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SUR

L'INTÉGrRALE EULÉRIENNE DE PREMIÈRE ESPÈCE,

P.vn M. J. BEAUPAIN,
LNGÉNfIîra OES W1N1ES, DOCTEUR ES SCIENCES.

CHAPITRE I.
DÉYELOPHïM'KNTS, Ï3N SÉl'HE CONVEftGISNTE, OISS F03NCTÎOISS B ( ^ , . y ) ET -,..-—-——-,

'I. LBIME, — Si (i est une (flumtùé réelle quelconque e( ? une quanfïlé
également réelle ei supérieure à — T , la série

A'=00

/n s-V^Y—-'.-
{ ) b-^ q-^p^.k

A'-=0

esl absolument comer^ente, ( i ) désignant le coefficient binomial

P ̂ ^ZLiLlAjLzJl^î ')
1.^3. . .^

Poar démontrer cette proposition, je considère la série des modules

/ • 'v ^ •» r / P \ l "'} ^ s -( " • ) l= lrnod (y 7,-^^ \ ~~ iIJ/>+1-
/•^O " ' 1 ! ! "' /•=:0

Soient k -==.1-^ ri et p = = / — £ , / et n étant des nombres entiers et s
une quantité positive, comprise entre o et î.

/fwt. de FEc. Normcile^ 3e Série. Tomic IX.— OCTOBKK i89':>. ^y-



3 10 S - BEAtJPAIN.

On peut écrire ainsi le terme Uyn-a de la série (2)

^ (l - £)(l- S -~l) . . . ( l -8)g(£ +!)... (£+/Q _______I_______ ^
A4"2 ~~ i . 2 . 3 . . . ( / H- n 4-1 ) q •+• s -t- t + ^ // + 2 "

A partir de ce terme, tous les termes de la série (2) cont iendront le
facteur constant (/-- £ ) ( / — £ — ï ) . . .(ï — £).

Si la série aux i l i a i re

/ 3 ^ T= V £ii±lLL l̂±-/^̂  ,̂___,.-2_...,_,_._N / ju i. 2 . 3 . . . ( il "l- ni -}- i ) — q — l "-1- 2 ̂  -+" a m
/»==o

est convergente, il en sera de même de la série (2). Dans la série (3),
q est supposé positif.

J'observe que les termes de cette série T p e u v c î n t se mettre sous la
forme

g ( g 4 - ï ) . . •(E-^) _ _[___,,
i . a. 3. . . ( n + ï ) -— q — ^+ a '̂

Ï _ [ " "£ (€ J ĵO__(^J l̂) _ ^( ̂ J1 ) • •J ( £ 4"" //- ) £ +• /'' "l 1

l — g ^ i:. - 2 . 3 . . . /<< i:. a. 3 . . . //. n -l- i ] — q ••- / + ;>. //. '

s ( £ + ! ) . . . ( e + ^ + ï ' ) _____J_
ï .3.3.. . ( /z+ a) — q — l - ^ r ^ n - ^ r ' i

— I F £(£+..IL- îi+.n .̂.--tj „ £ ^ 8 Jlî  LlldïZi.,!!.1!. £ + // '4" j 'I r

~" T^"£ L T . ^ .3 . . .(^-+-i) ï .2 .3 . . . ( /? .+ï . ) "/T+ a J—y—"/+T//,+9/

donc

i V^— _I_,„ [" iiî Lllii-iiztZil __ ï ^ ^ _ ̂ + II^ • "(£ +^) £ wh //- î _ „
1 juà " ï — £ I ï . 2 . 3 . . . /z — q — L 4- a ̂  ï . 2 .3 . . . /z /^ -h ï -"" q — / 4" ̂  fi

( 4 ) ^ Êii±2l•••(i±/ttLL) ^ L _ "
ï . 2.3. .. ( il "+• ï ) -— q— / + 9. n -h ï

Le premier terme est inférieur au deuxième, et celui-ci est moindre
que le troisième, si l'on a la condition

6 "4- tl „ € -h H + î ,^ ———————————— OU ^g .̂. < t ̂  i^ Q
__ /•/ —— /-1-. 0 M -.4- -'t 1 1 / ' -^ ?— ^ — / ̂  ̂  fi — ç — ( ^- ^ ̂  «(-. ^

inégalité qui est toujours vérif iée.
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J 'a joute ensuite que le terme général a pour l imi te zéro. Posons
E ( £ 4 - r ) . . . (s 4- n 4- m-— i)

i . '2.3. . . ( n -+- m )
s -h n 4- m n -4- m

— </ — / -+- 2 /À -h 2 /H — </ — / -j- £ -h 2 //. -h •r/ïr

£ 4- /î -1- WLe facteur a pour l imi te 4- D'ai l leurs, en prenant— q — l 4- a /^ 4-. a /n

le logar i thme népérien de ce produit indéfini , on a

(5 )

Oi-

Lo^P=Log&^Log.^^^.. .+Log£±-^^^i a ° /?, 4- m

!im (/<! -4- //?.) Log £ -+- ^ "4- /»-
n 4- w' liro (/^ - t-m)Lo^( i + AI 4- m

La série (5) est divergente et a pour somme — .ce. Les termes de la
série (4), a l ternat ivement positifs et négatifs, décroissent i n d é f i n i -
n'ient; donc ccïtte série est convergente.

Ainsi nous avons transformé la série T en une autre S', telle que la
somme des am premiers termes de cette série est égale à la somme de
m premiers termes de T. Or S^ tend vers une valeur f inie et déter-
minée; il en est de même de T^. Par suite, les séries (3) et (2) sont
convergentes et la série (i) est absolument convergente.

2. THÉORÈME. — Si la distance OA est égale à — i et que z soit l'eiffixc

r/'un point de la région, du plan, située à droite de la ligne MN, parallèle
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à l'axe des y, fe -ÇOT^
A- = ta
^ /,^\ I

(6) ZL-hT^îT^

^/ absolument convergente dans cet espace, q étant une quantité réelle ou
imaginaire quelconque.

Soient

z~=.a~{-ib, /y =0+^(3 , k-^l+n et a •=. i — £,

/ et /i étant des nombres entiers et £ u n e q u a n t i t é posi t ive i n f é r i e u r e
à i .

Le terme général de cette série (6) est

(/..., s + ̂ ) (/--..s — i + ib}... ( i — s+ ib) (s " ̂ ^^^.z^i]^^ ± - 1 - - — - -—--Y^^^^^ -̂.̂  ^ ^^ ̂  ^ ̂  ̂  ̂ ^ ^ ̂  ̂  ̂  ̂ ^^ ̂  ̂

Si la fié rie

^"mocil^ — ^)(M- :i — /'^).. . (s 't^"/^' '",/^} _.._J...̂ ,_,̂ -.,^ JL "~~-..-..-^^ j- • • - ^ ̂  ^^ ^ ̂  _ a — r

ou plutôt, si la série

___ /( t̂̂ ]̂ ^ ^1y _ . . -. ^^-^-.^-

(7) i 'v^^^^^T'''^V Vl.t5"^ / î) 't.I'.̂ ..lL:Ji!""t "r G^ ' J -..-.....,..— ——______| x ̂  ^^^-^^ ^ ^^ ̂  ^ ̂ ^ _ ^ _ ^x
/n :•:.•.: 0

est convergente, la série (6) sera absolument convergente. Nous suppo-
sons que, dans la série (7), a est pris en valeur absolue.

,1e compare cette .série V à la suite indéfinie

n ! ! ̂  'Jr ̂ •••^ ' J r n ^ l ) ^ ^rï^ ̂ " •iï̂ .̂̂ 0..-.». ..^—^^^^^^^^^^^^( ̂  ) u =- •••- .-̂ ••-̂ ^^ ^ ̂  ̂  ̂  i J . . . (ïj + n -\~ m 4" ( ) a /^ + ^ ///, — a — i1 1 1 w = o

laquelle est convergente, si r] est un nombre positif inférieur à i .
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Si Y] est supérieur à £, on peut trouver un nombre entier fixe n tel,
qu'on ait constamment, à partir de cette valeur, l'inégalité

ou
\/(s-+- n)2-^- Z^<Y3 -+- ri

Y]2— g2^_ 3^ — g^ — ̂ ^ 0,

condition à laquelle il est toujours possible de satisfaire, quelque
petite que soit la différence Y] — £, pourvu qu'elle soit finie et positive.
Les termes de la série V seront ainsi inférieurs, en valeur absolue, à
ceux d'une série convergente, dont tous les termes ont même signe;
en conséquence, la série (7) est convergente et la série (6) est abso-
lu rnent convergente -

3. COROLLAIRE. — 0 étant un cingle réel arbitraire, les séries

0. „- Y / ' 5 \ C O S ( ^ 4 - ^ 4 " 2 i A - ) 001-"'2^ 7—^r7m—?
Â-=0

(9)
c ^.^ fJS\ sin (^ + -s + 2 k ) 9^~2^^À';-T=^^T1i7:—

sont absolument convergentes dans tout l'espace à 'droite de la ligne MN.

4. Dans un travail publié dans les Mémoires clé l'Académie de Bel-
gique, in-4°, t.Lî , nous avons trouvé les deux formules suivantes

. A-=<» ' , r 1 ïi±l^
. . r\'mq^> , ,, ̂  f—p\cos(p-^y+2/c)Ô & x 2 .
(10) / cos^^——^K. k J-T-Ï^^"^ Vo (TÏ^^

A-==<»
, . Aïosr/y , ..^(—P\^P'+•^+f)-f^Q
( ï ï ) j , ̂ ^-^M k )~p^q^^k )

0 étant un angle compris entre — - et + -? p et q satisfaisant aux
conditions

i>/?5;o, jp"+-/7>o.
Ànn. de VÈc. Normale. 3® Série. Tome ÏX. — OCTOBRE 1892. 4°
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Par le changement de q en —y, ces formules deviennent
n Â-==eo / ————r-. î

, , / s i n y o , ^/•—p\cos(p•—q•^<3.k)Q 1 x î
( 1 3 — / ———LT ̂  ̂  _„ r^p y ( ^ \ ———^———/—————L- 4- aP-l ^ ^ — — — — — d x ,

JQ cos/^ • ^\ k p ^ q ^ ^ k J i+^^0

^9

Â-=O
Â-=:603) r^^^^ ^vf^)81"^!!^^

J COS^O ' Ari \ /- ) p — C j - ^ - ï k
/>-.=0

d'où, par addition et par soustraction,

r(E±l\T(E.'=J[} /—
f.n I A—^—-7-^ cos(^~.r/+a/c)q
v 4 / 2 r(^) '" ̂  ̂  \ /. ; [ [>^q~^ 2k > """" //- q 4- 2 À" | 'r(/,) -^v /,

^;=o
/>-==i» • k =ao

^;=o

^)
V / ~" P\ sm (/^ -i-" '7 4- 9 À') Ç _ ̂  / -—p\ Si l'Ï (p — // -+" 2 A') 0^ ^ ^ j ^^^^_ ̂  ^ ^ ^ .̂̂ ..̂ -̂-̂

-4 - /7+2A- ^\ k
/>•==() ' ' A /.'ssO

lîn vertu de la relation

r(^)r(î~^):==-^-,' ' ' sm7r,^
on a

rf^r(^^) sm(^)^r 6 ^ 1L -̂21_ v^^^^i^t^illJ / .J q—p\ Ll</siïn^siu</(9'^ \ k ) (p ^r ikY—q^
^^—r) ' ^:<)

^ / . sin(/>—^)" sin(p-4-/7) - / t•=6<> .
07) _«^_liLr1°___-^____?__ J^V^"^8!0!^^

r^-'^^'VlYr+Î^^V^ Tî-^nipzsin^^ ^\ k ) (p^9jc)^q1'

si l'on observe que les séries (9) sont absolument convergentes et que
l'on peut en grouper arbitrairement les termes.

Changeons dans ces formules p en — p :

^Zj^r^^^ .; ̂  .._.... .^7r-
2

T(f—/- r ( î+^ ) s i n ( / ? + ^ ) - ^ — , . , , ,./^ . A^^2__i,^^^___2 y ̂ .̂(î Lr̂ ,/ p/ </-h/?\ ' /sirv^siuç^ ̂  Vc; (^Â 4 —^) 2 - -^
A t I ."+• —————— 1 1 ! ^==0

. 7C ,. , / . , 71 ,

% '
^ / , sin(p+r/)-s in(o—n)~/f='»o , . , / ,̂

.. .,. _____r(t^)_____ _ . ___^^ JL——!.2 V ̂  \ sln ̂ LZÉL
r ( ̂  2±£\r\. _L. P-yT """4^"w TTsmpTTsïn^ "" ̂  ̂ kj^l—p^-fm^—^i^^^ ,̂
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q étant quelconque, dans tout l'espace à droite de la ligne MN, les
quantités

sin(^y)^_ ,^^_^,

' q sin/?TCsmç0 Z^\k) (a /c--^) 2—^'
/c==0

TT . . , 7T
sin(p -4- q) ~ - s m ( < 7 — p ) — / { = w , . . / , ,/,NJt y / 2 v / < / 2 ̂  //^ sin(9.^—^)g

- ï ^ n ^ T s m T 0 J r o VcJ^Â'-"--^)2—^
Â-==0

sont des fonctions uniformes de p , n'ayant des discontinuités qa'en
des points isolés. D'après le théorème de Riemann, toute fonction,
donnée le long d'une ligne de grandeur finie, ne peut être étendue au
delà que d'une seule manière, si on lui impose la condition d'être
uniforme et de n'avoir des discontinuités qu'en des points isolés.
Donc, quel que soit q, les égalités (18) et (19) doivent exister, pourvu
que la partie réelle de/? soit supérieure à — i.

Dans l'équation (18), posons
q -+- p q — pi——L-^a-^-x, 1——-==.r;

2 2

et faisons dans la relation (19)

1±£^^ !^l=a,
2 ï

i l viendra

T(a)T(x) __ (^g ĵ-^H? ̂  2^) sm1^_± l̂TC V (^ sm(s/c--a).^
(30) ^-^y_ a^ïia(a+î3s^)^sina7T ^ W (A- + ̂ ) (Â '— a— x)'

À's:0

A-spo

Ï{a+x) _ a^('?~la)sîmT5s^^ V (a^œ\ sin^/c—a—x)^
(^r ) p^y-p^ =— ^(^4-^) sin(a+ï)Tsn^ ^ V ^ y { ^ — ^ ^ ( / c — a )

Ces deux développements subsistent pour les valeurs de 6 com-
prises entre — !r et + TC- Dans le second, a + oc doit représenter l'af-
tixe d'un point situé dans la partie du plan à droite de MN; dans la
formule (20), a est une constante dont la partie réelle est supérieure
à - i. Quand ces conditions ne seront pas remplies, on posera, avec



3l6 J. BEAUPAÏN.

rillustre géomètre, M. Hermite,

a' == a 4- m,

m étant un nombre entier tel, qu'elles soient vérifiées à l'égard de a'
et de a'4- x\ Alors,

' r(a)r(.y) _ (a 4- x} ( a -+• ̂  -h i ) . . . (04- ••y 4- W) ( a 4- 2 .z- -h /n) sin ( a 4- ,:r ) TT
r (a4-^) """ a(a 4-1).. . ( a+w) sin (a 4- 2 ̂ ' -4- m ) Ô^nTaï^

(22) • A-='»
^ /a 4- w\ sin ( ï k — a — w) 0

x Zi ^ A- j pq^y^r^ ^
^'=•=0

r(<2-+-^) _ _ „ . .....^.,., ,^^a.+_.T.^.:_•..;ja."Lm^ lz' (•'y — ^ — ^) sin TT.^ sin ^TT
r (a) r (.z') "w (a -h x) (a + ̂  -n ) . . . (a + .c -+- m) ^ sin (a +^yÏ^m7^"::^^

( ' î 3 ) { /.-,.
^ / a •+" .̂  + w \ sir;i ( a /c — a — x — m-) 0

x Zà \ k ) ^--^"Y^^^k ] ( /c -— .z; ) (/c — a "—• w)
fï^.Q

Les relations (12) et (i3) conduisent encore aux formules

' ^(^)^(^) _. L̂ ll̂ ,,.a-±JïJl̂  ) si 10 (a + /r )7r
r (a + x) "^ a ( a 4- ï ) . . . ( a -+- w ) .̂-^-^^^^^^

('24) ' '^-^
\ "n fa-\-m\ cas (a A'—- a — m) Q

x JL /c r,:^r^^ '2 /c ~ a - ̂ ,/c / (/c -4- se) {k — a — ..r — w)
^==0

' r^-j-'^) _, _ __._^..,.aA^^.ll;_l:_(a ̂ î ll.-̂ .— <z; 8in ̂ ^siln arj: '
r ((2) r (^) ~~ (^ •+- ̂ ) (a -h .x- +1 ). ̂  (a "+- .̂  -+- w) 7Tiîû7^TÏ)1rr^o^

(95) < Â-==oo

'̂ n /a +"^4-w\ cos (aÂ"—a—.y—w) 6',
x^ ^ /c ^^~^^^^^(.̂

Remarque. — Si les quantités sin (a 4-2^4- m)0, s in( .r—a-—m')0,
cos (a 4- 2.r+m)0, cos (x — a—m)0 sont différentes de zéro, les dé-
veloppements (aa) et (û4), (^3) et (^5) représentent, les premiers,
l'intégrale eulérienne de prem'ière espèce; les seconds, l'inverse de
cette fonction.

Si, pour certaines valeurs de a, m, x et 0, sin (a + 2x 4- m) 0 est
nul, il faut, pour la représentation de B(a, oc), avoir recours à la for-
mule (24). Dans ce cas, le second membre de la relation (22) doit
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prendre la forme °j et la valeur de ' B ( a , x) est donnée par la for-
mule (24).

5. Si 0 = o, ces développements deviennent successivement

k =00

îl̂ !̂!!̂ --- ( ^ + ^ ) s m ( a + ^ ) 7 r y /^\ ^— a '
( 2 b ) r ( a+^)"~ asinaTC 2 ^ \ k ) { k - } - x ) { k — a — x ) '

Â-==0

/ r(^)r(^) _ (.̂ (̂̂ jif̂  "1"m^ sm( 0+^)7:
i p-^_^^^— a ( a + i ) . - . ( ^ + ^ ) sinaT:

^ n \ ] k = w
' / 1 ^ /a + w\ 3 /c —• a — mi\ /c y ( Â ' + ^ ) ( A ' — a — ; r — m )

/r =- 0

A-=oo
r(^+^..) ^ a^sinîT^sinâîTT _ ^ /ff + x\ _^~••,ff,•~:.lr„.

^ 2 8 ^ r(i)T(̂ ) = '~ TrIaTioim^^ A- / ( / c -a ) ( / "—^) 5

r(a-h;r) ^ ( a + i ) . . . ( a + / n ) ^sinTr^sinaTr
f«l\ï):::= """ (aTÏ)TaT^T^ (a T^T^y TT sin (a 4- ̂ ) T:

'2^ i V /a +12? + ̂  _lîk^~',a "m ̂ .•••"m _„
x 2i \ /• y1 (T~^)(Â--a"-m)"

Si0=^

7r( ̂  4-. 2 ̂  4- 7^) sin (a 4- ^1) TT sin (<% + /^) -
r(a)r(^) _ _ ( ĵifjjgĵ l̂ 1^ .(a + ̂  + ̂ ) ̂ _____________?
Tl̂ TiT"" ' a T a ^ y r : ^ s m ( û + 2 ^ 4 - w ) T C s î n a 7 r

A-
^

x
J
Â-=0

^ (a + //A ____(^_0^____ ^
Zl V /c / ( / c+^ ) ( / c -a—^-w)

TT
, sin (a + ^)'TT cas (a-4-^) -

T(a)r(^) _ a (a +^)^_(iL±L^ ^-——_____--———-
r"(aT^^ ~a(a+ï)...(a+m) cos(a + 2^4-w) ^sinaTC

(3i) ^
À' ."-S 00

V r lu^+^———ii^-^——:,A'' ' \ ^ y (A+^) ( / f - f f -a ; -w)x^(-1

Â'SîO
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.ysin7r^sina7rcos(û!4-^+w) .--î| r(«. +^)__ __^L±-iLLlla-t-w^
| ^^)T^ = ^(a+^)(a+^+I) . . . (a+^4•w) ^s in (a+^)7TCOS(^-a -^ ) -

(3.) <
^ ,,(a+x^m\jî^_^^^

x ^ ( ^ ï ) [ k [̂F^H^^^5

.y^_û—m)sin7r^sina7rs in(a+^4-w)^
r («+^)_ a(g+J)•'^a±^L—- __--
r(o)TTy)~' (a+^)(a+^+i). . . (ûî+^+w) 7Tsin(a+^)Tcsin(^- a-m)^

(33)
^ /^_^.^.+^A ____[Z^Ï -—.

Â'S

xl
Â'--=0

Zi \ /c ; ("/;-^T(T---«-^

6. Si la valeur de 0 surpasse î en valeur absolue, le développe-
ment (20) définit encore une fonction analytique dans tout le plan.
La partie méromorphe de cette fonction est identique à celle de B(a,.r),
car elle a les mêmes pôles et les mêmes résidus. Si l'on désigne cette
fonction par B (a, x, 6), on pourra poser

(34) B {a, x, 9) = G{a, x, Q} 4" B (a, ̂

G(a,^9) étant une fonction holomorphe. Cette fonction ^annule,
quand 0 varie entre -Tr et +^ et reste égale à zéro, quel que soit 0,
si les quantités a et x satisfont à la condition

a + x = k (k = nombre entier).

En effet, dans cette hypothèse, la formule (20) se réduit à

(i-^)(2-a)...(/c-a-]i) _JT_

c'est-à-dire à
i^ j_ . ( / c — ï ) sinaTC

rja)^-a)^(^-.).
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CHAPITRE II.
DÉVELOPPEMENTS, EN SÉRIE CONVERGENTE, DES FONCTIONS

c o s ( 2 ^ - — m ) Q s i n ( 2 ^ — m ) 0 , i .' \^ ——x-,————L-, -TT ——L-,————i- (/TZ == nombre entier).
SlUTT^ SinTr-Z*

7. Les formules (23) et (s5) donnent lieu à plusieurs applications
intéressantes et nous permettent, en particulier, de développer, en
série convergente, et cela d'une infinité de manières, les fonctions

, 77 7T
T: COtlT;r, -^———-f —————•

SlHTT.r TT
COS -" X

2

Ces relations (aS) et (^5) sont pour ainsi dire conjuguées. Pour
obtenir les développements qu'on tire de l'équation (2$), il suffit de
différentier, par rapport à 0, les formules déduites de la relation (aS).

On sait que les pôles de r(a 4- x) sont donnés par l'équation

a -f- x •+- n == o (n == nombre entier),
d'où

m 4- a 4- x = m — n.

La fonction TÇa+x) paraît n'avoir pas de pôles simples; mais il
n'en est rien. Si a -+- oc "4- n === o, on a identiquement

[/• ;== w — n ^
^ ^ /m 4~ <2 + x \ sin ( a /c— a — x — m ) 9 ^^

(6U) ZA \ k ) ( / c — ^ ) ( / c — a — m ) L^^=o
/i-=o , "

En outre, à partir du {m — n+ i)1'"10 terme de la série (^3), tous
les termes contiendront le facteur n + a+x. Ainsi, par suite de la
présence du facteur sin(a+^)n; au dénominateur, le coefficient de
——î—— prendra la forme °> et, dans chaque cas particulier, on trou-
a "4- ̂  -+- ^ l ' o " -
vera aisément la vraie valeur de cette quantité.
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8. APPLICATION I. — Déterminons la valeur du résidu de T(a + ̂ )
pour le pôle a -+- x == o et soit, dans la formule (â3), m == o.

En faisant usage de la notation de Cauchy, on trouve

CoJr(<2 +• £c) _ a.^sm2^^ [" 6__ sin26> ^ sin^O i sm60 ~|
T(^)T(i—œ) ~" Tr'-sina^ L^ 4" i — -r;2 '"" a' Ï2 — ^2 '+" 3 3 2 —^ 2 '"' " ' J '

ou
sin^ „ « r sin0 i s i naô i sin30sin^ „ « r sin0 i s i naô i sin30 ~]

W .__________ , , ___^. H -'-"- <-) ^y* | _________________... ___ «________,,r^i^.rTn^_ - ni... „.„„ __ |

ShiTT^ '"" ^ 1,1—^ t2 2 2 2 — ^ 2 3 32—-^s! "J'
• ________ _„ H -——^ <•) /y>2 j _______^ __ _ _____,^.^^ _L- — -. ______

( 87 ) l " sin-TT^ ' [ i — x1 2 a2 — x2 3 32 —- x
'n^e^—Tc;

car on sait que le résidu de T(a+fv), pour le pôle a+x= o, est
égal à ï .

Maintenant, si l'on observe que la série, formée par la dérivée des
termes du développement (87), est uniformément et même absolument
convergente, on aura par difÏerentiâtion

l c()sex _ ^ _ f cos0 ces a0 cos3<9 ")
(38 ) ( 1 ? ^ ^sinTr^ "~" ̂  "^^Lr^^"^ i2—^ 'Jr y^^ " - • • • [ »

TT^^—TT.

De (38) on déduit les doux formules classiques

( 3 9 ) siiïï ~ ~x ̂  2 x [ T=^ ~ ̂ _"^2 -+" 3^r^ "" - • • }

n :=•: «?

( 4o) TT COtTT^ == — — 2 X 'V -——c——.; -ffî ^sé r^ — x1

n sa l

De (37), en faisant 6 == 7 r ? on tire

/ / \ T1' / ' » r 1 1 . 1 r r "I
(4I) -^=TC+^L^:^~33^^+55^^-•••J'COS -- *2? L' "*

1 , 2 ,

(l) Exercices de Calcul intégral,^ par Legendre, t. iï, p. 169.
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formule, qui ne diffère pas au fond de celle d'Euler

(4a) -2—-4r__l___J_,__i_ 7
cos^" L1-^2 ^-^ii^-T^7Tcos - a?

2

_ i ________ _ / ,
' 5 2 — — ^ 2 r ,2__^2 -T'' • •

La formule (2.5) nous conduirait aux mêmes résultats. Effectivement,
faisons 04-^=0 et m -== o, on a

Cp r ( a + ̂ j_ __ i^02^ __!__ [„ cos ̂  •+•tr) ̂  / ^ ^+-^ cos20
r(.%-)r(ï —.z") ~" TT cosa (?.2? sin (a+^)7r L a,r » (^+^) + ^ ( 7 " ^ ~ î ) ( i — ^ ) 2

-^ t^±_iyl̂ ^^ cos 4.0 ^ 1
i.2 (ï :—.'r/ l)(2—a)q '+""J

OU

/ o o 2 • s cos^.:r i F <îos0 cos20 cos3^ "1(oo c? .̂n TT "1;—— — - =: 2.r ———— — ———— -4- ———— —
sin 71 x x L ï 2 — <TÎ 22 — œî 32 — xî \

9. APPLICATION II. — Posons dans la formule (2,3), a-^x=o et
m == i,

r— îiLIL̂ l̂  a-+-^-+-i s in ( r— a —.r)^"]
^ ̂  __•iLL4:-̂ ,.?___ ĵ___[Ln'ïIIEL^L =:0.

L s in (a+^ )7 r Ja+a-==o~~o '

La vraie valeur sera

. ï r s i n ( 9 — a ô c o s ô s in0A =: - -7r L Jl (I — x ) <2;2 ( f — t / r )
Alors

s i n (%a / '— ï } 9 ( a . r—ï )s i n0 , ,, ,
7-C .——;—————L- :-: ——•-———"——— ^ r X ( l - - x } [ 1 X — ï )

sm'TT.r A'(! — ÎK)

\ f s î n ^ — a^cos6' , ï sin3'9__ ^i^ sic 56
^ 1 ,a?(i—.'r) 1.2 (a —;r ) ( i +^) 2.3 (3 — ^) (2 + ̂ )

î^;-71.1 2 •^1 1 ^ 3 ! • . ! - , •

Ânn. de l'Êc, larmoie. 3e Série. Tome IX. — OCTOBUE 1893. 4l
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d'où, par différentiation,

| , ̂ ^^^si^-CQsg+^i---^)
\ ' sifi'Kx

1 1 F cos0 , i cos30 ^JL_-^J__^ 1
( 4 4 ) , ^î^^"1" 1 . 3 (2~^)(l+.zV 2.3 (3-^)(2+^) ' "'J'

,^0>^.
' 2 " - 2

On déduirait cette formule (44) de la f o r m u l e (2.5) en faisant dans
cette dernière

a + x == o et w == i.

Des développements (43) et (44) on tire les suivants, en supposant
successivement 0 == 1 e t0==o,

3 '

î — 2 ,'Z" , , / ^
7T COt7T,r =: -—————- — X ( Ï — '̂ ) ( 2 ̂ ' — 1 ).x{î—.x)

[ l _t_ _____!_____ _J__ ^ ^ ï _ , --1. ....,..,.,-t..-———. -...I,

^ (̂T^"''' Ï . 2 (2-A•)(1+^) ^3 ̂ -::^+^ <u\i (4--^)(3+^) J

7r / ^^ I l 3
;+i-^(^^) ^Trr^^— ———sin^' v ^^(i-.^)2 i.a (â~^)(i+^)

(46) ^ ^ .«" / | . î ^ _^ ___7_
2.3 (3 „ ̂ ) (2 + ̂ ) r 3.4 (4, - a;) (3 -+- .r) J

10. APPLICATION III. - Prenons un dernier exemple, celui de

ff4-a'=:o et w=r-:a.

La formule (2?) donne

6or((3 + ^) _ .r(i — ^)(9- — x ) __sîn!7TiL._.̂ ^̂ ^ _ _ . ^ . . . ^ ̂ ^^ ̂ ^_^fj

„ f___ I____T ̂  ""̂  "t' ̂  ̂ ^r-^-^^^^^^ (2 /^ ̂  X - 2) j .x sin(a+^^\ /c 7 (/c- ̂ )(^- a- ̂  '
|_ À" = 0 -j
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Or

r-/f=â
^ /q4 , ^+2v cos^-q-^2^/ a 4- x + 2 ̂  cos ( a A' —• a •—x — 2 ) 0 ^

k — x ) { k — a — 2 )2^ À- ; (Â^)(Â--a-2) (^-^^-^
À-==O

sm(a+^)7T J.+,.=o
__ \ [ '40sins0+ cos20 4cos 2 ^ a 1 ^ ;
_ ^ j ^ ^ . ^ _ ^ ^ - • • • ^2(2__^)â + (i-j;)2j ^

donc

TT cos ( ,z1 — i ) 2 Q , , , , r ^ ^ sin a 0 + ̂  cos 2 0 a cos 2 0 i
———-:————'-— = z x ( l — x } ( ^ — x ) ————-———2———— + ——————~4- 7————r?smîT^- ' M ' L x ^ — x ) x^^—xY ( i—^) 2

1 cos40 / i cos60 ^ 1
^"T^S ( 3 — ^ ) ( i + ^ ) 2.3.4 (4 -^ ) (2+^) " * * ] '

puis, par le changement de ô en -5

cos(î—x)8 , . /30sin04- cos0\ , . / ,^——\———L.:^:(j_^) ———————— - ^ ^ ( ï — ^ ( â — ^ )
SIIITTA' \ ^ /

(47) < r i l̂̂ î  ,̂ ^ cos^0 ^_ l _ cos39 Q 1x[^r^+,i?(ïr^+l.2.3(3-^^ ^3.4(41~^)(2+^) " j 5

TT^^-TT.

Par intégration entre o et 0, cette formule devient

sl^l^=l,-^a9-•'lQCOS9+^--x)6
&ÏÛTIX • 2sinTi^ ' / 2

J sin9 ï , s in2@+^(1-^(2-^)^^^
(48)

_ «JL- _ s^36 l sin4^ ___ 1
"W'ÏJ4(4-^)(2+^) 3.4*S(5-^)(3+^) " J '

\ ^9^^

De ces développements, on conclut

(49)

-+. . r ( l—^)(2 — ^ )
sinTr.y à

f" ï 2 1 __A——--J—-—^--^^ 1
4(1T=^^^^ 2.3.4 (4-^)(^+^) "J '

r 1 ï a 1 1 y __A—-——-i--—-^-^^
X 7:———T^^-îT"::——"Tî^TT^ / ^—'y " \ ^ î ^ / / ; ^ , ^.3.4 f/l—^ÏÏ'2+.Zî) '" i
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( 'n:COt'7T.r== ——— — ^ ( l - — ^ ) (2 —cZ')

(5o)
|" I 2 1 _____4 ____ _____6_____

x [(7^^ ~ ̂ 7^)i + 1.2.3 (3" -^ ) ( i+<z ' ) 2 .3 .4 ( 4 -^ ) ( a+^ ) +'^\î ' r o .̂  / R _ rVr -L. 7!^ '). ^ /, (Y, -— .o"Uo. -l- .r\ " '

7: / I — . r \ , , . ,^ ̂  ^ ——— + ^ ( i _ ^ . ) ( 2 — ^ )
^ \ 2 /

,. . i 3COS7T— '
(0l). ^ 2

[ I ï 4 J ^___^____.. _1_ 12
x (i-^)2 ~" i~23 (3~^)(i+^) + rp (Ô'-a?)^^ """ 5^7 (7-^)(5+^) +".

(02)

71 , / , (3+ '7T)( l -~ 2^)2 , , „ ,,
-^-.^(ï—.T^n-^ -————-—————- + 4 ^ ( l — ^ ) ( ï -~ 2^)sin7T.'r 2

r j T i i i i i
x ^4^(1—^)2 2 .3 .4 (a— ̂ )(i-h^) 4.5.6(3—^)(a+^) 6.7.8(4—j;)(3+;r) '"

11. Remarque J. — Ces quelques exemples suffisent pour montrer
comment on peut développer, en série convergente, les fonctions
' ?TCOs(3^—w)0 '?rsm(2.ï —m)9 , , . i ,* n - i——L———L», ——L———L., ^ étant un nombre entier. Par suite,sinTra? sinTLr
on pourra développer en série convergente, 'et cela d'une infinité de
manières, les fonctions ir cotrc^ —r—, —T—•

S Ifl 71^ 7Î'cos-a?
2

Remarque I I , — Au moyen des formules (22) et (a4)î on arriverait
aux mêmes résultats. Dans ces relations, il suffit de donner au para-
mètre a successivement les valeurs entières : o, i, 2, 3, 4» • '-

CHAPITRE iïl.
SOMMATION DE SÉRIES TllIGONOMÉTIUQWS,

12. Avant de terminer cette étude, nous ferons voir comment la
formule (a3) peut servir à déterminer la somme d^une infinité de sé-
ries trigonométriques.
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Si nous posons a == a 4- i?, a? = a —- î(3, w = o, la relation (^3)
prend la forme

À-=00

.3 ____F ( 2 a)______ (o t 2 +P 2 )2^ps in7T(a•+•^ 'P)s in7^(a—^) ̂  /2a\ s in^^Â'—a)^
( ^ p^^_^yp^_^py -- — a o T F s i t i a a T r s i r i a ^ ^ 2 d \ À- y (A'—a)^^2

Â-==0

Si nous désignons par R le module de T(i^), on sait que

,. / 27T-v/,R = i / TTr-^-———;— •y P(^-^^)
Ce résultat est dû à M. Stieltjes (1).

D'autre part, les propriétés de la fonction gamma subsistent dans le
cas de la variable imaginaire. Au moyen de la formule (53), il sera
donc possible de trouver la somme d'une infinité de séries trigonomé-
triques, si a satisfait à l 'une des conditions

a =: n, a== n + ̂ ,

n étant un nombre entier, nul ou positif.

13. APPLICATION 1 : a = o. La formule (53) devient

y _^__» — P! [(g""^—^^)2]/, 9__ sin^ _ ^ sin40 ^ s in6^ _ \(,4) ^p ĵpy^^^ - ̂  [T^rrTprJ^ ̂  + r+ls2 """ 2 a^p2 + 3 s^T^'"'*1/
r<- A TT
Si 0 ===: -?

2

R=yp(^^^'^)^

R représentant le module de T(i^). C'est le résultat de M. Stieltjes.
Donc, par substitution de cette valeur de R dans la relation (54),

1 [ n ^-^^l sin0 i_ smâ0_ i_ sin3ji_ _
(55)(2) , ^L ^^TT^J^TT^^^ * " "^_^PTC^

77^^-^.

( ï ) Cours de' M. ïi'ermite, professé à la Faculté des Sciences de Paris. 3e édition,
p« T ï 3 .

( a ) Traité élémentaire àefs séries y par M. Catalan, p. u4.
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14. APPLICATION II : a == ^.

r sin 2 a0 2 a sin 2 ( i—a) 0 "~j
•" '^Tyi + ~ (7Z:og)2^^ __ i j2s in .6 '—40cos0 ^ a sin 9

l ï m ï o ï J ^ ? 27r( (l-)2^^ [(?)^PT

Alors

j_ _ ^ i + î. p2 (ef^ + e^Y f sin 0 -- 3 0 cos 9 4 î"^
——r^-" — p — g " " T Ï Ï f i / . - . a f i O . ..L- / T ^ i ' ^ "^(^^)^(|-^p)~ tJ 7r2 ^^-c-2?0 L ï+4p 2 i+4|32

ï sin 30 i sin 50

Mais
• ï . 2 32+4(32 ^3 S2^^^2 " J

I ^PTC-4-.^-PïC

r(i+^)r(i~^)- . 2^ ;

par suite

TC rfO—^P^ a0cos0 4sin0
P(M-p2) fâ?- -pî i+f^ (i+P2

2,L.^ ' àe ;i + e
t^\ y1 _ sin0 ï sin 30 ï sin 50 :r sin 70

1 =: TT^ ̂  TTa â2^1 ~" '̂  fPT]̂  + 374 "^"^

^e^î.
2 " ^ 2

En particulier, p === o,
/ w , /, /. r-, ^ . /, A sin 30 ï sin 50 ï sin 70(57) 7î0+a0cos0=5sm0+ — —r— — —5- —— + o y ——' i . a 34 2.3 y 3.4 72

Si 0 = TC,
2

7T" _ y Ï X I î. ï 1

T "^"J ~ Tï y "" ïT3 y w 3Tî ^ ^"" " "

Prenons la dérivée de la form,ule (Sy) et faisons ensuite 0 == o

- w o . <» ï T ï ï58) 7 T = 3 4 - — — - , — — — — + . , _ — — — , — + . . . .' / , , ï . a .3 3.3.5 3.4.7 4 • ^ • 9

Cette série est assez remarquable.
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CHAPIT.Œ IY.

15. Pour terminer ce travail, je crois devoir signaler une nouvelle
forme de développement de B(a, se), laquelle me paraît digne d'atten-
tion.

Dans les formules (^) et (24), faisons m = o et 0 === ^ il viendraa

TT(ff.+.y)(a+a<z') sin(û4-^)'jrsina -Â•=O C

(59) B(<^)=-—————-———————————'-^-^W^^-a-.Y
asm(f f+a ;? ) - smaTC i-=o \ / ^

(a+^)sin(a+^cosal_" ^,_^
(60) B(a,.)= ————^——————————S^')^,) (,+..)(/; ̂ r=-^-

ûs cos (a -h 2^) - sinaTr À-=() •
3

On peut écrire ainsi ces formules :

(a+r;)sm(a+.r)Trsin^_« ^ ^
B(^ .̂  -^ —————————^————? ̂  Q/^

7: . A'- / \ /C/U"+^ /C-0-.^
a s i n ( a + a x ) — s i n a TT A- = oîâ

^+^sm(a+^)7rcos^/_ ^ ^
B(.^.)=-.—————————^——— ̂ (_,)^^+^^;

acos(a + 2;^) ,— smaTT ^=o

d'où l'on tire
/( == 60

... ,,. , a+.z? ̂  „ ^y.fa\ I
( ô ï ) B(a, .r)==:——— 7 ( — i ) 4 , 7-——-,' / ' ' / a ^aà ' \kj h-^- x

k^Q
*=«>

2(-)
/fï=0

(^) K ( a r)- - (^tfl81"^-4^" yf-i)* f^ ' =- ̂ t^0^,V 0 2 ) IK^^J- asinîi.» ^'' / \ k ] k - a - x sinna: î

en posant
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Le développement (61) ne diffère pas de celui que donne l'illustre
professeur M. Hermite, dans son Cours de la Sorbonne, 3e édition,
p. i35. GÇsc) est une fonction holomorphe. Ainsi, la fonction méro-
morpheB^,^) est mise sous la forme d'un quotient de deux fonctions
holomorphes. En outre, d'après la nature de la fonction B(a,.r), les
zéros de

Vr .uY^____
Zà^^ \k) k - a - x

Â'=0

doivent être nécessairement i, 2, 3, 4, • • • » puisque, pour ces valeurs
de ce, le dénominateur de la formule (62) s'annule. En conséquence,
sous la condition que a soit une constante, dont la partie réelle est
supérieure à — ï , on a F i d e n t i t é

V^ïVc^n^___.--
) 2/ ï) [k k-^a-xï /c , 7—————— =o,\ k j A" — ci — x

Â--==0

X-==.î, 2, 3, ....

(63)

16. VÉRIFICATION : a = 3, x = 4. -"- On a

A=S(-)'O; h^=î.^a\ i

/>'=0
i: a î a (a— ï ) i a (a — \)( a — '„>- )

a + 4 î î — a — 4, î -2 2 —" a — 4 r •2 • ̂  3 — a — 4

î̂ rillî ri2^̂  —A,,_
î ,2 .3 .4 .5 . •^•7 3 — < • / '+

OU
__ î ,î 3 ï î _ „
'~'"~ 7 2 •pi ^ 4.5.7

17. Des relations (23) et(a5) , par une analyse semblable, on dé-
duira les formules

fe=i<»

B ( a, x ) TT ( a 4- x )
^/^ ï _ a^in^Tr ^y . ,^fa"+••2 '^_\_
(64) B?^^1"^i7^i^ JL^^ V /c ) k ^ a

Â - = 0

A- = »

rô^ î -^a^s^l££ V^i^^^^^—1—.lw/ STa^"" Tr7a^^) Zi^ I; \. /c ) k - ̂B(a ,^ ) 7r(a-i-,^)
A-sO


