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SUR L'INTÉGRATION
DKS

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES1^

PAR M. E. VESSIOT,
P R O F E S S E (J H A U L Y C E E I) K LYON.

I N T R O D U C T I O N .

J'expose, dans ce travail, une théorie de l'intégration des équations
différentielles linéaires, qui est entièrement analogue à la célèbre
théorie de Galois sur la résolution des équations algébriques. La pro-
position jfondarnentale en est la suivante :

A chaque équation linéaire d'ordre n correspond un groupe continu
fini clé transformations linéaires homogènes à n varicibles^ qui ] ouït de
propriétés semblables à celles (la groupe de suhsUlulions d'une équation
al^éhrùfue.

M'. Picard ava i t é tabl i l 'existence de ce groupe, mais sans en énon-
cer complètement la double propriété ( î ) .

Mon po in t de départ est l 'étude des fonct ions rat ionnel les des inté-
grales ( formant un système fondamental) d 'une équation linéaire et.
des dérivées de ces intégrales. Elle comprend une théorie 'de la trans-
formation des équa t ions l inéaires, analogue à la théorie de la transfor-
mation des équations algébriques, et conduit à une proposition qui
correspond au théorème de Lagrange sur les fonctions rat ionnel les des
racines d 'une équation algébrique. L'existence du groupe de transfor-
mations d'une équation linéaire donnée et les propriétés du groupe
s'en déduisent. L'intégration de l 'équation donnée au moyen d'équa-
t ions 'auxi l ia i res est alors liée à la réduction progressive de son groupe

( l) Comptes rendus f i883) et Annales de Toulouse (1887).
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de transformations. La méthode à laquelle on arrive ainsi est la seule
possible, si l'on s'astreint à n'employer comme équations auxiliaires
que des équations jouissant de certaines propriétés caractéristiques.
Elle donne la condi t ion nécessaire et suffisante pour qu'une équation
l inéai re soit intégrable par des quadratures, et de là résulte, en parti-
culier, l ' impossibil i té d ' intégrer, au moyen de quadratures, les équa-
t ions l inéaires générales d'ordre supérieur au premier.

La théorie des groupes de transformations, de M. Sophus Lie, sert
de fondement à ce travail . C'est d 'ai l leurs en étudiant sa belle méthode
d' intégrat ion des systèmes complets que j 'ai été amené à m'occuper
des équat ions l inéa i res , et les idées générales de l ' i l lustre savant nor-
végien sur l ' intégrat ion des équations différent iel les m'ont constam-
ment guidé. Aussi je t iens à lu i exprimer ici toute ma reconnaissance
pour la bonté avec laquel le il a bien vou lu , pendant mon séjour à
Leipzig, m ' in i t i e r à ses théories si fécondes.

Ce travail est divisé en trois Parties. Dans la première, j'expose
quelques p r inc ipes , indispensables pour la su i te , sur les groupes de
transformat ions . Ils sont presque tous empruntés à l 'Ouvrage de
MM. Lie et Engcl ( ) ) . La démonstrat ion du théorème du Chapitre I,
n° 4, m 'appar t ien t , a insi que les développements du Chapitre II, dont
les résultats ne peuvent d'ailleurs être inconnus à M. Lie.

La deuxième Partie contient l 'exposit ion de la théorie générale de
l ' intégration des équations l inéaires, (elle que je l 'ai esquissée en
commençant .

La troisième Partie est consacrée aux appl icat ions. Je les ai, limitées
aux équat ions du deuxième et du troisième ordre. J 'arrive à cette
conclusion, qu'il ne peut pas se présenter dans l ' intégration de ces
équations de par t icu lar i tés intéressantes autres que celles qui ont été
déjà signalées, notamment par Laguerre et Halphen.

Devant l ' impossibil i té d'une bibliographie complète, je me suis
borné à citer les Mémoires qui m'ont été utiles. J'ai indique en pas-
sant, notamment au sujet des équations auxiliaires, quelques lacunes,
sur lesquelles je me réserve de revenir.

(1 ) Théorie der TranffforinationsgruppGn, Unter Mlïwirkung von DrEngel, bearbeitôt
von Sophus Lie (Teubner, 1888).
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PREMIÈRE PARTIE,

CHAPITRE I.
SUR LES GROUPES DE TRANSFORMATIONS ET SUR LES I N V A R I A N T S DIFFÉRENTIELS .

1. Principes fondamentaux. — Nous commençons par rappeler
quelques proposi t ions , qui sont fondamenta les clans la théorie îles
groupes de t rans format ions , et qui sont d 'a i l leurs bien connues .

Soient
(1) ^ —fi{x^ .. .,.r^; a^ . . ., a,) (/"= r , ̂  . . . , n )

les équa t ions d 'un groupe continu fini de t ransformat ions . Les fonc t ions
x\, . . . , x^ des indétenninées oc\, . . . , x^ et des para mètres (essentiels)
a^ . . . , a^, définies par ces relations, sa t i s font à des équat ions aux dé-
rivées part ie l les de la forme

r

(2) ^ :=^ ̂ jk{a^ . . .,a,.)^(.^, . . .,^)
/.-==i

(z=: 1 ,2 , .. . , / z ; / i = = 1 , 2 , . . . , r),

qui peuvent encore s'écrire
r

<3) ^7(^1, ...,0=^^-/,(^i, •-•.^•)^L

/•=i
(ê= ï , 2, . . ., n;y= i, 2, . .., r) (r).

Si l'on pose alors
n

(4) X/,/==^^,(^i, •••'a-/.)^. ( /c==i ,a , . . . , r ) ,
Jt" Kï 1

{ 1 ) SOPHUS LIE, Théorie cîer Transformationsgmppen, ï, p. 34.
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le groupe peut être considéré comme dé f in i par les r transformations
inf in i tés imales qui on t pour symboles

X,/, X,/, . . . , X,/;

c'est-à-dire que l 'ensemble des t ransformations du, groupe se confond
avec l 'ensemble des transformations de tous les groupes à un para-
mètre engendrés par les transformations infini tésimales dont, le sym-
bole général est /•

x/=^.,x/,,/,
/;•=-!

où ^ i , . . . , e,, sont des constantes arbitraires ( { ) .
On peut en f in , pour dé f in i r le groupe donné, remplacer les transfor-

mat ions in f in i t é s ima les (4) par r combina i sons l inéaires de ces trans-
format ions, qui soient elles-mêmes l i n é a i r e m e n t indépendantes .

Inversement, pour que r t ransformations inf ini tés imales indépen-
dantes (4) déf inissent un groupe cont inu f ini de transformations à r
paramètres, il f a u t et il su f f i t qu 'e l les satisfassent à des relat ions de la
forme /"
( S ) ( X./, X /, ) ̂  ̂  C i k s X, ( /', /• ̂  î , ' < , . . . , r ),

.V =•: 1

où ,ies quanti tés c ,̂ç sont des constantes (2).
Ces constantes définissent la wmposilion ou la sirucluredu groupe ( ; l î).

2- Groupes complexes, -" Outre les groupes que nous venons de con-
sidérer, il en est qui ne peuvent pas être déf in is par un seul système
d'équations. Tel est, par exemple, le groupe de toutes les transforma-
lions de coordonnées rectangulaires du p l an , qui. ne peut être repré-
senté que par l 'ensemble des deux systèmes d 'équa t ions

.'^ ::r: .r cos a — .r s in a,
r 1 :r" .T sin a -+"• y cos a ;

x' ==: x cos a 4- Y s in a,
y ' •;.-::: .'r si n a — y cos a.

( 1 ) SOPÏIUS LIE, Tram'format lonfsgruppcn^ I, p. 75.
( 2 ) Ibid., 1,01. 9.
(''Q Jbid., 1, Ch. 17.
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Nous appellerons, pour abréger, un tel groupe un groupe complexe.
A l'égard de ces groupes M. Lie a obtenu le résultat suivant (^ ).
Tout groupe complexe est déf ini par un groupe G, engendré par des

transformations infinitésimales, et par un certain nombre de transfor-
mations finies T ( , . . . , T^_i , laissant le groupe G invariant ( 2 ) ; de telle
sorte que l'ensemble de ses transformations se compose des m familles
de transformations

(6) ToG, TiG, . . - , T/.-tG.

To désigne la transformation iden t ique . De plus les transformations T,
doivent vérifier des relations de la forme

T,T^==T/S,

où S représente une transformation du groupe G, mais aucune relation
de la forme

T,=T,.S.

Si G a r paramètres, nous dirons aussi que le groupe complexe (6) a
r paramètres.

Dans la suite, à moins que le contraire ne soit expressément spé-
cifié, nous ne considérerons que des groupes non complexes, c'est-à-dire
engendrés par des transformations infinitésimales.

3. Invariants différentiels^). - Nous n'aurons à considérer que des
invariants différentiels d 'une nature très simple. Dans les équations (i),
qui définissent un groupe de t ransformations, nous supposons que
x^ . . . , x^ sont des fonctions d 'une variable i ndépendan te f,x\, ...,^
sont alors d'autres fonct ions de cette var iab le , et leurs dérivées suc-
cessives, prises jusqu'à l'ordre h par exemple, sont liées à x^ . . . , x,^
et à leurs dérivées jusqu'à l'ordre h par des relations qui se déduisent,
par d i f fe ren t ia t ions , des équat ions (i), et qui définissent avec elles un

( 1 ) Sopiius Lïis,!, Cîî. 18.
( 2 ) Nous disons, avec M. Lie, que T laisse le groupe G invariant, si le groupe T-'GT

est identique au groupe Gr.
' ( 3 ^ Soi» un s LIR, Trems for mations gruppen, I, Chap.25.

Ànn. de VF.c. Normale. 3^ Série.Tome IX. — JUILLET i8()2. '20
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groupe de transformations aux variables

dx^ d:x,, d^x^ dhxtl

^ • • . , ^; -^> • • " ' y • • ' -^TT5 • • ^ ^/r-

Tout invariant (absolu) de ce groupe prolongé sera dit un invariant
différent ie l d'ordre h du groupe donné.

Il est alors évident que la dérivée d'un invariant différentiel, prise
par rapport à t, est un nouvel invar iant différentiel , et c'est là une re-
marque qui nous sera très u t i le dans la suite.

Les transformations in f in i t é s ima les du groupe (i), prolongé jus-
qu ' aux dérivées d'ordre A, s ' ob t i ennen t (raprès les règles données par
M. Lie et sont

àf ^ d ,, , ()/' ^ d11 .. . . àf
^'J = 2. ̂ W "é- ̂  Z ^Aici^] —— r - . . . -h >, .. LM i x : •/-x"/=2s>..(...)-^-.2ai«.(.«^, .....2a^.,w ̂

< = l / — l 0 —-—- /^i (^ •
^ ( - " 1 dth

(A'-:":!, a, . .., /•).

Les invariants différentiels d'ordre infér ieur ou égal à A sont les in-
tégrales du système complet formé de celles des équations

X^/=o {k :::::, i , ^ , . . . . n ) ,

qui sont linéairement indépendantes. Il en résulte que ces invariants
différentiels s'expriment en fonction d'un nombre limité d'entre eux,
qui consti tuent un système d ' invariants fondamentaux.

4. Groupes simples et groupes composés (1). — On dit qu'un sous-
groupe H d'un groupe G est invariant dans G si, quelle que soit la
transformation T appartenant à G, le groupe T""1 HT est identique au
groupe H. Si les deux groupes H et G sont définis par leurs transfor-
mations infinitésimales, on reconnaît l ' invariance de H dans G au
moyen du théorème suivant :

Pour que le groupe

(H) X i - . .X^

( ^SOPHUS LtE. Tram[format lon^gruppen y Ï , Ohap. 15, 17 et 21 .
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soit invariant dans le groupe

(^) Xi... X,^X,,î+i.. .X,.,

il faut et il suffit qu'il existe des relations de la forme

m

(X/X/,/...,.-/c) ""•'•z^yiks^s (^ ' - : •• : : - î , r», . . ., /?z; Â ' — . I , •>,, . . . , r — m\

où les Y^y sont des constantes.

Nous dirons encore que H est un sous-groupe invariant maximum
de G, s'il est invar iant dans G, sans être contenu dans un autre sous-
groupe invar iant de G.

Un groupe de transformations est simple s'il ne contient pas de sous-
groupe invar ian t ; dans le cas con traire, il est composé.

Etant donné un groupe composé G, on peut trouver au moins une
suite de sous-g'roupes

{», 111, H 2, . . . , Ïi,„..„.!,

tels que chacun d'eux soit un sous-groupe invar ian t maximum du pré-
cédent et que le dernier soit s imple . C'est ce que nous appellerons
une décomposition normale du groupe G, et nous nommerons indices de
cette décomposition les nombres X ^ , A^, ..., \^ dé f in i s de la manière
suivante ; À^ est la différence entre les nombres de paramètres de G et
d'un sous-groupe maximum ( ) ) de G contenant H< ; X^ est de même la
différence entre les nombres de paramètres de H, et d/un sous-groupe
maximum de H^ contenant H^, et ainsi, de suite; enfin X^ est la diffé-
rence entre les nombres de paramètres de H,/^ et d 'un sous-groupe
maximum de H,^ i .

Cela posé, nous pouvons énoncer le théorème suivant , qui intervient
dans les applications de la théorie des groupes aux questions d'inté-
gration.

THÉORÈME ( 2 )* — Dans toute décomposition normale d'un groupe, les
indices sont les mêmes, à l'ordre près.

( 1 ) C'est-à-dire ayant le plus de paramètres possible.
( 2 ) L'énoncé de ce théorème nous a été communiqué par M. Sophus Lie.
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Soient en effet deux décompositions normales d'un groupe G

(I) Gïï.iH2...H//,,,i,
(II) GKiK2. . .K/^ ;

nous pouvons supposer que t^ et K, ne coïncident pas, sans quoi, on
démontrerait le théorème pour le dernier des sous-groupes qui, serait
le même dans les deux suites. Deux cas peuvent donc se présenter :

PREMIER CAS. — H< et KI n 'ont pas de transformation infini tésimale
commune; ces deux groupes sont, par exemple,

(HO Y, Y , . . . Y,,,
(KJ Z , Z , . . . Z , .

Les t ransformat ions infini tésimales

Y,Y,...Y,Z^...Z/

définissent un groupe qui est invariant dans G ; il se confond donc avec
G puisqu'il contient H ^ , par exemple.

De plus, ïï^ (et de même K.,) est s imple, car, s'il contenait un sous-
groupe invariant Y < , . . . , Y^', les transformations

Z,. . .Z/Yi. . .Y/, '

définiraient un sous-groupe invar ian t de G con tenan t K, , ce qui ne
peut être. Soient alors

YI...Y,, Z,...Z,

deux sous-groupes maximum de1 Hi et de K, ; on voit facilement que

YI . . . y^.'Zi.. .Z/-, Z i . . . Z / Y I . . . Y/(.'

sont : le premier, un sous-groupe maximum de G contenant H ^ , et, le
second,-un sous-groupe max imum de G contenant K < . Donc les indices
de composition sont, pour la suite (ï),

et, pour la suite (Jt), .

le théorème est donc vrai.

/..,.,., r , k— k ' ,

/c^. k1 i — r :
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DEUXIÈME CAS. — HI et KI ont, en commun, un certain nombre de
transformations infinitésimales, formant un groupe L,

(L) • XiX,2. . .X/^.

Les transformations in f in i tés imales de H.i et de K^ sont alors respec-
tivement
(H,) X.iX,...X/.YiY2...Y/,,
(K.O X/X, . . .XAZiZ2. . .Z/ .

L'ensemble des transformations

X i . . ,X / / ,Y i . . . Y/, .Zi. . .Z/

constitue un groupe qui est invar iant dans G et se confond par su i te
avec lui. Do plus,, L est un sous-groupe inva r i an t de H^ et d e K i , et
même de G; car tout crochet ( X / , Y y ) doit être fonction l inéa i re des X
et des Y, pu i sque ceux-ci, forment un groupe H i , et fonction l inéaire
des X et des Z, puisque K,i est invar iant dans G; il est donc fonction
l inéai re des X seuls ; et de même pour les crochets (X/ ,Z^) . Enfin, L
est un sous-groupe invariant maximum de Hi (et aussi de K, ( ) ; car si

X,...X^...Y^

était un sous-groupe invariant de H.^

X. i . . . X/< Z i . . . Z/ Y i . . .Y /.'

sérail un sous-groupe invariant de G contenant K < , ce qui est impos-
sible.

Si donc on effectue une décomposition normale de L
LLi. . . Ly-i,

on en déduira deux décompositions normales nouvelles de G, à savoir

(F) GHiLLi . . .L^i ,
(II/) ' GKiLLi. . .L^.

Je dis que ces deux suites ont les mêmes indices de composition. En
effet, un raisonnement facile montre que si

Xi...X^Yi...Y^ X t . . . X A Z t . . . Z / '
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sont des sous-groupes maximum de H, et de K^ contenant L,

X i . . . X / ^ Y i . . . Y / ^ Z i . . .Z/'

est un sous-groupe maximum de G contenant H ) , et

X i . . .X /^Zi . . . Z / Y i . . . Y/c-

un sous-groupe maximum de G contenant K,; de sorte que les indices
des deux suites ( f ) et (II') sont respectivement

/ _ ^ k — k ' , ... et k — k ' , / • / ^ . . . ,

c'est-à-dire les mêmes.
On est donc conduit à démontrer le théorème pour les suites (I) et

(F), (II) et (IF) ; c'est-à-dire pour les groupes lï^ et K < . En leur appli-
quant le raisonnement fait pour G et en cont inuant ainsi de proche en
proche, on finira par retomber sur le premier cas. Le théorème est
donc démontré.

5. Groupes intégrables ( ^ ) . — Parmi les groupes composés, il en
est qui jouent un rôle spécial dans les questions d'intégration. Ce
sont ceux que M. Lie a nommé les groupes intégrables.

Un groupe de transformations est d i t intégrable s'il contient un sous-
groupe invariant ayant un paramètre de moins que l u i , celui-ci de
même, et ainsi de suite.

On voit que les indices de composition d'un groupe intégrable sont
tous égaux à l 'unité, mais cette propriété ne leur est pas particulière.

Nous n'indiquerons ici, sur les groupes intégrables, que le remar-
quable théorème suivant, dû à M. Engel (2) .

THÉORÈME. — Pour qu un groupe soit intégrable, il faut et il suffit quil
ne contienne aucun sous-groupe à trois paramètres ayant la structure du
groupe projectif général à une variable.

( 1 ) S. LIE, Transformcdionsgrîippaï, Ï, p. a65.
(2) Berichte der Kôtugl. Sàc/i.^ Ge^eUschaft der Wissefuchaftcn. (i Augusl 1887.)
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CHAPITRE II.
SUR LES FONCTIONS QU^ON DÉDUIT D'UNE FONCTION DONNÉE, EN Y EFFECTUANT

TOUTES LES TRANSFORMATIONS D'UN GROUPE.

1. LEMME. — Pour c/u une fonction H (a,, ...,a^) des paramètres
ai, ..., ciy. dépende exactement de r — p paramètres essentiels, il faut et
il su/fit que H soit intégrale d'un système complet de p équations linéaires
indépendantes aux dérivées partielles, dont les coefficients soient des fonc-
tions de a^ ... , a^.

r° D'abord, si l'on a
lï(^, . . . , a , ) ~ : K ( 6 i , . . .,^;),

les b é tant certaines fonctions des a, on en déduit
ân .», àK ̂  , ( ()K ( ) b " P (/...^ , ,.)- • ' ..„,,.- • • l , y - l • • •i-)-.. . „ , •-•^— • • , - „ - - — . - , . . — — — — — . . . 1 / • t , „.„.„.„. | ^ . . . , i T l »

àa/^ d^i àa^ àb^ç àa/, ' /

D'où l'on peut tirer <ui moins p relations distinctes de la forme
/ > ^ , . c)H . , . àÏÎ. , ,
( i ) A/,i ( a ) j- + . . . 4" À/,,. ( a ) ,-. -=: o ( h :-= i, i>., . .., p ).

2° D'autre part, si H vérifie p relations telles que (i), H est intégrale
du système complet d e m ^ p équations qui peut s'en déduire; il dépend
donc seulement de r — m^r — p fonctions des a et contient, au plus,
r — p paramètres essentiels.

Si donc H dépend exactement de r — p paramètres essentiels, il f au t
que les équations ( i ) forment déjà un système complet et que H ne
vérifie pas d'autre équation de la même forme, indépendante des pre-
mières. Et cela suffit.

2. Théorème fondamental, — Soit F(^, ...,^) une fonction quel-
conque des arbitraires x^ . . . » x^. Si nous y effectuons la transforma-
tion générale
( % ) X'i -:^fi{x^ . . - ,Xn\ Oi, . . . , Or) ( ^ •= Ï , 2, . . ., n)



^Q§ E- VESSIOT.

d'un groupe à r paramètres, nous obtenons une fonction

(3) F(^, . . . ,^)=^(^i , •••^ a i , . . . , a,)

des indéterminées^, , . . . , ̂  et des paramètres a^ .... a/,. Cela posé,
oo^r y^? $ dépende exactement de r — p paramètres essentiels, il faut et
il. suffit que F admette précisément p transformations infinitésimales
indépendantes du groupe, cest'à-dire admette un sous-groupe à p para-
mètres du groupe donné.

Ce théorème résulte des deux remarques suivantes :
ï° Si $ dépend de r~ p paramètres essentiels, F admet au moins

p transformations infinitésimales du groupe. En effet, on a, dans ce
cas, en vertu du lemme précédent, p relations distinctes

/'•
(4; ^^(^^_o (A:=i,^,...,p).

^=1

D'autre part, de l'identité (3), on tire

ô9 ^ à¥ à^ , .
-— =: 7" -.-7 -.— { A - -.- X , 2, . . . , f ),
àcik ^ àx'i à a/,

Ï=l

et par suite, en se servant des formules (2) du Chapi t re 1,

S=i3I2^'^'-=i^••'x-T•
i.^l ^l /=!

Les relations (4) deviennent alors

/• r /• -|
(5) 2 2W^)^(a) X;F:=o ( À ^ x , 2 , ... ,p).

7^1 L^^i J
Enfin, en donnant aux a des valeurs particulières et remplaçant les

lettres x^ par les lettres ,̂ , on en tire p relations de la forme
y"

(6) ^e/,yX/F(a-i, ...,a-,)--=o (A =: i, 2, ..., p),
/•---t
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ce qu i prouve que F admet les p transformations infinitésimales
/•

(7) ^^V'^' ^i=^h 2, .. .,?).

/==1

Ces transformations sont, dép lus , indépendantes; car si l 'on-avait,
quels que soient lésa, une identité clé la forme

p /•
^7A^ A/^y/,=:0 (yrrr j , 2, . . ., F ) ,

Â'=-l À=:l

on en conclurait , puisque le déterminant des ̂  n'est pas nul iden-
tiquement, p

^ y/^/^^o (Â—-I , 2, . . . , r ) ,
Â:=l

ce qui est impossible, les relations (4) étant distinctes.
2° Si F admet p t ransformat ions in f in i t és imales du groupe, <& con-

tient au plus r — p paramètres essentiels. En effet , supposons que F
admette les p t ransformations in f in i t é s ima le s indépendantes (7). On a
alors les identi tés (6), et par suite, en changeant de lettres,

/ •
^ e/^' X,y F (.2^ , . . . , X'n) :-:,:„: 0 ( h -'.: J , 2, . . . , p ),

c'est-à-dire

^ eN^ ̂ Ji^') J^. — 0 ( h ii- ^ 2' • • • ' P)'

/^l /=!

ou, à cause des relations (3) du Chapitre I,

âF v / . àx,î ^ï ^F x^ / , àx'f
^^^^^^^^J^^^àa,^09

/=1 /==1 Âî=l

ce qui peut s'écrire
/• r w

•* ^p ^^

^^^^(a)^^^-o,
;;=-! ^=1 /=!

.4iïn. de l'Kc,. Normale. 3* Série* TomeïX. — JUILLET 1892. ^7
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ou enfin, en tenant compte de Fidentité (3),

[r

2 21
Â — l /==1

je»
(8) 2( Z^^'0 \àa]^° (A: - i ,2 , . . . ,p) .

Â-i|_/=i J

Ces p relations sont, de plus, indépendantes; car, si. elles ne l'étaient
pas, les t ransformat ions infinitésimales (7) ne le seraient pas non
plus, puisque le déterminant des a^. n'est pas nul. Il en résulte donc,
en vertu de notre lemme, que ^ dépend au plus de r — p paramètres
essentiels.

3. Remarque /. — Posons, avec M. Lie,
/'

Ay/=^ ay/,( a) ̂  (./ ::= i, 2, . . ., r ) ;
A- ̂ : 1

les relations (8) s'écrivent alors
r

^e^Ay^^o (h =1,2, . . . , p ) ,

de sorte qu'on a le résultat suivant :
Si la fonction F admet les p transformations inf in i tés imales (7) du

groupe donné, la fonction $ qui s'en dédui t , considérée comme fonc-
tion des a, admet les p transformations infinitésimales correspon-
dantes ,,
(9) ^ ehj^j (A = 1 , 2 , . . . , p )

;=1

du groupe des paramètres ( { ) du groupe donné. De plus, les transfor-
mations (7) et (9) définissent deux groupes isomorphes.

Ce résultat est, du reste, intuitif. Supposons, en effet, que F ad-
mette la transformation du groupe (2) qui correspond aux valeurs
b^ . . , , by. des paramètres, de sorte que, en posant
(10) <===/,(,^| 6) ( & = : i , 2 , .. ̂ n),

( 1 ) S. LIE, Transformations^ruppen, I, Ch. 21.
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on aura
(n) F(^, ...,^)=F(^,...,^);

on peut écrire
^'i=fi^\a'} (î=l,2, . ..,/l)

avec (1 )

O») a^-=cp/,(ai, . .., a/.[ b^ . . ., ^/.) ( /c=:i , a, . . ., /•),

et l ' identité (3) donne alors, à cause de (ï ï),

<ï*(,ri, . . .,.z-,J a\, . . ., a;,) =:<I»(.ri, . . .,,z-,, |û?^ . . ., a,.),

c'est-à-dire que <[>, comme fonction des a, admet la transformation (12)
du groupe des paramètres, correspondante à la transformation (10) du
groupe proposé.

Remarque 11. — Supposons que l'on donne aux paramètres a^ ...,a,,
des valeurs particulières, et cherchons les transformations infinitési-
males du groupe (2) que la fonction <I>(.r^, . . . , x^ a^ . . . » a,,) admet.
Il suffit, pour cela, de se servir de l'identité ( 2 )

/' /'
^ e,X^(.x | a) =^ c/,,X, F(,^'),
À- :=: 1 , ^ ;̂  1

où les constantes e et e' sont liées par les formules
r

( ï 3 ) e A = l ? , P^(^l» • • • > ^r)^ (^ ::~ I ? ^ ) • • • ^ ' ) -

/^ l

Elle montre qu^à chaque transformation infinitésimale S^-X/» de F

en correspond une autre pour <Ï>, V ^,XA» où les 6^ sont donnés par les
formules y,
04) e^^pf,j{a)e', (/r::=i,a, ...,r),

j = î .

( 1 ) Cela résulfcô de la notion même dô groupe. La notation employée est celle de M. Lie
(voir Trcmform.ations^ruppeny I, Ch. 1 et ai).

(2) S. LIK, Trcmffofrmatiari^ruppeti, ï, Ch. 16, p. ^70 et suiv.).
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c'est-à-dire se déduisent des e par la transformation inverse de la trans-
formation du groupe adjoint qui a pour paramètres a^ . . . » <^.

Il en résulte que, pour chaque système de valeurs des a, la fonc-
tion $ admet toujours un sous-groupe du groupe donné ayant le même
nombre de paramètres, et aussi que tous ces groupes sont isomorphes.

Désignons enfin par G le groupe formé par les transformations (2)
qui laissent F invariante, et par T la transformation particulière (2).
Il est clair que le sous-groupe des transformations du groupe donné
que <D admet est T~1 G T. Ceci donne une interprétat ion intéressante du
groupe adjoint, et montre de plus que, si les sous-groupes qui laissent
invariantes les diverses fonct ions $ (correspondantes aux diverses
valeurs des paramètres a ) ont en commun un sous-groupe, ce sous-
groupe est le plus grand sous-groupe de G invariant dans le groupe
proposé.

DEUXIÈME PARTfE

CHAPITRE I.
PONCTIONS ÏNVA1UANTES DES INTÉGRALES D'UNE ÉQUATION DII^FjfinENTIÏÎLLR L ï N É À ï H I Î .

1. Soient
( I) ^i, ^ • - . ; ^

n fonctions indéterminées d 'une variable l; on peut toujours les con-
sidérer comme un système fondamental d'intégrales d^ne équation
différentielle linéaire

/^ [ - { <. dlt^ ^ cl'^x dx -(a ) /(^) ̂  ^r 4" ̂  ̂ ^T + • • • ̂  ̂ -.i ^- + \,x = o,

dont les coefficients ont pour expressions

(3) ^=:-^ (/:==x,2, ...,n),
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A-=

A,

d.r,
;y,

xl CÙ

djc^y cil

dœ^
ttrt dt

dx^^ —-1 di

dx,,
n dk

d'^x^
d^-1

^-1^
d^1-1

///l-l y.a x „
d^-1

d^-^a,
^-A--i

d'1-^' ^r
d^-^ [

i ^.z-i ^/^-A-l"l^>l -̂•1.̂
^^ ^ft-^i * • • c^^-1

// ^// .r// d11 -^1.2" „ c^-1 .̂
r/^" ^//-l/t'-hl ' ' ' <:/^-1

A l^égard de cette é q u a t i o n , le groupe linéaire homogène général
à n indé terminées

^^^^^ ( / — i , a, . . ., n)

joue le même rôle que le groupe des substitutions de n lettres dans la
théorie des équat ions algébriques de degré n,

Nous considérons dans ce qui suit des fonctions rationnelles de
x^ . . . , x / t , de leurs dérivées successives prises par rapport à t, et de
la variable t. C'est ce que nous appellerons, pour abréger, des fono
Uons rationnelles des intégrales x^ . .., oc^ de l 'équation (2); et nous
représenterons une telle fonction simplement par la notation

R(^i, , . . .,^).

Parmi ces fonctions nous nommerons/o/^w.ç invariantes celles qui
admettent toutes les transformations du groupe (4)- Elles jouent ici
le rôle des fonctions symétriques des racines dans la théorie des équa-
tions algébriques.

2. Fonctions invariantes. Les coefficients \^ À^, . . . , \ de l'é-
quation (2) sont des fonctions invariantes de x^ . . . , x^ et de leurs
dérivées; cela résulte de leurs expressions. De plus ces fonctions sont
indépendantes, puisqu'on peut prendre pour ces quantités des fonc-
tions arbitraires de £, et choisir pour a?o * . . , ^ un système fonda-
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mental d'intégrales de l'équation (2) ainsi formée. Pour la même raison,
il ne peut exister aucune relation identique (par rapport aux x et à
leurs dérivées) entre les fonctions \ et leurs dérivées par rapport à t,
prises jusqu'à un ordre quelconque. Ces dérivées sont d'ailleurs elles-
mêmes des fonctions invariantes (I, Ch. I, § 3).

Il n'existe pas au fond de fonctions invariantes autres que les précé'
dentés, comme le montre le théorème suivant, dû à M.. Appell (1).

THÉORÈME. — Toute /onction rationnelle invariante de .T, ..., x^ s9 ex-
prime rationnellement au moyen de l, de \^ ..., \ et de leurs dérivées.

Notre démonstration est analogue à la méthode de Cauchy pour lé-
calcul des fonctions symétriques. Elle repose sur deux remarques.

Remarque f. -' Soit R(,^, ..., x^) une fonction rationnelle de
x^ ..., x.^ Nous pouvons y faire disparaître les dérivées des x d'ordre
égal ou supérieur à n, en nous servant des identités

d'1 ,T ' cl'1' l " i i ' l s û •:̂  ,.;,„ ̂  ̂ ^ 4.... . . 4... ̂ ^ ̂  o ( <f =: r , a , . . . , / < ) ,

et de celles qu'on en dédui t par dilTérentiations successives. Nous ob-
tenons ainsi une expression

R^l, . . ., X ^ ) =I\AX^ . . .,,ï,,,|Ai, . . ., ïn,——, . . .Y

Gela posé, si R admet la transformation
n

xi = .2aisx j '̂=: h %? • • • 'n^/^î
on a, puisque les À et leurs dérivées sont des invariants,

Rî(^i , .. .,^ [ A i , . . . ) =B^(.^, .. . ,^^ [ A i , . . . ) .

De plus, cette relation doit être une identité par rapport aux x et aux ^,
sans quoi elle établirait une relation non identique entre les 1, leurs
dérivées, e t a^ , . . . , x^ et leursdérivées jusqu'à l'ordre n — ï . Or cette

( l ) À/mâles clé l'École Normale supérieure^ ï88r .
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relation, considérée comme une équation différentielle en x, par
exemple, admettrait toutes les intégrales de l'équation (2), ce qui est
impossible, puisqu'elle est d'ordre n — i seulement.

Il résulte de là que R^ admet exactement les mêmes transformations
du groupe (4), qu'on y considère les X et leurs dérivées comme des
fonctions des intégrales, ou comme des quantités indépendantes d e x .
Nous pourrons donc toujours supposer dans la suite que les fonctions
rationnelles des intégrales à considérer ne contiennent pas de déri-
vées d'ordre supérieur à n — i.

Remarque I I . — II n'existe pas de fonctions invariantes d'ordre infé-
rieur à n, si ce n'est des fonctions indépendantes des x et de leurs
dérivées. En effet, une telle fonction devrait vérifier (I, Chap. I, § 3)
les n2 équations à n1 variables

()f , d^i ôf d" -^t'i ()f
^ àx, ̂  W .̂  "h • • • -i" ~d^~ ^r^ - o (^-i,2,..,^,o ̂  o ..̂ ^

ce qui est impossible, ces équations étant indépendantes.
Cela posé, soit R(^, ...,^,) une fonction invariante quelconque.

Faisons-y disparaître les dérivées d'ordre égal ou supérieur à n, et soit
lt,(^|X) la fonction obtenue. En vertu de la Remarque I, c'est une
fonction invariante, les À y étant regardés comme des quantités indé-
pendantes des x\ donc, en vertu de la Remarque II, comme elle ne
contient plus les x explicitement que par leurs dérivées d'ordre au
plus égal à n— r , elle en est entièrement indépendante. C'est donc
l'expression annoncée pour la fonction R.

CHAPITRE II.
TRANSFOHMÉES Î UNE ÉQUATION LINÉAIRE.

1. Groupe d'une fonction rationnelle des intégrales. — Soit R (o^,..., ̂ //)
une fonction rat ionnelle de x^ . . . ,.^. Les transformations du groupe
(4) qu'elle admet forment elles-mêmes un sous-groupe, que nous nom"
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nions le groupe de la/onction R. Ce groupe peut se réduire à la seule
transformation identique.

On obtient les transformations de ce groupe en écrivant que la re-
lation

R(^i, . . .,^/,) ==R(^, .. . ,^)

est une ident i té . Cela fournit un cer ta in nombre de relations algé-
briques et entières entre les constantes ^, d'où l'on devra tirer leur
expression en fonction d 'un certain nombre de paramètres. Les équa-
tions du groupe dépendent donc algébriquement des paramètres qui y
figurent, c'est-à-dire que le groupe est un groupe algébrique r.

Les transformations infinitésimales de ce groupe peuvent s'obtenir
directement; on écrit que la relation

/ ()R , dx, âR2e ik (ik \
_^ ^^^^ 4.... v = : o

fk v ^ 7
est identique, ce qui donne des relations l inéaires et homogènes entre
les e, d'où l'on tire un certain nombre d 'entre eux en fonc t ion li-
néaire et homogène des autres, qui restent arbitraires. En portant ces
valeurs dans l'expression

^ ^/" / - / \2^ ^Ik^i -.:- ( ̂  À: ==» î., a, . . . , fi),

ïk

on a la transformation infinitésimale générale du groupe. Les coef-
ficients des constantes arbitraires sont les transformations infinitési-
males cherchées ; elles engendrent un groupe G.

Si le groupe T peut être défini par un seul système d'équations, i l
se confond avec G. Dans le cas contraire, c'est un groupe complexe.
{Voiri, Chap. I, §2.)

Exemple /. — Soient n == 2

R^.-1.^^.-.^^).^•i \ dt dt )

On trouve, pour le groupe de R,

(F)
X\ ~^ <7/J?i,

^8 =: &.2/i-+"- .r̂
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et, pour le groupe des transformations infinitésimales,

(G) x^ "•^'
r se confond avec G.

Exemple I I . — Soi t / i== 2,

On trouve pourT

(.r)

r î / dx. ^rAI2

l^^1"^"1^"^^ '
R rr: — X^ —— — .t\

( ^i = û^'i,

( x^ ~. b x\ ± .z'a,

et, pour G, le même groupe que précédemment. Y est donc un groupe
complexe, et, si l'on désigne par T la transformation

\ ̂  ::=- ^'^
< x^ = - .1^,

(T

F s'écrit syml.)oliquen'ient G, GT.

2. T reins f années (F une équalion linéaire. — So i t to u j o u rs R (.z^,. . . , x^)
une fonction rationnelle des intégrales, et soit p == n^ — s le nombre
de paramètres de son groupe, c'est-à-dire le nombre des transforma-
tions in f in i tés imales l inéaires homogènes distinctes qu'elle admet. Je
d i sque B, considérée comme fonct ion de /, est intégrale d 'une équa-
tion différent ie l le algébrique d'ordre s\ à coefficients rationnels en /,
en " X i , . . . , \i et leurs dérivées. Nous appelons cette équation une
transformée de l 'équation linéaire/^ x) == o.

Voici, en effet, un premier procédé pour obtenir cette transformée,
rappelant l 'emploi des fonctions symétriques dans la t ransformation
des équations algébriques. Posons

(5) ! V:=B(^, .. .,^//,) =R(2ai,^/, . ..,2(2^,^); ,

c'est ce que nous nommerons la 'râleur générale de R. Elle dépend,
d'après notre théorème fondamental (I, Chap. II, n°2), exactement de s
paramètres essentiels. Or, toute équation de la forme annoncée, ayant

Ânn. lit: l'^c. Nor/Haîe. 3e Série. Tome Ï X , —JL'ILLI'/I' 1892. ^8
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pour coefficients des invariants du groupe (4), admettra pour inté-
grales toutes les fonctions (5), si elle admet R ; elle ne peut donc être
d'ordre inférieur à s.

D'autre part, puisque V dépend seulement de s paramètres essen-
tiels, on peut é l iminer tous les paramètres que cette fonction renferme
entre l'équation (5) et celles qu'on en dédu i t en différentiant s fois.
Le résultat est une équation, d i f férent ie l le algébrique en V, d'ordres
au plus, et dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de
x^ ..., .z*/̂  Or, si l'on effectue dans le second membre de (5) une
transformation linéaire homogène quelconque

xi "^Zià b ' J ̂ J ^l "": ! ? a ? ' " ' ? n' ) 9

on pourra, par un changement de paramètres, l'écrire sous une forme
analogue

V=:R(:SA^X,, ...,2A,^X.,),

et un calcul ident ique au précédent conduira par suite à une équation
admettant les mêmes intégrales que la précédente, et qui n'en différera
qu'en ce que, dans les expressions des coefficients, les x seront rem-
placés parles X, Cette équation sera donc identique à la première,
dont les coefficients, si l 'on en réduit un à l 'unité, sont, par conséquent,
des fonctions invariantes des x, et peuvent s'exprimer rat ionnel lement
au moyen de t, de }^ , . . . , \ et de leurs dérivées. Ce dernier calcul
étant fait , on a la transformée annoncée, et qui sera, d'après ce qui
précède, exactement d'ordre .y.

3. Une autre méthode de calcul , qui correspond au procédé.par éli-
mination employé pour la transformation des équations algébriques,
va nous permettre de préciser la nature des intégrales de la transfor-
mée. Nous montrerons en effet que ces intégrales sont précisément
toutes les fonctions que l'on dédui t de R en y remplaçant les oc par n
autres intégrales de l'équation linéaire donnée, formant ou non un
système fondamental ; ce qui revient à dire que toutes ces intégrales
sont comprises dans la formule -(5), où les constantes a peuvent rece-
voir toutes les valeurs. Si ces valeurs sont telles que le dé te rminan t
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S(=L a^a^.. .a,^) soit nul, on a des intégrales en quelque sorte sin-
gulières, ou mieux non fondamentales.

Supposons qu'on ait fait disparaître de R les dérivées d'ordre égal ou
supérieur à n. D'autre part, posons, pour abréger,

/ dx, d^x^ dx, d^x,\U A ̂ , ^ , , .̂ ,̂,̂  . . . ^ ̂  ̂ ,,, .. . , .̂ ^ ^ ̂

— àv .^ y p '̂ àF d2txli -.àv » ̂ i1^'1 ̂ J^L^.•w ~()t " • Zà\ ̂ " ̂  •~1" ^ -^ 4-1" • • • -i" --^-rr, -7^2^"
, -= 1 1 ^ "— g ——.-..-.

|, dt ^"i2

/. r^-1^, \ àî -1^^^^^..+...^^^^^^^

r7 ~^/̂ ':-l J
Soit enfin

DR. = B,, DR, ̂  R,, ..., DR,^ ̂  R,.

Entre les .? équat ions i
/ / - , ,, g.. dV ,., ^'V(6) V=R, ^-:K,, . . . , -,^..R,

on doit pouvoir éliminer

dx^ dx^ rf^--1^! d^xn
^ " t ' J"nî "d t ' t t " 5 W "" "^^^ •" ' •~^=r-

En effet, R admettant p =-= /^ --^ transformations infînitési.œales du
groupe linéaire homogène est intégrale du système complet de p
équations à n2 variables indépendantes obtenu en égalant à zéro ces
transformations prolongées jusqu'à l'ordre n — i; et il en est de même
de R , ^ , . . . , R^, qui. ne sont autre chose que les dérivées de R, d/ou l'on
a lai t disparaître les dérivées d'ordre supérieur (^ ). Donc R, R , , , . . . , R.y
sont.y -h i fonctions de s intégrales indépendantes de ce système com-
plet, d'où résulte la possibilité de l 'é l imination.

Cette élimination fournit une relation algébrique

/ . , /,/ dV d^\
(7) <& V,^ ..̂ , =o,

(1) roir I, Ch. I, n0 3 et II, Ch. 1, n0 2, ./?m. /.
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dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de 7^, ..., 7^, de
leurs dérivées successives, et de t. Comme dans le calcul précédent,
on s'est servi uniquement de ce que x^ . . . , x^ sont des intégrales de
l'équation linéaire; l'équation obtenue admet bien pour intégrales
toutes les fonctions annoncées. Pour la même raison, l 'élimination doit
être impossible, tant qu'on ne pousse pas les différendations jusqu'à
l'ordre s, car une équation différentielle d'ordre inférieur à s ne peut
pas admettre une intégrale contenant s paramètres arbitraires essen-
tiels.

Remarquons enf in qu'on peut supposera irréductible, au sens algé-
br ique; car, s'il ne l 'était pas, un de ses facteurs irréductibles égalé à
zéro donnerai t une équation admettant pour intégrale R(;z^, ..,,^);
ses coefficients étant des invariants , cette équation admettrait pour in-
tégrales toutes les "fonctions (5); elle pourrait donc remplacer l'équa-
tion (7).

Je dis maintenant que cette équation n'admet pas d'autre intégrale
que les intégrales annoncées. Pour le démontrer, nous remplaçons
i -v'\ -r-» Tk i . ' i dx s f et2 x, ii , • , f\dans R, R ^ , . . . , ï\s les quantités • , - par x^ —j-j~ par x^ etc. ; soient P,

Pi , . . . , Ps 1̂  fonctions ainsi obtenues. Soit de plus Y une intégrale
quelconque de l 'équation (7); les équations

( ^ } V — P —- ••--• P —— -— P\° ) V — l , —, .— A i , . . . , —, ..«..- A ,ç
€lV "' ^J

"^=11? • " 7 7l/--

sont alors compatibles, ou mieux, tout système de valeurs des ^,
x\, ..., x^"11, qui vérifie les s premières, vérifie la dernière. Considé-
rons l'un de ces systèmes : les x^ x^ . * . , x ' f " 1 ' y sont des fonctions
de / dont les dérivées satisfont aux identités

dv, ̂  ̂  V (€h^ àV_ dx, ^P ^^ J^ \
dt """' ~àt '^2â\ dt "à X i "K' 'dt àx'i •4- "•+•-" ^- g^ïl j '

^Y =: àpJ^l V (d^ àpJ!zl dx<i àï^ dx\'^ dP,.-., '
d^^^àt ''^Zà^dk '^àXi + dt àx', •+-••"+—^ ^p-::-n^

r.*= 1
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et, par suite, à cause des identités (8), aux relations

/ ^T/^/ ,\ àP fd^/1-^ . ,\ àP^T/^r/ ,\ ()P /dx^ . \ àP0 -1 [( -Tu 'xt) ̂  + • • • ̂  (-àz- -' "'"1)) ̂ -' - x ' ' ~dT " "0 ̂  + • • • ̂  —n-- -' ̂ "1) ^^
//'/yi'.^-D \ /)p ~1+('^+^'-"+-+>•")^'

(9)

=i[(^-^<%f—(^:"-^")^0 =^ 1 1 — ' - x'
/ = î

^- i ) \ ^zL.r^-i)

/ • / / /y , ( / l~ l ) \ /•)0 -1

^r"^-^1^-^^^)^^-^ r '1^ " " ' " ^ ' j à x ^ ^

Ces relations sont linéaires et homogènes par rapport aux quantités
/ / / ,y . ( /r- l ) ///y.(W - 1 )î (,<-a// , / , , u,.^, ^ , .. -—„ - -.z^^ ———.--. -h^l^/^- l}+...+À„.r,

( î o) { elt ciL
[ ( / = i , 2, ..., ^ ; Â ' - = I , 2, . . ., n — ï ) ,

qu i sont au nombre de n2. De plus, l 'un au moins des déterminants de
degré A' du tableau, de leurs coefficients n'est pas identiquement nul ;
considérons ce dé terminant et annulons toutes les quantités (10) (en
nombre n 2 — .9} dont il ne contient pas de coefficients. Les équations
obtenues, jointes aux s premières équations (8) forment n2 équations
en <r, x\, ..., ,z>(/t"r"l"l); . . . ; x,^ x^ . . . , x^^ qui admettent toujours des
solu t ions ; car les inconnues qu'on pourra tirer des équations (8) sont
précisément celles qui ne figurent pas sous le signe de différentiation
dans les autres équations.

Mais alors les identi tés (9) expriment que les autres quantités (»o)
sont nul les aussi, c'est-à-dire que les fonctions de t que nous venons
de définir sont n intégrales de l'équation linéaire et leurs dérivées
jusqu'à l'ordre n -- T . V est donc bien de la forme annoncée*

Remarque, — Les valeurs in i t ia les des inconnues qui ne corres-
pondent pas aux colonnes du déterminant considéré demeurent arbi-
traires. Notre raisonnement n'est donc en défaut que si toute solution
des s premières équations (8) annule tous les déterminants du tableau
des dérivées partielles de P, P ^ , . . . , P,y._^. Or cela est impossible si V
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dépend de À ^ , . . . , X^, car alors les valeurs numériques de V et de ses
dérivées, pour une valeur part iculière de l, sont arbitraires, les \ étant
des fonctions indéterminées ; de sorte que cela reviendrai t à admettre
que ces dé te rminan t s - son t nu l s ident iquement , ce qui. est contraire à
l'hypothèse.

Il reste donc à prouver que l 'équation (7) ne peut pas admettre,
quels que soient X , , . . . , \, une même fonction de t pour intégrale.
Posons à cet effet

V+/ /À i=W,

vêtant une fonction indéterminée. W satisfait à l 'équation d'ordre s,
qui se déduit de (7), et que nous écrivons pour abréger

( n ) 4 > ( W " - - ^ À i ) = o $

et aussi à une autre équation du même ordre

( r a ) V(W' )~o ,

que l'on peut former directement. <& etT étant, comme polynômes en
W, - " , ? . * . î supposés irréductibles, on a

"^(W^^KtCW'-a^O,

K étant seulement une fonction de /. Or l 'équation (ri) ne peut ad-
mettre d'intégrale indépendante de À^ . . . , \, telle que 0(/, u), car
alors l 'équation (7) admettrait une intégrale de la forme

— iû^ 6 (^^),

laquelle ne pourrait être indépendante de u. Donc l 'équation (12)
n'admet pour intégrales que les diverses valeurs de W^ et par sui te
l'équation (7) n'admet pour intégrales que les diverses valeurs de
V == W — u\^ et par conséquent aucune intégrale ne dépendant pas
de^ , . . . ,À. .
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CHAPITRE III.
EXPRESSION DES FONCTIONS RATIONNELLES DES I N T É G R A L E S LES UNES AU MOYEN

DES AUTRES.

1. La résolvante générale. — Soit Y === R (^,, . . . , ^) une fonction
rationnelle dont toutes les valeurs soient différentes; les équations (8)
du Chapitre précédent n 'ont alors en x^ . . . , ,z^; x\, ..., x^ . . . ;
, r ( ^ / ^ " ' 1 ) , . . . , x^' 1 ) qu'une solution, et les valeurs des inconnues s'expri-
ment ra t ionnel lement au moyen de V, — -, • " • » de 7^, . . . , A,,, de leurs
dérivées, et de t. On peut donc énoncer la proposition suivante :

TIÏÉORÈMR. — Si "une fonction rationnelle des intégrales x^ ..., ,T/,
cl' une équation linéaire d'ordre n n'admet aucune transformation linéaire
homogène en x^ . .. , ̂ , ces intégrales s'expriment rationnellement au
mo^yen (le cette fonction, des coefficients de F équation, de leurs dérivées et
de la variable indépendante t.

Telle est la fonct ion
V =: u^\ 4-... -h- Un^n^

où les u sont des fonct ions indéterminées de t. Elle dépend d'une
équation l i n é a i r e d'ordre n2, qui est analogue à la résolvante générale
de Galois pour les équations algébriques (''). Les expressions de
x^ ..., x^ en fonct ion de V et de ses dérivées s'obtiennent ici en résol-
vant des équat ions du premier degré.

2. ïnÉOîîÈMR. — Si la fonction rationnelle K(x\, ... , ̂ ) admet toutes
les transformations linéaires homogènes (fui constituent le groupe de la
fonction rationnelle R(;r^ ..., ̂ ), elle s'exprime rationnellement au
moyen de R, de A ^ , ..., A^, de leurs dérivées et de t.

( 1 ) (rest, à une lé^'èrû modification près, l'équation qui a servi de point de dépari aux
recherches de M. Picard sur notre sujet.
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Soit, en effet,
< I » ( S ) - = o

l'équation différentielle dont dépend S; et posons

V -= ^R(.rî, . . ., ̂ ;;,) -4- S(^i, . . ., .r,J,

^ étant une fonction indéterminée et x\, . . . , x^ an système d'inté-
grales de l 'équation linéaire. V est donné par l'équation

( i ) <1)[V^R(^, . . . ,^)]=o.

Posons, d'autre part,
V ::::r ^R(^, .. ., .̂ ) 4- S(.z;i, ..., ,r,,);

alors V dépend d'une autre équation q u e l'on peut tonner directement,
soit
(,) ¥ (V)=o.

Cherchons les intégrales communes aux équations (?) et (2) : elles
correspondent aux systèmes x^ . . . , x^ oo^ . . . , ^, tels que l'on
ait

ul\(^, ..., ̂ ) 4- S(^, ..., 7^) == ^ R (^i, . .., ̂ /,) 4- S(.ri, ..., ..r^),

c'est-à-dire

R(^i, ...,.^)==R(^Î, ...,^) et S(^i, ...,^)-."-:S(ïÏ, ...,^).

Or, par hypothèse, si l'on a

R(^i, ...,,r,,)-=R(^, ...,^),

on a aussi
b ( ̂ 'i, . * . , X^ ) ^=~ b ( ./2> ̂  , • , . , X ^ ) y

de sorte qu'il n'y a qu'une intégrale commune, qui est
Vo=:^R(^, . . . ,^)4-S(^S, ...,^).

Elle est donc fournie par une équation algébrique de la forme

• / ^ dR, ^ Ai . ^^ . \ „,
9 ^V,,; Ro, ̂ -, • • . , A,, .. ., \,-^. - ., ̂ . ̂  • • • , ̂  - o.
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De plus cette équation doit être do premier degré en Vo, car Vo est
uniforme en même temps que x^ ..., oc^ et u^ et les équations (i) et
(2) n 'ont pas d'autre intégrale commune que cette fonction uniforme;
elle peut donc s'écrire

V 17 /'D Û?R" ^^Vo=F^Ro,y • • • J ,

F étant une fonction rat ionnelle; et l'on en conclut

o r> ^ f ri ^P \b •=: — u H + F R, -, , • • . ?
\ Ci £ /

ce qui démontre le théorème.

Remarque, — Le théorème précédent correspond au théorème de
Lagrange sur les fonctions rat ionnelles des racines d'une équat ion
algébrique.

COROLLAIRE. — Si S(^, ... , x,^) admet toutes les transformations com-
munes aux groupes (les fonctions B,, IL, . . . » Rp, elle s'exprime rationnel-
lement au moyen de ces fonctions, des coefficients de F équation linéaire,
de leurs dérivées et de t.

Car elle admet toutes les transformations du groupe de la fonc-
tion

!,{:::::: u.i R.i "h ... -h- ^/H//,

où u^, , . , Up sont des fonctions indéterminées de /.

3. La théorie des invariants différentiels de M. Lie conduit immédia-
tement à un résultat analogue au précédent. Soi t en effet K (.^, . . . , x^}
une fonction ra t ionnel le des intégrales, admettant p == n2 -—s trans-
formations infinitésimales linéaires homogènes. Les fonctions R,
—? • - • 5 ^ , ^ ^ ^ ^ si l'on en fait disparaître les dérivées d'ordre égal ou
Cit Cil/

supérieur à //-, sont s intégrales du système complet à n1 variables
obtenu en égalant à zéro les symboles de ces p transformations, pro-
longées jusqu'à l'ordre n— r . Ce sont de plus des intégrales indé-
pendantes, puisque Q ne peut dépendre d'une transformée d'ordre infé-
r ieur à s. Donc toute fonct ion ra t ionnel le des intégrales qui admet les

-••/////,. de l'Éc\ Norm.ff.lc, 3* Série. Tome IX. — JI:ILLKT 1892. 29
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p transformations infinitésimales de R, étant intégrale du système com-
plet précédent, s'exprime en fonction des s intégrales indépendantes :
R, -y-; • • ? TT-T-T; il est de plus évident que cette expression est algé-

ut' Cl 6*
brique.

Si l 'on compare ce résultat à celui du paragraphe précédent, on voit
que l'expression sera effectivement algébrique, c'est-à-dire ne pourra
pas être rendue rat ionnelle en tenant compte de l 'équation dif férent ie l le
dont dépend R, toutes les fois que la seconde fonction admettra toutes
les transformations infini tésimales du groupe de R sans en admet t re
toutes les transformations finies, et dans ce cas seulement. Cela ne
peut donc arriver que si le groupe de R est un groupe complexe.

4. Soient encore deux 'fonctions ra t ionnel les des intégrales, R. et S,
mais nous supposons que la seconde n'admet pas toutes les transfor-
mations infinitésimales de la première, et qu'elle en admet par exemple
p'=:= p "-• .y', p = = / À 2 ' — s étant toujours le nombre des transformations
infinitésimales distinctes du groupe de R. Prolongeons jusqu'à l'ordre
n — r ces p' transformations, et égalons leurs symboles à zéro : nous
obtenons ainsi un système complet de n2 -— s — ^ équations à n1 va-
riables, ayant pour intégrales les s + /4- i fonctions

dR û^R cIS cl^'S
H? ~dt' " f ) "ï/^ bî Tir * ' î T/F""

Ces fonctions sont donc liées par une relation, qui ne peut contenir
seulement les s premières ; c'est-à-dire que S est liée à R par une équa-
tion différentielle algébrique d'ordre./ au. plus, à coefficients rationnels
en t, R, À,,, . . . , \ et leurs dérivées. D'autre part, cette équation, dont
les coefficients sont des invariants du groupe de R, doit admettre
comme intégrales toutes les fonctions déduites de S par les transfor-
mations de ce groupe, et comme leur valeur générale dépend, en vertu
de l'hypothèse (I, Ch. I I ,n°2) , de./ paramètres essentiels, elle ne
peut être d'ordre inférieur à /; elle est donc exactement d'ordre s\

5. Sur les équations transformées. — Soit R(^, . . , , ,z^) une fonc-
tion rationnelle (les intégrales et soit
(3 ) ' . , €»(V)::"o
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la transformée, d'ordre s, par exemple, dont elle dépend. L'intégrale
générale de cette équation est

V := R(I<ai,^/, . . ., 2a,^^/) •= F (^i, .. ., œ^ \ ai, . . . , a.ç),

les a étant des paramètres nouveaux, essentiels. Soit^ une intégrale
particulière, supposée fondamentale (II, Ch. Il, n°3) ; cela revient à
dire qu'elle n'est pas intégrale d'une équation de la même forme que
(3), mais d'ordre inférieur à s : car une telle équation, ayant pour
coefficients des invariants, admettrait comme intégrale la valeur gé-
nérale de V, ce qui est impossible, cette valeur dépendant de s para-
mètres essentiels.

II. peut alors arriver que la valeur générale V ait le même groupe de
transformations infinitésimales que V^ ; cela aura lieu quand le groupe
de R sera un sous-groupe invariant du groupe linéaire homogène gé-
néral. On aura alors, le symbole A désignant une fonction algébrique,

, /,,, dV, d^Vi \
(4 ) V , ,A^V,^ , . . . , ^^^^^^^^^ a, , . . . ,^) .

Je dis que cette formule donne encore l'intégrale générale de (3),
si. l'on y remplace V\ par une autre intégrale fondamenta le de cette
équation. En effet, écrivons que la fonction (4) est une intégrale de
(3), en fa isant disparaître dans le calcul, au moyen de l 'équation (3)
dont V,, est une intégrale, les dérivées de V^ d'ordre égal ou supérieur
à s ; il vient une relat ion de la forme

y/y ^Tl,. ..^lyl.1 \ J l î ""d£ ' ' dt^
\ \ ̂  \ -^,...,À,..^, — =̂: o,

qui ne peut être qu'une identité, puisque V< est une intégrale fonda-
mentale. Or on s'est servi, dans le calcul, uniquement de ce que Vi
est intégrale de (3); donc, sous cette seule condit ion, la formule (4)
donne pour V, quels que soient les a, une intégrale de l'équation (3).
De plus, elle donne l'intégrale générale, si l'on ajoute que Vi doit
ê t re 'une intégrale fondamentale; car s'il n'en était pas ainsi, c'est
qu'on pourrait, dans la formule (4). éliminer les constantes a sans
pousser les differentiations jusqu'à l'ordre s ; or la condition pour que
cette él imination soit possible est que V< vérifie une certaine équat ion
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différentielle, que l'on peut réduire à l'ordre ^ — î ; et cela ne se peut
pas, tant que V^ est une intégrale fondamentale.

L'équation (3) jou i t donc, dans le cas où nous nous sommes placé,
de cette propriété, qui la rapproche des équations abéliennes, que son
intégrale générale s'exprime algébriquement en fonction d'une inté-
grale particulière quelconque, par une formule qui reste la même,
quelle que soit cette intégrale, à condition toutefois que cette inté-
grale particulière soit fondamentale, c'est-à-dire ne soit pas intégrale
d'une équation de la même forme que (3), et d'ordre moindre.

La résolvante générale, signalée au début de ce Chapitre, appartient
évidemment à cette classe d 'équations*

6. Passons maintenant au cas général : V a en commun avec V<
pi < p transformations infinitésimales. Soit Va une seconde intégrale
particulière fondamentale, n'ayant aussi que p ^ t ransformat ions in f i -
nitésimales communes avec V^ ; elle est intégrale d'une équation dif-
férentielle algébrique d'ordre ^ == p — pi
(5) ^(V.V^o,

où ne figure aucune dérivée de V'i d'ordre égal ou supérieur à .y ; et
l'on verra comme précédemment : 1° qu 'el le n'est intégrale d'aucune
équation de même forme et d'ordre moindre ; 2° que toute intégrale
de cette équation est une intégrale de l'équation (3), pourvu que V^
en soit elle-même une intégrale.

Il pourra alors arriver que Y admette toutes les transformations
infinitésimales communes à V^ et Vs^ et l'on aura, dans ce cas, une
formule

( fl\3 //A'--IV ^/V //A,--l V. ,̂. . „,. u v i a v i •» r "/ v 2 u i v g \(6) V-A V, -^ ..., ̂ ^,- V, ..-̂ , . -, -..̂ ^ ^ ..., ̂

donnant l'intégrale générale de (3). Je dis que cette formule donne
encore l'intégrale générale si l'on y remplace V< et ¥3 par deux autres
intégrales fondamentales, telles que .¥3 satisfasse à l'équation (5),
sans vérifier aucune autre équation de même forme et d'ordre moin-
dre. En effet, en exprimant que la fonction (6) est une intégrale de
l'équation (3), on obtient une relation différentielle

, , , T(Va,VO=a, ,
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dont on peut supposer qu'elle ne contient ni dérivée de ' V ^ d'ordre
égal ou supérieur à s, ni dérivée de ¥3 d'ordre égal ou supérieur à s^ ;
d'où il résulte qu'elle ne peut contenir ni V^ ni V< et est une iden-
tité. Or on s'est servi, dans ce calcul, uniquement de ce que V^ est
intégrale de (3) et Va intégrale de (5) ; donc, sous ces seules condi-
tions, (6) représente une intégrale de la transformée (3). On verra
de plus, comme précédemment, que, sous les conditions énoncées,
elle contient s paramètres essentiels et en est, par suite, l'intégrale
générale.

En poursu ivan t le même raisonnement, on arrivera au résultat gé-
néral suivant ;

A. l 'équation ( 3 ) on peut adjoindre un certain nombre d'équations
différentielles

, <Î>,(V, \\)"= o,
„ , \ (l),(V,V,,V,)=o,
v7 ) i

1 <î>^.i(V,V,,V,, ...,V,......,i)=ro,

d'ordres décroissants ^, ̂ , ...,.^, où ne figure ni dérivée de V,
d'ordre supérieur à ^ •— i, ni dérivée de Vg d'ordre supérieur à s\ — i,
et ainsi de suite ; de telle sorte que, si V^ est une intégrale de <I> == o
ne sat isfaisant à aucune équation de même forme et d'ordre moindre,
Va une intégrale de <ï>i == o ne satisfaisant à aucune équation de même
forme et d'ordre moindre, et ainsi de sui te , enfin V^ une intégrale de
<E^ == o ne satisfaisant à aucune équat ion de même forme et d'ordre
moindre, l'intégrale générale de l'équation (3) est donnée par une
expression de la forme

V-ACVi/V^ .. . ,V/, |ai, ...,a,),

où A est une fonction algébrique de V^ Va, .... V/, et de leurs déri-
vées, jusqu'à l'ordre s — r pour V,, .̂  — i pour V,>, . . . , s^^ — i pour
VA. Et cette formule subsiste, quand on y remplace V^ V^, . . . , V/,
par k autres intégrales satisfaisant aux conditions énoncées.

Nous exprimerons ce fait en disant que l'équation (3) possède des
systèmes fondamentaux (F intégrales. Nous appelons système fonda-
mental d'intégrales un système de fonctions V ^ , V^, ..., V^ satisfai"
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sant aux conditions précédentes, et nous disons que les systèmes
fondamentaux d'intégrales de l 'équation (3) sont définis par les équa-
tions (7).

Remarquons enfin que la propriété précédente s'étend immédiate-
ment aux équations rencontrées au n° 4, et qui con t iennen t les trans-
formées, comme cas particulier.

CHAPITRE IV.
GIlOUPliS DE TBANSFOllMATIONS DES ÉQUATIONS LINÉAIRES.

•l. Soit
, , d^x . d'^x . dx .
0 ) r̂ + ̂  ̂ T ^ • ' • + V.i ̂  + ̂  = o

une équation linéaire donnée; ses coefficients sont des fonctions con-
nues de t : on les considérera comme rationnelles. On peut encore leur
adjoindre d'autres fonctions de t

M<)» ^(^ -., v'kW,
•qui seront également considérées comme rationnelles. D'une manière
générale, nous dirons alors qu 'une fonct ion de t a une expression
rationnelle, ou s'exprime rationnellement, si elle peut s'exprimer en
fonction rationnelle de t, de À^ ..., \,, (^, .... (JL/, et de leurs déri-
vées, et nous dirons qu'elle a une expression algébrique ou s'exprime
algébriquement, si elle peut s'évaluer algébriquement en fonction des
mêmes éléments, c'est-à-dire si elle satisfait à une équation algé-
brique entière dont les coefficients aient des expressions rationnelles.

Nous désignerons dans la suite par sc^ . . . , ,z^ un système fonda-
mental d'intégrales de l'équation (ï), de sorte qu'une fonction ration-
nelle de x^ .... .̂  (au sens indiqué II, Ch. I, n01), K(;^, .... x^) est
une fonction de t. Mais, toutes les fois qu'on parlera de transforma-
tion linéaire effectuée dans II, on y devra considérer de nouveau les x
comme des fonctions indéterminées. La comparaison de ces deux
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points ^de vue condui t au théorème s u i v a n t , qui est l 'analogue du
célèbre théorème de Galois.

2. THÉORÈME. — /l toute équation linéaire (1) correspond un groupe T
de transformations linéaires horno gènes, qui jouit des deux propriétés
stwantes :

t 0 Toute fonction, ratio/i/ielle des intégrales qui a une expression ra-
tionnelle admet toutes les transformations de ce groupe;

2° Toute fonction rationnelle des intégrales iîiva,riante par toutes les
tm/ïsformations de ce groupe a une expression rationnelle.

Considérons, en effet , toutes les fonctions ra t ionnel les de x^ ..., ̂
dont l'expression est ra t ionnel le et, parmi elles, une fonct ion admet-
tant un groupe avec le nombre rninimum, de paramètres. Si ce groupe
est complexe, on supposera la fonction choisie de manière que les
famil les de transformations qu i le constituent soient également en

.nombre min imum, . ' So i t <I> cette fonction et F son groupe : je dis que
c'est le groupe annoncé .

En effet, soit R une autre fonction rationnelle à expression ration-
nelle; elle admet le groupe F, car, sans cela, la fonction <I> + ^R, où
u représente une fonction arbitraire à expression rationnelle, aurait
une expression rationnelle, et son groupe, formé des transformations
de T que R admet, contiendrait , soit moins de paramètres que T, soit,
du moins, un nombre moindre de familles de transformations, ce qui
est en contradiction avec le choix de <D.

Inversement, toute fonction de R qui admet toutes les transforma-
tions de F s'exprime rationnellement au moyen de t, de \^ . .., ̂ $ et
de leurs dérivées (II , Ch. I I I , n0 2); elle a donc bien une expression
rationnelle.

Remarque. — La première partie du théorème précédent est due à
M. Picard, qui avait montré, de plus, que toute fonction R admettant
le groupe T devait être uniforme, les coefficients de l 'équation étant
supposés rationnels. Nous conserverons au groupe F le nom de groupe
clé transformations de l'équation, qui lui a été donné par M. Picard,
pour le distinguer du groupe de l'équation qui intervient lorsqu'on
étudie les propriétés des intégrales comme fonctions de t.
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3. Lorsqu'on a choisi, p o u r ^ , ...,^, un système fondamental
particulier d'intégrales, le groupe F est unique; car, d'après la démon-
stration précédente, c'estle groupe formé de toutes les transformations
linéaires homogènes communes à toutes les fonctions rationnelles de
x^ . . . ,^qui s'expriment rationnellement. Mais, si l 'équation n'est
pas intégrée, il est impossible, en général, de définir le système fon-
damental choisi; de sorte qu ' i l y a, correspondant à ces divers sys-
tèmes fondamentaux, une infinité de groupes I\ qui se déduisent de
l'un d'entre eux en effectuant, dans les deux membres des équations
qui le définissent, la transformation linéaire homogène la plus géné-
rale. Nous dirons que ces groupes sont homologues (1) dans le groupe
linéaire homogène général, ou encore qu'ils appart iennent au même
type. Remarquons, enfin, que les groupes à considérer sont nécessaire-
ment algébriques.

Cela posé, la détermination du groupe de transformations d 'une
équation linéaire donnée, ou p lu tô t du type auquel il appartient, sera
possible clés que l'on saura résoudre les trois problèmes suivants :

I. Déterminer les différents types de groupes linéaires homogènes algé-
briques à n variables (n étant l'ordre de l 'équation). Dans la troisième
Partie de notre travail, nous traiterons ce problème dans les deux cas
n == 2 et n == 3.

II. Calculer, pour chacun des types trouvés, un inçariant rationnel
caractéristùfue, c est-à-dire (fui n admette pas un groupe plus grand, et
former la tmns formée dont il dépend. La solution de ce deuxième pro-
blème ne dépend que d 'é l imina t ions algébriques (2).

III. Reconnaître si une de ces transformées a une intégrale rationnelle
en t.

Le type cherché sera, en effet, le plus petit groupe correspondant à
une transformée possédant une intégrale rationnelle en t.

4. On peut arriver au théorème précédent en suivant une autre
marche, semblable à celle de Galois, et qui est aussi celle que M. Pi-

( 1 ) Nous traduisons ainsi le mol allemand ^lelchbercchtigt.
( î ) Voir S. LIE, Trcmsforrnation^ruppGfi, I, p, '2ï8.
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card avait employée. Considérons la résolvante générale, c'est-à-dire
la transformée en V =:-= u ^ x , -4- . . . + u,,x,, ; c'est une équation linéaire
d'ordre rr
( 2 ) ^(V ) -:=:o.

Il existe toujours au moins une équat ion di f férent ie l le a lgébr ique ,

(3) ©(V)"=o,

jouissant , à l 'exclusion de toute équation d'ordre moindre, des pro-
priétés suivantes : :î:° elle est a lgébr iquement i r r é d u c t i b l e ; ^° toutes
ses intégrales sont des intégrales de l 'équation (2 ) ; 3° l ' une au m o i n s
de ses intégrales est une intégrale f o n d a m e n t a l e de l ' équa t ion ('2).
L'ensemble des t ransformat ions qui permet tent de passer de l 'une des
intégrales fondamenta les de l 'équat ion (3) à foules les autres con-
s t i t u e a lors le groupe T.

Nous n ' ins i s tons pas sur la démons t r a t i on ; nous voulons montrer
seulement que, si l'on pouva i t dé t e rmine r l 'équation (3), le groupe r
serait par là-même c o n n u . Soit, en effet ,

n
(4) <•€i'^:^ al^y'lî ' ' ") ^/O-^/ (^ 1 ? ̂  • • • » n)

;=1

la t ransformat ion générale du, groupe F, que nous supposons, pour
s imp l i f i e r , défini, par un seul système d'équations.

L'équation (3) s'obtient en é l iminan t , par d i f ïe ren t ia t ions , les con-
stantes a dans l 'équation

(5) v:=:^ a . i j { a ) U i X j ,
i , j

de sorte que son premier membre, si l'on rédui t l ' u n des coefficients à
l 'uni té , est, avant d'y remplacer les x par leurs valeurs en fonction
de t, un i nva r i an t caractér is t ique du groupe (4). M.ais de la symétrie
de la fo rmule (5) résulte que, si l 'on y considère les u comme des
indéterminées, c'est alors.un invar iant caractéristique pour le groupe

n

(6) ^^^ ^./(^O^ (, /=i, a, . . . , /Q,
i-=i

A r t i i . de. /.'/'',€. A'rv///rt/6» 3" Série* Touic IX. '• AOUT i8(p. ^0
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qui est le groupe P, diiaUstique (1) du groupe F. Or les u subsistent
dans l'expression de ©(V); on peut donc déterminer P et en dé-
duire r.

Ce procédé éviterait la discussion de tous les groupes linéaires algé-
briques; malheureusement, on ne voit pas de méthode qui permette
de trouver une équation telle que (3), connaissant l 'équation (2). On
remarquera enfin que, de même qu'i l y a une inf in i té de groupes F, il
doit y avoir une infinité d 'équations jouissant des propriétés de l'équa-
tion (3), et qui se déduisent toutes de l 'une d'entre elles, en y effec-
tuant sur les IL la transformation linéaire homogène la plus générale.

5. La considération des transformations inf ini tésimales condu i t à
un nouveau théorème, analogue au précédent :

THÉORÈME. — A. toute équation linéaire, (î) correspond un groupe G clé
transformations in/lnùésimales linéaires homogènes à n variables, qui
jouit des deux propriétés suivantes :

ï° Toute/onction rationnelle des intégrales (fui a une expression alge-
briaue admet toutes les trans/orfna/ions infenitésùnales de ce groupe.

2° Toute fonction rationnelle des intégrales qui admet foutes les tra/is-
formations in/initésimales de ce groupe s exprime algébriquement.

Considérons, en effet, toutes les fonctions rationnelles des intégrales
qui s'expriment algébriquement, et, parmi, elles, une fonction ad-
mettant le nombre min imum de transformations infinitésimales li-
néaires homogènes indépendantes. Soient F cette fonction, G le groupe
de ses transformations infinitésimales; je dis que G est le groupe an-
noncé.

En effet, soit K. une autre fonction rationnelle des intégrales à ex-
pression algébrique; elle admet le groupe G, sans quoi la fonction
F-+-^B., où a est une fonction arbitraire à expression algébrique,
s'exprimerait algébriquement, et admettrait seulement les transfor-
mations infinitésimales de G que R admet, c'est-à-dire moins de trans-
formations infinitésimales distinctes que F; ce qui est en contradiction
avec le choix de F.

(1) Voir, sur les groupes dualistiqnes : 1ÏI, Ghap. 1,
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Inversement, toute fonction R admettant le groupe G s'exprime
(II, Cil. III, n°3) algébriquement au moyen de t, de \^ .. .,7^ F et leurs
dérivées; elle a donc une expression algébrique.

Remarque. — Le groupe G est évidemment le plus grand groupe de
transformations infinitésimales contenu dans le groupe I\ 11. se con-
fond donc avec T, toutes les fois que ce dernier est défini par un seul
système d'équations. Nous verrons dans le Chapitre suivant que ce cas
est au fond le seul à considérer dans les applications; de sorte que
nos deux théorèmes se réduisent dans la pratique au premier.

CHAPITRE Y.
ÏlÉDUCTiON OU GROUPE DE TUANSFOHMATIONS D'UNE ÉQUATION L I N É A I R K .

1. Adjonction (V une fonction rationnelle des intégrales. — Soit

, ,, , dfl.T . ci^-^x -
(,) ^^^^^^^^...^^^0

une équation l inéaire, T son groupe de transformations, e t < & un inva-
riant ra t ionnel caractéristique de ce groupe. Soit maintenant <&i
une autre fonct ion rationnelle djes intégrales, et T\ le groupe des
transformations de F qu'elle admet Je dis que l 'adjonction de <I^ ré-
duit le groupe de transformations de l'équation à IV En effet, après
l 'adjonction, les fonctions qui s'expriment rationnellement sont celles
qui peuvent s'évaluer en fonction rationnelle de <t>, de <I>i et leurs dé-
rivées (les coefficients étant des fonctions rationnelles de t, de
\,.... \^ des fonctions primitivement adjointes y ^ , . . . , (^etde leurs
dérivées). Le -plus grand groupe qui leur est commun, est donc le
groupe des transformations communes à $ et <&^ c'est-à-dire I\.

Conséquence. — Supposons en particulier que F soit un groupe
complexe, et soit G le plus grand groupe de transformations infmité-
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simales qu ' i l contient; soit enfin F une fonction rat ionnelle ayant pré-
cisément G pour groupe. Si l'on ad jo in t F, G- devient le groupe de
l 'équation.

Or F dépend , en f o n c t i o n de <D, d /une équat ion a lgébr ique . Il est
même facile de voir que le groupe de Galois de cette équation peut
être considéré comme connu. Soient en effet {voir [, Ch. I, n0 2)

G-, G-Ti, ..., GÏA.-I

les f a m i l l e s de t ransformations de T\ et F^ F y , . . . , F/^ les fonct ions en
lesquelles F est changée par les transformations ï\, Ty, .... Ï/^.,. Ces
transformations permutent les fonctions

F, Fi, ..., F,,̂

su ivan t un groupe de subs t i tu t ions , q u i est le groupe de l ' équa t ion
algébr ique don t dépend F. Car toute fonction dos racines F, F^ . . . ,
F/<._i de cette équa t ion qui admet ce groupe, admet, comme f o n c t i o n
des x, toutes les t ransformations de F, et par suite a une expression
rat ionnel le ; et inversement.

On peut donc toujours , par ' la résolution d 'une équat ion algébrique
à groupe connu, faire en sorte que le groupe (le t rans format ions de
l 'équation linéaire donnée soit un groupe G' engendré par des transfor-
mations in f in i t és imales . Nous supposerons toujours dans la s u i t e , à
moins d ' indica t ion contraire , que cette simplif ication a été f a i t e ; en
sorte que nous n 'aurons à considérer que des groupes définis par un
seul système d'équations, et que des fonctions rationnelles ayant des
groupes de cette espèce.

2. Sur les équations auxiliaires. — Considérons toujours l 'équation
linéaire ( i ) ; soit G son groupe de transformations et F une fonction
rat ionnelle des intégrales «r^, . . . , x^ ayant pour groupe G-. Une autre
fonction r a t ionne l l e R( .TJ , ...,^) dépend alors, en fonction de F,
d'une équation différentielle

(^) V(V[F,Â^)::r:o,

qui est d'ordre w, si le groupe des transformations coiïimunes à F et
à R a m paramètres de moins que G. Cette équation est irréductible,
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en ce sens qu'elle ifa pas d'intégrale fondamentale c o m m u n e avec une
équation de même forme et d'ordre moindre; en effet, cette seconde
équat ion, ayan t pour coefficients des invariants de G, admettrait pour
intégrales toutes les valeurs que prend F par les transformations de ce
groupe, c'est-à-dire qu 'el le admettrai t une intégrale renfermant m pa-
ramètres essentiels, ce qui est impossible.

Nous avons vu d 'aut re part que l'équation (2) possède des systèmes
fondamentaux d'intégrales. Soient

(3)

^(^VJF^Q =o,
V,(V/V,,VJF,À^) ==0,
• • • • • . . - • » . . . . . . . . . . . . . . . « . . . . . ,
¥,,,..i(V,Vi, ...,V^,,JI<\À,Qr=o

les équations qui les caractérisent, et soit ^, ^, . . . , ç/, un de ces
systèmes. L ' in tégra le générale est fournie par une formule

( ^ i ) V = = A i O i , . . . , t ^ l •^ A, / [ ai, ^2, ..., a,//).

En se servant des relations (3), on en déduira l'expression générale
d 'un système fondamenta l , sous la forme

f Vi = Ai (r'i, . . ., (.'/: 1 F, À, / 1 ai, . . ., a,n),

^ ^ Va ̂ Aa^i, . -, ̂ .|F, À^lûCi, . . ., a//,; |3i, . . ., (3///,),

V/~ A/, (t'i, . . ., P/, 1 F, }., t \ a.^ . . ., a,,, ; . . . ; £i, .... s,n^ ) ;

w,,, m^, . . . , nif^^ sont les ordres des équations (3); les a, [S, . . . , s des
paramètres arbitraires; on suppose enfin que dans ces expressions on
a fait disparaître toutes les dérivées des v d'ordre égal ou supérieur à
celui de l 'équat ion que chacune vérifie.

Si l'on jo int main tenant aux équations (5) celles qui s'en déduisent
par d i f Ïe ren t ia t ions (en é l iminan t toujours les dérivées d'ordre supé-
rieur), on obt ient évidemment les équations d'un groupe de trans-
formations aux variables

W ^i, ̂ , .... ^--15 ; ̂  ̂  - . . , ̂ /îl 1 ) ; ... ; ̂  ̂  .. - , ̂ -••"1).

On a en pa r t i cu l i e r une transformation de ce groupe si, l'on effectue
dans les fonctions (6) une 'quelconque des transformations de G, car
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les relations qui expriment que (<, . . . , (^ satisfont aux équations (3)
ne cessent pas d'être vérifiées. L'ensemble de ces transformations par-
ticulières constitue un groupe g isomorphe au groupe G.

Ce groupe g joui t évidemment, vis-à-vis de l 'équation (2), des
mêmes propriétés que G à l'égard de l'équation (i). Nous pouvons
donc dire que F équation Ci) possède un groupe de trarzsforrnations^ à sa-
voir le groupe g ' .

De plus, la t ransformation identique de g correspond dans G au
groupe des transformations qui laissent invariantes a la fois ç ^ , . . . , ç .̂,
et par conséquent chacune des fonctions V, c'est-à-dire au plus grand
sous-groupe de G, invariant dans G, et laissant R invariante. Il en ré-
sulte que g sera un groupe simple à condition que ce sous-groupe
invariant G^ soit un sous-groupe invariant maximum de G. Nous dirons
dans ce cas que l'équation (2) est une équation à groupe simple.

.Remarque. — Un cas remarquable est celui ou le système fonda-
mental d'intégrales de l'équation ( 2 ) se compose d'une seule intégrale ;
il faut et il suffit pour cela que le sous-groupe de G que H admet soit
invariant dans G. Si c'est de plus un sous-groupe invariant maximum,
l'équation auxiliaire (2) est de plus une équation à groupe simple.

3. Méthode générale d'intégration. — Supposons qu'on adjoigne à
l'équation (i) toutes les intégrales de l'équation (2), ou, ce qui revient
au même, les intégrales d'un système fondamental de cette équation.
Le groupe de transformations de l 'équation (i.) se réduit alors au
groupe commun à toutes ces intégrales et contenu dans G, c'est-à-dire
au sous-groupe invariant Gi. D'où l'énoncé suivant :

THÉORÈME. -— Par l'intégration de l'équation auxiliaire dont dépend
une fonction rationnelle R, le groupe de transformaiions de l'équation
donnée se réduit à son plus grand sous-groupe invariant dont R admette
toutes les transformations.

Ce théorème donne le moyen de ramener la résolution de toute
équation linéaire à celle d'une suite d'équations auxiliaires à groupes
simples. Pour que ces équations auxiliaires soient d'ordre min imum,
on devra évidemment opérer de la manière suivante.
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On effectue une décomposition normale du groupe de transforma-
tions G de l 'équation donnée. Soit

G, G-i, Ga, . . . , G/^-.-î

cette décomposition; on cherche alors un sous-groupe de G conte-
nant Ci et ayant le nombre maximum de paramètres : soit y, ; puis un
sous-groupe de G < contenant G^ et ayant le nombre maximum de para-
mètres : s o i t y ^ ; et ainsi de sui te; enfin un sous-groupe maximum y^
deG/^. On calcule ensuite des invariants ra t ionnnelsF^, ..., F^ carac-
téristiques respectivement de y,,, y^, . . . , y/, : les équat ions auxiliaires
sont alors celles q u i fournissent F^ en fonction de F, Fa en fonction
de Fi , etc., enfin F^ en, fonction de F/^.

Les ordres des équations auxil iaires sont donc les indices de compo-
sition (I, Ch. I , 11° 3) du. groupe G". D'où il résulte que, quelle que soit
la décomposit ion normale employée, elle conduit toujours à des équa-
tions auxiliaires des mêmes ordres.

Bernarc/uc, — La méthode précédente ne sera applicable, dans les
condi t ions où nous nous somm es placés de n'avoir jamais à effectuer
que des ca lculs algébriques, qu 'au tan t qu'on pourra dé te rminer une
suite de groupes y , , ya, . . . , y/,, qui soient tous des groupes algébriques.

4. Discussion. — II resterait a é tudier dans quelles circonstances
l ' intégration d 'une équation a u x i l i a i r e peut réduire le groupe de trans-
formations de l 'équation donnée. Nous nous bornerons ici. au cas où.
l 'équation auxil iaire est elle-même linéaire (1).

Soient donc
(1) /(^)=o

l 'équation proposée, G son groupe de transformations, F une fonction
rationnelle de ses intégrales ^,,, . . . , ^ ayant précisément G pour
groupe. Soient d'autre pari;

(2) ^(./)=o

( r) Les résultais qui suivent peuvent s'étendre au cas plas général où l'équation auxi-
liaire possède des systèmes fondamentaux d'intégrales,
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l 'équation linéaire auxiliaire, e t j i , . . . , jy un système fondamenta l
d'intégrales de cette équat ion. Nous supposons que l ' intégration de (2),
c'est-à-dire l 'adjonction de y^ . . . , jy, réduise le groupe de transfor-
mations de (i) à un sous-groupe G^ de G ayant par exemple ^ para-
mètres de moins. Soit F^ une fonction rationnelle de A:*,, . . . , .r,/ ayant
G,, pour groupe; l 'hypothèse revient à dire que l'on a

Fi (.ri, . . . , .y,,) = HI (j, . . . , jy),

H, étant une fonction ra t ionnel le des intégrales de (2). Formons alors
les deux équations irréductibles (au sens du n° 2) dont dépendent
respectivement F^ et H,|. Comme elles ont une intégrale fondamentale
commune, elles sont ident iques; donc elles sont en par t icu l ie r du
même ordre. Dès lors la valeur générale de II i parles t ransformat ions du
groupe (de t ransformat ions) de l 'équation (^) a le îiiôrne i lombre de
paramètres essentiels que la valeur générale de F,, par les t ransforma-
tions de G. Or, si l'on adjoint à l 'équation (.2) les intégrales de (i),
Fi et par suite H,, devient r a t i o n n e l ; donc cela rédu i t le groupe de
transformations de 1/équation (2) de s paramètres au moins. Cela ne
peut d'ailleurs pas le réduire d'un nombre plus-grand, s ' , car le même
raisonnement prouverait alors que l 'adjonction des intégrales de (2)
réduit le groupe de t ransformat ions de (i) de ^ paramètres au moins,
ce qui est contraire à l 'hypothèse. Donc l 'adjonction des intégrales
de (i) rédui t le groupe de transformations de (2) exactement de s
paramètres.

Déplus , les diverses valeurs de F^ étant respectivement égales aux
diverses valeurs de H, se trouvent toutes adjointes par l^uijonction
des intégrales de l'équation (2). Donc le groupe G de l 'équat ion (î)
est rédui t à un sous-groupe invariant Q^ ; et, de même pour l 'équat ion
(2). Nous pouvons donc énoncer les résultats suivants :

THÉORÈME. -- Si, par l'intégration d'une équation linéaire aua'i/iaire,
le groupe de tmnsforrnations de l'équation proposée se trouve réduU de
s paramètres, ile'nestdernôme pour l'équatio/f. auxiliaire par l'intégration
de la proposée. De plus, les nouveaux groupes de transformations des
deux équations sont invariants dans les anciens.

COKOLLAUVE I, — Si l'intégration d'une- équation linéaire auxiliaire à
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groupe simple réduit le groupe de transformations de F équation donnée.
les intégrales de l'équation auxiliaire sont des fonctions rationnelles des
intégrales de la proposée.

Car, si l'on adjoint à l 'équation auxi l ia i re les intégrales de la pro-
posée, son groupe, qui est s imple, se rédui t , en vertu du théorème
précédent, à la seule transformation iden t ique , de sorte que toutes ses
intégrales s^expriment rat ionnel lement ( i ) .

COROLLAIRE II'. — Si l'intégration d'une équation linéaire du premier
ordre réduit le groupe de trcinsformations de la proposée, une quelconque
de ses intégrales est 'une fonction, mtionnelle des intégrales de l'équation
donnée. Le groupe de transformations de celle-ci se réduit alors à un
sous-groupe inwriant ayant un paramètre de m,oins.

Car le groupe d 'une équat ion l inéaire et homogène du premier ordre
est le groupe linéaire homogène à une variable, qui est simple.

CHAPITRE •VI.
ÉQUATIONS L Ï N É A Ï K E S I N T É G R A B L E S PAR QlîAOBATtHUiS.

1.. THÉORÈME. —- Pour qu'une équation linéaire soit intégrable par
queidratures, il faut et il suffit que le groupe de transformations d..e cette
équation soit un groupe intégrable (2).

Nous démontrerons d'abord que la condition est nécessaire.
Remarquons, à cet effet , que toute quadrature équivaut à l'intégra-

tion d/une équation linéaire du. premier ordre ; et supposons, par con-
séquent, que l'équation donnée puisse être intégrée au moyen d'une

( ' ) Ce corollaire, avec l'extension indiquée dans la Note précédente, montre que la
méthode du n,° 3 est la seule méthode d'intégration de l'équation proposée au moyen
(P équations auxiliaires à groupes simples.

( 2 ) Foirl.Ch. I, n° 3.1' 1

Âim, de l* Rc. Vf annale. 3° Série. Tome Ï X - »~ AOUT 1892. 3 Î
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suite cTéquations linéaires auxiliaires du premier ordre, c'est-à-dire
que son groupe de transformations se réduise finalement à la seule
transformation ident ique par l 'adjonction successive des intégrales de
ces équations, îl résulte du corollaire II du n° 4 du Chapitre précédent
que, chaque fois que le groupe se réduit , il se réduit à un sous-groupe
invariant ayant un paramètre de moins.

Donc le groupe de transformations de l'équation donnée contient
un sous-groupe invar iant à un paramètre de moins, celui-ci de même,
et ainsi de suite; c'est donc bien un groupe intégrable.

Remarque. — On peut aussi faire une démonstration directe. Sup-
posons que l 'intégration de l 'équation

(.) -^^W

réduise le groupe de transformations G- de la proposée à son sons-
groupe G,i ; et soit F^ une fonction rationnelle des intégrales x^...,x^
de l 'équation donnée qui ait pour groupe G < . On a, en désignant parj^
une intégrale de (i), et par H une fonction rat ionnelle,

(à) . Fi(^, ...,^)=II(yO.

Formons l 'équat ion irréductible (H, Ch.V, n0 2) dont dépend F^ ; et
celle dont dépend ï î ( y ^ ) , et qui est évidemment; du premier ordre. La
seconde équation, admettant pour intégrale une intégrale fondamen-
tale de la première [à cause de l'égalité (2)"), est ident ique à la
première, de sorte que la valeur générale de F^ par les transfor-
mations de G ne dépend que d/un .paramètre essentiel; c'est di re que
Ci a un paramètre de moins que G. De plus, les diverses valeurs
de 1̂  étant les mêmes que les diverses valeurs de H(j^ 4- a) se trou-
vent toutes adjointes; donc G-i est un sous-groupe invariant de G.

Le raisonnement s'achève alors comme précédemment.
COROLLAIRE. — L'équation différentielle linéaire générale d'ordre n

( n ̂ > î ) n est pas Intégrable par quadratures.

Car son groupe de transformations est le groupe linéaire homogène
général à n variables ; ce groupe ne contient qu'un sous-groupe à un
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paramètre de moins : c'est le groupe linéaire homogène spécial, qui
est invar iant dans le précédent, mais qui est simple (1). Le groupe
linéaire homogène général à n variables, pour n > i , n'est donc pas
intégral:) le.

2. Passons à la démonstration de la seconde partie du théorème.
Nous nous appuierons sur ce résultat (2) que tout groupe intégrable
de transformations infinitésimales l inéaires homogènes a n variables
est homologue à un sous-groupe du groupe

(K)

a\p^

'ViP^l ^'2pî ï

. . . . , . . . . ,

^iPnf ^îPn^ • ' • ? ^npfn

dont tes t ransformat ions finies ont pour équations

^i =an^i,

x^ == agi .^i "h- 0.22 .^2,

• • • • • " • « • • • • * • • • • ' »

.%',, •=: a^l ^'l -i- ^/<.2^2 +- • • • ~i- ^//A-

On voit faci,lem,ent que toute transformation linéaire homogène qui
laisse invar iant le groupe K est contenue dans ce groupe, de sorte que
tout groupe linéaire homogène intégrable, complexe ou non, est ho-
lïîologue à un sous-groupe de K.

Il en résulte que, si le groupe de transformations de l'équation
linéaire d'ordre n donnée est intégrable, tout invariant du groupe K
s'exprime rationnellement, en désignant par ^\, . . . , x^ un système
fondamental d'intégrales de cette équation convenablement choisi.

Or le groupe K est le groupe des transformations communes aux
fonctions

(3) ^W. d^! ..., ^̂ ±::L"~di "" î •"^-- ? ' ' ' •> ^— ;

( 1 ) S. LIE, Tran.'fformeuion.^mppGfi, I, Ch. 26 et Cil. 27.
(2) Ibld^ Ch. 27, p. 589.
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O-i ^2

<

... X},

... .r, (7cr=: , 1 , a, . . ., n — i):

,y.(Â-"1) /y.(/f-"l) • , y .rÀ- l )^i ^a • • • "c 7r

en effet, c—^ est un invar ian t caractéristique du groupe

,z'i •=: a^i ,2'j 4- . . . -i- a^/, .'r/.,

•+^/-,Â- ^.r/, =-^/.M ^i-4-...+

.4" ^A-4-l,Â:^'Â-+ • • • "^ a'k-\\,ltxn^•^A-H :=-' ^A•4-l,l•z''i '+' •

Xti. == ^,1 -^t -h . • . 4- ̂ ,/: ^/;+ ... 4- Or^n 'x n'

Donc, toutes ces fonctions s'expriment rationnellement En particu-
lier, la première —^ a une expression rationnelle, de sorte que l'on a
déjà, par une quadrature, une intégrale de la proposée, à savoir .r,.
Posons alors

a\ •-:, x^ Çy^ dt, ..., -y,, =1"- ^ ' i j y n - i d^ ;

y^ ,..,j,^i consti tuent un système fondamental d'intégrales d'une
équation l inéaire d/ordre n — i dont les coefficients sont rationnels,
puisqu' i ls s'expriment rat ionnellernent au moyen de T^, . * . , \i (coef-
ficients de la proposée), de c-^ et de leurs dérivées.

De plus, on a, par un calcul facile,

7i • • ' J/<-i.
B)^-:(,^^ =(^0^^.!,

./(/••-2 5 ^(Â'-Sî)
J \ ' • • JÀ-1

en sorte que la nouvelle équation est encore telle que les quantités

d^E, d.^E^d r ' * * * ' ~w
analogue aux quantités (3), s'expriment rat ionnellement. On peut, dès
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lors, opérer sur elle comme sur la précédente, et ainsi de suite. On
aura donc une nouvelle intégrale de la proposée, x^ par exemple, par
deux quadratures nouvelles superposées; puis une autre, x^, par trois
quadratures nouvelles superposées, et ainsi de suite; de sorte que
l'intégration complète de l 'équation donnée exigera, dans le cas le

» / / i n( n -}- î ) 1 ,plus général, i 4" 2 -h . . . -+" /? . =--- -——^^ quadratures.

Remarque. — La démonstration qui précède a ceci. de remarquable,
qu'elle montre que, si une équation linéaire peut être intégrée par
des quadratures, elle peut toujours l 'ê t re^ en employant le procédé
classique qui consiste à chercher une intégrale particulière, puis à
ramener l'intégration de l'équation donnée à celle d'une équation
linéaire d'ordre inférieur d 'âne un i t é , et ainsi de suite. Elle fournit
l'énoncé s u i v a n t :

THÉORÈME. Si (me équation linéaire est ùuégrahie par quadratures,
la dérivée logarithmique de l'une de ses intégrales s'exprime rationnelle-
ment .

Enfin, la condi t ion , nécessaire et suffisante énoncée en tête de ce
Chapitre peut prendre une autre forme, analogue à la condi t ion donnée
par Galois pour la résolubilité par radicaux des équations de degré
premier, qui, est que la résolvante de Lagrange ait une racine ration-
nelle. En effet, notre condition peut s'exprimer en disant qu'une fonc-
tion rationnelle des intégrales ayant pour -groupe le groupe K doit
s'exprimer rationnellement. Une telle fonction est,.par exemple,

rf<])i ^.Clh ^G.l)̂ ....i^ .„,, ̂  ̂  ,. ̂  .^ +... ̂  ̂ ,_, -^.-,

ou u^ ..., u^i sont indéterminées. D'où, le théorème suivant :

TÏÏÉORÈMK. •— Pour quune équation linéaire d'ordre n sou intégrable

par quadratures, il faut et il suffit que la transformée d'ordre n-.-^^

dont dépend tï ait une intégrale rationnelle.

Dans là pratique, il sera en général préférable, pour reconnaître si
une équation donnée est intégrable par des quadratures, de suivre la
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marche même employée dans notre démonstrat ion; car la résolvante
en û est, dès le troisième ordre, ext rêmement compliquée.

3. Considérons encore une équation l inéaire ayant pour groupe de
transformations un groupe intégrable G. La méthode générale d'inté-
gration du Chapitre précédent montre encore que l 'intégration n'exige
alors que des quadratures. Soit, en effe t , G^ un sous-groupe invariant
de G avec un paramètre de moins, et soient F et F^ deux fonctions
rationnelles des intégrales ayant pour groupes G et G ^ . ' F ^ est in té-
grale d'une équat ion du premier ordre de la forme

W • *(F,,f F, À , / ! r-:::0.

De plus, G,, é tant invariant dans G, la, valeur générale de F^ s'ex-
prime au moyen d'une valeur particulière par une relation

(5) V=A(FJF,Â,^a) ,

où a est une constante arbitraire et où ne figure aucune dérivée de F, ;
enfin cette relation donne toujours l'intégrale générale,, si, l'on y rem-
place Fi par une autre intégrale particulière. En résumé, F^ est inté-
grale d'une équation connue

(6) ^C^'^Q-0 '

qui joui t de cette propriété que son intégrale générale Y s'exprime au
moyen d'une intégrale particulière y par une relation connue

(7) Y=0(y,a),

dont la forme est indépendante de cette intégrale particulière. Je dis
qu'une telle équation s'intègre par deux quadratures au plus.

En effet, l'équation (7) définit évidemment un groupe de transfor-
mations à une variable et un paramètre. Calculons sa transformation
infinitésimale; soit

(8) ^(J)^



SUR Ï / INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. 247

et déterminons une fonction z de y par la condition

, riz
^7)^=1,

c'est-à-dire
„ r ^ -.^^-j ^)~%(J).

Le changement de variable, z == y/,/), change alors (8) en ^ ? c'est-
à-dire change le groupe (7) en le groupe

(9) Z=^+(3.

Il change donc l 'équation (6) en une équation dont l 'intégrale géné-
rale ne renferme qu 'une constante additive, et qui est, par conséquent,
de la forme

dz ^'rff\
dt^^

Cette équation, s'intègre par une seconde quadrature, et dès lors l 'in-
tégration de l'équation (3) est effectuée.

En résumé, la réduction du groupe de transformations à G^ exige au,
plus deux quadratures. Nous disons au plus, parce que la première
quadrature d i s p a r a î t , en général , dans les applications. Si donc le
groupe G a r paramètres, l ' intégrat ion de l 'équation donnée nécessite
au plus 2r quadratures .

Reman/ue J. — La démonstration précédente prête à cette ôbjec"
t ion , qu'el le suppose qu'on puisse effectuer une décomposition nor-
male du groupe G en sous-groupes algébriques; mais elle a l'avantage
de montrer comment, dans certains cas, le nombre des quadratures
peut être rédui t de beaucoup.

Remarque I I . — II y a enfin, lieu de d i s t ingue r entre les quadratures
qui se calculent indépendamment les unes des autres et les quadra-
tures superposées. Dans l'application de la méthode générale, toutes
les quadratures paraissent devoir être superposées; notre première
démonstration montre, au contraire, qu'on peut diriger les calculs de
manière à avoir au plus n quadratures superposées. On peut souvent,
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d'ailleurs, modif ier la méthode générale, de manière à remplacer dos
quadratures superposées par des quadratures indépendantes.

Supposons, par exemple, que G contienne p sous-groupes invariants
distincts à un paramètre de moins : on pourra, par des quadratures
indépendantes^ calculer successivement des invariants de chacun
d'eux, et l 'adjonction de ces p fonctions réduira le groupe de transfor-
mations de l'équation de p paramètres.

4. Équations à coefficients constants. — L'exemple le plus simple est
celui des équations à coefficients constants. Soit l 'équation

d ^ a ' d^x dx
( 1 0 ) -^ ,."C,^,^ +...H-C,,^^+C^::::=0;

l'équation en—-1- admet ^intégrales rationnelles, à savoir les n racines,
supposées distinctes, de l 'équation

( 1 1 ) P ( a) •=- U11 -i- Ci If^"^ -h . . . + C'/î-i U 4" C,î == ô ;

soient < — l l î . . . , -^ ces n racines. Le groupe commun à ces n fonC-
^'l ^'n

f ions est
( î OS ) ^i p i, X^ />a, . . . , ,̂  /)„ ;

c'est donc le groupe de transformations de l 'équation. Or les transfor-
mations de ce groupe sont échangeables deux à deux : l'intégra lion
doi t donc s'effectuer par n quadratures indépendantes, d'après la
remarque II du paragraphe précédent. Les n sous-groupes à considé-
rer sont ici ceux qu'on déduit de (12), en supprimant successivement
chacune des transformations infinitésimales, et les n invariants sont
les n intégrales ^, ..., x^ on retombe donc sur le procédé ordinaire
d'intégration de cette classe d'équations.

Remarque, — Si les racines de l'équation (i r) ne sont pas distinctes,
le, groupe de transformations de l 'équation (10) se réduit. Supposons,,
par exemple, que u^ soit racine multiple d'ordre k de (n), et soit
^ == —1 • ^Q considère l'équation en y === — 5 qui est

o =y (.z^^-c-i x^ -+-... -+• c^\) 4y [n .:r^-114- {n — i ) c, x^ 4-... 4- c^i ̂ i] +....
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Elle devient , si l 'on pose x^ == e ' 1 ^ ,

o::=jP(^)-4- ^-P^u,) -4- . . . ,

c^est-à-dire
y(/0
^P^(^) -+-... ==0.

Elle a donc / c intégrales rationnelles, par exemple
r / fî /Â--I1 9 ^ y " 5 • • • ? lf i

qui seront, si I\)D veut, ^;1? ^-25 • • • ? 'Z-Â"5 de sorte que le groupe (12) est.
x\ ^\ ,,.v ^

ici remplacé par
^1^1 4- .2'2 pî 4- . . ••+ ̂ /^ ^^ip/^i, • ' ' , ^ t tP t i '

La quadrature qui donne a"., fourn i t en même temps
^ = i x^, .r;, :::::,. ^.r^, . . . , ,2-^ •=; / ^ - 1 , ,^- i ,

e'est-à-dire que k quadra tu res sont remplacées par une seule, ce q u i
t ient à ce que le groupe contient k -- i paramètres de moins que dans
le cas général*

TROISIÈME PARTIE.

CHAPITRE I.
(iÉNÉRAUTÉS. — GKOlmsS I)lJAUS'nQ"^ E't' ÉQtîATÏONS ADJOINTES.

1. Généralités. — D'après la méthode générale que nous avons
i n d i q u é e pour l ' in tégra t ion d'une équation l inéaire donnée, la théorie
générale des équat ions linéaires d'ordre n comprend la résolution des
trois problèmes suivants ;

1. Déterminer les divers types de groupes algébriques contenus dans
le groupe linéaire homogène à n variables.

Ânn. de l'Éc\ Normale^ 3" Série. Tomu !K. — Aoi:'r iS(yî. i")'2
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II. Étudier à quels caractères on reconnaîtra que le groupe de trans-
formations d'une équation linéaire donnée appartient à un de ces
types.

III. Connaissant le type du groupe de transformations d'une équa-
tion linéaire, indiquer quelle sera la nature des équations auxiliaires
à intégrer, et former ces équations auxiliaires.

Nous ne pouvons aborder ces problèmes dans toute leur généralité;
nous limiterons nos applications aux deux cas part iculiers des équa-
tions du second et du troisième ordre. Voici auparavant quelques
remarques générales.

La nature des équations auxi l ia i res dépend de la s t ructure du groupe
de transformations de l 'équation; c'est là une question sur laquel le
nous nous réservons de revenir plus tard. Indiquons seulement ici ce
résultât, que les équations du premier ordre in tervenant dans l 'appli-
cation de la méthode pourront toujours être remplacées par des équa-
tions de Riccati, à moins que l'intégration de ces équations se ramené
à des quadratures, cas que nous avons précédemment étudie-

La solution du second problème revient à reconnaître si. une cer-
taine équation différentielle admet une intégrale rat ionnelle : la mé-
thode des coefficients indéterminés, jointe à la décomposition en élé-
ments simples, suffira en général. Il sera avantageux, de faire intervenir,
dans la formation des équations à considérer, les invariants de l'équîi-
tion linéaire d'ordres.

Enfin, dans l'étude des types de groupes linéaires homogènes, on
devra distinguer entre les groupes intégrables et les groupes non inté-
grables : on pourra même à la rigueur se dispenser d'une étude
détaillée des premiers, et appliquer simplement ce que nous avons dit
de l'intégration par quadratures. Pour les autres, nous cherchons tous
les types de sous-groupes non intégrables du groupe linéaire homogène,
et nous ne conservons que ceux qui sont algébriques,

2. Groupes dualistiqws. — La recherche de ces types est simplifiée
par la considération des groupes dualistiques. On sait que M* Sophus
Lie appelle ainsi (^) deux groupes qui se déduisent l'un de l'autre par

(r) Traits jornwtums^ruppeîï^ jl, Cb. 19*
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la transformation de contact homogène qui est définie parla relation

Pour les groupes linéaires homogènes, on peut donner une définition
plus élémentaire. La transformation dualistique de la transformation

^^.S^^' ( ^ — ï . ^ . • • » <
est, par déf in i t ion ,

"2
^loû:A ///, (/' —^ î , 9.5 . . ., a),
^a//,

OU
^11 • • • a\n

A "••:,:

Son inverse est donc
n

'̂̂ IL a^^li ^'=" l ï ï 2' ' " î /^
(=:!

de sorte qu'elle est déf in ie par F i d e n l i t é
// //

^2u ! tT t ^2
II résulte de là qu'à tout groupe de t ransformat ions l inéaires homo-
fffenes correspond un groupe dualist ique, formé des t ransformat ions
dualistiques (ou de leurs inverses).

Soit niai, n tenant une t ransformat ion inf ini tés imale

X -r::̂  e i k X i p / ^
(A-

et clierchons la transformation dualist ique

(.J ^^^A^,/^//
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elle doit être telle que S^r^soit invariant, ce qui donne l'identité

^ ̂ ^^•"^^ e'j^x^Kj—. o
ik ih

OUOU

^ (e,/,~\- e^a-iif^o
f/C

d'où l'on conclutd'où l'on conclut
<?;y,= ——(^, (?, /:= f , 2, . . ., /?).

Donc, pour passer d 'un groupe linéaire homogène au dual is t ique , il
nous suffira d ' intervert i r dans ses transforrn'ations ' infini tésimales les
indices des variables avec ceux des dérivées partielles.

3, Equation adjointe. — Soit

d^.r . d^^r
+ \ -TT^T + • -de'1 d^-1 ^--^.r^o

une équation linéaire, ayant pour système fondamental d'intés'rales
les fonctions x^ . . . , x,^ I /équation adjointe de La^range est celle qui
a pour intégrales les fonctions ^.,, . . . , u^ définies par les relations

W

( i ^
u,

t l \
1 1 ^

.1'
x

x^^-
x

i 1'"!""^ +

^/'-l'-^-

fï-i
u^

u^
u^

x
,T

a'
.y

^ -..}•.-, .

; -i-..
( / / -25 i2 ' ' •
^.-1) i2 11"' ' •

. -4"- Un
, •+• //

. .4~ u

. - 1 - II

n

n
n

X,, ==
X',, =

^.(/ï?.-â) „—.z. ̂  —~
/..(/^-"i)—-'"•' n " - " "

0,
0,

0,
f ,

Si donc on pose

A :

x^ x^
x\ x\

a^ ^n--l]

on en tire
^lo^Auf^ j^:^ (A-:= r, •^ . . ., n),
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de sorte que l ' intégrale générale de l 'équation adjointe est

(3) ^A

Ci

où c\,, c.^ . . . , c^ sont des constantes arbitraires. En ditïérentiant cette
re la t ion , on obtient successivement

du, i
Tiï '=1 A

d^ u î
^ =: À

d " ' - 1 / / . ^ ï
^'^ï -: ̂

•z'i . . . .r-,/,

,^(ri -31 / y t f f t — : ! )
•z 1 ' • • lz'//,
,.y.(//--l ) , y . [ H - - ï )./,. j . . . .Z ̂

Ci . . . Cn

a\ . . . ,r,,

y. (//,-•• 4 ) /yJ/;"-4)«z-^ . . . ,z,/
,r•( /<••-• l '-)) /•>,.(//."•• 2 )./.^ . . . ,Z ^

^(//"••l) , y , ( / / - l )../c' ^ . . . a.. ,̂

Ci . . . Cn

.'z'i . . . x ^
// //

.„/.- ^ . . . .^.^

y(/?.--l) /y*(^~l )""'l • " " w n
Ci . . . C,/

+ À I / / ,

+^(X,«)-7^

^n-t
+^î=ï^t^-• .(-f)^^l^;

donc enfin

(4) cl't ( / , cl''1-1 d^^ (^) 4,.,.. . .+ (.,^i)/^i_(^.^^) 4« (^)/^// =:o.
'd^' ^ d^' 1 ^

(.rest donc là l 'équation adjo in te- On sait. que l 'adjointe de l 'équaiion (4)
serait précisément l 'équat ion proposée (î). Cette réciprocité tient à ce
que, par des diderent iat ions, on peut déduire des relat ions (2) les for-
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mules analogues

(5)

( A'i ^i ' 4- ^•â ^2 4- . . . 4- ̂  u,, = o,

^ ,̂ 1 U\ 4- ^'â ^4 + • " • +• ̂ . ̂  "1:: °^< . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
j ^i a^-^ + .̂ 2 ̂ /(^2) -1- ... + œ-n u^ = o,

( x, u^ + ̂ 2 ̂ ^"-1 ) 4".. . 4- x,, <"1 ) = -ï.

I/iinportance de l'équation adjointe dans notre théorie tient à ce fait
que les groupes de transformations de deux équations adjointes sont
deux groupes dualistiques. En effet, la forme des relations de défini-
tion (2) montre qu'à toute transformation

^=,^^/^
À-

entre les oc correspond entre les fonctions u. la transformation

Hk = ^ aik u / ' 9

c'est-à-dire l'inverse de la transformation dual is t ique; et l'inverse a
lieu évidemment. "Dès lors toute fonction, rat ionnel le des uqui a une
expression rationnelle admettant, comme fonction des x et de leurs
dérivées, les transformations du groupe de transformations G de l'é-
quation (1)5 admet, comme fonction des indéterminées u-y le groupe (j'
dualist ique (le G; et réciproquement toute fonction ra t ionnel le des u
invar iante par G7 est, comme fonction, des ^, un invariant de G, qui est
le dua l i s t ique de G'; elle s'exprime donc rat ionnellement. G' est donc
le groupe de transformations de l 'équation adjointe (4)'

Comme l'intégration de chacune des équat ions adjointes (2) ou (4)
entraîne celle de l'autre, on pourra, dans les applications, considérer
comme équivalents deux types de groupes l inéaires homogènes, cor-
respondant à des groupes dual is t iques .
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CHAPITRE II.
JÈQUA'nOINS DU SECOND ORDRE.

1. Groupes linéaires fiomo gènes à deux zwlables ( i ) . — Le groupe
linéaire homogène général à deux variables x-^ oc^ dépend de quatre
paramètres. Toute t ransformat ion inf in i tés imale de ce groupe est une
combinaison l inéaire des quatre transformations

.1-1 p^ ..^a/7!? ^\p^ a'^p^

Nous allons déterminer ses sons-groupes; pour nous aider dans cette
recherche nous considérerons a?,, x^ comme les coordonnées homo-
gènes d ^ u n po in t d'une droi te .

Groupes à un paramétre. — Soit

X/= (an-^'i -r ^la^â)/^-'1!- (^ai^'i -+- ̂ ^î}îh

un de ces groupes; trois cas peuvent se présenter :

a. Il laisse invariants deux points d is t incts ; en les prenant pour
points de repère, x^ == o, ^a== o, on trouve pour Xf la forme cano-
nique

a.^ ̂ j pi 4- ^2.2'2 pi (^i ̂  ^2 ) <

h. X/'lâisse invariants deux points confondus; prenons le point
double invariant pour point x^ =•= o, et nous obtenons la forme type

^l Pï 4-- A ( .Ti pi "r A'a pï ).

c. Le groupe laisse invariant tout point de la droite; c'est alors

^l/^+^â^2«

(/) Ces groupes ont été, depuis longtemps, déterminés par M. Lie.
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Groupes à cieux: paramétrer. — Tout groupe à deux paramètres pos-
sède au moins un sous-groupe invariant . De là trois cas :

a. Ce sous-groupe invariant est du type

^ 1 ̂ 'l/h +• ^2 ̂ 2 PÏ ( aï Ve- ̂ 2 ) •

Chacun des points qu'il laisse invar iants est invariant par tout le
groupe ( ^ ) ; la deuxième transformation infini tésimale du groupe est
donc de la même fbrn'ie, et le groupe a pour type

,:ri/?i, a^pï .

b. Le sous-groupe invariant est du type

Xi •==: !Z\ pî -h À ( X\ /?i -t- ^2 7^2 ).

Une deuxième transformation infini tésimale laisse encore invar iant
le point x^ == o. Si elle est du même type, le groupe est

^•ipa, ^i /?i4-^2/>2 "

Si elle laisse invariants deux points distincts, elle est

Xâ= a^\p^"\- a^x^p^ (a^ a^y

et le groupe contient
( X i X s ) -=:(a2—ai). :r i /?2.

On en conclut A == o, et pour le groupe la forme type

x^p^ ai^i/?i+a2.2-2/?2 {a^a^.

lîntin, si, Xa laisse i nva r i an t chaque point de la droite, on retombe
s u r 1 ' a va n t-d e rn i e r typ e.

( 1 ) Tr ans f o nnat 10 n.fgr lippe n, î, p. 58().
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c. Le sous-groupe invar iant est . T ^ p ^ -^r^s; on retrouve les types
précédents

^\P\^ -^2 Pï . .̂ 1 /^, .24 Pi
-.(- ^^Pï

Groupes à trois paramètres. — Soit G un de ces groupes. S'il est inté-
grable, il est du type (voirll, Chap. VI, n0 2 )

,y.i/?i, ;ri/^, .'y 2/^2 •

Sinon, i l a la structure du groupe projectif général à une var iable ,
c'est-à-dire

(X,X,) =X,, (X,X,) ::::. X,3, (X,X3) = .X,.

X , X.> forment un sous-groupe à t r ans format ions non échangeables,
qui peut être pris sous la forme

et comme

soit alors

On a

X i =: ^i />â, X.2 —— ^1 ̂ '1 R\ -t- ^2 ̂ 2 /?2»

(XiX.a)^^^^-1-^!)^!/^»

X,2 "= ̂ i (^i /^i + .^k:!/^) 1-'!1'- ^a Pa î

X;,"— ^i^,/>i -i- ^a f^ ' i / ^ i - ! - ./^./^').

(X^X^) :•=• ^i. 'r,/)i, (XiX;,) — ^i( . r i p , — .'ra/^),

d'où l'on conclut
b^ — o, ^ i "- ^ a. i "-: — ^ (^1 "-î- î ),

et, par suite,
Xi — x, p^ Xa ~: \ {x^ /?2 — .ri p^ ), X.3 ̂ : — ̂  /^.

On trouve donc seulement le groupe l inéaire spécial

x^p^ ^i,/h— ^hp^ ^'^Pi •

On obtient sans diff icul té les t ransformations tinies des groupes
Ann. âe F Êc. Normale. 3e Séri^. Tonu* Ï X . — AOUT i8(.)^ 33
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précédents; il reste comme groupes algébriques

( i )

(II)

(ÏÏ1)

( I V )

.ri p2, .y'i pi — .̂ 2 pî, ^ïpi ,

•z'i/?i, ,x^p^y ^îpï ?

•^1.^2. ^i^i/?i4- ^2^2^2 (<^1^^2),

^1/?2, ^1/?1+^27?2 ,

(V)

(VI)

(VII)

,Ti/?i, .^/?g L

ai^pi+ ̂ ^pa (oi^^a),

(Vï ï ï ) .y^ .̂+. .y^

^ .1.:<Le rapport"1 doit être rat ionnel . Tous ces groupes sont intégrables,
sauf le premier. Les groupes (I) et (VIl.I) sont seuls invariants dans
le groupe linéaire homogène général.

2. Nous prendrons l 'équation linéaire du. second ordre sous la forme

0) d^x dx^. ^^p ^.^^^^
dt

et nous la supposerons définie par le coefficient/? et l ' inYariant K. Voiei
comment s'introduit cet invariant. Posons

(2 ,r:::,:}.X,
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À étant une fonct ion de / ; l 'équation prend la forme

(3 ) ^--f^".

OU
i cÛ.11 ' - À̂ 'ciï'

(4) i ,, r ^À î ̂
[ Q^+2 /^^+^^ .

Ces formules définissent un groupe cont inu inf in i , de transforma-
tions des quantités p et q\ on en obt ien t un invar iant différent iel
du premier ordre en choisissant A de manière à annu le r P, ce qui,
donne

(5) À ..::.:. e ^'//!,

(6) ^•:-= \tf"^)d(',

et fournit la fo rme réduite

(7) ^-l-KX^o

avec

(8) K^-^.-//.

La forme r édu i t e devant rester la même, si. l'on effectue d'abord
dans l 'équation (x) une transformation quelconque de la forme (a),
K est bien un invariant différentiel de l 'équation pour les transforma-
tions (2). On voit de plus que, si p et K sont connus, q s'en déduit irn-
médiatement-

Trois transformées bien connues j ouen t un rôle important dans
l'étude de l'équation du second ordre : ce sont celles dont dépendent
les invariants caractéristiques des groupes (1), (II) et^VIII). Le pre-
mier a pour invariant

A ,.-„.„. /y, .y.' ^ ,r''
ifcinll ——— ,^ ^ »./,' ^ •——— ^ ̂  (̂  ;. y

et la transformée correspondante est

(9) A^-a^A-^o.
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Le groupe (II) a pour invariant

nous le remplaçons par un autre qui soil im invariant aussi pour les
transformations (2), de sorte que les coefficients de la transformée
s'expriment au moyen de l ' i n v a r i a n t K. Cet i n v a r i a n t est

f ! Il II•r, .r [ i .y, .:z\, "•-"- ../'^.r,
1 '""' ..Z-i ' ' " .Z-i ^ ,̂̂  .——.^^"i

La transformée peut se ca lcu le r su r l 'équation r édu i t e (7^) . On a

y / Y / / / Y / \ 2
A. / A / A. \

^"Y5 ..=^~^,

d'où l'équation de Riccati

' (10) u' "4" ^^-h K =: o.

.Enfin le groupe ("Vlll)a pour i nva r i an t

.z' i
>" x^

C'est un invariant pour les transformations (2); on peut donc encore
se servir de la réduite (7) pour trouver la transformée dont il dépend
On a

, À. i A, rt —— A 2 A - -, A. m /y/ ̂ ^ ^J—2 ___^ r^=i— 2 — r/,
A.^ Ag

donc

(-âH-^)—
ou enfin

./,w ^ /r/^2

(u) ^-^^_.K=o.

3. jOê l'intégration de l'équation du second ordre. — Supposons que
nous ayons affaire à Féquation générale du second ordre. Notre théo-
rie conduit alors à ce résultat connu qu'on en peut ramener l 'intégra-
tion à celle d'une équation de Biccati et à une quadrature. On peut
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de p lus f a i r e en sorte que ces deux opérations soient Indépendantes
l 'une de l 'autre. En effet, si l'on intègre l 'équation (9), au moyen de
la quadrature
( 1 2 ) A-^-2^^,

on rédui t le groupe de transformations de l 'équation au groupe de A,
c'est-à-dire au groupe linéaire spécial. Si, en même temps, on intègre
l 'équat ion (10), cela r é d u i t ce nouveau groupe à la transformation
identique, puisqu'il est simple. L 'équat ion donnée doi t donc être in-
tégrée. Soient eu eflet u^ u^, u trois intégrales de l 'équation (10) : il,
existe deux intégrales de l 'équation réduite (7) qui. sont telles que
l'on ait

X i v- / x- / •v i., A t> A i -r- A *,»». —— ,/ -s „..„..„ i , i - —— „ .——"• __ / / i , y— — (/g, y————-— —— U
A.i A^ AI -1- A a

et, en même temps,
X,lX.;"~X..X/ :=i.

Cela t i en t à ce que les deux premières de ces formules ne définissent
X^ et X^ qu'à un facteur constant près. On en conclut

(u— a.i) X.i 4- ( u — ^2 ) Xa = 0,

XiXâ^a— u^) =- t

et, par suite,

^ _ . /.__^:zi^__ ^ ^^,..,.-,-, _ i /__^LTI^L_^,( 1 3 ) ' ] 1 " y "{u— 'c.^ ) ( ̂ i — u^ ) ' rf 2 " ~ y ( u — u^( u^ — u^ ) ?

.y;l == ^/A X.i, ^2 rr= ^/AXa. ^ .

Remarque /. •— La présence d'un radical carré dans les formules (i3)
tient à ce que les groupes de A et de u, u^ u^ ont en commun la trans-
formation
( 1 / 4 ) x^=—x^ ,r.2=:-—^2,

de sorte que, après la quadrature (12) et l'intégration de l'équation de
Riccati. (1,0), le 'groupe de transformations finies de l 'équation se ré-
dui t en réalité à la t ransformat ion identique et à la t ransformation (i4).
Il f au t donc encore l'extraction d 'une racine carrée pour le réduire à la
seule t r ans format ion iden t ique .



262 E. VESS10T.

Remarque I I . — Si l 'équation proposée a pour groupe de transfor-
mations le groupe l inéaire spécial, A est rationnel, c'est-à-dire que la
quadrature (12) disparaît dans le calcul précédent. 11 n'y a donc dans
ce cas, qui se reconnaît à ce que le coefficient p est la dérivée loga-
rithmique d'une fonction rationnelle, qu'à intégrer l 'équation de Ric-
cati(ïo).

4. Equations intégrahles par quadratures, — .La f o n c t i o n — a pour
groupe le groupe (II) qui, contient parmi ses sous-groupes tous les
types qui suivent, c'est-à-dire tous les groupes intégrables. On a donc
le théorème suivant, donné aut refois parLiouvi l le ( i ) :

THÉORÈME. — Pour qil'une équation linéaire du second ordre soit inlé-
grable par des quadratures, il faut et il suffit que la dérivée logarithmique
d'une de ses intégrales soit rationnelle.

En général, il est avantageux, de substituer à —1 l ' invariant

u^^-L + p,^i
ce qui donne l'énoncé :

THÉORÈME. — Pourvue l'équation du second ordre (i) soit intégrable
par des quadratures, il faut et il suffit que la transformée de Riccati

^ + ^ + K ^ o (K:...::^-/.^- / )

ait une intégrale rationnelle.

Les deux énoncés n'en font qu 'un s i /> ̂  o.
Il résulte de là que la forme générale des équations du second ordre

intégrables par quadratures est

(i5) ^+^^+(^^^^iv,^M.)^_o,

R étant une fonction connue de t. On a un système fondamental d'in-

( 1 ) tournai de Liowille^ ï 1 6 série, t. IV^ p. 428*
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tégrales par les formules

(16) .v^e^-f^^, x^x^ /(T-2^t dt.

Exemple. — Si l'on considère l'équation
//2 ,y / /-, \

( (..ii «A- / fl' •» t» \

1 7 ) -^--(^+/^=0,

l 'équation de Riccati correspondante est

^4-^=^+^.

Par l 'emploi de la décomposition en éléments simples, on voit faci-
lement que toute intégrale rationnelle de cette dernière équation est
de la forme

, n F^)
—^-7^1^-

F(^) étant un polynôme de degré n. On en conclut, par identification,
que a = n(n +" ï ), et que F(<?) est donné par l'équation linéaire

/ y " ̂  ^ ( bt — n ) r — 2 bn F = o,

qui, permet d'en calculer les coefficients de proche en proche.

Remarque. — Nous avons repris l'exemple précédent, quoiqu'il soit
bien connu, parce qu'il conduit à un cas d'exception du théorème pré-
cédent que nous devons signaler.

Si l'on pose, dans l'équation (17), - =•= ^, on obtient l 'équation

rf^y 3 da1 r / ^\....,.,.. _. „ ,-.,.. a 4- — }x ::= o,
d^ 9..z dz z 1 \ z j

qui, dans le cas a == n(n +1) (ri étant entier), est évidemment inté"
grable par quadratures, sans que la dérivée logarithmique d'aucune
de ses intégrales puisse être rationnelle, puisque l'on a

ds^x j ^C'^"
'TO^^ ̂  ̂  ̂ s ~^~ '

II y a cependant dans ce cas, comme il est facile de le vérifier, un
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invar iant du groupe ( I I ) q u i est r a t i o n n e l ; seulement , l 'expression de
CÎ ^ •T ^~—— en 'fonction de cet i n v a r i a n t , fou rn ie par la méthode générale de
calcul' indiquée au Chapitre ÎI.f, n° 2 (deuxième Part ie) devient illu-
soire quand on y remplace les coefficients de l 'équation l inéaire et cet
invariant par leurs valeurs actuelles.

Cas particidiers. ~— Dans le cas ou le groupe de t ransformations de
l'équation ( r ) est l'un des groupes (III), ( IV) , (V), (VI) , (VII),
(VIII), l ' in tégra t ion , q u i exige dans le cas précédent trois quadra-
tures, do'nt deux superposées, se s i m p l i f i e . Elle se rédu i t à une seule
quadrature pour les trois derniers , à deux pour les au t res ; ces deux
quadratures sont i ndépendan te s dans le cas ou le groupe est "le
groupe (I.V). Nous n 'effectuons pas ici, les calculs, qui ne présentent
que peu d ' intérêt .

5. Equations inlé^rahleff cd^éjm.fjuement. — Notre théorie conduit
également a la condition nécessaire et suffisante pour q u ' u n e équation
linéaire du second ordre s'intègre algéhriquement . Il f a u t et il, suffit
que le groupe de transformations^^ de cette équation soit l 'un des
groupes discondnufi d'ordre f ini contenus dans le groupe l inéaire ho-
mogène à deu,x variables, c 'est-à-dire qu'un invar ian t caractéristique
d'un de ces groupes ait une valeur r a t i onne l l e* Ces groupes é tant tous
contenus dans le groupe linéaire spécial, il en résulte, en par t icu l ie r ,
que son inva r i an t A doit être ra t ionne l , c'est-à-dire que le coefficient/^
doit être la dérivée logar i thmique d'une fonct ion rationnelle. Cette
condition étant supposée remplie, on peut substituer aux invariants
des groupes précédents des combinaisons homogènes de ces inva-
riants qui admettront, en ' ou t r e , le groupe continua, un paramètre
engendré par la. transformation infinitésimale U =cû^p^ 4--^/^; câr

le groupe commun à une de ces fonctions et à A sera précisément le
groupe discontinu correspondant. Les fonctions à considérer sont des
lors, par exemple, lesyc/^^o/^çyo/u/ame-în^afo considérées par M. Klein
dans ses Leçons sur Ficosaedre (1 ). Elles dépendent de certaines équa-
tions du, troisième ordre que M'. Klein donne dans le même Ouvrage (2),

( 1 ) KLEÏN, Forlefsnn^en ùber dus Ikomoder, p. 58-
(2) îhid^ p. 77.
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et où ne figure, outre la fonction considérée et ses dérivées, que l'in-
var iant K. Il suffî t alors d'écrire successivement que ces diverses équa-
tions ont une intégrale rationnelle pour retomber sur les types d'équa-
tions donnés par M. Klein ( ^ ) , et avant lu i , sous une autre forme,
par M. Fuchs (2).

CHAPITRE III.
ÉQUATIONS DU THOISÏÈME ORDRE.

1. Groupes linéaires homogènes à trois variables. — Le groupe
linéaire homogène à trois variables, x^ x^, x.^ dépend de neuf para-
mètres; il est défini par les transformations infinitésimales

^iP/c (h ̂ ^ ^ 3. 3).

Nous cherchons seulement les types de ceux de ses sous-groupes qu i
ne sont pas intégrables. Chacun d'eux contient au moins un sous-
groupe à trois paramètres ayant la structure du groupe projectif géné-
ral à une variable (3); nous cherchons d'abord ces groupes à trois
paramètres.

Groupes à trois paramètres. — Soit G l'un d'eux. Interprétons a^,
<r^, x.^ comme les coordonnées homogènes d'un point d 'un plan. Un
point arbitrairement choisi P reste fixe par au moins une transforma-
tion inf ini tés imale de G, et, au plus, par deux : le sous-groupe ainsi
défini laisse invariante une direction D (ou deux) passant par le point.
Le groupe G échange entre eux les éléments linéaires (P, D); il laisse
donc invariante une équation différentielle du premier ordre, et, par
suite, l'enveloppe de ses intégrales. Cette enveloppe admettant au

(r) KLEIN, Forlesungen ûber das I.cosaeder, p» iao.
(2) Gôttinger 'Nadir Ichten (août 1875). — JBorchardt's fourncd, t. 81 et 8[>.
(3) Foir Ch. Ï, 11° ÊÎ (première Partie)»

A un» de l^Éc* Nor/ncile. 3^ Série* Tome IX. — SEm'EMBttE 1892 3^
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moins deux transformations projectives infinitésimales est un point,
une droite ou une conique. De là trois cas :

(a) G laisse invariante une conique. On peut la prendre sous la
forme

x^ 4- .'̂ j 4- ••-̂

Le groupe de cette conique est défini par les quatre transformations
SC^pï— ̂ pi, ^3^1—^1 P-^ X ^ p ^ — X ^ p ^ U == .Z'i^l 4" .^3/^4- d^pn.

Un sous-groupe de la structure cherchée ne pouvant contenir U, qui
est échangeable avec toute transformation linéaire homogène, est alors
nécessairement

(ï) ^îPï—— '̂3 P^ ^^Pi——^lP^ ^ ' î P ï — — ^ ï P i

(6) G laisse invariante une droite, x^= o par exemple. Il échange
les points de cette droite suivant un groupe isomorphe; ce ne peut
être suivant le groupe formé de la seule transformation identique; car,
dans ce cas, tous les points de la droite seraient invariants, et G
serait un sous-groupe du groupe

^3 Ri, ^P^ ^3 Pîi, U == ̂ 'i /^ -!- .rg /^ 4- ^3 P-A

qui est intégrable; c'est donc suivant le groupe projectif général, c'est-
à-dire en coordonnées homogènes,

(II) ^îpi, ^iRi— .̂ 2 P^ ^i/'h '

G est donc de la forme
Xi = Xy, /^ 4" ^'3 ("Ai pi 4- Aa/^ 4- A» p^ ),
Xa == ,̂ 1 pi — x^ p^ 4- ^•3 ( ̂ i ? ï 4- iJ^ pï 4" l^ p^ ),
Xg = ^*i /^ 4- ^3 ( ̂ i P ï 4- ^2 ^2 + ^3 ps ) •

II contient les crochets de ces transformations, qui sont de la forme
(XA) = 2.^/^4- 2^(^7^ 4- ?.2/?â),

(XiXs)^: ^/^•—^i/^+. '^d^i^i+PâPâ)?^
, (X^Xâ) =: 3.z?i^4- 2. :̂  (^ /^ 4- V a / ^ a ) ,
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c'est-à-dire que l'on a
À3== ̂ 3=: ̂ 3:= 0.

Si l'on écrit alors que le groupe a la structure voulue, on trouve que
les autres constantes sont nécessairement nulles. Le groupe est donc
le groupe (II).

(c) G laisse invar ian t un point . On doit trouver le groupe dualis"
t ique du précédent, c'est-à-dire le même.

Groupes contenant le groupe (I). —- Posons, pour abréger,

Xi=: x^p^ x^p^ Xg =- .y;,pi— x^p^ XQ= ^ipï— ^aPi ;
Yi •= .z'g /?3+ x^ p^ Ya == .̂  /?i4- .̂ 1 ̂ 3, Y;, -= ^^ ̂ 2-}- .^2 /?, ;

Zi = .̂ 1 />], Za =•- ^2 ̂ 2, Z, -= x, /?,.

Formant les crochets, il v i en t

( i ) (X. /YO^:2(Z,~Z2), ( X i Y , ) ^ Y^ (X/Yg)-:-^;
(X, XO = o, (•X, Z,) =.̂  Yi, (X, Z3) = Yi ;

d'où, en par t icu l ie r ,

( a ) ( X , , Z , ~ Z , ) = = % Y i , (X^Z^Z^-sYï,, (X.3,Z,-Z,)=:2Y3.

Cela posé, soit
X -= \ YI 4- 7.2 Ya + ̂ .-i Y^ -h .̂1 Zi -+~ .̂2 Za +• .̂3 7.3

une transformation quelconque du groupe considéré (autre que X ^ ,
X,>, X^). On a

(3) (Xi(XiX))=4.ÂiYi"-Â2Y,-À3Y,+2(^~-^)(Z3-Z2).

Ajoutant les trois t ransformations analogues à celle-là, il vient une
nouvelle transformation du groupe, à savoir

2[54/Yi+^aY^4-Â;iY;r4-(^^i—p.r-^3)Zi+(a^—^—^i)Z2-^

et, en retranchant 2X,

( P-l —— P-î —— R'3 ) Zi 4" ( p2 —— P-;î —— P-l ) Z,i 4- ( ̂ :{ —— ,̂1 —- .̂2 ) Z;î.

Si l'on reprend sur cette transformation les mêmes calculs, les re-
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lations analogues à (3) fournissent les trois transformations nou-
velles

(^2--^3) ?--7.3), (^3-~^l)(Z3~Zi), (^——^)(Zl -^2) .

Si donc on n'a pas ̂  == ;̂  == [^, le groupe contient les trois trans-
formations

(4) ^-Z3, Z3~Zi, Z^Z,,

et, par suite, à cause des relations telles que (2), Y i . Y a , YÎ{.
C'est donc, ou bien le groupe linéaire spécial

(III) .2:"i/?i—.ïa/?2, .TI p l — — ^ s p ^ ^'1?^ '^1,^3? ^"2.^1? ^'i'./^îï ^î/^? ^Y/^ ?

ou le groupe linéaire homogène général.
Si l'on a [̂  = ̂  ̂  P-;}' «îl cause des relations analogues à (3), le

groupe contient A^, \J^ ^^3. Si donc on n'a pas en même temps
7^ r= X^ === "X^ == o, il contient l 'une au moins des transformations Yi ,
Y^ Y,.». Dès lors, à cause des relations telles que (i), il contient de
nouveau toutes les transformations du groupe linéaire spécial.

Reste enfin le cas 7^ = /^ ^ A;{ == o, p.., = [j.a == p-i 7-̂  û» q^i donne
le groupe

(IV) ^p3•~-'v<.ïp^ ^'àpi—^îp'^ a^pï—x^p^ U .

Groupes contenant le groupe (II). "— Posons, pour abréger,

Xi == ̂ Ri, X2"..= .̂ 3 p2, „ S = .̂ i /?i —— .Tâ^a ;

Yi = .-Z?3 ?!, YS -"-=: ^3^2. U = tr! Pi + ̂ 2 ̂ 2 + •'̂  /^î ;

7^=œ^p^ 7.^ûc^p^ T==:^/^

et soit une quatrième transformation du groupe ; on peut l'écrire

X. -=-."- Ai YI -h 7.2 Ya -h |Xi Zi -h .̂3 %2 4- ^ T -h p U.

On a alors
(X,X)=-À,Y,+^Z^ (S(X,X))=-^Y,-p.A.

Le groupe contient donc l^Y^, (x^Zy, et de même 7^ Y^, [x^Zi . Be-
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marquons, de plus, qu'à cause des relations

(X,Y,) =~ Yi, (X^YQ ==- Y,, (XA) = Z,, (XA) = Z,,

le groupe ne peut pas contenir Fune des transformations Y ^ , Yg, ou
Z^ Za, sans contenir l 'autre ; et nous voyons qu'il contient soit Y, et
Ya, soit Z,, et Z^, soit une transformation de la forme X T + ^ U . On
en conclut fac i lement que les seuls types nouveaux sont les suivants :

(V) •r^ P i » '̂i Pi— ^îP^ ^ ip ï , '). x.^ p^ -h /j, [J ,

(VI) '^^l» - ^ 1 ^ 1 — — ^ 2 ^ 2 » ^lP2î ^^P\J ' V ^ p î

(vi y ^2.^1, 'TlPl——^ïP^ ^ïP^ .^l/^ ^2/>3 ,

(VII) ^27^» ^îP^^2pî9 ^\PÎJ ^'^Pi, ^:ïP^ ^.r;t/^3-+"^U ,

(VU)' ••r2/.?,i, ^ipi—'Vîp^ ^ip^ ^ ip : ï , ^îpî, ^.'r'y/^+fJ.U ,

(VIIÏ) ^iPî, ^^Ri, ^îP^ ^îP^ «^3P3 ?

(IX) •^l^l. ^2^1» ^iPî, ^P^ ^:î^l> ^3,^2, ^3/^3 ,

(ix y x\p^ œ^p^ x^p^ x^p^ ^ip^ ^p^ ^3/^3 •

^ Les groupes (VI) et (Viy, (VU) et (VIiy, (IX) et (IX)' sont dua-
listiques. Le groupe (IX) est le p lus général laissant fixe la droite
^•3 = o ; le groupe (IX)' est le plus général laissant invariant le point
x^ =,^==0. Tous les groupes trouvés sont algébriques, sauf ceux
qui renferment les constantes X et p,; ces derniers sont algébriques
quand le rapport - est rationnel ( 4 ) .

(1) Les groupes linéaires homogènosà trois variables ont été tous déterminés par M, Lie.
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2. Sur F intégra/ion de F équation du troisième ordre.
l'équation générale du troisième ordre

Considérons

(5)
d^r
"d^

3p
c^x , dx

.^^,,^0.

Elle a pour groupe de transformations le groupe l inéa i re homogène
général. Ce groupe contient un sous-groupe invariant à huit para-
mètres, qui est le groupe linéaire spécial ; ce dernier est simple et
contient des sons-groupes à six paramètres, par exemple

^îPï, '^"iPi—— ^îRîf '^ïP^ ^i?-^ ^î?^ ^"3^3 •

II résulte donc de notre théorie que l ' intégration de l 'équation doit
se ramener à une quadrature, et à l 'intégration d'une équation (non
linéaire) du second ordre.

C'est ce que l'on peut montrer comme il suit. Posons

x

u dépend de l'équation du second ordre

(6) u'^îu^u'^ u^ 3 p { u ' - ^ ^2) 4- ïqu + r =r o.

D'autre part, l'invariant du groupe linéaire spécial

(7)
x\ x\ x\

A == x^ x\ x\
x^ x\ x\

satisfait à l'équation

(8) A^.^A^o,

de sorte qu'il s'obtient par une quadrature

(9) A -= e-'^i^11.

Je dis que, siFon a effectué cette quadrature et intégré l'équation
(6), l'équation proposée (5) se trouve par là même intégrée. Soient,



SUR L ÏINTÉGRATIOSN7 DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. 271

en effet, ^, u.^ i^, u quatre intégrales de l 'équation (6). Si l'on pose

'< ^ ^u^ = — 5 u == —, us = — ,
^•1 ^2 ^3

;^, ̂ , ^3 ne sont définis chacun qu'à une constante près, de sorte
qu'on peut les assujettir encore à vérifier la relation (7), A étant une
des valeurs de l'expression (9), et, en outre, l'équation

X\ 4- .T^ -+- .2̂

A'I + .z'ii 4- .:r;3
On a alors

(u. — ^i).r.i + (// -— a./)^'^^ (u — u ^ ) < t ' s •==• a

et, en différentiant ,

[ /// —— ^1 + ^1 ( lt' —— (^ )] ̂ i 4- [ ( ( ' —— ll\ 4~ «a ( ̂  —— ^2 )] ̂ 2

4" [ «/ — //-^ 4- u^ ( // — /y-/)] .2-3 = o,

et, par suite,
±1 ̂  ±2 ̂  •̂  ._ ^

Cl ^3 ^3

^ i » S a » ^;î étant des fonctions connues. On a, d'autre part,
t i i

A :::::: .Z'j^; 3 .̂ 3 U^ U^ ti^ •^Z.Î^X^X^J'^

a\ 4- ti\ • ^ ^^ 4" u^ u^ 4- ^.jï

et, par suite,
A=p3^^;

donc enfin

Remarque L — La présence d'un radical cubique dans les formules
précédentes tient à ce que l'intégration des équations (6) et (8) réduit
le groupe de transforrnationsy?/^ de l'équation au plus grand sous-

y< ,^ , y . >

groupe commun à A, : r J , "-^, -^, c'est-à-dire au a'roupe discontinu formé
^'i ^'a " '̂3 •

des trois transformations

,,̂  == (^ a.\, ,Z'2 == f,} X^ '̂3 :== û) 0!-^ ( ûJ3 == 1 ) .<
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de sorte qu'il faut encore l'extraction d'une racine cub ique pour le ré-
duire à la seule transformation identique.

Remarque I I . — Si le groupe de transformations de l 'équation est le
groupe linéaire spécial, la valeur de A est connue sans quadrature,
c'est-à-dire que p est la dérivée logarithmique d 'une fonction ration-
nelle; Pintégration de l'équation n'exige donc que la seule intégration
de l'équation (6).

3. Nous laissons de côté le cas où l'équation est intégrable par qua-
dratures, nous bornant sur ce sujet aux indications générales données
au Chapitre VI, n° 2(11° Partie). Nous allons supposer successivement
que le groupe de transformations de l'équation se confond avec cha-
cun des groupes précédemment trouvés.

Groupe IX. •—• C'est le groupe de :"3 " Cette fonction étant rationnelle,
tZ*,-{

on en déduite par une quadrature; on est alors ramené, par le pro-
cédé classique, à intégrer une équation linéaire du second ordre, et l'on
a ensuite x^ et x^ par deux nouvelles quadratures. Donc, en résumé,
une équation linéaire du second ordre et trois quadratures (indépen-
dantes), ou une équation de Riccati et quatre quadratures.

Groupe (LYy. —- Ce cas se ramène au cas précédent par la considé-
ration de l'équation adjointe. On peut opérer autrement: le groupe (IX)'
est le groupe àe—^uc^x^—x^x\); ;z", et ^a ^^ donc intégrales
d'une équation linéaire du second ordre à coefficients rationnels. Cette
équation étant intégrée, on a x^ par trois quadratures successives.

v' ciGroupe (7/77). — Les deux fonctions '— et 77 ̂ (^"r^, — x^oc'^) sontsc'^ dit " *"
rationnelles l'une et l'autre. On a x^ et x^ en intégrant une équation
linéaire du second ordre, et^ par une quadrature*

Groupe ( VU). — Tout se passe comme pour le groupe (IX), sauf que
l'intégration de l'équation linéaire dont dépendent 4- (-1 ) et — (^1)D A l dt \x'&) dt \^3/
se ramène à celle d'une équation de Riccati. Cela tient à ce que la fonc-
tion

\y — J. (ïl\ dî /£î\ _ £ f^} ÎÎL ̂ fl\
'"""" dt \xJ d^\œj cU \x'J dl^ \œ^
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s'obtient sans quadralare quand on conna î t .z*:p puisque la fonc t ion

'W^t^f

admet le groupe, et se trouve par conséquent ra t ionnel le .
Groupe (FZ7)'. — On ramène au cas précédent en passant à l 'équa-

tion adjointe .
Groupe (FJ). — x^ est rationnel. On a donc x^ et x^ en intégrant une

équat ion l inéai re du second ordre et en effectuant deux quadratures.
L'une de ces quadratures est même inu t i l e , car A est rat ionnel , et,par

( T \ 'suite, connaissante, x^ et — ^ ) ? on aura x^ sans intégration nouvelle.
^'îî/

Groupe (T/)'. — On ramène au cas précédent en passant à l'équation
adjointe .

Groupe (FQ. — L 'équat ion l inéaire du second ordre qui a pour inté-
grales ;r^ et x^ est à coefficients rationnels. De plus la fonction

(.a?^ — ,x^x\ ))tl••^-IJ-.,_.,.,..,.,.,_̂ .̂.-.,,_̂

est rat ionnelle, de sorte que, cette équation une fois intégrée, x^ est
également connu.

Groupe (.//). — ̂  est rationnel et ^,, x^ — x^x\ également ; x^ et x^
dépendent donc d 'une équation de Iliccati seulement .

Résumé. -— Tous ces cas n'offrent donc rien de bien intéressant. Dans
T.'l'ensemble ils sont caractérisés par ce fait que l 'équation en — ou l'é-

qua t ion analogue correspondant à l 'équation adjointe a une intégrale
ra t ionnel le . On a alors par une quadrature (qui peut disparaî t re dans
certains cas) une intégrale de l ' équat ion ou de son adjointe , et l'on est
ramené, par le procédé classique, à intégrer une équat ion l inéaire du
second, ordre.

4. Il nous reste à examiner les deux cas où le groupe de transfor-
mations de l 'équation appar t ien t au type (I) ou (IV).

L ' invar iant du groupe (I) est .rf 4- .T; + x^, celui du. groupe (IV)
À'im. de l^Kfi. Nûr'maU. 3" Set'Kî. Tome IX. — SIÎPTKMIIBK 1893. 0')
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^- ̂ ^ -4- ̂  4- ̂ ). Le second cas se ramène donc au premier après
une quadrature, et nous sommes conduits au problème suivant, déjà
traité par La^nerre ( ^ ) et Halphen (2).

PROBLÈME. — Intégrer une équation linéaire du troisième ordre, con-
naissant l'expression, en fonction de la ï)ariahle indépendante, d'une
forme c/uadratique, à coefficients constants, de ses intégrales.

Le groupe (I) étant simple, et admet tant des sous-groupes à deux
paramètres, l 'intégration doit se ramener, d'après notre théorie, à celle
d'une équation du premier ordre. Nous allons montrer qu'effectivement
tout revient à intégrer une certaine équation de Riccati.

En désignant par.r.i.'r^.'z^ un système fondainental d'intégrales, con-
venablement choisi, nous pouvons supposer que la forme quadratique
connue est
( i l ) ./•| — ,rp:r;t := y^

Les équations finies du groupe l inéaire homogène qu'elle admet
s 'obtiennent faci lement : considérons en effet la forme quadrat ique

<r i^+ ^x^r\ 4- .y;{ïj2.

Si l'on y fait une subs t i tu t ion l inéai re à déterminant un

Ï =7.̂ - Vr^ Y] == ̂  + ̂ y/, (;kp! •~ ̂ /=: î ) ,

le discriminant oc n'est pas al téré et les coefficients deviennent

^ ,2/'i == À2 .Z'i •+- 2 }̂ J..2/'2 -h p.2 .y;ï

(i.^) , / ^=^À/.^4~(À^+ [jl'}x^^ fJ^/.-y^ (^^/— ^}/— r).

f ^ =: l'^x^ -\~ a À/ ̂ / .rg + ̂ /2 .z-;,

Ces relations définissent un groupe l inéai re et homogène à trois pa-
ramètres : c'est donc le groupe cherché.

La première et la troisième des équations (12) montrent que x^ et
.̂ 3 sont intégrales d 'une même équation différentielle du second ordre,

( î ) Comptes rendus, 1879.
(^ ) ÏhicL, i, CÏ.
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dont les coefficients doivent s'exprimer rat ionnel lement au moyen de
oc, des coefficients de l 'équation l inéaire donnée et de leurs dérivées.
Nous allons former cette équation. Auparavant nous remarquons que
chacune des fonctions

a i ==.:/•; y —^ ^y - __ ^' ^' ^ -= a.^ ̂  — ^ ( ̂ i ̂  -4- ̂  .̂  ),

^ ^ r= .̂  ,:ẑ  — i ( .:ri .r;; -h .ry ̂ /; ), (3 === ̂  .y; — i- (.z^ ̂  4- ^-3 y[ )

s'exprime r a t i o n n e l l e m e n t au moyen des quanti tés connues. En effet,
en difïerentiant cinq fois de suite la relation ( ï ï ) , et en se servant de
l 'équation linéaire donnée pour faire disparaître les dérivées de^i , .1 ,̂
,r;( d'ordre supérieur au second, on obtient c inq équations linéaires,
pour dé terminer ces cinq quant i tés . Le dé te rminant de ces équat ions (1 )
n'est nu l que s'il existe une équation linéaire du cinquième ordre dont
a soit une intégrale. En vertu de la manière dentelle est formée, cette
équation admet pour intégrales chacune des fonc t ions

de sorte qu'il existe entre ces six fonctions une relation linéaire et
homogène à coefficients constants, c'est-à-dire entre .z',, .r^, ^'3 une
relation quadratique, et homogène à coefficients constants. Cela revient
à dire que a est identiquement nul , cas singulier que nous écartons
pour l ' instant. Nous pouvons donc, dans ce qui suit , considérer comme
connues les six fonctions

a, ai, a^ 6, |3i, (Bg.

Cela posé, mul t ip l ions les deux déterminants

.2.4 A'a ,2'a A.".i

rf- x1 .r-' ^
if i i ii ^ i /x\ x'a '^'îî ^l

0 0 , — 2 0

X

—1-^3 ^a — l̂ 'i û
1 /y»' -y^ 1 ïi r\

——— -3 A y ..X- 3 -y .Z. ^ U

— ï1^";} ^'2 """'"" a''''^1! 0

0 0 0 1

(1) Ce déLerminant est rin variant relatif (au sens de LagLierre et Halphen) :

S == 2 ( r -— 3pq "4- '2p3 ) — " 3 ( q ' — ^ p p ' ) 4- p " .
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dont le premier est identiquement n u l ; nous obtenons l 'équation
cherchée

(32 Pi .^1

03) <!)(^,,.r^^)^- pâ ^i

?i P
^•1 .2-1

On a, d'une manière analogue,

.z'i

X'

.X^ .;21',

.,Z'̂  .2'

a'",, a'

X

...̂

4^3

- li-^/;

1 ^/1 a^n

Q P.
[Jî Ri

a, (3

Pi P

c'est-à-dire
• A S( 1 4 ) 4 1 ) .

ce qui montre que le premier membre de l'équation (i3) n'est jamais ,
ni un carré, ni un produit de facteurs linéaires.

La relation
p. i3i

0 r̂-.

c'est-à-dire

(i5)

X^ ..Z'2

^^ ^

x\ x\
— 2 0

.r;; .^'1
,2/' ;( X ^

x[ x[
( ) — '),

à^ , à^ , „
•A;•^+A•3^+•^';t

X

— I ^-3 .'/.'î

-i,r, ,r',

-^ A
(.) 0

—|-.ri o
~- ^.r^ o
— ̂  0

o i

^<l) , ,, .
-r— -r 41) =0e/.x' i

= a, p

p
:̂'\,

'" 1

— '2

nous sera également utile. Signalons enfin l 'équation à laquelle sa-
tisfait a?2

J\

X^

X ,

c'est-à-dire
<I^,^,^)=I)

Je dis maintenant que tout revient à intégrer l 'équatioû (ï3). Soient
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en effet u^ et u^ deux intégrales quelconques de cette équation; on
prendra x^ = K^ u^ .2*3 = IL^, 'K^ et IL étant des constantes dont on
déterminera le p rodui t en se servant de la relation (i3); on tirera en-
suite x^ de l 'équation (i i), et l ' intégrat ion sera achevée.

Occupons-nous donc de l'équation (i3) (1). Son intégrale générale
étant de la forme

x ̂  -==. P ,'r i "4- r>- /.^ -a"2 4- ^2 ̂ 3,

on peut choisir A- de manière que x\ -{- sx^ soit, en ^À, p,, un carré par-
f a i t , c'est-à-dire de manière que

w ~=z \/x'.^ -h sx^

satisfasse à une équation linéaire du second ordre. Il suffit à cet effet
de prendre pour s l ' une des racines de l 'équation

(^ -4- s^)2— (,:̂  + -y^i) (.^3 + .^a) •= o,

c'est-à-dire

(16) a .s-2 " h 2 (3 2 .s' -1- a i = o.

Je suppose s ainsi choisi, et je cherche d'abord l 'équation en
; x\ + s x ^ ; partons des relations

07)

p ==^ 4- A'^-i,

(^ == .y^ -h A'.y' + .y' •̂ i
( p" = x[ (s — 3/^) -4- x\ (2^— 3g) 4- ̂ i (^ - /•).

Leur déterminant peut s'écrire

A" 1 0 0

^ À' 1 0

^'— /• '^y7— 3 q .*> — 3p o

0 0 0 I

Je mul t ip l ie deux fois de suite par ce déterminant les deux membres

(1) Les équations de cette nature ont été considérées par M. Appell Çfournctl de Liou--
vILie, 1889). La réduction de l'intégration que nous indiquons équivaut au procédé indiqué
par ïïalphen {Comptas rendas, t. CI).
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An A^ Au c
Aai Â22 A^ (/

Aat A:î2 A;{3 (//

(^ 0

avec
F(.z-, J', ^) = a.r—1- ^l.r:i-+- ̂ ^:;+ '^J3 -+- ' îp i^^ -r •'^â-^S

i ()F
^ ^ a ^5

i ^F
.1^= - -y-5

'>. <}r
i à¥^ .^

A,n ^~ F(^, 1,0 ),

A^a^FÇ^^-^ « • ) »
A^^ i^^—^^^- ' 3^.^- 3 /^»

Ai2-==A2i==^Fi(^ , 1 , 0 ) 4-^8^(^, r , o ) 4"F3(,y, 1 , 0 ) ,
AK,^A;H-'= (^-" /•) Fi(^, 1 , 0 ) + ( 2 / » / • - " ;̂ ) Fa^, i ,o) -+- (.v —3/^ F^Os r , o),
Aa3=A^=: (^- /•) Fi(^, i) + (^s^- 3y)F,(^, i) 4- (.v- :^)F,^,^ i).

Or on a
An === F (<S î , o) -" ^-^ ̂ " 1A l3^ ^-" ^i :l:l':::i- 0'

et l'on trouve, en difÏerentiant ,
î d\..

Ai2== Aai"^ o, Aiy=: A;}I =^ — A^â, Aâ;}"= A;^ =: ̂  ^^.

Si donc on pose finalement
, ^ , H=:F(^, ^ i ) = = A ^

K -= F (.^ — r, a ^/ — 3 q, s — 3 p ) = A^,.

l'équation cherchée s'écrit
0

0

— M

f

0

H

i c/H:
3 Cit

^

- H
i. dïl
ï "'̂

K

t/'

^

( ï /

,^1

0

c'est-à-dire
H ^ 2 ^ ( > _ ^ ) + H ^ ^ c 4 - r i i K - - ^yi^==o.
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On a, par suite, pour l 'équat ion en w,

ds} ^-+ T ^w-^'F I /^HVI(Ib) (ï -^iH ^•(p -^ .1.1 ~ 4ÎF W J w:=o-

C'est donc bien une équation linéaire; on voit de plus que, le coef-
f icient de w' étant la dérivée logarithmique d'une fonction connue,
l 'intégration de l 'équation (18) se ramène simplement à celle d'une
équation de Riccati
rm) 7/+7^ "" K- , T /^"y ^ îq' 9 } / 4"z ' j-ïî4-" 8^1"^; "- m ̂ ^°'
Les valeurs de x^ se déduisent de celles de v et par conséquent de w
en résolvant les équations (:i;7). Il nous reste à montrer que le déter-
m i n a n t 0 de ces équations n'est pas nul . Cela résultera de son expres-
sion au moyen des quantités a, a,,a,, ̂  p^p, , que l'on obtient , ainsi.
que celle de H, de la manière suivante : multipliant le déterminant D
deux fois de sui te par 0, on obtient, en se servant de relations déjà
employées,

|)^^_IP.

Une transformation de dé terminant facile donne d 'autre part

(a^-hp2)0=~H.

Bem arquant enfin que
(a^+P^'^Pî-aïaa,

on obt ient les formules annoncées

(.0) 11=-° , e= D
• ""1" /y/y «.- f ta —— ' :iaal h (pj-a^r

Cas particulier. — Revenons au cas où a == o. La valeur générale de
oo, est déjà de la forme (Ày -f- (^4)2- L'équation en w == ^a^doit donc
être déjà une équation l inéaire.

Supposons, pour s impli f ier , que, par une transformation bien connue,
on ait fait disparaître le second terme dans l'équation linéaire donnée,
c'est-à-dire que l'on ai( , /> == o. On trouvé, par différentiations succes-
sives,

% :=: o, • ?â == <^ ^\ ̂  pi -:= o, ;S = o, y.^ —• 3 y^i ~-= o,
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et l 'équation (i3) est alors
^i.rï-^+S^r^o.

Si donc on pose x , -==- (r2, w est fourni par l 'équation

[\w" -\-îq w =::o.

Si ^1^2 en est un système fondamental d'intégrales, on prendra

^=(^, .^=^, X,-=-W^\,

et l'équation proposée sera intégrée.


