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SUR LA

DÉFORMATION ÉLECTRIQUE DES CRISTAUX,
P A U P. D U H E ' M .

Dans mes Leçons sur l'Electricité et le Magnétisme, j 'ai montré briève-
ment ' (Livre XI I 1 , Cl iap. IV) comment la théorie que j 'ai donnée, au
sujet des déformat ions é lec t r iques des corps isotropes, pouvaits 'étendre
de manière à rendre compte des changements de forme que les cris-
t a u x éprouven t dans un champ é lec t r ique; j 'a i développé particulière-
ment le cas ou le cr is ta l é t u d i é est assez f a i b l e m e n t diélectr ique pour
q u e l'on puisse négliger, dans l 'expression des six déformations, les
termes du second ordre par r a p p o r t a l ' in tens i té de la polarisation.

Ce cas a v a i t déjà été t r a i t é e peu dû temps auparavant, par une mé-
thode analogue, dans un écri t de M. F. Pockels ( ^ ) , primi-docent à
l 'Univers i té de Gœt t in^ue ; au moment où j 'ai rédigé mes Leçons, je ne
connaissais pas cet art icle, qu 'une a imab le Communica t ion de l'au-
teur m'a révélé récomment.

On sait comment ont été découverts les phénomènes auxque l s s'ap-
p l i q u e la théorie donnée par M. F. Pockels. MM. P. e t j . Curie avaient
mont ré que certains cristaux s'électrisaient lorsqu'on les soumet ta i t à
une compression; M. Lippmann démontra théor iquement que, si une
certaine face (F une lame cristalline selectrm positivement lorsqu'on sou-
met cette face à une compression normale^ inversement, la lame se dila-

( 1 ) F. POCKELS, Ucber die Àenderwi^Qn de.^ optischen Ferhaltenfî und die cla^Uc/ien
Deformatione/i dielektmciier Kry^taUe im (siektrufihen Felde (N'eues Jahrbwh fur Mi-
néralogie, Géologie u/id Palœontohgie. Boilageband VII, p. 201: 1890).
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tera dans la direction normale à la force, si l'on électrise cette face positive-
menlÇ^). MM. P. etJ . Curie (2) soumirent cette conséquence théorique
à des vérifications expérimentales.

La l o i de réciprocité de M. G. L i p p m a n n apparaît comme un cas
par t icul ier du Principe du déplacement de l'ëc/uilihre, que M'. F. Braun ( 3 )
tait découler de la no t ion générale de s tabi l i té , et dont j 'ai d o n n é ré-
cemment ( / < ) une démonstrat ion fondée sur la théorie du, po ten t i e l
ther rnodynami ique . Mai s , si l'on voit imméd ia t emen t que la loi de
réciprocité entre les phénomènes piéxo-électr iques et les déforma-
t ions électr iques des cristaux hémièdres d o i t découler du p r inc ipe
général sur le déplacement de l ' équi l ib re , la démons t ra t ion directe de
cette loi présente, c e p e n d a n t , certaines d i f f icul tés . 1M. Pockels a exposé
cette démons t ra t ion pour le cas s i m p i e é tudié par M. G. L i p p m a n n .
Nous nous proposons de l 'aborder ici dans toute sa général i té .

Imaginons que l'on a i t d o n n é à, u n cristal piézo-élecirique homo-
gène de petites déformat ions que lconques , qu i . le l a i s sen t homogène.
Soient

i) ^ àV ... àV àW
i'1"^ î -y jî^...^-,

^ àW 1 ()'V ^ âU JW ,, ()'V ô{](,jl =:•; -—— -1-- — — , ti^ ==••- ." 4- ———, , (..r.( :=: -.-•" *4- -.--"
ày os as à.v ôx ôy

les six déformations, qui ont la môme valeur en tout p o i n t (<x;,.y, -s)
du cristal.

La polar isa t ion (A), ^l, a) aura aussi la même intensi té et la même
direction en tous les poin ts du cristal. Les composantes de celle pola-
risation seront, en conservant les n o t a t i o n s de nos Leçons sur rÉIectri-

( 1 ) G. LIPPMANN, Principe de la conservation de l'Electricité {Annales de Chimie et
de Physique, 5e série, t. XXIV, p. i.45; 1 8 8 1 ) .

( î ) P. et J. CURIE, Déformations électriques da quartz. {Compter r'endiiff, t. XCV, p * 9 ï 4 ;
1882) .

( 3 ) F. BRAXJN, Ueher eilien all^erneuien qucditcttiven Satz far Zustcfiid.wnderuiï^eft
neh^'t el/ilgen sich ctiisclilles^endGn Bemerkiingen, insbesondere ûber nicht eî.ndctitl^e 6y.y-
terne ( Wledem.an/i'.v Ânnalen, t. XXXin, p. 337; ï888). 1 1

( A - ) P. DUHEM) Sur le déplacement des l'équilibre (^duncdes de la Fûcultc! des Sciences
de Toulouse, t. IV, N; 1890).
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cité et le Magnétisme (t. Il, p. 396-397), données par les équations
/ i
^ =:—- „ (<^^.-j- ( î i2^4-( î i3V) ,

(0 - ^=——^(^4-Ô\^4-Ô^) ,

0 = — - _ ( 031 À 4-^32 ̂  + 033 ̂  )

avec
ï ' = l, 1,),,+4 D â 4 ~ 4 1)3-4-4 Gi-4-4 G24-4 03,

(9- ) ' ^ == /n! î>i + ^2 Da -4- W31)3 + w,, Gi 4- w^ Gâ 4- m. G;,,
•y = /^ Di 4- /^ Da 4- 713 Dg + /•4 G-i +" n^ Ga •4- ^o G;}.

Imaginons maintenant le cristal soustrait à l'action de toute force
extérieure; plaçons-le dans un champ magnétique uniforme, tel que
les composantes de sa polarisation prennent en chaque point les va-
leurs A,, id, o. II. éprouvera des déformations qui le laisseront homo-
gène; soient

A ()ti A ()v A ÔWA.I -..- —~ -, Ag =-" —- 5 A-, •==- ~— »
àa' ùf •{ à^

p <)(P d^ ^ c}^ ^fy^ c}^ <)//,1 < .':.— —."— -^— ——. ^ ^ ^ ;̂: „„»«. „. «. .̂ — g ^^ — i_ —
^7 ^ ^^ .̂y ^ r}.̂  • ày

les six déformations qui auront la même valeur en tout point du
cristal. Ces six déformations seront données par les égalités [loc. cit.,
p. 47^» égalités ( iû) ]

a^ Ai -+-ai2Ag4- <2i3 A.', -h a^T^ a^T^-^- a^T^-=. 1^ -Fmi'i(l>+ /ZiC,
agi Ai -1- ^22 A^ -h- ^23 Ag "4- Os/, ]?! 4- ^25 rg 4- (^6 ra = /g ̂  + ^3 'lfl> 4- ̂  ©,

a;ï.jiAi4~ a32A5i+ ^33A;c-f- ̂ Ti -4" <^;jî}r2-4- 03,51^^= ^.Ao -)- Wg!^ 4- ̂ S,
<24i Ai 4- a,^ Aa -+" a^ A;, 4- ^44 ri 4" a/^ ra 4- 046 Ts "= ^4 .Xo 4- m,, ill) 4- /^ 3,
agi Ai 4- 0^24- ̂ sA;^ a^Ti4- ̂ iï^-i- ^©rg^ 4^ 4- m^Kl) 4- ̂ 3,
Ofil Ai 4- a<îâ Aa 4- ^.63 Ag 4- 004 r\ + agg T^ 4- agg r» :.•= 4^ + WG^> •+• ^c 0.

(3)

Multiplions les deux membres de la première égalité (3) par D( ,
les deux membres de la deuxième égalité (3) par Dg,
les deux membres de la troisième égalité (3) par 1)3,
les deux membres de la quat r ième égalité (3) par G,,
les deux membres de la cinquième égalité (3) par Ga,
les deux membres de la sixième égalité (3) par Gg.

Âiw.de l ' ' Éc. Normale, 3" Série. Toixie Ï X . — J U I N 1802. 22
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Ajoutons membre à membre les résultats obtenus. Le premier
membre de l 'égalité résultante pourra s'écrire .

/' (^ni)i -H ^iaDiï4- Oi^Da-t- ^I/..GÏ 4- ^niGâ4~ ^K^^O^I

| 4- (<^il)i -h 03.21)3-)- 0331)34- ^GI -1- ^2uG24- ^2(;G;OAa

1 + ( Oyi ï) 14- 033 Da -4- 0331)3 -t- 0:34 G i -1- ay, (13 4-- ^i; G ;$ ) A^

'4) 1 4- (^.iDid- 042D2+ 043D3+ ^^G-i-h O^Ga-}- 0,^;G:t)ri

| + ( O û i D i - H ^ s â D a + O î i a D y + O g ^ G i - h €(^(^+ OS(;G;O ^2

\ ^ (0(;iDi -1- f f t i aDâ- t - ^(;3 .i);$"+" O f i ^ G i + ^i;;,G2+ ^ f i l i G » ) r;î.

Le second membre deviendra , en verlu des égalités (;i,) et (2) ,

(4,^V) — -(rîl lÀ2~i-Ô^2^•+•a3;^2"l-2Ô2•»^4- -^31^^-4" ••10^^^)"

Cette quan t i t é Çf^his) n'est autre chose que w que dev ien t la fbnc"
(ion

— '2 ( 9,i ï o^ + 922 P2 -H y;{;î 72 4~ a 92:$ p7 + ̂  y:n 75t 4- ^ Oiâ ̂  )

par la s u b s t i t u t i o n l i néa i r e

•A(9n a -i-'yiaP + îpny) :==).,

^ ( ç2i ̂  + cas :(3 4- Ça» 7 ) ̂  ̂

^ ( ?;n ̂  -+- ©32 P + y^y ) •= ^?

qui donne (/oc. cit., p. '298)

a -= „•, (On ). 4- 3iî^ 4- Oi;t ^ )»

p —: ;-F ( rîai 7. 4" 0^ ̂  -+- aâ:î y ),

7 == m ( 03I ̂  4" 032 V- 4- ^3 ̂  ) .

Or, la dis t r ibut ion d'équilibre diélectr ique sur le c r i s ta l n'est stable
(loc. eu., p. Siii) que si la surface

On ̂ 4- Oaa?2""^ ^say2^- ^ÇâiSiSy •4- 2931,7^ 4- SîOi^P ':rl:1-- I "

est un ellipsoïde réeL La forme

cpi ï a2 4- "9^ P2 4- 9»;î y2 4- 2 9â'a ?'/ 4" '2 y;u y a 4- *2 912 oîp
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est donc une forme quadratique définie etposùi^e, et: la quanti té (4 bu}
est une forme quadra t ique définie et négative.

Soient
- N,, N,, N3, T,, T,, T:, •

les six composantes des pressions à^ l ' in tér ieur du 'cr is ta l , lorsque les ^
six déformations ont les valeurs

DI, 1)2, „[);}, GI, G'g, tir.-}.

Nous aurons
^n'I)i-+- a^Da-l- ai 3.1)3 4- ^uGi4- ^lîiGa-t- a^G;^ Ni== o,
<^11) , 4- Ctyî "î-)â 4- ^23 D;î 4- ^24 G 1 4- ^23 G'a "+- ^26 G» -+- N3 = 0,

a;^ D i -h ^32 î)2 + ^;{3 DS 4- ^3,', GI + 035 G^ 4- 0^ G^ -4- N;} = 0,

«^41 DI 4- ^42 1^2 + ^43 ̂ 3 •"!"" ^44 G-i 4-" <^48 G-g -h <^4(î GS -t- TI == 0,

^îîi'ïh -+- ^y211I)24-"^K3Ï )3-^- <^4^i~t- ^ssGâ-l-- ayoG;i4-T2=:o,
^(;11) i 4" 0(52 DS + 0^ 1)3 "I- ^(;4 G't 4- ^G5 ̂ 2 -1- ^GG G;î + T» "̂  0-

Si l'on. t ient compte de ces égalités et si l'on se souvient que la quan-
tité (4) est toujours négative, on trouve l'inégalité

Ni Ai 4- N, A, 4- N3 A;, 4" T, r\ + T, 1^ + T, T, > o.

Mult ip l ions par c / ^ d y d z ; intégrons pour le volume entier du cristal
et nous au rons

( 3 ) f(Ni Ai 4- N, A^ 4- N3 A:, + T, ï\ 4- Ta ï\ 4" T, T, ) d^ dy dz > of

Remplaçons A,, A,, A;p T^ T^ Ï^ par leurs valeurs en fonction de u,
v, w, et effectuons des intégrat ions par parties. Le premier membre de
l'inégalité (5) deviendra

— Ç I [Ni cos(/^, x) -i" Ta ces (n^y) 4- Ta cos (^, s)] ̂
4- [ï;, cos(/^, .r) 4- N2 cos(n,,y) 4- TI cos(n,, s)]v
4- [Tsî cos(n/, ̂ ) + TI cos(/i/,j) 4- N;» cos(n,, s)]w j cIS

r\ (à'^, aï, àTA.
^J | ^^^^^j-

,/^.^^^^).
\ ài^ ày Os )
[ffÏ. àTi àîîA 1 , . ,4. ( t/ ^ ̂  ^— + —— w dx dy dz,
\ àx ày os / J
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dS étant un élément de la surface du cristal et n^ la normale à cet élé-
ment vers l'intérieur du cristal.

Mais si l'on désigne par

pX^, pY^r, pZ<^(7

les composantes de la force appliquée à l 'élément de masse p d ^ du
cristal ainsi déformé, on aura

^N! + ̂  4- ̂
àx ày ()^
âT^ dNa àT^
àx ày Os
âT, àT, dW,
àx ày à^

=pX,

=pY.

=pZ.

D'autre part, si l'on désigne par

P cos(P, .v) cIS, P cos(P, 7) f/S, P cos(P, ,^) rfS

les composantes de la force extérieure appliquée à l 'élément dS de la
surface du cristal, on aura

Ni cos(^:, /r) •4- T» cos(n/,j) + Ta cos(/i/, ^) = P cos(P, .r),
Tg cos(/i/, .2?) -+- N2 cos(/x/,y) + Ï\ cos(^^, ^) == P cos(P, j),
Ta cos ( rii, .y ) + Ti ces ( /^, y ) 4" N3, ces ( ̂ /-, z ) := P ces ( P, z ).

L'inégalité (5) peut donc s'écrire

\ S P E ̂  cos ( P' ^ ) "h (; cos ( P? ^ ) "•h tT? cos ( ̂  J )'l(:^
(6) 0 '

+ p ( X u -h Y P "4- X n') dx dy dz < o.

Que signif ie cette inégal i té?
Pour imposer au cristal les déformations

DI, Os, .1)3, (xi , <i'2, G;,,

i l f au t appliquer à chaque élément rfS de sa surface une force dont les
composantes sont

Pcos(P, w)dS, Pcos(P, y ) rfS, P cos(P^ .sydS
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et à chaque élément dv de son volume une force dont les composantes
sont

pX<^, pY^r, pÏch\

Appelons ce système le système des forces F.
Soumis au système des forces F, et soustrait à toute influence élec-

trique extérieure, le cristal prend une polarisation diélectrique uni-
forme dont les composantes sont .À), ^l, e.

Inversement, le cristal, soustrait à l 'action de toute force extérieure
et placé dans un champ électrique qui lui fait prendre la polarisa-
tion FÂ), id, ©, éprouve des déformations

A,, A,, A3, i\, iv r:,,

résultant du déplacement (^, v, w) appliqué à chaque point du cristal.
Appelons ce système de déformation le système des déformations A.

Si l'on imposait ces "mêmes déformations A au cristal soumis ciu,x
forces F, les forces F effectueraient, dans cette modification, un travail
négatif.

En d'autres termes :
Lorsqu'on fait agir certaines forces F sur un cristal piézoélectrique,

soustrait à toute influence électrique, il se développe à l'intérieur de ce
cristal une certaine polarisation diélectrique. Si, par Faction d'un champ
électrique, on développait la même polarisation à F intérieur du cristal, le
cristal éprouverait certaines déformations A. Les forces F sont telles que
leur action s'oppose aux déformations A.

On reconnaît immédiatement dans cet énoncé une conséquence de
la loi générale du déplacement de l 'équilibre.

On serait tenté d'y voir la généralisation de l 'énoncé donné par
M. G. L ippmann; nous allons voir qu'il n'en est r ien et que, au con-
traire, la proposition démontrée par M. G. Lippmann est en contradic-
tion avec la précédente.

Lorsque le cristal, est soumis à Faction des forces F, il prend une
polarisation uniforme qu i exerce sur les points extérieurs au cristal la
même action qu'une couche électrique fictive. La densité superficielle
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de cette couche fictive a pour valeur (/oc. cit., p. 397)

^ ^ == ^ [ (ân7 -+- Oi^ 4- Q^v) COS( /^ , .r)
(^ i + (o2i7 . 4- 022^ 4- rî^) cosO/, y)

( + (031^4-03^4-033^) C O S ( / Î / , ,^)],

À, p., v étant déf in i s au moyen des égalités (^?).
Imaginons que le cristal ait la forme d 'une lame à faces para l lè les

indéfinies, comprise entre deux p lans S,,, S^ perpendicula i res à Faxe
des x. Deux plans S\, S^ sont i n f i n i m e n t voisins des faces de la lame.
Sur le plan S^ , que rencontre d'abord l'axe des x, nous distr ibuons
une couclie électrique un i fo rme de densité

Ii ~: - , ( rîi i À -4- ôia [M + ôi;i v ).

Sur le plan S^ n o u s d i s t r ibuons une couclie é lec t r ique un i fo rme de
densité

^2 "= — ?ji ( Ol 1 ̂  + Ol 2 P' + Oi ;{V ) .

.D'api^es l'égalité (7), ces couches réelles sont iden t iques aux coucfu^
fictives q u i recouvriraient les laces S,,, Sa de la lame soumise aux
forces F.

Ces couches produisent entre les deux p lans S^, S^ un cliarnp u n i -
forme, parallèle à l'axe des x^ et ayant pour in tens i t é

à'V (.{T. ^ i -. ^ ,^ =:— ,̂,- ( o n À 4- O i a p -l- O i » ^ ) .

Sous l ' influence de ce champ, la lame cristalline prend une polarisa-
tion uniforme dont les composantes sont (loc. cil. y p. 2C)())

I' . / e ^ âV 4,7rs,. , „ -. ^ ^ ,,.jV= — pj, on ̂  == -^ on (oiiÀ 4" oigp. -h oi;^),

/ Q \ , ,1 / S -^ ^V 4 ̂  •S / ". ^ ^ -^ <
(») , ^ •l)^:^-- ^ 0^ ̂  = -7^ Olâ(^ll^ + ^12P- + O t î î ^ ) »

^ .8/=— ^^g ̂ == ~^rî i3(ô\iX4-rî i2p.4-^t3^).

Les six déformations à Tintérieur de la lame auront des valeurs
,, ., ^ ,̂, ,̂

~"1» '""29 "îP "l» - "S? ' " 8 »
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données par les égalités, analogues aux égalités (3),
<7nA^4- ^isA^ a^A^- c2i4r;4- a^r^-i- a^T^= Zi.A/4- /n^•lll.)/4- /^ 3\
^lA'i-h (^^4- 02.^4- 034 Ti 4~ ̂ 1^-1- ̂ r^-r: 4^/4- /n^/-^- /^S',
^31 A^-h a.-îaA^h 03^34- 034 1^4- ci^T^ 0:̂ 3== l^ .A.,/ 4- m^ il̂  4- ^,3 S',
f^iAi 4- ^2^4- a43A^+ 044?^- a^T^-}- a^'r^ l^^ ^- m^'-^ n,, S^
r/^A^4- a^Aa+ as3A3-+- ff34^/l4- ^51^4- a^T'.^= l^jV-}- m^W--r- n^ S7,
r/,(,iAi-{- ^csA^-h ^(i3A^+ ^(i4ri+ ^Gar:^ aoer^rr: /e^/+ 7?Z6'^/4- ^(iC7.

Ajoutons ces égalités membre à membre après les avoir multipliées
respectivement par 'D^ IL, 1)3, G-i, G^ G.^. Nous trouverons, en tenant
compte des égalités (a) et (8),

(an l)i -+- a^Bg 4- 0131)3 + ^14 Gi + ^^Gg -4- a^ G») A^
4- (Oai f)i 4- ^saDa 4- 03,3 1)3 -h ^2',, Gi 4~ a^ Ga •4- ^26 G-y) A^
4- ( agi Di -h ^331)^ 4- 033,1)3 4- ci'^ GI 4- (^33 Ga 4- a^ G^ ) A^
4-- ( ^41 Di -h a.42 Dg 4- a',,;î 1)3 4" (^44 G'i + 04^ G-a 4" 040 G;} ) Fi
+ ( ̂ si .Oi "+" ̂  ^'î + ^îi:îB» 4- a^ GI 4- (%^ Ga 4- a.R G;{) r;,
4~ ( ̂ (;i Di 4- ^(i2 Da 4"" ^(iyÏ);} 4- ^04 <i i + ^RS Ga 4- a^ G.^ ) r^

4- TTS , ^ ^ ^ ^ .̂ >
=: J^(o^Â+Oi^4- ' î i3^)3 .

Le second membre de cette égalité est essentiellement posi t i f ; il en est
donc de même du, premier. En raisonnant comme nous l'avons fai t pour
démontrer la proposit ion précédente, nous verrons sans p e i n e que le ré-
sultat que nous venons d'obtenir peut s'énoncer de la manière suivante :

Les forces qui, imposen t à la lame cr is ta l l ine les déformat ions
DI, Da, 1);{, GI, (12, G3

etïectueraient un travail, positif si. l'on imposai t à la lame les déforma-
tions

A' A' A7 r' r' r'L& 1 ? —2 ? "~ 3 » •~ 1 ? •'• 2 ? Jl ;i "

Ainsi, si l'on sournel une lame cristalline piézo-ëlectrir/ue à 'un certain
système de forces extérieures Y, la lame prend y sur ses deux faces, 'une
certaine électrisatio'a apparente. Si l'on communique une électrisation
réelle, analogue à cette électrisation apparente, à deux plaques métal-
liques infiniment ïwisines des faces de la lame^ la lame subit certaines
déformations^ les déformations A'. Si l'on imposait les déformations zV à
une lame soumise aux forces ¥;, les forces F effectueraient un travad po-
sitif ; elles tendent donc à favoriser les modifications A'.
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Ce résultat est analogue à celui qu'a obtenu M. Lippmann, mais de
sens contraire. D'après la proposition de M. Lippmann, les forces F
tendent à supposer aux modifications A" et non pas à les favoriser.

Il est aisé de voir en quoi la démonstration de M. Lippmann est
inexacte.

M. Lippmann définit l'état du cristal soumis à l'action des forces F
par les déformations A et par Vêlât d'électrisation de la surface du
cristal. Mais, dans ce cas, la surface du cristal n'est pas électrisée. La
masse du cristal est dans un état de polarisation qui équivaut, pour
les points extérieurs, mais non pour les points intérieurs^ à l 'action de
deux couches électriques réparties sur les faces de la lame. De cette
confusion découle la conclusion erronée que nous venons de rappeler.

La proposition que nous venons de subst i tuer à celle de M. Lippmann
semble, au premier abord, en contradiclion avec la loi. du déplacement
de l'équilibre; il est aisé de voir qu ' i l n'en est rien, et de lai donner
une forme qui mette en évidence la concordance de ces deux vérités.

Imaginons les deux surfaces S^ et S^ mises en communicat ion métal-
lique l 'une avec l'autre. Lorsque, sur la lame, on fera agir les forces F,
les surfaces S,,, Sa s'électriseront comme nous l'avons vu ; les surfaces
Sp S[, se recouvriront par influence de densités électriques égales et
de signe contraire à celles qui recouvrent les surfaces S^ , S^. Dès lors,
on peut déduire de la proposition précédente celle-ciy qui, est tout à
fait conforme au principe du déplacement de l 'équilibre :

Si l'on soumet la lame cristalline à l'action du système de forces F, les
deux surfaces S^, S^, réunies métalliquementy se recowrent de certaines
couches électriques; si F on suppose, au contraire, la lame soustraite à
toute force extérieure et si Von communique la même électrisation aux
deux surfaces?)'^, S^, la lameéprowe un système de déformations (—-A')»
Les forces F tendent à s'opposer à ces déformations (""" A').

M. F. Pockels a montré, dans l'article que nous avons cité, l'oppo-
sition qui existe entre la proposition énoncée par M. Lippmann et celle
que nous avons établie ici ; mais il a regardé la première comme exacte
et la seconde comme erronée.


