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SUR LA

DÉFORMATION DES SURFACES SPIRALES,
PAR M. L. RAFFY,

M-VITtdî BE CONFUREXCES A L'UCOUS NOHM.VLE S U P É R I E U R E .

PA:RTIE.
CARACTÈRES SPÉCIFIQUES DES SURFACES APPLICABLES SUR LES SPIRALES.

î.

.1. Pour q u ' u n e surface d'élément linéaire \dxdy == e^dxdy soit
app l i cab l e sur une spirale, i l f au t et i l . suffit que, par un changement
clé variables

dx . ^ dydj.^ 7.:— 5 dr'-=: ——,^0 •' ^( .y)
le l ' î rodoi l , À^T] prenne la fbrrne

^ - / ( x ' - y ' ) •+-J 'I' ( x ' - \ - y ' } d {x1-^ ) ^

ce qui s'exprime par l 'équalion
( s ) '£! — ' ( } '+ ^)j,. — ïj ̂ . = — a i.

Il f a u t donc et i l suffi t qu'il existe deux fonctions ^ et Y] qui. rendent
cette relat ion iden t ique . Pour t rouver quelles condit ions cela entra îne ,
égalons à zéro la, dérivée seconde de la fonction (i) prise par rapport à
x et y ; i l v ient

(^ /— ̂  ) ^ry •+-1 '^'^y "•-" 'W"^ =:: 0.

Si. nous représentons la courbu-re totale par — 2^ nous aurons

^•^z _ f^ f^" — e^-^•--;"-" »-»- C ^ "'.ï'j "—• '-' î

Ânn.dv. l'Ko. Normale. 3e Série. Tome ÎX. •— MAI 1892 ^9



l46 L. BAFFV.

de sorte que l 'équation précédente s'écrit
( - î ) ^- r/-|- ̂ ):,4- 0..) - Y] (co; -+- 0;) = o;

d'où, en retranchant membre à membre les identités ( ï ) et (2),
( ^y ^;.—Yi^=3/.

Au système (.1) et (^y, nous adjoindrons les équations qu'on d é d u i t
de (2y, en ditîérentiant séparément, puis successivement , par rapport.
à x et 'àj , savoir
(3) ^^-h^^ -r^.y =o,
( 4 ) ~Y]^+^-~^ :z=o,
(5) (r-^^^+^—^^.y^o-

Des équat ions (3) et (4)» tirons ^ et TI', pour porter leurs valeurs
dans l 'équation (i); i l v ient

./^ ff'rr A , ( ^ 0 ^ A ^^+^ -o,).^^^ + ̂  - .̂  :.,--:..

Si l'on pose, s u i v a n t l 'usage,
A^^,

À

en désif fnant par AO le premier paramètre d i f ï e ren t i e l de la, ( onc t ion 0,
on aura

à\^ _ ô\.^^0 _
( ï ) C-——^—— n^y . .....„.„„. ̂ .

De cette équation rapprochons 1/équafcion
. àQ ()0(^y ^-^ — ^-^ rr:: 9 . 1 ,

' àx à y

et supposons d'abord que le déterminant fonct ionnel de logAO et do 0
ne soit pas nul , c'est-à-dire que les lignes d'égale courbure des sur-
faces considérées ne soient po in t parallèles* Nous pouvons tirer les
deux inconnues ^ et Y]

^ïoge^M , ^log^Aô
(6) ^^^^^^^, ^^^^^^^^^,

à{x, y ) ' .^^^.,.-.,
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on bien, en in t roduisant l ' invariant simultané ©,

eoo^, «)=-^^),

—log.-'AO —1»6«-'A9
-, ___ f U f , U i.</-c — ~ 4 .̂ ir7j7~"7A'"'̂ ^ î T] = — 4 ——À e ( i o g A M ) 3 • À e ( i o g - A 6 ' , ^

Pour donner à ces expressions leur forme défini t ive, posons

©(logA^, 0) ^
^ " A(log(?-OA@) 5

nous pourrons écrire

- 4 = ̂  ô lo^e^ M, - 4 = ̂  ̂ - log^"-0 A0,^ T .̂z; » ? rj T ^7 0

ou, pour abréger,

— ^ =: ̂ 9^ — ^ = ̂ y;, 9 == iog<?-° A0.

Exprimons que la première de ces fondions ne dépend que de ;r, la
seconde que de y; nous trouvons

( ^+^4;.=o,
'( 9^..^+^^,=:o;

d'où l'on conc lu t que f^ est une fonction de <p. Soit ^ = l^Cç); les deux
équat ions précédentes se réduisent à

9;ry ï7 ( ? ) + ï'r ?y F^ 9 ) = 0,

ce qui montre que le quo t ien t o^. ".^.yÇy ^st aussi une fonction de y.
Or on a visiblement

44= M, ^=4^
y,, y,,, Ao T 1

Nous arr ivons donc à cette conclusion :
Pour que l'élément linéaire "À dx dy cowie/me à des spirales, il faut que

les deux invariants
e(k)^AM) A^log-e^W/)^^^.^^, ^^^^^.
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soient des fonctiofis du seul invariant ^ " °AO, ou 0 désigne le fogrirù/ime
de /a demi-courbure totale changée de signe.

Je dis que ces condi t ions sont suffisantes. Elles expr iment , en el ïel ,
que les so lu t ions (6) des équa t ions (i)' et (2)' ne dépenden t respecti-
vement que de x et de y ; comine elles vér i f i en t , en par t icul ier , l ' équa-
t ion (2)' , elles vér i f ien t les équa t ions (3) et (4.) q u i en sont déduites .
Mais, si l 'on t i en t compte de ces deux é q u a t i o n s , l ' é q u a t i o n ( î ) de-
v ien t i d e n t i q u e à l ' équa t ion (i)' qui , est vérifiée. Donc les f o n c t i o n s ^
et TJ, données par les formules (6), répondent à la ques t ion . L ' é lément
l i n é a i r e A^r dy conv ien t à des spirales.

2. B e ve n o n s rn a i n te. n a n t a 1 ' I) y p o 1 11, e se, p r i m i t., i ve m e n t e x c 1 i.,i e, o ( î
lo^ 'AO est une fonct ion de 0 (surfaces a, l i gnes d'égale courbure paral-
lè les ) . Pour que les deux équa t ions (s ' / et (' 2 y so i en t c o m p a t i b l e s , i l
fau t qu 'e l les n'en fassen t q u ' u n e . Alors l ' é q u a t i o n (i)' nous échappe .
Nous la rciïiq) lac (TOUS par ce l le qu'on o b t i e n t en é l i m i n a n t '^-- ï j ' en t r e
r équa l ion (2) et l ' équa t ion (;ï) q u i ne n o u s a pas servi j u s q u ' i c i . Cela
ne sera possible que si l 'équat ion (5) n 'est pas une i d e n t i t é , c'est-
à-dire si la, dérivée 0^, est d i f f é ren te de zéro-

Or je dis qu ' e l l e ne peut pas être n u l l e . En elïei, on a u r a i t a lors , en
dés ignan t parX et Y deux fonc t ions Inconnues , l ' une de.r, l ' au t re de r,

9 = logX + logY, ^ = X.Y, e^ ̂  ̂  ^ .̂ ,.

Mais, les formules (6) devant être i n d é t e r m i n é e s , le p r o d u i t e ' ° A O se
rédui t a une constante. On a u r a i t donc

•r 'X'Y7 i X'V i l1 ..,•'», B. 1 -, /., ,t"»,. 1 . ,, . , . I i \^ ̂  ̂  ̂  ,^(^^ ,^^Ld-^ ̂ ;

la surface serait développable, ce q u i est i nadmiss ib l e , q u a n d ^ n'est
pas n u l .

On trouve encore une surface développal . ) le , en supposant n u l l e »
l 'une des fonct ions X et Y.

Laissant ces développahles de côté, nous aurons , par la combina ison
indiquée ,
{ i f , ̂  lo^ -1^ - ̂  ̂  loge-^ A^ ̂  o.
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•Supposons d'abord que cette équation soit une identité, c'est-à-dire
qu'on ait à la fois

e. "~ ° A 0 == c o n s t., e " " ° A 3 0 == c o n s l.

Les deux invar ian t s AO, A ^ O sont des fonct ions de 0; alors l 'élément
linéaire ^ d x d y convient , comme on sai t (1 ), à des surfaces de révolu-
tion. Il convient , en outre, à des spirales, a ins i que nous le montre-
rons bientôt.

Ces cas par t icul iers écartés, nous résoudrons les deux équa t ions

(,y ^ lo^A^- YÎ ̂  lo^~°A^ =0,

. ()0 àO( 9V c — — ri -.— =: ̂ ,' ' ' àx ùy

qui ne peuvent évidemment pas se confondre, l'une ayant pour second
membre %éro et l'autre 2^. Nous trouvons ainsi

^log^M ' ^log^A^
{ 8 ^ £ =: ~ (' ' (--^^^ . 7) = - ̂  ̂ .̂ ^^ .

~7I.r7jy"'~ —^^^
Ces formules ne d i f ï e r en t des formules (G) qu'en ce que AO est rem-

placé par A ^ O . Il suffira donc de répéter le r a i sonnemen t f a i t plus hau t
et l'on prouvera que les deux iwaricifUs

©OogAy^^ Aâ(]og^°A^)
^(Jo^ Aa 9 ) ' » A ( ïog ̂ K^}

wrU des fonctions du seul invariant ^A^O. De plus rr°AO est constant.
Nous allons voir que ces condit ions, qui soni nécessaires., sont suf-

fisantes. En effet, elles expriment que les formules (8) d o n n e n t pour E
une fonction de x seulement, pour r\ une fonction dey seulement. Ces
fonctions vérif ient les équations (i/ et (2)', d'où on les a déduites .
Elles vérifient donc aussi les équations (3) et (4) qui résultent de
l'équation (2)'. D'autre part, elles vérifient aussi l'équation (iy q u i ,

( 1 ) Compter rendue de l'Académie des Sciences, t. CÎ.X, p. 661. Voir aussi DAÏIBOIÎX,
Théorie deA' mrfcice^ t. 111, Livro VU, Ghap. II.
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dans l'hypothèse où e-^AO est constant, n'est pas dist incte de l'équa-
tion (^y. Or nous avons vu, plus haut que les équations (3), (4)
e t ( i y e n t r a î n e n t l 'équat ion (i). La proposition est donc démontrée.

3. Il semble qu ' i l y a i t trou condi t ions d 'applicabili té dans le cas
que nous venons de traiter. Mais nous montrerons, dans l 'article qui
s u i t , qu 'une surface pour laquelle <r°AÛ se r é d u i t à u n e constante est
app l i cab l e sur des spirales quand l ' invar iant

©ao^A^M)_
A^Ïogï^Aa^)

est une fonction de ^A^O ou encore, ce qui revient au même, quand
l ' invariant

©(^°A^,^)
^T(^°A2&)

est u n e fonct ion de ^AaO.
On peut s impl i f i e r aussi l 'énoncé des doux condi t ions d 'applicabi-

l i té obtenues dans le cas général; elles r ev i ennen t , en eiîet, à ceci :
les deux i n v a r i a n t s

e((r-°A^ 0) AaC^A^)^.^..^...., ^^ ,̂,

sont des fonctions de (?~°AO.
En résumé, nous arrivons à ces conclusions :
RÈGLE ( 4 ). — Pour reconnaître si un élément linéaire donné combien!.- à

des spirales, on calculera la courbure totale — 20° (gui ne peut être con-
stante sans être nulle.) et F on formera Viwariant e'""^ AO.

Si cet invariant ne se réduit pas à une constante, on formera les deux
invariants

^^^Jll àv{(^^û)
-^^^.^ > ..^^.^

et l'on devra vérifier que chacun d'eux est une fonction de ,c?""°AO\
SiF invariant <r"°AO est constant y on calculera F invariant e'^A^O. Si ce

dernier est constant aussi, F élément linéaire donné convient à des spirales

( l ) Comptes rendit de l'Académie des Sciences, t. CXÏ.Î, p. 85o.
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en même temps quà des surfaces de révolution. Si l'invariant ^AJi nest
pas constant, on formera

Q(^-°AâM)
à(e-^^Q) 5

el ce nowel invariant deçra être une fonction de ̂ AJ).

Pour jus t i f i e r l'assertion qu 'une spirale ne peut avoir sa courbure
totale cons tan te» à mo ins d'être une développable, rappelons que,
quand une surface a comme é lément l inéaire

ds^ = À d,x dy ::;:" eo) dx r/y,

sa courbure totale est donnée par la formule

^ -_ r>- <P10^À»- _ ^ " , . . œJM:{,~~"' À "J^^ — ^^.ry^ • •

Or nous représentons la courbure totale par — 2<s°; nous avons donc
tou jou r s

^=G^€^\

Dans le cas des surfaces spirales, oj est de la forme

o,) =: ~ i ( x — y ) -h j T ( ̂  4- y ) d ( .r 4- J ) ;

i l en résulte qu 'on a

é?°= T(.,r 4-y)(? - l/^( l^ l+•y)</(^"l-y)^/^-•"y).

Ainsi ^e est le produi t d'une fonction de ^+j par l 'exponen-
tielle ^"•"" .̂ Ce produi t ne peut être constant que s'il est n u l .

IL

4. Discussion, du cas où l'inMrianI (T^ÀO est constant. — I/llypotliese
actuelle entraîne vis iblement cette conséquence, que le paramètre AO
est une fonction de 0, c'est-à-dire que les lignes, d'égale courbure sont
parallèles.'

Nous par t i rons donc de l'expression générale de l 'élément l inéa i r e
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des surfaces qui ont leurs lignes d'égale courbure parallèles
/n _v\2

( i ) d^ = du2 + '̂ -—/- dv\

et nous exprimerons d'abord que ' le produi t <?-°AO ou son égal (T^^
est constant. Lorsqu'on a
( î . ) ' cis^^di^-^ G€^\

la courbure totale — ^6° est donnée par la formule connue

_ û^^^^Y^
:^ --- ^/G ^2'""

Dans le cas présent, on trouve par un calcul, facile

( 2 ) _^( ,0^_^[p^ ___.
- / v du.^ ^[j/

D'autre part, la formule générale

. /(^Y i f()^\2
3 Aœ === -.•- "h -rr — ? ,' \<)(z} (i v^'y

appliquée à â'°, qui ne dépend que de u, donne simplement

^(^Y.\da )

La première équation du problème est donc

.^fd^Y€^[ — ) = consl.
\ du )

On en déduit facilement
e ̂ ^^..^

ce qu 'on peu t , sans restreindre la, généralité, écr i re^ainsi

( 4 ) .^"(Zi-Ç-i),
a1

n désignant une constante arbi traire , différente toutefois de zéro et de
l'unité, valeurs qui ne .donneraient que des surfaces développables.
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Ainsi, la condition que l ' invariant <r°AO soit cons tan t s'exprime par la
formule (4) et détermine la fonction U par la relation

(,y ^ ̂ ^/^.:^.
d^ ^/o7 /[P

Pour intégrer cette équation, remarquons qu'elle admet la solution

757 "~"u l ^
comme elle ne change pas quand on change n en i — ^,.,elle admet
aussi la solut ion

vT}7 "w u

Si donc les deux nombres n et i - - n ne sont pas, égaux, c'est-à-dire
si 2/z •-- i est d i f f é ren t de zéro, l 'intégrale générale sera

-...!^. =r: au'1 -^r- bd^'1
\jW

a et h désignant deux constantes arbitraires. On déduit de là

ïl/^^,,,,..,^^
" """" ( a a ̂ tl -1 H- b )î " ( a H- h u.l ••"••ï lt- )î

Quand les deux. constantes a et b sont différentes de zéro, il vient,

'J ) ! "' ""'" ("i"1'—1 ̂ ^y-^'^^^^/^ï1"^:1'1^ ^ '

en négligeant la constante d ' intégration qu'on peut faire rentrer dans
la fonction V. Dans le cas contraire, on pourra prendre

^ïn"~\ ^l—3/î

(6) u=^'::;xy/.^ (m u = (i^-ï^a^

suivant que a sera nu l ou que b sera nu l .
Faisons main tenant l'hypothèse n == ^ L'équation

^^l ..,.,L~_ ..J_
cù^ Ç/lĵ  ~~ 4 </[]•/

Anit. de l'Éc. Normale. 38 Série. Tome IX.-- MAI 1892. 20
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admet toujours la solut ion part icul ière

—— :rr^=-vÇ;
V/ir '

ce qui permet d'obtenir aisément l ' intégrale générale

-._ = \/u {a lo^u -l~ 0),
/IT

a et ^ étant les deux constantes arbitraires. On déduit de la

IJ^ — . .- - - • • • • • • —^ •u(a \o^u "t- h ) " 1

Négligeant, comme toul à l'beure, la constante d'intégration, on
pourra prendre

(7) ^^.^^ } ou l]..:1^^r^logC^ l^

suivant que a sera différent de %éro ou égal à zéro. La n o u v e l l e con-
stante C se réduiê; à l ' u n i t é quand h est nu l .

5. Ces préliminaires posés, considérons l'invariant ^'°ZLO, I. ors-
ci u'o ïi a

d^^di^^ifd^,

le second paramètre différentiel d'une fonction cp est donné par la for-
mule

A i à / r^ û^\ r () [ i à^ \
^^^^^^^

Si l'on prend pour ç la fonction 0, qui sat isfai t ici a la relation

^o^^i^.::::1},
(i^

et .qu'on remplace \/G par sa valeur (U -- V) :\/U7, i l v iendra

. . % \/ÏÏ7 à U - VA% y ̂ : •"-"- j.—— ....... -—-..__-,U .„..„,.,. v ̂  ^^,
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ce qui peut s'écrire

, /, 2 d U - - - V __ 2 / U' U' i \A, ^ -.-. -^ ̂  log ̂ ^ - - ̂  ̂ -^ - ̂ p - ̂ .

On a donc finale ment

^OA^--^-...,,,^" 2 " ^(/^ ij V u - - v a [Y ^/

Nous pourrons, clans la suite, substituer à cr°A,>0 l'expression
/ T T r r jy \

/ o \ / \(b) y,,«^^^.-^,

qu i en dépend l inéai rement .
La forme ana ly t ique de l ' invariant <r-°AJ.) va nous permettre (.réta-

b l i r le premier des théorèmes que nous avons annoncés plus haut .

6. Tns'xmEME. — Si un élément linéaire est tel (fue les deux iwariani^
e~1^ AO et (T'° A^û se réduisent à des constantes, cet élément linéaire convient
à la fois à des surfaces de résolution et à des spirales.

En ellel ' , cet é lément l inéaire est r éduc t i b l e , d'après ce qu i pré-
cède, à la f o rme

0) d^^d^^^-'^^

la fonction U ayant l'.une des expressions (5), (6) et (7) précédem-
nient obtenues.

Déplus , l ' i nvar ian t ^AyO étant constant, la fonction cp se réduit à
une constante, ce qui exige qu'il en soit de même de V- Donc déjà
l 'é lément l inéa i re convient à des surfaces de révolution. Mais, si l'on
pose

/ * V V \ < / x,,̂ ^^
ou, ce qui revient au même,

d , , jUj-V_ r - - j
"dit1 °8' ^ ' '"'""" "" ' 1 a
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on a, par une intégration immédia te ,
U - Y _ ^ ^,' " _ _ _ • — <«, n, ,v/ir ô

D'après cela, l 'élément linéaire (i) devient

^s^^ cli^-}- --—.-'-,.•.—-
^ // /

il suffit de poser 9 == ^ pour le ramener à la forme homogène
..2 / / \ â r - 2

d^-^dii1-^— F) cù2.
^ W

Donc cet élément l inéaire convient à des spirales, si toutefois l 'équa-
tion

1:-^^,^^p --^

s'accorde avec l'une des formules (5), (6) et (7). Or on vérifie aisé-
ment qu'elle ne diffère pas de la seconde des formules (6).

7. Nous allons main tenant jus t i f i e r notre seconde assertion.
TilÉoriEMR, — Si un élément linéaire est tel que l'ifivariarit <^'°AO soit

conMcint, mais non rinwricint ^""°A^O, el qw le rapport

Me^^O)
eY^A^,''^)

sou une fonction de ^""°A^O, cet élément linéaire cowient à des spirales.

En effet, cet élément l inéaire est réductible à la forme
/ IT ̂  V\2(i) ^^^,^^11!^^

la fonction U ayant l 'une des expressions (5), (6) 01(7). Nous avons,
de plus, à exprimer que, si l'on pose

/ o . u'V' u^(8) ^ o=^^^.,^,
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le rapport
, _ Aco

(9) ^Q(^J

est une fonction de cp seulement, 0 é tant toujours d o n n é par la for-
mule (4)» d'où résulte

à9 _ _ 9. (^ __
ait n à^

Rappelons les formules qui définissent, quand l 'élément l inéaire est
donné sous la forme (i ')» les deux invariants A et ©

. fà^Y 1 /à^V ^ ., ï f()o àO à^ à0\Aco = — 4- TÏ — » ©(co, 0) -= — — — — "..T -„- •
\()a) G \û^ } ' J{^\àu ûv ( } ^ ( > i f . j

Si l'on a égard aux valeurs des dérivées partielles de 0, et si l'on rem-
place G par (U - V)2 : U", on trouvera

^V , u' f^Y^ ̂ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ̂  ̂  ^
9.^ == U ———.--..——^..-......•—^^^^^——— = u. ——_~ •l-4-- -h u———.... 0<,.

V/l'K ^9 v/U7 9p ^ -v

ÏJ-^V ̂

Telle est l 'expression qui ne doit dépendre que de o.
.Remarque préliminaire. — Avant d'aller plus lo in , il, convient de

prouver que la fonction "V ne peut plus désormais être supposée con-
stante. En. effet, 0 ne dépend que de u; si V est constant, 9 et par suite
f""°AaO ne dépendant que de u sont des fonctions de 0. Le déterminant
des équations ( 1 ) " et (a)' de l'article précédent est n u l ; ces équations
ne sont compatibles que si, la première se réduit à une idenl i té , c'est-
à-dire si <r"°A^O est constant, hypothèse qui vient d'être étudiée et qui
est maintenant exclue.

8. Cela posé, en vue d'exprimer y^ et^, faisons

(10) -R^^^- ;

1 a fb rm ul e ( 8 ) d ev i e n t

(8y ' . .-^v--"-
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On en déduit aisément ç^ et ç^. Si dans les expressions de ces déri-
vées on remplace U — V par sa valeur

(8)- u._v——^v / 9 -h R ,

tirée de l 'équation (S)', il vient

V7 M( r i ) ^^((?4-R)^ ^-~-^,,

en posant, pour abréger,

( l - î ) M: -^ (9 + R)2-. (2.R -4-1) (Ç -h R.) ^r- ^TV.

Nous pouvons main tenant , grâce à ces formules et à la relation ((S)",
exprimer 2^ par une somme de termes où ne figurera p lus U ••-- V. On
trouve ainsi

( 9 )/ ^ :-,:: ̂ -^ [(9 + R)2 -1 - (^ R + i ) (9 4- R) ̂  /. IV ]2 + ^ ^ y , ^ ^ (9 -4- R)3.

11. est avantageux d ' in t rodu i re © dans l 'expression de ^, parce que,
devant égaler à zéro le déterminant f o n c t i o n n e l

( ) ( ^ , 9) _ f()^ ô^ â^\ ^9 /'()^ ()'\> ()^"\ à^ _ <)^ ^9 '̂̂  ^9
7}(u. t» ) ~" vJ1//. ~ ^9 ^y Jp v)^ ^9 à^ ) ()u ^/^ ^f /A» Ou'1

nous pourrons, dans le calcul des dérivées part iel les de ^, regarder o
comme constant , ce qui simplifie. On a immédia tement

^^r^?-^11)3 .̂ ^'^^r^12"] r»31^...... {^.^^'~\^ ̂ _^.^..^^ ... v7^'-^!^] [yT'I " -•^-^^^

/ î^ irr̂  ^'UV^'M
^^"^ '• l l l • • l • 2 R l v ) ] V 7 (9+^^^^^^^^^^

^ ^rv^cp-hR)1 '1 ^ ^^ir^M12] v77
^ ̂ , _ ̂ ,.̂ ,̂ ..̂ . .̂.̂ .̂ ^^^^^ ^.^.

Jt.-; dis que la différence uW — ^RW est iiulle. Posons en effet \ / V ' •^ ^;
l'équation (2)' devient

^(o-^—a^^n^^-1 ï).

La définition de R donne
R^a^;
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d'où, t i rant or', ^ " et subst i tuant dans l'équation précédente, on déduit

l{^l\.-uW=-.n{n - i).

Il n'y a plus qu'à d i f î e ren t i e r pour trouver

o/RR/- uW—.o.

Ains i les deux dérivées part iel les de ^ Oîit u^ facteur commun . Si on
les substi tue, a i n s i que les expressions (n) de ̂  et de ç^ dans le
déterminant fonc t ionne l qu'il s'agit d'annuler, on obtient l ' équa t ion
du. problème

- fv^+R)3 /dJVLWl MIPV^ f m' (^uV'G'yiv^^p^'-o
( I 3) -7^-./o/--" -' V-(O.-M)-J '-Y/" •-h [.TR - ̂ -•^Ju9 + 1 A ) i -"0-

/ / I

u [Y /O7 'v'C? + »•<);tJ ( v/ ' L^+ H ' /7"7 v/ï17

Son premier membre est un p rodu i t de deux facteurs. Mais je dis que
le premier ne peut pas être supposé nu l . En elîet, i l se décompose lu i -
même en deux autres qui ne difîèrent que par le signe de \/ir. Si l'on
égale l 'un de ces facteurs à xéro, on trouve

^OVC7 M'- Y ( y -+- R Y =::'.:: o,

ou, en ayant é^ard aux formules (8y et (12),

( U - V ) [ IV ( U -•-. V )2 •- ( 9. R + i ) ( IJ -• V ) 117 -r- u [P ] - V^ // U' \/U' = o.

Or si l'on donne à la lettre V, q u i peut être prise pour variable indé-
pendante (en vertu de la remarque faite au début) , la succession des
valeurs variables de la fonction U, on arrive à cette con t rad ic t ion , que
la dérivée V7 serait i d e n t i q u e m e n t nu l l e .

En conséquence, nous n'avons plus à nous occuper que de l'é-
quat ion
^y ' M^V: ,. ï^. ̂  (-^^^^^^^^^^ V^ + R)-.: o.t ) V7 j [y+R uV'^V J {' )

Nous devons en tirer la fonction inconnue V, sachant que U a l 'une
des formes (Û) , (6) et (7). Polir y arriver, il convient de f a i r e deux
hypothèses, R' == o et R^ o.
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9. PRSMIÈHE HYPOTHÈSK. — La fonction R/ est supposée nul le ; c'est-
à-dire que l'on a

! ,, uV^ , IV ^n.R = ̂  ̂  const. = ~ n, çF = - ̂  •

On tire de là immédiatement

c^) u/=^' ""'^^^-r'
et, en vertu des formules (8)' et (12),

_ uW ^[(^n - i) (U - V)J- uiV]y + K _ o - /, „- ^^-^ , M = — — — . - ^ ^ . ^ ^ ^ ^ ._._^^^^^^^.

En conséquence, l 'équation (ï3y devient
( 13 ) V [( 9. n ~ i, ) ( IJ -- V ) + a U} 4- ( 3 n — i ) 'W2 = o,

d'où trois cas à d is t inguer : i° V^ o avec 2/z — 17^ o; 2° V7'^ o avec
27% — 1 == 0; S^^^O.

Premier cas. -" V"^ o, 2/1 — i ̂  o. L'équation (i5) peut s'écrire
v^

( 2 n - ï ) ' { ] ^ uV^(3n ' - t ) — — ( 2 n - i ) V = o.

Les termes en u et les termes en p sont séparément constants. On peut
même supposer les deux groupes nuls

IF a /z - i ^ V^ _ 3 / 2 — î iy -h .....-.--̂ -.- _ o, •̂  -^ ^^—^ ^,

à condition d'augmenter U et V d 'une même constante qui n ' influe pas
sur la différence U — V. Les équa t ions ainsi obtenues s'intègrent faci-
lement. Si l'on néglige la constante arbitraire qui, s'ajoute à p, on
trouve

i-^în

U^A.^--2^ V==B^^'"";

le premier de ces résultats s'accorde, avec la seconde des équations (6).
Avec ces valeurs de U et de V, l'élément l inéai re (i) devient

ïîi ( 1 -a/A 2
d^^clu^ --^-—^ .[^u^^—ïî^^^^^

( l — 2n)A ' , /
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et l'on voit qu'il suffit de poser ^ == l ' 1 pour lui, faire acquérir la forme
homogène

n " 1

( 16 ) ci^ .= du^ +• ——..-———, (A u1^1 — B /i-s// )â «^ ̂ -2^^ j — 2 7^. J A.

ce qui montre qu'il, convient à des spirales.

Deuxième ça};. — V^o, '2/1-- 1= o. L'équation ( îS") se réduit à

ya
^-y, -4^[.„î/--:o

et donne évidei'nn'ient
V/â

U 11 / rrr; — ".^— =z CO.nSi1. •;=:•• //.
'•4 V

On déduit de là, en remplaçant v — ç^ par ^,

V^jogBr2" , IJ^lo^A^",

résultats dont le dernier s'accorde avec la seconde des formules (7).
L'élément linéaire devient alors

/ <> / ., ff /, A / / "Y , ,^=clu^^^.^J d^\

ou, en posant 9 == y^, A : B === C",

( 1 7 ) ^^^/^f- ^ ('iogc^y^^2.
' i \ i / v

Etant homogène et de de^ré zéro, cet é lément l inéa i re convient a des
spirales.

. Troisième cas. — V =:•:= o. L'équation (ïô) exige seulement

n-^^
L'équation ( î4) donne alors

Œ=A^"t

On pourra donc, puisque V^^: o, prendre

•[]•«„ V ^ s C A ^ — B p ) ,
Ânît. de l'Éc. Normale. 3* Série. Tome ÏX. — MAI 1892. 2 l
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ce qui s'accorde, quant à la dé te rmina t ion de U, avec la première des
formules (6). L'élément l inéaire (i) dev ien t alors

^ ( . 1 ,. Y{/• i ( 1 ^2

d.^ =" dn2 + 9 — (. ,4 ̂  — B r ) d^\
rV

ou, en faisant (7 == (//,

( A ^ — B ^ ) 2 | ï, o v - 7 > 7 o ^A^ '— IK0; ^ ^ ,( i. 8 ) .̂<?'2 = ̂ ^,2 4- -—•—-,————• / /3 b 'î ̂ a ;

i l est homogène et de degré zéro, comme les deux précédents . I l con-
vieni; donc à des spirales.

Ainsi il est prouvé que, dans l 'hypothèse B/^ o, l ' équat ion (13)' ne
f o u r n i l que des éléments l inéaires de surfaces spirales. La forme ( 1 7 )
est une dégénérescence du type ( ï 6 ) ; la forme ( î8) en est un cas par-
t i c u l i e r .

•10. SECONDE HYPOTHÈSE. — Faisons m a i n t e n a n t Phypothèse IV^o. Si
l'on t i en t compte des relat ions (12) et (8)', l ' équa t ion ( \ ' Y } ' pourra
s'écrire a ins i

^ [ l{1 ( U - V )— ( ̂  H + i ) ( H - V ) { J r 4- // IP]

+3IV|\]^V~"M^.^^^
L 3 H ̂ /U ̂ TF

on encore, eu égard à la d é f i n i t i o n de R,

yTi [I:V( U -V)2- (2.R + î) (U - V) U7 -h u II73"!

"9' 1 .3K.,,-("'^_v]....,.

Dans cette équation, nous allons substi tuer celles des expressions ( ;'ï '),
(6) et (7) de U qu i n 'annulent pas R', savoir

(5) (,J ̂  .^^.^^._^ ^n-r^^o];

(7) U-=-^^ (^^o).
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Substituons d'abord la valeur (5) qui donne

i i \ ] "[{ -_=, ̂  ^:_ (2,^ _ iyabV — n, W=^— (^n — ̂ abV';

l'équation (19) devient

^[ ( o - / ^—O â^^(U 2—V 2 )+(2/^- - I ) (U-V)-h^U' ]

~3(2n-i)2a^[—i^^»-v1=oL 3 ( a / À — ï ) 2 ^ ^ j

ou, en tenant compte de la formule (5),

(,o) ^[(2/^i)^V+i]-3(2/z~Q^[v-^^Â^

I I f a u t ici d is t inguer deux cas suivant que 3 n — 2 est égal à xéro ou
différent de %éro.

Dans le premier cas, les deux termes de l'équation contiennent en
facteur le même binôme linéaire en V. La solution correspondante doit
être écartée, parce que V serait constant; et il 'reste

II!'"yTT r- 0*

Cette équation donne, en négligeant la constante arbitraire qui
s'ajoute à v, ^ •
D'autre part, puisque n == j, on a

__ 2

V ^ . - 3 — — .
a\au3+b)

l'élément linéaire (i) devient alors

^=:^4-[3-^+cC^-.^2j^;
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il n'y a plus qu'à poser
3^ -i

-4- bc ==—- ac^

pour le mettre sous la forme homogène

/,/yf,^ / l .1V2 2 __^

^=^/2+'-'^l/r^-^^ u^ ^dt2,
81

ce qu i prouve bien qu ' i l convient à des spirales-
Soit main tenant 3n — 27^0. Pour intégrer l ' é q u a t i o n (20), nous

poserons
v/—v w—v € ' — v v^ ..,.,„ Y i, V ..-.." T 1 j y —- ' 1 v l •>

la fonction V étant prise pour nouvelle variable, et il viendra

111 V + ——————^ ̂  3 fv + ̂ ...--.̂ ..̂  -,-.- o,'c T y F" i '."' | » 1 r> / \ '•') / 1 "• ••' 9Vi (9. /?. — i ) a h \ \ 3 ( % ti "-• r )2 a h |

ce qui peut s'écrire

V .̂ 3V+wA
( 2 1 ) V, "W-•V(V-+-^)

en faisant, pour abréger,
" , i 3 //. —- î//. •=: -——————,- y m ".-:" ———-- "

(ïn — \}ab -2 n — î

t/équation (21) intégrée donne, avec une constante arbitraire C,

CVl rr C^ == ¥^(¥4- hY-'^

d'où l'on déduit
^=(l•;V-;ÎCl+( L \ /«..-;}

^^ = cv-'1 î + - ) ciy,

ou, en désignant par w l'inverse de V,

d^ =: — cw ( hw 4-1 )w•""8 dw.
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Si dans l 'é lément linéaire on subs t i t ue la valeur (3) de II et cette
expression de du, il v i e n t

ti n — 4

d^ ==. du14" c2 u^11 [ b ( h\v -1 -1 )4 - au^1-1 ]'2 ( /m' -i- ï )T~=:în d^ ;

il n'y a plus qu'à poser
b ( hw 4- r ) = -~ a t ^ ' 1 •~i

pour arriver à la forme homogène et du degré zéro

(23) d^ •== di^ 4- A^^ 2 ^- 1 — ^-1)2 ̂ .-/^-2/7 ^2^

ce qui. prouve que l ' é lément l i néa i r e convient encore à des spirales. I l
rentre d ' a i l l eurs v i s ib lement dans le type (16).

Subst i tuons enf in dans l 'équat ion (19) la va leur

( ̂  ) IJ —,. — —.-!—— ( ac ̂  o ),
v" CI-ÏO^CU

(]ui doniie, par un calcul facile,

B.t ̂  n^ ̂  ̂  L + a2 U, IV = ̂  U'.
2 U 2

1/éq na t ion proposée devient

^ [^ ̂ ([p- V ^ ) 4- ̂ 7] - 3a^V - ̂ ) :.-: o

ou, en tenant compte de l'équation (7) qui donne u'U' === a^LI2,

..T. v// ^ 3 ^ ^ .<....); ^,_^.,.. ^^^^

Prenant pour nouve l l e variable la fonct ion V, il v ient
1 dv! i -^ ^

V7 ^~V ^ V ta2 V ?

d'où l'on dédu i t , en intégrant et désignant par y u n e constante arbi-
traire,

//v -1-
yV^ry— ^V3^^./ 1 cw
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Soit w l 'inverse de V; nous aurons
w

dv -=z~- y we ïaï dw.

Si l'on porte cette expression de dv a insi que la valeur (7) de U dans
l 'é lément l i néa i r e , on trouve

d.^ -= di^ 4- r^f (^ + log-c^V u e ~ ̂ d^,

ou bien, en posant w =-- — a2 lo^cl,

( % 4 ) ^-= ̂ 24- a^fc(\Q^ \ ^dl^
\ f' / /f

Cet élément l inéa i re , é t an t homogène et de de^ré zéro, convient , à
des spirales, tl ne diffère pas d 'ai l leurs de c e l u i que représente la for-
mule (17)*

Ainsi se trouve établi le théorème énoncé au n° 7. En le rappro-
chant de celui qui le précède (n° 6) et des résultats obtenus au débu t ,
on a la démonstration complète de la règle (n°3) q u i f a i t conna i t r e
les caractères spécifiques des surfaces appl icables sur les spirales.

(A suivre.)


