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NOUVELLE METHODE
POUR

L'INTÉGRATION DE L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE
fêY= G^u - ce) (u - (3) (« - y) (u - o),
\u-, /

PAR M. W. KAPTEYN,

Je me propose de satisfaire à l'équation différentielle

(i) f ^Y^G^y-cQ^-PnM-yKK-o)
\€l3 /

OU

( 2 ) ( d^ y = Co -+- Cl U 4" Ça ̂  4- C., ̂  4- C,, ̂
\ a^ /

par une série de la forme

(3) ^/(.)= -Al- +-A- +...=•V-V-,v / </ ' ^ — ai ^ — Oa -«^ s — a/.

les quantités a, (3, y, c?, A et a étant des constanles réelles ou imagi-
naires.

lin posant u == -—'— 4- Rr(-s), on aura
^3 —' Ci'• )•

,,,^-A__.^4,M-1), R,(,),
(^ — a/.) -5 — ;̂.

,,._ A___ „. 3A^W ^ WW^ , B;(,),
(s—a,,)-1 (s—a,. }2 x;—a,.

A ';, 4 A3. R, ( s ) 6^.1^(5) 4 A,,.Ri(^) , ,> 4 / ̂
"t= (ï-~a,7 -4- 7ï~="a,7' "'" (s - a,)-1 ' ~ s- a,. • '• '"' "

W- Ai _ ^̂ ^Zl!̂ .) + R-.(s)
^s/ -(a-a,)4 (z-a,)2 ' l ' r ' • ''
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Développons maintenant les fonctions u, u\ u3, u\ (^j dans le
voisinage d'un pôle a,., en substituant a,,+ £ au lieu de ^.

Les fonctions R,0) et R.^), R;0), R;^), B.X^) etR;?OQ étant
holomorphes pour des valeurs suffisamment petites de £, on pourra les
développer d'après la formule de Maclaurin. En remplaçant B^(^r)»
R^(a/.), ... simplement par R, B\ ..., on obtient

TD// Ï{W J^IV

R,(a ,+£)=R +R'e+^-£2+^_e: .+^-s ' -+. . . ,

B?, (a,,+ e) = R2 4- 2RR's + (RK"+ R'2)s'4- (^RR" /-^ R ' R " ) ^ ^ . . . ,

R? (a,+s)== R3 -1- SR^'e + (|R'^R"4- SRR'^E2^-. . . ,

R^ (a,-l- E) = R4 + f^R's -I-.. • ,
R'" R"'

R,(a , ,+£)=R'4-R ' / e+-^£ 2 +y£ : •+•• • ,

R',?(a,+ e) = R'^ 3R'R"e +.. .

et, par suite,

„, = = A r + R - ^ - R ' £ + . . . ,
s

«2= A!. + ^^'•^ + (2A,R'+ R2) + (A,R" +- aRR')£ -+-. . . ,
e2 s.

^ À?. ̂  3A^R ^ SA^R^SA^ _,_ (.^..R.+ 6AJW4- R3). . . . . .
£3 Ê2 . S

A^ 4AL?R. 4A?R^ 6A.?R2 ^AÈJ^t IIaA^RR/+ ̂ AR;l
^ ̂  ̂  + _^- + — — — — ^ - + - --—^^^^^ ...

+ |.A?.RW+ 6A?(RR'+ P'2) + isAR2^ + R/--4-. . . ,

fM^^^^A^^ a ArB!^ (R/^A.R^-^...
\ûfs/ £4 S2 £ v

Substituons, dans l'équation différentielle (2) , à la place de u, u\
u3, u\ (^Y? les séries précédentes, et égalons les coefficients des

\dz /
mêmes puissances de £ dans les deux membres. Nous obtiendrons
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ainsi
A^A^C,,

o^A^HC^A;^,
-aA.R^ (4^.;^ 4- 6À^R 2 )C , , -^ -3A.?RC3-^A^C2,
-2A,.R'== (2A?ir-i- r a Â ; 2 RÏY-h ^.A.R^C,,

4-(3A; ^R /4- 3A,R : 2 )C3-+• ( îA ,RC2+A,C^ ,
R^- A.R^ [ lA^R^-h-ôA^RI^^R^) +• raA.R^^ R4]^

4- ( jÂ? R" 4- 6A/.IW"t- R3) C;t4- (a A, R7 4" R2) CH- RCi+ Co,

oa, après une réduction facile,

T^A;2^,

(5)

0=:4.RC4+C3,

o=:6A,R / —6R 2 •+-A; 2 C2,
o=4 R' + s K2 G, -h- 2 RC^ 4- Ci,
o =•=: t A, ̂ ^4- 5 R^ — 3 R2 ( 4 A^R.^- R2 ) €4 4- ( s A, ̂ 4- R2 ) Ça -4- RCi + G.,,

La première des équat ions (5) montre que la valeur de A; doit être
constante, c'est-à-dire que les numéra teurs des f rac t ions de la série (3')
devront tous avoir la même valeur absolue. La seconde fai t voir que
R == R,,(a,,.) doit avo i r la même valeur pour tous' les pôles a,, de la fonc-
tion u; la troisième, quatr ième et c inquième de ces équat ions appren-
nent respectivement que chacune des valeurs

A,R^(a,), R;(^,), A,M^a,)

doit être constante, quel que soit le pôle a^
En étudiant les équations suivantes du môme système (4)? on re-

connaît aisément qu'i l faudra avoir toujours

R^^Ça,.) = const. et A^R;2^-1 ) (a/.) == const.,

quel que soit le pôle a^et quel que soit le nombre entier n.
En effet, en remarquant que R,.(a^) a une valeur constante, et en
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désignant par (/?) une fonction linéaire des fonctions
[R;.(^.)]/S [R;.(a,)]^ . . . , [R^CO,)]^

où p i » ?2» • • ' » /^ soïlt des nombres ent iers qui. satisfont à la relation
^4-p, -[-... -}~py-=p,

on aura
R,(a,+£)=:2(/^)^,
K?(a,-h£)=2(p)^,
R^a.-hÊ)^^)^
R;t(a / .4~£)=:S(p)£^

K;, (^i-fO-^^jM-Qe7',
R^(<2,+-£)= 2(^4-2)^;

par suite, les coefficients de £7', dans les fonctions a, u2, a3, a\ ( — ^ >
seront respectivement

(^).
A.;.(j?+ i )+(/?),
A/2 (p + 2 ) + A, (/> 4- i )+(/?),
A3. (/^ 4- 3) -h A,2.^ + 2) "h A,.(/> ̂  i) + (^),
A, (^+3) +(^ 4"^).

En substituant ces valeurs dans l 'équation différent iel le , on ob-
tient, pourj9 == s , 2, 3, ...,

Ar{p 4- 3) 4- Çp + 2) -= C, ( p) 4- C,[A,(/? 4- ï) 4- {p)]
4- W^p 4- 2) +A. (p 4- 1 ) 4 - (^):|

4- ̂ [A^p 4-3)4- A2. ( p 4" 2) + A,(p + Q 4- (/.)].

Introduisons maintenant la condition A^^const. , et remarquons
que (G,, 4- Ça 4- CQ 4- C/,) (/?) est encore une fonction ( p ) , .... La der-
nière équation prend la forme plus simple

A,(p + 3) •=: ( p ) 4-A/.(^ 4- ï) 4- (/? 4- 2).

Les cinq premières équations (4) nous ayant appris que
A,.(i) :== eonst., (a)==const . et A/ . (3) ==; consL,

l'équation précédente montre qu'il faut avoir de même
(4) "=== const., A/.(5) = const., ....
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Pour mettre en évidence les deux espèces de pôles possibles, nous
posons

A;2. === const. == A3

et
A A. \

(6) ^^)=S(~.̂ — \ .<? " • a,. -3 — b,./

Dans le voisinage d'un pôle de chacune des deux espèces, on aura
donc

R,(/3) ̂ f(z) - A - =: R,(o,) + (^ - a,)R' (a,) + ̂ —^^R^a,) -h. . .^ „__ ^ ̂  j ^ ^^

et

R,(^) =/(^) + ̂ -^ = R,.(&/.) + {z - ̂ .) R;.(^,.) + ̂ ^ R:,(//,) +. ..,
,»* -—" c/^ 1 . .î

ou, en introduisant les propriétés trouvées et posant
R,.(a,.) ~= R/ . (^/ . ) =: No=: const.,

AR;.(a,) ==- AR;.(Z/ ,) -=: N1= consL,
W,(€i,.) == 1^.(^/.) == ï . ^N2== const.,

AR;:^,.) =— AR^^,) == î .2 .3N3== const.,

R,(^) = No+ ̂  (z - ̂ /.) + Nâ(^ - ̂ ,.)2+ -3 (^ - ̂ ;.);t-^-.. - , ^ (^ ̂ .) + N^ - ̂ .)2 + ̂

(7)
R,(^) = No- ̂  (-3 - ̂ .) + N^ - &/.)2- l3 (^ - ̂ .^-h ....

Il est faci le de déduire des dernières séries une propriété caracté-
rist ique de la fonction u=f(z). Pour cela, représentons deux pôles
de même espèce, a^ et -a .̂,.,̂  par deux points dans un plan, et menons
par ces points deux parallèles de même longueur, aboutissant aux
points ̂  et r,^, de sorte qu'on ait

alors on aura
^1. —_CÏf—^ ^2—— ^/••+-1 '^ "?

/(^) •= ^ + No+-|^+N^2-)-...,

/(^) == ^-1-N. + ̂  + N,^....
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Dans le cercle de convergence de la série

N, 4-^-4-N^+...,A
on aura donc

/•(^)=/(^).

La même chose aura lieu quand on mène deux parallèles de même
longueur et de même direction par deux pôles br et 6/.+.r

Considérons maintenant deux pôles a^ et by de différente espèce, et
posons

,5i — a,.== by — z:î = L

Dans ce cas, on aura encore

/(,^) = ̂  + No+^ 4-N,^+...,

/(^)^^+No+^ l-^+N^2+....

La fonction passera donc par les mêmes valeurs dans les points cor-
respondants de deux droites parallèles de même direction menées
par tous les points a, et dans les points correspondants de deux paral-
lèles de direction opposée menées par u n . point a et un point b.
Quoique cette propriété n'ait été prouvée qu'entre des limites conve-
nables, on voit bien qu'elle aura lieu généralement; car on sait,
d'après un théorème dû à Riemann, que si deux fonctions uniformes
qui ont un nombre quelconque, fini ou inf in i , de pôles ou, points sin-
guliers essentiels, coïncident le long d'un élément de grandeur f inie,
aussi petit qu'on le veut, elles sont nécessairement identiques.

Occupons-nous maintenant de la distribution des pôles dans le plan,
et supposons d'abord que la l igne qui joint deux pôles a et la ligne qui
jo in t deux pôles b ont la même direction. Dans ce cas, il suffit de con-
naître un pôle a, et deux pôles a^^ et b^ les plus rapprochés du pre-
mier, pour en déduire tous les autres.

En effet, dans ce cas, tous les points

a,, -r- n{a,.^-~- <2,.),

&,.4- n(a/.-n—a,.),
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n é tant un nombre entier , situés sur deux parallèles menées par a^
et oseront des pôles : les premiers, dps pôles du système a; les se-
conds, des pôles du système b. En prolongeant les droites a^br.
a^+i ^-M, ... de part et d 'autre à l ' in f in i , le plan sera divisé en bandes
égales; aux po in t s correspondants de ces différentes bandes, la fonc-
t ion reprendra les mêmes valeurs , t andis que, dans une banile, el le
aura la même va leur aux poin ts

CT,.4- ^

et
^/.-n — J.

Soient a^=~- x, b^-. y, a^, — a, .=== (D, on aura

(<S) u^^
• ,:y; —• m r,) ^c — >'- —— ni r,)

m é tant un nombre ent ier . Dans l'bypotlièse que nous avons faite, on
voit que la fonct ion u sera une fonction s implement pér iodique ayan t
deux i n f i n i s dans chaque bande. A j o u t o n s encore que les pôles b^
^+,, ... pou r r a i en t être s i tués sur la droite qu i j o i n t les pôles a^
a^i, ... ; dans ce cas, la direction des bandes serait arbitraire.

Jusqu 'à présent , nous avons admis que la droite qui j o i n t deux
pôles b avai t la même d i rec t ion que la droi te qui j o i n t deux pôles a.

Supposons, en second l i e u , que ces direct ions soient d i f f é r en t e s .
Dans ce cas, i l suffit de conna î t re deux pôles consécut i fs du système a
et deux pôles consécutifs du système A. Posons, dans ce cas,

ci /. = x, a ,.^, i — a r == ^ ),
b,.= y, b,,^ — b,. -= r;/,

et marquons sur le p lan de représen ta t ion les points x^-mw^-n^
et y 4- ma) -+- /xa/, m et n étant des nombres entiers; il est év iden t
que les premiers seront tous les pôles du système a, les seconds tous
les pôles du système b.

En menan t par le point oc et les points x -+- ^ et x 4- oV deux droites,
et par tous les points x -+- /i^ et x 4- /nco des droites respectivement
parallèles a u x premières et aux secondes, on divisera le plan en pa-
rallélogrammes égaux. D'après la propriété de la fonction que nous

Aim. de l'Àc. Normale. 3e Série. Tome IX. — FKVRIIÎR 1892. 6



avons trouvée, on voit donc q u e la fonc t ion reprendra la même va leu r
aux points homologues de ces divers paral lélogrammes. Elle possédera
donc deux périodes œ et co', et passera, dans chaque para l lé logramme,
deux fois pa r l a même valeur, lîn ef fe t , la fonct ion aura la même va-
leur aux p o i n t s

<?/.-+- z et 1 ) ^ — . z

ou

Si le dernier point n'était pas s i tué dans le moine pa ra l l é log ramme
que le premier p o i n t , on pourra toujours l'y r amener en a j o u t a n t
que lque mul t ip le des périodes.

La fonction peut être représentée, dans ce cas, par

(9) ^/( ,:;)== y y A \
^z — ,v — in.(f} — /Ki/ ,3 -"••"• y —"••• nif,) — //. r,/

Considérons maintenant : les deux cas séparément.

Premier cas. •— D'après ce qui précède, la f o n c t i o n // aura la,
forme

(8) a ̂ Y (———A——— - ——A,__).
"̂•rt \ ^ — x — m r») z — y — /n («,) /

Avec la formule connue
00

(10) coL3-==y-^1-
• rn T:

—— •yf.

on réduira l ' équat ion (8) à

/ *. i 71 \ . 7T ( Z — ,:Z.' ) 7T ( ^ ̂  y \"( n ) u == A - cot ..-î———^ — cet -i-.-.-.̂ Jû) L 0) ^

Pour déterminer les quanti tés x, y, oo, A en fonction des coeffi-
cients G de l 'équation différentiel le (2), nous allons calculer les quan-
tités constantes

K/.(a,), A,R;.(a,), R;(a,) et. A,R;(a,).
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D'après la dé f in i t i on , on a
A,R , ( ^ =

- a, z — x — m G)

OU, pOUr Z = X -4- 772 ÛD -+- £,

R/.(.r 4" m f,) 4- s) = A 7r col, ̂  — col 7r ( .̂  — y -4- $ ) — A

o) L ^ &:» J s

7T 1 7r - I 7T\.TT S — 77- —", co o) H;) w .cot--(.r-7)
o.»

7T 1

" sin^^-^
Cji)

COS ~ (.T -—j)

£'
Ti,

sin^ — (.r —;r)

^ J "h 2 COS2 — {x — y)
^ . . — , . . . . , . . . . . g , _ j ^ ^ ^

OC.)" . , 7T , ,s i n ' — (.:r — r)
GJ '

R^.r 4- w o.) 4- £) = A
7T r TT •I Tr'

3 G) 15 ex»3
û) . <, 7T / ^sin- — (,'r — y)

G)

, ces- (.2'~-y)
•Î7T2 C,) ' l- ' TC
———^. ——————————————————————— £-{_-„

&)" ^.Tr
 /„ .'. ÛJsin^ — (/r—y)

3 i -4- a ces2 - (x—j)

si ri4 — ( . r—/)
Ûl)

- Ê"-

R^r-t-w^^-s^A TT 2 7T"

l5 G)3

^ ^^(^-J)
C.)2 . „ 7T . .

sm" "- [x —y)

. i 4- a cos2 - (.2; — y)
?l 7T3 ^ ' •/ /

s i n ^ — (.T — y )
îr)

K;(^+m&)4-c)~=::A 7T
1 4- 2 COS2 - (^ — j)

. , 7T . .si n" - {x — y )
• 4-
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En subst i tuant , dans ces équat ions , £ = o, on ob t i en t

7TK == R , . ( a , ) = — A - co ( (^ -y ) ,

A/I^^AR^a^^A^r- ^ + -
s în 2 ~ (.z' —y)

6.)

TT
COS ~ (.2' —y)

7:" 0)
R"-= R;(a,)-=-2A ^ -

())" . ., 7Ts in''1 — (.r — y)

A,ir^AR;(^,)-=^A2^

, TTi 4" 2 cos2 •^ ( x •— yr,)

s in4 — (.r — y )

Cas valeurs, substituées dans les cinq premières équations (:*>) ou
dans les suivantes,

(19.)

donnent

( i3)

^4 ——

03=:-

c,^

c.=-

^ Co~= o.

-p3
A,.

/ R

- 4 AT
6(1^—A,.IV)
- - " — — A ï 1 1 'A,.

- 4 B

-^

/ 4ir iaKH'
A? A'- '

^,R"/4- 4RR"4- 7 [̂  - 6.KÎ!l{' -,- K<

.nk ;• AV /'

(.4= p»

€3==-. ^(^^^(..r—.y ,A o) o)

r - . ̂^-~4^.

C,=0,
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Dans l'hypothèse que nous avons fai te, l ' équat ion di f férent ie l le se
réduit à

( t4) (^)=C^Ca^^c^+c^.

Si donc cette équation possède une intégrale de la tonne (3), cette
intégrale sera

. 7T F TT ( J — .f) 'ÏT(^ ~ >•i ^rA - c
r.) L

« == A — cot, ————— — col -————-
C») r,) r/)

une fonct ion s implement pér iodique dont le facteur A, la période co et
la s i tua t ion relat ive des deux in f in i s d 'une bande seront d é t e r m i n é s
en fonction des coefficients C^, G;}, €4 par les équat ions (r3). La quan-
tité x sera donnée p a r l a condi t ion ini t ia le .

On vérifiera aisément que la fonction (i i) s a t i s f a i t à l ' équa t ion dif-
férent iel le (i4) à l'aide des équat ions (r3).

Second cas. — Dans ce cas, la fonction u aura la forme
eo co

. _ ̂  ̂  / A .A
W //' — Z»à2»à \z~''ZZ''''^~''ZI^^ ~~ j-^y_^",/ — lîl îù — ft w

ou, d'après la formule (10),

. n •^ [ T. .=A- >, col- {z —GJ J»aà 0) x — n (^ ) — co t -' ( -; — y - - n &/ ) .
</)

En in t rodu i san t une nouvel le fonction

7.,^)=^ y coi,^-/^/)G) ÂUÀ f,) '

TT . r.Z •K
- COt — 4~ -
()} &) fx) i[cet— (s

0)

T7-

— /Àr , / ) 4" COt - (3 -h fl^

ou

( i5)
00

r, / . 7T , 7T ̂  , TT . 9. TT <; V<
/.l ( -G) == — COt —— 4- 4 - Sitl ——— > — -C») G) C») C*J Àaà

...,Ï
2/i

i i — a - y - ^ c o s a TT ^



1 < )
7T /' (<) '

ou q =: a ^ , on obt ient

W. KAPTEYN.

-=/(^=A[Z,(.-.2:>)-Z,(^..-j)].

Remarquons que la série, dans le second membre de réquat ion ( i * ) ) ,
est a b s o l u m e n t convergente quand mody <^ s: ( f ). Pour que cette con-
d i t i o n so i t vér i f iée , i l f au t donc que , en posant

r,/
-~ = /• 4- -v/,c»)

s soi t une quan t i t é posit ive.
La fonct ion Z < ( ^ ) , qui s ' i n t rodu i t ici d 'une manière na ture l le , pos-

sède les propriétés su ivan tes :
( Zi(^+G,.)) ^Zi(^),

^) ^^^^)^^'^^^).
Déterminons m a i n t e n a n t les quan t i t é s constantes

S^(^), A,R;.(r/ ,) , IV^,^,), A.IV^a,).

D'après la déf in i t ion , on a

R , ( z ) .=:: /( z ) - -—-,.-— „,„ ;' • / J ' ' z ~ .r — //z<,) — /^/'7

en posant
,̂  == .r "+- ^?, c»') 4- n G/1--!- £,

on ob t ien t donc
R.,. ( a. r -"1- £ ) -= A [ Z i ( z ~ ,r ) — 7^(^ — y ) ] c = a- ̂  m ̂  + rtûïr+ s ""• ^- -

c

Dans cette équation
r, / , . '/i TT ̂  <?' ^/1 ( m. &,) 4- n o)' ~l- e ) :::=: — —— -+- /^ ( s )

CAÏ

et
r, • / / , 2 TC /?./ ,, ,/ i ( .z '—y-h m(ù -+" ^(1) -4- e ) = — -—— 4- /, (.^ — y 4» 5^

0) ' '"'

par suite

R,. (ï7,+ s) =:. A rZi(£) - Zi (^ ~y 4- e ) - •J- |.

( 1 ) ISiSENSTEiN, Tournai de Crolle, t. 35.
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Soit m a i n t e n a n t

%1 (£ ) — ^ ==: /^ £ 4~ ^;, £3 -1- ^ £;' + . . . ,

l 'équation précédente se r é d u i t à

H,(^,+£)=-A.^£+^£^4-. . .-Z^.r-^-Z^.r-.-^s- ̂ f.̂ :̂  ^_. . .

(FOU

( 1 8 )

R = H,(^,)=-.-A.Z,(.r»-j),
A.B^ =„ A,R;. ( ff,) :̂  A2 [/)i — Z; (^ — y)],

1^= R;(^,)::r::^AZ^(^--y),

A,ir=: A,1C(^.) ̂  A^G^y- Z7(,z -,)'):|.

En subs t i tuan t ces valeurs dans les cinq premières équa t ions ( 5 j
ou dans les équations (12), on obt ient , quand on met s i m p l e m e n t Z,
au lieu de Z, (x —.y), ...,

f -
^^A2 '

.̂09)
€3——7,,

a=6(z,+zî-^,) ,
Ci = 4, A (Z'; 4- 3Zi Z, + Z? - 3 Ai Zi),

Co=A2(|.Z^+4Z,Z';+7Z;^l4^Z,+7^+6ZïZ^6^,Zî+Z;•-~l lo^).

Ces équations, qu i dé t e rminen t les i nconnues en fonc t ion des coef-
ficients de l 'équation dif férent ie l le , sont bien d i f f i c i l e s à résoudre.
C'est pourquoi nous a l lons su iv re un autre chemin, pour reven i r en-
suite sur ces équations remarquables.

L'équation (16), avec la première des équat ions (19), nous apprend
que l 'équation différent ie l le

(Ê)^ G2 (" ̂  a) (uw ̂  (^ - 7) (/. - a)

peut être satisfaite par

/ / .=^[Z,(^-.2')-Zi( ,^~y)].
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Les valeurs de z ' , pour lesquelles —^ == o, satisfont a l ' équat ion

Z^~.r)=X^--r).

Or, Z', ( ^ ) étant âne fonct ion doub l emen t p é r i o d i q u e de qua t r i ème
ordre, aux périodes co et co\ qu i satisfait aux équa t ions

Z,(~-:0=-Z^),
Z^)~-.:0=Z/,(<),
Z^r.)'--^^/^^),
/^ (^ -4-. o ) 7 — ^ ) r^Z^ (^),

on trouve les quatre solutions

. , ,r + r'
z ;"=; A i

^ .:=: /\a"= —:--'- 4- -?^^y ^ ^
'). •2

( ' - Î O ) .r+y <,)
, A.^ .̂'. • - • • ' 1 1 • - 1 1 - ~ 1 1 • -l- -:•"- ?

" \>. 9.
.y -'r y o» + ''*/

I l est év iden t qu'on peut a jou te ra ces s o l u t i o n s a u t a n t de m u l t i p l e s
des périodes qu 'on veut, et qu ' i l y aura q u a t r e so lu t ions dans chaque
p a r a l l é l o g r a m m e ; par sui te , nous pourrons admettre que les so lu t ions
précédentes soient situées dans le premier paral lélogramme.

D'autre pa r t , les valeurs de u correspondant à ces qua t re so lu t ions
sont u == a, u =• S, u = y, // = $, comme on le d é d u i t i m m é d i a t e m e n t
de l ' é q u a t i o n d i f fé ren t i e l l e .

Posons do lie
a=^[Z^A,-.r)~Z,(Ar-j.);|,

P=^ [Z,(A,-.r)-Zi(A,-j):|,

7=:- [Zi(A3~.r)-Z,(A,-,r):|,

o = ~ [Zi(A,---^)~Zi(A4-~,r)L
vx
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OU

( - 2 1 )

î.

G

î
G

i
G"

î
(î

r/̂0rr

\/(
v/(

v/(

\/(

^ —

/<; —

t( —

u — a ) ( ̂

a ) ( z ^

a ) (^

a) ( / / /

du
-(3) (M

rfw

-p)(«

du
-(3) (M

du

-P)(«

-y)

-y)

-y)

-y)

(«-

(«-

(«-

(u-

S)

S)

°)

0')

-A,,

==A.2,

=A,,

=A4,

les équations (20) déterminent les périodes œ et co7 en fonction des
intégrales A,, A,>, A;;, A/,.

En effet, on aura

(32)
j rx) =: 2 A 2 — 9, A î ,
( c»)'== a A 3— a Ai,

et la relat ion l i néa i r e entre ces intégrales

A î — Ag — A 3 -h A4 == o.

D'après la méthode même que nous avons suivie , il est évident que
les chemins d'intégration des intégrales (21) sont tels qu'ils ne ren-
ferment aucun des points a, frt , y, S. Quan t à la l imi te infér ieure , nous
avons admis la cond i t i on i n i t i a l e u == o pour z == o.

On déterminera les i n f i n i e s x ety pa r l e s formules

(a3) .r4-.r=:aAi,
Z i (^ )==Zi (2Ai—^-) ,

dont la dernière se d é d u i t de la condition initiale.
Pour vérifier que la fonction (16), dans laquelle les constantes sont

déterminées par les équations (19), satisfait à l 'équation différen-
tielle (2), nous allons développer les fonctions u\ u\ u\ (^Y, où\dz/

^=:A[Zi(^~^)-Z,(^-y)],

suivant un théorème de M. Hermite.
À/m. de l'Éc. Normale. 3" Série. Tome IX.— FiiVBiER 1892. j
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D'après ce théorème, toute fonction/^) méromorphe aux périodes
co et CD' s'exprime l inéai rement au moyen de la fonct. ion Z, (^) et de
ses dérivées.

Supposons que la fonctiony(s) n 'ai t que deux pôles .z'et^y, d 'ordre
4 dans un parallélogramme de périodes, et qu ' au vois inage de ces
pôles

/(.^)^-^+^+^+A^--...,

/•(, + g) = ̂  + ̂  + ̂  + l̂ l + [{„ + . . .,

on aura, K étant une constante,

/ (s) -= K. + A, /, (.= - .r) _ A 2 /; (^ - ,/•) + -^ /'; (.- - .r) - ̂  Z"; (,--./•)/^ (̂ .,,.) ̂  A, //, (̂ ,,.) 4- ̂  /'; (^ - .r) - ̂  Z': ( ̂  - .r )

(23) 1 1 1 >
1 . ï» r.y / \ t t r,y/ / _ ., , î > : S r / " / _ „., B ) ' » ' • / ' " /» .. ̂^Z^^-.y)^1^^.-^)"B^ (^.^) ̂  jï,z^ (^-.y )...... 1- B3 Z'; (. -j)~ |'

En posant dans cette équation

z ~=^ x -}- s,

/i ( ̂  — a') ::•;:•: ^ -|- /^ g 4- ;̂i 2^ 4- . . .,
£

Z, ( ̂  — ,r) == — ̂  4- 1>^ 4- :î ^;i£2 + . . .,
£ "

Z'i(^-,:r):^^-4-6^£4-...,

Z^ z -. ̂  ) == — ̂  -h 6 //;, ~h. ..,

Zi (-s -y) ̂  Zi (.^ -j) + £//i (./• - y)
:=Zi-4-£Zi+. . - ,

et égalant les termes indépendants de £, on aura

( a4 ) . K "-"= Ao •+• A,^ -+" A^, ̂ 3 - P>i Zi + 1^ /^ - lh 7:\ 4- ̂  /';.
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En développant

^ « ( 3 ) == A [ Z ̂  - ,r ) - Z ̂  - y ) ]

pour z == <r -|- £ et s ==:y -4- £, et i n t rodu i san t les quant i tés R, R\ R",
R^ déterminées par les équa t ions (18), on obtient

// (.^4-c):.^- ^4-R+R^4- | rR / /£ s--^-4RW£ : î4-- . . . ,

1 1 (j -+- £) -^ — A 4- R — R^ -+- ̂ •r^—^rÊ3-^...,
£

desquel les on déduira , comme précédemment ,

^(.r4-£):= t,'-^ ^AR' -haAi^+R2-^...,
S" £

A 2 o A î-î
^(j+g)^: iL^ r^" +9AR / +R 2 -^ - . . . ,

£'" c

^(,.4-^ ^^^4R4-3-A2^-^^+tA-R''+6ARR'+]P-^...,
£' £" £

, . , A3 3^'R 3^'Rf+ 3AR2 , ,,,,,, ,.,,, ,-.i^ ( j 4 -£ )=—^-+ .̂-̂ _ _ ———..„.———— _(_ ̂ ^ }\"^_ 5 ARR^-l- R3--)-. . . ,
£' £ ~ £

, , , A/- ^.m\ .^A^R^ôA^R2 âA^V^iaA.^^I^+^.A.R3
„- ( .,„• 4- c ) -,: ^ + -^- + —————^————— + ————————^—————————

4~•jA3RW-+-6A2 (RR^ R^2) 4-J2A„R^R /-{-R4+...,

^ A^ __ U^R. 4 A3 R^ ôA2]^ _ ÎLAl;rr̂
(J' c}~- ^^ ^^ •+.-.-—..^-__ - ^ - ^ — , - „ „

-4" |A:ÎR<+- 6A2(RR /7-+- R^ 2 ) +I3AR2IV+R4-^-. . . ,

,., , A2 iîA^ 9.AW „., ,.-,,„u'2 (.r -4- £ ) == "̂ ~ — --^y- — —^— 4- R^ — AR^...,

/^ , A,2 îîAI^ îîAR" ,./, ,^,/,u'i (y 4- s ) =: -^ — -^— 4- —— 4- 1^2 _ AR7^- ....
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En appliquant maintenant les formules (23) et (24), on obt iendra

^ = Ka -t- 2 ARZ^ (,s ~- x) — A2 Z^(5 — .r )
- 2ARZ,(^ -r) - A^ ~j),

^= K^-USA^-t- SAR^Zi (^ — ^) — SAW/^ — .y) 4- ̂ Z^ ~ .r)

-(SA^7 4- SAR^Z^s —y) — SAW/^ —7) ~ ̂ Z';^ —r),

«^=:K,•+•(2A3R / /-H2A2RR /4-4AR3)Zl(^—.^•)
-(sA^'+iaA^W+^AR^Z^^—j)
- (4 A3 R' -+- 6 A3 R2 ) Zt (z — ;r) -+- 2 A3 RZ^ ( -3 — .̂ )
-(4A3R / 4-6A2R2) Z ,̂- -j) - ̂ A^RZ^J --r)
-^A^Z^^-^)

~ ̂ 7.7(^-7),

f^Y=: Ko- ̂ MV7^z -x) + aA^Z^^ - .r) - î Z7;̂  ~ .r)
V"--' / b

-h 2AR"Zi(^ -j) + 2AR'Z,(3 -y) - ̂ X';'̂  -,y)
6 '«'

et

K,=2AR'+R24-A26l+2ARZ,+A ÎX',

K,==jA2R"+ 6ARR/+ W + 3A ! !R&l+ (SA'R' + âAR^Z,

4-3AiiRZl-^-^tZ"l,

K^ == t A3 R" + 6 A2 ( RR" + R'2 ) + i a AR2 R' + R4 + ( 4 A» R' + 6 A 21{ 2 ) /.,
^-A I (63+(2A ; !R y+l3A ÎRR /4-4AR ; ) )Z,+(4A ; tR /4-6A i iK2 )Z,

4-3A3RZ';-|-^Z',',

Ko = R'2 - AR'" - 2 AR' 6, -i- A2 h, - 2 AR" Z, - 9, AR' Z', + Ai Z'".
0

Î n substituant ces valeurs dan? les deux membres de l'équation dif-
férentielle et ayant égard aux équations (5) qui déterminent les rela-
tions entre les quantités R et les coefficients G, et a la première des
équations (18), l'identité des deux membres est évidente. Remarquons
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encore que, d'après la méthode ingénieuse deRiemann , on sait que le
coefficient de la partie imaginaire de ^- a une valeur positive ( i ).0

'j)

De la même manière, on peut traiter l 'équation différentielle

( 30 ) ( — ^ = Co -+- Ci II + C.2 U2 -+- €3 ti\\ dz )

En posant

2.A,

ou . - v r A" -,- -B'-1
^\_^-a,.Y^-a,y

on serait condui t à une absurdité, à moins que B, == o.
Supposons donc qu'on pourrait satisfaire à l 'équation différentielle

par
V A,

^iZ^-a^-

En suivant le même chemin que précédemment, on obtiendra

A/.=== con5t..= A
etet

^=-AZ^-^),

où x est un in f in i du second ordre dans un parallélogramme des pé-
riodes.

Les relations entre les inconnues et les coefficients sont ma in tenan t

p 4^""r
(27) < Câ^ ̂ i?

J Ci-=i2A(/^-h-5^),

( Co^U^o^+ioM^^).

Au lieu de résoudre ces équations directement, nous déterminerons

( 1 ) KQENïGSBERGEIt, EU. FwiCt^ I, }). 299.
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les quant i tés co, o/ et .r d 'une manière plus s imple . En éc r ivan t l'é-
quation d i f fé ren t ie l le

^du\2 ===G^(^~^ ( ^ - (3 ) ( ^ - y ) ,

du
dz

on voit que —< === o pour //, === a, ^ == ^ et //. == y. D'antre part , on dé-
d u i t de

//=~^Z^~..r),

que les va leurs pour lesquel les .-̂  == o sa t is font à l ' é q u î i t i o n

Z;(^-.z-)^o.

En né^lii-çeant des mult iples de périodes, on aura

A' = .r + • • - • 1 ?

(^8) = A;>"- X -h — î

:A,"r:^+-^.^-

ou
L r\...^^^^^^^^ ^A \1 /"a r/^-
^^^ ,̂.̂ ,̂ ^̂ .̂^ ? . ^ ̂ y/^-^^^^^^^^ -w - 1 1 v

(i.I j7—:r'^ ̂  y'^^ -r^ K^ ̂ -py-^r^
'lï ./̂-f\,-,._^

^'•Jo {/{U —
r=: A'

(r ̂  ^/( /7' r"a ̂ •^••py^^^^^^

Des équations (^8), on déduira

( SK) ) r,) =r ^ A,3 — 2 A.^, W' =: 2 A ^ — ^ A ̂ ,

tandis que la quantité x sera déterminée par là condit ion i n i t i a l e u ̂  o
pour z == o ou par l 'équation

(3o) . y - ^ A - i - A ' — A : , .
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On vérifiera, comme précédemment, que

/ /=---AZ,(^-^),

dans laquel le les constantes sont déterminées par les équat ions (27) ,
sat isfai t à l 'équation di f férent ie l le (25).

Revenons main tenant aux équa t ions (19) et (27) , et introduisons,
pour les résoudre directement , trois fonctions définies par les équa-
t ions

(.,(^) ..Z,(.),

w 4-^) --^(-).
r, /" r») -h- ̂  \ Tïi ., , .,. ^(.^.-^-)^^

Ces fonc t ions , développées d'après l 'équation ( r5) , donnen t les
séries suivantes :

Ci) '"' f,) fl) G) -A— ,, 27T^ ,i i +• 2 ( [ î n ces —— 4- <7- '̂
G)

^2/^1\ rr , . , TT . "ÎTT^ ^C^ ^-/t-i
( 3 ̂  ) / Z ^ ) -= 4 - s i n —- ^. ——————-————
v / \ ^) G) Ad «., , a7T.S" ,,_,,,^->eos^+^"-

r, , . , TC . a7T3 VI </2/;; ( s ) •=- — 4 - si n —— >, ———————'-
f" ^,-+-,. ̂ "-'cos'^+</••"-

i w

En ajoutant les équations (t;5) et (3s), on obtient

(33) Z i ( s )+%2(3 )+Z(3 )+Z3(5 )=3Z , (35 ) .

Pour trouver encore d 'autres relations, introduisons les abréviat ions

Si (5 )=Z i (3 )+Z2( -s )+Z(5 )4 -Z3(a ) ,

S^)=Zi(^)Z^)+Z,(5)Z(s)+Z,(^)Z3(.s)
4-Z2( -3 )Z (^ )+Zs (s )Z3(5 )+Z(5 )Z3(^ ) ,

S3(5)=Z,(5)Z, (s)Z(^) +Z,(.-)Z,(s)Z»(5)
+Xl(5)Z(5)Z3(^)+Z2(^)Z(5)Z; , (3) ,

S » ( 5 ) = Z t ( 5 ) Z 2 ( 3 ) Z ( ^ ) Z 3 ( 3 ) ,
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et remarquons que, d'après les relations

„ / ù)\ ri , •. r, ( ûû \ 'K t >-J / \ïl{s + ï) =7^3)' z^3 -1- T; '=-- ̂  +z(5)'

Z,(.+")--Z,(.), Z,(.4-^)=-^+Z,(.),
\ À / \ ^ y '.»)

„ / • c>)\ „ , . ^ ( w'\ rd r , , \l.l,+^ =/,(s), zL-+^- =-^+/.,(«),

Z.(-.ï)=^-), ,,,,^^-^^Z, (̂,), .,(,^)=-^.Z.(,,,

on a

S,(^)^), S,^^=-^-.S,(.),

û)\ , , , „ / ^/\ GîT2 37T/ , ,
.^=h,(=), ^^4-^^--^--^-^SJ.+- =S,(s), SJ.+- =:---7-——S,(s)+S,(.-),

S^-^)=S,(.), S»(.+^)= 4^' -3^S,(.)-^'S,(.)-t-S,(=),

s.(^9=s,.(.), s^-^ ^^s,(.)-^s,(.)-^,^s^

Considérons m a i n t e n a n i les trois fonct ions

cp^)== 8S,(^)- 3SK^) ,

^) = 8 S..,̂ ) ~ 4 S,(5) S, (^ + S^^),
(34)

i 7.(» = 11,^ S,(^) ~ 288 83(3) S, ̂ ) + 240 S,(.ï) Sf (^
1 ^ -M4Si(^)-45S /;(^;

ces fonctions sont doublement périodiques et possèdent toutes les
mêmes périodes -^ et — et les mêmes infinis

9, 2

r,) o/
•m- •4- ^•","a a ;

seulement les infinis de cp(.s) sont du second, ceux de ^(s) el ' / ( z )
respectivement du troisième et du quatr ième ordre.

En développant, suivant le théorème de M. Hermite , ces fonctions
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au moyen de la fonction Zi (as)et de ses dérivées, on aura

/ 9(s) =L - l -aAiZi (3s)—4AaZ' i (25) ,

(35) ^(^^M+aBiZ^a^-^B^Z'^^-^BaZ'Kas),
( X(5) = N + aC, Z.(2s) - 4 G, Z.(35) + 40, Z;(35) - J C,Z','(2.-),

où A, B, G sont les coefficients des puissances négatives dans les
séries

/ \ A<> Ai® ( e ) = — +- +Ao+.. . ,
& C.

^)-^+^^2l^,,.+...,

Z(s)=^-^-,^^.,Co^..,

et L, M, N des constantes qu'on déterminera en égalant les termes
indépendants de s après avoir développé les deux membres des équa-
tions (3,4) pour la valeur z = £.

En posant
Zi(s) •==. ^ -(- b^s. -T- ^e^-f-. . . ^

Za(£)=: Cie+^g3^.-. . .,

Z (£)-= ^Ê-4-^^-t-. . .,

73(6) = ^le-h^e3-^. . .,

on pourra aisément déterminer les relations

(36) 3^i== Ci -t- cl^~\- e^
l5^=-=C3-hJ3-t-Ê?3.

En efÏet, en développant les deux membres de l'équation (33) ou,

a Z ^ ( 2 £ ) - Z i ( £ ) = Z 2 ( £ ) + Z ( s ) + Z 3 ( Ê ) ==/(£),

on obtient
3^£+I5^£3-^-. . . .=/^o)£-+-/W(o)8 !4-. . . ,

d'où résultent les équations (36).
Ànn. de l'Ec. Normale. 3e Série. TomeîX. — FEVIUER 1892. 8
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On a donc

Si (£)z= - 4~ 4^1 S -+" î66;t£3 +•.. . ,

Sâ(s )== 3ôi-h (Ciû?i4- Ci^i-h ̂ i4- 3^ 4- iSx^s2"!-. . .;

par suite,
As = -- 3, A,i == o, Ao ̂  o

et
9(^)=L-M3Zi(^) .

Pour déterminer L, on aura

[y (-s) — 12 Zi (25)]2;=o=Ao"~-12^1==— ïst6i-:= L,

d'où résulte la formule

(37) 9(^)=8S2(^)~3Sî(^):=—ï2^i4-ï27/J,9^),

Développons les deux membres de cette formule et égalons les
coefficients d e z 2 ; alors on obtiendra une nouvelle relation entre les
coefficients, dont nous aurons bientôt besoin. Cette relation est évi-
demment

(38) c^cl, 4" c^ + cl, ̂ 1= 3(6^ + 5 63).

Avec ette formule, on obtiendra les développements

S^(e)^:: L -^^e^iô^s3-^...,

82(8) == 3^4- (6b\ 4- 3o63)£24"- . . . ,

S3(e)=:(3^4-i5^)Ê+-.,
S/^e)^^^^^2-^...,

SKS)^^^ 861 4-( I6^+32^)£2 -^-. . . ,

S5(£) == ̂  + ̂  + (48^ 4- 486,)$ 4- ..,

Sî(£)==^4-^4-(96^+6463) +..<;
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par conséquent,

B3== î, Bâ==o, Bi=o, Bo=o,

64-=:—43? Ça == o. Ça '== Oy Ci == o, Co'^ô
et

^):=M+ 4Zï(2.s) ,
yJ^)==N -naûZ^o^).

Pour déterminer les constantes M et N, on a

[^)~ 4ZÎ(2^)]^o=Bo=M.

[yj^) - i2oZ;(2^)],=o = Co - 720^== N;

donc enfin

(89) ^)= 883^)- 4S2^)S,(^+S?(^=4Z /;(2^

(4o) 7j^^ji52S,^)----288S3^)Si(^+24oS2(^S5(5)-224S|(^-45St(^
==: — 720 b^ + 120 Z^ ( ̂  ̂  ).

Démontrons maintenant comment les équations (33), ('37)5 (3())
et (4,o) peuvent servir pour résoudre les équations (19).

En ajoutant les équations

SS^Z)— 3 ̂  (2) =:—I2&i-|-I2Zi(2^)

3S^ (^ )== I2Z^ (2^ ) ,
et

et divisant par a, on obtiendra

(4i) 4S2(^)=6[Z?(9^)+Z,(9^)-&J.

De même, en ajoutant les équations

8S^)~-4.S^)S^)d- Sî(z) = 4ZÎ(^),
i •S^(5) [8S,(^) -3Sî(^) ]==I2Z^(2^) [Z / , (<25)-^ ] ,

iS?(^) = 4ZÏ(^),
eCdivisant par 4? on aura

f42) 2S3(^)==Zï (2^)+3Zi (2^) [Z , (2^) - .^]+ZÎ (2^) .
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Enfin la somme des équations

i i52S,(s)-28883(5) Si(^)
- i-24oS2(^)S°i(5)-234S|(5)-45SÎ(5) -~-'jwh,+sw7:,(ïs),

36Si(s)[8S3(5)-4S,(5)St(s)- l - Sî (3) = a88Z.(a5)Z'i(3^,

^[64S|(3)-48Ss(.s)S?(5)+ QS^5)^ 5o4[Z'i(aG) - AJ2,

9S?(a)[8S,(s)- 3Sï(s)]= 43a[Z',(?^)-&i]7^('.^),

|S'î== 72ZÎ(^)>

divisée par 72, donne l'équation

( l6S,(5)=fZ','(2^)+4Zi(3-s)Z'i(2s)
(4 ) '( -^-7[Z'l(35)-A^] i i+67^(3.3)[Z'l(as)-^l:|+Zî(•->•s)-'o^

Les équations (19) peuvent donc s'écrire

C,. =-: -^ î

ou, en introduisant les constantes a, (3, y, S,

rï— '(x -^,

.^(a+P+y+^^S,^-7),

G» (a0 + ay + aâ + Py + jîiî + yî) = 4 821^—1^ )»
\ " /

—G^apy+apô + ayS + (3y3) = 8A S, ̂  ̂ " y) >

G'apyâ == i6A2 S/^-^y
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De ces équations, on déduira aisément

a= 2 Z, ( ^ • Ï )= i[Z,(A,-.,r)~Z,(A,-j)],
\-s \^ fi j \x

16 -= è zg (lr^) == è ̂ Aî- ̂  - Zi (A.-y)],

y = ̂ Z (•r^) = ̂ [Zi(A3-^)-Z>(A3-,r);|,,

o = ̂  Z, (•r: )̂ = ̂ . [Zi(A,- ̂ ) -Zi(A,,-.,r):|,

d'oîi résultent les équations (20).
De la même manière, les équations (27) se réduiront à

••- r
- (^(a 4- (3 + y) = 4[Z,(o) + Z'(o) + Z;, (o)],

(P(a(3 -l- ay + (3y) = 4A[Z; (o) Z'(o) + Z, (o) Z,(o) + Z'(o) Z, (o)],

-G^Py^U^^Z'^Z^o).

La forme des seconds membres de la deuxième et de la troisième de
ces équations se déduisent des équations (36) et (38), tandis que le
second membre de la dernière équation se déduit de l 'équation (43),
en développant les deux membres de celle-ci et égalant les coefficients
des2 .

Des équations précédentes, on conclura

a =- ̂  Z;(o) ==- ̂  Z, (A, - x),

(3 ==- ̂  l' (o) = - ̂  Z, (A, - ̂ ),

y = - ̂  Z, (0) = .- ̂  Z, ( A'. - ,^),

d'où résultent les équations (28).
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La méthode précédente montre comment l/hypothese que nous
avons faite sur la forme de l'intégrale condui t , d 'une manière bie'n
simple, aux fonctions Z et, par conséquent, aux fonct ions 0 de Jacobi.
Ajoutons encore que ce n'est point le seul avantage de cette méthode,
mais qu'elle s 'appliquerait également à l ' intégration de p lus i eu r s
autres équations différentiel les d'un ordre plus élevé.


