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A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

DE

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE.

MÉMOIRE

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE
[soin; Cj|,

P A U M. P A U L PA1NLEVÉ,
CHABtjIÎ Dîi TOURS A LA l 'AtiULÎti DliS S^tl-^'ClîS l))î LILUi-

CHAPITME Y.
APPLICATION DE LA MÉTHODE PRÉCÉDENTE AUX ÉQUATIONS DE LA FORME

./=R[.r,(,r)|.

.̂ ^N
1. Quand le ffenre •de la relation /CÇ. ' 1 1 ^

^•^//ft-,
l7!:/^^^)]-0 [^1 ^^ ^

e n y c î t y e s t nul, une transformation hirat ionnel le permet, comme v.̂
nous l'avons dit, de ramener l'équation différentielle à la forme \̂ >'̂  -4

Y ï ^•<'' ^
(i) /"H[7,(^)],

où R désigne une tract ion rationnelle enj.

(r) Anwlef de l'Écok Normale, t. VIII, j). 267.

Anti. d<: l 'Kc . Norinalt!. 36 Série. Tome IX, — JANVIEK 1899.



10 P. PAINLEVÉ.

Si l'intégrale générale d'une telle équation n'admet que /? valeurs
se permutant autour des points critiques mobiles, elle peut s'écrire

M[.y,(.y)]_..
iN[y,(a--)] "

M et N étant deux polynômes en y de degré n et G une constante; ou
bien encore

,^^-^^±Ê^^^(^^
( a ) . y ' J ^ C 4- a/, >/ a,, C -h p,, y. ni. -1- p//

— y^ + 7,-i y^ -+- 7/^2 y'^ •+-...+ 71 y 4- 70 == o.

L'un au moins des coefficients y, {x) dépend de la constante G. Pour
fixer les idées, admettons que Yo dépende de G. (Pour échapper d 'ail-
leurs au cas exceptionnel où cela n 'aurai t pas l ieu, il , su f f i ra i t de rem-
placer y par,y 4-/^, k représentant une constante que lconque . ) Dans
cette hypothèse, exprimons C en fonction de Y ( ) ; on voit que

y ^ =rA.i 7o+Bi ,

72 ^AS yo+Ba,
. . . . . . . . . . . . . . . < . »
7,^-i==. A/^i7o4- ,B//,.-i.

L'équation (2) devient ainsi
( 3 ) y^ 4- (A/,-170 4- B,,̂ ) y^ -h-.. . 4- (A.i yo 4- Bi) y 4- 70 = o,

ou encore
_ _ ĵ tî LZli1 "+" B//n2z^2 "'h^ • " ̂ '^b y

(4) 7 o — - K^iY^^' ;+A^'7"^:T"""'1""

Dans cette égalité les A et B désignent des fonctions de x bien déter-
minées, et Yo ^ne fonction qui satisfait à, une équat ion de Riccati
( 5 ) 7 o == ̂  71 ̂  ^ 7o + /; •

Si l'intégrale de l'équation (1:) est de la forme (^), il existe un sys-
tème de fonctions A,, B^, w, n, p , et un seul, telle que cette intégrale
soit définie par l 'équation (3). Il en résulte qu'étant donnée une équa-
tion ( i) , on reconnaît à l'aide d'opérations linéaires si l'on peut déter-
miner un pareil système, et, dansée cas, le système s'obtient lu i -même
à l'aide d'opérations linéaires.
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Ceci rappelé, voici quelle doit être la marche du calcul : on difïe-
rentie l 'équation (4) par rapport à x, et on remplace yo et y^ par leurs
valeurs en y et y dans l 'équation (5). En ident i f iant l 'équation ainsi
obtenue avec l 'équation donnée, on forme un certain système de rela-
tions qui doivent être compatibles, et qui , si elles sont compatibles,
sont parfaitement déterminées. L'équation se trouve alors ramenée,
par des opérations purement algébriques, à une équat ion de Riccatî.

Inversement, ce procédé permet de former toutes les équations ( i)

^HIr (ïY]-^-^^j -^[J.Wl-^^^Y

dont l'intégrale prend seulement n valeurs autour des points c r i t iques
mobiles (n étant donné). On voit que, dans le cas plus général, P est
de degré 2^, et Q de degré an — 2. Les (4^ — ï) coefficients de R
s 'expriment en fonction des (2^+1) fonctions arbi traires A,, By, m,
n, p , et de leurs dérivées premières. Ces' coefficients satisfont donc à
(2/1-— 2 ) relations différentielles. Pour calculer ces relations, on éli-
mine entre les (4 .^—1) valeurs des coefficients de R les (2 /1—2)
dérivées des A^-, B^ qui f igurent seules. Il reste a ins i ("2/14-1) éga-
lités, d'où l 'on peut tirer les A/, By, m, n, p en fonction des coefficients
de R, et, en portant ces expressions dans les valeurs de —^ —A on
forme (2 /z— 2) relations ou figurent les coefficients de R et leurs dé-
rivées premières, ou, d'une manière plus précise, (^-n) fonctions de
ces coefficients et dérivées de ( 2 / 2 — 2 ) de ces fonc t ions .

Mais il peut arriver que l 'équation (ï), formée en partant des équa-
tions (4) et (5), soit telle que P et Q aient un ou p lus ieu r s facteurs
communs en y . (En part icul ier , P et Q peuvent avoir leurs premiers
termes n u l s à la fois.) So i tX le nombre de facteurs communs à Pet Q.
L'équation correspondante est alors de la forme

( 6 } ^ •- alln:L!lly!^^ dzllZ!!!!̂ ^i' / "' "~ " "" /^^A.-) 7^->-2) -h... 4- ̂

Les deux coefficients a^^, ^,/->^) ne sont pas nuls à la fois; j 'ajoute
qu'aucun d'eux n'est nul dans l 'équation la plus générale de la classe
étudiée. Car, si une équation (6) appartient à cette classe, la nouvelle
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équation obtenue en faisant le changement de fonction

/ — Aifl2i±AiiiLY~" Ai(^)y i+/M(^)

j ou i t de la même propriété, et les coefficients correspondants ^(a^.-»,
6(2^-).-2)soï]^ différents de zéro.

Les ( 4 ^ - ~ 2 À — i ) coefficients distincts de l 'équation (6) s'ex-
priment en fonction des (2^4-1) fonctions A^ B^ w, /z, ^ liées par
les À condi t ions nécessaires pour que P e t Q a i e n t À facteurs communs.
Ces condit ions renferment les dérivées premières , 1 ) —^ f l résulte
de là que les coefficients de l 'équation (6) satisfont à (2/1 — A — 2)
relations, où figurent ces coefficients et leurs dérivées jusqu 'à un
ordre d 'autant plus élevé que X est plus grand.

En défini t ive, soient une équation (i) donnée, [x le degré du numé-
rateur de R, p/ celui du dénominateur . Désignons par v le plus grand
des nombres ;x et p/+ 2, et mettons l 'équat ion sous la forme

( î ) y' = J^ •̂ l̂ triZ^1 + • • • 4" a<L^J ï^y^ + ̂ ^̂ y7^̂ 77;:i: ̂ î

en introduisant , s'il est nécessaire, des coefficients nuls. Pour que
l'intégrale d 'une telle équation ne prenne que n valeurs autour des
points critiques mobiles, il f a u t et il suff i t que les ( 2 v — t ) coefficients
a.i, bj satisfassent à un système de (v — 2) relat ions, (a)^, bien déter-
miné pour chaque valeur de n et de v. Le nombre n ne peut être i n f é -
rieur à ^; si n == ^, les relations (a)^ dépendent des coefficients de y
et de leurs dérivées premières; de plus, ces coefficients s 'expriment
explicitement a l'aide de (v — i) fonctions indépendantes. Si n dé-
passe ̂  les dérivées des <^, bj figurent dans les relations (a)^avec un
indice d'autant plus élevé que (2/1 — v) est plus grand; les coefficients
ai, bj s 'expriment à l'aide de ( ,2n+ï) fonctions liées par (^n — v " )
équations différentielles, qu'on ne sait pas intégrer en général.

Si les coefficients d'une équation ( i) vérifient le système (a)^ l'é-
quation se, ramène linéairement a une équation de Riccati, par une
transformation (3).
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Pour appliquer à un exemple simple les remarques générales qui
précèdent, étudions les équations (i) dont l'intégrale ne prend que
deux valeurs autour des points critiques mobiles. L'intégrale peut s'é-
crire
(7 ) J 2 + ( B ~ Â . y ) y - 7 = o ,

ou encore
, „-. r^t-By7 ~" "ATTT 'Ay+i

y' == m y21-!- n y -h" /?*

Si l'on remplace y et y' en fonction dey et /, il vient

Y vérifiant l 'équation

^ _ my^ (a^;R + ^A.-i-A.Qr3^-- [mB2^ ̂  (r -)-AR) ̂ A^^S^AI^^^^^^^^ .^ _ ^ ^ ^ ^ ^

L'équation sous sa forme la plus générale peut donc s'écrire

^ •/<• 4- [^ (^ y^ 4-. 6 a^ y2 •+• (.\ ai ̂ ' •4- (h _ ï'^J./»_( -'fj] ^
^ . ^ ^ ^ ^ ^ " ~ Q [ j / ( ^ ) J

Considérons d'abord les équations telles que P et Q n'aient pas de fac-
teur commun (en particulier, telles que 04 et b^ ne soient pas nuls à
la fois).

Les sept rapports des coefficients a,, bj s'expriment en fonct ion de
A, B, w, n, p de la manière suivante:

b^ A îh •- R ^ - m ao - P-, ^ A, 7- — .P» 7"- •— " ï " > , -- Rfb^ ^i ^i ^i
^OiJ^Q , b'J.^— b^b\^^^nb^——————.

. a,bl ^ /^ , , ; N . ^ ^ | , ^ ^ - - ^ O ^6^, ̂  .̂  + (^ + ̂ ^) + ^- + ——^.^.———,
'\ ^\ ^i

^^S i^^ _ ^iJ^zJ^^L
bi b^ b^401;

Si nous égalons les trois valeurs de n, déduites de ces dernières équa-
tions, nous trouvons les deux conditions nécessaires et suffisantespour
que l'équation (ï)' jouisse de la propriété énoncée. Ces conditions
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sont les suivantes :

( ^(^! + Ma) (4^1—^4^0+^1 "-• ^1^)

(9) 5 -=b^b,[6a,b^a,b^a,bî^-b,(b,b,-bQb,)]

( = : ^ lZ /2 (^ /^+^ )&2) (4^1^~ O J a 0^2+ ^l— ^o)-

Si les coefficients a,, ̂  vérifient ces relations, l 'équation (ï) ' se ra-
mène, par la transformation

^r2--}-^)
b^y -h ^i

à l 'équation

/ =: ̂  y2 4- —— ( 4 û î — ^ «4 ^o + ̂ â ̂ 'i — ^a ̂ i ) Y + ~ •
t)^ 0[ 0'^ " î

Le calcul précédent suppose que y dépend de la constante d' inté-
gration. Les condit ions (9) sont néanmoins générales; il serait aisé
de le voir directement en écrivant l ' intégrale ainsi

,.r2 + 71 ( ̂ ) y ^ ^ ( x ) = °^
^^ vérifiant l 'équation

y^niy^ny^p.

Mais, plus simplement, il suffit de remarquer que, si une équat ion ( ly
satisfait aux conditions (9), l 'équation obtenue en remplaçant y par
Ji + ^ Joui t de la même propriété.

Observons à ce sujet que, clans l'équation (<S), le coefficient de y
au dénominateur n'est jamais nul . Le cas où b^ serait nu l dans (s) ' cor-
respond au cas où y ne renfermerait pas de constante. Si, en elîet, on
exprime -^ et ^ en y ety', le dénominateur de R [y, (^k) ) dans l'équa-
tion ( i ) ' ainsi obtenue est y 2 — C.

Etudions maintenant les équations (i)^ telles que P et Q a ien t un
facteur commun et un seul. (Ils n'en sauraient admettre deux, au t re -
ment l'équation serait une équation deRiccati . ) Dans cette hypothose,
le numérateur dey' dans l 'équation (8) doit s'annuler iden t iquement ,
si l'on y remplace y par une des quantités

y ==.
A
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d'où une condition entre m, n, p , A, B, A\ B', et l 'équation (ï.y s'écrit

( . „ ^^chy^îa^^ïa^-^a,(I) ' - ——w-r^——?

les a, b s'exprimant en fonction des quanti tés m, n, p , A, B, A', B\
liées par la condition précédente. Inversement, en tenant compte de
cette condi t ion, on peut calculer m, n, A, B, A\ B''à l 'aide des cinq
rapports a- et de/?. lin écrivant que A'== — ? B'=== ^ — ? on forme deux
relations où figurent a^ bj, p et leurs dérivées premières. L'él imina-
tion de la fonction p condui t à une équation unique portant sur les a^
bj et leurs dérivées jusqu'au second ordre au plus. En réalité,<-7 7 n ' in-
tervient pas, et la condit ion finale est du premier ordre par rapport
aux a^ bj. Mais on voi t que le calcul ainsi condui t serait déjà pénible
et deviendrai t impraticable pour des équat ions plus compliquées. En
outre, certaines part iculari tés ne se trouveraient pas mises en évi-
dence, celles-ci, par exemple que les équations (i/ de la classe q u i
nous occupe s ' intègrent toujours par quadratures. Pour rendre les
calculs plus simples et plus élégants, nous allons introduire ici une
transformation dont nous avons déjà d i t un mot, et qui permet de
ramener les équations (i) à des formes réduites sur lesquelles leurs
propriétés se laissent mieux apercevoir.

2. Soit une équation(o ^K^,(,)]=^^,
dans laquelle nous effectuons le changement de variable et de fonc-
tion
/ \ ^/i + ^'i /(.) y^^^ ^ .(.,),

h, h^ k, k^ étant des fonctions de x^ Si l ' intégrale de ( r ) ne prend
que n valeurs autour des points cr i t iques mobiles, l ' intégrale de la
nouvelle équation

(i/ ^=H,[y,,(.rO]
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Jouit de la même propriété, et réciproquement. Nous avons remarqué
d'ailleurs, dans le Chapitre précédent, que la subst i tu t ion (9.) est,
pour les équations (i), la plus générale qui conserve cette propriété
des intégrales.

Si donc les coefficients de l'équation (î) satisfont aux conditions
nécessaires et suffisantes pour que l'intégrale générale soit de l'espèce
ind iquée , ces conditions seront encore vérifiées par les coefficients
de (.1)', et réciproquement. Autrement dit, ces conditions ne sont pas
altérées par la subs t i tu t ion (ri). Pour l'objet que nous poursuivons, il
nous est donc loisible de nous servir de cette substi tution pour ra-
mener à certaines formes particulières toutes les équations (î) qui se
déduisent l'une de l'autre par une telle subs t i tu t ion . Une fois connues
les propriétés d 'une équation ainsi, réduite, il est aisé d'en déduire les
propriétés des équations qui lui correspondent par la transformation (2)
la plus générale. Nous sommes ainsi conduit à é tudier les s impl i f i -
cations que peut apporter dans une équat ion ( î ) la subst i tut ion (2).
Ecrivons d'abord l'équation (i)' sans rien supposer sur les coefficients
À, h^k, /c,, ç. Si [L désigne le degré P, (x' celui de Q, celte équalion est
de la forme

^L^^Jî 1!..0 ̂  ̂ yd^ l̂.^ ̂ )1( ̂ i + ̂  ? " n/i + ̂ v-Q/^^ ^
P7 et (y représentant des polynômes en y^ de degré (x et a'; c'est-
à-dire qu'on a, en appelant v le plus grand des nombres ;x et ;j/-4- ^,

( î / dy! = --ĵ izî -̂i yH^L.. -+- ^o
ch\ b^ /^ -Tî » y f̂:̂ ;77+7^ •

Les coefficients a^ b^^ ne sont nuls que pour des transformations (2)
particulières. Ils ne saura ient être nuls à la fois; autrement, P' et Q'
auraient un facteur commun, par suite, P et Q, et la fraction p no se-
rait pas irréductible.

Pour abréger, nous appellerons le nombre v degré du coefficient dit.
ferentiel de (î), et nous dirons que deux équations (:r) sont de la même
classe, quand elles se correspondent par une subs t i tu t ion (9:). Pour
que deux équations soient de la même'classe, il faut év idemment que
leurs coefficients difïerentiels soient de même degré. Écrivons ces
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deux équations sous leur forme la plus générale

(i)

o/

f^ _ a :̂±L r̂:l •rv2!„+ll„l_"4l50

J.r ~ ' "~ Àv-a./^2 4- . . . -+- ^o

l̂ -= ^L^ ±^--11 .rÎ .l„±_. • ±^1
clx, ~ "b^ j^2 4" . . . + '̂

En effectuant sur ( t ) une subst i tut ion (2) quelconque, et en égalant,
les coefficients de l 'équation ainsi obtenue à ceux de (i:y, on a ( a v — s )
relations entre lesquelles on peut é l iminer cp et les trois rapports des
A, À, , k, 7c, ; il reste ainsi (^v — 5) équations l iant les coefficients de (i)
et (:î:y et qui. sont les condi t ions nécessaires et suffisantes pour que les
équations (i) et (\y soient de la même classe.

Les subs t i tu t ions (a) forment un groupe : à ce groupe do iven t cor-
respondre des invar iants , d'après la théorie générale de Soplius Lie.
Il est aisé, d 'ai l leurs, de s'en, rendre compte dans ce cas par t icul ier de
la manière suivante :

Faisons d'abord x == ;r, dans la substitution (^). Pour une va leur
donnée de n, on peu t a lors é l iminer , entre les ( a v — .1) relations don t
nous venons de parler, les rapports des À, À , , k, /:,,. Les ( 2 v — 4 ) rela-
tions ainsi obtenues renferment les a,, bj, a^ / / . et leurs dérivées;
écrivons-les de façon que chacune d'elles cont ienne une des lettres ̂ ,
H que ne c o n t i e n n e aucune autre .

Imaginons qu 'on ai t trouvé pour les équations ( i ) des formes cano-
niques telles qu'à toutes les équations d 'une classe corresponde une
équation canonique et une seule

^'^ "t^^ Yv:^.4"1-11-+A/
—--^^Y^'5^1. :-4.B;-(3) Y7^:

les A^ By désignant des fonctions de X- Pour cela, nous disposons des
quatre éléments arbitraires de la substitution (2), de façon, que les A/,
lîy vér i f ient qua t re condit ions convenablement choisies. Si (3) est l'é-
quation rédui te qui correspond à (r), les rapports des A,/, By s'ex-
priment en. fonction, des coefficients a^ bj,

A . ( X ) / dai \
^^-^J^-'^^ --.^ • • • . ̂  —^

Ann. de /'/^c. Normale. 3'» Série. Tome IX. — JAISVÏEII 1892. 3
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et X est liée à x dans ces équations par la formule

X=^(^),

^ dépendant aussi des a,, 6/ et de leurs dérivées. D'autre part si
l'équation (i)'est de la même classe que l'équation (i), on a egale-

raent A ^ / da} db] \A i ( V ) ,-, / i /,!. —;., .. ., - , . . •^^=F,^...,a,,...,^,....^. ' ' .̂ )

avec / da) db}
^-=^(....^,...,b),...,^ • • • 1 - ^ > • • •

c'est-à-dire que les expressions F,,/ et ^ sont des invariants. Ces an
invariants ne sont pas distincts, puisque les (an - i) rapports^
sont liés par quatre relations. Nous mettons donc ainsi en évidence
(an-4) quantités que n'altère pas le changement des a,, /</, :v en
a;, b], x,. Pour que les équations (i) et (i)'soient de la même classe,
il faut et il suffit qu'il existe une fonction se == <y (;x-, ) vérifmit ces
(an — 4) conditions d'invariance. Il en résulte que les {in — 4) in-
variants ainsi formés sont distincts : sinon il faudrait moins de (an— 5)
conditions pour exprimer que (i) et (i)' se correspondent. D'autre
part, un invariant quelconque s'exprimera en fonction des précédents
et de leurs dérivées : sinon (an — 4) conditions au moins seraient né-
cessaires pour que (i) et (i)' fassent de la même classe. On le voit
d'ailleurs directement en prenant l 'équation sous la forme canonique :
un invariant quelconque est une fonction des A,, B/, ^'' • • • et' \yàr

suite, une fonction des ( a n — 4) invariants considérés.
Cherchons donc à déterminer de telles formes canoniques des équa-

tions (i). On peut, par exemple, procéder ainsi :
Mettons en évidence dans l'équation (i) les (v — 2) racines, simples

ou confondues, du dénominateur Q[y, ( /» ' ) } ,

P[.r»(^)] _ v\y.W
} ~ (y-a^(y—x^-1... ~~ {.y—a.}'^./[y,{x}\

Soit a la racine d'ordre de multiplicité le plus élevé de Q; q est un po-
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lynôme enj de degré v — A — 2,

q =. y-'^ + ô^),..,,,, f^ -3 •+-. . . + &;,.

Posons d'abord
i,
-sj

II vient .
' -/ — .«.̂ -̂'̂ f̂̂ -̂ ^^ ijrt^L___ — M L̂L!

y^-a ̂ -"Â'-2 4- yv-A-., ̂ ::>'-;t"-+-. . . •+- yo '"""" T [3, ( .r ) ] "

Les c^ y, se calculent sans peine à l'aide des a/, bj. Si P (a), P' (a),. . . ,
y (a), ^'(a), ... représentent les polynômes P et y et leurs dérivées
par rapport àj, oh l'on f a i t y = = a, on a

^ ̂  - p ( a ), €,„, = ril̂ , ..., c,̂ ,., •== ,̂ ~r_-.̂ , P(Î.^) ( ,a ),

6'v.../^ "•=::" a fj { 0'.) ~ - r - j: ' (Oî).» . . . ;>
1 . A , . . A

^ -^ „———————°L-————— ̂ -^2 (^) ._ ——————*————^ pv-2 (• ̂
1 . -2 . , . (V — A ~ 9.) 7 ' ' 1 . '-t . . . (V — ':>.) !

,» „„„ B>v - - l / / v ' \ /•» _ «_ PV / - , ' \^.,_^^-^^^^i, (a), ^,_-.^-^,^i; (^)

et

yv^^ = /7( a), y^^,, = ̂ ^, .. ., yo = ̂ -.̂ —^ ( a).

On peut remarquer que Co "= — <^, et que Y(( == i ; les coefficients ^,
Y^.)-.2 sont tous deux différents de zéro.

Introduisons maintenant le changement de f o n c t i o n
Z = t-^r A,

et déterminons A de façon qu'au numérateur de ,— ne figure pas de
terme en ^^, i l faut pour cela et il suffi t que

A — ZL^^ ,£s. —-»•• '" "' """"""""~-~——~~~" y
y c\

et l'équation en t s'écrit
dt _ Jy ̂  + cl^ ̂ î 4- . . . + c^ ^
ci^x ~ ^^-^^(v^^îr^^^^^^^ î
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Les d,, 5, s 'expriment à l'aide des c^ yy de la façon suivante :

S^-^-2 f A ) A / T^-^ ( \ \
r fo=S(A)-A'T(/<), .... ^_^,=^-^^^-^^^_,^

/7 . _ ! Cv - ) .—i /4 \ ^/ _ 1 Cv / A \ - /•^.-A-l -— ^ -̂̂ T -̂̂ -̂ ^ 0 IA^ • • • ? a^ -- y-j-;̂ — -̂̂  ^ {^ ) — </v,

Âo=T(A ) , ^== î^, ..., 0^^,== ̂ ____^^^

Faisons alors le nouveau changement de foncl ion

/ •:= BY,

et déterminons B de façon qu'au numéra teur de l 'équation en Y, ¥'
ne figure pas de terme en Y'^""1"1, c'est-à-dire, prenons

W d^^
1Ï """"' :̂ï::,

OU
r^,,

B=B^-7 ^-^ ;
on a

dY =: :ï l̂Yl±l^^^ • ̂ ±1^1!:̂  i^.-A.^v'-^^-h... 4- i)o
Clï ~ À^.^2 YV-^ -+". _-::^^^——---——^^^^^^^^^^ 1-11•-1--1•-4••~ ^

avec
I)v =• B^, . . . , !)̂ .̂ = 1 -̂ ^/(,..-,),

.I.)v .̂-2 = B^^ ( B ̂ .̂),.,2 - B' ̂ ^, ),

^D.^B^-A^o, D<,=^
et

A^,^ =: Q^-),~â . B^-1, . . . , A,, =:.;; 0(, . 1$ .

Introduisons enfin le changement de variable ^ ^ ^ ( X , ) , et cher-
chons à rendre égaux les coefficients des termes de de^ré le p lus

,/v
élevé au numérateur et au dénominateur d e — ; il f a u t pour cela et H
suffit que

^--=-I)^-^.;
Av.-)._a(ar')
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cette relation peut encore s'écrire
r P ( ^\ F d:'~:^^

dX = -c—— B^ dx = - l (a l B^1 A d^ dx.yv-).-2 qW 0

Ce changement de variable ramené l 'équat ion à la forme

(^ d! - ̂ ±-J^YVZ!±_„±J^^^ _ ^[Y, (X)-]v / ^X - " I^_, T^^ 4-. .. + Io ~ - ̂ -Y^xY]*

Dans cette équation, le dénominateur est d 'un degré inférieur au
moins de trois unités au degré du, numérateur; il ne renferme aucune
racine de mult ipl ic i té supérieure à "^. Au numérateur , les termes de
degré v — r et v — À • — i sont déficients. Enfin les coefficients des
termes de degré le plus élevé, au numéra teur et au dénominateur ,
sont égaux.

Toutes les équat ions de la même classe sont susceptibles d'être ra-
menées à la même équat ion canonique (5); mais cette r éduc t ion est
possible d 'une inf in i té de manières; au t rement di t , une i n f i n i t é d'é-
qua t ions (5) appar t iennent à la même classe. Tout d'abord, la racine a
une fois choisie, les transformations mêmes que nous avons emplovécs

Ymontrent qu on peut remplacer Y par p1 et X par B^11 (X^ -4- A), sans
changer la forme de l'équation (5); Bo et h sont des constantes. Cette
substitution est d'ailleurs, parmi les substitutions

W • Y=KY,-+-K, , X=o(X, ) ,

la plus générale qui. jouisse de cette propriété. Pour le voir, il suffit
d'opérer cette substitution et d'exprimer que J^_i est nul (ce qui donne

^ == o), que J^^i est nu l (ce qu i donne k == const . = — ) , enfin que
\. "o/

j^— = i [ce qui, donne X = B^X, + À)].

Cherchons maintenant les substitutions (2) les plus générales .

1 Y-^±A, \ - o ( ï }î. -.-. ^ ̂  ? A. —— 9 { JL ) ,

susceptibles de faire correspondre l 'équation ( i ) à une équation, (5).
Ceci ne peut avoir l i eu , comme on l 'aperçoit aussitôt, que si C est ra"
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ciné d'ordre X de l 'équation Q [j(a?)] == o. Une fois cette racine choi-
sie, soit C == a, si l'on pose

y — a
ïou y = a -+--.

il vient
Y^r^i^/,/..^^—y^r-a'—7 ' ̂ -^i'

et la réduction n'est plus possible que de la manière que nous avons
indiquée.

Si donc m désigne le nombre des racines a d'ordre A que ren-
ferme Q, il existera m formes distinctes de l 'équation (5), correspon-
dant à l'équation (ï), et chacune d'elles dépend de deux constantes
arbitraires, Bo et h. Les coefficients J et 1 sont des fonctions à m valeurs
des coefficients a^ bj de leurs dérivées et de deux constantes, et ces
fonctions, ainsi que^ j? sont des invariants de la substi tution (2).
D'une manière plus précise, ces quanti tés sont racines (Finie équation
d'ordre m, dont les coefficients dépendent.rationnellement des a,, h^
da,i . , ,
^ etc., et aussi de deux constantes Bo et À. Si l'on donne aux, con-
stantes Bo et h des valeurs particulières, et qu'on remplace les a,, b,
et x par les aj, &} et x^ ces coefficients gardent la même valeur, à
condition de donner aux constantes des valeurs convenables.

Pour que deux équations (r) et (i)' soient de la même classe, il
faut et il suffit que toutes leurs formes réduites coïncident. 11 suffit ,
pour cela, qu'une des formes réduites de (i) coïncide avec une des
formes réduites de (i)\ Ceci revient a dire que les re la t ions

^(-•^-.•,^...^-••.)-JJ-...,aL...,6J,..,^,...),v ax / \ / ^ .̂̂  ^
ï / , dai "\ / fiff\i^...,a,...,6,...,^,...^^(,.,^,.,,,^.,^^,,^

^B^1^!^
î(a) yi(c'i) 1

sont vérifiées identiquement par une certaine fonction

a-=œ(a;i),
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[Ces relations sont au nombre de in — 4 dans le cas le plus général
où X == i; si \ est quelconque, il faut ajouter à ces ( a v — 3 — X) con-
ditions les (X — i) conditions exprimant que Q'a une racine d'ordre A,
comme Q].

Nous obtenons ainsi pour les équations (i) des formes canoniques
absolument analogues à celles qu'a introdui tes M. Appell dans l'étude
de la transformation

(6 ) y == h (^ ) )\ -t- Ai (.ri ), x = 9 (.ri ).

L'équation de Riccati est la seule qui ne soit pas susceptible d'être
ramenée à une forme telle que (5). On peut , et d'une i n f i n i t é de ma-
nières, la réduire par une substitution (2) a l 'équation

Y7 :=o;

mais la dé terminat ion d 'une quelconque de ces subs t i tu t ions nécessite
la connaissance d 'une intégrale par t icul ière de l 'équat ion. Pour s'en
rendre compte, i l suf f î t de se rappeler que 1/ infcé^rale générale est:
donnée par la formule

II y -+-//,———' ̂  const.
ky H- Â'i

Pour toutes les valeurs de v supérieures à 2, le procédé de réduc-
tion que nous avons indiqué s'applique. Soit v === 3, par exemple. L'é-
quation la plus générale est

^ \ ^ _ ^.r3 ̂  ̂ .r2 + • . . ••+- a, ^
{ 7 ) y ~ '"" ^ y T ^ -

si b^ n'est pas nu l , on l'écrit

./ — ^^-^l^^4'" L'-L4!^0

y — a

et, en posant

i l vient
: €3 ̂  4- 3 Cg 52 -h 3 6*i S 4" C'o ,
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avec
c^=i — (^3 a3 -h' 03 a2 -4- ûî'i c( 4-- ao ),

3^ ̂  o^— 3 03 a2— ^a^a — a^
3 Ci == — 3 ̂ 3 a — 2 a^,

Co := — a'^

Si ^ est nul, cette première réduction se trouve faite d'elle-même.
En suivant alors la même marche que plus haut, on, ramène l 'équation
à la forme canonique

Y^Y^-^X),

J ayant la valeur suivante, déjà calculée par M. Appell ,

c, c| — 3 c. Ça €3 + 2 c^ 4- c., c— — c\ ~ ^ r^jr^l,/,
(3) j=———————————^._____^^^^^^ ^ <-

et X est liée à oc par la formule

r epr ,̂
X=J C 3 < ? J (>a .̂

J et X sont deux invariants de l 'équation (7). On voit qu'ils s'ex-
priment en fonction des a^ bj et de leurs dérivées premières et se-
condes. Si Von désigne par J^ X^ ce que deviennent ces invariants
quand on y remplace a^ bj, x par a\, 6}, x^ la condition nécessaire
et suffisante pour que deux équations (7) soient de la même classe est
qu^il existe une fonct ion x === 9(^1) vérifiant les deux identités

J==J^
X v3:r. AI.

Cet invariant J a été déjà rencontré par M. Robert Liouville dans
ses travaux sur l'équation (7).

Considérons de même le cas de v == 4,

, _ a^y1* •+- a;îy3 -4- ât\y2 4- . . . 4-- ^oy _ ^^^.

Les formes de réduction seront différentes suivant que le dénomi"
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nateur a, ou non, ses racines distinctes. Dans la première hypothèse,
l'équation canonique s'écrit

dV Y^-J/Y-i-Jo

dans la seconde
dX "~ Y + ,I:o

^==rY4+J,Y1 24--J<,.

Les invariants J et 1 se calculent aussitôt à l 'aide des formules gé-
nérales que nous avons établies précédemment. Nous nous dispense-
rons d'écrire ces égalités, dont l 'établissement ne présente ni d i f f icu l té
ni intérêt. Le plus simple est, dans chaque exemple p a r t i c u l i e r , de
former directement ces invar iants , en suivant la marche ord ina i re de
la réduction.

Citons encore les équat ions canoniques, qui correspondent aux va-
leurs de v,

v =: 5, v := 6.

P o u r v = = = 5 , il existe trois types d 'équat ions canoniques, suivant, que
le dénominateur de y'n'a ((lie des racines simples, ou admet soit une
racine double , soit une racine tr iple. Ces trois types sons:

Y/ - Î t̂ Ï!̂ !!̂v2-^ ii Y +1.0
Y S -{-J3Y 3 -+-J lY~^JoY7 ==r . Y + S O

Y^rY^+J^Y-M-JâY^-Jo.

Pour v = 6, les formes réduites sont les suivantes :

^/..« Y" + J., Y^ + S, Y^ + J, Y + J,,,Y^

Y7:

Y/ ;

Y^-hI.Y^+l iY-hJy

YG.4- J^-h JaY 2^ J/Y -4- Jn
Y 2+!,¥+.4

Y^-J4Y4+J3Y34-JlY-+-J<,
V+l,

Y' = Y" -+- J, Y4 4- J3 Y3 + J, Y2 + Jo.

3. On peut se servir de ces équat ions canoniques et des invar iants 1
Aiin, de l'Mc'- Normale, 31'1 Série. Tome IX. —jANvnîn i8()2. 4
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et J pour reconnaître les équations (i), qu'une substitution (2) ra-
mené à des formes intégrables. Mais ceci nous entraînerait hors du
sujet. Remarquons d'ailleurs que, là substitution y = = a + ^ une fois
effectuée, nous ne faisons plus subir à y que des transformations li-
néaires, et je renvoie au Mémoire déjà cité de M. Appel! pour le déve-
loppement des propriétés de cette transformation.

Il convient de signaler toutefois une classe d'équations qui joue un
rôle particulier vis-à-vis de la transformation (2) : je veux parler des
équations (i) qui admettent un groupe in f in i t és imal de transforma-
tions (2).

On connaît un grand nombre de telles équat ions : les équat ions ho-
mogènes, les équations à coefficients constants, l 'équation de Riccat i .
Pour cette dernière, en effet, l'intégrale générale y est donnée en fonc-
tion d'une intégrale par t icul ière par l 'égal i té

^(^C)y^M^)
• /- ^^^^^^^^y

et cette égalité définit une transformation (2) inf in i tés i îna le de l'é-
quation en elle-même.

Nous al lons nous servir des formes réduites (5) pour déterminer
toutes les classes d 'équations qui admettent un tel groupe de transfor-
mations. Il nous suffit, pour cela, de trouver toutes les équations ca-
noniques qui jouissent de cette propriété. Soit donc

Y ^(X)Y+MX)Y^^^^_^^ X,=.HX),

_^(X. )Y+A; (X) ,
^-FTX^'^KX)' X.,^(X)

deux substitutions du groupe qui transforme une équat ion (5) en
elle-même. Ceci n'est possible, comme nous l'avons remarqué, que si
~ •"F — JT sont racines d'ordre 1 de T[Y, (X)]. Si les deux substi tu-

tions sont deux substi tut ions voisines, -1 doit être égal à ^, et Y, estr'" A"lié à Ya par la formule

avec
Y,==HYâ+H, ,

X,=%(X,) .
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II en résulte que l 'équation (5) reste inaltérée pour un tel groupe de
transformations. Mais les seules subst i tu t ions (2)' qui conservent à (5)
sa forme sont, comme nous l'avons démontré,

Y - - 1 , X=B^(X,+/.).
.1.5 0

Les coefficients I/^ J^ deviennent, après cette substitution,

J,;_, (X, ) = B^ [B;-1 (X, + h) ],

J;(X,)=:I^Jo[B^(X,+^)],

IU^ (X^) = IUv-̂ 3 [B^ (X, ̂  /Q],

^^B^^IoCB^-^x^+y,)].

Par hypothèse, ces coefficients doivent rester les mêmes quand on
remplace B() et h par des constantes qui. satisfont à une certaine rela-
t ion. Cette relation peut être résolue, par rapport à h,

À = G - ( B o ) .

Autrement, les I, J ne changeraient pas quand on remplace X par
X. + A, h étant quelconque, et l 'équation serait à coefficients con-
stants. Nous sommes condui t ainsi à chercher des fonctions I, J qui
satisfont à une relation fonctionnelle telle que

/(X)^?/)^4-^,^)],

ou encore, en posant B^"^ C, —:— == y,

/ (X)=CV[C(X4-A)] .
Soit

/ (X)=^, X = = F ( ^ ) .

L'équation fonctionnelle équivaut à la suivante :

C ( X + A ) = = F ( ^ ) ,
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d'où, en différentiant par rapport à u.

/. ̂  _ p/ / u \ l
C^-I- (^^

c'est-à-dire
^-p^^——.^ -l vc/ /yc/^1 '

quel que soit C.
Laissons u constant (u == ï par exemple) et faisons varier C; on

voit que
PQ^^^const.^a.

Nous tirons de là
-.î7!1

1^ (//,)=: a?e '/ ,

F ( ̂  ) -=: a ̂  + a'

et enfin

a(X-[5)^

a et p étant des constantes arbitraires. Cette fonction u sa t i s fa i t en ef-
fet à l 'équation «(X)=C/MG(X+/O] ,
quel que soit C, si h vérifie la condition

-M-
II en résulte, pour les fonctions 1 et J, les valeurs

2

J^ == (X -— (3) ' • a^a,

.îo =(X-P) ^^
1

ïv--\-.3 == ( X — j3 )• ' a^^),

io ==(x~pr->-^,.
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Les a, a 'désignent des constantes, ainsi que ( 3 » q u i est le même pour
tous les I, J, puisque ceux-ci doivent rester invariants pour les mêmes
transformations.

Dans ces cond i t ions , l 'équation (5) admet le groupe des substitu-
tions

Y^^ x=B^X,+p(i-B^1).B ^ ..̂  ——— JU.,, ^1-1- ̂ t ——— JUI Q

(»

Si nous posons

l'équation
( X - P ) -=€;,

^=K[^(0]

est telle que son coefficient différentiel ne change pas quand on y rem-
place Y par CY1, $ par Ci; : c'est donc une fonction homogène, de degré
zéro. La subst i tut ion

ramené l 'équation à une équation dont les coefficients sont constants
par r ap port à Ç.

Nous arrivons donc à la conclusion su ivante : les équations (.1) qu i
admet tent un groupe i n f i n i t é s i m a l , de trunsfbmîa.tions(2) se ramènent,
par une telle t ransformat ion , aux équations homogènes (ou aux équa-
t ions à coefficients constants). Cette réduct ion s'opère à l 'aide de qua-
dratures.

L'équation de Riccati f a i t seule exception à ce théorème : on peut
encore la ramener à l ' équa t ion homogène

clŶ:=o;

mais cette réduction exige la connaissance d 'une intégrale particu-
lière de l 'équation.

Ce point établi, proposons-nous de reconnaître si une équation (.r)
donnée numér iquement correspond, par une transformation (2), à une
équat ion (ry également donnée. On vérifie s'il en est ainsi à l'aide
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d'opérations purement algébriques. Quant aux substitutions (2) elles-
mêmes, il n'en saurait exister qu'un nombre fini, et, par suite, elles
s'obtiennent algébriquement, à moins que les équations ne rentrent,
dans la classe exceptionnelle que nous venons d'étudier. Dans ce der-
nier cas, elles s'intègrent par quadratures si ce ne sont pas des équa-
tions de Riccati.

(A suivre.)

«£W£B-


