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S U R LES

FONCTIONS DE DEUX VARIABLES
QUADIIUPLEMENT PEKIODÏQÏJES

DE T R O I S I E M E ESPECE.

PAR M. P. APPELL.

:1.. En suivant la classification employée par M- Herante pour les
fonct ions doublement périodiques d/une variable, nous appellerons
fonction quadruple/Tient périodique de troisième espèce une fonction uni-
forme de deux variables x et y qui se reproduit, mult ipl iée par une
exponentielle l inéaire en x et y, quand on augmente les variables de
chacune des quatre paires de périodes. Nous supposons essentiellement
que l'on ne puisse pas, en mul t ip l iant cette fonction par une expo-
nentielle de la forme

^A .ï-2-!- 2 B xy H- Cy2-}- 2 Dr - 2 Ej

la ramener à être quadruplement périodique de première ou de se-
conde espèce, c^est-à-dire à se reproduire multipliée par l 'unité ou par
une constante quelconque, quand on ajoute aux variables chacune des
quatre paires de périodes.

On sait, d'après un théorème énoncé par Kiemann et confirmé par
M. Weierstrass ( 1 ) , qu'une fonction quadruplement périodique de

( 1 ) MM. Picard et Poincaré ont démontré ce théorème par des considérations emprun-
tées à la théorie des intégrales abéliennes ( Compter rendus des ^éaficcs de l'Académie
rto Science,^ 3 décembre j.883). J'ai indiqué depuis {Compta rendus, 27 janvier 1890),
pour démontrer ce même théorème, une méthode plus directe, qui a de nombreux points
communs avec celle que j'emploie dans le présent travail.
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deux variables, de première espèce, qui n'a pas de singularités essen-
tielles à distance finie, peut toujours être ramenée à avoir pour paires
de périodes les quantités

(27^', 0), (0, '37TO» (a,j3), (^P'),

vérifiant la relation
(3= a7.

Si la fonct ion.admefc des singularités essentielles, les paires de périodes
( a , p ) e t ( a \ ^) sont entièrement arbitraires. M. Picard a donné des
exemples de fonctions de ce genre ( ^ ) .

A cet égard, i l ' y a, entre les fonctions quadruplement périodiques
de deux variables de première et de deuxième espèce d 'une part, et de
troisième espèce d'autre part, cette différence remarquable que, même
si, une fonction de troisième espèce admet des s ingulari tés essentielles,
on, peut toujours ramener ses périodes à être

(aTT^û) , (o,27î / ) , (a,|3), (aS^)

avec la relation de Riernann,
(3 = ̂ {.

Le présent travail, est pr incipalement consacré à la démonstrat ion de
ce théorème, que je me suis borné à énoncer dans une Note présentée
à l 'Académie des Sciences le ̂  mars 1889. Il cont ient , en outre, quel-
ques exemples généraux de,fonctions ou expressions de deux variables
quadruplement périodiques de troisième espèce.

2. Etant donnée une fonct ion quadruplement périodique de troi-
sième espèce, on peut toujours, par un changement l inéai re de varia-
bles,'ramener les quatre paires de périodes à avoir la forme

(37n,o) , (o,27n), (a, (3), (a^).

Soit alors F (se, y) une fonction quadruplement périodique de troi-

( 1 ) Comptes'rendus, Ier semestre 1889; Bulletin clé la 'Société mathématique, t. ̂ W^
p1.1 ï3ï; 1889. , 1 1 1 , , ;
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sieme espèce admettant ces quatre paires de périodes, on aura d'abord

( F^+STr^y^e^-w-^' F(^,j)î
( F (.y, y -h 2^0 == ̂ -^y-^'T^, j),

p , q, r, p\ q ' , r ' désignant des constantes; puis on aura deux autres
relations de la même forme pour les deux autres paires de périodes. En
ajoutant ''ird^y dans la première de ces relations (i) et tenant compte
de la seconde, on a

F(^ -j_ 2^ y + -2 7^) -=_ ^p^pt]X^q+qS-]y-}-W+Ïq'Ki-^^^ y'y,

ajoutant de même ÛTU à x dans la seconde des relations (ï) et tenant
compte de la première, on trouve une nouvelle expression de

F ( X ~{~ 9. 7T l y y -1- 2 71 /" )

qui, par comparaison avec la précédente, donne

e^1^. e^'^1, //== ff + n,

n désignant un entier. Soit ç(^, y) une exponentielle de la forme
çQ ( y y \ ^3 Q A .r'-l- 2 B .t'y -h C .ys + 21>.».' -h 2 E y

on pourra, par des équations du premier degré, déterminer les con-
stantes A, B, C, D, E, de telle façon que

cp(.-y4~-27r^ j) z^e-^^^y^ 9(.^,j),
9 (.-r, y -i- 27I:Q == ̂ (^^//y.+.r/) ^ (^^ ̂ ^

comme on le vérifie immédiatement. Si l'on pose alors

^(^^^(^j^FGy, j),

en. tenant compte de la relation
p ' - ^ z q + ^,

on voit que cette fonction $ vérifiera les deux relations
( <3>(^4-27rz, y ) ^ ( P ( x , y ) ,
| ^(^^y+aTrO^ô^^C,^,,/);

^f/m. ^c l'Èc. Normale. 3° Série. Tome VU. — MAI 1890. îQ
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puis, par rapport aux autres paires de périodes a, ^ et a\ j^, elle véri-
fiera deux relations de la forme

( ^{x +. a', j -4- (3) ^^-^-^ <D(^, y),
/ ^{x-+•y',y•^-^)=.ea!x-{-h\y-^c'^{£c, y),

a, & i , e, a', b\y c' désignant des constantes.
Si, dans la première des relations (3), on change x en x •+• '"i^.i, on

trouve
e2^1^ s (a entier);

si ensuite on change y en y -+- arc? en tenant compte de la relation

<j& ( ,-z, y + a TU)= e'^ ^ ( .'r, y ),

on trouve que l'on doit avoir
,t'îh^{ -^_ ^flW.

d'où
'.>.b^TX i ::= /<» a •4"1 2 ̂  TT / ( ̂  en ii c r ).

La seconde des relations (3) montre de même que ci' est entier et
que l 'on a

^ h\ TT i :=-; // .a/ •+• a //TT <",

// étant un entier. Les relations, (3) s'écrivent donc

\^{x + ̂  y + P ) == /•r4"/;;r '1+' ̂ y4"" <D(.^, y),
'1) ] - / , ny:

{ ^^ ̂  ̂ \ y + pQ == /<r"^••'•y-h• ro^"" <D(^^ y^ *

où ^, a, 6, a', &' sont des nombres entiers. Nous supposons essentielle-
ment que ces cinq nombres entiers ne sont pas tous nuls; car, s'ils
étaient nuls , la fonction <I> serait quadruplement périodique de pre-
mière ou de seconde espèce, ce qui est contraire à l'hypothèse que
nous avons fai te au commencement. Nous déduirons alors de ces rela-
tions (4) une relation entre les périodes d'une importance capitale.
Pour cela, dans la première de ces relations, changeons x etjen.r+y/
ety-h [ y , puis tenons compte de la deuxième; nous trouvons, pour le
rapport

(^) ^ ̂ L±L? 4" ̂ LZ^tê. ± Ê)
1 1 . , ^W(^,y)
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la valeur
(a~i~a')x-t-( tu •+b1) Y-+- -n—. (a-^-a')Y•+•/'•+•^•^-rta f+A&'-+" -̂ —. aS'g î'Ki. • ~ ' 2 7 C r 1

De même, en changeant dans la seconde des relations (4) x et y
en x -4- a etj-+- {S, puis tenant compte de la première, on trouve pour
le rapport (5) une nouvelle expression qui, comparée à la précédente,
donne

(6) aa^^-h- ^a^==^^+/ r/p+- /Lpa /--^5sN/7r,
• 2 TU, ' ' 271^

N désignant un entier.
Cette relation permet de montrer que l'on peut toujours, par une

transformation d'un degré convenable, ramener les quatre paires de
périodes à être

(27^,0), (0 ,27TQ, ( A , B ) , (AM^),

avec la condition
A^SÎ.

3. Pour cela, nous distinguerons deux cas, suivant que l 'entier n
est nul ou non.

Premier cas : n == o. — Les nombres entiers a, 6, a', h' no sont pas
nuls tous les quatre, mais il pourrait arriver que leur déterminant fût
nul .

Supposons d'abord le déterminant

S-^ab'—ba!

différent de zéro. Les relations (4) étant actuellement

<1>(^ -4" a; y 4- (3 ) = e^^y^'^^x, 7),
e»(^ -h a ' , y -+- ̂ ) == e^^1-1^^ <î>(.-r, 7),

on en conclut

(^(^^^^^—^^.^^^^—^^^^^^^(^(.z.,^ , '

( e>(.z'-- //a -h W,y--- /Y (3 -h ^P^) == e-S^+s (I)(.̂ , y),

s et s' désignant des constantes.
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Le déterminant à n'étant pas nul, prenons pour nouvelles paires de
périodes les quantités

(2îu, o), (o, 27?Q, (A,B), (A7, ï^),

où
A. -=.byJ — y a, B = 6 ̂  — // (3,
A/^: <^a — aa'-j- âN^'Tr, Î == ^/(S — rt^.

Ces nouvelles périodes sont distinctes comme les périodes primi-
tives, puisque 5 est différent de zéro; la fonction <D vérifie alors les re-
lations

<I> ( x -(- ;-î n i, y ) = <Ï> ( .r, y ),
<p(^j4,^) ^(D(.y,y),

^^(.y-h-A, y+B) == e-^4-2 <ï>(.j;, y),

<I» ( ̂  + A7, y -+- B7 ) = <?-ûr+£/ <j) ( ̂ ^ ^^ •) ^

et la relation (6), où l'on fa i t n == o, donne

,B=A/.

Supposons main tenant § = o. Nous allons voir que, dans ce cas, il
y a réduction, et que la fonction <1> peut être ramenée à une fonct ion
de deux variables doublement périodique de troisième espèce par
rapport à Fune des variables, l'autre étant regardée comme une con-
stante. En effet, les quatre nombres a, h, a!', Y n 'étant pas nuls tous
quatre, supposons a! différent de xéro. La relation

aV — ha! "^ o

montre que, si // est nul, b l'est aussi. Dans ce cas particulier, la rela-
tion (6)

a^-h b?'^ a/a-f- b1'(3 •4- aNîU
donne

a a' == a1 a -{- a "N TT i.

La fonction <& admettrait alors les deux groupes de périodes

0, 27T/,

a'sx—a<yJ-\~ a'NTU, a^ — a^, , 1 . :
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qui se réduiraient à
(o, 27^'), (o, a'^—a^);

elle serait donc doublement périodique par rapport à y seul.
Si a! et // sont tous deux différents de zéro, on a

a b m
7t''~="1)l'==:'~în''

m et m' étant premiers entre eux, et m devant être remplacé par
zéro quand a et 6 sont nuls. Donc

a === pm, a' =: pm'y b == qrn, bf = uni',

ohp et q sont des entiers non nuls. La relation (6) devient alors

(8) m { p ( x ' ^ yp^^ /n^a+^+aN^TT.

Faisons le changement linéaire de variables

X=7^4-çy, Y=j,

et adoptons pour x et y les paires de périodes

(—^r/Tii, 2pTTt), (o, 271:1), {m1 a—ma', m1'(3 —^p'), (a^ §').

Les paires de périodes correspondantes relatives aux variables X et Y
seront, d'après (8), données par le Tableau suivant :

X: AH:=O, Aâi==o^/7r^ Bn=:—aNiTT, "là^-^pff! -h q^',

Y : Aiâ== 27.'7r^ Aaa-^aîu, Bi2==: /7î/(3— /np^, Bg^^p7.

Si donc N est nul, deux périodes relatives à X sont nulles, A) i et B^ ^ ;
si N est différent de zéro, la combinaison

NAsi+^Bn, 'NA2â4-^Bi2

donne une paire de périodes danslaquelle la période relative à X est
encore nulle. Donc la fonction <I)(o?, y ) exprimée en X et Y est double'
ment périodique par rapport à Y seul. II y a donc réduction, comme
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nous l'avons annoncé, toutes les fois que le déterminant
d m a ^ — W

est nul en même temps que n.

Second cas : n différent de zéro. — Reprenons les relat ions (4)

$(^+37T^J) =^(.X;y),

<Iï(^, y+ 9.71:1) == e^^^x, j),
(4)

<!)(,,+a, 7+P) ^^"^^^'^(^y),,

<&(^ + a^ j+ P') = ̂ ^^^'""^•^"'"a^.r, j),

et la relation (6) qui lie les périodes

(6,) a^-h b^'^ ̂  = a^ + ^/p -+- ̂  + 5iN^.
27;^ r 27li

Nous allons ramener les relations (4.) à la forme des relations que,
vérifient les fonctions @.

On a, puisque n, a, b sont des entiers,

<&(.r 4- na -+" 2&7T^ y-4- n(3 — ïanc) == ^^ '̂-'-^ <I> ( ,r, -y),

où /et À* désignent des constantes dont la première est

/ = —.—. ( n a + 2 ^ TT (') :
2 71 <

on trouvera de même

<I>(.̂  4~W-l- ' î^ 'TT^ j+^tS^—^a^TrQ == ̂ ^-^^^(.z'^y),

//= ^-{n ̂ •+•9.^71:1).
2TCt '

Prenons, comme paires de périodes,

(27T^ô), (0,37^), (^,(30, (a^^)

en posant
ai = /%a --1- a & T r ^ (3 i=:7^(3—^aTt i ,
a/l=:/%a/+ ïb^l, ^\=nÇ>1 — 9.a'v:i;

ces nouvelles périodes sont indépendantes comme les premières. Les
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relations ci-dessus peuvent alors s'écrire

<I)(.y -+- 27:1, y) =:<î)(^,j),
^(.a?, y -+- 2ni) •=. ̂ (^(.r, j),
^[x -{- ex,, y +(3i).== <?^<Ï>(.r, y),
^(^-h^,j+P,)==^^^^(^y),

/ ̂  nal ^ ̂  ̂ ^i.
27Ti 2 TU

De plus, la relation (6) devient, si l'on y remplace a, (3, a', ̂ f par leurs
expressions en fonction de a < , j^, a^, ^,

(9) —— (Pi^ •- ai Pi) = aM'^,
."î 7Î ^

M désignant un entier non nul, comme nous le verrons plus loin.
La période ^ n'est pas nulle; car, si l'on avait (^ == o, la fonction 4>

serait doublement périodique par rapport à oc seul. Si nous posons

€», (;r, y) = e^^y <I) (^ y),

nous pourrons déterminer À et p- de façon que î\ (,r, y) ne change pas
quand on augmente oc et. y de la paire de périodes a^ ^. Nous aurons

. _,_ _^_ ^__ /i^i
2^1 ~~ 4^Pi

La fonction <I>i vérifie alors les relations suivantes, où nous prenons
comme second groupe de périodes (o, ^Miu) au lieu de (o, 2-îr?"),

<Di(^ 4" 27î:^j) =<I>i(.z", y),
/• ai \

M /t [ x — 7r" Y ) "+• ̂  -HL /
<t>i(.^j-+-2M7rO ==6- v ^ / ^i(^y),
(!>i (.r -+- a^ y 4- (3i ) = ̂ i (^ J-),

' 2 M ni'^'
^,(x-^a.\,y^^\)^e ^ y^^ ^^x, y } ,

où G et (7 désignent des constantes.
Faisons enfin un changement linéaire de variables, en posant

,.„: î ^r 2TCÎ '
x=.z--^ ^-p:^

<Ï>i(^,y)=^(X,Y).
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Les paires de périodes de X et Y correspondant aux paires de périodes
(a^^) , (a^) dex et y sont

C o .ra) ^^a^ îêlV(o,^), ^ ^ , ^ y
Pi Pi

on voit donc que Rentier M qui figure dans la relation (9) n'est pas
nul, car autrement, dans ces deux paires de périodes, les périodes re-
latives à X seraient nulles et la fonction <I>2 serait doublement périodique
en X seul. En formant le Tableau complet des paires de périodes de X
et Y correspondant à celles de oc et j, on aura :

Périodes de se et }'. Pdnodos de X et Y.

( S T T ^ O ) (27n',o)

(o ,2M7u) (A/B)
(ai, (Si) (0,27:0

(^pî) (A^B7 )

où l'on a posé
. _ 2'M7î:^i - _ ^T^MA^——p——, ,B^,.,^_,

4/_ IWi,-"^Pi w_ r?^^A ^ ^———^———, B^. -^—

On aura alors
(D,(X+2^",Y) =<I)2(X,Y) ,
^(X/Y+-aîu) =^(X,Y) ,
^ (X+A, Y+B) ^^^^ 4MX/Y),
<I^(X + A^ Y-h W) = ̂ ^'^(X, Y),

et la relation (9) donnera
B =:A/,

ce qu'il, fallait démontrer.
En résumé, dans les deux cas, n == o e t n ^ o , on peut ramener la

fonction $, quadruplement périodique de troisième espèce, à vérifier
des relations de la même forme que celles que vérifient les fonctions ©
de deux/variables, avec la condition, de Riemann

' ! ! ! . ! 1 , B=A^ , ;, , 1 1 ! ! ! 1 , '

4. Pour donner des exemples de. fonctions de deux variables qua-
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drup lemen t périodiques de troisième espèce, suivons une méthode
analogue à celle qui sert à former l 'élément simple dans la théorie
des fonctions doublement périodiques de troisième espèce {Annales de
F École Normale, 3e série, t. I, II, III), ou, en nous plaçant à un point
de vue plus général, imitons ce que fait Halphen dans son Traité des
fonctions elliptiques., t. I, p. 468 (Q-

Soient a, p, y trois quantités telles que la partie réelle de la forme
quadra t ique

a/n2-}- (3/^4- ï^mn

soit négative pour toutes les valeurs réelles de m et n antres que
m == n == o; soit p un nombre entier positif, et ç(^, v} une fonction
un i fo rme des deux variables u et v. Si la série

$( ^ _ V ^(a/»a+p/^4-%yw^-^-w.lr4-/y•)^^.r'•^•2wa+2/!r^ ^y^.m^w^

m., u ==—»

est convergente, elle déf in i t une fonction uniforme de a; et y vérifiant
les quatre relations

(I)(,r-l-27K',y) =:4>(a;,y),
(l>(A-,,y-l-a7i:0 ^^(-f»,/)»
(I>(.K + aa, y -h ay) = e-/-^5" <I*(,a;, y),
<ï>(a,- 4- ay, J -+• 2|3) = e-Pt^P' <I>(A', j) ;

cette fonction est donc quadruplement périodique de troisième es-
pèce. Lorsque la fonction ç(M^) est un polynôme en u, v, ^ et ^
l;i fonction <l> est composée l inéai rement avec des fonctions © de deux
variables. Lorsque la fonction s(u, v) est rationnelle, la fonct ion <1>
possède des singulari tés essentielles à distance finie. Par exemple, on
pourra prendre pour <p(M, v} les expressions

// f
^7^ TÏ"^ ^^^T,)\ • • • - (TqraF'(r+^1, .̂ ,̂ —^ , . . . » T.-^—^^ ?

a, 6, a/., !/ désignant des entiers positifs. En supposant a, ̂  y réels,

( i ) rq/es nne Notô que j^ai présentée à l'Académie des Sciences le 2,5 mars 1889
(Comptes re/iclu-fy t. CVIIÎ).

.jf//n. de i ' É c . Normale. 39 Série. Tome VIL — M A I i8cp 2(>



ï54 p- APPELL. — SUH LES FONCTIONS DE, DEUX VARIABLES, ETC.

l es fonctions <& correspondantes possèdent les surfaces de s ingula r i t és

.:^=('ï AH- «)7:, y==:(a/,4-i)7r,

où. l'on a posé .2' == x ' 4- ix", y - ^ y ' - ^ i y " et où h et A désignent des
entiers quelconques. L'hypothèse ci ==- h == i , af==.b'= 2 fourni t u n e
fonction de troisième espèce, analogue à la fonction de première espèce
que M. Picard donne comme exemple dans sa Note du 18 mars ï(S8q
(Comptes rendus, t. C V I f I ) (r).

( 1 ) ^om aussi KidIeUn d<î Ici. Société mathématique de Fremce. L XVII, [). l'ii.


