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SURFACES RAPPORTEES A LEURS LIGNES ASYMPTOTIQUES

ET

CONGRUENCES RAPPORTEES A LEURS DEVELOPPABLES.

Par M. C. GUICHARD,

CIHARGE D'UN COURS A LA FACULTE DE CLERMONT-FERRAND.

e e R .

Dans cette étude, je définis une droite d’'une congruence par les
coordonnées de son point central et par ses cosinus directeurs.

En menant par le centre d’une sphere de rayon r un rayon paral-
[ele a cette droite, jobtiens sur la sphere un point qui est la représen-
tation sphérique de la droite. Aux développables de la congruence
correspondent des courbes tracées sur la sphere.

Je suis amené ainsi & étudier un systeme de coordonnées curvilignes
quelconque tracé sur la sphere; c’est Uobjet du premier paragraphe
de ce travail.

Je montre, dans un deuxiéme paragraphe, comment ce systeme de
courbes doit étre particularisé pour qu’il soit la représentation sphé-
rique des lignes asymptotiques d’une surface. Je fais voir ensuite que,
lorsque cette représentation sphérique est donnée, les surfaces cor-
respondantes peuvent étre obtenues & I'aide de quadratures.

Relativement aux congruences, la représentation sphérique de leurs
développables peut former un systeme de courbes quelconque, et,
quand ce systeme est donné, la détermination des congruences cor-
respondantes se fait 4 'aide d’une équation de Laplace.

Sil’on veut que ces développables découpent sur la surface centrale
un réseau conjugué, il faut et il suffit que la représentation sphérique
des développables soit celle des lignes asymptotiques d’une surface.
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Ce théoreme permet d’obtenir une série tres étendue de surfaces rap-
portées a leurs lignes asymptotiques. Il suffit pour cela de prendre
deux courbes quelconques. A chaque sécante commune aux deux
courbes correspond un point de la surface ; les lignes asymptotiques
correspondent aux cones, qui ont pour sommet un point d’'une courbe
et pour base l'autre courbe.

Enfin, sila représentation sphérique des développables est celle des
lignes asymptotiques d’une surface i courbure constante, les arétes de
rebroussement des développables sont les lignes de courbure des sur-
faces focales.

Ce théoreme permet d’établir entre certaines surfaces une corres-
pondance réelle, de telle sorte quaux lignes asymplotiques de 'une
des surfaces correspondent les lignes de courbure sur 'autre.

I. — Coordonnées curvilignes sur la sphére.

Soient e, B, v les coordonndées d’un point M d’une sphere ayant pour
centre origine et pour rayon 'unité. Supposons que «, B, v soient
des fonctions de deux variables w et v. Posons, avee Gauss,

do® = do® - dB* + dP = e du® + o f du do + g do?,

{0 P Jy
h (()u) - <;}[¢) - <0u>

. ._dzda I3 I3 dy ()/
(0 S = du ov - du J¢ + ou 9¢’

o (AN} N AN EUAN
27 \dy ()V) }-(;)T ’

auxquelles nous joignons les formules

ol 1'on a

i

o e dy
( ()LL—*—{’()U '/_(T,_O
(2)

En différentiant les formules (1) et (2) par rapport & « ct ¢, on



SURFACES RAPPORTEES A LEURS LIGNES ASYMPTOTIQUES,

trouve facilement

2

O
ot

ETC.

a2+ ﬁg—@ + Q—K =—ce,
; du? dw’ du?
0o J%
*ou ()s' +B; ()u ()v 7w 5(’ ==/
Do 0*p 2%
ov? +(3 Jv? )’()"‘,‘é =&
do Qe 05 B a7 0%y 1 Je
du du> " du dut Jdu du? 2 du’
) de 0*a 25 0B A
(%) du dudy " Ju dudy  du Jude 2 dv
gz Qe 0B @B 9y 0y _df 1 0%
Jdu dJde* du Jp? du Jv* dv 2 Jdu’
Jo Pa BB 9y _9f 1 de
Je dut Jv Ju? Jde du? die 2 Jv
Jo Qo 0B OB | dy Py 10
dv dude | de dudy | de dude 2 du
Do Do JB 0*p dy Py 108
L0y o0 T Jde dvr T o do

Cela posé, remarquons que le déterminant

dilférent de zéro. 1l en résulte qu’

T du dy
5 05 08
Poou v
L 97 97
/ du  dv

on peut écrire

o ()J Dz )
;)-I’I-i = A ()I -B ")'" -+ ] Ty
*E 0P 2B e
(ﬁﬁ A5 Ju +B )~ + P,
Py 97 ()/ .
gz =g B+ Py

Multiplions ces équations par a, B, v et ajoutons. On aura, en tenant
compte des équations (2) et (3),

P=—e¢
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. T . do 05 ¢ L 0o OB 0
En les multipliant d'abord par 5=, =7 05{; puis par 5=, 5% d%’ on
trouve
.1 Oe
Ae +Bf = ;' (-)—227

ce qui donne A et B.
En opérant de méme sur les autres dérivées secondes, on aura le

tableau de formules
o do ()oc

od Ay By e
02 e Jda do
/ I oY= oa
(4) dudv o D v S
o 0 Lo
Jo? =E5; Ou +F dp &%

auxquelles on doit joindre les formules analogues obtenues en rempla-
cant « soit par P, soit par v.

Les coefficients qui entrent dans ces équations ont les valeurs sui-
vantes :

de Af de
A= g Ju f()u /7 ()v
- 2A
()e ) ()/' ()e
—/ 3a )u )l/ Jc_’
B = X ,
de .08
9~ du
C= 2A ?
(5) L de g
TR
D = ZA ab)
2 o ()’—/' — (I‘.(ﬁ _(_)..é:
B — S0 ®ou Jy
- 2 A ’
7 t)g
F — 2/ 96 dv f ()u ¢
- 2A ’

VA ey — S
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Différentions la premiere des formules (4) par rapport 4 ¢, la se-
conde par rapport & «; puis, dans les résultats obtenus, remplacons
les dérivées secondes par les valeurs données par les formules (4). On
trouve

[ Vo JA de oB de’
\)” = (0‘} \L+Bn)+ <AD+ ~—+Bl‘—c> .<_ &/~BH—W)
(

00 dC - ()a( aDh ) ( - . OfN
( ()1/<()// +CA+D(‘~‘/> e \CB T ou T D ) e - be—Ds— ()%u)

On aurait de méme

J¥o do (0G : dx Jbh } . O
__< e +m)+-~(<n+ LY _/)4- .(-(,/—n,,._(_)-‘.’)

du Jo* = du\ dy )¢

_dx/dE A e o o g 08

Les ¢galités (6) et (7) subsistent quand on y remplace «, soit par 3,
soit par y. On en conelut que, dans les formules (6), comme dans les

. p do. Joe o . . A
formules (7), les deux coefficients de 5=, == doivent étre les mémes.

On oblient ainsi six équations qui contiennent les dérivées du second
ordre de e, /, g. Ces équations ne sont pas toutes distinctes; quelques-
unes méme sont satisfaites identiquement. Voici comment on peut
obtenir la solution la plus générale de ces équations : o, B, ¥ étant
exprimés rationnellement a I'aide de deux variables £ etv, on prendra
pour ¢ et n des fonctions arbitraires de w et ¢. On arrivera ainsi i ex-
primer e, /, g4 'aide de ces fonctions et de leurs dérivées. Ce sera la
solution (]cmandee. Mais, dans I'étude de systemes particuliers de
coordonnées cuarvilignes, il pourra étre avantageux de se servir des
¢quations (6) et (7).

II. — Représentation sphérique des lignes asymptotiques d'une surface.

Soient M un point d’une surface; x, y, s ses coordonnées rectangu-
laires exprimées en fonction de deux variables u et ¢. Supposons, de
plus, que les courhes u = const., ¢ = (:onst soient les lignes asym-
ptotiques de la surface. Soient enfin e, §, v les cosinus dlrcclems dela

Ann. de I’Ee. Normale. 3¢ Série. Tome VI, — I\ovnmnnm 1889. 43
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normale en M & la surface. On sait que le point m de la sphere de
rayon 1 (qui a pour coordonnées «, B, v) est ce que Gauss appelle la
représentation sphérigue du point M de la surface. Au systeme des
lignes asymptotiques de la surface correspond sur la sphere un systeme
de courbes qui est la représentation sphérique “des lignes asympto-
tiques de la surface. Je me propose d’établiv ici la propriété caracteé-
ristique de cette représentation sphérique.
En vertu des hypotheses faites, on a les équations

Py LA
Ju du Ju
dux dy Ik
" | B0 1o =
’ dz dx I3 dy  dy ds
oudu " da du T ga du
do dx  IB dy  dy 05 o

Lae av T ae 06 T ae o8

Déterminons maintenant des fonctions M, N, P qui satisfont aux
équations

dx do Jz
== Mo NS P
Jdu on TV ’
Jdy B B
& Mm% Ny
du da TN o U
Js 0y Jy
— = M-=L N =L Py
du du e 7
Pour cela, multiplions ces équations par «, B, v et ajoutons. On
trouve
P =o.
N T do dB o, . .
Fin les multipliant par 5=, (—)t, 7)7/( et en ajoutant les produits, on a

Me+ Nf=o,
ce qui permet de poser

M =z Af, N = — /e,
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En opérant de méme sur ogr oy, ()', on voit qu’on peut écrive
de o de o dv
(dr __,  dz 2.
‘ Y du " =G e
(2)
(l._r_ .0 Fud ()/
D T

auxquelles il faudrait joindre les formules analogues obtenues en rem-
placant 2 et e, soit par y et B, soit par = et .

Différentions la premiere des équations (2) par rapport & ¢ et la se-
conde par rapport & w; puis remplacons dans les résultats obtenus les
dérivées secondes de o par les valeurs données par les formules
[(4)§1]; on trouve

) dal d S| 0z
------- = 52| n = nre— e |+

dude  du

D — 5)(« (he) — /mF] 4 o (— f*4-hey)

T r)u

3

(14 )_zux+m‘

o J .. N P T
7 5 U+ D | - alge— 1),

2

. . [aF
Comme précédemment, on voit que ces deux expressions de T de
doivent étre identiques. La comparaison des deux coefficients de o
donne d’abord

{= /.

On voit alors que A doit vérifier les deux équations

: 9 (i 9 (ha) = h (B — o
(3) ;)';(/if)'*‘;);;(/la)w h(eE—gA),
/. ‘ — 2 —_—

(4) (), ( Ly + ) (he) = h(gB—eF).

Développons la premiere de ces équations; on aura

N )/1 ()g' oh
(/./ /LO> /l / )p 5‘ + g ()[1
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et
af dy dg , de LIf Je
' 0‘4’600_"’6(’)7; Tov TE 2‘:"/;)_1;—“ PR
eE—gA= SR o —
; J0A JA
Sou T ()F ‘/()v

- 2A
[équation (3) devient alors

()/L 0 s onN JA JA
(f ae ()u+ ()u>—~ hs © Ju //()(

ou encore
()/l JA ; ol JA
—aan gl = (aa g ) v (a8 G 0T )

En multipliant les deux membres de cette ¢quation par £, on a

0 2 0 2
—a(A )()” f;)TI<A/L ) -+ & ;);(A/l ).
Posons
(5) Al = 2,
Il vient
. 98 __ 0k 0k
(6) T ou T / v F8 ou’

On aurait de méme, en transformant de la méme maniere Péqua-

tion (2),
de Ok ()7\
(7) T ““f()u o

Les équations (6) et (7) sont équivalentes acelles qui s’en déduisent

en les résolvant par rapport i =, =; on trouve
) ) 4

dg  Lde
n_TUETIE
du ™ A =
dg de
o _Tou" 50 .
dv - =2
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d’ ot

(8) = 00"

Réciproquement, sila relation (8) est satisfaite, les équations (3)
et (4) sont compatibles. Done :

Pour qu’un sysiéme de courbes tracées sur la sphére soit la représenta-
twn spherique des lignes asymptotiques d'une surface, il fawl et il suffit
que ce systeme sout tel que Uon ait

o _ob
du Oy

Je ferai, sur ce sujet, les deux remarques suivantes :

1° Si 'on se donne sur la sphere un systeme de courbes satisfaisant
a la relation (8), on pourra, & I'aide de quadratures, déterminer A par
la formule

(9) dh=—2 (D du-+ Cdy),

ce qui donne A & une constante pres, puis, en vertu de I’équation (5),
A 4 un facteur constant pres. Les équations (2) donneront ensuite
x,y, = par des quadratures. On voit, d’apres cela, que, lorsque la re-
présentation sphérique des lignes asymptotiques d’une surface est
donnée, on peut déterminer cette surface par une suite de quadra-
tures; de plus, toutes les surfaces ainsi obtenues peuvent se déduire
de I'une d’entre elles par une homothétie suivie d’une translation.

2°Si I'on exprime «, 3, v en fonction rationnelle de deux parametres
&, 1, qui sont des fonctions de u et ¢; ¢, /, g contiendront les dérivées
premieres de &, 7, de sorte que (8) contiendra les dérivées du troi-
sibme ordre de £ et n. La résolution de cette équation-du troisieme
ordre permettrait de rapporter toutes les surfaces a leurs lignes
asymptotiques. La résolution de cette équation parait impossible; il
semble méme qu’il est difficile d’en obtenir des solutions particulieres
ayant cependant une grande généralité. Cependant, dans le cours de
ce travail, nous trouverons une série assez étendue de surfaces rap-
portées i leurs lignes asymptotiques.
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~]

Les ¢quations (2) permettent de former simplement le ds* de la sur-

faces; on trouve
ds*=Al*(e du* — f dudy -+ g dv?),

Pare de la représentation sphérique étant donné par la formule
de*=cdu*+ 2 fdudv + g do*.

La comparaison de ces deux formules donne, pour le rayon de torsion
des lignes asymptotiques,
T = \/A/2.

Enfin 'équation du second degré qui donne les rayons de courbure

de la surface est
pi4a2phf —*A=o.

Si la surface a une courbure constante, A%A est constant; alors Cet D
sont nuls. On en déduit

de oz
= = 0, 8=,
Jy due

En choisissant convenablement les variables « et ¢, on pourra poser
c==u, g=1.

Les équations (6), (7) du § I se réduisent alors &

o 0% of of ,
— 2. : L L ——
(=7 )«)u Jdy +f()u dv ==
ITI. — Représentation sphérique d'une congruence de droites.

Soient

D une droite de la congruence;

F, F’ les points focaux;

C le milieu de F, F’;

x, ¥, % les coordonnées rectangulaires du point C;
a, 3, v les cosinus directeurs de la droite D;

¢ la longueur CF.

Supposons ces quantités exprimées en fonction de deux variables u
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ete¢; supposons, de plus, que les surfaces réglées w= const., ¢ = const.
soient les développables de la congruence. Le point de la sphere de
‘ayon 1, qui a pour coordonnées o, {3, v, est ce que J'appelle la repré-
sentation sphérique de la droite D; enfin les courbes « = const.,
¢ = const., tracées sur la sphere, seront la représentation sphérique
de la congruence.

Le point F a pour coordonnées

x+pz, y+pB, s4py
et le point I/
w—pa, y—pP 5—py

On peut done poser les équations

Ao ++pa) (s py) .
G e Cow T

e —pz) IEs—py) .
_;)(.' e, /a’ “,,,..._;Z.‘:_.v.,_,. - l/’

d’oi1 'on tire

0x _ (92N, _ 9%
de —\""Tod) T 0w

( dx ( ()p) )z
==+ e+ p—

oy

(1)

et les formules analogues pour y et =.

Dilférentions la premiere de ces équations par rapporta ¢, la seconde
par rapport i «, et remplacons les dérivées secondes de o par les va-
leurs fournies par les équations [(4), §I]. On a

Pz 4)1( Dp < ()x( dp , ((l{f e
dion = e = ok —eC) g (= g —eb) e (G5 — g e/

\ \

_ )z Jop N\ L Qe [0p af g >
» (l-]- - p(.‘> -+ <—~ +p|)> “+ o <7)—[; + Swov p'/‘ .

T du ov \ du

\

Ces deux expressions devant étre identiques, on aura

. (% . .c
(:‘),) { = — 2 <()V -+ p(;),

. — oe.
(3) /1._«4—2<()u+p|))
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dh _of _ | J*p
dv  du T dude —2p/-

En éliminant / et A entre ces équations, on trouve

, »’p .o dp oG ab

On voitainsi qu’on peut se donner arbitrairement la représentation
sphérique d’une congruence; pour déterminer la congruence corres-
pondante, il faudra résoudre 'équation de Laplace (4); le probleme
s'achévera par une quadrature.

Si I’on voulait avoir toutes les congruences, telles que les arétes de
rebroussement de leurs développables soient des hélices, il faudrait
prendre comme représentation sphérique deux séries de cercles.

IV. — Cas ou les développables de la congruence découpent un réseau
conjugué sur la surface centrale.

in tenant compte des équations (2), (3), (4), on peut écrire ainsi
P
dudv”

Pe _daf dp c do (dp D (D Jp C Jo Jab de\
dude  Ju a0 P J) e L R a0 T oa TPOS TP g

la valeur de

Sisur la surface centrale, licu des points C, les courbes u == const.,
¢ = const. forment un réseau conjugué, on doit pouvoir poser

*x . Ox dx
dioe =V o T Q5

avec les formules analogues pour y et z. La comparaison des for-
mules (1) et (5) donne

P:G-i-']— ()-—P-a
g dy
Q=D+ 1%

pda’
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W
FAN
(24

On aura, en égalant les coefticients de «,

()p —a dp oD JdC

()w du o0 P ou
(1 0p Jde | 1 dp do N
- (“ - 2 ()('> (()u +2PD> <I) +2 4 ()u> <I )H(‘>

et, en simplifiant,
dC __ ab
du " dv
Done :
Pour que les développables de la congruence découpent un réseau con-
Jugué sur la surface centrale, il faut et il suffit que la représentation sphé-
rique de la congruence sout celle des lignes asymptotiques d’une surface.

Inversement, si I'on connait une congruence jouissant de la pro-
priété indiquée, on pourra, 4 I'aide de quadratures seulement, en
déduire une surface rapportée a ses lignes asymptotiques.

Or on sait que cette propriété existe dans le cas particulier ot la
surface focale se compose de deux courbes. Indiquons rapidement
comment on détermine dans ce cas la surface correspondante.

Soient @ (u), 5,(u), ¢,(w)les coordonnées d’un point de la premiere
courbe; — $(¢), — b, (9), — La(v) celles d’un point de la deuxieme
courbe. On aura

=Y @_—oi—i—% y:cpg+up27
20 2p _2P
4p2:(@+¢)2+(¢1+¢1)2—|—(¢2+ 4)2)‘2'

Ces équations permettent de calculer les quantités e, S & D’autre
part, pour la congruence spéciale que nous considérons ici, on a /=o,
h=o0; ce qui (lonnc

1 do D—_1 dp

c=—12, y=—L52.

p 0¢ p du

La formule (9) du §IT devient

&= 24 Dda

p
Ann. de I’Ee. Norm. 3¢ Série. Tome VI. — NoveEMBRE 1889. 44
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et, par suite,

Al = e = %2’
p étant une constante ; cette formule donne 4. Les formules (1) du § 11
donnent ensuite 2 par une quadrature.

A une congruence linéaire cette méthode fart correspondre un pa-
raboloide dont les plans directeurs sont perpendiculaires aux direc-
trices de la congruence.

A une droite et une courbe correspondent des surfaces réglées
plan directeur; le plan directeur est perpendiculaire & la droite.
Toutes les surfaces réglées a plan directeur peuvent étre obtenues par
cette méthode.

V. — Cas ou les arétes de rebroussement des développables de la congruence
sont lignes de courbure des surfaces focales.

Soient X, Y, Z les coordonnées du foyer F. On a
X =2z + pa, Y=y+0p3, 1= 3 - py,

ce qui donne

X = ho =12 <£)—PL: | pI)) o,

ou 0
(?_)E— [+?QE o° 2 g__oﬁ-l—‘ 90 Co = 9 da
dvo L oo T rRLET 200

avec les formules analogues pour Y, Z. Ces formules permettraient de
vérifier tres simplement que les courbes u = const., ¢ = const. sont
conjuguées; si ces courbes sont rectangulairves, elles seront les lignes
de courbure de la surface lieu de F. La condition d’orthogonalité donne

C=o.
Si la méme propriété subsiste pour la seconde surface focale, on

aura aussi
D= 0.
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Ces deux conditions réunies montrent que la représentation sphérique
de la congruence est celle des lignes asymptotiques d’une surface &
courbure constante.

Dans ce cas particulier, ¢ est donné par I'équation

. Pp .
©) daon TH=O
et 'on a, pour la surface F,

(9X __, 0,
) 5 Ju T ou’
7 X 0z
Jde P il
Ainsi :

St l'on connait unc surface a courbure constante rapportée a ses lignes
asympltotiques et une solution quelconque de I’ équation correspondante (6),
les formules (7) donneront par quadrature une surface F.

La correspondance entre ces deux surfaces est réelle, et aux lignes
asymptotiques de la surface donnée correspondent les lignes de cour-
bure de la surface F.

Les surfaces F ainsi obtenues sont évidemment des surfaces particu-
litres. Si, en effet, on prend une surface quelconque S, les tangentes
aux lignes de courbure de S ne rencontrent pas la seconde nappe focale
suivant une ligne de courbure.

Inversement, si 'on se donne une surface jouissant de la propriété
de F, on pourra par des quadratures y faire correspondre une surface
a courbure constante.

Ces surfaces F jouissent d’une propriété curieuse que j'établirai
dans un prochain Mémoire. L’une des nappes de la surface, lieu des
centres de courbure de F, est telle qu'on peut y tracer un systeme de
courbes conjuguées formées de géodésiques.

Il est facile d’avoir des solutions particulieres de I’équation aux dé-
rivées partielles (6). En se reportant aux formules (4) du § I, on voit
que o, B, v sont des solutions de I’équation (6). Si I'on prend pour p
la solution particuliere o, on a une congruence spéciale, de la nature



348 C. GUICHARD. — SURFACES RAPPORTEES, ETC.
de celles que nous étudions dans ce paragraphe et dont la surface cen-
trale est un plan. En effet, les formules (1), (2), (3) du § V donnent,
dans ce cas,

w_ o,

du 7 Jde T

La surface centrale est un plan parallele au plan des yz.



