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SUR L'EQUIVALENCE
DES

C O U R A N T S ET DES A I M A N T S ,
PAR P. D U H E M .

§ I. — Introduction.

Ampère a montré le premier q u ' u n courant fermé et uniforme exer-
ça i t soit sur un pôle d'ahmnt, soit sur un élément de courant, les
mêmes actions qu 'un feui l le t magnét ique ayant pour contour le con-
ducteur linéaire dans lequel circule le courant.

Cette découverte d'Ampère conduit à se poser la question, suivante :
Dans quels cas un conducteur traversé par des courants quelconques

exerce-t-il soit sur un élément magnétique, soit sur un élément de cou-
rant, les mêmes actions qu'un aimant contenu en entier à F intérieur de
la surface qui limite le conducteur?

C'est cette question que nous nous proposons d'examiner clans ce
qui, va suivre.

Auparavant, nous allons indiquer quelques remarques sur la déter-
mination d'un. aimant dont on connaît à l'extérieur la fonction poten-
tiel le magnétique.

Soient x^ y, z les coordonnées d'un point d'un aimant; soient -A,,
ui), 8 les composantes de l'aimantation en ce point; soient!;, T], *( les
coordonnées d'un point quelconque, et r la distance des deux points
(.y, y, z) et (^, Y], Ç). La quantité

est ̂ fonction potentielle magnétique au point ($, Y], *C).
Ànn. de l^Éc. Normale. 3* Série, Tome VÏ. — SEP'ITMBKIÎ i88()» ^
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Si l'on se donne un a i m a n t , sa fonction po t en t i e l l e magnét ique est,
en tout point extér ieur à l ' a imant , f in ie , cont inue et uniforme ainsi
que ses dérivées partielles de tous les ordres; lorsque la distance R du
point f ^ , T], Ç} a l 'origine croît au delà de toute l imite, les quantités

iw, R^, R^, ir-^
à^ ô'n ()Ç

ne croissent pas au delà de toute l imi te ; enfin, en tout po in t exté-
r ieur à l ' a imant , on a

. , à2^ .P1^ ^^f\ ••i'j ,—— i «L- »i —— f\iJk S/ — —„, -- -f"~ ~—-11,11'- "t~ --,•,;-„"" —— y,
à^ or^ <)C

Réciproquement , étant donnée une fonction 'ç'C^:, "/]., *(), c/ui, en loat
pointextérieur à une sur/ace fermée S, est soumise aux conditions précé-
dentes, peut-on^ à l'intérieur de la surface S, former un aimant qui au
pour fonction potentielle ma^nétù/ue à l'extérieur de la surface S /a
(/uanlité Ç ( E, Y] , G ) ?

II. est facile de voir que l'on peut former une in f in i té de semblables
a iman t s .

Donnons-nous arbi trairement une fonction f(.x, y ^ , G ) qui , en tout
poi.nt(^,y, s) intérieur à la surface S, soit un i fo rme , finie et continue,
ainsi, que ses dérivées partielles du premier et du. second ordre.

D'après le principe de Diricblet, il existe une et une seule fonc-
t ion v ( x , y , z) soumise aux condi t ions suivantes :

i° La fonction t)(o;*,y, z ) est f in ie , uniforme et cont inue, ainsi, que
ses dérivées partielles du. premier et du second ordre, en tout point
(,r,y, z ' ) in tér ieur à la surface S.

2° En tout point intérieur à la surface S, on a

At:)(.r,y,.^=A/(.r,j^).

3° -En tout point de la surface S, on a
t):=^.

D'après ce même principe de Dirichlet, i l existe une infîmté de fonc-
tions <&(;r,j, z ) , d i f férant les unes des autres seulement par une con-
stante additive et soumises aux conditions suivantes :

1° La fonction <I>(^,y, z ) est finie, continue et uniforme, ainsi, que
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ses dérivées partielles du premier et du second ordre en tout p o i n t
(.y,y, z ) in té r ieur à la surface S.

^° En tout point intérieur à la surface S, on a

A^(^ , j , ^ )==A/ ' ( .2 , r^ ) .

3° En tout point de la surface S, on a

^ _ <K) àv

JN/ â^c 'à^i

Prenons l 'une quelconque de ces fonctions <I> et posons

.1,^^^,
47: <)̂ ."

us- 1-^,- ) — ̂  ̂ ?

_ i rN>(, _ ̂  -^ ;

"A,, ad), ©seront , au point (.z',j, ^), les composantes de l 'aimantalioî)
d/un certain a imant l imi té à la surface S.

Prenons une fonction qui, soit, ea tout po in t ( ^ , T ] , ^ ) , extérieur à
l ' a imant , égale à-çC^Ti/C) et, en tout point (.T,J,^) intérieur à l'ai-
mant , égale à t.)(.r,y, ^). Cette fonct ion sera la fonction po ten t ie l l e
magnétique de l 'a imant que nous venons de définir.

En effet :
'1° La, fonct ion potentielle magnétique ^> de notre a imant doi t être

soumise aux condit ions suivantes :
Elle doit être f inie, cont inue et uniforme dans tout l'espace.
Ses dérivées partielles des deux premiers ordres doivent être f inies ,

"continues et uniformes dans toutTespace extérieur a, la surface S et
dans tout l'espace in tér ieur à la. surface S.

. , , . , - » . , ,.,. ,,.. ^^à'^ T..>r}^ ,..>rX^ i • . iA 1 in f in i , les quanti tés 1.W, li'~^-î R — ? l:r-j,r doivent demeurer
finies.

En tout point de l'espace extérieur à la surface S, on doit avoir

à^ = o.
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En tout point intérieur à la surface S, on doit avoir

, /^cÂo (hll àQ\A\?) = 4îr — + -.- -+- — •\ àx oy o^ /

En tout point de la surface S, on doit avoir

^ 4- cw ==:47r[JLcos(N, ,^)+ '^)COs(Nz, j ) - l - ecos(N,, ^)].
(/Il û ^•'•'i!;'

2° Deux fonctions distinctes ne peuvent à la fois vérifier toutes ces
conditions.

3° La fonction qui est égale à <?(S;, T], *() à l'extérieur de la sur-
face S et à 'o(<r,y, z) à l'intérieur vérifie toutes ces conditions.

Nous avons donc défini un aimant dont la fonction potentielle est
égale en tout point extérieur (L T], 0 à ^(S, T], 0. A chaque fonction
f\x, y , s) arbitrairement choisie correspond un semblable aimant. I l
en existe donc bien une infinité, comme nous l'avions annoncé.

On voit de plus aisément que la méthode précédente donne tous les
aimants intérieurs à la surface S, qui admettent à l'extérieur de cette
surface la fonction potentielle donnée, et pour lesquels les compo-
santes de l 'aimantation sont, en tout point , les trois dérivées par-
tielles d'une même fonction des coordonnées de ce point .

§ II. — Formules fondamentales de l'Électrodynamique
et de l'Électromagnétisme.

Les formules dont nous allons faire usage pour l'examen de la ques-
tion que nous avons posée au début du paragraphe précédent ont été
données déjà dans deux Mémoires consacrés, l 'un à l'étude de l'Élec-
trodynamique, l'autre à l'étude de l'Électromagnétisme ( 4 ). Nous allons
les rappeler ici en renvoyant aux deux Mémoires dont il s'agit pour
l'exposé des méthodes qui permettent de les démontrer.

(r) P. DUHEM, Âpplicationff de la Thermocly'/u/mîque aux dotions qui ^exercent entre
Ififf coura/iu élcîctriqae.v ( Âcla Societaïls Sclentiarum Fe/micce, t.. XVI. Hôlsingfors, 1887).
— Applications de la ThermodfnamiquG aux actions qui ^exercent entre les' courants'
électriques et leff cilmctiitfs (Àcta. Socictdtis Scientiarum Fcnnicœy t. XVIL Helsingfbrs,
1888).
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Soient u ' , ^, w' les composantes du flux électrique en un point de

coordonnées x\y\ ̂ /, d'un conducteur traversé par des courants quel-
conques. Soit r la distance du point (^\y\ ^/) à un autre point (se, y , z ) .
Soit ^ la constante introduite par M. H. von Helmhoitz dans l'étude de
rElectrodynamique.

Posons

t)(^,j^)- ^fff^^'
T^ yyy^f [y(.,,^)+ ^ ( y ' - y ^ w ' ^ ^ ^ d x ' d y ' c l z ^

:„..(„ ( ( i .^^[^/(,y^^^)+^(^^.y)4.^/(5^^]^^

•y »7 J ^ '

Soient u, ^, w les composantes du flux électrique en un po in t
(^, y, ^). Le potentiel électrodynamique d'un système renfermant des
courants quelconques a pour expression

'II = — A- i f ( ( V) u 4- ̂  i1 + ̂  (ï' ) ̂ r .̂y clz,

A étant une constante et l ' intégration s'étendant au système tout
entier.

Posons

^•'^) -fff
^,,,.)=fff

^ 2_J^'\ dx1 d y ' dz1\

^(,.,,,.)=///(«/^-.'̂^ ^LZL^.} dûc^ cl-r' dz'.

d x ' ciy' d z ' ,

I./action exercée par un conducteur parcouru par des courants quel"
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•ïonqucs sur un élément de courant clxdy dz , placé au po in t (.2:', j, ^) cl
parcouru par un flux électrique don t les composantes sont u, ^, w, se
a ' édu i f c à une force appliquée à l 'élément dxcîy dz. Cette force a pour
composantes

. x==:Xi-hX,2,

«)

et l 'on a

-; Y=Y\+Y,,

I Z=Z, +Z^

X,,=:Â[^(.r,y, ^)^-^.(,r,7, z)v~\dxdyd^

Yi == A [M-(.:r, r, ^) ^ — œ (^, y, ^) w] ̂ r r/r A,

Z, ^Atœç.r^,^)^-^^^./, ^)^]^rA'^

et
,. . , , , f du àv <)iT' \ , , ,
\,==-AV (,r,j, s) ( ̂  + ̂ , + ^-J da;dyd^

X ' A ^ C * / ^ /^ /^ ^p ^lÏ/\ y , ,Y,-- AV(.z,.y, .) (̂  + ̂  + ̂ J^^A,

z. =-A^( ̂  .)f^ + ̂  + ̂ d^dr^.' " \ ^.y ^j ^ 7

Soient^-/, zi1)', s7 les composantes de l 'a imantat ion d 'un a imant en
un po in t Çx\y\ z " ) . Soit r la distance du point (a'\ y', ^) au, p o i n t
("A1, y, r,). Posons

/ " / / y ^ di ^\
(7 ) Vf.:^, .) = / j j [^ ̂  + .l/ ̂  + 3' ̂ /̂..' dy'^.

Si au point (a;,^,^) se t rouve un é lément magnét ique d x d y d z ,
dont l 'a imantat ion ait pour composantes A., ifî>, c, les actions exercées
par l 'a imant considéré sur cet élément admettent un potentiel qui a
pour expression

(8) P^k^^+^^+Q^^ctyd.,.\, à j j ày ( j z / t/ ?

h étant une constante.
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Posons
ù -

0 -==. \^
à^'

^
dp5

à-
< , 1 , _ o^ r

(«y _ 0

^ ~ <?5' -

à î- à '-,
9 = ̂ .' —— — -ifc' —7

rfj' .̂ï

et
1 , «b (A-, y, s)=fffo dx'dy'd^,

o) 'F(.r,y, ̂  = /'/'/'^ dx'dy'd^,
j ' «-/ «y i,.''

f Q^^y^^.ffj^dx'dy'cb'.

Considérons en outre un conducteur traversé par des courants. Soit,
au po in i ( x , y, z ) , un élément d x d y d ^ de ce conducteur. Soient ,^ ,
v, w les composantes du •Ilux électrique au po in t ( x , y, s), l.e poten-
tiel électromagnétique de l 'aimant et du conducteur pourra se meltre
sous la forme

(i. i.) a = ii /'YTw-^ y7 ^ î f ~h•IF (• r î- } / î z) ^ + ̂ (^^r'3)(T ' ']da! dy '/::>

l ' in tégrat ion s ' é tendant au conducteur et H. é tant une constante.
L'élément dx' d y ' ch' de l 'a imant exercera sur l 'élément d x d y d ^ d u

conducteur une action réductible à une force appl iquée a I /élément du
conducteur. Cette force aura pour composantes

( 1 2 )

et l 'on a

X - ^ X î + X a ,

Y = = Y , - + - Y 2 ,

Z =Zi +7.2,

3) { Y i==3H

^î"\ (p dxdydzd.rdY^l^

d x d y c h d ^ d y ' d ^ '

0 L.ZZ \ ^ cïx dy dz dx ' dy' dz '
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avec

('4)

L
I ^2 :~::——

X^-

¥3=—

H 9

H4-(

H0

Ah/

\(te

/^

\à.c
/au
^A?

P. DU

<)(•
+ -y- +

<V

<?('

-'^

-^+<^

KEM.

ckïA
^"G/

àw\
à z )

à^\
d.)

dx dy dz dx' dy' dz'\

dx dy dz dx' dy' dz'.

Considérons enfin un conducteur traversé par des courants. Soit
(x\y, .ŝ  un point de ce conducteur. Soient u\ </, H/ les compo-
santes du f lux électrique en ce point . Soit r la distance du po in t
(x\ y, z ' ) à un autre point Çx, y , z). Posons

(o)

/=.,'

: w

h = u'

et

^
Jz' '

à}.

J^'

<)!/•
Jyl

- W

F(^ y, z) ̂ ffffdx'dfdz^

G (^ 7, ^) -==.jjf^d.c' dy' dz',

H (^, y, ^ ) =:fffh dx' dy' dz'\

(16)

Supposons qu'au point ( x , y , z ) se trouve un élément magnét ique
d x d y d z . Soient .Xo, aj'l, © les composantes de l 'aimantation. Les ac-
tions exercées par le conducteur sur l'éléroent magnétique admettent
un potentiel qui a pour expression
(17) Q == îï.[^ F (^, y , z) -{- -^ G ( ̂ , j, z) -+- 8 H(.r, j, ^)] dx d y d z .

Ces actions se composent d'une force appliquée à l 'élément magné-
tique et d'un couple.

Caxe du couple a pour composantes
L = H[3 G (^,7, z) - ̂  H (^ j, z)] dx dy dz,
M= H[cM:t(.^y, ,s) - © F (^7, ^)] d x d y d z ,
N = H [ili) F (^, 7, 5) — ̂  G ( ,2?, y, 5)] ̂  rfy A.

0.8)



SUR L'ÉQUIVALENCE DES COURAKTS ET CES AIMANTS. 3o5

La force a pour composantes

X=Xi+Xî ,
19) Y=YI+YS,

Z = Zi + Za,

et l'on a

X, = H dx d.y ck (^f[f^ &W<fc'- QJ'ff^^d^

-3iî ^^(^/J/^^yrf.'+.î
^^i^^d-^offf^^'-^ff^^^^^^^^^^Y,=II&^(^ ^ f^'^^'-^jjj ^(20) ^ - - - ̂ '"^r.^^/^^^ /.--3II^^&(^^/',^^^ '̂+^1^

Z, = II & (/.,- ih U, f ff^ &'(/>-'rfs'- ̂ j ' j j ̂  d^dY-d^

-3H&^<fe^J^f/<^^^'^^

avec

x,.,,.,<,.J,.,ffiïï̂ :-Ï)^-*'.-- ï̂(-;;-^S) '̂1"'''̂ ^

z,.H.„,4-^(ë^+ë)^A'->••'b- .̂̂ ^+?^) '̂'''''l''''''•
Les formules que nous venons de réunir renferment toutes les lois

de l'Élcctrodynamique et de l'Électromagnétisme. C'est de ces for-
mules que nous allons faire usage dans ce qui va suivre.

§ III. - Action d'un courant quelconque sur un élément magnétique.

Considérons un conducteur limité par une surface fermée S. Suppo-
sons que E soit l'espace extérieur à la surface S.

Supposons le conducteur, limité par la surface S, parcouru par des
Ànn. de l'Éc. Normale, i' Série. Tome VI. - OCTOBRE 1889. 3()
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courants quelconques. Soit (.r^y,^) un point de ce conduc teur ;
soient //, ^/, ̂  les composantes du flux, électrique au point (,^,y, z ' ) .

Au point (.r, y , z ) extér ieur à ce conducteur, plaçons un élément
magnétique de volume dv dont l 'a imantat ion ait pour composantes
rA., i(l, e. Les actions exercées par le courant sur cet élément magné-
tique admettent pour potentiel, d'après l'égalité (17),

Q = H[^ F(.r,j, z) + ̂  G (,r,y, ^) + 3 H(^y, z)} ch\

Imaginons au contraire la surface S remplie par un aimant. Soient
.V, aji/, a' les composantes de l 'aimantation au point (x\y, z ' ) . Les
actions exercées par cet a imant sur 1,'élémont magnétique dv admettent
pour potentiel, d'après l'égalité (8),

P^/.f.^^-^^-^^)^
\ àx àf à z j

Y(.x',y, s) é tan t défini par l'égalité (7).
Pour que le courant et l 'a imant aient les mômes actions sur l'élé-

ment magnéliqoe dv, il est nécessaire et suffisant que ces deux po-
tentiels soient ident iques. Pour que le courant et l 'a imant aient les
mêmes actions sur tout élément magnét ique, i l est nécessaire et suf-
fisant que ces deux potentiels soient ident iques quels que soient
.1, ^>,- 3.

Cette identi té s'exprime par

F / ^ y ^ ^ / t : à y S a ^ Y ^ )i (^,y,.,;_ ^ .̂  .,,

,.,,,^^M,
11(^,7^)==

De là la conclusion suivante :

h ̂ ^^
1.1 " ô^

Si les actions dit courant sur un élément magnétique extérieur yuel-
conque sont équivalentes à celles d'un climant limité pur la même surface
que le courant, il existe une fonction de Çx^y^ s) finie, continue et uni-
forme dans tout l'espace Ey dont F(*r,j-, s), G(^,j,s), .I:I(.r,y,z)
sont les dérivées partielles du premier ordre.
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Réciproquement :

S'il existe une fonction de (a^y, ̂ ) finie, continue et uniforme dans
tout V espace E dont F(<z",y, s), G^T,^,^), H.(.r,y,^) soient les dé-
rivées partielles du premier ordre, il existe un aimant limité à la même
surface que le courant et exerçant les mêmes actions que lui surtout élé-
ment magnétique extérieur.

Dans ce cas, en effet, i l existe une fonction V(^,y, z ) finie, con-
tinue et uniforme dans tout l'espace Ey telle que l'on puisse écrire

p / , h (}V(.r,y,^^J-^H—ji—5

G(,. y ^ ^ h ̂ (^.r-)i..(,Z,,^)-^————^————,

H.,,, ,. -^ //- ^V(^.r^)iAC..^, , ,)1 , -)-^———^^———

Si l'on se 'reporte à l'expression des fonctions F, G, H, expression
donnée par les égalités (16), on voi t que les trois fonct ions F, G, H
sont finies, continues etuniforines dans tout l'espace E; qu'elles s'an-
nulent à l ' in f in i , et cela de telle manière que les produits

IPF(^y,^ IPG^y^), B2 H,(.r, y^),

demeurent finis lorsque la distance R du point {oc, j, .s) à l 'origine
des coordonnées croît au delà de toute limite. Il en résulte que la
fonction V(.T,y, z ) admet dans tout l'espace des dérivées partielles du
premier ordre qui sont finies, continues et uniformes, et qui s'annu-
lent à l ' infini de telle manière que les produits

R.^, R^, R^ ,
àx à y ô-z

demeurent finis.
Les quantités F, G, H admettent dans tout l'espace E des dérivées

partielles du premier ordre qui sont finies, continues et uniformes; il
en est donc de même des dérivées partielles du second ordre de la
fonction V.
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D'après les égalités (i5) et (ï6), on a

II est aisé de vérifier que l'on a

^ ()G (m

àx à y à^ ï

en sorte que la fonction V vérifie dans tout l'espace E l ' équa t ion de
La pi a ce

AV-=o.

Sur la surface S, ses dérivées partielles sont connues*
II existe une infinité de fonctions V satisfaisant aux conditions que

nous venons d' indiquer. Pour que ces condit ions déterminent une
fonction V, il faut y jo indre la valeur que prend cette fonction, en un
certain pointa l ' inf in i . D'ailleurs, les diverses fonct ions "V obtenues en
changeant cette valeur ne diffèrent les unes des autres que par une
constante. Si donc parmi elles il en existe une pour laquelle on puisse
écrire

,p/ , h à'V
^^-il^
p, \ h ̂(,(^^^^

ir/ ^ h (w
.H.(.z',j, s)= -, —,

on pourra écrire ces mêmes équations pour toutes les autres.
Donc, si, les trois fonctions F(^,y,^), (,.x(\r,y, z ) et ï i ( x , y , z )

sontles trois dérivées partielles d'une même fonction de x, y, ^, f inie
continue et uniforme dans tout l'espace E, il existe une fonction
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V(<z', y, ^ ) telle que l'on puisse écrire les égaillés précédentes. Cette
fonction est assujettie aux condit ions suivantes :

Elle est f inie , cont inue et uniforme dans tout l'espace E; elle est
égale à o en un certain point à l ' in t ini .

Elle admet dans tout l'espace E des dérivées partielles du premier
ordre qui sont f inies , cont inues et un i fo rmes ; à l'infini, les quantités
T.. dV -no àV T^> dV , , r. .1{2 —5 R2 — ? R- — demeurent fîmes.àx à y ds>

Dans tout l'espace 15, elle admet des dérivées partielles du second
ordre qui, sont uniformes, f inies et continues et qui vérifient l 'équation
de Laplace

AV = o.

D'après ce que nous avons vu dans l 'Introduction, il existe une m-
tinité d'aimants qui admet ten t la fonct ion V pour fonction potentiel le .
D'après ce que nous avons vu au, précèdent numéro, ces aimants on t
tous, sur un élément magnét ique extérieur quelconque, la même act ion
que le courant considéré.

'Donc,pour que les actions d'un courant If mile par la sur/ace S sur un
élément magnétique quelconque soient équivalentes aux actions d'un. ai-
mant limité à la même surface S, il est nécessaire et suffisant que les trois
fonctions F(;r, y, ^"), Q(x, y, z), ïl(^, r, ^) soient dans tout l'espace E
extérieur à la surface S les dérivées partielles d'une même fonction uni-
forme, finie et continue de (.r, y, ^).

Supposons, en, premier l ieu , que la connexùè de première espèce de
F espace E soit de premier ordre. Dans ce cas, pour que les fondions F,
G, lï soient dans lout l'espace E les dérivées partielles d 'une même
fonction uniforme, f in ie et cont inue des coordonnées oc, y , z , il est né-
cessaire et suff isant que l'on ai t

ô G ( ^ , y ^ ) àU(.^y^),,̂ .__ „„ „ ̂ ,. „ .̂

dl,ï(.r,7, z ) _ < )F( . r ,y , ^ )
à'^ ()^

^^Zl^l - ̂ ^Jl-fl.
ôy ~ ~ à^'

D'après la définit ion des fonctions F, G, H, donnée par, les éga-



3l0 P. DUIIEM.

l i tés (x5) et (16), la première des égalités précédentes peut. s'écrire

^7 ^ ( à ^ ^ VIr-' ̂ 4 + ̂  ̂  ~ u! \^ - àjr^}] dxt ̂  d^0

ou bien

ou bien encore

•v» î •̂  î \^ "": ^ -. \
————^ 4« (/ ———ï ^ ^1 ————f f ̂ 1 ^yl ^/

ôx àx àx ày' àx àz1 / "

^ î Y) ï y, îà2 - à1 ̂  ô2 ~~
•"r— -h- T— + —^ ] dx' d'y1 cl s' r= o.

\6/.Z'"" <7}/2 àz^ / v

Une dernière transformation nous permet d'écrire cette égalité sous
la forme

,)\ '
^ [^^(N^ x) -+• ^ /côs(N/, y) + i^cos(N^ x;)] v ^ <:ZS

^ 1 ( à u l - , J(/ , (?(p^ àT ^ / / /
\} J J ^^ày'^W)^^^^

' (à^ à^ à^\
a ' \^ + ̂  + ̂ j d x ' d y ' d ^ ^

Mais on a
^1 ^1 j2l
_^ _r r_
^2 + ̂ J+ -^î — û.

ï/ r.n cî /' N. î/ ^ î- /y/ ,1^cos(N,, ^ )+^cos(N„y)+w / cos(N„ ^)=:û;
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nous obtenons donc la première des trois conditions

à r r r fàu' à^' àw'^ î , , , , , ,
T-" / / / T~ + -y- -+- —T - dx' dy' d.^ -=. o,à^ J J J \àx' ày' à z ' 1 r J 9

0 r r r ( à u l ^ ()w'\ 1 , , , , , ,— f / / ——-; -+- —— -î- —— - dx' dv' d^ = o,
ày J J J \à^' ày' à^ ) r J '
à r r r f0^ d(/ ^^ I 7 / / , 1 ,T" / / ( v^ -+- --»—/ •+- -rr - dx ^y dz == <)•^ J J J \àx1 à y ' àz' J r J

Les deux autres condit ions s 'obtiennent d'une .manière analogue.
Ces trois conditions montrent que, dans tout l'espace E, la quantité

. , ,, , r r f ( ' a u ' à^' ()w'\ î , , , , , ,
(..) J(.^j^) = j j j ̂  + ̂  + -^) ^ d^dy'd.'

est constante. Comme elle est égale à o à l ' in f in i , il en résulte que l'on
a, dans tout l'espace E,

J(.y, y , z) =o.

On arrive donc ainsi à la conclusion suivante :

Pour qu un conducteur traversé par des courants quelconques et limité
par une surface S, telle que I'1 espace E extérieur à cette surface ait 'une
connexité de première espèce du premier ordre, exerce sur un élément ma-
gnéiùjue extérieur quelconque les mêmes actions qu'un aimant limité à la
surface S, il est nécessaire et suffisant que l'on ait en tout point (a", y, s )
de l'espace E

J(,T;,J^)r=0,

Supposons maintenant que l'espace E, extérieur à la surface S, ait une
connexité de première espèce d'ordre (n +1). On peut alors, au moyen
de n surfaces coupures convenablement disposées, transformer l'es-
pace E en un espace dont la connexité de première espèce soit du pre-
mier ordre. Chacune des surfaces coupures F,, Fa,. . . , F^ peut être con-
sidérée comme un feuillet formé de deux surfaces inf iniment voisines
CT',(, a\\ cr^ o"^; ...; cr,,, o^. L'ensemble des surfaces S, c r^ , a\, 0-2, cr^ ...,
0"̂  CT^ peut être considéré comme une surface fermée, telle que l'espace
extérieur à cette surface ait une connexité de première espèce du pré"
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mier ordre. On pourra alors, sur cette surface, raisonner comme sur la
surface S dans le cas précédent, et l'on arrivera à la conclusion suivante :

Étant donné un conducteur traversé par des couranis et limité par une.
surface S, telle que l'espace E extérieur à cette surface ait une connexifé
de première espèce d'ordre (n-i- i), pour que l'action de ce conducteur sur
un élément magnétique extérieur quelconque soit équivalente à celle d'un
aimant /imité par la surface S et de n aimants lamellaires placés suivant
les sections"F\, F^, ..., F/; qui transforment l'espace E en un espace dont la
connexité de première espèce est du premier ordre, il est nécessaire et suf-
fisant que l'on ait^ en tout point eictérieur à ce conducteur,

J(.r,j,5) =:o.

Si les courants qui traversent le conducteur sont des courants uni-
formes, on a en tout point

àu^ (h^ ù^ ,
àx' + "ày' + ô^ "^ 0<1

en sorte que la condition précédente se trouve réalisée; mais cette
condit ion peut encore être réalisée par dos courants qui ne sont pas uni-
formes. De ce nombre sont, par exemple, les courants variables à l'in-
térieur d'une sphère qu'a étudiés M. Et. von Helmhoitz (1). Pour ces
courants, en effet, la quantité

ôuf ^ ^ ^
ôx' + ûy' h "7JÏ7

.a la même valeur en tous les points équidistantsdu centre de la sphère»
Si donc on désigne par Bla distance du point (^,.y, -s) au centre de la
sphère, l'égalité

deviendra

r / ^ c r r J ( à u 1 ()v< àw'\ , , , / , ,J (^r,.) =f j j , (^ ̂  ̂  ̂  -^) d^dy'd^

• ï / ^ î r c rf0^ ^v! '̂̂  j , i , , ,H^y^)^^jjj(^+^^^)^^^

( 1 ) U. VON ÏÏEUIHOLTZ, Ueber die Bewegungsglelchungefi dcr .Elektricitàt fur ru/tende
leitendc Kôrper {.Borchardt's Jo urn cil fur reine und cuï^cwcmdte Mctthenîctiih^ B(î LXXIÎ,
p. 57. — HKLMHOLTZ, W1'h'ses^sch€(ftlichG ÂbJiandIun^eiiy t. î, p. 54 5).
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on bien

J (.r,y, ̂ )=-.- ̂  Q [///(^(N/, ̂ ) -+- ^cos(N,,j) + ̂ cos(N/, s)]<^S;

mais, en tout p o i n t de la surface de la sphère, on a

/ / /cos(N/ , se) 4- ^ c o s C N / î y ) 4- ^cos(N/, c:) -zo.

On a donc
J(.:r,j,G)=:o.

Sr l'on se reporte aux égalités (21), on voit que les courants pour
lesquels la quanti té î Ç . v , y , z ) est égale à zéro jouissent, à F exclusion
de tous autres, de cette propriété que l'on a, pour tout é lément maa'né-
tique extérieur,

X^ ~= o, Y a == 0, Za ==: o.

Or, en général, si l'on calcule l 'act ion d'un courant sur un élément
n'iagnétique en faisant usage de la loi de l 'Electromagnétisme donnée
par Biot , on obtient un résultat inexact. Pour le rendre exact, il f au t
adjoindre à l 'action trouvée une force appl iquée à l 'élément magnét ique
cl ayant pour composantes X^, Y^, Z^. Nous arrivons donc à la conclu-
sion suivante :

Pour gué l'action d'un courant sur un élément magnétique extérieur
quelconque soit donnée exactement par la loi de Biot, il est nécessaire et
suf/isant que ^on ait, en tout point extérieur au courant,

J(,:y,y, s) ~:o.

Dans les idées d'Ampère sur l 'ElecIromagnétisme, on doit adjoindre
à l'action d'un courant sur un élément magné t ique donné par la loi de
Biot un couple défini de la manière suivante :

Soient

A „- ( z ' — — z ..' _,_„ ^.~~_^ tv.A ( ^ ^\ (^'ZZJE, ni ZjZlZ / / / \ ( ^_» Y\A — \ —yj-"" " ^ n / \^ — ^ ) •— \~~ ̂  [ — ,.y u } \J J h

f y' __ .r. yl __ V \ / y ' __ V - / __ Z \B,_ (^——.'- î-^1^-^- (——_,,-_ ̂  ̂  (,--.),

/ -.//__ ^ „/ __ /- \ / / - / /- ,.Y.f__ y \C == ( —- (^ __l (/ ) (y^ y) _ ( r—— //- __î (,/ (^ - ..r).
\ /••i /••i / '•/ •7 / \ Ï^ /IJ / '

Ann. de l''Èc. Normale. 3e Série. Tome VI. — OCTOBRE 1889. ^0
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Les composantes de l'axe du couple en question seront

ï-^Hd^dyd^^-ï- ÇÇf'^dx'dy'd^^0 ( ' f /"A^WyW^+3 à (' / ' fAd^dy'ch'v \ àx -' '-! • / t'' ày J J J à^J * / "

u== Hdxdvd^^ à I^Cf^dx'dvfd^'+^à f ^"Bd^dyfdzf^^ () fn'Bdj-'dv'd^1 • \ à.ï' ^ < ' J " ày «'/ -f «/ " o^J -/ '' l y

v ~= H d . r d r d z ( ^ 0 j ' 1 l^d^dr'dz'-^^ à / " I ' l'Cd^'dy'd^ 4-3 ^ m'(}dj''dy'd^
• \ à x J J ' - ' " ( ) y J J J ••' à z ^ ^ ' ' v ^

mais nous pouvons écrire

/(/-r)^^^^)2 î̂ ^W--".^ _ /̂ î ^Hrr:̂A -// — ^ " '" "" " ^ /̂ '"~ "" "" ^
_ u 1 _ ^(^"^)2 __ ^'.(^'—f)^/-"^) , iT' /(^ /—.r)(^^^:̂  ̂  „- .̂,̂ . .-. - — _ ^..-.._...^ ^ . ^

<) ( , àr , àr , ôf \
= , 1 ' —7 + ('/ -Y-/ + W' -r-, •àx \ ô a ' ' à y ' ô z ' /

Nous aurons alors

/ - / ' / ' . , / , / , , /) /* /' /*/ / àf , àr , àr \ j , 1 1 1 ,/ / / k d x ' d y ' d z ' : : : : : ,~ ( a'— -l" ^ -.- --7 + ̂ — } d x ' d y ' d z '• / ' / • / • ùx J J J \ à x ' ()}" à^ J

=.^ ̂  Q / • [^ / cos (N„ x) + ^ /cos(N/,7) + «^cos(N/, ^)\ d^

à r r r /au' à^ ()^'\ , , , , , ,„,,. ( » 4. 4- ] r d ^ d / d z ' .
^x J J J \à^ à/ àz ' ) ••'

I.e premier tenne est nu l , car on a, en tout point de la surface S,

//cos(N/, .x) -+" ^cos(N/,j) 4" ^ ' /cos(N/, s ) =o.

Si donc on pose

^ K^..•'-'-///(^+^-(-^)"'-'-"""5'.
on aura

/ * / ' ' / , • 1 1 1 1 l , ^K/ / / A d x ' d y ' d ^ :=:: — —"'.J J J J ()x
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On aura donc

7 =-H^.^.L-(A,^ -^-^ -^-^v \ ôx~ ox à'y ôx ()z /

ri / ^ / ( ' i J2K ., ^K - àîK \[j. r= — H < r̂ ^y ̂  -l. -—— "h- ^ -r— -L- S -.—.- ?i J \ à y àx ày2 àf àz )

rr / / r f ^'K , r)2 K - f)2!!^•y == — il ̂ r ̂  ̂ .3 .1. —,- + \^ -,—,- + 3 -,-r ••/ \ ^sd<r c?5(}y à^ ]

Lci condition nécessaire et suffisante pour que la loi élefitrornci^riélic/uc
d'Ampère et la loi électromagnétique de Biot soient éqiwalenl.es est donc
que l'on ait, en tout point (^, y, .s) extérieur au courant,

<PK ^K à^K.
J.^ :=oï •à^ :=07 ~à^ ":=os

^2K- ........... àîK „,,„. „ ^^
ày àz " " " " '"' àz ûx """""" ' î ôx ôy ' " "

Ces conditions sont réalisées pour les courants uni formes; car, dans
ce cas, on a en tout point Çx\y, z / ) du conductear

àa1 ô^ ôw'
—L-. i—L- ——' r\.,̂ ,...,—. —^. ——-^ . -, ,._.„,_ —— (j

</.:r' à y ()^

et, par conséciaent, d'après l'égalité (û3), en tout poin t {oc, y , z-} exté-
r ieur au courant

K(.r,j,^)=o.

Pour tous les courants pour lesquels la loi électromagnétique d'Am-
père et la loi élecfcro .magnétique de Biot sont équivalentes, on a

^ ^K ^K. ^K _^) 7^-+^i+-^--°.

en tout point extérieur au courant.
Cette égalité peut s'écrire, d'après l'égalité (23),

r r r / à u 1 à^ ()w'\ fy-r à^r (y1^ , , , , , ,( —— -h -.- + —— ...—.;; 4- -Y"-, + —7, dx'dy'ch'-^. o;
J J J \àx' ày1 ô^' j \â^ ày^ à^ ! v
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mais on a
^ — î (^—'y'Y2

àx2 ~ 7- "~ r3 5

^r _ î_ (j—j/p

^ ~ /' /"3

,p,. , (s-^y2

et, par conséquent,
à^r ô^r à^r _____ 'î
-^ •+• ̂  + ̂ ^ — — 7. •

La condition (24) devient donc
J(.z?, y, ^ )=:<•).

Ainsi, toules les fois que la loi électromagnétique (F Ampère et la loi
électromagnétique de Biot donnent des résultats équivalents pour Faction
(F un courant sur un élément magnétique extérieur, elles conduisent l'une
et F autre à F expression exacte de cette action. On peut, dans ce cas, sub-
stituer un aimant au courant.

Nous venons d'étudier les condi t ions pour que la loi électrornag'né-
tique d'Ampère et la loi électromagnétique de Biot soient équiva-
lentes. Cherchons maintenant d'une manière absolue dans quel cas la
Joi, électromagnétique d'Ampère condui t à des résultats exacts pour
l 'action d'un courant sur un élément magnét ique quelconque .

L'action exacte du courant est, d'après les formules (18), ( ïc ) ), ( 20)
et (21), composée d'une force

Xi+Xa, Yi+Y.,, Z i+Z^

appliquée à l'élément magnétique, et d'un couple
L, M, N.

L'action donnée par la loi électromagnétique d'Ampère se compose
d'une force

Xi, Yi, Zi,

appliquée à l'élément magnétique, et d'un couple
L •+" À, M + p., N 4- -y.

Pour que les résultats donnés par la loi d'Ampère soient exacts, il
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faut et il suff i t que l'on ait
X^=:o, Y2==o, 73=0,

À =: o, y. == o, , v == o.

La première série de conditions exprime que la loi de Biot conduil
à des résultats exacts; la seconde, qu'elle est équivalente à la loi
d'Ampère. Si l'on se reporte alors à la loi précédente, on voit que :
Toutes les fois que la loi électromagnétique d'Ampère conduit à l'expres-
sion exacte de l'action d'un courant sur un élément magnétique quel'
conque, la loi de Biot donne aussi l'expression exacte de cette action.

La réciproque de cette proposition n'est pas vraie; la loi de Biot est
donc plus généralement applicable que celle d'Ampère.

§ IV. — Action d'un courant quelconque sur un élément
de courant uniforme.

Les quanti lés ^(^^y,^), ^(<2",j,s), cffi(.r»y,,s) étant déf inies par
les égalités (3), l 'action d 'un conducteur traversé par des courants
quelconques sur un élément de courant uniforme d x d y d z , placé au
point de coordonnées (^,,y» z) et en lequel le flux a pour composantes
u, Vf w, se rédu i t à une force appliquée à l'élément de couran t el
ayant pour composantes, d'après les égalités (5),

Xi= A[^ (,r,7, z ) w ~ ~ - ^ ( x , y , z ) p] d x c ï y d z ,
Yi = A [^. ( .r, y, z ) u — $ (x, y, z ) n'] dx dy dz,
Zi == ApJ.? (.a?, y, 5 ) P — ^ (^,y, z ) ( f , ] dxdych.

Considérons un a imant enfermé à l ' intérieur de la même surface S.
Soient .V, a)l/, 8' les composantes de l 'aimantation au point {œ1\y\ ̂ ).
L'action de cet aimant sur l'élément de courant uniforme considéré se
réduira à une force appliquée à l 'élément de courant. Les compo-
santes de cette force ont pour valeur, d'après les égalités (î3),

^ -Wdxdy(lz\9 f^r(^2L^^^^^^ zl^\d^dYlch'\,

•rn^Wdxdydz\wfTf^^ - 6 y^-} cb'd/ck'^u f f n^ ̂ ^ ^ ̂ ^^\dx'df dz L

Ci ^mdxdydz\u fTf/9Î^-o ̂ ) dx1 d y ' d z ' - 9 fff(^ ̂  - 0 ̂ ^) ̂ /^^t.
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Cherchons à quelles condi t ions on aura

^:==X,,

^,=Y,,

Ç^Z,,

quels que soient. <r, y, ^, ^, (;, w.
Pour cela, t ransformons les expressions de ^, r^, ^ de la manière

suivante.
Les égalités (9) donnen t

à1- à 1 -». «. /t/' 'i/ -• ' -•
/ . , — . , n / ' c/ ' —.^/J ' "^ . 1 I |L / ^ '"""'•'y -— iii.î -.—^ — -̂ .̂ "-—, — ^. ——^— — (i,) —..- -,.̂ ...,.-,.-,. ,,

</s ^}' /•• t /"i

, ï - I
<} - à - ,

d; = ̂  ̂  .^A.' —r -4/ "^-=^ - c7 ̂ .n£
.̂j;' " " à^ "'"""""9 /•:t ^ /•y 5

^ ^I
6 ̂ / -Ç _.,ii/_ ,̂ii,̂ -=:ï -.i/-Lr2:.

<7j)^' a.̂  /"'î /•;1

On a. donc

/ ,^_ y " ' ••r\<•) / /'i «.-<.•• «A1 -^ — ^ \
4^-^——?-7r-)

-=_ ̂ ^Z^^A -33' [fl=i)ir̂ Zl + 3 „,/ (,^-.r)^- (.'-.)"
/•" /"' ' /•••>

--i/ ^_.r'-y ,,i,,, à y - y 0 r'-j
- ùx' ~^~ + 37 —^- + 0 ^? —7^"

) / à '- à1- à '- \
=:- )-Lv——,-^->l i , '——+3—•)

ày \ àx' ày' àz1 J

et, de même,

3(,̂ _,̂ )̂ (,,,,̂ ,,,/j;̂ ,̂ ).

D'après cela, si l'on désigne par V(^,y, ^) la fonction potent ie l le
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magnétique de l 'a imant , définie par l'égalité

/ / / / <)i à'- <^\
V(., y, .) =j J j ^' ̂  4- >.',' ̂  + =' ̂ ) ̂  df </.'.

on a la première des trois égalités

,,/ <)V àV\ , , ,;, -—: II c -,- — w — dx d'y a 3,
\ () s <h' j "

..( r}V ()V\ . , ,,,,-_-H^,^_,^Jrf,,^^,

^n(^^^W.

Les deux autres égalités se démontrent de même.
Ces expériences de ^, Y ] , , Ci étant obtenues, en ra isonnant comme

nous l'avons f a i t au numéro précédent, on arrivera, aisément à la. con-
c lus ion suivante :

Pour que le courant considéré ait sur un élément de courant un i -
forme quelconque les mêmes actions qu 'un aimant l imi té à la surface
S, il faut et il suffit que les trois fonctions ï(^, y, ^), ^(^,j,^),
^(^j, z) soient, dans tout l'espace extérieur à la surface S, les déri-
vées partielles d 'une même fonction des coordonnées.

En expr imant cette condition comme nous l'avons fait au numéro
précédent pour les fonctions F(,r,y, ^), G(.'r,r, ^), H(''r,r, s), nous
arriverons à la proposition su ivante :

Pour quun conducteur limité par une surface fermée S et parcouru par-
dès courants quelconques exerce sur un élément de coumnt uniforme quel-
conque les mêmes actions quun aimant limité à la surface S joint à n
feuillets magnétiques disposés sur les n surfaces qui transforment la con"
nexité de première espèce de l'espace E extérieur à S en connexùé de pre-
mier ordre, il est nécessaire et suffisant que l'on ait en. tous les points de
l'espace E ,

S (.z, y, z) =:: o.

Les courants dont les actions sur un élément magnétique extérieur
peuvent être remplacées par les act ions d'un a imant sont aussi ceux
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dont les actions sur un élément de courant u n i f o r m e peuvent être
remplacées par les ac t ions d'un a i m a n t .

Il est en outre facile de voir que, siron a

1.1 ̂  A À,

tout aimant qui exerce sur un élément magnétique les mêmes actions
au an courant donné exerce aussi les mêmes actions que lui sur un élé-
ment de courant uniforme.

L'action d 'un couran t quelconque sur un é lément u n i f o r m e est
donnée par la loi de Grassrnann. Cette loi condui t aux expressions que
nous venons de discuter. La loi é lec t rodynamique d'Ampère condui t a
ajouter à l 'action exercée conformément à la loi de Grassrnann sur
l 'é lément de courant d x d y d z une force dont les composantes ont pou r
valeur

- d y d z } ii

^ J ^/L ^ J ^
n = . . . , z1-....

Posons, pour abréger,

S r= — A dx dy cl^ (a u -h (3 b "h- yc).

Nous verrons sans peine que l'on peut écrire

r ^1
a :=- Ç { x ' - x ) — [//coy(N/, .x) 4- (^cosCN^j) + ^cosCN/, z)] ^/Sk^ i- ul^ J

î
/ / s 7 ( à n 1 à^ ()w'\ , , , , . ,{ œ 1 " - ^ ) — \ ( ~ + ~. + —r dx' dr' d^r.

y^'J v^ ày ds•' j

Mais, en tout point de la surface S, on a

a /cos(N„*^ l) "4-(/cos(N/,7)-^ ̂  cos(N/, ^)=o.
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On a donc

ô'-
L (àuj- à{'' ô^/ i \ ' î </« (7V' < /v» \ , , , , / ,(^J-- .-r) —— , — 4 - 4 - —— dx'dVdz'

n.r. 1 \ r/.y /M/7 //-:' / ^àx J \^ 4" ~ày1 '4~ ~ôz7'} '

^

, , . ^ r\ ( a u ' à^ àw'\ y / , , , ,{ x ' — x) — ~— -4- — -4- — c l ^ d v ' d z ' ,
à f À \à^ ày àz ' ) '

f f l /^t>-;j \^', , , / (au' àv' ()w'\ , , , , , ,{x -^ -^] 0^ + -ày + -à^) dx'dy'ds'•

Cherchons maintenant à quelle condition l'action d'un courant sur
un élément de courant fermé et uniforme quelconque pourra être
donnée parla loi d'Ampère. Il sera nécessaire et suffisant pour cela que
les quanti tés S, H, Z soient égales à o, quels que soient u, v, w, ^*,,r,
5; ou, bien qu'on ait en tout point (.z*,j,.^) de l'espace E extérieur au
courant

(25)

r r r(^-^ au' à^ à^\ , , , , , ,- /* /* ( ̂  _ ̂  )â / ̂  j(/ ^
s s a ———,—i- 4- 4- dx' dY'dz'•==: o,

J J J r' \à^' ( ) y 1 O ^ ' j J

r r r i r ' — rY fàu' àv' àwf\ , . , , , ,1 i 1 \^.—^i- 4 - 4 ^ d^ciy'dz'^ o,
J J J r \ à^ àf àz' )

c r r i ^ — ^ Y ( a u 1 (W àwf\ , , , , . ,i i i „ — — / - 4 - 4 , dx/dy'dz'^ o ;
J J J rï \ à^ ày' àz' ) J

w

r r r { r 1 - r) ( ^ — s ) fan' ôv' àw^ ., , , ^ ,
jjj———-73————^^ôy^-w)^^^

dx'dr'dz'-^Q.

rrrif^^^
J J J y \<^ ày' àz' 1 J

C C ( (^~ •T/>) ( r'— r) ( à ^ (W (W\ , / , ,, /j j j \———y——^^+^^^)^/^^/==o.

Ajoutons membre à membre les trois égalités (a5), en tenant
compte de la relation

r^=(x!—xY^^(y1^-yY-^(zl—z)\
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Nous aurons

r c r 1 ( à u f à{ît ^^ ^ ,^ ,.j f1 \ \ - —— 4- — + —— dx'dy'dz^ o.
J J J f^à^' ày' àz' ) J

Moyennant cette égalité, on peut substituer aux égalités (2.5) les
égalités

r r rr(^—,-r)2 it /au' <v à^\ , , . / , /
\ -——^—-" -- - -r-7 +".-,-+• -r-7 ci.r/dy'dz1^ o,J J J L / r^\à^ à/ a s 1 } J

r r r r( /- r)2 11 fàu1 0^ à^\ , , , , , ,j j j \^^^^^^^^d.'dyd^

rrn^^ ^ii(^^^^^)^^^-o.J J J L r dV^ <y ^ /
Si nous posons alors, comme en l'égalité (23),

g., , r r r fou1 ù^ ()^\ , , , , , ,K. (^ y, z} =J j j r ̂  + ̂  + ̂  J ./WyW,,

les égalités (27) et (26) deviendront

^:K_ ^K^ ^K,,̂ -. o, ,̂ ̂  o, -^- == o,

cyK rPK ^^Ko, -—— = o, ——— ;= o.
^r rf^ î àz àx î àx ày

Ce sont donc là les conditions nécessaires et suffisantes pour que la
loi d'Ampère soit équivalente à la loi de Grassmann.

^
Ainsi, lorsque, dans le calcul de r action d'un courant c/uelconque

sur un élément de courant quelconque, les deux lois d'Ampère et de Grass-
mann sont équivalentes; lorsque, par conséquent, la loi d'Ampère donne
exactement l'action du courant considéré sur un élément de courant uni-
forme quelconque, la loi électromagnétique d'Ampère et la loi électro-
magnétique de Biot fournissent la même expression pour Faction de ce
courant sur un élément magnétique, et cette expression est exacte. La ré-
ciproque de cette proposition est vraie également.
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§ IV. — Action d'un courant quelconque sur un élément de courant
quelconque.

L'action d'un courant quelconque sur un élément de courant quel-
conque se réduit à une force dont les composantes sont

X == Xi ~-|- X.2, Y ~=- Y! -h- Ya, Z == L\ + Zg,

(X^ Y^ Z,) étant donnés par les égalités (5), et (Xg.Ys.Za) par les
égalités (6)

r, A ^ / ^ (au àv àw\ , , ,4=-A^,j,.)(^+^+^J^j^.

.,. , , - „ ( a u àv àw\ , . .
Y,=-A<'(^,y,--) ̂  + ̂  + -^Y^dj^.

^-^,.r,-^%^)^.

L'expression des quantités X^, 1^ Zi est entièrement connue. Tan-
dis que, par l'intermédiaire des quantités t)(^,y,-s), ^(^^j,^),
^(^j,^), définies par les égalités (i), Xa, Ya, Za dépendent d'une
constante encore inconnue, la constante \ d'HelmhoItz. Cherchons à
quelle condition l'action d'un courant sur un élément quelconque de
courant sera indépendante de la valeur de "X. Il faut et il suffit pour
cela que les trois quantités o(^,y,^), <?(^,j,s), \^(,r,y, z) soient
indépendantes de "X.

D'après les égalités (i), on a

•o (^ y, --) = ̂ fff Ï ̂ y^
+ ir^ f /' f î^-ï [^(^- .c) + ̂ (y-y) + w/(^- 5)] d^dfd^.

On peut écrire

f f f-^r-f [^(.y/- ̂ ) + P^y- y) + çv'Çs'—z)] dx' dy1 dz'

/ , i , i , i\( à- à- à-\
(^_ ^) ^ ^' _ 4- (;/ — + ̂ _' J^/ ̂ y ̂ .v àx' ày' as1/ </
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Par une intégration par parties, cette quantité devient

8-^- .•V»/ ____ ,-v,

—y— |ycos(N,, .v) 4- ̂  cos(N,,y) -4- fi^ cos(N/-, ^)] dS

, f F f^-^ fàu' à^' à^\ , , , . , ,
^J J J '——— [^ -h ̂  'h- ^-} ̂ / ̂ ' ùzl

+fff^d^dyd^,

Alais on a, en tout point de S,

H ' cos(N/, .r) + ^^ cos(N,, y) + (^/ cos(N,, ;;) :=:- o.

On a aussi

r r r ^ — ^ f à i t ' ^/ ( w \ , , , . , ,[ i i — ^ ^ ^ ̂  i ^ i
J J J r \à3c ày1 ôz' ) "

r r ràr /au' à^ ^(T'^ . , , ^
- - J J J ^ ^ ^ ^ ^ J ^ ) ^

On a donc, finalement,

f) ̂  y ^ z ) ^ f f j^d^ df dz'^ '——1 ̂  K (.r, j, z )

et, de mênie,

^(^y^) =fff^ d^'dy'dz'^ ̂  ̂  K(.:r,j,.),

^^y^^.fff^^^1^1- ̂  ̂ K(.:r,y,^.

De là la conclusion suivante :
Pour que l'action d'un courant sur un élément extérieur (fueiconque

soif. indépendante de la valeur de la constante À (VHelmhoUz, il faut et il
suffit que la quantité K(.r,j, z} soit constante dans tout l'espace extérieur
au courant.

Cette condition est réalisée pour les courants uniformes, pour les-
quels la quantité K(«r,j, s) est égale à zéro.
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§ VI. — Conclusion.

Résumons les principaux résultats de ces recherches.
Dans l'ensemble des coarants électriques, on rencontre une caté-

gorie très remarquable. Elle est formée par les courants pour lesquels
on a en tout point extérieur

. / , r r r fàu' à^ <w\ i , , , , , ,. H ^ y ^ ) = : j j j (^^^^^^'^'d^o.

De tels courants ont sur tout élément magnétique extérieur la même
action qu'un aimant l imité à leur surface; cette action est donnée par
la loi de Biot.

Ils on t sur tout élément de courant uniforme extérieur la même
action qu'un a i m a n t limité à leur surface; cette action est donnée par
la loi. de Grassmann.

La propriété qui distingue cette catégorie de courants a, d'ailleurs,
une signification intéressante.

Soit p" la densité de l'électricité libre en un point (x\y, ̂ ); on a

<V__ /W à^ ^\
àt ^ \àx1 ̂  ày' + ~àz1 )

et, par conséquent,
J(^y, ̂  :=- fff^ ^ d x ' d f d z ' .

Soit <I>(.r,y, s) la fonction potentielle de l'électricité; on a

<1) (^ y, z)= Ç Ç ( ^ dx' dy1 d^

et, par conséquent,
j^. . .̂  à ^ ( ^ Y ^ )^ i.̂ , y , - ) — — ——^——

Les courants en question jouissent donc de cette propriété :
Le mouvement électrique dont les conducteurs sont le siège laisse inva-

riable la valeur, en tout point extérieur, de la fonction potentielle de r élec-
tricité libre.
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Parmi les courants dont nous venons de parler, on trouve une caté-
gorie plus spéciale; ce sont ceux pour lesquels la quantité

V f ^ C C C ( à u ' àv! '̂̂  /7 / 7 / / 7 /K^.)=jjj ^ ^ ^ ^ ^ r d ^ d y ' d . '

est constante dans tout l'espace extérieur. Ceux-là ont sur un élément
de courant extérieur quelconque une action indépendante de la valeur
de la constante X dTIelmhoItz.

Enfin, dans la catégorie précédente de courants, s'en trouve une
encore plus particulière; elle est formée par les courants pour lesquels
on a, en tout point extérieur,

â^K „ cPK _ ^K
^i-o, ^-o, ^=:ov

j^K_ _ ^K^ _ ^K
à y ù z ^ 0 ' à z à x ^ 0 9 à ^ J y ^ 0 '

L'action d'un tel courant sur un élément magnétique extérieur peut
être calculée aussi bien par la loi électromagnétique d'Ampère que
par la loi électromagnétique de Biot; son action sur un élément de
courant uniforme peut être calculée aussi, bien par la loi électrodyna-
mique d'Ampère que par la loi électrodynamique de Grassmann.


