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SUR LES

FRACTIONS CONTINUES ALGÉBRIQUES,
PAK M. S. PINCHERLE.

On sait que les travaux d.e Gauss sur l 'évaluat ion approchée des in-
tégrales définies ont servi de point de départ à de nombreuses recher-
ches sur le développement en fraction continue d'une intégrale définie
de la forme

f'Aii^r.
J, ^'-J '

A'Iais je ne crois pas que l'on a i t encore considéré la question inverse :
la détermination des propriétés d'une fonct ion dé f in i e par un dévelop-
pement en fraction continue. Dans les que lques pages qui suivent,
j 'aborde cette étude et j'espère que la nouveauté et les diff icultés de la
question feront accueillir avec indulgence les résultats que j 'obtiens,
quelque l imités qu'ils soient.

1. .reconsidère une fraction continue dont les quotients incomplets
sont tous du premier de^ré : soitc) —h—„-

a.{X 4- a Aa^x "+• a^ --
a^x -t- a.^ —' ^

et je suppose que les coefficients a^ d^ b^ tendent, pour n inf ini , à
une l imi te finie et déterminée. On peut supposer, sans restriction
essentielle,
( -2) l ima^=2 , l i rna^==ô, l im^=i .

/il s oo n =: oo n ;= oo

Âitfï. de V È€. Karmale. 39 Série* Tome VI.— MAI 1889. ^
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La fraction continue précédente donne naissance au système de ré-
dui tes —5 dont les numérateurs et les dénomina teurs sont déterminés1 1 n
par les équations récurrentes

(3)

et par les conditions init iales

\ No -= i , Ni -=. r/i .r 4- a'i,
( Zo ̂ ^ ^i ^ ^r

(4 )

N,/ "= (a,,x 4- ^4) N^-i —- &,zN,î-2,
Z^ == {ci,^x -4- a ^ ) Z^-i — bn^n-î

Lorsque les réduites ont une l imite déterminée, cette, l imite est la
valeur de la fraction continue : je l ' indiquerai , par F^,. Cette l imi t e
existe si, £ étant une quanti té positive aussi petite que l'on veut, pour
des valeurs assez grandes de n, on a, quel que soit l 'entier r,

/J /;,4" 7' ^•'It_ <2;

mais les équa t i ons (3) permettent d'écrire

Z,;-t-,. /„, , , , { 1 bn+î , , ^n^Ï- • * ^rt-4-r \ .... „ -^ f^ ̂ . . . ̂ ^ i —— .4- — — — — + . . . + -.,————_— 1 ,
•î^^+r • l-''// \^ft^n•s^i ^n-^l 1 '1 /^-^2 l,^/^-/.«-j; J.^^,4.-/. /

donc la condit ion (5) est précisément la condit ion nécessaire et suffi-
sante pour la, convergence de la série

. ^ Ma- • -bw(6) ^_^.^_,
V=:l

qu i , si elle est convergente, est la l imite de— et coïncide par censé"
iN ̂

quent avec la valeur de la fraction continue. J ' indiquerai donc aussi
par F^. la valeur de la série (6) (^ ).

2. Les racines des polynômes N^(^) forment un ensemble de
points qui , suivant la nomenclature de M. Cantor, est de première

(1) A. rexemple de M. Mittag-Leffler; je distingue par la notation Fa; les expressions
analytiques, pour ne pas les confondre avec les fonctions monogènes.
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puissance. Soit P cet ensemble. L'ensemble dérivé de P, et qu'on
indique parP\ pourra se composer d'un point, de plusieurs points en
nombre fini ou inf in i , et pourra même être de puissance supérieure à
la première. Je ne ferai, pour le moment, qu 'une hypothèse sur cet
ensemble P', et c'est qu 'aucun de ses points ne soit à l ' i n f i n i . L'en-
semble P-hP' sera donc tout entier à l ' in tér ieur d 'un cercle ayant
son centre au point oc = o et un rayon fini IL

3. Revenons main tenant à la série (6). Pour étudier la conver-
gence de cette série, je pars d 'un théorème sur les équat ions récur-
rentes, dû. à M. Poincaré. Je forme l 'équation limite des équa t ions (3);
cette équation, d'après les hypothèses (2), est

( j ) t2— a^r 4- i =: o,

et le théorème de M.. Poincaré enseigne que, en général, la l i m i t e de
i^ est la racine i(x) de cette équation dont le module est le plus

JN n—i
tçrand. Pour écarter les cas d'exception, i l suffit de supposer que, pour
tout point x qui. n 'appart ient pas à l 'ensemble P -4-P', la limite supé-
rieure de N/L- est finie : sous cette hypothèse, le théorème de M. Poin-•i^//-i
caré e s ta l 'abri de toute objection.

Le rapport d'un terme de la série (6) au précédent est

'^^izl
Nv^ "?

qui a ^—pour l imi te . Mais la racine de plus grand module de l'équa-
//" ( .r )

t ion (7) a cer ta inement ce module plus grand que l 'uni té , sauf pour
les valeurs de <r, pour lesquelles

| ^ (^ ) | r= ï ,

c'est-à-dire pour x réel et compris entre — i; et i. Coupons donc le
plan x suivant de segment — I . . . - + - 1 ; supprimons encore de ce plan
l'ensemble P-j-P' et,, appelons T le champ de valeurs de x ainsi ob-
tenu. Pour toute valeur de x prise dans le champ T, la série (6) est

' convergente.
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4. On démontre aisément que la série (6) est, de plus, uniformé-
ment convergente dans le domaine de chaque point du champ T où le

Nrapport —— tend uniformément à sa limite. Sous cette condi t ion, qu i!MV
d'ailleurs n'est pas nécessaire, mais simplement suff isante , il résulte
d'un théorème bien connu de M. Weierstrass, et en employant la no-
menclature de cet auteur, que cette série représente une ou plusieurs
branches de fonctions analytiques monogènes, selon que le champ T
est composé d'une seule ou de plusieurs pièces séparées.

La déterminat ion plus précise du champ T et, par sui te , l ' é tude des
branches de fonctions représentées par F^ dépend donc, en grande
partie, de la nature de l'ensemble P+Ï^, c'est-à-dire de la dis t r ibu-
tion des racines des polynômes N^(.r) dans le plan. On conçoit que
cette dis t r ibut ion peut être très variable, à cause de l 'arbitraire laissé
aux coefficients ̂ , d^ &,/.

5. J'ai supposé plus haut que l 'ensemble P + P' soit ent ièrement
renfermé dans un cercle de centre 0 et de rayon R. En dehors de ce
cercle et sous les hypothèses des paragraphes précédents, l'expres-
sion F,e peut être transformée en une série de puissances de ^ et,
puisque F.y est nul pour x == a, on a1-^,^' ^ >R•
ou l ' intégration se fait le long de la circonférence de ce cercle ou
d'une courbe fermée extérieure.

Nous voilà déjà ramenés à une des expressions qu i servent de poin t
de départ ordinaire pour les développements en fractions cont inues (1 ).
Mais, en beaucoup de cas, on peut préciser davantage : ces cas dépen-
dent na ture l lement de la d i s t r ibu t ion dans le plan des ensembles P et
P', et je vais considérer les principaux.

a. Supposons d'abord que les racines ^ des polynômes N^(,z") soient

(1) Heine {Handbuch (1er Kagelfwicïlonen, t. ï , p. 186) note expressément que l'on
peut partît pour l'étude du développement en fraction continue, d'une intégrale prise le
long crune ligne quelconque.
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isolées et a ient un seul p o i n t l i m i t e c : l 'ensemble P' se réduit an seul
poin t 6\ Dans ce cas, l 'expression F^, représente une branche à une
seule valeur d 'une fonction ana ly t ique monotone. Du p o i n t e ^ comme
centre, je décris u n e circonférence avec un rayon assez petit pour ne
renfermer aucun autre po in t de l 'ensemble P + P', et je considère
l ' in tégra le

i /" Fvr / r .—_ a _L__ / -^ ex té r i eu r )
27:^/^.r— j-

prise le long do cette circonférence. J 'obt iens a i n s i une fonct ion en-
tière (en général t ranscendante) g\ {—t—) de -— f—• On peut coor"\x — c^y x — c;v A

donner à chaque p o i n t c., une semblable f o n c t i o n ; ensu i t e , d'après le
théorème de M. Miltag-Lefïler, on peu t former u n e f o n c t i o n a n a l y t i q u e
u n i tb r m e U ( oc ), s i n g u 1 i è r e seule m e n t a n x ] ) o i n t s c\ ( v == 1 , 2 , ..., ce )
e tc . mais q u i , re t ranchée de ̂  ̂ ^^^ d o n n e u n e d i l ï e re iK^e régu-
l ière pour œ == c^.

Si m a i n t e n a n t le point c est sur la c o u p u r e — ï . . . i , l 'expression

K,^:F.^-U(.r)

représente dans tout le p lan , à l ' except ion de la coupure , une b ranche
îi u n e seule va leu r d ' u n e f o n c t i o n a n a l y t i q u e monogcne.

Si, au contraire, le p o i n t c n'est pas sur la coupure , on décrit du
p o i n t c comme centre une ci rconférence do rayon moindre que la p lus
pe t i t e dis tance de c à la coupure . En in tégrant le long de ce t te c i rcon-
fé rence ( x extérieur) ,

ï rF^-UM /————; t ...,..L.,.,,...,......,_.,,_» ^y
2 r: t , a1 — yt- '.c} ••/

nous donne une fonction ent ière G • f — 1 — - ) de —ï-—? telle ( lue la d i f -\ ,x — c ) x — c ' * '
ferenée

F,-U(.2-)-Gf^)

n'est p lus singulière pour x == c, et, par conséquent , Foxpression

K,^F,-U(,.)-G(^)
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représente, comme précédemment, une branche à une seule valeur
d 'une fonction monogene.

b. En supposant que l'ensemble P' se compose d'un nombre fini de
points, on arrive à une conclusion analogue.

c. Il en est de même si, selon la définition de M. Cantor, l'en-
semble P est de n16"10 espèce (c'est-à-dire P^^rrr: o).

d. E n f i n , il en est encore de même si, l 'ensemble P étant à'espèce
i n f in i e , l 'ensemble dérivé P' se compose d'un ensemble d'espèce f inie ,
plus le segment — i ... i en ent ier ou en partie-

Dans tous les cas considérés, on obtient la formule

F^=ÏÏ(.r)+K^

où U(;r) est une fonction uniforme et K^ est une expression qui , dans
tout le plan, sauf la coupure — i . . . r , donne une branche à une seule
valeur d 'une fonction monogène.

6. Il s'agit maintenant d'examiner de plus près ces expressions K^..
Posons

x •=: ^ 4~ i'fi

et prenons pour ^ une valeur comprise entre ~- r et -4- T. ; considérons
ensuite la l imite pour Y] == o de la différence

K^v—K^.

Lorsque cette l imite existe (est f in ie et déterminée), on peu t dis"
tinguer deux cas. Ou elle est nulle partout : alors le segment — i . . , i
peut être pour K^ une ligne singulière, mais K^, en traversant cette
ligne, ne subit aucune subst i tu t ion et représente par conséquent une
fonction qui n 'admet qu'une seule branche; c'est donc une fonction
uniforme, qui peut admettre une ligne singulière "— t . . . i ; je l'in-
d ique par V(.r). Ou bien cette l imite est une fonction de ^ : je la re-
présente par/(S;).

Supposons que /(^) soit intégrable et continue de — i à î , en sorte
que l'intégrale

, , i y1 ' f ( y ) d y
^ f ,yt ^ ———— _______ | *'C^W /_,_,^ / ,
V \ tA' / -•——— * ! | —————————'"""-""""

271^ J^ .y—y
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a i t un sens ( j ) , la variable d'intégration étant réelle. Si l 'on prend une
q u a n t i t é positive £ aussi petite que l'on veut, on peut trouver pour chaque
valeur de ^ un intervalle ^ — $ . . .^ + §1 assez petit pour que l'on a i t
pour tout po in ty de cet i n t e rva l l e

/(j)==/(0+</), |<r)|<£.
En d iv i san t l ' interval le d ' intégration en trois parties, de — i à I; •— o,

de ^ — o à Ç — à, et de ^ + o1,, à i , et en formant

a- ( 'E "4- i'n ) — o- ( £ — rrQ,

un ra isonnement emprunté à M. Hermite (Cours, 3e éd., p. 14.2') montre
aisément que la première et la troisième intégrale ont zéro pour l imi te .
t and is que la deuxième a pour l imi te /'(•^). On a donc

limf^ + ̂ ) - ̂  - ̂ )"J = /(Q.
Y] == (»

Mais, par hypothèse, la différence des valeurs de Kp a la même l i m i t e ;
donc

K ^ — c r ( ^ )

est une des fonct ions que nous avons désignées par V(<r).

7. En résumant , nous pouvons énoncer les résultats suivants :
« Soit une fraction continue à quo t i en t s incomplets l inéaires, les

coefficients de ces quot ien ts ayant une l imi te f in ie . Soit N^(.r) le déno-
mina t eu r de la /2JC'me réduite ; c'est un polynôme de degré n. Soit, enfin,
P l'ensemble des racines des polynômes N^(^).

» Cela posé :
N» i 0 . En supposant que le rapport —±! a i t , en général, une l imite

J-N/î

supérieure f in ie , ce rapport tend à u n e l imi t e déterminée, et la fraction

( 1 ) Remarquons qu'il n'est pas nécessaire dô supposer que/(.y;) soit finie pour .r===±:n.
Si l'ordre d'infini était f ini , mais tel que 1/intégrale ^(.r) n'eût aucun sens, il suffirait de
remplacer dans ce qui suit 5"(;;r;) par

.JL ^ r c
(.r2—!)^^

m étant un nombre entier positif suffisamment grand,

JL_ r'izizz^'ifizi^^ " ^-j
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continue est convergente, excepté pour les points des ensembles P, P'
et pour ceux d'une coupure que, par un changement de variable, on
peut toujours réduire au segment — r . . . i . Si le rapport —l- tend

IN ̂

uniformément à sa l imite, la fraction cont inue est une expression ana-
ly t ique F.y.

)) 2° Si ni P ni P' n'ont des points à l ' infini; si, de plus, P est d'es-
pèce finie ou si, étant d'espèce inf in ie , P' se compose d'un ensemble
d'espèce f in ie et du segment ~ i . . . ï , l'expression F,p peut s'écrire,
sous les hypothèses précédentes,

F^=U(.2Q+K.^

ou U(a?) est une fonction analytique uniforme et K^. une nouvel le ex-
pression qui représente, sauf pour les points de la coupure, une
branche à une seule valeur de fonction analyt ique monogène.

)> 3° Enfin, si, sous les mêmes hypothèses, la différence des valeurs
de F^.de part et d'autre de la coupure a une limite/(.-r) întégrable (4,
cont inue de ~- i à -+-1, on a

F,=u(^)+v^)+—^ l/oi^,
^J».! -y—.7

où V(^), si elle n'est pas ident iquement nul le , est une fonction uni-
forme qui admet le segment —- T . . .1 comme ligne singulière. »


