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. EXTRAIT

D' UNE

LETTRE ADRESSEE A M. HERMITE,

Par M. MARKOFF,

PRIVAT-DOCENT A L'UNIVERSITE DE SAINT-PETERSBOURG.

Permettez-moi de vous communiquer les résultats de mes recherches
sur un certain genre de questions de maxima et minima, provoquées
“par le Mémoire de M. Tchebychefl Sur les valeurs linutes des intégrales,
inséré dans le Journal de Mathematiques pures et appliguées, en 1874.
Laquestion posée par I'illustre géometre, dans le Mémoire mentionné,
peut étre énoncée comme il suit :

Une masse donnée o, est distribuée d’une manieére inconnue sur une
droite AB de longueur [.

) I 1
0 t [

A G D B

Conyenons de determiner la position de chaque point Y de cette droite

par sa distance du point A
AY=y

et désignons par m la masse du point Y ou par [(y) la densité au
point Y, de sorte que

o ::Zm ou /o‘lf(y) dy.

On demande de trouver une telle distribution de la masse o, pour lu-

Zm, Zm ¥ Em yhooee Em e,
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ou, ce qui est la méme chose, les intégrales

A 2y 11 "
[rordr, [rowdn [ronran o [ s
0 (¥ 'y o

aient des valeurs donndes a priovi, respectivement égales @

Zoy Oy %o, R %y

et. en méme temps, la masse d’un segment donné CD (AC=u, AD =v),
c’est-a-dire U'intégrale

[ ar

e
SOIL U METUNUM O Wi INURWIN.

M. Tehebycheff a donné, mais sans aucune explication, la solution
de cette question dans le cas ol 2 est égal & un nombre impair 24 — 1,
et les nombres w et ¢ sont deux racines quelconques du dénominateur
Pe(2) g

o1 (3)

Ao,
/ J(Or)dy
o S—Y
en fractlion continue.

Il a aussiindiqué le maximum et le minimum de intégrale
i g

.,[ S () dy

dela &% fraction convergente ans le développement de Pinté-

grale

dans le cas de trois données

Zoy  Ayy  Pae

Ayant fixé mon attention sur ce genre de questions, je me suis pro-
pos¢ d'abord de démontrer les inégalités de M. Tehebycheff, qui
donnent la solution de la question posée dans le premier cas parti-
culier mentionné ci-dessus, et je suis parvenu au but en 1883.

Ma démonstralion, fondée sur la considération des paraboles d’ordres
supérieurs, tangentes anx courbes données dans un nombre donné de
points, se trouve insérée, en francais, dans les Mathematische Annalen
de M. Klein, pour 1884.
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J"ai recounu ensuite que les mémes considérations peuvent élre ap-
pliquées i la solution de la question générale, si le point C coincide
avec A (u = o), c¢est-d-dire & la détermination du maximum et mi-
nimum de I'intégrale

("o
Jy

el, en généralisant encore la question, aussi & la détermination du
maximum et minimum de I'intégrale

/ N/ s

() (y) étant une fonction donnée quelconque, assujeltie seulement &
quelques restrictions.

Les résultats auxquels je suis parvenu ainsi sont contenus dans les
théoremes suivants :

Tugoreme I. — Pour n égal & un nombre vmpasr 2k — 1, les conditions
du probleme ctant satisfaites, la masse totale de la droite AB peut étre con-
centrée sur k —+ 1 points de la droite, sacoir le point D, k — 1 autres
points, qui se determinent par les données du probléme et le point A ou

B, selon que les nombres
or(9) et Wy (s),

Wi, (5) désignant le dénominateur de la (k — 1)*" fraction convergente
de l'intégrale
({—
/ SOy (=) dy

ont des signes égaux ou différents.

Les distances
.171, X', “eey 'I,/s‘—l

du point A aux £ — 1 points en question sont les racines de I’équation

98

= GE—)

/

o' étant égal & o dans le premier cas et & / dans le second et o (=)
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une fonction entiere de degré £ + 1 déterminée par les conditions
o(9)=o, o(¢')=o,

!
ff()’)CP(}’U"'C{V:o pour i=o0,1,2, ..., k—o2.
0

La masse correspondant & la distance «; est donnée par la formule

(.Z‘,')
()

-C-

m;= >

-g

ol
l
. o(z)— 7)
o) = [ rinHE=ED .
0
Cette distribution de la masse donne le maximum de la masse du
segment AD, quand on rapporte le point D au segment AD, et le mi-
nimum, quand on le rapporte au segment DB.

[La méme distribution donne aussi le maximum et le minimum de
I'intégrale

f QNS ) dy,
0
Q () élant une fonction quelconque, dont les dérivées

QUy) Q) oy QY(y)

ne deviennent jamais négatives entre les limites o et /, ainsi que Ia
fonction Q (y) elle-méme.

Tukorime II. — Sin est égal a 2k — 1, comme ci-dessus, pour toute
Jonction Q(y) dont la dérivée d’ordre n + 1 n’est jamais négative entre
les limites o et [, le minimum de U'intégrale

l
[ e rar

correspond a& la concentration de la masse totale sur k points dont les di-
stances de A sont les racines de I’ équation

9r(z) =0,
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et le maximum @ la concentration sur les points A et B et k — 1 autres
points dont les distances de A sont les racines de I’équation

w,‘.__[ (-‘J) = 0.

Tutorine IIl. — Pour n €gal a un nombre pair 2k, les conditions du
probléme étant satisfaites, la masse totale peut étre concentrée sur le point
D et k autres points ou sur les points D, A, B et k — 1 autres points, selon

que les dénominateurs
U/,(U, 0) et U/,(ﬁ‘, l)

des k*™ fractions convergentes respectivement des intégrales

l , ] AN
ff(y)yd), ot f U=/ 4,
o YT 0 vy
ont des signes égaux ou contraires.

Dans le premier cas, les distances du point A aux K points en ques-
tion se déterminent comme les racines de I'équation

(%)

—

-@

=0,

ty

ol ¢ (=) est une fonction entiere du degré %z + 1, déterminée par les

conditions .
o(v)=o,

14
[srewnyidy=o  pour i=o,1,3 .., k=1.
0
Dans le second, les distances du point A aux £ — 1 points cherchés
seront les racines de I’équation

9(s)
s(z—1U)(s—9)

=0,

ot o(z) est une fonction entiere de degré %+ 2 s'annulant pour
5=o0, 5 = [, 5 = ¢ et satisfaisant aux conditions

t
SO oe(y)yidy=o0  pour i=o,1,2, ..., k—a.

T~
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La méme distribution donnc aussi le maximum et le minimum de

Pintégrale
f )./ (y) dy,
0

{(y) étant une fonction quelconque, qui ne devient jamais négative,
ainsi que ses dérivées
Q(y), QI(y), R Qla+1) (3,

entre les limites o et £.

Tutorine 1V. — Le nombre n étant égal a 2k, pour toute fonction Q(y)
dont la dérivée d’ordre n—+1 ne devient jamais négative entre les li-
mates o et 1, le munimum de Uintégrale

4

/ Q(y) /() dy
0

correspond a la concentration de la masse totale sur le point A el k autres
points, dont les distances de A sont les racines de U éguation

Ui(z,0)=o,

et le maximum a la concentration sur le point B el k autres points dont les
distances de A sont les racines de [’ équation

Ur(x,l)=o.

Toutes ces propositions, contenantla solution complete des questions
posées ci-dessus, ont été démontrées par moi dans ma dissertation
Sur quelques applications des fracuons continues algébrigues, publiéc en
russe en 1884.

Eu égard au théoreme II, je fevai remarquer qu'il m’a servi aussi
pour le lerme complémentaire de la formule connue des quadratures
de Gauss et d’autres formules analogues.

D'ailleurs, j’ai obtenu I'expression de ce terme (omplcment,um en
suivant encore une aulre voie et prenant pour point de départ expres-
sion précise du terme complémentaire de la formule d’interpolation de
Lagrange, que vous avez donnée dans le T. 84 du Journal de Crelle.

Cette nouvelle déduction est publiée en francais dans un article
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des Mathematische Annalen pour 1885. Dans ce dernier temps, je suis
parvenu 2 la conclusion que des théoremes, tout & fait analogues
aux précédents (en faisant abstraction des formules qui servent & dé-
terminer les distances des points cherchés au point A ), peuvent étre
énoncés dans le cas tres général, quand les données sont les inté-
grales

ol l Al

[roneran, [ rommdn o [ 70 ) s

0 “0

- ~

1s Aoy ooy Ayyy 6tant des fonctions quelconques données, assujetties
seulement aux conditions que les déterminants

_ _ ~ )‘l 7"2 ;‘Il+l
. Lyl f",' _/,2 /,’ zy 7 cee Py
Ly, YUY ) Ly by Ay |, , .. .
R XN L R e
S YC N VI

soient toujours positifs entre les limites y = o ety =/, et quand il
s'agit de trouver les maxima et minima des intégrales

! NG
f QX /() dy et / Qy) S (r)dy.

0

Seulement, quand on a & trouver le maximum et le minimum de la
premigre intégrale, il faut restreindre la fonction Q (y) par la condi-
tion que

Ay Xy R R

Y, W D YA 0 %

() S (n) S(n) (n

24 7Y D A AP 0L
(n+1) (n+1) Stn+1) (n-+1

AU Y e v Quewn |

soit > o pour toutes les valeurs de y de o & /, et, dans la recherche du
maximum ¢t minimum de la seconde intégrale, il faudra posern + 2
conditions analogues. Ces restrictions me sont indispensables pour
pouvoir élendre certaines propositions, concernant les fonclions en-
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tieres, aux fonctions dela forme
Pid(y) +Pada(y) + oo Prci e (),

Pis Pay +- s Purs désignant des constantes.
Ainsi, par exemple, au lieu du théoréme I, je puis énoncer le
suivant :

Tutoring 1 GENERALISE. — Pour n impair égal a 2k — 1, le maximum
et le minimum de U'intégrale

j Q) () dy

correspond @ la concentration de la masse de AB sur le point D, sur un
des points A et B et sur k — 1 certains autres points.

Les trois autres théoremes peuvent étre généralisés d’une maniere
analogue. :

En terminant, je dois faire remarquer que M. Stieltjes a démontré
les inégalités de M. Tchebycheff presque i la méme époque que moiet,
en oulre, dans la Note des Comples rendus (novembre 1884), a indiqué
une proposition analogue aux théoremes 1l et IV.

Cette proposition de M. Stielljes est conlenue dans mes théo-
remes II et IV généralisés, comme cas particulier.




