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ÉTUDE
SUR

LES SÉRIES ENTIÈRES
l'Ai*. HAl4»Oîlï

A PLUSIEURS YAIIIABIES INBÉITOANTES,

PAÎI M. S. DAUTEËVILLE,
ANCIKN ELliVE DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRÏEUIU3, MAÎTRE DE CONFÉRENCES

A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE MONTPELLIER.

I N T R O D U C T I O N ,

On conna î t les t ravaux récents de M. Weiersirass sur les fonctions
analy t iques uniformes de variables imaginaires. Dans le cas de p l u -
sieurs variables indépendantes, on fa i t un f réquent usage des séries
ordonnées su ivan t les puissances entières, positives et croissantes des
variables. Il m'a paru qu'il ne serait pas sans uti l i té de réuni r les pro-
priétés les p lus impor tan tes de ces séries, en les d é m o n t r a n t d 'une
manière r igoureuse, et de montrer par quelques théorèmes le profi t
qu 'on peut en tirer pour la théorie des fonct ions de plusieurs variables.
C'est là le b u t de ce t r ava i l .

Un premier Chapitre est consacré aux déf ini t ions et à la démonstra-
t ion de quelques théorèmes prél iminaires.

Dans le second Chapitre , on démontre qu 'une série qui s 'annule
pour l 'or igine des coordonnées peut être mise, dans un domaine conve-
n a b l e m e n t choisi de ce point , sous forme d'un produit de deux fac-
teurs don t l ' un est une série qui ne s ' annu le en aucun poin t du domaine,
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et l 'autre un po lynôme entier relat ivement à l 'une des variables. Ce
théorème, dû à M. Weierstrass, sera d'un usage f réquent dans la suite.
Nous en avons dédu i t la démonstra t ion de plusieurs conséquences,
relatives aux zéros d 'une série et aux zéros communs à deux séries.

La divis ib i l i té des séries fait l 'objet de la troisième Partie. So et S,
représentant deux séries, si l 'on peut fixer un domaine de l 'o r ig ine
dans lequel on ait S o = = S , S 2 , Sa étant une nouvelle série, M. Weier-
strass dit que So est divisible par S,. Je donne, d'après ce géomètre,
les conditions pour qu 'une série soit divisible par une autre , et les
condit ions pour que deux séries admet ten t des diviseurs communs.
Lorsque deux séries admet ten t des diviseurs communs, on peu t former
une troisième série qu i possède, re la t ivement aux deux premières, des
propriétés tout à fa i t analogues a u x propriétés du plus grand commun
diviseur de deux polynômes entiers. J'ai insis té sur l 'analogie qu i
existe entre les théorèmes relat ifs à la divis ibi l i té des polynômes et
ceux qui se rapportent à la divisibilité des séries. Je donne, a ce pro-
pos, quelques théorèmes que je crois nouveaux; en par t icu l ie r ceux
qui permet tent de dé f in i r le plus petit mul t ip le commun de deux
séries.

Dans la quat r ième Partie, les propriétés des séries sont appl iquées
à l 'é tude des points singuliers des fonctions uniformes de plusieurs
variables imaginaires indépendantes . A ce sujet/pour citer un exemple,
j e démont re un théorème que l'on peut considérer comme une généra-
lisation d 'un théorème de M.Mittag-Lefflersur les fonctions d 'une seule
variable. En se plaçant à un point de vue différent , M. Appell a indi-
qué ( { ) u n e autre généralisation du même théorème. Je termine en
prouvant que toute fonction dépourvue de points singuliers essentiels
est une fraction rationnelle. Ce théorème, qui n'est pas sans impor-
tance, a été énoncé par M. Weierstrass. Je ne crois pas qu'on en a i t
encore donné une démonst ra t ion complète.

Je dois ajouter que j 'ai pris les premiers éléments de mon travail
dans une Noie communiquée par M. Weierstrass à la Société mathé-
matique de Berlin : Einige auf die Théorie der analytischen Functionen

(1) Âcta mathematica, t. II, Cahier I, p. 71, et t. IV, Cahier IV, p. 3%6.
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mehrerer verànderlichen sich bezîehende Sdtze, zascimmengesLelU iind
dem mathemaiischen Verein zu Berlin zur VerôJ^entlichung ùbergeben
î"on Professer D1' C. Weierstrass ( i ).

I.

Définitions.

Soient z^ ^, ...,^, n variables imaginaires indépendantes . Nous
les représenterons géométr iquement sur des plans différents. Si a^
a.^ . . . , a^ sont n valeurs at tr ibuées respectivement à chacune de ces
variables, on dit que ce système de valeurs const i tue un point, et l 'on
appe l l e ce point le point a.

Sur le plan où est figurée la var iable ^ imaginons une aire A^ sur
le p lan de z^ une a i re A^, etc., et enfin sur le plan de z^ une aire A,,.
On considère l 'ensemble de ces aires Ao A ^ , . . . , A^ comme fo rman t
Vaire A. On dit qu 'un point est pris dans l'aire A lorsqu' i l est formé
par un système de valeurs a^ ^, ..., a/^ respectivement représentées
géométriquement par des po in t s situés, le premier dans l 'aire A < , le
second dans l 'aire Aa , etc., le dernier dans l 'aire A^.

On nomme, en par t icul ie r , domaine S du point a l 'aire formée par
les cercles décrits sur le plan de chacune des variables avec les rayons
< î , , rL, . . . , r^ et avec les centres respectifs a^ a.^ ..., a^

Cette déf in i t ion peu t se remplacer par la suivante. Désignons par le
symbole

le module de l'expression imagina i re z,— a/. Alors , pour tou t point du
domaine à du point a, on a la relation

|,^—— Cli\ <Ô, (<== Ï , 2, . . ., Il)',

et, réciproquement, tout point vérifiant cette relation appartient au
domaine c? du point a.

( 1 ) Âutogr. Druck von I-L-S. Hermann in Berim, S. W. Beuthstrasse, 8.
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Si l 'an des poin ts a^ est situé à r indni , dp par exemple , on rempla-
cera dans la défini t ion précédente l'expression | Zp— dp \ par ——,•^ p 1

/(^, ̂ , . . . , ̂ ) étant une fonction des variables -s, on appelle va-
leur de celte fonction au point a la valeur que prend /(^i, s'^, . , . , z^}
lorsqu'on a l t r ibue respectivement aux variables ^,^, . . . , z^ les va-
leurs a.;, a.^ .. ., â^. Si la fonct ion f[z^ -s.^, . , . , ^,J est uniforme dans
l'aire A, et si, en ou t r e , pour chaque point de cette aire la fonct ion est
continue et admet une dérivée partielle par rappor t à chacune des va-
r iabless , on dit que/(-Si , ^2 , . . . , ^.) est holomorphe dans l'aire A.

Nous considérerons, dans la suite, des séries dans les termes des-
quelles les variables z ne f igureront qu'à des puissances entières et
positives. Il impor te d ' i n d i q u e r dans quel ordre seront rangés les
lermes. Désignons parl\ le polynôme, bomog'ène et du degré n, formé
par les termes du ^z'11'110 degré par r a p p o r t a toutes les variables. Nous
ordonnons P^ par rapport aux puissances décroissantes de ^ i . Les coef-
ficients de ce po lynôme sont des polynômes homogènes en.s^ ^p ...,.^.
Soit Q l'iin d ' eux . Nous o r d o n n o n s Q par rapport aux puissances dé-
croissantes de ^. Les coeff icients des puissances de z^ dans le poly-
nôme Q écri t de cette façon sont des polynômes en s;p . . . , ,^. Nous
o r d o n n o n s chacun d'eux su ivant les puissances décroissantes de ,^3, et
ainsi de suite. Nous écrirons alors les termes de la série dans l 'ordre
suivant :

P.,-+-l\+P^.h.'..-.hP,-+-....

Pour abréger 1e langage, nous nommerons une tel le série une série en'
îière en s , . ^, . . ., s / . Une série entière sera représentée par le symbole

Y| , Va, , ..,V/i -= v.y A.,,.,\ A "'^ ̂ i -^n
' ^n'-^ •••^, . (^1 "li • " • -•// S

les A étant des constantes.

TnÉonÈME I. — Etant donnée une série entière en z^ ^, ..., ̂ , si les
modules des termes sont tous finis pour les valeurs des variables qui véri-
fient les relations

\Zi\ "=: /-, (/^: i, ̂  . . ., /Q,
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la série sera convergente pour foui système de valeurs telles que !'on ai/

j ^ [ < ;•/• (£'== r , 2, . . ., n).
Soit la série

V , , '/.,, . ... ','„--=: 50

V 4 -v, ^
2Lr , Av• l••• î^ l •"^'

Prenons des valeurs positives r\, . . . , r^, telles que l'on ail .

/•;• <r, ( i = = i , 2, . . , , /Q,

el écrivons les (3rogressions géométriques décroissanles

'-'-'^(^
i -i-

Formons la série

< l o n t les ternies sont rangés dans l 'ordre suivant l eque l on écrirait ceux
d 'une série entière en -/-1? • • • ? -^- Celle série est convergente. Pour le

/'I f1 n

prouver, il suffit de montrer que la somme de tous les termes dont" le
degré par rapport aux quotients -i ne dépasse pas le nombre entier //
reste finie quand p croît i ndé f in imen t . Désignons cette somme par Ip
et: appelons S^, . . . . S^ les sommes analogues pour chacune .des sé-
ries ( i ) . On a

s' ^ Û'D.&f.â)-^ < &^ S5^ S"'^P "
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Or les séries ( i ) sont convergentes. Le produi t S^S^.-.S^ reste
donc fini lorsque p croît indéf in iment : , et par sui te i l en est de même
pour ̂ .

Cela posé, soita^...,^ le module de A^,...,^. Les quantités

û^,...,^/ /''{' ̂  ' • • ^'t ( v !» • • • > ^n '-= °» • - • ' co )

étant finies, si nous m u l t i p l i o n s respectivement par chacune d'elles les
termes correspondants de la série (2) , nous obtiendrons une série con-
vergente. Cette nouvelle série est précisément formée par les modules
des termes de la série donnée. La série donnée est donc convergente
pour tout système de valeurs des variables vérifiant les relat ions

^ < /•/ (^'= ï , a , . . . , / ? - ) .

Remarque. — La série ( - 2 ) » dont les termes sont positifs, reste con-
verçente quel que soit l 'ordre dans lequel on dispose ses termes. Il en
résulte que, sil'on écrit dans un autre ordre les termes de la série donnée,
on obt ient encore une série convergente. Ayant, en effet, choisi une dis-
pos i t ion des termes pour la série considérée, écrivons les termes de ( 2 )

// / Vi // / V»de maniè re que les termes A,/^.^^1.. .̂ ;' et ( -;1 - • • — ï occupent
"' v i / V / / /

le même rang dan? les deux séries. La nouvelle série y ( - J ) ' * ( ~ )
é tant convergente, nous démontrerons , en raisonnant comme plus h a u t ,
que les modules des termes de la nouvelle série 2A^...,v^1... z^ f o r -
ment une suite convergente. La série considérée est donc el le-même
convergente.

Il impor te d'observer que, pour le point considéré, non seulement la
série converge, mais aussi la série formée parles modules des termes.

Cercle de convergence. — Supposons que, pour 1e point a, les modules
des termes d 'une série entière soient tous finis. Sur le plan de chaque
variable décrivons un cercle ayant l'origine pour centre et passant au
point correspondant a^ Nous avons ainsi une aire A tel le que pour cha-
cun de ses points la série est absolument convergente ainsi que la série
des modules. Nous nommerons une telle aire un cercle de convergence.

De là résulte encore une conséquence importante. Une série entière
peut renfermer une infinité de termes dans lesquels la variable ^-figure
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à la puissance p. Ces termes forment eux-mêmes une série convergente,
puisque la série des modules est convergente. Par suite, pour tout point
du cercle de convergence, une série entière peut s'écrire

Po+Pi^+lV^-h. . . ,

les P désignant des séries entières par rapport aux autres variables z ,
séries qui admettent toutes pour cercle de convergence celui de la série
donnée.

THÉORÈME II. — Une série entière en z ^ , . . ., ̂ , ayant A pour cercle de
convergence, est une fonction holomorphe des variables z dans l'aire A.

En effet, si l 'on attribue à 7 1 — 1 des variables des valeurs choisies
arbi t rairement dans A, la série devient une fonction de la n^^ variable,
et l'on sait que cette fonction est holomorphe dans la portion de A cor-
respondant a cette variable. Dès lors, il est clair que la série est holo-
morphe par rapport aux variables z.

THÉORÈME III. — f\s^z^, ..., z^) désignant une fonction des varia-
bles z qui est holomorphe dans une aire A formée de cercles ayant les di-
verses origines pour centres, on peut former une série entière

•f \ A -Vi -v/i/ Avi,...,v,,^' • • • ^/l";

Vi , . . . ,V, ,=0

admettant A pour cercle de convergence et telle qu'on ait pour tout point
de A

4'( „ ,- r- \ ___ \ A -Vl -'̂ l { 1 )J \'^ï.f •-"à? . . ., -^fi,) — y A^, ...,v,» ̂  i. • • • -'/; \, h

V(,...,,'*'„, =: 0

THÉORÈME IV. — Deux fonctions holomorphes dans une aire A, qui
prennent la même valeur en chaque point d'une aire a comprise dans A,
prennent laméme valeur en chaque point de A.

Soient les fonctions F(^, z^ ...,^) et/(^,^, ...,^). Posons

F (-34, s^y . . ., z^)—f^ï'i ̂  • • • ? ^/i) ̂  ? (^n ^2; • • • ; ̂ / î ) "

( 1 ) Voir Jhéorie des Fonctions elliptique.^ p^r MM. Briot et Bouquet, ^ édition., p. ï66.
Ann.de l ' É c . Normale, 3e Série. Tome II. 5.2

4f
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y est une fonction ho lomorphe dans A. Soient &^, &;î, . . . , b^ des valeurs
prises a rb i t ra i rement dans (/.a, 03, . . . , a^ . La fonc t ion y ( J S i , 6^, . . . , ^)
est holomorphe dans A ^ et s 'annule en tous les points de a.^ q u i est
comprise dans A i . La fonction y s 'annule donc si l'on a t t r ibue à ^ une
valeur que lconque dans l'aire Ai et à ^» B • ' ̂  d68 valeurs prises res-
pect ivement dans y . ^ , . . . , a^. Considérons maintenant < p ( c i , ; s ^ , & ; $ , ..., A,/),
ou Ci désigne une valeur prise arbi t ra i rement dans A i , <^, .. ., 6/<, ayan t
la même signif icat ion que p lus haut. On a une fonct ion de z^ qui est
bo lomorphe dans Aa et nulle pour tout point de 0:2. Cette fonction est
donc nulle d a n s A a . C'est-à-dire que la fonc t ion y s 'annule si l 'on at t r i -
bue à z\ une valeur prise a rb i t ra i rement dans A ^ , à s^ u n e va leur prise
arb i t ra i rement clans Aa, à ^3, .^ , ^ des valeurs arbi traires choisies
dans ay, . . . , a^. On verra de même que, si l'on prend arbi t rairement
^, , 5^, js;, dans A,, , A^, A.^, ç? est encore nu l l e , et ainsi de suite. Lethéo-
rem.e est donc démontré .

On peut observer qu'une série entière étant holomorpi ie dans l'aire
où e l le est convergente, si deux séries prennent la même valeur en tous
les points d 'un domaine compris dans l'aire de convergence, elles pren-
dront la même valeur en tout point de cette aire.

Sur les séries entières qui s'annulent à l-'origine.

Soit S(s,, ̂ , . . . , s,J une série entière en z^ s^, . . . , ̂ , convergente
dans l 'aire A, et qui s'annule à l'origine. On peut former un domaine S
de l 'origine dans lequel il y a un nombre i n f i n i de points pour lesquels
S === o. De plus , si l 'on se donne a r b i t r a i r e m e n t , dans le domaine 5, les
valeurs de ri — ï des variables -s, les valeurs de la /^ulme qu ' i l f au t l eu r
jo indre pour obtenir un zéro de la série sont fournies par une équat ion
algébrique. Ces résultats sont la conséquence d'un théorème fonda-
mental dû à M. Weierstnss et relatif a une forme particulière qu'on
peut donner à la série S dans un domaine de l'origine.

Nous établirons d'abord un théorème préliminaire.
THÉORÈME V. — Sou S(^ , , 53, ..., s/J une série entière en ^,, . . . » ^,<,

ayant A pour cercle de convergence et qui s'annule à l'origine. S
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S( s i, o, ..., o) n est pas nulle pour toute valeur de z,, on peut déterminer
trois nombres positifs p ^ , p^ p, po étant inférieur à p , tels que pour tout
système de valeurs des variables qui vérijî.e les relations

i U ^ i | < F . l ^^p i ( / = 3 , 3 . . .
on ait identiquement

àS
à^ ,„,L^^i^.(^)+ ̂  ^(^^—^.)^.- ^ — — /^.^ ^ -r- ^ \-^^ -\- y ^•v^-.-a? -'3, . . . ,

m désigne le plus petit exposant de z^ dans la série entière S [z,, o, ..., o) ;
les nombres v sont des entiers ;

^•(^i) est une série entière en z^ convergente pour les valeurs telles que
po< ^Kp;

enfin les Q sont des séries entières en z^, ..., -s^, qui admettent p, pour
cercle de convergence et s'annulent toutes à U origine, Cj_, étant identi-
quement nulle.

La série S est absolument convergente dans A. Si on l 'ordonne par
rapport aux puissances croissantes de z^ on obtient une nouvelle série
convergente, dans laquelle les coefficients des diverses puissances de r.,
seront eux-mêmes des séries entières convergentes par rappor t à z^, ...,
^. Prenons dans cet ordre les termes de la série S. Représentons par
So(^) la série ob tenue en a n n u l a n t dans la précédente les variables
s^, . . . , ^, et posons

°Q (•^1 ) —— ^1 C-3!? ^â; * • • ? ^fi.) :::=: ^ ( ^ l ? ^â? • • • ? ^ / i ) '•

So est une fonction de z^ qui est holomorplie dans A et s 'annule pour
z^ = o. Nous pouvons tracer de l'origine comme centre, dans l'aire A,
deux cercles de rayons p et po (po<l p ) » de manière que So soit diffé-
rente de o pour tous les points compris entre ces deux cercles. S, est
aussi une fonction bolomorphe des variables s,, . . . , z^ dans le cercle
de convergence. Si l'on prend ^ ==^3 = . . . = = z^= o, S, s 'annule
quelle que soit la valeur at tr ibuée à ^ , . Dès lors, S, ne contient aucun
terme indépendan t des variables z^, , .., s^. 11 en résul te qu'on peut
prendre un nouveau nombre positif p ^ , tel que, pour les valeurs qai
satisfont aux inégalités

^i\ <pi (^"-= 2 ; 3 ? ' • ' • > /0»
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SiKISoj ,

l'aire formée par les cercles p. étant comprise dans A. Considérons un
système quelconque de valeurs pour^,, s,, ..., ̂  vérifiant les inéga-
lités précédentes. On a

^ , , s'r1 , _ _ s ï .+...+ +-^_^^
S ~" S'̂ S, ~~ S»

Comme sl < i, le dernier terme tend vers o quand n croît indéfini-

ment, et l'on peut écrire
S^• -V s-'s ~L s^1

l
s-^s^

\=Q

On a donc
àS
Jz, _ /dSo àS\ y S^
~s"" -\^i ̂  ^ly^s;^1

ou bien
r)S <)âo '^^^ c), ̂ ^

^L - ^1" ^ Y 1^v ^-'i v _ < 7 . 3 1 .'2^ s"{;+^-2/"s^s ^ ""§7 2^ s^4"1
>,==!

3.-> ̂01 ^=,

Mais
s^-'^i s^-80-!31 ^i ^s,

î. ̂ i S';c),k?(l
(.î.+la,)

et, comme les trois séries J^^ Ss^1' Sl| sont ^"^''ë6"11'^
/. ==1 ). == 1 A ̂  1

puisque sl < t et puisque So 7e o. ou peut écrire

o7 ^Sn0^—-
(/-CiV - ^ÎL _V2j s^1 ^

a).-i<)sl
81 àz,

^
Y ^...'
Z^ \ à

L ô (W
\ 5i, [ j s j '

et l'on a
às. às»
Jgi _ <)-si_
S ~~ Isa -î lA^y.x d3i\s,y
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Mais la série > ^ ( ^ ) ? étant elle-même une série entière, est absolu-^ ^ V & o /

ment convergente. On peut la considérer comme une série entière en 3,,
et l 'on a

àS_ àS^
' à^ „ àz, à y I^ ̂  ^i _ A- V i ̂ V'

S "~ So ^i2j)ASj '
>.==!

( î ) ~S~"~Sr~r)î" ,Aî

La fonction So est une série entière en ^ , . Soit

SoC^^A^+B^ 1 '

A, B, . . . é t a n t des constantes et A étant différent, de o. On a
/s \>. / <^ \">.( ^l\ — ^^_--01___ \ —^^
{Sj ~ ^A -4 -B^+ . . . y '1 '

La fraction ( ——-i-—— } constitue une fonction des variables z qui
\A, -r- B^i-i- . . ./

est nulle au point zéro et qui est holomorphe pour les valeurs considé-
rées, puisqu'elle est le quot ient de deux fonctions holomorphes, le
diviseur n 'étant pas nul. Cette fraction est développable en série en-
tière, et l 'on peut imaginer cette série ordonnée suivant les puissances
croissantes de z^ Soit donc

00

/ _ -. / °1 \ _ V '7~ i ^ „ - •\ --/«À-+-U.
(2 ) ( Q~ f 1— 7 ^PA^î^ ; }» • • • î ^ / J - ' ] t 1

V ^ O / Â^p.=o

les y é lant des séries entières en ^,, . . . , z^ toutes convergentes pour
les valeurs considérées. Remarquons que ces séries ne contiennent pas
de termes indépendants de z^ . . . , i?,,, d 'après la remarque faite plus
hau t que S^ ne cont ient pas de terme indépendant de ces variables.

Imaginons maintenant les différentes séries représentées par la for-
mule (2) lorsqu'on at tr ibue à ̂  les valeurs i , . . . , oo . Écrivons ces sé-
ries les unes sous les autres en p laçan t sur une même colonne verticale
les termes qui renferment ^ à la même puissance. Nous obtenons ainsi
une série à double entrée. D'après ce qui a été dit plus haut , cette série
converge quand on prend les termes par lignes horizontales. Par suite,
d'après les propriéîés des séries à double entrée, les colonnes verticales
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forment au t an t de séries convergentes, et la somme de ces nouvel les
séries est la valeur de la série à double entrée, -s, figurant à lu même
puissance dans tous les termes d'une même colonne, on peut écrire

00 . -+- X

Y^ î /S^7' Y^f 3 ) iHsO-S^—-'^'
7, =1 v =: — x

où les (/ sont des séries entières en -s^, . . . , ̂  toutes convergentes
dans l 'aire considérée. De plus, les termes de ces séries s'annulent tous
pour ̂  == ^ = = . . . = = : ,̂  ===0, pu i sque cela arrivait pour les séries C{ de
la' formule (2 ) .

Mais l'hypothèse So = As^-4- B^'1"1 •+- . .. donne

(^So . //?• -t- r .„,
-Y— A -h ———- H Ji 4- . . .
o^ _ ^^ ____in
So ~mzi rT'f^TT.""'

La fraction est une fonction holomorphe de s,, qui se r édu i t à l 'uni té
pour z ^ ==.0. On peut la représenter par i -1-^(^1), où ^dé-signe u n e
série entière en z^ sans terme constant. On peut donc écrire

eîSo

—^ ••^m^1-}-ff^^),
D()

^ f ^ j étant une série entière en z^ convergente dans l 'aire considérée.
On a alors, à cause des formules ( î ) , ( 2 ) et (3),

<îS

^ =: /^-i + .̂ i) — ̂  V ^(-, • . • , ^// ) ̂ ,
•y __: _ .a;

relation qu'on peut écrire

<)S

^ --= m^711 4- ^(^i ) + V ^(^ .. • , ̂  )^
V .s, •.-- ec

en posant
+co ^ 4-c»

" k S ^^i' • • • ' 5 » ) ^ == ̂  ̂ (-" • • ' ^)^-
V ZS—yî0 V •r..:—• W
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Remarquons que le second membre ne contiendra pas de terme en
^ t » c'est-à-dire que ( j_ , est iden t iquement nulle.

On a donc la re la t ion qu'il f a l l a i t établir.
THÉORÈME VI. — S désignant une série entière en z^ ..., ^, cul-

mettant A pour cercle de convergence, nulle à l'origine^ et telle que
S(^.,, o, .. ., o) ne soit pas nulle pour toute valeur de s^ on peut fixer
un nombre posùifÏ^^ A) tel quon ait, pour chaque point du domaine
^ f n • •Ï de l'origine,

SrrrPS^

S' désigne une série entière en z^ . ., r^, convergente dans Ï et qui ne
s'annule en aucun point de ce domaine.

P est un polynôme entier par rapport à la variable z^ son degré est le
plus faible exposant de s, dans S(^ , o, . . ., o), et ses coefficients sont des
séries entières par rapport aux autres variables, séries qui convergent dans
^ et s'annulent à r origine.

Posons, comme dans le théorème précédent,

S o ( ^ i ) -=S(J.i,o, . . . , o),
s (^ i, .. ., ^'ft ) :=: So ( z^ ) — S i ( -^, . . . , -3^ ) ,

et prenons les nombres p, po, p i , comme il a été exp l iqué plus hau t .
Pour tout système de valeurs des variables vérifiant les inégalités

po < l ^ i <p |^- |<pi , (1-==: 2, . . ., n),
on aura

à^
( r ) ^L^^^i^^(^^+y^(^, ...,^j,^,

les notat ions conservant le même sens. At t r ibuons à -s^, . . . , ̂  des va-
leurs arbitraires dans les l imi tes considérées. S devient une fonction de
z^ holomorphe dans le cercle p. Dans ce cercle, il y a des points où S

àS_

s ^ a n n u l e . Car, si cela n'avait pas l i eu , le quotient-—L serait holo-
morphe et pourrai t être développé en série entière en s,; cette série
devrait présenter les mêmes termes que le second membre de la for-
mule ( i) ; or, dans ce second membre, figure le terme m^\ et l 'on sait
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que ni g ' ( s i ) n i ^ ^(^2' • • ^ ^) s^ ^e cont iennent de terme en z ~ ^ .

Cela posé, S étant une fonction holornorphe de s^ , ses racines sont en
nombre l imi t é , et chacune est d'un degré entier et fini. Soient a^
a.^, . . . , dp ces racines, chacune d'elles étant répétée au tan t de fois que
l ' indique son degré. La somme

^S
àzi i i i
S ^i — ai -3.1 — a.^ -3i — a?

est f in ie pour les valeurs considérées de z^ Ceci est évident pour les
valeurs différentes des racines. Considérons la valeur a^ On a

S(^)^(^^,)^(3i),

y étant un nombre entier positif, et ^ une fonction holomorphe de z , ,
différente de o pour z^ === a,. Des lors,

àS à^
J/^i _ <y à^t

^ — — — — — — — — ^ T - i n r —j— -̂...——.,.- .,

s» ^ i— a i f,^

^S_. . ^^
<^i i i à^ i i
S ^ i — a i ^ — f f ^ , ^ .-3.1-- ai. ^ i — a y,

a^ .. . , ̂  élant les racines différentes de a,, et i l est évident que le
second membre prend une valeur finie pour z^ = a^ La somme ( 2 )
peut donc être développée en série entière en z^ R(sJ. Donnons à rr,
des valeurs telles que

p>|^i |> K| (^=i,. ..,p)

| ̂ J > po;
et

on au ra , pour l 'une quelconque de ces valeurs,

à^
ôz! ^ ,,.___ _ _1__. ____ .^. u ... \, —. . . . " • " • ~~" ,„.. j_^ i •<» ] / •& ^ i — a i z^—a^ ^ i — a ?
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Mais, puisque | -Si | '> |^Jî on peut développer —^— en série conver-ti ^i
gente

i. i .1 „ i
— 4-^i^ -h a^4-... 4- a\ ̂ ^4-. ..
-"i "-'i -'i -'1

et de même pour les quotients ^—^—•> • - • ? —^—• Si l'on pose aiors

oo aura

( 3 )

Qo =7^ Qv == (^i)' +•. •+ (^)\

(̂̂

^
S
L^l^R(^)+^Q,.^-~t.

_f)S_
^^1 A.Le quotient —— étant une fonction holomorphe de .s, dans l 'aire com-

prise entre les deux cercles po et p, qui ont l'origine pour' centre, îe
théorème de Laurent fait voir que les coefficients des mêmes puis-
sances des , dans les seconds membres des relations ( i ) et (3) doivent
être égaux. Égalant les coefficients des puissances négatives de ^, on
aura

Qo ̂  ̂
Qi=ff-.,

(4)
Q/^ff-/-!,

ce qui montre que les sommes Q peuvent se calculer au moyen des coef-
ficients des séries ç, c'est-à-dire au mo^en des coefficients de S. On
peut m a i n t e n a n t écrire la relation ( r )

dS
àzi
""S""^=^(^)+Vffv(^ ..^^o^+^^^+^ff-vC^,-.,^)^'

v==o v ==o

ou encore, d'après (4 )»

^S
as,^^(^i)^^ (—•- ̂ ^^Q^r^.g— =—6^^ --t-T.cm^ • • • » - 1 / ^

v=o
.ï^//. rf'<? l'Èc. Normale. 3e Série. Tome H.

y — Û V==0

S.3
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Puisque Qo •==• nz, on a aussi p = m. Posons
P(^) == (^- ̂ ) . . . (^- ̂ ) -= <"+ Pi Z T " l -+- • • • + p^

Les coefficients de P s'expriment en fonct ion des sommes Q au moyen
des formules de Newton

I ^ "==: — (j? ̂ ,
3P2==--Qî-QiPi,
. . , . . . . » » . . » » » . « » « 5

mP^ = -- Q/«— . . . — Qi ï^-r

On voit donc, en considérani les formules (4) . que les coeff ic ients
P< , ..., î-^ sont des séries entières en z^ . . . , z,,, convergentes dans le
domaine p., et qui s'annulent toutes a l 'origine.

co

La série y^(JS2,. . . , ^)-s^ peut être considérée comme la dérivée
V s=0

par rapport à^ d 'une autre série entière

\ l c ( . . v-v+i
7 ~~T'7 ^v t^a? • • • ? ^n. ) ̂  i »

\'=0

et de rnême pour §'(^0- Posons
„, 00F(^, ..., ̂ )== r^^o^i+y ̂ - f fv (^ , . . . , ̂ )^+^

ï/o -——0
ç/// ^ - \ — ^F(^i,....5,,)K» {^,^ , . . , ̂ ^ ; — 6 '

S" est holomôrphe dans le domaine de l 'origine formé par les cercles p
et p i , et ne s'annule pas dans ce domaine . On peut donc considérer S"
comme une série entière différente de o pour tout p o i n t de ce d o m a i n e .
Si m a i n t e n a n t on observe qu'on a

às! ^ ^p.
g ( Si ) -4- 7 f îv ( -^â) • • • ? ^/<. ) '^ï '•::::: oT"' ^ z Qv ^T 1/""1 :=: p~"5

v ~: o v ^ o

on trouve
às. àp, /)s!
^î _ ^1 , ^^l

"̂  "=: "T" ""i" '"'s^'
d'où

S^PS^C,
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G étant une fonction de ^,, . . . , ^ indépendanle de 2^ Cette fonction
est holomorphe dans le d o m a i n e p, ; pour l'origine, elle se r édu i t au
coefficient de z^ dans So(^). Si, en effet, on fait. z^= ... = ̂ =o, Sde-
vient So(.sJ, P devient ̂  et S" devient e^-0-^. Or

F(,^o,...,o)=:f ^•C.^)^,
^0

c'est-à-dire que F(-s,, o, . . . , o) est une série entière sans terme constant .
I l en résulte que e y { ' l f o > • ' • ' Q i i est une série entière ayant l 'unité pour te rme
coostant. En représentant cette série par i-{-az^ -+ - . . . , on aura , en
a n n u l a n t toutes les variables sauf ;z,,,

So(^)=:[C],^(r+a^+...),

ce qui montre bien que [C'J^ est le coefficient de ^ (..Sans So(>J. La
fonction G peut s 'annuler pour les valeurs cos-ssidérées des variables.
Mais ^, ..., z^ sont assujell ies à la seule condit ion d'avoir leurs mo-
dules infér ieurs à p i . On peut imaginer un nombre pos i t i f?^ infér ieur
à ^ et assez petit pour que C, qui est dif férent de o à l 'origine, ne
s 'annule pas dans le domaine pa de l 'origine. Alors, dans ce d o m a i n e ,
le produit CS" est une série en t iè re qui ne s 'annule pas. En représentant
cette série par S', on aura f ina l emen t la relat ion

( ^ ) s=ps^
ou P et S'ont les significations indiquées dans renoncé.

Celte relat ion n'est établie que pour les valeurs des variables qui
sont situées dans une aire dé terminée . Cette aire est comprise dans le
domaine de l 'origine formée par des cercles ayant un rayon c?égal au
plus petit des deux nombres p et pa . Les trois séries S, P, S' sont con-
vergentes dans ce domaine. Par sui te , ' la relation (4) subsiste, d'après
le théorème ÎV, pour tout point de 5, et le théorème est démont ré .

Le théorème précédent permet d'étudier les zéros de la fonction
S ( ^ ? . . . , s,;) qui sont situés dans un certain domaine de l'origine.

Supposons, pour prendre d'abord un cas simple, que S^z^ o, ..., o)
ne soit pas nu l l e pour toute valeur de ^ .Nous pouvons fixer un do-
maine S de l'origine dans lequel on a S==PS', les no ta t ions ayant
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!e, même sens que plus haut . Proposons-nous d'étudier les zéros de
la fonction S dans le domaine r5. Donnons à ^3, . . . , ^ des valeurs
arbitraires, situées dans à, et cherchons les valeurs de z qu^il faut
' leur j o ind re pour obteni r des zéros de S. P est un polynôme, de
degré m par exemple, et S' une série ent ière en ^ , . Pour les valeurs
considérées de js^, .. . „ -s,̂  les coefficients de P et de S' prennent des
va leurs déterminées, et nous pouvons faire abstraction de la complica-
tion des calculs qui donnera ien t ces valeurs. On est amené à chercher
les valeurs de z,, situées dans $, qui annulent le p rodui t PS'. Or S' ne
s 'annule pas dans $. Donc il y a m valeurs de z^ situées dans ^ qu i
a n n u l e n t S, et pas davantage. On voit que ces valeurs sont données
par r équn t ion a lgébr ique P == o. Il y a donc, dans le domaine à, u n e
inf in i té de po in t s pour lesquels S s 'annule . Aut rement di t , il est impos-
sible de fixer un domaine de Forigine dans lequel la fonclion S n 'a i t
qu'un nombre limité de zéros.

Imaginons que les points qui figurent les var iables .^, . . . , ̂  sur
leurs p lans respectifs se déplacent en par tan t de l'origine et voyons
eoîï imcrU se coîTïporteroîi t sur !e p lan des -s, les différents po in t s tels
que cîm:im d'eux réuni avec les précédents forme un zéro de la fonc-
l ion. Traçons sur les p lans respectifs des variables z . a , . . . , ^ des
courbes arbitraires partant de l 'origine, et supposons que les affixes
des variables se déplacent d 'un mouvement cont inu sur les courbes cor-
respondantes. Les coefficients de P sont des séries entières en ^, . . . , z^
qui ^annulent toutes a l 'origine. Chacune de ces séries est u n e fonction
holomorphe de js^, * * . » ^ dans le domaine (Ï. Par suite, si, comme on
le suppose, chacune des variables ^2, ..., ̂  varie d 'une manière con-
tinue, il en sera de même des coefficients de P et des m racines de
l 'équation algébrique en z ^ . Les points qui représentent ces racines se
déplacent donc d'un mouvement cont inu sur une courbe déterminée.

Nous pouvons représenter analyt iquement ces résultats. Posons
z,, -=ix/,^~yf, {h=z i, a,. . ., n),

^A==Ç/,(^) (h =2, . . . ,71) ,

y/,-==^/,(^) (h ===3, ...,n),

t étant une variable réelle, les 9 eL les ^ des fondions cont inues de t.
Lorsque t variera, chaque point ^ (A == ^ , . . . , n) se déplacera sur une
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courbe, déterminée par les équations x / , == o/, (Y!, y/, === '^/ ,(^). Si t varie
d 'une manière con t inue , chaque point se déplace sur la courbe corres-
pondante d'un mouvement continu. Dans l 'équat ion

.-""î -l_ P ^ni—1 _4_ _i_ P —— 0^ ^ —1 1 i -^ ^ —t— . . . "--t- 1 /fi —— U 9

substituons aux variables ^ les variables <r, j\ puis égalons à o le coef-
ficient de i et le terme indépendant de i. Nous aurons deux équations

/Oi?ji) =o? AC^jO^o.

Entin faisons la substitution

il ou s aurons
Xh-== 9A(^ ) , y/,==^/,(Z') (A ==2,.. ., n),

®i (^i,ji, ^) == o, ^^..r^ji, r) == o.

Ces équations font connaître z^ en fonction de t. De plus, elles déter-
minent la courbe sur laquelle se déplace le point z^ d'un mouvement
con t i nu , quand t varie d'une manière cont inue .

Si S( .Si , o, ..., o) s 'annule pour toute valeur de z^ on chetchera à
recommencer le raisonnement avec une autre des variables. Dans le cas
où chaque terme de la série contient toutes les var iables s , le raison-
nement est en défaut. Nous procéderons alors de la manière suivante.

Représentons par { z ^ , 2-3, . . . , Zn}\ l 'ensemble des termes de S qui
sont du degré X par rapport à toutes les variables, et soit [L la p l u s
petite valeur de X pour laquelle les coefficients (^, , ...,-s/J). ne sont
pas tous nuls; on aura

S (^i? -^2? • • • î ^/z) '==- (^lï * * • ? ••^)li ~+" (^l? • • > ? ^n )^-H --(- . . . .

Faisons la substitution
^==C; ^-hC^2-r-...-hCï^,

: L^ t^ --t- L/"i[ t^ -4--. • . 4-- L^ tnj

les C désignant des constantes choisies a rb i t ra i rement , mais telles que
n p2 p/î01 L. i ... ^i

• • 7^0 et (G;, .. .,Q)^^o,'
PI P2 P^^/î ^/î ' * • '-'/'i
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Par cette s u b s t i t u t i o n , S dev i en t une série entière par rapport aux t.
Représentons-la par 2(^, . » . 5 ^). On a

2(^o, . . . , o ) = ( C î , q , . . . ,Q)^H-.. . .

D'après ce qui précède, on a, dans un domaine ?', relatif aux variables t,
2(^, . . . , t,) = (^ + Q^r^ . . . --^Q^-S7^,,.. .^,),

ou les Q sont des séries entières en ^, . . , , ̂  qui s 'annulent toutes pour
t^ = = = . . . = = ^ = o, et où 2/ est une série entière différente de o dans rY.
Au domaine ^relatif aux t correspond un domaine § pour les z. Alors,
pour avoir les valeurs des variables z situées dans & et qui annulent S,
on prendra arbi t rairement ^2, . . . , ^ dans î', on calculera ^ valeurs de
^ par l ' équa t ion a lgébr ique
( a ) ^+Q^^ l-^-. . . l-!-Q^==o,

et l 'on aura ensuite les s, par les relations (i) .
On voit, comme plus haut , que si les points ^3, . , . , z^ se dép lacen t

d 'un mouvement cont inu sur des courbes partani , de l 'origine, le p o i n t
s,, qu'il faut j o ind re à 1111 système de valeurs de z ^ y ..., z^ pour avoir
im zéro de S, décrit d'un mouvement continu, une trajectoire déter-
minée. On peut déterminer ana ly t iquement les trajectoires par un c a l c u l
ana logue au précédent. Posons

Z}, -=. xu -+- lyh
tf, ==z £/, -i- t'n^
^= y/<t(^)
n/r~=^h(u)

(/t—-î, 2, .. ., n)-,

(h^. à,. .., n),

les 9 et ^ étant des fonctions continues de la var iab le réelle u. Dans les
équations ( t ) et (2) , faisons les substitutions

Zf, -==. xi, -h- iy^ t/, == £/, "i- ^A,

puis égalons à o les coefficients de i et les termes indépendants . Nous
aurons ^{n •+-1) équations

/A (^A?J /^ l? - " - ^?^U- - - î ^ /0 '= 0 ( / / _ , , \> ^ fl — i., . . ., n),
^(^//.,JA,$I, . . . ,4 /^^ l? • -y^ /O"-^ 0 )

( ) • 1 Ftëi,...,^^l,...,"^)==0,

[ G(^, . ..^Dir—^/O^O*
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Les équations suivantes déterminent la trajectoire du pointa :

A(^/»J/^ Si, • . . , in, ^15 . . . , yi/,) == o,
§h{^f^yh, Ïi? • . . , £,;, T3i, . . . , ri,,) == 0,

F ( ^ i 5 . . ., En, ̂ i , . . ., yi/J == 0,

G(^ l? • • - ? ^/O ^15 • . . ? ^/Q ==0,

^2=Ç2(^),

£/z=9^(«),
732 =^(^),

^.^^-M^).

Nous ferons une aut re remarque au sujet , du théorème précédent .
Soit S une série entière n 'ayant pas de terme conslanl. On peut déter-
mine r un d o m a i n e S de l 'origine, tel que, si l'on choisi t un système de
va leu r s pour ̂  • • ^ ̂  dans ce domaine , les valeurs de z^ situées dans
?î et sat isfaisant à l 'équation S == o, sont données par des équat ions
algébriques. On voit ainsi que l 'équation S=o dé f in i t , dans le do-
maine S, u n e fonction implicite z^ des variables ^, ..., ̂  qui possède
les mêmes propriétés que la fonction imp l i c i t e déf in ie par une équation
algébrique.

Soient So et S^ deux séries entières s 'annulant à l 'origine et admet-
tant A pour cercle de convergence. Proposons-nous de rechercher s'il
v a , dans un domaine de l 'origine, d'autres points pour lesquels les
deux séries s 'annulent. Faisons la substitution

^==Cî^+. . . - i -Cï-^

^=C^i+...-i-C^,,.

So et S, dev iennen t des séries entières par rappor t aux variables t, 1
et 2,. Choisissons les constantes telles que le dé terminant

p i m
'L. . . . ^4

Ci p»
n • • • ^n
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soit différent de o, et (elles aussi que ni io(^n °» • • • » °) û i^ i (^ o, . . . » o)
ne soient nulles pour (ouïes les valeurs de ^. Cela posé, on peut fixer
un domaine S'7 de l'origine dans lequel on aura

v ._,. p v v _ p v
^ ——— ,1 o^o, ^1 ——— A 1 ̂  •»

Pô, P^ étant deux polynômes en ^ ; ly, 2^ étant des séries entières par
rapport aux t qui ne s 'annulent en aucun po in t de S'. Si 2o et 2, s'an-
nu len t , P o ê t P i s 'annulent aussi, et réciproquement. Soit R i e résultant
des polynômes Pô, P < . Ce résultant est une fonction entière et homogène
des.coefficients de Pô et Pô c'est-à-dire une série entière en ^» • • * » ^n
série qui s'annule à l'origine. La série R admet une in f in i t é de zéros
dans un domaine ^"de l 'origine, eti 'oi) peu t prendre ̂ /< ^. A chaque
zéro de R correspond an moins un zéro commun à So e IS ; . En effet, si
l 'on prend un zéro de B, les polynômes Pô et P^ admettent au moins
une racine commune située dans ^, et si l'on prend pour ^ une racine
commune , on a un zéro de 2o et de î^ c'est-à-dire de So et de S,. Si
m a i n t e n a n t on appelle S le domaine relatif aux, variables z qu i corres-
pond au domaine ̂ \ on voit que les deux séries admettent une infinité
de zéros communs dans le domaine S. On pour ra i t les dé terminer de la
manière suivante . On aurait d 'abord un zéro de R d'après la méthode
déjà indiquée, en prenant arbi t rairement n — ^ variables et calculant
la Çn— gy61"6 par une équa t ion algébrique. Cela fait, on chercherait la
racine commune aux deuxJéqnat ions algébriques Pô =o, P^ == o, et
l'on aurait la n10"^ variable. Les valeurs des z se déduisent sans peine de
celles des t.

Dans le cas particulier où les séries données sont à deux variables,
R n'en cont ient plus qu'une, et alors les résu l ta t s changent. R étant une
fonclion holomorphe, nulle pourForigine, on peut fixer un domaine ^
dans lequel R n'aura pas d'autres zéros que l 'origine, et l'on peut
prendre S5S'. Alors So et S< n'ont pas, dans le domaine '̂  d'autres
zéros communs que l'origine. Ainsi , si deux séries à deux variables ont
un zéro commun, il est possible de fixer un domaine de ce point dans
lequel il n'y a pas d'autres zéros communs .
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I I I .

Divisibilité des séries entières.

Conditions de divisibilité de deux séries entières.

Soient So, Si d e u x séries entières par r a p p o r t aux variables indé-
p e n d a n t e s ^ ; , . . . , ̂ , et supposons que ces deux séries a d m e t t e n t A
p o u r cercle de convergence. Nous d i rons , en adop tan t *une locut ion
de M. Weiersirass, que la série So est divisible par la série S,, si l 'on
peut fixer un domaine à de l 'o r ig ine dans lequel on ait

Q —— Û C
0 o —— ^i »-' 2 •>

S^ désignant une série entière convergente clans 5.
Si S, ne s'annule pas à l 'origine, on peu t fixer un domaine $ ( ô ^ A )

de ce po in t dans lequel la série n'a pas de zéros. Alors la fraction ~° est
ho lomorphe dans î, et l'on peut la melire sous la forme d'une série
ent ière convergente dans rî. Il en résulte que So est divis ible par Si.
Au contraire, si Si s ' annu l e à l'origine, tandis que So p rend en ce p o i n t

Su n e v a l e u r ditïerente de o, le quo t i en t — étant inf in i à l 'origine, il est°i
imposs ib le de le représenter dans un doma ine de ce point par une
série entière convergente. Il n'y a donc l ieu de rechercher les condi-
t i o n s de d iv i s ib i l i t é de deux séries que dans l 'hypothèse ou el les s'an-
n u l e n t tou tes les deux à l 'or igine.

Si l'on sait r econna î t re que le m o d u l e du quo t i en t — reste f ini dans
u n domaine & de l 'origine, on en conclut que ce q u o t i e n t est holo"
morphe dans ô et peut ê t re développé en série entière. So est donc
divisible par S,. •

Considérons ma in tenan t le cas général. Soient S o f z - i , ̂ , . . . , 5^),
S, ( -2 ; i , ^» - — » • s / ^ ) deux séries entières qui s 'annulent à l 'or ig ine . Fai~
sons la subst i tut ion

z,=z CJ^-1- . . . -t- Cf^ {l== i, . .., n) -

les G désignant des constantes assujetties seulement a u x deux condi"
Ânn. de Ï'Éa. Normale. 3e Série. Ïoiïie II. S. 4
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êions suivantes, le déterminant
p i p /;^ i • - • '-J i

n r"''--'/< • • • v-^

est différent de o, et a u c u n e des deux séries

^0 ( ̂  1 ^1 î ^â ^17 • " • » L(^ ^1 )î ° 1 ( ̂ 1 ^1 î ^2 ^1 • • • ? ^/t ^1 )

ne s 'annule pour toules les valeurs de ^, Représentons par 2o et 2, les
séries entières par rapport aux variables t que l'on ob t ien t par la
subs t i t u t ion indiquée. Soient y. et v les plus fa ibles exposants de ^,
dans 2o{t^ o, . . . , o) et 2 i ( ^ , , o, . . . , o). On sait que l 'on peut déler"
miner un domaine $ de l'origine dans lequel on aura

v —. p v' v —... ]) v'-•o •—• î o -^u» '"'i — 1 î •~'i »

2(p S\ désignant des séries qui ne s 'annulent en aucun po in t de
rî; Pô, P^ désignant des polynômes entiers en t^ Soit

Po=:Z^+P^^-• l--|-...4•-P;; /•S

Pl=:^-•^P ( l l )^ l-^-•••+ I ÎT^

les Pô et P^ étant des séries entières en ^ , . . . , ^ , dépourvues de
termes constants.

Les conditions de divisibili té des séries sont alors données par le
théorème suivant :

THÉORÈME VII. — Si l'on effectue la division du polynôme Pô par le
polynôme P^ on obtient pour reste un polynôme en t^ dont les coeffi-
cients sont des séries entières en t^, ..., t^ Pour que So soit divisible par
S^, il faut et il suffît que ces nouvelles séries aient tous leurs coefficients
nuls.

En d'autres termes, pour que So soit divisible par S,, il faut et il suffit
que le polynôme Pô soit divisible, au sens ordinaire du mot, par le poly-
nôme V^ , quelles que soient les valeurs attribuées à / a » • • • » ̂

En effet, pour que So soit divisible par Si, il faut et il suffit que 2o
soit divisible par 2,, c'est-à-dire que le module du quolicnt ^° resie
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f in i dans un certain domaine A de l 'origine, ce domaine é tan t re la t i f
a u x variables t.

Je dis d'abord que les condit ions sont nécessaires. Nous pou-
vons prendre $ aussi petit que nous voulons, et par suite in fé r ieur

v
à A. Le m o d u l e du quotient ^° doit donc rester fini pour tout point
de fî. Les racines des polynômes Pô, Pi se réduisent à zéro pour
^ == ^ = = : . . . = = ^ == o et sont, dans le domaine $, des fonctions conti-
nues des variables ^ • • • ^ / z - On peut donc déterminer un nombre
positif ^S & tel que, pour lout système de valeurs de ^' • • * . ^vér i f iant
l ' inégalité

| ii <5i {i= 2, . . ., n),

le modu le de chaque racine des polynômes Pô et P^ soit inférieur à &.
Prenons alors un point ^, . . . , ^ dans §^ el appelons ^ 1 ) , . . . 51^ les
racines distinctes des polynômes Pô et P, qui correspondent à ce po in t .
On a, pour ce point,

Pô
Pi

</• / (1) \ )J / / f(m)\\/n^1 — ^ ; . . . ^ A i — ^ ^ ,

les X étant des nombres entiers, positifs, négatifs ou nuls. De là

V V"
^ —— ( / __ / ^ l ) ^ ^ l / ' / __ /^h^'m °̂..^- —— ̂  —— 6 ^ )̂ l . . . [ (^ i ^ ) m -^y-«

^1 ^1

V ?

Le quotient -?• étant différent de o, dans c?, on voit que, si un seul
v

des t est négatif, \ par exemple, le module du quotient ^° est in f in i
pour le point (^ = ^5, ̂ = ^, ... ,^,^= ^) pris dans A. Il faut donc
que tous lesX soient positifs, ou nuls; c'est-à-dire que, pour les valeurs
considérées ^, , . . , t'^ Pô est divisible par P^. On a posé

P,=^+P^^4-...+P^,

P,=f\ -^P^)^-i4-...-l-P^).

Soient le quotient des deux polynômes

^-v ^_ p^-v-i ̂ . . . + P^- )
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cl 1e reste
p^o ) ^--î 4-. p^i ) ̂ -2 _^ _ .̂  p^- i;.

On aura i d e n t i q u e m e n t
/^-4-p;n^-i-^...4.-pW

---. (^ 4- .P^^-f- . . . -1- P^') (^-v -h P^ ^- v - 1 - + - . . . 4; P'^'-"»

^,p^)^l^...+P^~i)

et, par sui te ,
P^P^+P^,
P^P^hP^P^+P^,

p(^ ...~- p^-^.4. 4.» p^-v)
1 y —— ,S. ^ t • • . 1 ». l y

p(!^ .„„ p(v) p(!J-"^), ^ p(v-l)g ^ ..,-,- A ^ B. g î . . . r- « ;̂

Ces relations mon t r en t que les coefficients P^ et l^ sont des séries en-
tières en /^ • - - / / /» convergentes dans &. On a vu que, pour les va-
leurs considérées de ^, . . . , t^ Pô étîut divisible par P, . On a donc,
pour ces valeurs,

D( 0 ) ——„ „ JK \ ) .—— / Y ï > f V -1 ) —.. r.g, ^ ....-,,.„ (..;, 1, ^ „.„-,„- (/, B ^ .—.- ^.

Mais le même ra isonnement peut se faire avec un a u l r e système de va -
leurs de ^, . . . , / / / , clicisi a rb i t r a i r emen t dans 5^ Les séries P;} pren-
nent donc la valeur o pour tou t po in t de l 'a i re â^ et, pa r su i t e , les coef-
ficients des termes de c h a c u n e de ces séries sont nuls . Ce sont les
condit ions indiquées.

On voit qu 'on peut énoncer ce résultat en disant que le polynôme P(,
est divisible par P^ , c'est-à-dire qu'on a pour tout point de 8

p ...,-,. |") j>g o .—.. 1 i l ^ ,

P^ étant un polynôaie en t^ dont les coefficients on t été calculés p lus
hau t .

]e dis ma in tenan t que les conditions sont suffisantes. Nous avons
formé les polynômes P() et P^ et reconnu qu'on ava i t pour tout p o i n t
de à "iT^o, py^i, . . . , p^-^o, ,
c'est-à-dire p ^...îï p

.«1 o~- i l1 •î'
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On a i d e n t i q u e m e n t clans c?
V

v / /- / \ —- p v — p p v^ _ v ^o p
*"U ̂ lï • • - i " n ) —— 1 0-^0 — A 1 t 2-^v —— ̂ l yT A 2*

V''

Mais le quot ien t ^? est holomorphe dans &, de même que Pa. Leur
p rodu i t est aussi holomorphe, et on peut le met t re sous forme de série
ent ière , ^2, convergente dans S. On a alors

^(^, ...,^,)==I,(^,...,^)I:,(^,...,^),

ce qui démontre le théorème.
De ce théorème, on déduit qu'une série entière So, nu l le pour l'ori-

gine, est divisible par une inf in i té de séries s 'annulant à l 'origine. Par
un changement de variables, mettons, comme plus haut , la série 2o
sous la forme Pô .Sy, les nota t ions ayant toujours le même sens. Pre-
nons un d iv iseur q u e l c o n q u e P, du po lynôme Pô, et désignons par i\
une série entière quelconque qu i ne soit pas nul le à l 'origine. On peut
fixer un domaine S dans lequel 2^ ne sera pas nulle et dans lequel on
aura Io == Po.2^. La fonct ion P^ étant holomorphe dans S, on peut la
développer en série entière 2i. Celte série 2, divise 2o. Si maintenant
on revient aux variables z, on obtiendra une série S,i divisant So. Le
facteur 2\ é t a n t arbi t ra i re , la série So admet une in f in i l é de diviseurs.

Diviseurs communs à deux séries.

Soient So(.S) . . . , s / J , S^ ( ^ i , . . . , z^) deux séries ent ières qui s^annu-
len t à l 'origine. Proposons-nous de rechercher s'il y a des séries entières
s 'annulant à l^or ig ine , qui divisent à la fois So et S,. Si nous t rouvons
des séries r é p o n d a n t à la ques t ion , nous les appellerons des diviseurs
communs aux deux séries données.

Soit Sa une série ent ière d iv isant So et S,, S^ s 'annulant à l 'origine.
A u x variables z , subs t i tuons de nouvelles variables t, comme précé-
demment , et conservons les mêmes no ta t ions . On peut fixer un do-
maine S de l 'origine, dans lequel on aura

v _ p •\' v _ p v' v _ p v^0 —- ,1. o ̂ y , A^ —— A i <«w ^ , ^ -~~ A à —< ^ .

D'après le théorème précédent, pour que S^ divise So et S^ il faut que
le polynôme Pa divise Pô et P,. Désignons par À el y. les degrés par
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r a p p o r t à ^ des po lynômes Pô et P(, et supposons, pour f ixer les idées,
l^p.. Effectuons les divisions successives qui donnen t le plus grand
commun diviseur des polynômes. Le reste de la division de Pô par P,|
sera un polynôme de degré p. —• i au plus. Si ce reste est effectivement
de degré p. — i, représentons-le par

R^,.,^--l+R^^^2+•••+Rii^l'<
Les coefficients sont des polynômes entiers par rapport aux coefficients de
P o e t P i , c'est-à-dire des séries entières en ^, ...,^ qui admettent S pour
cercle de convergence et se réduisent toutes ào pour^==^=. ..==^ ==o.
Divisons maintenant P^ par ce reste, el faisons les divisions de manière
que les coefficients d u nouveau reste soient aussi des polynômes par rap-
port aux coefficients du dividende et du diviseur, c'est-à-dire des sé-
ries entières. Nous aurons un reste que nous représenterons par

iî /t1--2 L 'R' i3 /t-*- ;i i > U^'"""^Bx .̂..̂  ~t- U[j.,...s; t\ -+-. . . •+- i,x^a •

Si le reste de la première division avait été de degré ^ — 2, le calcul
ind iqué n 'aura i t pu se faire. Dans ce cas, nous représenterons le reste
de degré y. — î par la môme formule que précédemment , en convenant
que les B^ désignent des séries dont tous les coefficients sont nuls , et
alors le reste donné par la première division sera représenté par

R^/r2^ R^^r3^. • • -+- K^,
la série 1{^2 n'ayant pas tous ses coefficients nuls. En con t inuan t de la
même manière, nous pouvons dire que la série des divisions donne
une suite de restes qui sont des polynômes en t^ de degrés respective-
ment égaux à ^ — i , ^ — 2, . . . , ï , o, don t les coefficients sont des
séries entières en ^, . . . , , ^ qui admet tent toutes S pour cercle de con-
vergence, et se réduisent toutes à zéro pour ^ == ^ = = . . . = = ^ •=== o. Re-
présentons ces restes par les formules

M^,^r4-...+R^',

j^^2+—+R^
Rv^+. . . - -hR,^ ,
. . . . . . . . . . . . . . )
H^i-t-K1/',
R.
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D'après nos conventions, si Ry a tous ses coefficients nuls, il en est de
même pou r R^, ..., Rî^. Cela posé, les polynômes Pô et P^ a d m e t t a n t
un diviseur c o m m u n , on verra, comme précédemment, que la série R
a tous ses coefficients nuls.

On obt ien t ainsi , en fonction des coefficients des séries données So,
S,, des condi t ions nécessaires pour que ces séries admet ten t des divi-
seurs c o m m u n s qui s 'annulent àTorigine.

Réciproquement , si la série R a tous ses coefficients nuls, je dis que
les deux séries données admet tent des d iv i seurs communs . Supposons,
en effet , que chacune des séries R, R | , R^ 5 , ... a i t tous ses coefficients
nuls , la série Ry é t a n t la première de la sui te qui n'a pas tousses coeffi-
cients nuls . Prenons dans le domaine S un point, l[,, . . . , ^, pour lequel
la série R^ ne soit pas nul le . Pour ces valeurs des variables ̂  • • - » t^
les po lynômes Pô et P< admet tent un plus grand commun diviseur

R^ 4-R^r1 + • • • + R^-

On peut fixer un domaine G) du point ^, . . . , ^, qui soit compris dans S,
et dans lequel R,/ soit différent de o. Pour chaque point de ce domaine
PO et P< admet tent le po lynôme précédent pour plus grand commun
diviseur. Ce plus grand commun diviseur peut s'écrire

T^'l) -R^J
/v -L. i^ /V -1 -4- -4- IhL .^+-^-^ -4-...-4- ^

Les quotients1^ ? • • • > ^—peuvent être développés, dans ie domaines ,
iî.V Aly

en séries entières par rapport aux différences (^ — ^)? • . . , (^— ^)»
soient T,, T^, . . . . Ty. Mais on peut considérer T < , . . . , Ty comme des sé-
ries entières en t^, . . . , ^ convergentes dans S. Si nous posons

P,-=:^+.T^"-1^.. .-+-ïv,

on voit qu'on aura pour tout point de a) et, par suite, de S (théorème IV;,

P,=P,P,, P,=P2P^

P,^ et Pi désignant des polynômes en ^, dont les coefficients sont des
séries entières en <^ • • • » ^- II cn résulte que 2o et 2, admettent un di-
viseur commun Pa. Par suite, So et S, admet t en t aussi un diviseur
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c o m m u n Sa, qu'on ob t ien t en remplaçant dans Pô les var iables t par
leurs valeurs en fonct ion des variables z.

On peut , dès lors, énoncer le théorème su ivan t :

THÉORÈME VIII. — Etant données deux séries entières en z ^ . .. ., z^ qui
s'annulent à l'origine, si r on fait un changement de variables comme il
a été indiqué, et si ensuite on calcule le résultant des polynômes Pô et P,
[nous conservons toujours les mêmes notations}, les conditions nécessaires
et suffisantes pour que So et S, admettent des diviseurs communs sont que
la série résultante ait tous ses coefficients nuls.

Plus grand commun diviseur de deux séries,

Soient deux séries So» S, qui sont n u l l e s à l 'or igine. Reprenons les
notat ions précédentes. Aux variables ^ subs t i tuons les var iables t.
Nous obtenons les séries 2o, 2^ . Soit ô* un domaine de l 'o r ig ine dans
lequel on a 2o== Po-S^, 2, = P^ 2',. Supposons que Pô et P, a d m e t t e n t
u n plus grand commun diviseur de degré v, 1\. On a pour t o u t poin t
do à

Po:=lVP3, IV==P,P,,
v —" ï> v v ...— T.) v^O .„.,,., 1 à-".-}, —i -— 1, a-'.v,

en posant
v ..,...„..„.. j) v' v --. S') v'
"'3 —- l- 3 -'(» ^ --'4 --•- l .'»• -i 1 •

Soient entin Sy, S/, les séries que donnen t 2y, 2/,, q u a n d on r ev i en t
aux var iables .s.

THÉORÈME IX. — Les séries Sa, S/, n admettent pas de diviseur commun
nul à l'origine.

Nous allons montrer , en effet, que, si Sa et S/, a d m e t t a i e n t un divi-
seur c o m m u n , nul à l 'origine, les polynômes en t^ Ps ^t P/. au ra ien t
un diviseur c o m m u n ; or cela est impossible, pu isque ces polynômes
sont les quot ients obtenus en divisant P^ et P< par l eur plus grand
commun diviseur. Si 83 et S/, admettent un diviseur c o m m u n nul à
l 'origine, on peut prendre un système de valeurs pour ^2, . . . , ̂  (dans
le domaine où ces variables doivent rester), tel que les valeurs de t^
qui forment avec les précédentes un zéro du diviseur, soient aussi
dans le domaine ^. Mais alors ce point est aussi un zéro de ^3 et de 2\.
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Or I'Q ne s 'nnnule pas dans le domaine §. Donc les valeurs considérées
annulent Pa. 1\ ne s 'annule pas non plus. Donc ces mêmes valeurs
annu len t P^. Il en résulterait que ?3 et 1?^ a d m e t t r a i e n t des racines
communes.

THÉORÈME X. — Toute série, nulle à Forigine, qui divise So et S,, divise
aussi S...""• «r

Soit Q une série qui divise So et S^. Prenons un domaine à de l'ori-
g ine , dans lequel on ait

v _ p v v _ p v^o—i o — o » • ^ i — 5 : 1 ^ 1 ,

Q=îlQf I,-==P,S,,

Pu, P^ Pa, H désignant toujours des polynômes en^ et 1 ,̂ 2p X,, (Y des
séries différentes de o dans (?. Donnons à ^, ..., ̂  des valeurs com-
prises dons ô^y^c?) et telles que les valeurs correspondantes de t^
qui a n n u l e n t H, soient comprises dans &. Chaque racine de H associée
à ces valeurs de ^, . . . , ̂  forme un zéro de Q et, par suite, un zéro de
So et de Si. Donc, en raisonnant comme plus haut , on voit que Pô et P^
sont tous les deux divisibles par H. Par suite, H divise le plus grand
commun diviseur P^ de Pô et Pi . Soit P^ == HK, K étant un polynôme
en ^. On aura, dans le domaine §',

P , = Q ^ = Q Q p

Qi désignant une série entière convergente dans â\ Alors

^=QQ,X==QÇh,

où Qa; est toujours une série entière convergente dans S\ et le théo-
rème est démontré.

De ce qui précède résulte que la série Sa joue, par rapport aux séries
So et S ^ , le même rôle que le plus grand commun diviseur par rapport
à deux polynômes. Tout diviseur commun de deux polynômes est un
diviseur de leur plus grand commua diviseur; de même toute série qui
divise So et S, divise S .̂ Les quotients obtenus en divisant deuî; poly-
nômes par leur plus grand commun diviseur sont premiers entre eux;
de même les séries Sg et S/,, qui, respectivement multipliées par S^,
reproduisent So et S^, n ' admet ten t aucun diviseur-série commun.

Ânn, de l'Ec. Norm. 3° Série. Tome II. S. 5
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Nous appellerons cette série 83 le plus grand commun diviseur des
séries So et S,.

THÉORÈME XI. — So, S^ S^ étant trois séries entières par rapport aux
variables z^ . . . , -s^, admettant A pour cercle de convergence et s'annu-
lant à l'origine, si la série So est divisible par Si et par Sa, les séries S^
et Sa n admettant pas déplus grand commun diviseur, la série So est divi-
sible par le produit S^ Sa <

Aux variables z subs t i tuons les variables t, de la manière souvent
indiquée, et conservons toujours les mêmes notations. Fixons un
domaine ^ ( r î^A) dans lequel on ait

v _ p v' v _ p v v ._ p v^ Q — i o ^ o » ^ i — A 1^1 » - " ' 2 — A - 2 ^ 2 "

Par hypothèse, le résultant des polynômes Pô et P^ est n u l en lout
point de d\ et de même pour celui de Pô et Pa. Au contraire, le résul-
tant de Pi et de Pa n'est pas nul pour tons les points de à. Prenons un
point 4 » . . . » ^ et un domaine œ de ce point tous deux compris dans î,
pour lesquels ce dernier résul tant soit différent de o. Appelons o/ l'aire
formée par les valeurs de ^ situées dans c? et de t^ . , . , ̂  situées dans
f^. On a alors dans ^

Po=ï\P3, PO=PA,

et, comme P,, Pa sont premiers entre eux,
Pô =PJ>JV

Pîî est une série entière en ty .. * , ^ qui admet c? pour cercle de con-
vergence. Alors la relation précédente, établie pour o/ seulement,
subsiste pour le domaine S tout entier ( théorème IV). De cette relation
on déduit

T ^ V V p^ÂO — ^i Ag •ÇT-̂ T 5
^A,

et, comme le produit 1\1^ ne s'annule pas dans ï, on peut remplacer
le quotient j—r par une série entière en ^, ..,, ^, 23. Oa a donc

— l '"à

2o=.SiXî23,

et, en revenant aux variables -s,
,SQ:S= Si SgSg. , G« Q. F. D.
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THÉORÈME XII. — Sy, S^ , Sa étant trois séries entières par rapport aux
variables z^ ..., z^ qui admettent A pour cercle de convergence et s'an-
nulent à l'origine, si la série So est divisible par Si et par S^, ces deux
dernières admettant un plus grand commun diviseur 83, on peut fixer un
domaine S de l'origine dans lequel on ait

S -SiS^
0 —— '"C"—— 4 Î

03

S/, étant une série entière convergente dans S.

On sait, en effet, qu'on peut fixer un domaine S' de l 'origine dan?
lequel on a

So=SiQ, Si=S3Q,, S,=?3Q,,

les Q désignant des séries entières. On a donc

So^S^Q.Q.

Ainsi la série So est divisible par 83 et le q u o t i e n t est l u i -même divi-
sible par Q ^ . On verrait de même que le quot ient de So par 83 est divi-
sible par Qa. Mais les séries Q< et Qa n 'admet tent pas de plus grand

Scommun diviseur (théorème IX). Donc le quot ien t — est d iv is ib le par
le p r o d u i t Qi Qa d'après le théorème précédent. De là su i t qu'on peu t
fixer un domaine de l'origine dans lequel on a

So=S3Q,Q,Q3,

Qa étant une série entière. De cette relation on déduit

Q __ ^1^2 r\S?0 —— —^—— 1^3.
b;, C. Q. F. I).

Ce théorème donne la forme de toute série divisible séparément par
deux autres.

S SOn peut appeler la série —1 le plus petit multiple commun des deux
°3

séries S< et 82.
Les deux derniers théorèmes font encore ressortir l'analogie q u i

existe entre les théorèmes relatifs à la divisibilité des séries et ceux qui
sont rehuifs à la divisibili té des polynômes. Il serait aisé de poursuivre
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celte analogie et, en particulier, de considérer là recherche du plus
grand commun diviseur et celle du plus petit mult iple commun pour
le cas de plusieurs séries.

IV.

Des points singuliers des fonctions uniformes de plusieurs
variables indépendantes.

Une fonction uniforme des variables z^ ..., z^ est d i te régulière au
pointa si, dans un certain domaine de ce point , on peut la mettre .sous
la forme

^A^, . . .^^^—^^^^—^)^--^^—^^) ' " (-^...^^o, T , . . . ,^).

où les v sont des nombres entiers et les A des coefficients cons tan t s ;
autrement dit, si la fonction peut être développée en série entière rela-
tivement aux différences {z— a,), série convergente dans l 'aire con-
sidérée. Si la grandeur a, a un modu le i n f i n i , on remplace {z— a,)
par — *

•^i
Une fonction régulière en un point est holomorphe dans le domaine

de ce point ( théorème II). Réciproquement, une fonct ion qui est holo-
morphe dans une aire est régulière pour tout point de cette aire. Con-
sidérons, en effet, un point a^ . . . , a^ situé dans l'aire où la fonction
est holomorphe. Sur le plan de la variable a^ on peut décrire un cercle
de centre a^ qui soit tout entier compris dans l ' in tér ieur de l'aire dans
laquelle la fonction est holomorphe . Alors, la fonction étant holo-
morphe en tous les points de l'aire formée par les cercles a^ on peut
la représenter dans cette aire par une série ent ière par rappor t aux dif-
férences (^, • — a J, .... (^--a/J. En particulier, u n e fonction régu-
lière au po in t a est régulière en tout point du domaine de a.

Un point pour lequel une fonct ion uniforme n'est pas régulière est
di t point singulier. Soit a un tel point . Si l'on peut former une série
entière en (^-- a^, . * . , (^—a,^) , So, convergente dans un domaine
de a, qui s'annule en a et soit telle que le produit \

So/(5i, . . .,£n)
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soit lui-même une fonction régulière au point a, on dit que a est un
point singulier non essentiel de la fonction f[z^, ..., ̂ ). Dans tout autre
cas, le point singulier est d'il essentiel.

Si le nombre des variables est au moins deux, on distingue deux
sortes de points singuliers non essentiels. Soit a un tel point. On a,

s
dans le domaine S de ce point, /(^, .. . ,^)== —? 80, S, désignant desQO
séries entières en ( ^ — a ^ ) , , . . , [z^—a^) convergentes dans le do~
maine S, et So s 'annulant au pointa . Supposons que S, soit différente
de o en ce po in t . Les fonctions S sont continues au point a. Prenons
arbitrairement un nombre positifs infér ieur au module de la valeur que
prend S< en a, ce que nous écrirons s< S^. Nous pouvons déterminer
un nombre positif ^(S'^S) tel qu'on ait , pour tout point du domaine <Y
de a, |So|<; £. Nous pouvons, en outre, déterminer un nombre positif
^(^S), tel que le module de l'accroissement de Si quand on passe du
point a à un point quelconque du domaine S" de a soit inférieur à s.
Prenons alors Si égal au plus pet i t des deux nombres S', ^//. On aura,
pour t o u t point du domaine ̂  de a,

|SJ<£, [S,J>(S^~£

et
1 û j q |i y \ D i ! ^ LJ i ^ "I/ ^ n-"i > ——r-| & o | c

Soit A un nombre positif choisi arbitrairement. Si l'on prend s < '—^^
on aura \f\ ̂ > A, et l'on voit que, pour tout point de S,, le module de
la fonction considérée est supérieur à tout nombre donné A.

Supposons ma in t enan t que S, s 'annule au point a. Les séries S peu-
vent admet t re un diviseur comme nul au point a. Dans ce cas, en dési-
gnant par S^ leur plus grand commun diviseur et par 83, S,, les quo-
tients, on aura

S u c û
r , , „ ^ _ 1 _ rsï —— ^

J \.^[) . . . > -•"//, ; ————— Q ———— 0- Q- ————- ci î

C'o 03 0,̂ , 04

et l'on sait ( théorème ÎX) que les nouvelles séries 83, 84 n 'admettent
pasde diviseur commun'nul au point a. Il suffit donc de considérer le
cas où les deux séries 8 n 'admettent pas de diviseur c o m m u n nul au
point a. On sait, par les Chapitres précédents, qu'on peut former des
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fonctions ^, ^, . . . , ^, linéaires et homogènes en ( ^ — a ^ ) , au moyen
desquelles, dans u n domaine ^((Y^) du point a, les séries S se me t t en t
sous les formes

^ —— f ^ 4- [>' 1 ) ̂ J- - 1 -4- -4- P(^ 1 Y'^y — j <' ] ~T- i o (• ^ -r-. . . -t- i, Q j ^Q ,

v. — r /•••' -L- pi i ' /•v--i _4_ ,4. p(^) 1 y<^ — j_ l. ^ ^ i ^ i, ̂  -j- . . . ^- A ^ J ̂ ^

et l'on se rappel le les propriétés des fonc t ions P, 2y, 1\.
On peut, puisque 2o et 2, n'ont pas de diviseur commun , prendre

dans le domaine §' des valeurs de ^ • * . ? ̂  pouï* lesquelles les poly-
nômes en t^ n 'ont pas de rac ines communes. A u t r e m e n t d i t , i l v a
cer ta inement dans le d o m a i n e ô' au moins un po in t pour lequel
So=== o, S,,^É o. La fonct ion f[z^ . . . , Zn) est inf inie en ce point .

Soit maintenant K une constante arbitraire. On a, dans le domaine d\

^0 LA z\9 ' f - y ^n} — K- j "̂  Si — Sy K- '= 83,

Sa étant une série en t i è re , nu l l e au po in t a. Dès lors la fonct ion
———r-rr:"^ est placée dans les mêmes cond i t i ons que/(^,,, . . . , ̂  ).

Par suite, on peut trouver un point dans le domaine r31 pour lequel
_ — — , - — = = o o , c'est-à-dire /ï^, ..., z.J=: K. Le point a est

.,/ \ ^ î ? • • ' 5 •"'fl. ) —— Iv ' • *

donc tel qu'il existe tou jours dans son dorninne au moins un point
pour lequel la fonction prend une va leur arbitraire, c'est-à-dire que la
fonction est complètement i n d é t e r m i n é e au po in ta .

On reconnaît ainsi que la na tu re du point singulier non essentiel est
dif férente , suivant que le numéra teur de la fraction par laquelle la
fonction est représentée dans le domaine du point est nul ou non en
ce point. Dans la seconde hypothèse, on peut déterminer un domaine
du point singulier tel que, pour tout point de ce domaine, la fonction
prend une valeur dont le module surpasse tout nombre donné; on peut
dire que la fonction prend une valeur in f in ie pour le point s ingul ier .
Dans la première hypothèse, il est possible de fixer un domaine du
point singulier tel qu'il existe au moins un po in t du domaine, pour
lequel la fonction prend une va leur assignée à Pavanée d'une manière
arb i t ra i re ; la fonction est indé te rminée pour le point singulier.

Comme appl icat ion, é tudions les points singuliers d 'un polynôme
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entier , d 'une fraction rationnelle, et enfin d'une fraction ayant poar
termes des séries entières.

THÉORÈME XIII. — Un polynôme entier na pas de points singuliers
essentiels.

Un polynôme, étant holomorphe pour toutes les valeurs finies des
variables, sera une fonction régulière pour tout point à distance finie.
Considérons un point pour lequel quelques-unes des variables, ou
toutes, prennent un module inf ini . Soit le polynôme/^,. . . , ,s,J; soient
m^ 7n^, . . . , m^ les degrés de /par rapport à z^ à s^, ..., à z^. Enfin
supposons que z^[i= T , ^ , . . . ,p)p5^, prennent des modules inf in is
pour le point considéré, les autres variables étant finies. On a

(0 ^——/,/(^ • • . . -)"= ̂ A — ... — ̂  .. . .^-s
M .1 . . .<>>»• w/?î ( ,-»//? •"1 " • • ^i S.^ 1 Z^ i

A étant un coefficient constant, m^ . . . , m ^ . étani des nombres entiers
positifs ou nuls, de même que 1^ ... ,'X,^./. Formons de la manière sui-
vante un domaine du point considéré. Sur le plan de chacune des
variables z ^ y , . . , z^ décrivons un cercle ayant I^origine pour centre et
un rayon donné R- Sur le plan de chacune des variables z^, . . . ,^
décrivons un cercle de centre a^, .. . , a^ et de rayon r. Nous pren-
drons pour domaine & du point considéré,

l 'ensemble des cercles r et l'ensemble des aires extérieures aux cer-
cles R, Posons

Ï ï

^~ u^ " "' ^~~ u,

le second membre de la relation précédente devient

( 2 ) 2 A U^ . . / ll^i ̂  i . . . ̂  -/.

A u domaine à correspond, pour les variables u^ ..., u^ z^^ . . . , ̂  un
domaine § ' formé par l'ensemble des cercles r et par i cercles décrits
sur les plans des variables u de chaque origine comme centres avec des
rnyonségaux a ~ 11 est clair que là somme (2) est holomorphe en
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chaque point de §'. On peut donc^ la représenter par une série entière
par rapport à u^ . . . , Ui, (^^i — a^), ..., (^,/— a^). Si l'on remplace
les u par leurs valeurs en fonction des z , on a une série entière en
-j-i • ' "> -^-5 (^-, — a^ ), ..., (^ —• <^). Soit cette série

S — ? • • - î -- 5 (^/+i — <%/-.H ), . . . , (^rt -— an ) !
L-'i "-•/' ..\

La relation ( i ) monire alors que l'on a pour tou t po in t du domaine S

—, . .., —, ( ̂ ^.^^ — a/..^^ ), .. ., ( Zn. — a//,)
^i "'/'

,.A^...,^)=S

De là résulte que le point considéré est un point singulier non essen-
tiel, puisque l'on peutconsidérer le p rodu i t -^ " ", ~^. comnie une série

entière en ^-3 • • * ? ^•? (.s/.+.i — a^, ) , . . . , ( s ^ — a ^ ) , série qui s 'annule au
point [ z , = ̂  = = = . . . = ^== co , z^^ •=== a,..,,,..., ̂  ===r a,J.

Remarquons, en outre, que les (Jeux sortes de points singuliers non
essentiels peuvent se présenter. Supposons que dans le polynôme
donné figure le terme As^1...^, A é tant un coefficient constant.
Alors la somme (2) cont iendra un terme. A, indépendan t des u et des
z ' , la série S prendra donc une valeur différente de o au point consi-
déré, et le module de/deviendra infini en ce point. Au contraire, si
dans le polynôme il n'y a aucun terme renfermant à la fois s, , ^ 3 , . . . , z^
aux puissances respectives m^ m^, . . ., m^ chacun des termes de (^ )
contiendra en facteur l 'une au moins des variables u^ et par conséquent
la série S s'annulera au point considéré. On a alors un point s ingul ier
non essentiel dans le domaine duquel on peut toujours trouver un point
qui donne à la fonct ion une, valeur choisie arbi trairement.

THÉORÈME XIV. — Une fraction rationnelle des variables z^ ..., z^ ne
présente pas de points singuliers essentiels.

Soient y et ^ deux polynômes entiers par rapport aux variables
z^ . . . , 5^. Le quot ient

/ ( ^ ^ \^ ?(^- • •^) ,J \^n • * - 7 ^n ] — T-7——————:
^(^.•-^,)
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consti tue une fonction uniforme des variables z. Prenons d'abord un
point a à distance finie. Si \ { / ( a ) ^ o , on peut déterminer un domaine
de a dans lequel ^ ne s'annule pas. Alors/est holomorph.e en tout
point de ce domaine, et par suite/est régulière au point a. Soit main-
tenant d' (a) == o. Prenons pour domaine de a l 'ensemble des.cercles
décrils de a , , . . . , < ^ comme centres avec des rayons égaux à un
nombre R choisi arbitrairement. On a pour ce domaine

^i.- • •^/J /(^. • • , ^ ) = - ? (-=1, . . . ,^).

9 et ^ sont holomorphes, et ^ (^) == o. On volt donc que a est un point
singulier non essentiel. Su ivant que ©(a ) sera différent de o ou nu i , on
aura un point singulier non essentiel de l 'une ou l 'autre espèce.

Considérons un p o i n t a pour lequel les modules de certaines varia-
bles deviennent infinis, les modules des autres restant finis. Soient
^ , , . . . , z^ les variables dont les modules sont infinis , eta;.n, , . , a ,^ les
valeurs finies des autres variables. Désignons par m^ m^, . . . , m^ les
degrés du polynôme y par rappor t à z^ à ̂ , .. ., à z^ et pa r^p , , —. , / ? /
les degrés de ^ par rapport aux mêmes variables. On a iden t iquement

H ^ \ _ __ ^ _ _ T^.^1^. ' . ' '? ^ l 9 ^'/'")"'lT '* ' < > ^n )-•i» • • • ? ^/i ) — " ^ ~ - " w ^ ^ " " m ' i , y 7 7 / / / " ^ ^ - — ,
^1 , • • • , ^7 w l ^l? ' • • 9 « Z ? "/-Hï • • • 9 - ^ f l )

ou ^^ == ~, . . . , ^•=: ^-5 et où y 'et ^ désignent des polynômes entiers-^i -3/'
par rapport aux variables u et s. Formons le domaine à du point a
comme dans le théorème précédent, et appelons encore ^ le domaine
correspondant pour les valeurs u et ;s^, . . . , z^. Comme on l'a vu plus
hau t , le point a n'est pas un point singulier essentiel pour le quo-
tient v— On peut former un domaine de a, S^ (d\ < S), dans lequel on a

^ _ _S
^ — s 7 '

S, S' désignant des séries entières en 45 •"5 T.5 ( ^ - i — ^ - n ) » • • • ,
(^-— a,J. De plus, là série S' sera nulle au point a si a est un point
singulier du quot ient ; elle se réduira à une constante, si le quot ient

Ann. de i ' É c . Normale. 3e Série. Tome ï î . S. 6
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est régulier en a. On a donc pour tout point de â^

/ ' ( ^ i , . . . , ̂ ) ==
,/îl-W, ^i-Mi §/

Par suite, si ^ r m , , . . . , p/^w^ on peut poser

SY^r: Q — , . < . , — 3 (J^~- a^i), . . . , (^n— ̂ ) ?
L^i -^

où Q ^-5 • • • î (•s/?,— <^) désigne une série entière, et a est un point
pour lequel/est régulier si S^a) est une constante, un point singu-
lier non essentiel si S ' [ a ) est nul le .

Dans le cas où chaque nombre p n'est pas supérieur ou égal au
nombre correspondant m, on aura Q'/^Q, Q, Q' ayant toujours des
significations analogues, et alors a est un point singulier non
essentiel.

On peut remarquer que, lorsque a est un point s ingul ier , Q(a) == o,
et par suite la fonctioi\/(^, . . . , 5^) est indéterminée en ce p o i n t .

THÉORÈME XV. — Soient So, S, deux séries entières convergentes pour
tous les points d'une aire A formée en prenant sur le plan de chaque
variable le cercle de rayon R ayant l'origine pour centre. On peut consi-

dérer la fraction — comme une fonction uniforme, définie seulement

dans Vaire A, et ne présentant dans cette aire aucun point singulier
essentiel.

Soit a u n poin t de l'aire pour lequel So(a)^o. Le quot ient a une
valeur déterminée. On peu t tonner u n domaine ô de a dans lequel

<^
S^-^é o. On a dans ce domaine f= — ? et, comme ce quot ient est holo"&o
morphe, on voi t que/'est régulière en a.

Considérons main tenant un poin t pour lequel S, [a}^é o, So(^ )==o .
On peut former un domaine de a pour lequel S^o. On a, pour ce
domaine,

S()/==Si,

et, par suite, a est un point singulier non essentiel pour lequel la
fonction devient infime.
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Enfin prenons un point a pour lequel S ^ ( a ) == So(a) ==o. On sait
que l'on peut former un domaine (? de ce point dans lequel on a
So== 8^83, S^ == S^Sji, les séries Sg, 84 n ' ayan t aucun diviseur commun
n u l au point a. Alors on voit que l'on a, pour tout point de c?, S3/== S,,
et par suite a est un point singulier essentiel pour lequel la fonction
est indéterminée.

Soient n quant i tés données a^ . . . , a ^ . Nous dirons, pour abréger
le langage, qu'un point est formé avec les a, si, pour former ce point ,
on at t r ibue à certaines des variables ^, . . . , ̂  les valeurs correspon-
dantes dans la suite a,, . . . , a,,. En particulier, on di ra qu 'un point
est à l ' infini si quelques-unes des variables, ou toutes, prennent des
modules infinis; et l'on dira qu'un point est à distance finie si les
modules des variables sont tous finis.

Considérons la fraction

ou A est une constante et les p des nombres entiers positifs. Tout point
à distance finie et formé avec les a est un point singulier non essen-
tiel. La fraction est régulière, au contraire, pour tout point à distance
finie qui n'est pas formé avec les a. La fraction est régulière et s'an-
nule pour tout point à l ' in f in i qui n'est pas formé avec les a. Considé-
rons un point à l 'infini formé avec les a. Soit, par exemple, 5, == a^
z^ == oc , ..., Sg, ..., z^ ayant des valeurs finies respectivement diffé-
rentes de 03, , . , . a-fi. On a

( zi ~ €tî )/v== r̂ =^̂ :;Tî ^a^̂

et le second nombre est une fonction régulière au point considéré. On
voit donc que ce point est un po in t singulier non essentiel.

Ainsi, é tan t données n quantités a^ . . . , û ^ , il est possible de for-
mer une fonction rationnelle des variables z^ . . . , ^ q u i n'aura pas
de points singuliers essentiels, n 'admettra comme points singuliers
non essentiels que ceux qui sont formés avec les a, et s'annulera pour
tout point a l'infini qui n'est pas un point singulier non essentiel.

On peut recommencer le même raisonnement en supposant cer"
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fa ines des qurnnt i tés a inf inies , pourvu que clans ce cas on remplace
la d i f férence^—û\ , , q u i correspond à \a^\ == x> , par ;"*

La considération de ces fract ions est u t i le dans la démonstra t ion du
théorème suivant , théorème que l'on peut considérer comme une
généralisation d 'un théorème de M. Mitta^-Leffler pour les fonctions
d ' u n e seule variable.

Avant d 'aborder ce théorème, rappelons qu'on nomme fonction en-
tière une fonction uniforme qui est régulière ers tous les points formés
par des valeurs des var iables dont les modules sont finis. On voit
qu 'une telle fonct ion peut ê t re représentée par une série entière con-
vergente pour tout système de valeurs des variables dont les modules
sont fiois. Réciproquement, une telle série est une fonction entière. Si
la série qui représente une fonct ion entière a u n e inf ini té de termes
dont les coefficients ne sont pas nu l s , on dit que la fonction est trans-
cendante. Dans le cas contraire, on dit que la fonction est rationnelle.

THÉORÈME XVI. — t° Soient données n suites

a} ai . . . cd

a", a. . . . r<

telles que dans chacune d'elles les modules croissent avec l'indice v et crois-
sent indéfiniment.

2° Soit donnée une suite indéfinie de fonctions rationnelles f} des va-
riables z^ . . . , z^ possédant les propriétés suivantes. La/onction f,^ par
exemple, n a pas de points singuliers essentiels; elle n'admet pour points
singuliers non essentiels que ceux qui sont formés avec les quantités a^;
elle est régulière en tout autre point et s'annule pour tout point à r infini
qui nest pas un point singulier non essentiel.

On peut former une fonction F ( z , , ..., Zn ) possédant les propriétés sui-
vantes :

i° Elle n^apas de points singuliers essentiels à distance finie;
^° Elle na pour points singuliers non essentiels que ceux qui sont

formés a^ec les quantités a, en prenant pour certaines des variables
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-s,, ..., z^ une valeur dans celle des séries a1, * .., a11 qui lui correspond
[à la variable z^ on fait correspondre la série a1) ;

3° Enfin, pour toute valeur de^, la différence

F(^p . . . , -j/^) —,A(-3i, • • .. ̂ )

est régulière au point a^.

Prenons arbitrairement une suite de nombres positifs inférieurs à i ,
dont la somme ait une l imi te S. Soit

0 -<; £1, £3, . . . , £y, . . . << 1.

Prenons aussi arbitrairement un nombres, positif et moindre que i .
Nous formons d'abord des fonctions auxiliaires Fy de la manière sui-

vante.
Si l 'une des quanti tés a^ est nul le , on pose

r ̂  ( z i , . . ., Zft ) === /y ( ̂ i î . . ., ,̂ ) -

Soit a,; a;.. .a^o. Sur le plan de chaque variable z^ décrivons un
cercle ayant l'origine pour centre et laissant le point a^ en dehors. Dé-
signons parA^ l'aire formée par l'ensemble décès cercles. La fonction//
est holomorphe dans Av, puisque, par hypothèse, elle est régulière en
tous les points de cette aire. Soit

ao

/ T \ 'V A ^-' /•!J-"(J; ^, A^i,...,^! • • • -'//
^...==0

la série qui représente/ dans Av. Nous pouvons disposer dans l'ordre
suivant les termes de cette série. Prenons d'abord le terme constant.
Ensuite écrivons les termes qui sont du premier degré par rapport aux
variables, puis les termes du second degré et ainsi de suite. C'est l 'ordre
indiqué pour écrire les termes d'une série entière. Représentons par
le symbole suivant la série obtenue en retranchant de la première tous
les termes dont le degré n'atteint pas m :

00sAI,,,...,̂ '...*.
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On peut déterminer m tel que, pour les valeurs

<£ (^S, 2, . .., //),

on ait

(^ s^-A ^-i !̂ t ^- ^A^,,...,|J^I • • • / / -^ &'/•

7/î

On a, en effet, pour ces valeurs des variables,
30 SO

V A -[x» -[^ <^\ 1 A 1 1 " [J-! 1 - K,^ Açj,,, .... p,,, oi ... -//, <^ ^ | A;j^, ,.., p,/, 1 1 -'i l • • . . 1 -/; j * " . . .

/«

(2)/ , /^f-^

f < y ' -^^E^—-! 1 " ! 8^^ !^- - !^ !^" -
p •-"; m

Posons

a.
: £ < „ £ <£„< î .

Soil M le m a x i m u m des modules des termes de la série (r1). On aun'i

|Ai.„. . . ,pJsS|^I ÎA l••*l^h^M,
et

| A^, ...^, | , M£^ | ̂  1^... | ̂  |^/,

La relation (3) donne alors

•A,.,.,.,^...^ <VM(iy"<M,v..^"/,-^A,,,.,.,,.-...^<^
^j K^o/ û

p.-;: /?» i — •^-

Posons

M -

d'où
^V -^

Jo; "M ^0 ,

Si l'on désigne par m^ la plus petite valeur entière positive de m qui
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vérifie cette relation, on aura
S.47

60

J>A^,...,^^, ..., ; '̂1 <£.,

ce qui est l ' inégalité que nous cherchions à obtenir.
Cela posé, définissons la fonction Fy par la relation

(5) Jbv( -^ l , • . . , ^-n) —— f^{ z i^ • ' • 5 ^/f) —— ^ ^-^l î • • • , ̂ n •3!'1 • • • ^ t l " '

La somme figurant au second membre est un polynôme entier. Par
suite, F,^ est régulière en même temps que/y; elle admet les mêmes
points singuliers non essentiels que f^ et, en outre, ceux qu'on forme
en prenant des valeurs infinies pour les variables. De plus, E/ n'a pas
de points singuliers essentiels.

Je dis m a i n t e n a n t que la série

(6) F(^,. ..^n) -=\F^(z^ ..., ̂ )
v == l

est convergente pour tou t point, à distance finie, qui n'est pas formé

Fi^. j.

au moven des a. Soit 6,, . . . , b,, un tel point. Sur le plan de ^ décri-
vons de &i comme centre un cercle de rayon p qui ne comprenne aucun
des points a\ ni l'origine des coordonnées. Faisons de même sur le
plan de chaque var iable . Appelons B. l'aire formée par l'ensemble de
ces cercles. Sur le plan de ^ , , de rorigine pour centre, décrivons les
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dif ïerenis cercles q u i passent par les différents po in t s a\ et appelons
a\ le point qu i détermine le cercle de p lus peti t rayon parmi ceux qu i
en touren t complè t emen t le cercle p. Faisons de même sur les plans des
autres var iables , et soient ajL, ,. . » ̂  les points analogues à a^. Les
suites ( ' i ) s e composant de quanti tés dont les modules croissent indé-
f i n i m e n t , on peut t rouver un nombre/c , tel que l'on ait

^.|=KJ... ^1=<.
Si maintenant nous prenons un p o i n t quelconque dans R, nous

aurons
< Oc^

Oa1

Oc/-et, en appe l an t £ le plus grand des quotients j—^ on aura

H < ̂  <e (^).

En se reportant au calcul précédent, on voit main tenan t que

Fv â£v , V |Fv l=0.

Or

-î h ~ î w
F^F^F./.

La première sonnne a une valeur dé te rminée , et la seconde est une
série uniformément convergente, puisque la série formée par les mo-
dules de ses termes est elle-même convergente. On voit par là que F
est une fonction holomorphe dansR . Par conséquent, la fonction défi-
nie par la relation (6) est une fonction régulière pour tou t point qui
n'est formé ni avec des valeurs a ni avec des valeurs infinies des
variables.

Considérons ma in t enan t un point formé au moyen de a. Ce point est
singulier non essentiel pour certaines des fonctions Fy Si nous appe-
lons S la somme de ces fonctions, on aura

F==(F- S)+S.
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( F — S) est régulière au point considéré, tandis que ce po in t est sin-
gul ier non essentiel pour S. Donc on peut considérer la fonction F
comme définie en ce po in t , qui sera un point singulier non essentiel.

De ce qui précède résulte que la relation (6) dé f in i t une fonction
uniforme qui i^a pas de points singuliers essentiels à distance finie,
pour laquel le tou t point formé avec les a est un point singulier non
essentiel, et qui est régulière en tout autre point .

Démontrons enfin que F—y^ reste finie pour le poinî. a^. Sur le plan
de z^ décrivons un cercle de centre a^ et de rayon p qu i ne comprenne
aucun des points a^ Faisons de même pour le plan de chacune des
aut res variables et appelons R l'aire formée par ces cercles. La série

FA ( z! ? • * • ? ^n ) — Fy ( -3! ? • • * ? -3// )

est holomorphe dans R. On peut la développer en série entière
P(^ •"- <^, . . . , z,, — 0, de sorte que l'on a pour tout point de R

Fx(^, ..., ̂ ) - Fv(^, .. ., ̂ ) --== P(,^ - a^. .., ̂ ,- ̂  ),

F(^,. . . ,^)==Fv(^.. . ,^)^P(^-^î.•••.^~a ï)•

Or
m., -1

F(^ . . ., ̂ ) ̂ M^, . . ., ̂ ) - ̂  Ap,,.,,a.< . . . ̂ -
o

\i^—ï *'

L'expression V A^.,^^'. .z^" est un polynôme entier en s,, .,., =„.
0

Donc la différence . //^~i
P(^- aï .. ., Zn- a?) -V A^...,^^, .. •^

0

est elle-même holomorphe dans R. Représentons-la par une série
entière, P^^ — a^ . . . , ^—<) . On aura, pour tout point de R,

F(^,.. ., ̂ ,) ~/v(.^..., ̂ ) = Pi (^ - ̂ ... •, ̂  - ̂ )-
Âiin. de rÉc. Normale. 3e Série. Tome II. ^ '7
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ce qui montre que la différence F — f^ est régulière au point a^. Le
théorème se t rouve ainsi démontré .

COROLLAIRE. — G (-2^, . , . , ̂ ) désignant une fonction entière, la fonc-
tion

H(-^ly • • - 9 ^n) ==F(^i , . . ., ^) 4- G(^i, . . ., -3/J

possède les propriétés que l'on vient de démontrer pour la fonction
F(^ , . . . , ^ ) .

RÉcipnOQUE. — Si H(^, . . . , z,^ possède les mêmes propriétés que la
fonction F(^, . . . , ̂ ), la différence H — F est une fonction entière.

Repor tons-nous aux no ta t ions précédentes. Si n o u s prenons un
point qui n'est pas formé avec les a, H et F étant toutes deux régu-
lières, il en est de même pour leur différence. Considérons ensui te un
point formé avec les a. Ce po in t est s ingul ier non essentiel pour cer-
taines des fonctions jÇ Soitp leur nombre {p^n} et soient ces fonctions
/^,y^, .. .,j^,. On sait que les différences

H_y^ H-y^ . . . , H-/^
F-A. F-A, . . . , F.-./^

sont toutes finies pour le po in t considéré. On a

.̂ (11 -F)== (H -A) +...+ (H -7^) ~ (F ~A) -.. •- (F -^,),

e l l e second membre de cette égalité a une va leur f in ie . La différence
(H — F) est donc finie en ce point et , par su i te , elle est régulière en ce
point . H "-F étant régul ière en tout point à distance finie est u n e
fonct ion entière.

THÉOHÈME XVlî. —- Soient données :
i° n quantités c,, ..., c^ et n suites illimitées

1 1 lil iCl p Ct. g, . . . , Cl^ , . . . ,

telles que chaque quantité a soit différente des c et telles, en outre, que le
module de la différence aÇ — Cp décroisse et tende vers o quand ^ croît in-
définiment;
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2° Unesuite illimitée de fonctions rationnelles f^ des variables ^,, ..., z//
telles que la fonction j^, par exemple, n'admette pour points singuliers que
ceux qui sont formés avec les quantités a^ ne présente pas de points sin-
guliers essentiels et s annule pour tout point formé avec les c.

On peut former une fonction uniforme F(^, ..., ̂ ) possédant les pro-
priétés suivantes :

î ° Elle n admet pour points singuliers essentiels que ceux qui son!
formés avec les c.

2° Elle n a pour points singuliers non essentiels que ceux qui sont
formés avec les a, sans le secours des c.

3° Enfin, pour toute valeur de v la différence F — f^ est régulière au
point a.

Posons
/ _ _j_ , __ ï_

.̂ ^ —— ^ — — 5 . . • , ^ —— ——————-—— ,
^ ^ —— C ï -y „ —— L ,/

l ) , r== —.———— 5 • ' * ? b^f ^^^ —j———— f ' ' ' ya[—c.i a , ;-—Ci

t T,n _ __L
—————————————— y . . . y f^ —————— ————...————————

Les fonct ions données f deviennent des fondions ra t ionnel les des va-
riables z\ Si l'on considère ces nouvelles fonctions et les q u a n t i t é s &, on
est placé dans les conditions du théorème précédent. On formera la
fonction F(^, ...,^) comme plus h a u t , et, si l 'on y remplace z\ par
—1—ï • " • ? z par —I—) on aura la fonction cherchée.
-^•—Cl // r Zn—Cn.

On voit sans peine que le corollaire du théorème précédent et sa ré-
ciproque se généralisent d'une manière analogue-

THÉORÈME XVIII. — Soient N, D, N", D7 des séries entières convergentes
pour toutes les valeurs des variables ^ , , ..., z^ situées dans une aire A, et
telles que les deux fractions ,r? ^7 soient holomorphes et égales en tous

les points d'une aire A' comprise dans A. Alors :
ï ° Si en un point de A l'une des fractions est régulière et prend la va-

leur A(p il en est de même pour la seconde;
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2° Si un point de A est point singulier pour F une des/raclions, il l 1 esl
aussi pour l'autre, et le point singulier est de même espèce pour chacune
des fractions.

Nous énoncerons plus rapidement ce théorème en disant que les deux
/raclions sont égales en tous les points de A.

On a dans A'
N T^

( i ) D^W ND/::=DN/-

Les deux membres de ( i ) étant holomorphes dans A, la re la t ion ( i )
Nsubsiste pour toute l 'aire A (théorème IV). Supposons que ..? par

exemple, soit régulière en un poin t . On peut fixer un domaine S de ce
point dans lequel on a

^ = = 8 ou N = D S ,

S étant une série entière convergente dansS. La relation ( ï ) donne alors,
dans S,

DSD^DN7.

D n'est pas nul en tous les points de S, et l'on peu t fixer un d o m a i n e
^< ̂  dans lequel D 7^ o. On aura donc, dans S^,

siy^N^
et, par suite, cette relation subsistera pour tout point de S, puisque N'
et SD' sont holomorphes dans S. On a alors

N/ - sî)/ -- <.
IV """ I^ '"• ̂

M/

et l'on voit que la fraction - ^ . est régulière au po in t considéré et y prend

la même valeur que ,r"

Considérons un point singulier de ,.* D'après ce qui précède, ce
M/ ' '

point est singulier pour g-,. Supposons que dans un domaine ï du po in t
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Nconsidéré on ait Sop ==S^ , la série So s'annulant au point que nous
considérons. De la relation ( i ) et de la précédente, on déduit, pour tout
point de S,

SoN==SJ), SoND^So^D, DD'S^SolVD,

et, en raisonnant comme plus haut ,

M/ Q TV/ TUÛn / û _ •\Tf û c 1 ' _ ^o1^ _ 1J °i _ cJji Ol — 1^ 0^ ^O jp — —p— — -JF- -— Or

Cette relation montre que le po in t singulier est non essentiel p o u r ^
Ncomme pour -g 9 et qu'i l est de même espèce pour les deux fractions.

TV
Enfin, si nous considérons un point singulier essentiel de •„-.? on voit,

par ce qui précède, que le même po in t est singulier essentiel p o u r —

THÉORÈME XIX. — Souf[z^ ..., z^ une/onction uniforme des varia-
bles z, qui ne présente aucun point singulier essentiel^ et soit telle quen at-
tribuant à p des variables des valeurs arbitraires choisies dans un domaine
pour lequel f[z^, ..., ̂ ) est uniforme on forme une fonction de [n — p }
variables dépourvue de points singuliers essentiels. On peut déterminer
deux polynômes entiers par rapport à toutes les variables s, N et D» tels

Nque la fraction -^possède les propriétés suivantes :

i° Si f['z^, • • . , ^n) est régulière en un point, il en est de même pour
Ny., qui prend en ce point la même valeur que f[z^ ..., ̂ ), et récipro •

quement;
2° Tout point singulier de/{z^, ..., s^) est un point singulier de même

espèce pour „? et réciproquement,

On peut énoncer le théorème en disant que l'on a pour tout point
Ny(^,, . . . , ^/J = „; autrement dit , la jonction considérée est une frac-

tion rationnelle.
La démonstration de ce théorème est connue pour le cas d'une seule
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var iable ( 1 ) . Nous la rendrons générale en m o n t r a n t que, si l'on admet
te théorème p o u r ( / î — i) variables, il est vrai p o u r / z .

Considérons nn point du plan pour lequel la fonc t ion / ( s , , . . . , ^/J
est régulière, e t , pour s implif ier l 'écriture, admet tons que ce point soit
l 'origine des coordonnées. On a, dans un doma ine c? de l 'origine,

/'(^i, . . ., ^,) ̂  Ao4~ A i ^ i + Aa^ 4- . . . »

les A désignant des séries entières en ^, ...,^ toutes convergentes
dans ô*. Nous allons montrer que, dans le doma ine^ , la fonc t ion don-
née est égale à une fraction ra t ionnel le , et pour cela nous suivrons
une méthode de calcul indiquée par M. Hurwitz ( 2 ) . Sur le plan de ^,
traçons au tour du point ^2== ° un cercle de rayon §\^<^â) et don-
nons à ^2 la valeur 62 située dans ô'. La fonctionnai, b^, . . . ,^) ne
présente pas de points singuliers essentiels et, comme elle ne dépend
((lie de n— i variables, elle peut être représentée par une f rac t ion
rationnelle. Soit donc

• /.. / v_ B(( •+- ^ l z \ '+• ' • •-i- B/.^i'/ (^, ̂  . . . , .„) - ̂ -^^^

les B désignant des polynômes entiers en ^3, ...,^, et r é t a n t le plus
h a u t exposant de ^ dans les deux polynômes qui forment la fraction
ra t ionne l le . Si nous désignons par A la valeur que prend la série A
p o u r s^= h^, nous aurons pour tout po in t de S

\ -4, A - -. - Bo + B^ ̂  +• • • -+- '•B. ̂^O "~r- AI ̂ i -r- * • « — •fF———j.,—^—-————•—__^.^.B(,~}- ,B^-+-. . .-l-B,.^i

(Ao+ Ai ̂  -+-...) (B;, -+- Bi z, -h... •+• B^ï ) =: Bo+ B^i +. .. + B,^ï;

d'où, en égalant les coefficients des termes en ^"+1, z^"2, ...

Ai B'/, 4- Aâ B/.-.i •+-...+ A,^i K\ =: o,
Aa B;, 4" Ag B'r-i "»-. . . -h A/.+.2 Bo == o,

^ 1 ) BRIOT et BOUQUET, Théorie clés fonctions elliptiques^ '^ édition, p. 206. — Zur Tlie.o-
ric dc'r ei/ideuti^en cmcdytiîïchen Funotio/ien, voii K. Wôiôrstrass. Âbhcmdlwigcff der
f^">n{.^l. Akadcmie der ïf'Uwmchaftcn zu BerllUy 1876. — E. Pïc.ulD, Anucil^ scîauli'
f/f/uc's de l'Ecole Normale, mars, avril, mai 1879.

( ' 2 ) Journal de Crcllc, t. 9!'>, p. 201 et suiv.
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Les coefficients B' n 'étant pas tous nuls, puisque /(^i, b^ . . . ,^) est,
régulière dans le domaine c?, tous les déterminants que l'on peut former
en prenant (r + i ) quelconques des lignes suivantes sont nuls, quelles
que soient les valeurs choisies dans le domaine S pour les variables

Ai A.2 . . . A/.+.i
[Q ^ Aa Ï3 ... X.̂

A chaque point b^ du domaine c? correspond une va l eu r de r, ie
nombre entier positif qui expr ime le degré de la fraction ra t ionnel le
/\^, by, . . . , z^. Je dis qu'il y a au moins une valeur de r qui corres-
pond à une inf ini té de points &a.

Deux cas se présentent : ou bien les valeurs que prend r on t un
m a x i m u m , ou bien elles croissent au delà de toute l imi te . Dans le pre-
mie r cas, si à c h a q u e valeur de r correspondait un nombre l imité de
points 6^» le nombre des points b^ serait l imi té , ce qui n'a pas l ieu.

Considérons le second cas. Supposons qu'à chaque va leur r , , / ^ , . * . ,
du nombre r corresponde un nombre limité de points b^. Les abscisses
des points b^ sont des nombres réels. Rangeons celles des points qu i
correspondent à ^ suivant uoe loi déterminée, par exemple par ordre
de grandeurs croissantes, en n'écrivant pas deux fois la même. Faisons
de même pour les abscisses des poin ts qu i correspondent à r^, etc., en
ayant soin de ne pas répéter la même abscisse. Nous obtenons ainsi
une suite inf in ie de nombres réels différents les uns des autres qui se
succèdent d'après une loi déterminée. Cette suite devrait conteni r les
abscisses de tous les points b.^ du domaine &. Or M. Cantor a démon-
tré ( ^ ) que, « l o r s q u e l'on a une suite infinie de nombres réels diffé-
rents les uns des autres, se succédant suivant une loi déterminée,
u^ ..., a^, . - . , on peut , dans chaque intervalle (a, ..., |3) donné
d'avance, déterminer un nombre ^ qui ne se trouve pas dans la suite».
Prenons u n tel nombre ^. Ce nombre é tant compris entre a et (3, il y a
un nombre infini de points b^ du domaine c? qu i admettent Y) pour

(1) Journal de Crelle, t. 77, p. 208. La traduction en français des Mémoires de M. Can-
tor a été publiée dans les Âctct nicLthcmatica, t. II,,n0 4. La démonstration du théorème in-
diqué se trouve à la page 3o8.
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abscisse, et alors la suite que nous avons formée ne contient pas les
abscisses de tous les points &a.

Ainsi se t rouve établi qu'il y a certainement une valeur de r corres-
pondant à une in f in i té de points b^. Si l'on prend pour r cette valeur ,
on voit que les déterminants (i) sont n u l s pour une infinité de valeurs
de z^ prises dans ^, ^3, ..., z^ ayant d 'a i l leurs des valeurs arbitraires.
Mais chacun de ces déterminants est une fonction holomorphe de ^
dans c?. Dès lors ces déterminants s 'annulent pour toutes les valeurs de
,̂ situées dans c?.

Ainsi les déterminants formés avec n -+-1 quelconques des lignes

W
AI Aa

A 2 A3

Ar-n

A,.+2

sont nuls, quelles que soient les valeurs attribuées aux variables z.
Considérons les équations

(3)
' /,.Ai -+-/r-i Aa -4- . . . -h/oA,.+i == 0,

/.As -h/r-i A 3 -1- . . . +/oA/.+â == 0,

qui sont en nombre illimité et dans lesquelles les/* sont les inconnues.
Les déterminants ( 2 ) étant nuls, ces équations définissent, dans le do-
maine S, des fonctions régulières/o» - - • » fr^ <pi ne sont pas toutes
nulles ensemble. On a maintenant

f{^ . • '. ̂ ) (/o+./i^-+—+/^ï) = (Ao^A^4-. . .) (/o+. . .-+-./^ï).

Posons

(4)

ço^Ao/o,
yi=Ao/i+Ai/o;

(p,. == AO//.-+- ... -+-A,./o.

En tenant compte des équations (3) et (4)» on aura, pour tout point
du domaine S,

(5) /(^ . . ., 5,,) (/o+/i^-h. . .+/,.0 =9o+ 9i^i4-. . .4- Ç/^ï.

Les fonctions <p, définies dans S, sont régulières dans ce domaine*
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Cela posé, prenons d'une manière arbitraire ar-h-i points distincts
dans le domaine 8 du p o i n t s , = = o . Soient a^\ a^\ ..., a1^'4'15. On
aura, pour tout point de S,

/o[/(^ —, ̂ )]+A[/(^ • • * . ̂ )^]+. • •-+-/."[/( ̂  ... ,^)^]
— 9o—^i? i—. • .—^;9,.=o»

/o[/(a^, . . ., ̂ ^/iLAo^ .. .,^X]+. .. +/,[/-(a^1, . . ., ̂ )«V]

—Oû—aV )Ol—.. . - (^ l ) )? •9,=o,

,/oL/W^^..., ̂ )] +... ̂ M/W^. ..., ̂ ) W-13 y]
—9o-ac;- r+ l )9,~...-(aV2r+15)^,=o,

Nous avons là 2r-4- a équations linéaires et homogènes par rapport
aux 2r4- 2 quantités /* et ç».

Ces quantités n 'étant pas toutes nulles, le déterminant des équations
est nul . Si l'on ordonne ce déterminant par rapport aux éléments de la
première ligne, on obtient une équation qui montre que / est une
fraction rationnelle des z, car les fonctions / (a^ , . . . , ^) sont elles-
mêmes des fractions rationnelles de z^, ..., ̂ .

Toutefois, la conclusion n'est pas légitime si les déterminants d'ordre
(sr-h-1), qu'on déduit des lignes suivantes

/y(?) ^ \ ffn^1'1 " ,\ ( a^^V r ( n ^ 1 1 } 1 ' ( / — - s o / . i_ i \u i •> ' • ' •s ^n h • • • ; ./ \w i i • • • ? ^n f \ "v i / y 1 ? • * • r v^a / \ " — - ? • " • ' " ' r^ ' ) ?./(

sont nuls pour chaque système de points 0e/', . . . , a'^^. Dans ce cas,
nous remarquerons que les déterminants d'ordre a r+ i formés, en rem-
plaçant dans la première des lignes précédentes a\^ par z^ sont nuls ,
pour tout point de S. En ordonnant Fun d'eux par rapport aux éléments
delà première ligne, on aura encore/sous forme de fraction rationnelle,
à moins que les déterminants d'ordre 2r, formés avec les 2r dernières
lignes, ne soient nuls. Si cette circonstance se présentait , on remplace-
rait l'une des quantités a^ ( j = = 2 , . . ., 2r-+-1) p a r l a variable z^ et
le raisonnement se poursuivrait de la même manière.

Ainsi,l 'on peut admettre que l'on a, pour tout point du domaine S,
Ann^de l ' È c . Normale. ^ Série» Tome II. S.8
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/Y - - ^ - N
/ ̂ i, . . . , ^ , i ) .— - 3

N et D étant des polynômes entiers en z^ ^. .5 ̂ .
Nous al lons maintenant montrer : i° que si en un poin t du plan l 'une

Ndes fonctions/et „ est régulière et prend la valeur A(), il en est de
même pour l'autre; 2° que si un point est singulier pour l 'une des fonc-
tions, il l'est pour l'autre, le point singulier étant de même espèce pour
les deux fondions.

La relation (6) est établie dans le domaine S du point o^ ..., o/^.
Prenons arbi t ra i rement a^, ..., a^ dans S et a^ sur la l imi te de ce do-
maine, comme l ' indique la figure. On peut fixer un domaine S 'du point
a.,, . . . » a,,, tel qu'on ait , pour tout po in t de ce domaine, /== |̂  S,bo
et So étant deux séries convergentes dans ?$', De plus, nous pouvons
prendre ^ assez pe t i t pour que, sur le plan des variables s^, . , . , z^
les domaines ^ soient compris dans S.

Sur le plan de z^ le cercle ?>' {fîg. a) contiendra une aire extérieure

Fig. 2.

à S. Désignons par A Faire formée par les cercles ^ qui correspondent
aux variables ^2, . . . » ̂  et par l 'aire comprise entre les cercles S'et S
sur le plan de z ^ . La série S<p qui estholomorphe dans S', ne peuts'an-
nuler en tous les points de A, sans quoi elle serait nul le en tous les
points de S\ Soit b^ b.^ . . . , b,, un point de A pour lequel Se 7^ o. On
peut fixer un domaine ̂  de b^ ..., b^ dans lequel So7^ o, et l'on peut
réduire assez ̂  pour qu'il ^oit tout entier compris dans A, c'est-à-dire
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dans S'. Si nous remarquons que S" est compris dans §, nous voyons
que les deux fractions ^ et ^1 sont holomorphes dans ^ et égales en
tous les points de c*e domaine. D'après le théorème XVIII, ces deux frac-
tions prennent donc la même valeur (an sens que nous avons indiqué
pour cette locut ion) en tout point, du domaine §', .dans lequel les quatre
séries sont convergentes. Comme la fonction/est représentée dans <V
par — ? on voit que la relat ion (6) subsiste dans cV.

Nous avons pris a^, ..., ̂  d'une manière arbitraire dans S. Si nous
répétons le raisonnement avec le point ̂  = a^, z^= a.,, ..., s^ = a^,'
a^, ..., d^ étant encore situés dans S, on verra que, sur le plan -s,,,
on peut sortir de ^ sans que la relation (6) cesse d'être vérifiée, pourvu
que s, reste situé dans une c-erlaine aire entourant le p o i n t a^ Ainsi,
d 'une manière générale, la relation (6) est étendue à une aire A for-
mée des cercles 8 pour les variables ^2, . . . , -s^ et pour la var iable z^
d'une aire composée de ?Ï et d 'une aire extér ieure à S e n t o u r a n t le
point a^ On peut maintenant raisonner sur A comme sur S, et, en con-
t inuan t de la même manière, on agrandira l 'aire A autant qu'on le
voudra , puisque les polynômes N et D sont définis dans tout le plan.
Dès lors, la relat ion (6) est démontrée pour tout point formé, en don-
nant à ^ une valeur quelconque et à ^, . . . » ^ des valeurs situées
dans S.

Ra i sonnan t main tenant avec ̂  comme avec z^ puis avec ^3, etc., on
verra que la re la t ion (6) est vérifiée pour tout point du p lan , en sorte
que le théorème est démontré .


