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ACTIONS AFFINES ISOMETRIQUES PROPRES
DES GROUPES HYPERBOLIQUES
SUR DES QUOTIENTS D’ESPACES ¢7

PAR AURELIEN ALVAREZ T VINCENT LAFFORGUE

REsuME. — Nous démontrons que tout groupe hyperbolique admet une action affine isométrique
propre sur un quotient d’un espace de Banach £2, pour tout p > 1 suffisamment proche de 1.

ABSTRACT. — We prove that any hyperbolic group admits a proper affine isometric action on a
quotient of a £Z-space, for all p > 1 close enough to 1.

1. Point de départ

Dans un travail précédent [1], nous donnions une nouvelle démonstration élémentaire
et auto-contenue d’un théoréme de Yu : tout groupe hyperbolique admet une action affine
isométrique propre sur un espace £ pour p suffisamment grand [5]. Nous renvoyons le
lecteur a I'introduction de [1] pour une présentation du contexte mathématique et des prin-
cipaux résultats autour des actions affines isométriques propres, et au premier paragraphe
pour ce qui concerne les définitions ; nous rappelons ici la méthode, bien connue par ailleurs,
que nous utilisons pour construire des actions affines.

Une méthode utile pour construire des actions affines

Soit (£°,] - ||) un espace de Banach et 7 une action continue isométrique d’un groupe
topologique G sur £°. Supposons donné un espace vectoriel V, un plongement d’espace
vectoriel de £° dans V et une action linéaire de G sur V qui stabilise £° et dont la restriction
a &% est . Si &, est un élément de V tel que, pour tout g de G, le vecteur & — g - £, appartient
au sous-espace £° et g —> £ — g - £ est continue de G dans £°, alors I’action linéaire de G
sur V' se restreint en une action continue affine isométrique de G sur I’espace de Banach affine
€ = & + E£°. Cette derniére est aussi donnée par le cocycle g — £, — g - £. Par définition,
’action est propre si et seulement si limg o0 [|§0 — g - &o|| = 00.

Comme exemple immédiat d’application de cette méthode, nous en déduisons dans [1]
que tout groupe discret G de type fini admet une action affine isométrique propre sur I’es-
pace de Banach affine d(1,-) + £°°(G), le cocycle étant dans ce cas donné par la fonction
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1390 A. ALVAREZ ET V. LAFFORGUE

c(g) =d(1,-)—d(g,-), ou d désigne la métrique des mots une fois fixé un systéme fini de
générateurs.

PRrOPOSITION 1.1. — Tout groupe discret G de type fini admet une action affine isométrique
propre sur un quotient d'un espace de Banach €' d’une réunion finie de copies de G.

Démonstration. — Commengons par rappeler que si ¢ = (¢°, ¢') est un graphe orienté
connexe, out (° et (' désignent les ensembles de sommets et d’arétes, on a un opérateur bord
d:£1(¢h — FE).
ou ¢#( Qo) désigne I’espace vectoriel des fonctions réelles sur les sommets. Précisons ce point.
Par définition, £ ({") est la complétion pour la norme ||-||; de I'espace vectoriel 7( 0" des
fonctions a support fini sur les arétes de {. L'image par 'opérateur bord d’une aréte x — y
est par définition la 0-chaine §, — §x qui est une fonction (a support fini) de somme nulle sur
les sommets de §. Par linéarité, d s’étend en une application linéaire de ¢ s Ql) dans’espace
vectoriel 037]9((}0) des fonctions a support fini et de somme nulle sur les sommets. De plus,
cette application est surjective : étant donné deux sommets x et y de ¢, la fonction §, — 8
est 'image de n’importe quel chemin d’arétes reliant x a y. On peut ainsi définir une norme
image sur &F ?((}0) qui se calcule facilement sur une fonction de la forme 6, — § : par défini-
tion, ¢’est I'infimum des normes || - ||; des fonctions ¢ de & f(gl) telles que d(¢c) = 8y — 8x.
Il n’est pas difficile de voir que pour calculer cet infimum il suffit de considérer les fonctions
caractéristiques des chemins d’arétes reliant x a y (pour une démonstration compléte de ce
point, on pourra se reporter au lemme 2.8), et qu’on obtient ainsi la distance dans le graphe
entre x et y. Par complétion des espaces de fonctions a support fini, on en déduit finalement
que Popérateur bord s’étend en une application linéaire bornée surjective de ¢! ((}1) dans la

complétion pour la norme image de || - ||; de c?jl(g‘)).

Dans le cas ou { est le graphe de Cayley de G associé a un systéme fini de générateurs,
I’action naturelle de G sur (° induit une action isométrique 7 de G sur I’espace de Banach &°
obtenu par complétion pour la norme image de || - ||; de ’espace vectoriel 07;)@( ¢°) des
fonctions a support fini et de somme nulle sur les sommets. L’action affine de G sur I’espace
affine des fonctions a support fini et de somme 1 sur les sommets induit alors par cette
complétion une action affine isométrique de partie linéaire (r, £°).

Nous allons maintenant expliciter cette action affine isométrique de G dans le cadre de
la méthode rappelée ci-dessus pour construire des actions affines. En prenant § = §;
la masse de Dirac en I’élément neutre de G, £° = 8(@1((}1)) comme espace de Banach
etV = &( Q/O) comme espace vectoriel, on retrouve I’action affine isométrique ci-dessus en
tant qu’action affine isométrique de G sur ’espace de Banach affine §; 4+ (¢! (C}l)) donnée
par le cocycle g —> §; — 8. La norme de celui-ci n’est autre que la distance de g a I'élément
neutre du groupe, donc I’action est propre. Il ne reste plus qu’a noter que le G-espace des
arétes (/71 s’identifie a une réunion finie de copies de G. En effet, pour tout entier naturel R,
I'application (x, y) — (x,x"'y)de X=R = {(x,y) € GxG;d(x,y) < R}dans GxB(1, R)
est une bijection G-équivariante, ou I’action de G sur G x B(1, R) est par translation a gauche
sur le premier facteur). En particulier, ¢' s’identifie 8 G x S(1, 1). O

(M On désigne par B(1, R) (respectivement S(1, R)) la boule (resp. la sphére) de centre 1 et de rayon R.
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ACTIONS AFFINES ISOMETRIQUES PROPRES DES GROUPES HYPERBOLIQUES 1391

Nous verrons dans la suite de cet article comment étendre la proposition 1.1 a des
quotients d’espaces £7 des lors que p est suffisamment proche de 1 dans le cas des groupes
hyperboliques. Notons dés a présent qu’il est nécessaire de considérer des quotients des
espaces £7, et non pas les espaces £7 eux-mémes, pour des p proches de 1. En effet, d’apres
Nowak [4], admettre une action affine isométrique propre sur un espace £ pour 1 < p < 2
est une caractérisation de la propriété de Haagerup, et I’on sait bien que certains groupes
hyperboliques ont la propriété (T) de Kazhdan (par exemple les réseaux de Sp(n, 1) [3]).

2. Enoncé et démonstration du théoréme principal

Nous rappelons la définition d’une classe d’espaces hyperboliques d’un type particulier
(contenant les graphes de Cayley des groupes hyperboliques) et nous renvoyons le lecteur au
paragraphe 3 de [1] pour les définitions et exemples de base & propos des espaces hyperbo-
liques.

DEFINITION 2.1. — Un bon espace hyperbolique discret est un espace hyperbolique, unifor-
mément localement fini dont la métrique provient d'une structure de graphe.

Notons que puisque la métrique d : X —> N provient d’une structure de graphe, un
bon espace hyperbolique discret (X, d) est géodésique dans le sens que, pour tous x,y
de X et tout entier k de [0, ...,d(a,b)], il existe un élément z de X tel que d(x,z) = k
et d(z,y) = d(x,y) — k. Par ailleurs, d étant géodésique, I'uniforme locale finitude équi-
vaut au fait que le nombre de points a distance 1 d’un élément donné de X est borné
indépendamment de ce point.

Exemple fondamental. — SiT est un groupe hyperbolique et d la distance invariante a gauche
associée a la longueur des mots pour un systéme fini de générateurs donné, alors (I', d) est
un bon espace hyperbolique discret; en outre ce dernier est muni d’une action isométrique
de I' par translation a gauche (d provient de la structure de graphe de Cayley sur I" associée
au systeme de générateurs donné).

Notations. — Si n est un réel positif et x, y sont deux points de I’espace métrique X, on
désigne par n-géod(x, y) 'ensemble des points z de X tels que

d(x,z) +d(z,y) <d(x,y) +n.

On note géod(x, y) au lieu de 0-géod(x, y) I'’ensemble des points z de X tels que
d(x,z) +d(z,y) = d(x,y). Pour tout entier naturel n, un chemin de x a y de longueur n
est la donnée d’une suite finie de points (x;)o<i<» de X telle que xo = x, x, = Yy
et d(xj,xj+1) = 1 pour tout i dans [0,n — 1]; si de plus xo = x,, nous appelle-
rons un tel chemin un Jacet. Enfin, convenons d’appeler arétes orientées les éléments
de X! = {(x,y) € X x X;d(x,y) = 1}; on désigne par e~ le sommet origine x d’une
telle aréte e = (x,y) de X!, par et son sommet terminal y et par e®® = (y,x) laréte
opposée.

Nous énongons a présent le théoréme principal de cet article.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



1392 A. ALVAREZ ET V. LAFFORGUE

THEOREME 2.2. — Soit (X,d) un bon espace hyperbolique discret muni d’une action
continue isométrique propre d’'un groupe topologique G. Il existe un réel pqy strictement supé-
rieur a 1 tel que, pour tout réel p appartenant a [1, po[, G admet une action continue affine
isométrique propre sur un quotient de l'espace de Banach £P (X 1).

Puisqu’un groupe hyperbolique est en particulier un bon espace hyperbolique discret dont
I’espace des arétes s’identifie a une réunion finie de copies du groupe, le corollaire suivant est
une conséquence immédiate du théoréme 2.2.

COROLLAIRE 2.3. — Pour tout groupe hyperbolique T, il existe un entier naturel k non nul
tel que, en notant Uy, la réunion disjointe de k copies de T, pour tout p suffisamment proche de 1,
I" admet une action affine isométrique propre sur un quotient de l'espace de Banach £7 (T'y,).

La suite de cet article est consacrée a la démonstration du théoréme 2.2 dont la stratégie
de preuve reprend celle de la proposition 1.1 : le cceur du probléme est de démontrer qu'un
certain cocycle, analogue au cocycle introduit dans la proposition 1.1, est propre, ce qui
n’est pas vrai en général pour p > 1 sans hypothése sur I’espace métrique (X, d). Nous
allons utiliser de maniére cruciale I’hypothése d’hyperbolicité qui implique qu'un chemin
entre deux points x et y de (X, d) reste proche de toute géodésique entre ces deux points.
Une formulation quantitative de cette heuristique est donnée par la proposition 2.6 dont on
voit bien qu’elle tombe en défaut pour un espace métrique comme (Z2, deyc)).

Démonstration. — Le groupe G opére naturellement dans I'espace vectoriel ¢ » (X 1y des
fonctions réelles a support fini sur X! = {(x,y) € X x X:d(x,y) = 1}, ainsi que dans
I’espace vectoriel &72 (X) des fonctions réelles a support fini et de somme nulle sur X. Par
ailleurs I'application linéaire bord 9 : f ;(X') — @7? (X), définie par 08y ) = 8y — O«
est surjective et G-équivariante. Pour p dans ]1; 0o[, on munit I'espace vectoriel ¢ (X 1)
des fonctions réelles a support fini sur X! de la norme €7 notée || - ||,. L’action de G étant
isométrique, apres complétion des espaces de fonctions ci-dessus, on en déduit une action
continue affine isométrique de G sur I’espace de Banach affine obtenu par complétion pour
la norme image de || - ||, par d de I’espace affine C?} (X) des fonctions a support fini et de
somme 1 sur X. Il reste alors a voir que le cocycle défini par cette action est propre, pour
tout p suffisamment proche de 1, ce que nous déduirons de la proposition 2.9. Pour prouver
cette derniére, nous démontrerons d’abord la proposition 2.6 et son corollaire 2.7.

Soit (X, d) un bon espace hyperbolique discret et § une constante d’hyperbolicité de X que
I’on supposera strictement positive. Commengons par démontrer le lemme d’emboitement des
géodésiques, lemme bien connu et qui nous sera utile par la suite.

LEMME 2.4. — Soita, b, c,d quatre points de X . Si b appartient a n;-géod(a, ¢), si c appar-
tient a np-géod(b,d) et sid(b,c) > (1 + n2 + 8)/2, alors b appartient a (9, + §)-géod(a, d)
etca(nz + 8)-géod(a, d).

Démonstration. — Par définition de la §-hyperbolicité de X ([1], déf. 3.2), on a

d(a,c)+d(b,d) <max(d(a,d) +d(b,c),d(a,b) +d(c,d)) +6.

4¢ SERIE - TOME 51 — 2018 — N° 6



ACTIONS AFFINES ISOMETRIQUES PROPRES DES GROUPES HYPERBOLIQUES 1393

Puisque b appartient a n,-géod(a, ¢) (i.e. d(a,b) +d(b, c) < d(a,c)+ n1), on en déduit donc
d(a,b)+d(b,c)+d(b,d) <max(d(a,d) + d(b,c),d(a,b) + d(c,d)) + n1 + 6,
ou encore
d(a,b) +d(b,d) <max(d(a,d),d(a,b) + d(c,d) —d(b,c)) + n1 + 8.

En utilisant a présent que ¢ appartient a n,-géod(b, d) (i.e. d(b,c)+d(c,d) < d(b,d) +n3),
on en déduit alors

d(a,b) +d(b,d) <max(d(a,d),d(a,b) +d(b,d)—2d(b,c) + n2) + m + 6.
Comme d (b, c¢) > (91 + n2 + 8)/2, on en conclut finalement que
d(a,b) +d(b,d) <d(a,d)+n +34.

On démontre de méme que ¢ appartient a (1, +48)-géod(a, d) en appliquant la premiére partie
du lemme que nous venons de démontrer au quadruplet (d, ¢, b, a). O

Etant donné un point ¢ dans X, on note (-,-); le produit de Gromov par rapport 4 1,
fonction définie sur X x X par

1
(x,»)e = E(d(x,t) +d(y,t) —d(x,y)).

Rappelons que, pour tous points x et y de X et pour tout segment géodésique yy, entre
ces deux points, la différence d (¢, yx,) — (x,y); entre la distance de ¢ a yy, et le produit
de Gromov de x, y par rapport a ¢ est, en valeur absolue, majorée par une constante ne
dépendant que de §. Par ailleurs, par définition de la §-hyperbolicité de X ([2], chap. 2, déf. 3),
pour tous points x, y,z et de X, ennotant K =e® > 1, ona

e < K max {e—(x,Z)zye—(z,y)z}.

Un argument analogue a la proposition 10 du chapitre 7 de [2] permet de démontrer qu’il
existe un réel € > 0 et un réel C > 1 tels que, en tout point ¢ de X, il existe une fonction d,
définie sur X x X satisfaisant I'inégalité triangulaire et vérifiant, pour tous points x et y de X,

é,e—e(x,y)t < dy(x.y) < C e

Convenons d’appeler une telle fonction d; une métrigue visuelle centrée en t, de paramétre
visuel e€ et de constante C. Notons que, si ¢ appartient a n-géod(x, y), alors les deux points x
et y sont a une distance visuelle 4, (x, y) I'un de I’autre au moins égale & e¢/2/C. Remar-
quons enfin que, pour tout x de X, d;(x, x) > 0, ce qui fait que d; n’est pas une métrique au
sens strict du terme.

LEMME 2.5. — Soit (X, d) un bon espace hyperbolique discret. 1l existe deux réels € et ay
strictement positifs tels que pour tout chemin (X;)o<i<n de longueur n > 1, si t appartient
a n-géod(xo, xp), alors

n—1

Ze—e~d(x[,t) > .

i=0

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



1394 A. ALVAREZ ET V. LAFFORGUE

Démonstration. — Soit (x;)o<i<, un chemin de longueur n, ¢ un point de n-géod(xo, x,)
et d; une métrique visuelle sur X, centrée en ¢, de parametre visuel e€ et de constante C. On
a alors les inégalités suivantes :

n—1 n—1
() c 'Ze_el(xi’xi“”)z z Zdt(xisxi+l) > dy(xg, Xn) > e €72/ C.
i=0 i=0

En effet, la premiére inégalité provient de la majoration satisfaite par la métrique visuelle d,
et la deuxiéme inégalité est I'inégalité triangulaire pour cette méme métrique visuelle. Quant
a la derniére inégalité, elle résulte du fait que ¢ appartient a n-géod(xg, X ).

Par ailleurs, on déduit facilement du produit de Gromov et du fait que x; et x; 1 sont deux
points voisins dans X I’encadrement suivant :

2 d(xi,t) =1 = (xi, Xi41)r = d(xi,1).
En utilisant les inégalités 1 et 2 ci-dessus, on en déduit finalement I'inégalité annoncée
avec a, = e~</2+1) /C2, O

PROPOSITION 2.6. — Soit (X, d) un bon espace hyperbolique discret. Il existe deux réels €
et B strictement positifs tels que pour tous points x et y dans X et tout chemin (X;)o<i<n tel
quexg =xetx, =y, ona

n—1
Zefe-d(xi,géod(x,y)) > ﬂ 3 d(x, y)
i=0

Si X est un arbre, la proposition précédente est facilement vérifiée quel que soit le choix
de € strictement positif avec § = 1, puisque tout chemin de x a y contient le segment
géod(x, y). Par contre, on vérifie sans peine que cette proposition est fausse dans le cas du
plan euclidien (Z2, dey1). En effet, en notant d la distance entre deux points x et y de Z?
situés sur une méme horizontale et en considérant un chemin « rectangulaire » de longueur
n = 2m + d entre x et y comme indiqué sur la figure ci-dessous, on calcule facilement
la distance d’un point de ce chemin au segment horizontal inférieur qui est le segment

géodésique reliant x et y. 4

X y

Les d points du segment horizontal supérieur sont tous a distance m du segment géodé-
sique entre x et y, et les points des segments verticaux sont a une distance de x ou y variant
de 0 am — 1. On en déduit donc

n—1 m—1 m 2

—€-deyc1 (x;,g€0d(x,y)) __ —ek —em —ek —em
e €deucl (X; — e + d-e + e < + d-e ,
> > > ==
i=0 k=0 k=1

ce qui interdit a la somme considérée dans la proposition 2.6 d’étre minorée par § - d pour
tous d et m, dés lors que B et € sont strictement positifs.

Démonstration. — Soit x et y deux points de X et (x;)o<i<» un chemin de x a y.

4¢ SERIE - TOME 51 — 2018 — N° 6
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Pour tout i de [[0, n — 1]], la distance entre tout point de géod(x, y) parmi les plus proches
de x; et tout point de géod(x, y) parmi les plus proches de x;1 est inférieure a « - §, ot «
est une constante ne dépendant que de (X, §). Par conséquent il est possible de fixer deux
constantes 61 et 6, (ne dépendant que de §) vérifiant §, > 8; > 38§ + 1 telles que si la
distance entre x et y est supérieure a §;, on peut extraire une sous-suite (x;, )o<k <; du chemin
(xi)o<i<n et une suite de points (x)o<k <; de géod(x, y) tellesque x;, = to = x,x;, =1, =y,
et pour tout k dans [[0,/ —1]] :

e i est un point de géod(x, y) parmi les plus proches de x;, (autrement dit, d(x;, ,¢) >

d(x;j, , tx) pour tout point ¢ de géod(x, y));
e la distance entre ; et f; 4 est controlée par &y et 65 : 81 < d(tg, tgk+1) < 2.
Si la distance entre x et y est strictement inférieure a §;, la proposition résulte du lemme 2.5.
Sinon on applique ’argument suivant.

Soit my un milieu® de la paire de points {¢;, fx 11} pour laquelle on note D = d (tx, txy1)-
Une premiére application du lemme 2.4 d’emboitement des géodésiques au quadruplet de
points (x;, , tx, My, tk+1) (aveca = X, b = ty,c = my,d = tgy1,m = d(tg, mg), 12 = 0)
permet d’affirmer que #; appartient a A-géod(x;, . tx+1) avec A = (D + 1)/2 + §, puisque
m+n+4

2
ce qui suit de §; > §. De maniére symétrique, une deuxiéme application du méme lemme au
quadruplet (t, myg, ti 41, Xy, ) assure cette fois-ci que ;1 appartient a A-géod(tx, xiy ., ).

Une troisiéme et derni¢re application du lemme 2.4 au quadruplet (x;;, &k, fx+1, Xigy ;)
permet de déduire que 7 et ;4 appartiennent a A’-géod(x;; , x;,,,) avec A" = A + 6,
puisque

d(ty, mg) > = d(tx.mg)/2+8/2,

A+§

At tes1) = D > =D/2+ 38+ 1)/2.

ce qui suit de §; > 35 + 1.
On en déduit finalement que my appartienta A”-géod(x;, , xi; ) avec A" = A'+D+1 =
3(D +1)/2 4 26. En effet,

d(xik,mk) + d(mk,xik+l) < d(x,'k,tk) + d(tk,x,'k+l) + Zd(tk,mk) < d(x,-k,xik+1) + A",

@ Convenons de désigner par milieu d’une paire de points {x,y} de X un point z de géod(x,y) tel que
ld(x,z) —d(y,z)| = L.
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Or d’apres le lemme 2.5 (avec X = X, ¥y = Xjy .1 = mg,n = A”), il existe deux réels €
et a strictement positifs tels que, pour tout &,

ik+1—1 ik+1—1
Z e—€d(xi,géod(x,y)) > § : e—€d(ximy) > q.
=iy =iy

On en déduit finalement 'inégalité annoncée en posant § = «/§, puisqu’alors

n—1 -1 ig+1—1
Ze—e-d(xi,géod(x,y)) — Z Z e—e'd(x,j,géod(x,y)) >q- d(x,y)/Sz. 0
i=0 k=0 i=ig

On appelle chaine toute combinaison linéaire (finie) ¢ d’arétes orientées, avec la relation
que I’aréte opposée ¢°P d’une aréte orientée e est égale a —e. Autrement dit, une chaine est
un élément du quotient de I’espace vectoriel libre engendré par les arétes orientées modulo
la relation e°? + ¢ = 0 pour toute aréte orientée e¢; on note e I'image dans le quotient
d’une telle aréte orientée e. On note c(e) la différence des coefficients de € et ¢°P dans c,
de sorte que ¢ +— c(e) est la forme linéaire sur ce quotient qui envoie  sur 1, e°P sur -1,
et les autres arétes orientées sur 0. On remarque que c(e) - e ne dépend pas de I’orientation
de e (car c¢(e) et e changent tous les deux de signe quand on remplace e par ¢°P). On a alors
c=y, /~ c(e) -e, oula somme porte sur les arétes modulo I’orientation. Enfin, nous dirons
qu’une aréte e est dans le support de ¢ si c(e) est non nul.

COROLLAIRE 2.7. — Pour toute chaine ¢ = Ze/~ c(e)-edeborddy, — 8y, ona

3 le(e)leedetodten) > g a(x, y),

e/~

ou d(e,géod(x,y)) = min(d(e™, géod(x, y)),d(e™, géod(x, y))).

Pour démontrer le corollaire 2.7, nous aurons besoin du lemme suivant. Nous dirons
qu’une chaine est un cycle si son bord est nul.

LEMME 2.8. — Pour toute chaine ¢ = Ze/~ c(e)-e debord 8, — 8y, il existe des coefficients
réels ay non nuls, des chemins cy. de bord 8, — 8x etun cycle £ =} B; - 1;, oul les B; sont des
coefficients strictement positifs et les I; des lacets, tels que c =) ag -cx + 4, Y jox = et

lelh = Y le@) = 3 log - lexlly + 1€l

e/~ k

Démonstration. — Soit ¢ = Ze/~ c(e) - € une chaine de bord 6, — 6. On note &, le
graphe orienté formé des arétes e telles que c(e) est strictement positif : ¢’est un raffinement
du support de ¢ tenant compte de I’orientation.

Si c est nulle, il n’y a rien a démontrer. On suppose donc ¢ non nulle.

Puisque le bord de ¢ est §, — 85, pour tout sommet z distinct de x ou y, la somme des
coeflicients c(e) des arétes e de sommet terminal z dans le graphe &', est égale a la somme des
coefficients c(e) des arétes e de sommet origine z®. En particulier, si e est une aréte de &, de

() Sion pense & & comme un circuit électrique, on traduit ainsi mathématiquement la loi des nceuds de Kirchhoff

qui assure qu’en tout nceud du réseau, la somme des intensités des courants entrants est égale a la somme des
intensités des courants sortants.
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sommet terminal z distinct de x ou y, alors il existe une aréte ¢’ dans &, de sommet origine z.
Ainsi, partant du sommet x, on construit, aréte aprés aréte, un chemin ¢; d’origine x et
d’extrémité y dans &, ou bien un lacet /; si le chemin se recoupe.

Selon le cas, on note &; > 0 (respectivement 81) le minimum des ¢ (e) pour les arétes e
dans le support de c; (resp. /). On considére alors la chaine ¢/ = ¢ —ay - ¢y (resp. ¢ — B1 - 11)
de bord (1—a1)-(8, —8y) (resp. de méme bord que ¢) et de norme £! égale a ||c||1 —a1-||c1]1
(resp. ||c]l1—PB1-]|l1]]1). Par construction, le cardinal du support de ¢’ est strictement inférieur
a celui de c. Sile bord de ¢’ est nul, c’est terminé. Sinon on réitére le raisonnement précédent
avec la chaine ﬁc’ (resp. ¢’) au lieu de ¢. On en déduit le résultat aprés un nombre fini
d’itérations. O

Nous démontrons a présent le corollaire 2.7.

Démonstration. — Soitc = Ze/~ c(e)-e une chaine de bord §,, —§,. D’apres le lemme 2.8,
il existe des chemins cx de bord 8, — 8, des réels non nuls o et un cycle £ tels que

C=Zak-ck+€,
k

avec y par = Let||c|li = Xk lak| - llck|l1 + ||€]]1. Pour chaque chemin ¢ de bord §, — .,
en indexant par e ; les arétes d’un tel chemin, la proposition 2.6 assure que

Z e_e.d(e;j ,géod(x,y)) > ,3 . d(x, ¥).
J
On en déduit donc

Z |c(e)|e—e.d(e,géod(x,y)) > Z |05k| Z e—e.d(e;j,géod(x,y)) > :3 . d(x, y) 0
e/~ k J

PROPOSITION 2.9. — Soit (X,d) un bon espace hyperbolique discret. Pour tout p suffi-
samment proche de 1, il existe un réel o strictement positif tel que pour toute chaine
¢ =) ,.cle)-edebords, —8x, ona

1/p
lelly = (Z |c(e)|p) > o d(x, )17,

e/~

Démonstration. — Soit 1 < p < coetgtelquel/p + 1/q = 1. L'inégalité de Holder
assure que pour tous f de £7 et g de €9, la norme || - ||; de fg est majorée par le produit
[ 1lpllgllg- On en déduit donc

1/p 1/q
(Z |C(8)|p) (Z e—eq.d(e,géod(x,y))) > Z |C(e)|e—5.d(e,géod(x,y)) > /3 . d(x, y)’

e/~ e/~ e/~

la premieére inégalité résultant de I'inégalité de Holder et la deuxiéme du corollaire 2.7. Or,
I’espace (X, d) étant uniformément localement fini, le nombre de sommets a distance k
de géod(x, y) est au plus a croissance exponentielle en k. Plus précisément, il existe un réel g’
strictement positif et une constante multiplicative D tels que, pour x distinct de y,

card({z € X ; d(z, géod(x, y)) < k}) < D -ef*d(x,y),
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ce qui permet de donner la minoration suivante

i 1/q © 1/q
(Ze—eqd(e,geod(x,y))) SDl/q(ze(ﬂ’—eqﬂc) d(x. y)/a,

e/~ k=0

La série D e(B'—€0k (i_dessus est convergente si et seulement si ¢ > B'/e. Dans ce cas,
en notant D’ la somme de cette série, on en déduit I’énoncé du lemme pour tout 1 < p <
B'/(B’ —€) en posanta’ = f/(DD")V/4. O

Ceci termine la démonstration du théoréme 2.2 puisque, étant donné un point o de X,
l’action de G sur X étant propre, la proposition 2.9 assure alors que le cocycle g —> 8, —84.0
a valeurs dans 9(£7 (X 1)) est propre pour tout p suffisamment proche de 1 (la continuité du
cocycle résultant du fait qu’il est localement constant, comme conséquence de la continuité
de g —> g -0 de G dans X discret). O
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