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LE HALO SPECTRAL

PAR FaABRIZIO ANDREATTA, ApriaN IOVITA
ET VINCENT PILLONI

REsuME. — Nous construisons un espace de formes surconvergentes en caractéristique p, un opé-
rateur compact sur cet espace et nous montrons que la série caractéristique de cet opérateur est la ré-
duction modulo p de la série universelle de Coleman. Nous démontrons que les formes surconvergentes
en caractéristique p de pente finie se déforment vers la caractéristique 0.

ABSTRACT. — We construct a space of overconvergent modular forms of characteristic p, a
compact operator on this space and we show that the characteristic series of this operator is the
reduction modulo p of Coleman’s universal series. We prove that finite slope overconvergent modular
forms in positive characteristic can be deformed to characteristic 0.

1. Introduction

1.1. Présentation des résultats

Soit p un nombre premier et N un entier premier a p. Soit X la courbe modulaire sur Z,
de niveau N. Soit X sa réduction modulo p, Xorq le lieu ordinaire et X4 le schéma formel
p-adique lieu ordinaire. Soit X un point géométrique de Xora et p: 1 (Xord, ) — Z; la
représentation donnée par la tour d’Igusa qui paramétre les trivialisations de la partie
multiplicative du module de Tate du schéma semi-abélien universel. Pour tout caractére
k:Z, — C;, I'équivalence de Katz [21] associe & k o p un ¢-module étale 0 sur Xorq.
Ses sections globales sont 1’espace M 4 des formes modulaires p-adiques de poids «.
L opérateur de Dwork associé est U, = p~!Trg. Dans [21] si « est algébrique, puis dans [10]
(complété par [12], [7] et revisité dans [3] et [25]), il est démontré que le ¢p-module w* surcon-
verge. Ses sections surconvergentes sont I’espace M,j des formes modulaires surconvergentes
de poids «.

L’opérateur U, est compact et on peut définir, d’aprés [27], la série caractéristique
Pr(X) :=det(1 — XU, IM,ZL ) qui est une fonction enti¢re de la variable X .
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604 F. ANDREATTA, A. IOVITA ET V. PILLONI

Notons A = Z,[[Z,]] I'algebre d’Iwasawa. Coleman montre de plus I'existence d’une
série caractéristique universelle J2(X) € A[[X]] qui interpole les différentes séries carac-
téristiques 2, (X). Notons Qrie = (Spf A)'2 Tespace rigide des poids, qui est une union
finie ] | GZz)}ig de boules ouvertes de rayon 1 paramétrées par les caractéres y : (Z/qZ)* — C;
(oug = 4sip = 2etq = p sinon). Coleman et Mazur définissent la variété spectrale
ZME = V(P) C W x Al. Ses points sont des couples (k, 1) ot k est un poids et & une
valeur propre non nulle de U, agissant sur M,;r . Ils définissent également la courbe de Hecke
&M 5 Z"E dont les points sont des triplets (k, @1, 1) ol (k, ') € Z € et A est un systéme
de valeurs propres de Hecke agissant sur I’espace propre (M,:r YUp=a

Bien que la construction de la variété de Hecke soit de nature rigide analytique, il est
surprenant que la série caractéristique 2(X) soit a coefficients entiers. Ceci suggére la
possibilité d’une théorie entiére des formes surconvergentes. Ce travail a pour but d’établir
une telle théorie. Notre point de départ est une conjecture de Coleman sur la réduction
modulo p de la série caractéristique. Fixons un isomorphisme A =~ Z,[(Z/qZ)*][[T]], en
envoyant exp(g) sur 147 . Pour tout caractére y de (Z/qZ)*, notons P, (X) € Z,[[T][[X]]
la y-partie de P(X) et E(X) € F,L[[T][[X]] sa réduction modulo p. Notons aussi
Ky : Zy — Fp[[T]]™ le caractére obtenu par réduction du caractére universel et projection
sur la y-partie (on remarquera que si p = 2, ik, est indépendant de y). Dans [11], Coleman
observe que c’est une série entiére de la variable X a coefficients dans ’'anneau IF, [[T']] équipé
de la topologie T-adique et il conjecture le résultat suivant :

CoNJECTURE 1 ([11]). — Pour chaque caractére y du groupe (Z/qZ)*, on posséde
un F,((T))-espace de formes surconvergentes M,-jx de poids iy et un opérateur compact U,

dont la série caractéristique est Py (X).

Pour tout caractére k, comme au-dessus, I’équivalence de Katz associe a ky o p
Iy (Xord, ¥) — F,[[T]]* un ¢-module étale w*s sur le schéma formel T-adique Xord,{oo} 1=
Xord Xspec F, SPLFp[[T]]. Notons Xo0y I'espace rigide sur I, ((T')) associé¢ au schéma formel
X Xspec 7, SPEF,[[T]] et Xord,foo} C Hfooy 'ouvert ordinaire. On peut alors se demander
si le ¢-module étale w*x surconverge sur un voisinage de Kord,{oo} dans &.

THEOREME 1.1. — Le ¢-module o** est surconvergent.

Nous définissons alors M,-:rx comme l’espace des sections surconvergentes de w*x. On
possede sur cet espace un opérateur compact U, associé a ¢. On peut définir sa série carac-
téristique, et on veut vérifier qu’elle vaut JTX(X ). Il nous faut a présent relier cet espace aux
espaces de formes surconvergentes de caractéristique 0.

Commengons par « compactifier » ’espace des poids. L’idée est d’ajouter a Q"8 Jes carac-
téres i, . Cet espace des poids compactifié possédera donc des points de caractéristique O et p,
on sort du cadre classique de la géométrie rigide, et nous utilisons a présent la théorie des
espaces adiques de Huber. Définissons donc 9%/ = Spa (A, A)?*", c’est 'ouvert des points
analytiques de Spa (A, A). Comme ensemble, %W = W"E | J{ic,. y : Z/qZ" — C,} (doré-
navant 9"¢ désigne I'espace adique associé & 9¢). Tout voisinage ouvert de {icy} dans W
contient une couronne de rayon extérieur 1 dans la composante connexe GZz)Eég de Qe (resp.
dans chaque composante connexe de "€ si p = 2).
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LE HALO SPECTRAL 605

On possede un faisceau stuctural (Oqy, ﬁoz]) et sur ﬁozj la topologie est (p, T')-adique.
Plus précisément, sur tout ouvert quasi-compact de "%, la topologie (p, T')-adique coin-
cide avec la topologie p-adique. Inversement, sur tout ouvert quasi-compact qui évite les
centres T = 0 des disques ouverts GZz);ig la topologie (p, T')-adique coincide avec la topologie
T-adique. On assiste donc, a mesure qu’on se rapproche du bord de ), a un glissement de
la topologie p-adique vers la topologie T-adique.

Considérons la courbe modulaire relative ¢M[g oo] = X Xspec 7, W — W et son ouvert
ordinaire ¢Mpq [0,00]- La construction de Katz appliquée au caractére universel Z, — A"
et a p nous fournit une famille universelle w{‘o,oo] de ¢-modules sur ¢4 [0,00]- Un systeéme
fondamental de voisinages de eMorq,[0,00] dans Mg oo) €st donné par les ouverts o, [o o0]
d’équation :

~ pr+1
[Ha™ | > sup{|T|,|pl}

ou Ha désigne un relévement arbitraire local de I'invariant de Hasse. Si on regarde ces
voisinages pour la topologie p-adique sur 'ouvert "%, alors ils se rétrécissent vers le lieu
ordinaire a I'infini. Dans [3] et [25], nous avons montré la surconvergence de a)f‘o 00] au-dessus
de W"® et dans le théoréme 1.1 nous avons montré la surconvergence a I'infini. Le théoréme
suivant unifie ces deux résultats :

THEOREME 1.2. — La famille universelle de ¢-modules wy, .\ sur M ord,[0,00] SUFCONVETgE
sur My [o,00) POUr T >3 (resp.r = 55ip =2).

La série caractéristique associée a cette famille de ¢-modules est a coefficients dans
A = H(W, Oq,). Par fonctorialité, on vérifie que c’est bien la série caractéristique de
Coleman. Nous sommes donc en mesure d’établir la conjecture 1 :

COROLLAIRE 1.1. — La série caractéristique de U, sur M,-:rx vaut Py

Soit Z = V(&P) C W x Al la variété spectrale adique. Sa fibre au-dessus de 9"€
est Z"¢. Sa fibre & I'infini est I'ensemble des points (ky, @~ !) ot « est une valeur propre non
nulle de U,, agissant sur M, ,-:rx .On posséde sur Z un faisceau cohérent universel M ™ d’espaces
caractéristiques de formes surconvergentes et une courbe de Hecke adique &€ — Z ou O¢ est
le sous-faisceau de End ¢(M ) engendré par les opérateurs de Hecke. Le théoréme suivant
généralise les résultats du chapitre 7 de [12]. Il montre I’existence de familles de pente finie
pour la topologie T-adique au voisinage de I'infini.

THEOREME 1.3. — Le morphisme % — W est localement fini et plat sur 7. Le morphisme
& — W est localement fini et sans torsion.

COROLLAIRE 1.2. — Soit f € M;X une forme propre surconvergente de pente finie.
Soit xy € € le point associé. Il existe un voisinage W, de iy dans UW et un voisinage €,
de xy dans € tel que le morphisme associé €y, — We,, soit fini et sans torsion.

De plus, pour tout entier k > 2, on peut trouver une suite ( f,)nen de formes propres classiques
de pente finie et de poids k, de point associé xy, sur €, tel que x5, — x5 quandn — oo.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



606 F. ANDREATTA, A. IOVITA ET V. PILLONI

Les formes f,, du corollaire ont un niveau 'y (p™") en p et m, tend vers 'infini. Méme si
leur poids classique est k, leur poids p-adique est un caractére localement algébrique de Z;
de la forme z > z¥ y,,(z) avec y,(z) un caractére d’ordre fini et de conducteur p™.

1.2. Questions et perspectives

1.2.1. Polygone de Newton au bord de I'espace des poids. — Buzzard et Kilford [8] ont étudié
la variété spectrale en niveau 1 pour p = 2. Ils ont démontré que pour les poids « vérifiant
v2(k(5) — 1) < 3etk(l) = —1, les pentes de 'opérateur U, sur 'espace des formes de
poids « sont 0,7,2¢,3¢,...0out = va(k(5) — 1) et v, est la valuation 2-adique normalisée
par v2(2) = 1. La généralisation suivante de ce résultat est conjecturée :

CONIJECTURE 2 ([22]). — Soit (n;, m;) les points de rupture du polygone de Newton de ?)x-
Ll existe r < 1 tel que pour tout k sur la couronne d’équationr < |T| < 1 de U\, les points de
rupture du polygone de Newton de P sont (n;, vp(k(1 + gq) — ym;).

Pour les formes surconvergentes quaternioniques, cette conjecture est démontrée dans la
publication [22]. Signalons également que dans [4], il est démontré que la conjecture entraine
que les pentes du polygone de Newton de ﬁx forment une union finie de progressions
arithmétiques. Ce résultat est obtenu indépendamment dans [22].

QUESTION 1.1. — Existe-t-il un opérateur géométrique sur M,-:rx qui explique cette
progression arithmétique?

1.2.2. Dimension supérieure. — Les résultats de cet article devraient pouvoir se généraliser
sans trop de probléme a des variétés de Shimura PEL plus générales. Remarquons que le
bord de I’espace des poids compactifié sera toujours un fermé de codimension 1, et donc de
dimension positive dés que le rang du groupe est au moins 2. A notre connaissance, il n’y a
pas de conjecture sur les pentes de Newton au bord en dimension supérieure.

1.2.3. Théorie de Hodge. — Soit f € METX une forme surconvergente de pente finie, propre
pour 'algébre de Hecke. On peut alors lui associer une représentation semi-simple continue :

pr - GQ g GLZ(FP[U]D'

Ici t est une variable, en fait ¢ est une uniformisante d’une extension finie de IF‘I, ((T)). Cette

représentation est impaire et vérifie la compatibilité locale-globale hors de p et des places

ramifiées. De plus det pr = (/2;1 O Xeyel) * @ OU Ycyal désigne le caractére cyclotomique et w

sa réduction modulo p. Se pose la question de décrire la représentation ps | Go,* Si f de pente
P

nulle vérifie U, f* = «. f, alors d’aprés la théorie de Hida ([31], thm. 2),

nr(o) *
Pr = PN
60, =\ 0 nr@ )@ o gepe

ou nr(a) est le caractére non ramifié qui applique le Frobenius géométrique sur a.

Dans le cas de pente finie, on peut espérer que les choses se passent comme en caractéri-
stique 0. Soit D la boule unité ouverte de la variable Z sur le corps non-archimédien IF‘p ((1)).
On définit des actions de ¢ et I' =7, par les formules habituelles ¢(Z) = Z? et
y(Z) = (1 4+ Z)” — 1. L’anneau de Robba R est (dans ce contexte) 'anneau des séries
f =3 an,Z" a coefficients dans IE_?,, ((t)) qui converge sur une couronne non vide

n=—oo
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LE HALO SPECTRAL 607

0 < v(Z) < r(f). Un (¢, )-module est un R-module libre de rang fini muni d’actions
semi-linéaires de ¢ et I' qui commutent, et telles que le linéarisé de ¢ soit un isomorphisme.
En utilisant les méthodes de [5], on démontre :

THEOREME 1.4. — A toute représentation continue p : Gg, — GL, (Fp((z‘))) on peut
associer un (¢, I')-module 2(p).

On devrait pouvoir (suivant [17]) construire une filtration de Harder-Narishiman sur la
catégorie des (¢, I')-modules et démontrer qu’on a une équivalence entre représentations
de G, et (¢, I')-modules semi-stables de pente 0.

QUESTION 1.2. — Soit py la représentation associée a une forme modulaire de pente finie.
Le (¢, I')-module Z(py) est-il triangulin?

Plus précisément, on devrait posséder une suite exacte 0 - L — Z(pr) — L' — O ou
L estle (¢, I')-module de rang 1 avec action triviale de I.

QUESTION 1.3. — Peut-on caractériser quand une représentation semi-simple continue
impaire p : Gg — GL, (IE‘p((T))) est la représentation associée a une forme surconvergente
de pente finie?

On espére revenir bientdt sur ces questions.

1.3. Description de I’article

Dans la section 2, nous définissons la compactification de I’espace des poids %/ dans
la catégorie des espaces adiques. Nous expliquons que la topologie est p-adique au
centre T = 0 et T-adique au bord p = 0. Nous étudions également les propriétés d’analy-
ticité du caracteére universel. Plus on est proche du centre T = 0 de ’espace des poids, plus
le caractére est analytique. En revanche, au bord p = 0, le caractére n’est pas localement
analytique.

Dans la section 3, nous appliquons la théorie du sous-groupe canonique aux courbes
modulaires. Nous construisons, par éclatement, des modéles formels de voisinages stricts
du lieu ordinaire. Nous définissons aussi des revétements « tour d’Igusa partielle » de ces
voisinages stricts. Ce sont 1a des constructions classiques dans la théorie.

Dans la section 4, nous définissons les espaces de formes surconvergentes en caracté-
ristique p. La situation en caractéristique p est trés spéciale. D’une part, on posséde des
sous-groupes canoniques de tous ordres donnés par les noyaux des itérés du Frobenius. Un
tel énoncé n’est vrai que sur le lieu ordinaire en caractéristique 0. D’autre part, le carac-
tere universel de Z, n’est pas localement analytique, alors qu’il I'est en caractéristique 0.
Nous construisons une tour d’Igusa surconvergente d’ordre infini, et nous montrons que
la construction de Katz en caractéristique p garde un sens dans le contexte surconvergent.
Nous vérifions ensuite qu’elle fournit des bons objets. Cela repose au final sur une étude fine
de la ramification de la tour d’Igusa aux points supersinguliers.

Dans la section 5, nous reprenons notre construction de la famille universelle de faisceaux
sur I’espace rigide des poids usuel. Cette construction repose sur ’analyticité locale du carac-
tére universel et sur I’existence de sous-groupes canoniques d’ordre fini sur des voisinages
stricts du lieu ordinaire. Nous améliorons nos résultats antérieurs car nous construisons aussi

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



608 F. ANDREATTA, A. IOVITA ET V. PILLONI

des modeles entiers canoniques inversibles pour nos faisceaux de formes surconvergentes.
Faisons une remarque importante qui justifie le changement de la topologie p-adique vers
la topologie T-adique : plus le caractére est proche du bord de I’espace des poids, moins
il est localement analytique et plus on a besoin d’avoir un sous-groupe canonique d’ordre
grand pour faire la construction. Traditionnellement, on utilisait la topologie p-adique pour
décrire ’espace des poids et plus on voulait travailler avec des caractéres proches du bord,
plus on devait rapetisser les voisinages du lieu ordinaire. En réalité, si on utilise la topo-
logie T-adique au voisinage du bord de I’espace des poids (ce qui est plus naturel), on peut
construire la famille de faisceaux sur I’espace rigide sur un voisinage strict de rayon constant!

Dans la section 6, nous recollons les constructions sur I’espace rigide et en caractéris-
tique p. Nous n’avons pas réussi a faire cela simplement pour deux raisons. En caractéris-
tique p nous avons utilisé le sous-groupe canonique d’ordre infini qui ne surconverge pas
en caractéristique 0. En caractéristique 0 nous avons utilisé ’analyticité locale du caractére
universelle qui est fausse en caractéristique p. Pour recoller les constructions, nous avons
utilisé un revétement pro-fini perfectoide d’un voisinage strict du lieu ordinaire : «la tour
anti-canonique ». Au-dessus de ce revétement on a (tautologiquement) la surconvergence de
la tour d’Igusa. Cela permet, comme si on était sur le lieu ordinaire, de donner une défini-
tion uniforme (et donc indépendante de la caractéristique) du faisceau des formes modulaires
surconvergentes « perfectisées ». On démontre ensuite, au moyen de traces de Tate, que le fais-
ceau perfectisé descend et réalise le recollement des faisceaux construits dans les sections 4
et 5. Cela nous permet finalement de construire une courbe de Hecke adique et de vérifier la
conjecture de Coleman.

Larticle contient deux appendices. Le premier est consacré a la théorie du sous-groupe
canonique que nous reformulons au niveau de généralité dont nous avons besoin : sans
supposer que la topologie est p-adique et sans extraire de racines de p. Le second appendice
est consacré a la théorie spectrale de Coleman que nous étendons aux espaces adiques
analytiques.

1.4. Remerciements

Nous remercions P. Scholze pour une discussion trés intéressante et sa suggestion d’uti-
liser les espaces adiques pour compactifier I’'espace des poids. Nous remercions également
J. Bergdall, B. Stroh et L. Xiao pour des ¢échanges stimulants. Durant la préparation de ce
travail, nous avons s¢journé a 'ENS Lyon, a I'université de Milan et au MSRI. Nous remer-
cions le rapporteur pour ses nombreux commentaires. Nous remercions le programme ANR-
14-CE25-0002 pour son financement. Ce travail est dédié¢ a la mémoire de Robert Coleman,
qui en est I'inspirateur.

2. Lespace des poids

2.1. Définition

Soit A = Zp[[Z,]] 'algebre d’Iwasawa. Nous allons lui associer plusieurs espaces adiques
(1201, (18], [19D.
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LE HALO SPECTRAL 609

2.1.1. Points analytiques. — Posons g =4 si p=2 ou g=p si p#2. On a Z ~
Z/qZ* x exp(q)?r. On obtient alors un isomorphisme A =~ Z,[Z/qZ*][[T]] en posant
1+ T = exp(q) et A est complet pour la topologie (p, T)-adique.

Soit 20 = Spa(A, A). Cest I’espace des classes d’équivalences de valuations continues
sur A, il est équipé d’un faisceau en algebres topologiques Oy et de plus, pour chaque
point x € 20 on dispose d’une valuation vy sur la fibre Oy .

Rappelons que si (4, AT) est une algebre affinoide, et si x € Spa(4, A1), on appelle
support de x I'idéal premier de A des éléments a € A tels que |a|, = 0. Suivant [19], sect. 3,
on dit qu'un point est analytique si son support n’est pas ouvert.

LEMME 2.1. — Les points non analytiques de 20 sont en bijection avec Spf A.

Démonstration. — Si x est non analytique, alors |.|x se factorise en une valuation
sur A/(p,T). Son support est donc un idéal maximal de A. Soit m un idéal maximal
de A (qui correspond au choix d’un caractére a valeur dans F, p* de Z/¢Z>). On peut lui
associer la valuation définie par vy, (a) = 0sia € m, vy, (a) = 1 sinon, qui nous donne la
bijection cherchée. O

DEFINITION 2.1. — Soit 9 l'ouvert constitué des points analytiques de 20.

2.1.2. Description de “Ww. — Comme I’idéal de définition de A est engendré par p et T, pour
décrire % on va comparer, pour tout point |.| € W, les éléments |p| et |T|. Pour tout

rationnel = € Qx, on note :
={x e W |T"x <|p°|x # O},
={x e W, |p’lx <|T"|x # O}.

<
=5
>r
=5

On pose également :
622)20 = 022)500 = GZZ),
W<o =4{x € W,|T|x =0},
Wsoo = 1x € W, |plx = 0}.

Si I = [a,b] C [0, 00] est un intervalle avec a, b € Q¢ U {oco}, on pose Wy = W<p N Wsq.
Sil # {0} et I # {oo}, W est un ouvert rationnel. On laisse le soin au lecteur de formuler
la définition de %J; pour un intervalle général I C [0, oo].

Soit x € % une valuation de rang 1. On peut définir la valuation p-adique de x par

log, (I7']x)
v, (x) = 1’—
7 log,(Iplx)
On vérifie alors facilement que x € Wy < vy(x)~! e 1.
L’espace %W est quasi-compact mais n’est pas affinoide. Cependant, %/ est affinoide pour

tout intervalle fermé a coordonnées rationnelles 7 C [0, oo]. Par exemple, W= W 11U W}1,00]
avec par définition :

€ [0, oc].

Wioa = SpalA (L AC) et Uy = SpaCh (Z)F] AR

La topologie sur A estla topologle ( p, T')-adique. Soitz € Q~¢. La topologie est p-adique
dans @wayt] et p est une unité topologiquement nilpotente dans 04y, ,,. La topologie est
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T-adique sur ﬁjz_d[t.+oo] et T' est une unité topologiquement nilpotente dans Oqy, ;. Sur

un intervalle rationnel [a, b] C]0, +o¢], les topologies p et T-adiques coincident sur 6”6@[“ .
et p, T sont des unités dans Oqy, -

2.1.3. Le bord. — Sit € [0,400[, %o, est une réunion finie de boules de centre 0 et de
rayon p_%. Posons W& = Wio,+o0o[- C'est I'espace adique associé a la fibre générique
de Spf A au sens de Berthelot ([6], sect. 0), et c’est une réunion finie de boules ouvertes
de rayon 1. C’est ’espace des poids qui est traditionnellement considéré dans la théorie
des familles analytiques de formes surconvergentes. Le bord de I’espace des poids est par
définition le fermé “Wyoey = W \ ", Tout point x € Spec F,[Z/qZ*]((T)) correspond a
un morphisme
FplZ/qZ71(T)) = Fp((T)).

On peut associer a x une valuation v, sur A, obtenue en composant le morphisme de
réduction A — F,[Z/qZ*|((T)), le morphisme x, et la valuation 7-adique sur F,((T)).

LEMME 2.2. — Le bord Wiy est l'ensemble des valuations vy pour x € Spec F,[Z/qZ*]((T)).

Démonstration. — Par définition, %Wy est 'ensemble des points analytiques ayant p
dans leur support. Il en résulte aussitot que c’est 'ensemble fini des valuations v,. O

On spécifie alors la structure (non réduite si p = 2) d’espace adique sur %o} €n posant :
Wiooy = W Xspa(,,z,) SPalp. Fp) = Spa(Fp[Z/qZ71(T)). FplZ/qZ [[T])).

2.1.4. Composante libre et composante finie. — Onnote W° = Spa(Zy[[T1], Zp[[T]])2". Cest
le fermé de 9/ qui correspond au caractere trivial de Z/¢Z> . On note aussi 621)(1) = W'Nw;
pour tout intervalle I C [0, +o0]. On note W’ = Spa(Z,|Z/qZ>], Z,|Z/qZ>]) I'espace des
caracteres de Z/qZ. On a la décomposition

W = W’ XSpa(Zp,Zp) %f'

Sip >3, WP est la composante connexe de 9/ qui contient le caractére trivial. Si p = 2,
W est connexe!

2.2. Analyticité du caractere universel

On note G} le préfaisceau en anneaux sur la catégorie des espaces adiques défini
par G} (X) = HO(X, ﬁ’;{ ). On note G}, le sous-préfaisceau en groupes de G des éléments
inversibles pour la multiplication.

On dispose du caractere universel €"": Z; — A*. Ce caractére fournit un accouplement
de préfaisceaux (ou Z,, est le préfaisceau constant de valeur Z) :

Wx Ly — Gy

Si on restreint "™ a certains ouverts de 1’espace des poids, alors le caractere devient locale-
alvti seastod-di ” acte + +
ment analytique, c’est-a-dire qu’il se prolonge en un caractére du groupe Z; (14+p" G; ) CGy,.

1 n—2

LEMME 2.3. — Pour toutn > 1, on a k™ (1 + qp"~'Z,) =1 C(T?"", T?" "p,.... p" ' T)A.
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Démonstration. — Rappelons que la valuation p-adique de C If,, vaut n—v, (k). Onadonc

Knexplp"™) = (14+7)7" " = Y21 Ch T = 1mod (77", 77" p, .. p"1T).

O

n—1

PROPOSITION 2.1. — Pour toutn > 1, le caractére universel nous fournit un accouplement :
—1 +
Wio, prg—11 X L, (1 +qp" ' G;) — G,
qui se restreint en un accouplement :

Wi, png—17 % (1 + ap"'Gl) - 1 +4qG}.

Démonstration. — Soit (R, R™T) une algébre affinoide compléte et soit le morphisme

+

g :Spa(R,R") — Wp, png—1] donné par un morphisme g : (ﬁcw[o pig—1° 0g) —

[0.p2g—1]
(R, R™). 11 sagit alors de construire un caractére kg : ZX(1 + gp" 'R*) — (R*)*. La

restriction du caractere & Z; est donné par la composition

Zy — N — 03 — R,
[0.p7¢—11

On a des isomorphismes inverses donnés par I’exponentielle et le logarithme gp” ! R ~
n—1

1 + gp" ' RT. D’autre part, k" (exp(q)) = 1 + T et k" (exp(gp™~')) = (1 + T)?" . Or,
1+ T)P"" =14 qh(T)ouh(T) € ﬁ:{”[o 1][T] d’apreés le lemme précédent. Posons
pg—

donc, pour tout r € R, ks (exp(gp™~'r)) = f(exp (rlog(l + qh(T)))). Le fait que le
caractére envoie 1 + p"~1¢G] dans 1 + ¢G est évident sur la formule. O

3. Courbes modulaires et tour d’Igusa

3.1. Courbes modulaires formelles et voisinages du lieu ordinaires

Soit X — Spec Z, la courbe modulaire compactifiée de niveau N > 3 premier a p
([13], IV, thm. 2.5). Soit X — Spf Z, sa complétion formelle p-adique. Soit E le schéma
semi-abélien universel sur X, et wg le faisceau co-normal en la section neutre de E.
Soit Ha := Ha(E) € H°(X,0% ' ®;, F,) I'invariant de Hasse. C’est la différentielle
du morphisme de Vershiebung V : E(?) — E défini relativement & X Xspec 7,, Spec Fp (voir
également les rappels de la section A.1). Remarquons que Ha” " se reléve canoniquement en
une section de HO (%, wg’ ' g, ,Z/p"t1Z). En effet, si Ha, et Ha, sont deux relévements
locaux a Z, de Ha, la formule du bin6me montre que (Ha;)?" = (Ha,)?" modulo p"*!.
Soit Hdg := Hdg(E) C O% l'idéal de Hodge engendré par p et un relévement local quel-
conque de Ha(E )wé_p (voir le numéro A.1). Soit Ag un anneau intégre, @ € Ay un élément
non nul tel que Ay soit @-adiquement complet. On suppose aussi que p € aAy. Remarquons
qu’avec ces hypotheses Ay est canoniquement une Z,-algébre.

Soit P le schéma formel sur Spf 4y obtenu en changeant de base X de Spf Z, a Spf Ao.
On note Yorq 'ouvert lieu ordinaire de ), défini par la condition : Ha inversible.
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DEFINITION 3.1. — Pour tout entier r € N, soit ), le foncteur qui a toute Ag-algébre
a-adiquement complete et sans a-torsion R associe les classes d’équivalence de couples
(f :Spf R — X,n € HY(Spf R, f*0=PP" 1)) tels que

Ha?' ™" n = a mod p2.

4 . . _ _ p2 ryr
Deux couples (f,n) et (f',n') sont équivalents si f = f'etn =n'(1 + Z-u) pour un élément
u € R

PropPOSITION 3.1. — Le foncteur ), est représentable par un schéma formel sans a-torsion
qui est un ouvert d’un éclatement admissible de ).

Démonstration. — Soit Spf B un ouvert affine de ) sur lequel le faisceau wg est trivial.
Identifions Ha avec un scalaire et soit Ha € B un relévement de Ha. L’image inverse de Spf B

~ r+1
dans 9), vaut Spf B(X)/(Hap X —a). O
LEMME 3.1. — L’idéal de Hodge Hdg est localement libre sur ), et « € Hdg.

Démonstration. — Localement sur 9),, on a Ha? s n = a mod p?. Il en résulte que « et
donc p appartiennent a Hdg” "' On peut appliquer le lemme A.1 pour conclure a la liberté
de Hdg. O

La théorie du sous-groupe canonique est discutée en détail dans ’appendice A.

PROPOSITION 3.2. — Soit k € Zs¢o. Supposons que p € a?” Ag. Sur ), on dispose pour
tout n < r + k d’un sous-groupe canonique H, — E|[p"] qui est localement libre de rang p®.

. _p=r C .
La réduction de H, modulo pHdg™ 7= coincide avec le noyau de Frobenius a la puissance n.

Démonstration. — Le schéma formel ), est la réunion de I'ouvert ordinaire et de I’ou-
vert « de bonne réduction » ou le schéma semi-abélien E est un schéma abélien. Sur I’ou-
vert de bonne réduction, le groupe E[p°°] est un Barsotti-Tate et on peut donc utiliser le
corollaire A.2. Sur I'ouvert ordinaire, on définit H, comme la composante neutre du schéma
quasi-fini £[p"]. Ces deux constructions sont compatibles. O

ProroSITION 3.3. — L'isogénie « diviser par le sous-groupe canonique » : E — E/Hj,
induit un morphisme fini et plat de degré p, ¢ : 9, — Dr—1 pour tout r > 1. Ce morphisme
vérifie $*(E|,y ) = (E|,, )/H.

Démonstration. — Soit (f,n) un R-point de 2),. Le morphisme f est donné par un
schéma semi-abélien E — Spec R et une structure de niveau N, notée ¥y . Soit E/ = E/H,
et ¥ la structure de niveau N induite sur £’. Au couple (E’, ¥}) correspond un nouveau
morphisme f’ : Spf R — 2). D’autre part, on a la relation Ha(E’) = Ha(E)? mod HLdg. Ici
on utilise le fait que £’ = E® mod ﬁé et donc que wg ~ wf mod HLdg. En élevant a la
puissance p* on obtient : Ha(E')?" = Ha(E)? "' mod (k)" Paky))- Uen résulte
que Ha(E")?'n = o« mod ((gg&zy)”  P(makey)): Comme ((ggkzy)” s P(aakEy)) C
deg(E)P”rl il existe alors 7j € a)g’f”"’r qui reléve n mod m tel que Ha(E")?" fj =
a mod p?. Le morphisme cherché est donc ( £, n) — (f’, 7). Soit Spf B un ouvert affine de 9),

~ r - r+1
soit Spf B(X)/(Hap X — ) son image inverse dans 9),_1, et soit Spf B (X)/(Hap X —a)
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son image inverse dans %).. Le morphisme ¢ induit sur ces anneaux un morphisme
- T ~ r+1

¢ B(X)/(Hap X —a) — B(X)/(Hap X — ) qui est Ap-linéaire. La réduc-

tion de ¢ modulo % est le morphisme de Frobenius (relativement a Ag) sur B/ (%)

etp(X) = X mod é. Ainsi, le morphisme ¢ est fini et plat de degré p modulo HLdg. Comme

tous les schémas formels en jeu sont sans Ag-torsion, il en résulte que le morphisme est fini

et plat. O

3.2. Tour d’Igusa partielle

L’existence du sous-groupe canonique permet de construire des revétements des schémas
formels 9),.

3.2.1. Construction. — On suppose désormais que Ao est une complétion d’une Z,-algébre
de type fini. Remarquons que cette hypothése implique que Ag est noethérien. Soit 4 =
Ao[l/a] et A* le normalisé de Ay dans A. Au schéma formel Spf Ay on peut associer
un espace adique analytique Spa(A4, A™). Le caractére noethérien de Ay nous assure
que Spa(4, A1) est bien un espace adique ([19], Thm. 2.2). D’aprés le théoréme prin-
cipal de [30], on déduit également que Spf Ay et Y, sont des schémas formels excellents.
Nous rappelons la proposition suivante, qui utilise I’excellence. Elle est utile pour définir des
schémas formels par normalisation :

PRrROPOSITION 3.4. — Soit R un anneau normal, excellent et I un idéal de R. Soit f € R.
Alors la complétion I -adique de R[f '] est normale.

Démonstration. — L'anneau R[f '] est excellent et normal. Notons RE‘?] sa complé-
tion 7-adique. Le morphisme R[f~!] — R[f 1] est régulier. Comme R[ f ~!] est normal, il
en va de méme de R[f~1]. Voir [16], EGA 1V, 7.8.3, v. O

Au schéma formel ), on associe 'espace adique analytique %, = 229 Xgpaca,40)
Spa(A4, A1) ou 929 désigne I'adification du schéma formel 9, ([19], sect. 4). Soit k € Zxo.
On suppose que a?” | p. Pour toutn < r + k, on dispose, d’apres la proposition 3.2, d’'un
sous-groupe canonique H, — 9), d’échelon n. De plus, le groupe H,P est étale au-dessus de
la fibre analytique ¥, (grace au point 6. du corollaire A.2 et au lemme 3.1). Soit J¢,, , — ¥,
le revétement fini étale qui paramétre les isomorphismes Z/ p"Z — H,P. C’est un revétement
galoisien de groupe (Z/ p"7Z)* qu’on appelle la tour d’Igusa partielle analytique de niveau n.
On définit alors un schéma formel 3&,, , — 2), comme la normalisation de ), dans .J. Qn,r.
On appelle 3&,, , la tour d’Igusa partielle formelle de niveau .

LEMME 3.2. — Lanormalisation3®,, , est bien définie. Le morphisme 3&,, , — ), est fini.

Démonstration. — Soit Spf R un ouvert formel de 2),. Soit R'[1/«] (la notation est
ambigué pour linstant car R’ n’est pas encore défini) I'anneau de 7§, , au-dessus
de Spa(R, R)*". Par hypothése R’[1/a] est une R[l/«]-algébre finie étale. Soit R’ le
normalisé de R dans R[1/a]. Le caractére excellent de R nous assure que R’ est finie
sur R. L’ouvert de J&, , au-dessus de Spf R est par définition Spf R’. Pour voir que la
construction a un sens, nous devons montrer que si /' € R alors R'(1/f) est le normalisé
de R(1/f) dans R'[1/a] ®& R(1/f) (qui est 'anneau des fonctions sur la fibre dans J¢, ,
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de Spa(R(1/f), R(1/f))*™). Comme R(1/f) est plat sur R, R’{1/f) = R’ Qg R(1/f) est
bien un sous-anneau de R'[1/a] ®g R{1/f). Il est normal d’aprés la proposition 3.4 et fini
sur R(1/f). O

Le groupe (Z/ p"7Z)* agit sur 3&,, , & travers son action sur le morphisme Z/ p"Z — HP.
Un élément a € (Z/ p"7Z)* agit sur le morphisme Z/ p"7Z — HP en le précomposant par la
multiplication par a. On posséde des morphismes d’oubli évidents J&, , — T&,_; ,. Les
différentes tours d’Igusa partielles s’organisent en une suite

jqjr+k,r — jQﬁr-i—k—l,r > @r

de morphismes finis, équivariants pour ’action de Z/ p” *¥Z*. Le lemme suivant ne pose pas
de probléme.

LEMME 3.3. — Pour toutn > 2, soit hy : 38, , — I6,_; , le morphisme structural. Alors

1 n—=ly/pny
((hn)*ﬁj®11,r)) P v = ﬁj@)l*l,r'

Soit hy : 361, — Q. Alors
((hl)*ﬁjﬁl,r))Z/pZ = Oy,.

3.2.2. Ramification de la tour d’Igusa partielle. — Le morphisme h:38, , — J6,_; , est
fini et étale en fibre analytique. Grace au lemme 3.3, on a donc une trace Tryg: 1. O5s, , —
O3s,_,.,- Lasource et le but du morphisme Trye dépendent bien siir de n et de r, mais nous
I’omettons de la notation.

PROPOSITION 3.5. — Pour toutn > 2, on a
n—1
Hdg?”  0Oje,_,, C Trye(hO5e, ).
Pourn = 1, Tl"qu(/’l*ﬁjqjl_r) = ﬁg)r.

Démonstration. — Pour n = 1, I’énoncé est clair car le morphisme est de degré p — 1
premier a p. Soit Spf R un ouvert affine de g),.. Supposons que Hdg est trivial sur cet ouvert,
engendré par Ha. Soit Spf B, et Spf B,_; les fibres de HnD et HnD_ , au-dessus de Spf R.
Soit Spf C la fibre du quotient (H,/H,—1)? sur Spf R. Le morphisme HP? — HP | est
un espace homogéne sous (H, /H,_1)? pour la topologie fppf. Soit D B, /B, 1a différente
du morphisme B, — B, et D¢, celle du morphisme R — C. On a Iégalité :

DBn/Bn—l ®Bn—l Bn = DC/R QR Bn

de B, ®3p,_, Bn = C ®pg Bp-modules. Par ailleurs, on a D¢/p = Hdg"nilC d’apres
le corollaire A.2 et le lien entre discriminant et différente (voir [14], sect. 1 et 2.). Par
descente fidélement plate, il en résulte que Dp, /5, , = Hdg”? " B,,. On a un isomorphisme
Dl_?z:/anl — Homg,_,(By, By,—1) donné par x +— Trp,/p,_,(x -). Vérifions que I'idéal
Trp,/B,_, (ng / Bn—l) C B,—1 est B,_;. La propriété est locale pour la topologie de Zariski
sur Spec B,_; donc on peut supposer que B, est un module libre sur B,_;. On posséde
donc une application surjective B, — B,_; de B,_i;-modules qui s’écrit Trp, /p,_, (x.)

pour x € ng /5,_, ctdoncTrp, /p, | (DEnl /B,_,) = Ba—1. Par conséquent, on peut trouver

~ n—1
un élément d,, € By, tel que Trp, /p, ,(dy) = Ha” . Pour tout n > 1, on a une immersion
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ouverte de ¥/, -espaces adiques analytiques J¢,, , < HP. De plus, pour toutn > 2, on a
un diagramme cartésien au-dessus de ¥, :

C7g’n,r — HnD

I

D
Jgnfl,r — Hn—l'
En utilisant la normalité de 3&, , et la finitude de HnD — 9), on obtient un diagramme
commutatif :

36,, — HP

I

IBu1, — H,,
au-dessus de ). On peut donc tirer les sections d,, en des ¢léments d,, € O3e,, . (Spf R) qui
vérifient Trye (d,) = H~apn7 . O
COROLLAIRE 3.1. — Soit Spf R un ouvert de ), au-dessus duquel le faisceau Hdg est trivial,

~ . _p'=p
engendré par un élément Ha. Il existe alors des élémentsco = letc, € Ha 7~' Oyg, , (Spf R)
pour tout 1 <n <r + k tels que Trys(cp) = cp—1.

Démonstration. — Onacyo = 1,¢1 = ﬁ. Supposons ¢,—; construit. D’aprés la

. pTlep . _on—1
proposition précédente, Ha ”~' ¢,_; € Ha ’ Trye (O5e,, , (Spf R)). On peut donc
trouver ¢, qui convient. O

3.2.3. Fonctorialité pour le Frobenius. — On suppose toujours que p € aP" Agetn <r +k.
Rappelons qu’on posséde un morphisme de Frobenius ¢ : 9),+1 — 2» (proposition 3.3).

PROPOSITION 3.6. — On posséde un morphisme fini, (Z/ p" Z)* -équivariant, ¢ :3&, 11 —>IB, ,,
au-dessus du morphisme précédent.

Démonstration. — Commengons par construire un morphisme ¢ : J¢, .., — JG, .
Soit (R, RT) une algebre affinoide et x : Spa(R, R*) — J{, ., un point. Soit E — R le
schéma semi-abélien correspondant. Pour tout m < k + r + 1, il posséde un sous-groupe
canonique H,, d’échelon m ainsi qu’une trivialisation v : Z/p"Z — HP. Soit E' = E/H,
et H, le sous-groupe canonique de E’ d’échelon n. On a un isomorphisme canonique (qui
existe aussi au niveau entier, voir le corollaire A.2) H, ~ H,y/H,. Par ailleurs, la multipli-
cation par p dans Hy se factorise en un isomorphisme H,11/H; >~ H, (qui n’est pas un
isomorphisme entier en général). On possede donc un isomorphisme H, >~ H, et en compo-
sant le dual de cet isomorphisme et 1/, on obtient la trivialisation ¥’ : Z/p"Z — (H})P.
Le morphisme ¢ associe a (E, ) le couple (E’, ¥'). Par normalisation, le morphisme se
prolonge au niveau entier. O

3.3. Application et notation

Ce numéro rassemble la plupart des notations utilisées dans I’article.
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3.3.1. Lespace des poids. — Soit I = [pF, pK'] avec k. k' € Zso U {+oo}oul = [0,1].
On note By = HO(%)?, ﬁ;ﬂo). Explicitons ’anneau By (on pourra utiliser le critére de Serre
pour vérifier que ces anneaux sont intégralement clos) :

1. sik.k’ € Zoo, By = Z[[T])(u. v)/ (TP v — p.uv — TP =7,
2. sik € Zsg, k' = +00, By = Z,[[T](u)/(p —uT?"),

3. sik.k' = +o00, By = F,[[T]],

4. siI =10,1], By = Z,[[T){v)/(T — vp).

Soit 209 = Spf By avec By muni de la topologie (p, T') adique. La fibre analytique de 209
est 622)(}. On note 20; = Spf B;[Z/qZ*]. Sa fibre analytique vaut ;.

3.3.2. Les courbes modulaires. — On rappelle que X est la courbe modulaire formelle
sur Spf Z,. Pour tout intervalle rationnel I C [0,00], on note X7 = X Xsprz, GZ/)?
et My =X Xsprz, Wr. On note ¢Moq,; (resp. Xowa,r ) I'ouvert ordinaire de oM
(resp. Xr) défini par [Ha| = 1.

Pour tout r € N, soit oM, ; (resp. Xr,r) Pouvert de M (resp. ¢Xy) donné par la
condition :

~ pr+1
[Ha™ | = sup{|p|.|T[}

ou Ha désigne un relévement local de 'invariant de Hasse.

REMARQUE 3.1. — On peut penser a I'ouvert ¢}, ; comme a une famille de voisinages
stricts du lieu ordinaire paramétrée par I'espace %/. Sur I'ouvert ¢M, (o oo d& Mg oof> &
mesure qu’on s’approche du bord de I’espace des poids, les voisinages vus pour la topologie
p-adique se rétrécissent. Par contre, si on regarde les voisinages pour la topologie T -adique
au voisinage du bord de I’espace des poids, ils ont un rayon constant!

Pour tout intervalle / comme dans le paragraphe précédent, on note X; = X Xspf 7, QU(I’
et M; = X xsprz, Wr. On applique la construction du paragraphe 3.1 avec 49 = By
et = T danslescas ou I = [p¥, p¥laveck > 0,etavece = psi I = [0,1]. On note
X,.1 1= 2, pour ces choix. C’est donc un ouvert d’un éclaté de X;. On remarque que Xy s
est 'espace adique fibre analytique de X, ;. On note 9, ;1 = X, s X 0 20;, et on observe
que oM, 1 est sa fibre analytique.

PROPOSITION 3.7. — Pour tout n < r + k, on posséde un sous-groupe canonique H,
d’ordre n sur X, 1 et M, 1. L'isogénie E — E/H1 nous fournit des morphismes finis et plats
de Frobenius relatif :

¢ : xr+l,1 - xr,l et ¢: gInr+1,1 - mr,L

Démonstration. — Cela résulte des propositions 3.2 et 3.3. O
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3.3.3. Latourd’lgusa. — On vérifie grace au théoréme principal de [30] que X,  est excellent.
Vérifions qu’il est normal.

LEMME 3.4. — Le schéma formel X, est normal.

Démonstration. — Traitons simplement le cas ou I = [p¥, p¥']. Les autres cas sont
similaires. Soit Spf 4 un ouvert de la courbe modulaire sur Spf Z,. Supposons que wg est
trivial sur A et soit Ha € A un relévement de I'invariant de Hasse vu comme un scalaire. Soit

pr+l

B = A[[T]){u, v, w)/(T”kv — p,uv — Tpk/_pk,H~a w—T).

Alors Spf B est I'image inverse de Spf A dans X, ;. Pour vérifier qu’il est normal, appliquons
le critére de Serre. On voit facilement que B est une intersection complete dans A[[T]]{u, v, w)
donc il est Cohen-Macaulay. Vérifions que B est régulier en codimension 1. Soit x € Spec B
de codimension 1. Si T ¢ x alors x € Spec B[1/T] et B[1/T] est formellement lisse (car
c’est ’anneau des fonctions sur la fibre rigide de Spf B qui est lisse). Si 7 € x alors x est
un point générique de B/TB = (A/plu, v, w])/(uv,H~apr+1 w). Si Ha ¢ x, alors B/ TBy
est réduit et donc un corps. Ainsi B, est régulier de dimension 1 et son parameétre est 7.
Si Ha € x alors B/HaB = A/(p,Ha)[u,v,w]/(uv) est réduit car Ha a des zéros simples
dans A/ p. Ainsi B, est régulier de dimension 1 et son parameétre est Ha. O

On dispose sur X, ; d’un sous-groupe canonique d’échelonn < k+rdesque ! C | k. ool
On peut alors définir la tour d’Igusa partielle formelle de niveau n grace au numéro 3.2,
36,1 — X, 1. Onnote jgiw’, I’espace adique fibre analytique de J&, , ;. C’est la tour
d’Igusa partielle analytique de niveau n.

4. Formes modulaires surconvergentes en caractéristique p

Dans cette partie, nous construisons des espaces de formes surconvergentes en caractéris-
tique p.

4.1. Courbe modulaire en caractéristique p

Soit X — Spec I, la courbe modulaire compactifiée de niveau N premier & p, soit Ha
I'invariant de Hasse et Hdg I'idéal de Hodge. Soit X4 'ouvert ordinaire. On rappelle
que QB?OO} = Spf Fp[[T]]. Onnotek : Z; — F,[[T]]* le caractére qui est trivial sur Z/qZ* et
qui envoie exp(gq) sur 1 4+ T'. Pour tout caractére y : Z/qZ2> — Oép, on note y sa réduction
modulo mg,, et ky le caractére k ® .

Soit X(o0} = X Xspec F, WY, et Xord, (oo} = Xord Xspec F, 297, On a construit (voir les
numéros 3.1 et 3.3) un schéma formel X, (o0} — X(o0) pour tout entier r > 0. Soit Xyeo}s
Xr {oo} les espaces adiques sur GZU?OO} = Spa(F, ((T")), F,[[T]]), fibres génériques de Xoc}
et Xr foo}- Ainsi, Xy ooy est 'ouvert de X0y d’équation Ha?" "' | > |T].

Comme on est en caractéristique p, on dispose sur tous ces espaces, pour tout n > 0, d’un

sous-groupe canonique H, d’ordre n. C’est le noyau de 'isogénie de Frobenius itérée n fois :
F":E — E®Y,
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La régle qui associe a E son quotient £/H; nous fournit des morphismes Frobenius
relatif X0} = X{oo}> Xord,foo} = Xord{oo} €t pour tout r > 0, X, 41 (o0 = X, (o0} LeS
morphismes de Frobenius relatif sont tous notés ¢ afin de simplifier les notations.

4.2. ’équivalence de Katz

Soit 1 _G,,,ord — Xora I’espace de modules des trivialisations de HnD . C’est un revétement
étale de X,opq de groupe (Z/ p"7Z)*. Soit I _Goo,ord =lim, [ _G,,sord le schéma obtenu en passant
a la limite projective. Soit X un point géométrique de Xorg €t p : IT;(Xora. X) — Z, la
représentation de monodromie sur / Goo,ord|)_c. Pour tout caractére iy : Z, — Fp[[T]]*, on
posséde, d’apres [21], un ¢-module étale ro“x associé a i, o p dont voici la construction.

Pour tout n € Zxo U {00}, 50it I&,, o4 {00} le produit fibré : ]_G,,,ord XSpec Fpy QII?OO}. On
pose 0¥ := O3e__ . 1o, [k ']. Cest un faisceau inversible de Ok, ,..,-modules. De plus,
le Frobenius relatif de I3& o ord, {00} induit un isomorphisme ¢* 1w x ~ r*x,

4.3. Tour d’Igusa surconvergente

Soit 3B, (00t = Xr (oo} la tour d’Igusa partielle. On a des morphismes de transition
finis : I&, 1 (o0} = IBn—1,r{c0}- SOIt TG , 100y 1a limite projective de ces morphismes dans
la catégorie des schémas formels 7-adiques. Nous allons donner une description simple et
une interprétation modulaire de ces tours d’Igusa.

Soit /G, la normalisation de X dans / _Gn,ord. La proposition suivante donne une inter-
prétation modulaire de 1G,.

PROPOSITION 4.1. — Soit R une F,-algébre normale. Soit x € X (R) correspondant a un
schéma semi-abélien E/R d’invariant de Hasse non nul. Alors 1G,|.(R) est I'ensemble des
morphismes de schémas en groupes 7./ p"7 — HP qui sont des isomorphismes au-dessus
de Spec R[1/Hal].

Démonstration. — C’est évident. O
Soit alors 3, » le produit fibré : 1G, X g X;.(c0}-
LEMME 4.1. — On posséde un isomorphisme canonique 36, , ~ 3G, , 1ooy.

Démonstration. — Les schémas formels 3, , et J&, , ooy sont finis sur X, o0} et ils
ont clairement la méme fibre générique J¢, , (- 11 suffit donc de voir que 38, , est
normale. Si Spec A est un ouvert affine de X, Spec A, 'ouvert affine de /G, au-dessus,
alors le tube de Spec 4 dans 3_6,,,, est Spf A,,[[T]](T/Ha”ﬂr] ). anneau A4, est régulier et
le morphisme A, — A,,[[T]](T/Ha”rH) est régulier, donc 4, [[T]](T/Haer) est régulier
et donc normal. O

On déduit alors la proposition suivante :

PROPOSITION 4.2. — 1. Pour toute F,[[T]]-algébre R normale, plate, T-adiquement
complete, I8, , (o3 (R) est 'ensemble des classes d’isomorphisme de triplets (x, 1, ¥y)
o x € X(R) correspond & un schéma semi-abélien E/R, n € wg(p_l)er vérifie

Ha?" ™ n="TetVY, : Z/p"Z — HnD est un morphisme qui est un isomorphisme

au-dessus de Spec R[1/Ha].
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2. Pour tout Fp[[T]]-algébre R normale, plate, T-adiquement compléte, I® r (00} (R) est
lensemble des classes d’isomorphismes de triplets (x,n, V) ou (x,n) sont comme au-
dessus ety : Qp /7, ~ colim H.P est un morphisme qui est un ismomorphisme au-dessus
de Spec R[1/Ha].

4.4. Surconvergence de I’équivalence de Katz

Dans ce numéro, nous allons montrer que la construction de Katz garde un sens dans un
voisinage du lieu ordinaire et qu’elle fournit les bons objets.

4.4.1. Le faisceau 1. — Le but de ce paragraphe est de montrer que le faisceau ro*x
peut se réaliser sur X, (o) au lieu de X,p4 {00}, Commengons par un lemme sur la rami-
fication du morphisme #h,4; : IG,+1 — [G, (avec la convention /Gy = X). Notons
TriG : (hnt1)+Cg, ., = Org, la trace de ce morphisme. La source et le but du mor-
phisme Trig dépendent de n, mais on ’omet de la notation pour simplifier.

LEMME 4.2. — Ona Trlg((hl)*ﬁI-G]) = 0y et pour tout n>1, on a Hdg?'C TrIG((hn+1)*ﬁI'Gn+]).

Démonstration. — C’est analogue (en plus simple) a la démonstration de la proposi-
tion 3.5. O

COROLLAIRE 4.1. — Soit Spec A un ouvert de X sur lequel le faisceau Hdg est trivial.
Identifions l'invariant de Hasse Ha avec un générateur de ce faisceau. Alors il existe une suite

d’élements co = 1, ¢, € Ha™ = Oyrg, (Spec A) pour n > 1 tels que Trig(cn) = cn—1.

Définissons alors 1o (oo} comme le sous-faisceau de Oy, ., des fonctions ik~ !-variantes
pour l'action de Zj.

THEOREME 4.1. — Le faisceau 10() est un faisceau inversible sur X, o0y pour r > 2
(resp.r >3sip=2).

Démonstration. — On peut travailler localement pour la topologie de Zariski sur X, (o0
Soit donc Spec 4 un ouvert de X, supposons wg libre sur Spec A et identifions I'inva-
riant de Hasse Ha avec un scalaire. Soit Spec A4, 'image inverse de Spec A dans 1G,,
Spf A, [[T]](T/Ha”rH) I'ouvert correspondant dans J3&,, , (0} et Spf Aoo[[T]](T/Ha”r+l)
I'ouvert correspondant dans IS, (o0} On a noté A, = colim, A4,.

Comme (4,)@/P"D” = A, (As)? = A et donc (Awo[[T])(T/Ha?* )@ = A[[T])(T/Ha?" ™).
Pour démontrer le théoreme, il suffit donc de trouver un élément inversible
x € Awol[TIT/Ha?" ") tel que o(x) = &' (6).x pour tout o € ZJ.

r+1

\ . . . 1z _pt=p
D’aprés le corollaire 4.1, il existe des éléments cp = 1, ¢; = ¢, € Ha »=1 4,

vérifiant Try,, /4, (cn) = cpn—1.

e
p-1

p"—p

Définissons alors bg = 1 et by = 3 c(z/mzy= k(G)o(cn) € Ha™ »=1 A,[[T]] pour
toutn > 1,0ud € Zj; est un relevement de 0 € (Z/p"Z)*. Soit 6’ un autre choix de
relévement de o donnant un autre élément b),. Grace au lemme 2.3, on voit facilement que :

by, = b, mod 77" '"Ha~ %=1 sin>1letp >3,
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pn7

b, = b, mod TP" ?Ha= %=1  sin>2et p =2,
by = b, mod T sin=1letp>3.

On vérifie également que :

n—2 yu

by —by—1 € TP "Ha™ p—_lpAn[[T]] sin>2etp>3oun=2ectp =2,

i

1 A,[[T]] sin>3etp=2,

by —by_y € T?" "Ha™
by — 1 € TA[[T]].

Indiquons la démonstration dans le cas n > 2 et p # 2, les autres cas sont analogues. On a

b, = Z k(0)o.cy

o€(Z/p"Z)*
= ) /2(%).%( 3 E(&)o.cn)
te(Z/p—17)* o€l+p"=17/p"7
- ¥ E(%).%(cn_l—i— 3 (E(&)—l)a.cn).
te(z/p"—17)> o€l+ph—17/p"z
Et donc
bo—bpr= Y KDt —baat Y /2(%).%( 3 (k(&)—l)o.c,,).
te(z/p"—17)* t€(z/p"—17)* oel+ph=17/p"7

n—2

Sioc el + p"1Z/p"Z, alorsk(6) — 1 € TP "F,[[T]] et donc,

> i X (E(&)—l)o,cn)eT”n_zHa_p;l—_lpAn[[T]].

te(z/pn—1z)> o€l+pn—1z/pnz

n—1_,

D’autre part, ZIE(Z/p"*IZ)X k(T)t.cn—1 —by—1 € 77" >Ha™ "7 Aq[[T]].

Par récurrence, on vérifie ensuite que b, € Aoo|[[T/ Ha”z]] (resp. Aoo[[T/Ha? 3]] sip=2)
et que la suite b, converge vers un élément by, pour la topologie (7/ Ha”z)—adique (resp.
(T/Ha”3)-adique si p=2). On a une inclusion continue Aoo[[T/Hapz]] C Ao[[T]] (T/Ha”3)
car

n—2 n—3
re =Tpn’3(p—l)< r )p .
Ha?" Ha?’
Il en résulte que booero[[T]](T/Hap3) (resp. booero[[T]](T/Hap4) si p=2).
Par construction, 0.he =k 1(0).beo. Enfin, by —1 eH—Tp3Aoo[[T]](T/Ha1’3) (resp.
a

boo— 1€ L“Aoo[[T]](T/Ha"‘l) si p = 2. Comme —— (resp. — si p = 2) est topolo-
. Ha” ; . .. Ha? Ha?

giquement nilpotent, il en résulte que b, est inversible. O

4.4.2. Le faisceau des formes de poids i . — Soit y : Z/qZ* — Oép un caractére et

Ky 1 Z, — Fp[[T]]* le caractére qui envoie exp(g) sur 1 + T et qui vaut la réduction

modulo mg,, de y de y sur 7./q7*. Supposons p # 2 pour un instant. Soit i1 : IG; — X.

Soit &% := (1)« OI-GI [~ le faisceau cohérent ainsi défini sur X.

LEMME 4.3. — Le faisceau &* est inversible.
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Démonstration. — Le faisceau @* est cohérent et sans torsion donc projectif. On calcule
son rang sur le lieu ordinaire, et il vaut évidemment 1. O

Si p = 2, alors le caractére résiduel j est trivial et @* est, par définition, le faisceau trivial.
On note to* I'image inverse de @ sur X, {00y pour tout . On pose alors t,* = 1} @M.

4.4.3. Fonctorialité a la restriction. — Soitr’ > r > 2 (respr > 3si p = 2). Ona un
diagramme commutatif :

quoo,r’,{oo} E— j®oo,r,{oo}

| |

%r’,{oo} % %r,{oo}

qui induit des immersions ouvertes sur la fibre générique. Le morphisme &, (00} —
IBco.r.(c0}y €St €quivariant sous I'action du groupe Z;. Par conséquent, on dispose d’un

morphisme canonique i *ro,* — m':f‘ .
PROPOSITION 4.3. — Le morphisme précédent est un isomorphisme.

, . . . - i Y .
Démonstration. — Tensorisons le morphisme i *ro,* — tv,* par (i*ro;*)~!. Le faisceau
(i*royX )~ ®m':?‘ s’identifie au sous-faisceau de 036,/ ., des sections invariantes sous Z;,
lequel est égala O, , .. O

, c . b4
Dorénavant, on note tw*x au lieu de t,”.

4.4.4. Fonctorialité pour le Frobenius. — Soit E le schéma semi-abélien universel sur X.
On dispose aussi d’'un morphisme de Frobenius F : E — E/H, = E®.Ce mor-
phisme induit des injections F? : H,(E')® — H,4i(E)? puis un morphisme injectif
FP : colim, H,(E')? — colim, H,(E)? qui est un isomorphisme sur le lieu ordinaire.
On en déduit une application : ¢ : X,41 (0} — Xr (o0} que 'on peut étendre en une
application ¢ : 3G 41,00} = IBoo.r,{00}» dOnnée par la régle suivante : A tout morphisme
Y Qp/Z, — colim, H,(E)P, on associe le morphisme v’ défini sur le lieu ordinaire
par (FP)™Y oy : Q,/Z, — colim, H,(E")P et qui se prolonge partout par normalité.
Sii @ Xr41 400 = Xrfoo) désigne le morphisme de la section précédente, alors on a un
morphisme canonique i *ro*x — ¢**x.

PROPOSITION 4.4. — Le morphisme i *w*x — ¢*1o*x est un isomorphisme.
Démonstration. — Similaire a la démonstration précédente. O
4.4.5. Définitions. — On peut maintenant définir les espaces de formes surconvergentes.

DEFINITION 4.1. — Une forme r-surconvergente entiére de poids i, est une section globale
du faisceau inversible wo*x .

On note w*r le faisceau inversible sur &y o0} fibre générique de r*x. Une forme surcon-
vergente de poids i, est une section de @ * sur Ford (oo} qUI SUTCONVETZE SUT UN VOisi-
nage Xr{c0}. On note M, ETX le F, ((T'))-espace des formes surconvergentes de poids i,,. C’est
une limite inductive compact d’espaces de Banach.
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4.4.6. Description modulaire. — Une forme r-surconvergente entiére f de poids i, est une
loi fonctorielle qui a

1. une F,[[T]]-algébre T-adiquement compléte, normale, plate R,

2. x € X(R) correspondant a un schéma semi-abélien E/R et une structure de niveau N,
—(p— r+1 Co, . r

3. n€ wE(p D2 qui vérifie Ha? i n="T,

4. une trivialisation ¥ : Q,/Z, ~ colim, H,,D|R[1/Ha],

associe un élément de f(x,n,¥) € R tel que f(x,n,0.¢) = E;l(a)f(x,n, Y¥) pour
touto € Z.

4.471. Opérateur U,. — On verra dans la proposition 6.2 qu’on peut définir un morphisme
P Ty 9O,y ooy = Oy ooy - On définit alors I'opérateur U, par la régle :

0 i 0 xR 0 o ey P T g I3
Up : B (Hr, %) = H(Hpy1,i"0*) 2 HY (X 11, 9" 0" ") " — H(Hr, 0*%).

Cet opérateur est compact et il posséde donc une série caractéristique.

4.4.8. Action du reste de 'algébre de Hecke. — L’action de ’algébre de Hecke hors p peut
étre définie sans probléme, de fagon géométrique, comme dans le cas des espaces de formes
modulaires classiques.

5. Intégralité de la famille universelle de faisceaux sur ’espace g, oo[

L’objectif de cette section est de construire une famille de faisceaux modulaires sur I’es-
pace adique “Wio o[, ainsi que des modeles entiers. La famille de faisceaux sur Wjg oof a été
construite dans [3] et [25]. La nouveauté ici est que nous construisons des modeles entiers
inversibles canoniques pour ces faisceaux .

5.1. Résultats principaux

On renvoie au numéro 3.3 pour la définition des objets considérés. Dans cette partie,
I = [0.1] ou [p*, p¥'] pour k. k' € Z=o. Si I = [0,1], on pose k = k' = 0 pour avoir
des notations uniformes.

5.1.1. En géométrie formelle. — Le résultat principal de cette partie est le suivant. Sa
démonstration fait 'objet des numéros 5.2, 5.3 et 5.4.

THEOREME 5.1. — Supposonsr > letr +k >k’ +2 (resp.r > 2etr +k > k' +4
si p = 2). Alors on posséde un faisceau inversible voy sur %, 1. Ce faisceau jouit des propriétés
suivantes :

1. Soit Xy 1 lespace adique sur Qy, fibre générique de X,.1. Le faisceau fibre générique de toy
est le faisceau des familles de formes surconvergentes sur iy, construit dans [3] et [25].
2. On a un opérateur de Frobenius :
i* oy ~ (}') * oy

oui : X,41,1 = X1 estlemorphisme d’inclusion et ¢ : X, 11,1 — X1 est le Frobenius.
3. La construction est fonctorielle en Uintervalle I : si 1" C I, et siip g : X, — X, est
le morphisme naturel alors i}, ;vo; = top.
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5.1.2. En géométrie analytique. — Le théoréme suivant est essentiellement la traduction
analytique du théoréme 5.1. On renvoie toujours au numéro 3.3 pour les définitions des objets
intervenant ci-dessous.

THEOREME 5.2. — Pour tout v > 3 (resp. v > 5si p = 2), on posséde un faisceau
. . K » . . ) . K,+ +
inversible Do cof SUI lespace 0]1%,,[9,00[, ainsi qu’'un sous-faisceau Dlg oo de O wr‘[oloo[-modules.
Les propriétés suivantes sont vérifiées :

K,+

1. La restriction du sous-faisceau D0 00

[ @ la composante libre GZU?O’OO[ est un faisceau
inversible de © gc -module.
’r,[0,00[
2. Pour tout caractere localement algébrique x -k : Z, — Cj avec y un caractére fini
. o . rig K
et k € Z identifié a un point k de W', D[ cof |4k}
formes modulaires de poids k et nebentypus y.
3. Le morphisme de Frobenius ¢ : M, 1 — M, et linclusioni : M, 1 — M,

induisent des isomorphismes ¢*wi, 1 = 1"y - Si on se restreint a Wio,00p ON @

= w¥X(y) est le faisceau usuel des

méme des isomorphismes au niveau entier ¢*a)[o o X i

REMARQUE 5.1. — Pour tout caractére localement algébrique y - k : Z; — Cj, on
observe que le faisceau classique w* () est bien défini sur th{-k' Soit p" le conducteur
de y. On vérifie qu’on posseéde sur QMTU‘k un sous-groupe canonique d’échelon n. En effet,
plus le conducteur de y est grand, plus le point y -k est proche du bord dans 9/, et donc plus
le voisinage strict o]Vlr|th vu pour la topologie p-adique est petit. Ainsi, @/‘Mr|xk s’identifie
a un ouvert de la courbe modulaire analytique de niveau I'y(p") en p, ou le faisceau w* (y)
est bien défini.

Démonstration. — Expliquons pour commencer comment se ramener a travailler
sur la composante libre GZU([)O’OO[. On posséde un revétement (tour d’Igusa partielle)
f 1 JG, — dr qui paramétre les trivialisations du sous-groupe canonique dual HP
(pour p = 2,on prend f : JG,, — Ny, qui paramétre les trivialisations de HP). Cest
un torseur ¢tale sous le groupe (Z/qZ)*. Pour chaque caractere y : (Z/qZ)* — Z,, on
peut considérer le faisceau (w*, w* %) = (fulge, [x7']. fx 6”}41 [x~']) ou [x~!] désigne
le sous-faisceau des sections qui se transforment selon le caractére y~'. Comme f est un
torseur €tale, f+ 0 g¢, [ 1] est un faisceau inversible.

Supposons qu’on a construit un faisceau (wf‘o, oo’ a)ﬁ)’;o[) ayant les propriétés attendues
sur 521)?0’00[. En tensorisant (wﬁ) oo’ a)ECO’J;O[) par les faisceaux (w*, w**) ou y parcourt les
caracteres du groupe (Z/q7)*, on étend la construction sur Qe = LI X GZU([)o,oo[- X

L’espace 021)([)0’00[ est recouvert par les ouverts 622)([)0’1] et %?pk’pkﬂl pourk > 0. Ilest donc
suffisant de construire les faisceaux sur chacun de ces ouverts et de vérifier qu’ils se recollent.

Soit 7 un des intervalles [0, 1] ou [p¥, p¥*!]. Considérons le schéma formel 209 = Spf B;
et le schéma formel X, ; — Qﬂ‘,’ qui a pour fibre générique Xy, ;. Commer +k >k + 142
(resp. > k + 1 + 45si p = 2), on posséde (thm. 5.1) un faisceau inversible vy sur X, ; — QU‘I’.
Celui-ci induit des faisceaux (wf, wf ’+) sur la fibre analytique ¢Xy ;. Les différentes foncto-
rialités nous permettent de recoller ces faisceaux. O
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5.1.3. Prolongement a Ulinfini. — Grace au théoréme 5.2, on dispose au-dessus

de lr,f0,000 d'un couple (wyp oo[,a)fo’to[) de faisceaux cohérents inversibles de Oy, , .

et ﬁgcr o [-modules. Notre but ultime est de prolonger ces faisceaux a l'infini. Soit
.1U.,00 «

en un faisceau “’ﬁ o0] SUT Xr,[1,00]- Le théoréme 1.6 de [23] affirme qu’une fonction bo[rlﬁogf[:
sur un ouvert dense de Zariski d’un espace rigide normal se prolonge a tout ’espace. Nous
ignorons si ce résultat est valable dans le cadre adique analytique. Dans tous les cas, il est
raisonnable de poser wﬁ;] = j*wﬁ’;o[ et 0f| o est le faisceau associé a wf‘l’:;o] [1/T]. Pour
tout ouvert rationnel V', une section de wf‘l o0] SUT V est donc une section bornée de a)f‘l, ool
sur Xr[1,00f N V. Clest pour cette raison que nous avons cherché une structure enticre
canonique sur les faisceaux de formes surconvergentes. L’exemple suivant montre cepen-
dant que ce genre de prolongement est en général pathologique. On vérifiera néanmoins

(essentiellement) dans la section 6 que j*a)ﬁ’io[ est bien localement libre dans notre cas.

J @ Xor1,00 = Xr[1,00] 'immersion ouverte. On voudrait donc prolonger le faisceau w

EXEMPLE 1. — On pose & = "Zz)?l,oo] et U = 622)?1’00[. Soit j : U — &. On va prendre
F = Oq, le faisceau trivial. Sur chaque intervalle [p*, p**1] on pose .# i =

0
Vipk pk+11
pk+1 + . . , . k
7 Ogp . Le faisceau est bien défini, car sur la couronne |77 | = |p|,ona:
T 1-»p [pk . pk+1)
k+1 k
p _|.»P
1—pk+1 | 1—pk
T 1=, T 1=r

Soit Z = (j,.ZT)[1/T]. Nous prétendons que le faisceau .Z est le prolongement par 0
du faisceau Oq,. Soit r > 0O et soit f € j*ﬂ+(62£)([)pr,oo]) une section. Nous allons voir
que f = 0. Clairement, f € 07, . On étend les scalaires de Z, a une extension finie Ox

[p".00]

pour disposer d’un élément w de valuation 1/p”. On peut écrire :

o0 (&) w
— k l
f= ;aﬂ + Eb'(7) :

Sur chaque couronne |T?"| = |p|, on a par définition | f| < p~"*!. On obtient alors que :

_ Kk
|ak| f ) n+1+pn i
by < p "I

En faisant tendre n vers 400, on obtient alors f = 0.

5.2. Construction d’un torseur

Dans cette section, nous construisons un torseur de formes différentielles. Soit E
le schéma semi-abélien universel sur X, ;. On possede un sous-groupe canonique Hp
d’échelon n pour tout n < r + k. Soit I&, , 1 la tour d’Igusa partielle formelle de niveau n
et gn : J8,,1 — X, 1 son morphisme structural. Soit wg le faisceau conormal de E. Le

, _ph-1 ) )
noyau du morphisme wg — wg, est p"Hdg™ »=T wg. Sur l'ouvert ou E est un schéma
abélien, cela résulte du corollaire A.2. Si E est un schéma semi-abélien, ou plus générale-
ment si E est dans I'ouvert ordinaire I’énoncé résulte de I'égalité wy, = wg[pn). Ainsi, la
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pr—1
o . . . n et
projection wg — wg,, se factorise en un isomorphisme wg/p"Hdg™ 7=T ~ wp,. On a alors
un diagramme de faisceaux abéliens fppf sur X, :

WE

p HT ~ n _pi=1
HP —— wg, — wp/p"Hdg™ 71

ou HT est I'application de Hodge-Tate.
Au-dessus de 78, s, appelons P € HP I'image de 1 par le morphisme universel

Z/p"Z — HP.L’image par HT du point universel P engendre un sous-module Hdgﬁ OH,
de wy, d’apres la proposition A.3.
On note f, : §u,,; — TG, 1 le torseur sous le groupe 1 + andg_%Ga défini
n_p
par §u.r.1(R) = {w € wg, w = HT(P) dans wg/p"Hdg™ 771 }.
On a une action de Z; sur §n,r,1, donnée par A(w, P) = (Aw, AP). Cette action reléve
laction de (Z/p"Z)* sur 3&, ;1.

LEMME 5.1. — LesactionsdeZ, et (1 +p”Hdg_% Gq) sur §p »x proviennent d une action

du groupe Z,; (1 + p”Hdg_% Gq).

Démonstration. — En effet, nous avons Z; N (1 + p"Hdg_ﬁGa) = 1 + p"Z, car
p”Hdg_% Ga NZp = p"Zp. Mais les actions de 1 + p"Z, vu comme sous-groupe de Z,

oude 1+ p"Hdg_ﬁGa coincident. O

5.3. Le faisceau des familles de formes surconvergentes

En utilisant le torseur §,,,, 7 nous allons définir le faisceau des familles de formes surcon-
vergentes.

5.3.1. Construction. — On déduit de la proposition 2.1, des accouplements :

WY x Z3(1+ p*1Go) > G sip #£2
et

WY x ZX(1+ pK3Gy) > Gy sip=2.
Nous supposons a présent que n > k’ + 2 (resp. n > k’ + 4 si p = 2). On dispose alors
d’un caractere « : Z;,‘(l + p“Hdg_ﬂ%nl Ga) = G, de schémas en groupes définis sur I&,, ;. .
11 provient de I'accouplement universel car p“Hdg_prnl Gq C pXF*1G, (resp. ¢ p*¥' 3G,
sip =2).

P . 1
Definissons tv,, , ;

= (fa)+0O%,, k7', le sous-faisceau de (fn)«0O%, ,, des sections
qui se transforment selon le caractére k! sous-l’action de 1 + p"Hdg_%Ga. C’est un

faisceau inversible sur 3&, , ;. Soittw, , 1 C (gn)*m,i,,, ; le sous-faisceau de (gn 0 /)« 0%, .,

constitué des sections k~!-variantes sous l’action du groupe Zy(1 + p“Hdg_ﬁ Gg). On
rappelle que g, : 38, , 1 — X, 1 est le morphisme structural.
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5.3.2. Liberté. — Dans ce numéro, nous démontrons I'inversibilité du faisceau tv,, , r.

LEMME 5.2. — Soit (ﬁx”)oo l'idéal des éléments topologiquement nilpotents dans O, , .
Supposons que r > 1 (resp. r > 2si p = 2). Alors k(Z,) — 1 C (ﬁ’x”)oo et pour
tout2 <l <r +k,

1_
k(1 + p'~'Z,) — 1 c Hdg 7= (0%, ).

Démonstration. — Commengons par remarquer que k ((Z/qZ)*) = 1 car on s’est restreint
a la composante libre de I'espace des poids. Par conséquent, «(Z,) = k(1 + qZp). 1l
suffit donc de traiter les cas [ >2 si p #2 et [ > 3si p =2. Traitons d’abord le cas
p # 2. Pour! > 2, on a, d’apres le lemme 2.3, «(1 + p’—lz,,) —-1C (Tpl_z, p)A. Comme
pE Hdgl”rJrkJrl Ox,,,pourl < r +k, pHdg_”l est dans I'idéal des éléments topologi-

quement nilpotent. Par ailleurs, commer > 1, T € Hdg”2 O%,., donc TP € Hdg"lﬁxr‘ ;-

1_
Comme I;,IT_f; < pl, il en résulte que TP “Hdg™ 7=t est dans l'idéal des éléments topo-
logiquement nilpotent. Pour p =2 et [ >3, on a «(1 + pl_lZp) —-1cC (TP[%,p)A. Le

raisonnement est identique et utilise seulement r > 2 aulieude r > 1. O

LeEMME 5.3. — L'inclusion O3, ,, — (fu)x0%,, , induit par passage au quotient un
isomorphisme :

ﬁj@n.r.] /q e m}l,r,l/q‘

Démonstration. — Sur tout ouvert affine de 3&, ,;, on a une section du morphisme
Sn.r1 — IB, .1, donnée par le choix d’une forme différentielle HT(P) qui releve HT(P).

Remarquons que deux sections différent par un élément du groupe 1 + andg_ﬁ Gg. On
dispose, pour chaque ouvert affine U et pour chaque section HT(P), d’un isomorphisme
m,ll . 1lu = O3, , ;lu,donné par I’évaluation en la section. Réduisant modulo g et utilisant

le fait que «(1 + p“Hdg_%Ga) C 1 + ¢qG, d’aprés la proposition 2.1, on remarque
que 'ambiguité dans le choix de la section disparait. On obtient donc un isomorphisme
canonique m}l,r’ 1/4 = Oses, ., /q quiest 'inverse de I'isomorphisme cherché. O

Soit Spf A4 un ouvert affine de X, ;. On suppose que Hdg est principal sur Spf 4, engendré
par un élément Ha. D’aprés le corollaire 3.1, pour tout 0 < n < r + k, il existe des éléments

P —p

co=1,co€Ha 77 Oye,,,(SpfA) sin>1
tels que Trye (cn) = ¢u—1 sin > 1. Définissons un morphisme pour r +k > n > k’ + 2 (resp.
n>k'+4sip=2):
. _pi=p
ec, - (gn)+to) . (SPf A) > Ha 77" tv, .7 (Spf A)
s = Z k(0)o(cys).

o€(Z/ prZ)*

LEMME 5.4. — Supposonsr > 1 (resp.r > 2sip = 2). Soits € (gn)*m}l’r,l (Spf A) un
éléement qui vérifie s = 1 mod p au sens du lemme 5.3. Alors e, (s) € 10, 1 (Spf A). De plus,
10, 1 (Spf A) est le A-module libre engendré par e, (s).

4¢ SERIE - TOME 51 —2018 = N° 3



LE HALO SPECTRAL 627

Démonstration. — Ona s = 1+ ph pour une section i € §, 1 (Spf A). Il en résulte que
e, = Y. k@F)+p Y. k(@5 (Cah).
o€(Z/ pr2)* o€(Z/ pr2)*

- prtk+1
Dans cette formule, & est un relévement arbitraire de o dans Z;. Comme Ha | p
ot =P < pr+kH1 il en résulte que p Y g ez pmzyx K(6)5(cah) € A%, 1 (S A) ot A%
est I'idéal des éléments topologiquement nilpotent dans A.

Montrons que

> k(B)5(cn) € 1+ A”F, 11 (SpF A).
o€(Z/pZ)*

Nous allons en fait vérifier par récurrence sur 0 </ < k +7 que ), ¢z, pizyx k(6)5(c1) €
1+ A%F; , 1 (Spf A) pour n’importe quel relévement 6 de 0. Pour / = 0,0na ¢y = 1 et c’est
évidemment vrai. Sinon, on écrit (avec la convention 1 + p°Z, = Zy):

Yo k@o(e)=caa+ Y. (k@) - Do)
o€l+pl—1z/p'z o€l+p!—1z/p'z
Comme
> k(@)= Do(er) € A%y 1 (Spf A)
oel+p!—17/plz
d’apres le lemme 5.2. On concliit en appliquant ’hypothéese de récurrence a la formule :
Y k@oer= Y w@r(aat Y @ -Do@).
oe(Z/p'z)* te(z/p!—17)> oel+p/—172/p'7Z

Par conséquent, e.,(s) appartient bien a to, ,7(Spf A) et c’est de plus un généra-
teur de (gn)«w'(Spf A) comme (g4)« 56, , , (Spf A)-module car e.,(s) = 1 mod A%.
Soit ¢ € v, 7 (Spf A). On peut le voir comme un élément de (gn)*m,ll,r,l (Spf A), et on
at=Ae,(s) avec A € (gn)+Ose, ., (Spf A). Mais A est invariant sous (Z/p"Z)*, donc
A € A. Ceci démontre que 1o, , 7 (Spf A) est libre, engendré par e, (s). O

5.4. Fonctorialité

Dans ce numéro, nous montrons que le faisceau est fonctoriel par rapport a I'intervalle 1,
aux entiers n, r, et au morphisme de Frobenius.

5.4.1. Fonctorialité en l'intervalle I. — Soit J C I un sous-intervalle. On a un morphisme
naturel iy : QU(} — QH‘I) et on dispose d’un diagramme commutatif :

Sn,r,.l > Sn,r,l

L

jﬁn,r,] —_— 36n,r,I

|, |

X, g —— %1,
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Le morphisme §y .7 — &n,r,1 €st équivariant sous I'action du groupe Z;(l + p“Hdg_% Gg).
Supposons que n > k' +2 (resp. n > k' +4si p = 2).

Le diagramme ci-dessus induit un morphisme canonique :

1711 —> Wnr,J.

ProPOSITION 5.1. — Supposonsr > 1 (resp. r > 2 si p = 2). Le morphisme canonique
précédent est un isomorphisme.

Démonstration. — Tensorisons le morphisme i ; ;w0 1 — 0, 7 par (i} Im,,,,,l)_l. On
obtient un morphisme Ox, ; — W,,7 Q (i} ;Wn 1), OU W, .7 Q (i} ;0,,.7)"" est un
. . . . . _p"
sous-faisceau du faisceau des fonctions invariantes sous Z;(l + p"Hdg »=1Gy,) sur §n.r7,
qui vaut O, ,. Le composé
. % -1
Oz, ; = Wnpg Qg Wnr1) — Ox,,

est 'isomorphisme canonique, et doncij ;10,7 — 10, ;s st un isomorphisme. O]

5.4.2. Fonctorialité en n. — Supposons r + k > n’ > n. On a un diagramme commutatif

Sn’,r,k —_— Sn ,r.k

L]

:f@n’,r,k — ijn,r,k

|~

Xk
Le groupe Z; (1 + p“Hdg_%Ga) agit sur §n,rr et Zy(1 + p"/Hdg_%Ga) agit
sur §n 1. Le morphisme §,/ 7 — Fn,r1 est équivariant sous le morphisme évident
ZX(1 + p"Hdg 71 Gy) — ZX(1 + p"Hdg 71 Gy).
Supposonsn > k' +2etr > 1(resp.n > k' +4etr > 2si p = 2). Le diagramme
ci-dessus induit un morphisme canonique :

Wyl = Wu 1.

PROPOSITION 5.2. — Le morphisme canonique précédent est un isomorphisme.

—1
n,rd"

out, 7 ® m;’lr, ; est un sous-faisceau du faisceau des

Démonstration. — Tensorisons le morphisme v, ,; — 10, , par to On obtient un

morphisme 0%, , — W, @MW, L,
’
. . . , _p" . ,
fonctions invariantes sous Z; (1 + p" Hdg™ »=TGy) sur §u r.1, qui vaut Ox, ,. Le composé
-1
ﬁxr.] — Wy, ® mn,r,I - ﬁxr.l
est I'isomorphisme canonique, et donc 1w, »,; — 10,/ 7 €st un isomorphisme. O

On écrit donc dorénavant v, , 7 = 10, 1.
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5.4.3. Fonctorialité a la restriction. — Soit r’ > r. On a un diagramme commutatif :

S’n,r’,l — %’n,r,l

-

j®n,r’,l _— j®n,r,l

L,

i
36,/,1 E— er.

Le morphisme §, /.1 — §n,r,1 €st équivariant sous action du groupe Z;(l + p“Hdg_% Gyg).
Supposonsquer’ >r > letn >k’ +2(resp.7’ >r > 2etn >k’ + 4si p = 2). Ondispose
donc d’un morphisme i *to, ; — to,/ 1.

PROPOSITION 5.3. — Le morphisme i*vo, 1 — 1o,/ 1 est un isomorphisme.
Démonstration. — C’est analogue a la démonstration de la proposition 5.2. O

Dorénavant, on écrit donc to, ; = to;.

5.4.4. Fonctorialité pour le morphisme de Frobenius. — L’isogénie canonique F : E —
E/H, := E’ induit un morphisme ¢ : X, ; — X,_; . Cette application se reléve en une
application ¢ : 36, , 1 — J&, ,_1 1 sin < k+r—1 (voir la proposition 3.6). On a donc une
application 36,111 — J&, , 1 obtenue en composant la projection naturelle 3&,, 11 , 1 et
le morphisme F. Indiquons une description directe du morphisme précédent.

Le morphisme F induit une surjection F : H,1(E) — Hy(E’), et donc une injection
FP : HP(E') - HP |(E) des duaux de cartier. Le morphisme 3&,11,.; — I8, ,_1,s
associe & un morphisme v : Z/p"tZ — HP, | (E) le morphisme ¥’ : Z/p"Z — HP(E')
qui fait commuter le diagramme :

z)pr 'z —L HD (E)

7/ p*Z —— HP(E").

On a alors d’un diagramme commutatif :

S:n-l-l,r,l — Sn,r—l,]

| J

IGut1,00 —— TGy 1,1

L,

xr’l _— xr—l,]
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ou le morphisme §y,+1,r,7 — §n,r—1,1 est obtenu a 'aide du diagramme commutatif :

HP(E") — H,2(E)

J{HT lHT
F*

Wg' —— WE.
Pour toute Zp-algebre plate R, on associe @ @ € Fn+1,-,1(R), la forme différentielle pw,
qui est vue dans wg’ et qui appartient bien & §, 1 x (R).
Le morphisme §y41rk — Snr—1.4k €St equlvarlant sous le morphisme de groupes
+

Zy(1+p Ga) — Z,(1 + p"Hdg(E’ )_ﬁG ). Supposons r > 2etn > k' + 2
(resp.r > 3etn >k’ + 4si p = 2). On dispose d’un morphisme ¢*to; — ;.

PROPOSITION 5.4. — Le morphisme ¢*to; — 1oy est un isomorphisme.

Démonstration. — C’est analogue a la démonstration de la proposition 5.2. O

6. Perfectisation

Dans la partie précédente, nous avons expliqué la construction de faisceaux inver-
sibles “’[o oo[- Notre but est désormais de prolonger ces faisceaux a l'infini. La difficulté est
la suivante : sur [0, co[ on a utilis¢ I’analyticité locale du caractére universel. A I'infini, le
caracteére cesse d’étre localement analytique. Ceci est cependant compensé par le fait qu'un
sous-groupe canonique d’ordre infini existe. Nous allons considérer un pro-revétement
d’un voisinage strict de la courbe modulaire sur lequel la tour d’Igusa d’ordre infini existe.
Ceci nous permettra de définir le faisceau des formes surconvergentes perfectisé de fagon
uniforme sur ce pro-revétement. Ensuite nous le descendrons au voisinage strict de la courbe
modulaire en utilisant des traces de Tate.

6.1. Résultats principaux

Le théoréme qui suit est le résultat principal de cette partie. Il rassemble le théoréme 6.4
et la proposition 6.8.

THEOREME 6.1. — Supposonsr > 3sip # 2etr > 5si p = 2, alors on posséde un faisceau
inversible W[, o) sur X, [p.oc]. Ce faisceau jouit des propriétés suivantes :
1. Pour tout intervalle J = [p*, p¥'1 C [p,oo[ et r +k > k' +2 (resp. r +k > k' + 4
si p =2), 'image inverse de vo[p, o] dans X, j est canoniquement isomorphe au fais-
ceau v y du théoréme 5.1.
2. La restriction de v, o] @ X/ (oo} vaut le faisceau 1w oo\ du théoréme 4.1,
3. On a un opérateur de Frobenius :

1" 10[p,00] 2 ¢ W[p,o0]

ol : Xrq1[poc] = Xr[p,oo] st le morphisme d’inclusion et ¢ : X, 11 [p,oo] = Xr.[p,00]
est le Frobenius.

Il entraine immédiatement le résultat suivant qui est le résultat principal de ce travail :
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THEOREME 6.2. — Pour tout r > 3 (resp. r > 5si p = 2), on posséde un faisceau
inversible a)f‘o’w] sur l'espace oM, [0 00], AINSI qu un sous-faisceau 04;0] de 07, M (0,00 -modules.
Les propriétés suivantes sont vérifiées .

1. La restriction du sous-faisceau wfdjgo] a la composante libre "ZU?O,OO] est un faisceau

inversible de ﬁgc -module.
7.[0.00]

2. Pour tout caractere localement algébrique x.k : Z; — CJ avec x un caractere fini
et k € 7 identifié a un point de W, “)[0 oolliy iy =
modulaires de poids k et nebentypus y.

3. Pour tout caractere ky : 7, — TF,[[T]]* identifié a un point du bord de W,

= " ou w** est le faisceau des formes surconvergentes en caractéristique p,

k( x) est le faisceau usuel des formes

K
“lo,00] Iz, 3
de poids iy, (voir le numéro 4.4.5).

4. Lemorphisme de Frobenius ¢ : M, 41 o, Oo]—> M, [Ooo jet Uinclusioni : oMy 1 [0,00) =

M. [0,00] induisent des isomorphismes ¢* wr [0.00] = 170 o] Ston serestreint a GZ/)([)O o]’
on a méme des isomorphismes au niveau entier ¢* wfoio] >~ a)ﬁ);].

Démonstration. — Sur M, [,.00) on posséde le faisceau tv; ® v/ ol v est donné par
le théoréme 6.1 et w/ est construit au numéro 6.8. Sa fibre générique est par définition

(wf ). Ce faisceau se recolle avec le faisceau (wf ) du théoréme 5.2. [

[p.oo]* ¥ p 0<>] [0,00[ [0 oo[

Ce théoréme permet de construire la courbe de Hecke adique. On renvoie a I'appendice B
pour les définitions précises de variété spectrale et variété de Hecke. Soit f; : oM, [g,00) = W
le morphisme structural et @, = (fr)«wpy . le faisceau des familles de formes r-surconver-
gentes sur . Le théoréme qui suit est demontré au numéro 6.9.

THEOREME 6.3. — On posseéde sur Q, une action compacte de l'opérateur U, et une action
de l'algébre de Hecke commutative H engendrée par les opérateurs de Hecke Ty pour £ un
nombre premier ne divisant pas Np. En conséquence,

1. L'opérateur Uy, posséde une série caractéristique JP(X) a coefficients dans A, qui coincide
avec la série caractéristique de Coleman.

2. La spécialisation en un point {iky} — U de P(X) est la série caractéristique de U,
agissant sur M. '?Tx'

3. On peut définir la variété spectrale w : % — W. C’est le lieu des zéros de P(X)
dans W x A'. Le morphisme w est localement quasi-fini, plat et partiellement propre
sur W. En particulier, localement sur 7 et W, le morphisme w est fini et plat.

4. On posséde une variété de Hecke & — £ — W qui est localement quasi-finie et sans
torsion sur . Les points de € sont des triplets (k,a™', 1) ou k € W est un poids, o
est une valeur propre (non nulle) de U, agissant sur 2, | € A est un systéme de valeurs

propres de H agissant sur (2, |K)Ul’ =«

6.2. La tour anticanonique

Soit I = [p¥, p¥'] un sous-intervalle de [1, co] avec k, k' € Zs>o U {oo}. Rappelons qu’on
a des morphismes finis et plats de Frobenius (voir la proposition 3.3) :

¢:Xrp10 > Xr1-

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



632 F. ANDREATTA, A. IOVITA ET V. PILLONI

Soit Xo,7 = lim, X, ; le schéma formel 7T -adique obtenu par limite inverse. L’existence
de ce schéma formel est assuré car les morphismes de transition sont affines. Si Spf R, est
un ouvert affine de X, ; et si Spf R, désigne son image inverse par le morphisme ¢”' " pour
tout r’ > r, alors I'image inverse de Spf R, dans Xo 1 est Spf Ro 0l Roo est la complétion
T-adique de la limite inductive colim,’>, R,s. C’est la tour anticanonique (voir [26], sect. 3).
Pour toutn < r+k, on posséde aussi une tour d’Igusa partielle 3&,, , ; et on a un morphisme
de Frobenius compatible avec le morphisme au-dessus (voir la proposition 3.6) :

¢ jén,r+1,l - jQSn,r,L

En passant a la limite projective on obtient le schéma formel T-adique 3&, 0,7 — Xoo,1-
Le morphisme précédent est affine et entier. En faisant varier n, on obtient finalement une
tour de schémas formels 36,4 1,00,1 = IGn.00,1 = *++ = Xoo,1- On note alors I& 00,7 1a
limite projective, dans la catégorie des schémas formels 7'-adiques de cette tour. Le groupe Z;
agit sur 360 00,71 -

Au-dessus de X, 7, on a une chaine d’isogénies entre schémas semi-abéliens :

- E, hild Ep_y---
ou E, provient de X, ;. Soit Hdg, I'idéal de Hodge associé¢ a E,. On a Hdngrl = Hdg,
d’apres le corollaire A.2.

Pour tout n < r + k, on dispose (voir le numéro 3.2.2) d’'un morphisme de trace
Trye : Oss,,; — Oss,_, ., fonctoriel pour les applications de Frobenius. Par passage a
la limite inductive et complétion, on obtient un morphisme Trye : 056, o ; = 036, co.s -
Nous utilisons pour simplifier la notation Trzs pour tous les morphismes de trace dans

la tour d’Igusa partielle. Cette notation omet la référence a la source et au but de ces
morphismes.

ProprosITION 6.1. — Ona Hdg, O5e,_, .., C Trye(Oss,, . ;) pour tout r € Z>.

Démonstration. — D’apres la proposition 3.5, on a Holgf’n_1 C Tr3e(05s,,,) llen
n—1

résulte que pour tout r > n, Hdg, ., = Hdgl"  C Trye(Ose, o, )- O

REMARQUE 6.1. — Le fait de passer a la tour anticanonique a donc tué la ramification de

la tour d’Igusa. C’est naturel car la tour anti-canonique X, 7 est « relativement perfectoide »
au-dessus de I’espace des poids.

6.3. Traces de Tate

L’objectif de cette section est de construire des traces de Tate qui permettent de redes-
cendre le long de la tour anti-canonique. Notons %, : Xo, ;1 — X,,1 la projection évidente.
Le résultat principal de cette section est le suivant.

PROPOSITION 6.2. — Pour tout r > 1, on a des traces de Tate :
Tre: (hp)sOx o [1/T] — Ox, [1/T]

telles que pour tout f € Ox_ ,[1/T], f = limyoo Tt f. De plus, pour tout r > 1 (resp.
r>2sip=2),
Tre((hr)s Oxer) C T O,y
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6.3.1. Un lemme sur la trace. — Le lemme suivant est la généralisation directe du corol-
laire 111.2.21 de [26].

LEMME 6.1. — Soit n > 1 un entier. Soit S une Z, algébre compleéte, topologiquement
de type fini, de dimension d, formellement lisse. Soit B une Z,|[T]]-algébre, sans torsion
comme Zp|[T]]-module, intégre et T-adiquement compléte. On suppose aussi que B possede
un élement TYP"™" et que p € TB. Soit R = S®ZPB. Soit f € S tel que f € S/p
nest pas diviseur de 0. Soit R, = R(u,)/(fu, — TY?"). Soit F : R, — R4y une
application B-linéaire telle que modulo pT=Y?" | F est donnée par F(u,) = “5+1 et par
le Frobenius sur S/ p. Alorv Ry+1[1/T] est une algébre finie et plate au-dessus de R,[1/T]
et Tre(Rp+1) C pdT + R,.

Démonstration. — Commengons par remarquer que R, et R,y; sont des Z,-algébres
plates. En effet, S®ZPB = R est plate sur Z, et donc R(u,) aussi. Soit x,y € R(u,)
tels que px = y(fu, —TYP"). Posons x =3, arul et y =3, hruk. On obtient
alors by f =TY?P by i + paxyq. Si on réduit modulo TVP" la relation
bif =TY?" by i + paxs1, on obtient by € (p, TV/?") car f ®1 n'est pas diviseur
de 0 dans S/p ®r, B/T'P" Montrons par récurrence sur [ que by € (p, T'/?")R pour
tout / > 1. Cela montrera que by € pR, puis que x € (fu, — TY?"). Supposons donc
I'hypothése vérifiee au cran [ —1. Réduisant modulo (p,T!/?") la relation
bef = TYP"bgy1 + paxsy on obtient by f = 0 dans S/p ®r, B/(p, T"/?") et, comme
f n’est pas diviseur de 0 dans S/ p ®r, B/(p, TPy on obtient by € (p, T"/P")R.

Comme le lemme est local sur Spf S, on peut supposer qu’il y a une application
Spf § — Spf Z,(Y1,...,Ys) étale. On peut donc supposer que S/p est, vue comme
S/ p-module via le Frobenius, un S/ p-module libre de base Y., Y;d avec0 < i < p—1.
Soit maintenant I'algebre R}, | = R(va)/(fP v, — T1/P") Cest aussi une Zp-algebre plate.
On a une application t : R}, — R,41 donnée par v, u5+1. Aprées inversion de T,
cette application est un isomorphisme, d’inverse donné par u,+; — v, f I’_IT_PP’TII. On
en déduit que le morphisme 7 est injectif, de conoyau tué par T pl’)Tl‘ On va maintenant
vérifier que le morphisme F : R, — Ry,41 se factorise en t ©° F’ pour un morphisme
F' : R, — R, ;. Pour le voir, il suffit de le vérifier modulo 775 car toutes les algeébres

. . n__
en jeu sont sans T-torsion et pp,,l

5,111. Comme T divise p, on se raméne a le véri-
fier pour F mod = 71 =, et c’est alors évident. On vérifie de méme que F’ mod % est
I"application qui envoie u, sur vy et qui est le Frobenius absolu sur § mod p. On en déduit
que R, ; mod 7= est finie et plate comme R, / 7 -algebre, engendrée par Yot Y
0 < iy < p — 1. La méme chose est vraie pour R; ., vue comme R,- algébre Il en résulte
que R,y = Ru(X1,....Xa)/(X{ = Y1 — 7w P1,..., X — Yq — 7w Pa) pour des
polynoémes P; € R,(X1,..., Xg). On peut alors appliquer le lemme III. 2. 20 de [26] pour en
déduire que Trr/(R;, ) C TzszRw Il en résulte alors que Trp(R,+1) C Tzd’iWRw O

6.3.2. Extraction de racines de T. — Pour appliquer le lemme précédent, nous avons
besoin d’extraire des racines de 7 dans I’espace des poids. Pour tout k > 0, on note

—k —
WP = Spa(Z,[[TV7 ). Z,[[TV/7*]))*. Si k = 0 on note indifféremment W*? "
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ou . Pour k’ < k, le morphisme évident Zp[[Tl/Pk/]] — Zp[[T/P*]] fournit des applica-
—k -k’ —k —k
tions W*? " — W™ " . Onnote W)?  I'image inverse de WY dans W™” " . On pose

By, = HOW? " 6* 297" = Spf B; ,—x. On ob I hi
1.p—% = H (W™ quosl’_k) et 20, = Spf By ,—«. On observe que le morphisme
qui envoie 7 sur 717" induit un isomorphisme B,—«; — By ,—«. Soitk > r 4+ 1. On note

. . 0,p—k P .
X, ;1 —« le produit fibré .7 xo 0 WP . On définit alors X, ;  —x comme le normalisé
r,I,p > Wy 1 r1,p
de X, ; dans 56,,,,1,_1(.

6.3.3. Description de X, ; ,—«. — On a une chaine de morphismes affines

X -« > X > X1 > X

r,I,p

Si Spf A4 est un ouvert affine de X, si le faisceau wg est trivial sur Spf A et si Ha € A est un
relévement de I'invariant de Hasse dans la trivialisation, la fibre au-dessus de Spf 4 de cette
chaine de morphismes vaut (voir la proposition 3.1) :

Tl/pr-H

— A&z, B,,p,k<*>.

A= A&y, B — A®ZPBI< -
a

)

~ r+1
Ha”
6.3.4. Application du lemme. — On a un carré cartésien (la colonne de gauche est le change-
ment de base, de 621)(1) a GZz)(I), Pk de la colonne de droite ) :

(6.3.A) Ky gyt ——

A

Ky gyt —— For 1.

Celui-ci est la fibre analytique d’un diagramme commutatif :

xr’l,p—k —_— xr’[

Lo
x o —— X1

r—1,1,p

Il en résulte que le morphisme ¢ : X,.; ,—« — X -« est localement donné par un

morphisme d’algébres :

r1,p r=1,1,p

. Tl/pr A Tl/pr+l
A®ZpBl,p_k< Ha >—>A®Zp31,p—k<?>

qui modulo pT~'/?" provient du morphisme de Frobenius absolu sur A.

COROLLAIRE 6.1. — Ona

_3
L. pour toutk =r + 1, Trg (0%, p_k) C pT »" Oy

r—l.I.p_k’

, 3
2. pour toutk >r + letr' >r, Tr¢,/_, (ﬁxr, , ,,—k) C plTTTT P ﬁxr s
3. pour toutr’ > r > 1 (resp.r > 25i p =2), Tryr—(Ox,, ) C pr T Ok, .

Dk’
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Démonstration. — Les points 1 et 2 résultent immédiatement du lemme 6.1 appliqué
pour d = 1. Comme le diagramme 6.3.A est cartésien, on déduit de 2 que Tryr—r (0%, ;) C

p’_’/T_p'(S—Uﬁx”‘ N Ox,,[1/T]. Pour r > 1 (resp. r > 2), il suffit de voir

p—k
S . .
que 77" @D 0% NOx,,[1/T] C T~'0%, . Cest clair car X, ; ,—« est fini sur X, s

<1. O

qui est intégralement clos dans sa fibre analytique et ﬁ <

COROLLAIRE 6.2. — Pour tout r > 1, on a des traces de Tate :
Tre: (hy)sOxy (1) T] — O%x, [1/T]

telles que pour tout f € Ox  [1/T], f = limy oo Trr f. De plus, pour tout r > 1 (resp.
r>2sip=2),
Tre((hr)s O ) C T O, oo

Démonstration. — Considérons 'application

1
FTrW_,/ - Ox,, [1/T) = Ox, ,[1/T].
Cette application envoie 0%, , , dans T~'0%, ;. On obtient, en passant  la limite induc-
tive, une application Tr; : colimy 0%, [1/T] — Ox,, . [1/T]. Cette application est
uniformément continue. On peut donc la prolonger par continuité en une application
Tre: Ox ,[1/T] — Ox, ,[1/T]. O

6.4. Le faisceau modulaire sur la tour anti-canonique

Nous allons maintenant pouvoir définir le faisceau des formes surconvergentes sur le
perfectisé.

LEMME 6.2. — Le faisceau O , est intégralement clos dans Ox . ,[1/T].

Démonstration. — Soit Spf R un ouvert de X 7. Pour tout r suffisamment grand, Spf R
provient d’un ouvert Spf R, de X, ;. Soit f € R[1/T]. On suppose que f vérifie une relation
de dépendance intégrale sur R. Pour r suffisament grand, f = f, + h avec f, € R,[1/T]
et 1 € R. On peut donc supposer que f € R, [1/T]. Soit f* + f"la,_ 1 +---4+a9 =0
une relation de dépendance avec a; € R. En appliquant Tr,» pour ' > r on obtient
4+ " T (an—q) + -+ + Trpr(ag) = 0 et comme a; € R, pour ' suffisamment grand
Tr,(a;) € RN TR, Pour tout r”” > r’, le morphisme R,» — R,~ est fidélement plat,
donc R//T — R,»/T est injectif et par conséquent R,»/T — R/T aussi. Il en résulte
que TTr, (a;) € TR, et donc Tr(a;) € R,. En conclusion, f, vérifie une relation de
dépendance sur R,/, donc f, € R,. O

LEMME 6.3. — Ona (Ose, ., ;) @P"D" = 02 ,.

Démonstration. — Soit Spf R un ouvert de X ;. Soit Spf R, son image inverse
dans 38, 7. Le morphisme R[1/T] — R,[1/T] est fini étale, donc (R,)%/?"D™ c R[1/T).
Comme R, est entier sur R, le lemme précédent permet de conclure. O

PROPOSITION 6.3. — Ona (Ose, . )% = Ox__ .
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Démonstration. — Soit Spf R un ouvert affine de X,7. Soit x € (056, ., (SPf R))% .
On a x =x"+ Tx" avec x’ € Oy, ., (Spf A) pour n assez grand. Il en résulte que
X" € (036 o, (SPf A))1 TP 20 Pour tout n’ > n, on posséde, d’aprés la proposition 6.1,
un €lément ¢,y € 0Ty 00,1 (Spf A) tel que Trye,, /36, 0., (cn’) = T. Par consequent
la cohomologie supérieure de (1 4+ p"Z/p" Z) agissant sur 036, 00,1 (Spf R) est annulée
par T (voir [28], sect. 3.2, coro. 1). Pour tout s, il existe n(s) > n tel que

" s s\1+p"7Z,
x"mod T* € (056,00, /T") 77,

et donc il existe ys € Ojg, o, (Spf R) tel que y; modT° = Tx”. Il en résulte que yy
converge vers un ¢élement y quand s > oo et que Tx” =y. Il en résulte que
X € U3¢, ., (Spf A) et on conclut par le lemme précedent. O

P . f . . .
On définit alors le faisceau 5" comme le sous-faisceau de Oy ., des sections qui se

transforment selon le caractére k! pour Paction du groupe Zy.

PROPOSITION 6.4. — Le faisceau mlperf est un faisceau localement libre de rang 1.
Démonstration. — Soit Spf A un ouvert affine de X, 7. On suppose que Hdg, est principal

sur Spf A4, engendré par un élément Ha; . Gréce 4 la proposition 6.1, on peut trouver une suite
d'éléments ¢, € Ha, Ose, ., (A) tels que Tryg (cn) = cnmtv 1 = 5hp. o = 1.

Posons alors by = 1 et pour toutn > 1,b, = ZUG(Z/I,nZ)X k(6)o.cy, ou G est un
relévement de o dans Z;. D’apres le lemme 2.3, on a k(1 + p"Zp) C 1 + T" Oy, (resp.
1 + T" 10y, si p = 2) et k(Z/qZ*) = 1. Un autre choix de relévement ¢’ donnerait un
¢lément b), et :

n

T
bl —by € =0, . ,(A) sip#2etn>2,
a1
Tn—l
b —by € —Ose, .., (A) sip=2etn>2,
Hal T
b1 — bll e TA.

On vérifie comme dans la démonstration du théoréme 4.1 que :
by —bn_y € (T" 'Ha, )Ose, .., (A)  sin>2etp#2,
by — by € (T"2Ha, )Ose, .. ,(A)  sin>3etp=2,
b1 —1€TA,
by —1 € THa, Ose, ., (A).
La suite b, converge donc vers un €lément b € s, o, ,(A) €t b = 1 mod H~Lal est

un élément inversible de Gy, , (A). Il résulte alors de la proposition 6.3 que P (4) =
beo A. 0

PROPOSITION 6.5. — Soit J C I un sous-intervalle etiy : Xoo,7 > Xoo,1 le morphisme
naturel. On a la compatibilité au changement de base :

. x perf _  _ perf
l.],[ 1‘01 —_ mJ .
Démonstration. — Analogue a la démonstration de la proposition 5.2. O
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6.5. Comparaison avec le faisceau to;

Dans ce numéro, I = [p*, p¥'] avec k. k' € Zso. On suppose k + r > k' + 1 (resp.
k+r>k'+3sip=2)etr > 1(resp.r > 2si p = 2). Sur X, , on posséde, d’apres le
théoréme 5.1, un faisceau toy . Le but de cette section est de démontrer que son image inverse
sur la tour anti-canonique est le faisceau m?erf.

Au-dessus de X, 7, on a une chaine d’isogénies

< E, fr Ep_q —> -

ou E, est le schéma semi-abélien qui provient de X,;. On note C,, — E.[p"] le
schéma en groupes Ker(Fr’in : E, — E,4,). Clairement, C, , = Hy(E;1n)P. Lisogénie
F, : E; — E,_; induit un morphisme C, , — C, ,—1 qui est un isomorphisme générique-
ment. Au-dessus de 3&,, 7, on posséde un morphisme universel Z/ p"Z — H,(E,)? pour
tout r > n—k. De plus, 'application C, , — E,[p"]/Hu(E,) ~ H,(E,)? est clairement un
isomorphisme générique. En composant, on possede donc une application Z/p"Z — C,
pour tout r > n — k. En utilisant les morphismes C, , — Cp —1 on en déduit I'existence
de morphismes Z/ p"Z — C, , pour tout n et r qui sont des isomorphismes génériques. En
passant a la limite projective, on obtient un morphisme Z, — lim, Cy, .. Soit HT"" I'image
de 1 € Z, ~ lim, C, , par I'application de Hodge-Tate lim,, E,[p"] — wg, . Par définition,
HT"" fournit une application Z;-équivariante :

jQioo,oo,l — 3n,r,1
qui s’insére dans le diagramme commutatif :

3600,00,1 E— 5n,r,1

]

jQﬁn,oo,l - ijn,r,I

L,

%00,1 % %r,l-
. . . : £
PROPOSITION 6.6. — On dispose d’un isomorphisme canonique w7 ~ (h,)*ro; .

Démonstration. — On posséde clairement une application injective : (7,)*ro; — 07", De
plus, 02" @ (h,)*w;! C (Ose, . )% = Ox, , daprés la proposition 6.3. O

COROLLAIRE 6.3. — On dispose d’une trace de Tate Tr, : (hr),,m?erf — 1o7[T1]. Cette

trace est fonctorielle en lintervalle 1.

6.6. Descente

Dans cette section, fixons / = [p, oo]. Nous allons montrer que le faisceau m‘l’erf descend
sur X, 7 pour r > 3 (resp. r > 5si p = 2).

Le théoréme 1.6 de [23] affirme que dans un espace rigide normal sur un corps, une
fonction bornée sur un ouvert dense de Zariski se prolonge a tout I’espace. Il serait intéressant
de savoir si cet énoncé reste valable pour un espace adique analytique. Le lemme suivant le
montre dans un cas trés particulier.
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LEMME 6.4. — On a un isomorphisme de faisceaux sur X, 1 :

o = lim .
Xr.1 k+1k/>k>1 X, 1ok k']

Démonstration. — On vérifie d’abord O'x po = lMgrsp15k>k>1 Ox , . Parla
o ] ek =it =t= r.[pk. pk’]
propriété de faisceau sur ’espace analytique ¢X/

0

rlp,pk”, O A

p = lim oy L
rlp.pk”1  k'zk+12k/>k>1 rIpk, pk']

Notre premiere assertion résulte de la normalite des schémas formels X, [« ). On se

rameéne donc a vérifier que Ox, ; = >0 Ox, . pkp 1 suffit de le vérifier sur une base d’ou-

verts de X, ;. Soit Spf 4 un ouvert affine de X. On suppose que wg est trivial sur Spf A. La

~ pr+1 ~
fibre dans X, ; de Spf A vaut Spf B avec B = A[[T]]{u, w)/(wHap —T,TPu—p)ouHaest
un relévement de I'invariant de Hasse identifié a un scalaire (voir la proposition 3.1). La
fibre dans X, [, 1 vaut Spf By avec By = B (vg)/(uvg — Tpk_l’). L’application By+; — B

. k+1_ k . = prtl k_
envoie vg 4 sur 77 "y, Soit I, = (wHa —T,TPu—p,uvp—TP? ~P)lenoyaudela

surjection A[[T]]{u, w,vg) — Bg. Les suites exactes 0 — I — A[[T][{u, w,vg) - Bx — 0
forment un systéme projectif ou les applications de transition sont celles qui envoient
V41 Sur TP =Pt vx. En réduisant modulo 7", on obtient un systéme projectif 0 —
I /T — A[[T1){u, w,vg)/T" — Bix/T" — 0 de suites exactes qui satisfait la condition de
Mittag-Leffler. Il en résulte que limg B/ T" = B/T". Puis, en passant a la limite sur n, on
obtient lim, limg B;/T" = B. Comme lim, limy By /T" = limy lim, By /T" = limy By,
on conclut. O

LEMME 6.5. — On a un isomorphisme de faisceaux sur Xoo,1 *

ﬁxoo.l =

lim O
k+1>k'>k>1 Foo. 1ok, pK')

Démonstration. — Soit (fx i) € liMgt15ksk>1 Ox . En appliquant la trace de

co.[pk, Kk’
Tate (voir la proposition 6.2) on obtient, pour tout r [2 pl, un élément (Trr ( fk,k/)) €
limg 4 ysprsks1 T71 ﬁ%,’[,,k’,,k/]' D’apres le lemme précédent, cet élément est représenté par
un élément f, € T_lﬁxrvl. Pour r assez grand, Tr,(f1,1) € ﬁxm,{p} (c’est-a-dire qu’il
n’y a pas de pole en T). Ceci entraine facilement que f, € Ox,,. De méme, on vérifie
sans probléme que 7' 0%, ,,, N Ox,, = T0Ox, . La convergence de Tr,(fi k) vers fi i
entraine donc la convergence de f, vers un ¢élément f € Ox_, ,. Comme la restriction de f

\ . " 114
a ﬁxoo![pk!pk,] vaut fx s, f représente 'élément ( fx x/). O

LEMME 6.6. — Soitr =3sip #2etr =5sip = 2. Soitk > 1. Supposonsr <n <k-+r.
Ona

P —p
k(14 p"'7Z,) —1 C Hdg,”™" T?0%

r.[pk .col”

Démonstration. — Soit Spf A un ouvert de X, [,k o sur lequel Hdg, = (Ha,). On a
k(1 + p"~Zy) —1 C (pT, TP" %) (resp. (pT. T?"*) pour p = 2). On a alors dans A les
formules

pn—z T
P _pk T pkfl pk_pkfl T P pn72_pnfr
~ prt+k pT ( ~ pr+1) r et ~ pn+l - ( ~ pr+1) T
Ha, a, Ha, a,

4¢ SERIE - TOME 51 — 2018 - N° 3



LE HALO SPECTRAL 639

Le lemme en résulte car pX — p*~1 +1 > 2 pour toutk > 1, p"~2—p"~3 > 2 pour toutn > 3
sip#2etpt3—p" > >2sip=2etn>5. O

Nous sommes maintenant préparés pour démontrer la descente.

THEOREME 6.4. — Le faisceau m‘;erf descend en un faisceau inversible vo; sur X, p
avecr >3 si p>3etr>5si p=2 Précisément, toy est l'unique sous-faisceau cohérent
de Ox, ,-modules de m];erf tel que, pour tout intervalle J C I, sionnoteiyy:%,5 — X1
application évidente, alors on a un isomorphisme canonique iy ;vo; = to induit par I'isomor-
phisme i} Irnlperf m‘;erf.

Démonstration. — Onposetwy = liMg1>x/>k>1 0k k' C’est un faisceau de 0%, ,-mo-
dules. Nous allons commencer par démontrer que ¢’est un faisceau inversible qui descend
le faisceau rof*" ™ La définition de ro; est motivée par le numéro 5.1.3. Il suffit de démontrer
le théoréme lorsque r est le plus petit possible. Nous supposons donc que r = 5si p =2
et r = 3si p > 3. Commengons par fixer un ouvert Spf 4 de X sur lequel le faisceau wg est
trivial. Soit Spf B I'image inverse de cet ouvert dans X, ;. Comme wg est trivial, Hdg, est
trivial, engendré par un élément Ha,.. Soient

co =1¢€ Oss,, ,(Spf B),

1
1= € O5s,,.,(Spf B),
p—1

. _Pl=p
cn € Ha, ?7' 03, , ,(Spf B), pourn <ret
en € Ha,” 036, ., (Spf B) pourn >r +1,

des éléments tels que Trys (cn) = cn—1 (ces €lements existent d’aprés le corollaire 3.1 et la
proposition 6.1). On pose b,, = Zae(z/pnz)x K(U)O Cn,OUG est un relevement de o dans Z;;.

Onaby, — b,y € T"'Ha, " (resp. T"2Ha,” si p = 2). Soit bs € 0360 0. (SPL B)
la limite des b,. Comme dans la démonstration de la proposition 6.4, on voit que
boo = 1 mod THa ” . C’est donc un generateur du faisceau mperf sur Spf B. On observe
¢galement que boo — b, = 1 mod TrHa, et donc b — b, = 1 mod T2.

Soit J = [p¥, p¥*1] avec k > 1. Considérons le diagramme commutatif :

quoo,oo,l — j®oo,oo,] E— S'kJrr,r,J

| l |

36k+r,oo,I R jQ§k+r,oo,J —_— jQﬁk—l—r,r,]

L,

xoo,l %oo,J xr,.l-

Soit Spf C I'image inverse de Spf B dans X, ;. Soit s € 0%, .., (Spf C) une section
k+r

telle que 0.s = k~(0)s pour tout o € (1 + pk+erg e Gy) et s = 1 mod ¢ (voir le

—p
lemme 5.3). Pour tout 0 < n <r + k, soitc,, € Ha =t 058, ., (Spf C) des €éléments tels
que Trys(c,) = ¢;_y etc, = cpsin < r.Onnotealors f = ) ¢z pk+rzy< kK(0)o.CL_ 5.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



640 F. ANDREATTA, A. IOVITA ET V. PILLONI

~ pr+l1

C’est un générateur de oy sur Spf C, d’apres le lemme 5.4. Comme Tr* | pet Haf | T
dans C, il en résulte que
~ —prtk ~ _pr+l — c —
pHa " = (pT~?")(THa,” )P '7¢" """
- <~ —prtk .
Comme f =) ¢z pk+rzy= k(6)o.c,,, modgHa, , on obtient donc que

S =2 ve@pk+rzy= kK()o.c; ., mod T?. Montrons maintenant par récurrence descen-
dantesurr <n <r+kque f =Y cz/pmzx K()o.c; mod T,

Z k(G)o.c, = Z k(T)T.( Z Kk (G)o.cp)

oe(Z/prz)> te(z/ pn—17)> oe(1+pn—17/pn7)
= Y k@i + > (k(5) — Do.cp).
re(z/ph—17)% oe(14+p"~12z/pr7)

D’apreés le lemme 6.6, (k (5)—1)0.c, = 0mod T2. On conclut donc la récurrence. Vérifions
a présent que f = b mod T2 vues comme des sections de 036 oo.00.7 (SPLC).

On a alors dans e, ., (Spf C) mod T2 :
f= Z K(6)0.Clyy

UE(Z/pk+rZ)X

Z k(6)o.cy

o€Z/p"Z
= b,
= boo-

On a donc beo = (1 + T?u)f pour une fonction u € Ox.,(SpfC). 1l en résulte
que T, (hoo) = f(1 4+ T?Tr,(u)). Comme Tr,(u) € T~'C d’apres la proposition 6.2, il en
résulte que Tr, (bso) est un générateur de oy sur Spf C. Comme la construction de Tr, (bso)
est fonctorielle en J, on a w7 (Spf B) = Tt (boo) limg 415475451 ﬁf,_[,,k_,,kf](Spf B) = Tr,(bo).B
d’aprées le lemme 6.4. Ceci démontre que le faisceau to; est un faisceau inversible de O, , -mo-

dules et que pour tout intervalle J C I, i} ;w; = toy. D’autre part, le lemme 6.5 entraine

perf

. perf _ perf
que limg 4157211 m[pk,pk'] = to;

. Ceci entraine alors que ity = to; . Le faisceau to;

. . £ , . C . £
descend bien le faisceau m‘;er. Démontrons maintenant 1'unicité. Soit m/I C m;;er un

faisceau cohérent de 0%, ,-modules ayant les propriétés du théoreme. II est clair que
Pinclusion ) C roP*" se factorise & travers w) < ;. Cette application induit pour
tout k +1>k">k >1 un isomorphisme 1) ® Ox , >t Q@ Ox , et on
r.[pk pk’] r.[pk.pk]
conclut par le lemme 6.4. O

REMARQUE 6.2. — La démonstration montre plus précisément que le faisceau to; est
trivial sur I'image inverse de tout ouvert affine de X au-dessus duquel le faisceau wg est
trivial.

PROPOSITION 6.7. — On a un opérateur de Frobenius :

1" 10[p,00] = ¢ W[p,oo]
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ouil : Xpq1[p,oo] = Xr[p.oo] €St le morphisme d’inclusion et ¢ : X411 [p.co] = Xr[p,0o] €5t lE
Frobenius.

Démonstration. — Le faisceau to; est canoniquement déterminé a partir des fais-
ceaux P! et o pour J C [p, oo[. 1l hérite donc des fonctorialités de ces derniers. 0O

6.7. Comparaison avec le faisceau tv (..

Dans la section précédente, nous avons construit un faisceau tvy sur l'intervalle I = [p, oo].
Nous allons maintenant vérifier que sa fibre en l'infini est bien le faisceau oy du
numéro 4.4.1.

PROPOSITION 6.8. — Pour tout entier ko> 1, Ulinclusion naturelle de 101,40, 00]

ko_pkofl

dans U5 | se factorise modulo TP ~1 en un morphisme
o0

,00,[p%0 00

k ko—1
p0—p~o —1
—> .
P [pk0,00] ﬁj®r+ko.r.[pk0,0<>]/T

La restriction de vo1 a X, (o0} est un sous-faisceau de Oz, ,. .., qui S identifie canoniquement

a 0 {c0}-

On

suppose Hdg trivial sur Spf B, engendré par un élément Ha. Fixons des éléments co = 1
n

Démonstration. — Fixons un entier ko. Soit Spf’ B un ouvert affine de X, [,k -

~ P —D
et,pourl <n <ko+r,cp, € Ha 77" Oyg .
n.,r,[p*0

Complétons cette suite en choisissant, pour n >r +ko+ 1, des ¢éléments
~ —p'tko

cn € Ha %

n qun,oo,[pko,oo]

b, = de(z PN T) k(6)o.c,, ou 6 est un relévement de o dans Z;. La suite b, converge

](Spf B) tels que Tryg (cn) = cp—1.
Spf B) vérifiant Trye(cn) = cn—1. On ose
(Sp P

o . f . . .
dans 05 vers un générateur by, du faisceau mfer (d’aprés la démonstration de
o0,

00.[pK0, c0]
la proposition 6.4). On vérifie que pour tout n > r + ko, bus1 = by mod TP*°=P*"" En
effet, en raisonnant comme dans la démonstration du théoréme 4.1, on voit que
busr = by mod k(1 + p oy — 1yHa 7 "
r+k ko ko—1 = —p’Tko ,
or on observe que (k(1 + p" ™) —1)) C (T?")et T? € (Ha ). Il en résulte
que boo = by 4, mod T2 =P 07",

Fixons a présent un intervalle [p¥, p¥T1] avec k > kq. Soit Spf C I'image inverse

. _P'-p
de Spf B dans X, [, ,«+1). Fixons des élements ¢; € Ha "' 036, , i pis1,SPF C)
pour r + ko + 1 < n < r + k vérifiant Tryg(c,) = c,_, pourn > r + ko + 2
et Trye (c, +ko +1) = Crtko- 1l existe alors un générateur f du faisceau o sur Spf C tel

que f =D ez pr+izyx K(G)o.c,, mod pH~a_pr+k d’apres le lemme 5.4. Dans C, 77" | p
et H~a_pr+ | 777" Ceci entraine que f = 3 ez prtkzy< k(G)o.c,  mod Tpro—pro!
En raisonnant comme au-dessus on obtient alors f = b, 1, mod T PX0—p 0! Par consé-
ook phr1;SPEC)ona f = boo = bryk, mod 77"0=r""" En appli-
quant la trace de Tate on obtient f = Try (boo) = boo mod TP 0P O™ —1gperl Hl](Spf C).

[p*.p
k+11" elle entraine que

quent, dans ﬁj@m

Comme cette relation est valable sur les intervalles [p*, p
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Tty (hoo) = boo mod TP 0=P07!—1 mﬁ:x o) (SPI B) par une variante évidente du lemme 6.5.

1l en résulte que Try(boo) = by 45, mod TP~ =15 ko oy (SPE B).
0,00, p Ne o]

ko_ pko—1_ .
o JTPOTPOT L qui
r4kg.r.[p"0 . 00]

sur Spf B envoie Tr; (boo) sur by, . Ce morphisme factorise canoniquement le morphisme

On peut donc définir un morphisme [ ,k0 00] — U568

W k0 0 — O3 /TP 0=r"07'=1 Ep comparant la définition de btk et la

00,00,[pK0 0]

construction du faisceau .y (voir le théoréme 4.1), on obtient que la restriction de tog
a x,,{oo} vaut o so1. O

6.8. La partie finie du caractere

Rappelons que 20; = Spf B;[(Z/qZ)*] et que M, ; =%, ®91’9 Wy (voir 3.3
pour les notations). Soit 7 :(Z/qZ)* — B;[(Z/q7)*] le caractére universel. Soit
h:3;, 1 X g0 W7 — M, 1 le morphisme structural oui = 1si p # 2eti =2sip =2.0n
note alors m{ = h*ﬁ;;@[.rlem(]) 207 [(k/)~']. C’est un faisceau cohérent de fibre analytique

inversible car le morphisme / est fini étale en fibre analytique. Sur 9, ; on peut considérer
le faisceau w; ® m{ . Sa fibre analytique sur ¢}, ; est le faisceau wf .

6.9. Construction de la courbe de Hecke adique
Dans ce numéro, nous démontrons le théoréme 6.3.

6.9.1. Projectivité. — Dans cette sous-partic nous posons [ = [p,o0]. Fixons r >3
(resp. r>5 si p=2). Soit M =H°(071/l,,1,w}‘). Pour alléger les notations, posons
Bo = By[Z/qZ*] et B = By[1/T].

PROPOSITION 6.9. — Le B-module de Banach M est projectif.

Démonstration. — Fixons un recouvrement affine fini _J; Spf 4; de la courbe modulaire X
sur Spf Z,, tel que sur chaque ouvert Spf 4;, le faisceau wg est trivial. Soit V; I'image inverse
de Spf A; dans ¢}, ;. Notons que | J; V; est un recouvrement affinoide de I’affinoide ¢}, ;.
D’aprés [19], Thm. 2.2, on a une suite exacte longue

0— M — &H(Vi,0f) — @iz, H (Vi NV, 0f) -+

et on est donc ramené & montrer la projectivité de HO(V, wy) ou V est l'intersection de
certains ouverts V; (corollaire B.2). Soit Spf A une intersection de certains Spf A; et soit Spf C
I'image inverse de Spf A dans X, ;. Alors par la remarque 6.2, le faisceau tor (Spf C) est trivial.
Vérifions que Spf C est la complétion d’un Br-module libre. Par construction,

r+

By = Z,[[TIw)/(T?u = p) et C = A[T)u,v)/(T?u - p.Ha” v —T).

Il en résulte que By /TBr = Fplulet C/TC = (A/p)[v,u]/(ﬁapﬂr1 v—T). Soit (¢;);es
une base algébrique du F,-espace vectoriel (4/p)[v]/ (I—faprJrl v — T). Un relévement arbi-
traire de cette base dans C fournit une base topologique de C comme By-module.

Soit Spf D I'image inverse de Spf C dans la tour d’Igusa partielle &, .y aveci = 1
sip # 2eti = 2sip = 2. Alors D[1/T] est une algébre finie étale sur C[1/T]
et en particulier, D[1/T] est un B;[1/T] module de Banach projectif. Par conséquent,
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DI[(Z/q7Z)*][1/ T] est un B-module projectif. Soit k/ : (Z/qZ)* — B* le caractére tauto-
logique. Soit D[(Z/qZ)*][1/ T][(x”)~"] le facteur direct de D[(Z/qZ)*][1/T] des éléments
qui se transforment via k/ pour I’action de (Z/¢Z)*. C’est donc un B-module projectif. Par
définition, ce B-module est HO(V, of). O

6.9.2. La courbe de Hecke. — Soit f, : M, 000 — % le morphisme structural. Soit
Q= ( fr)*a)f0 oo] le faisceau des formes r-surconvergentes paramétrées par .

LEMME 6.7. — Pour tout ouvert affine Wy C W, 2, (Wr) est un Oqy,-module projectif.

Démonstration. — Sur un ouvert de I'espace W[o o[, c’est démontré dans [25], sect. 5.2.
Pour un ouvert inclus dans %, o, cela résulte de la proposition 6.9. O

On définit sur 2, une action de ’opérateur U, par la régle suivante (pour tout intervalle
1 C[0,00]):
. p'Trg
Up : H (M, 1. 0f) = B (Mg 1.1 0f) > HY(Myyy, 1. 97 0f) " — " HO (M, g, o).
Cet opérateur est compact. On peut donc définir la série caractéristique 2 de U, agissant
sur Q,. Cette série caractéristique est a coefficients dans H(%), 0q) = A.

REMARQUE 6.3. — On retrouve la le coro. 12.1 de [10] par une autre manicre.

De plus, la formation de 2 commute au changement de base sur %). En particulier,
si {ky} < W est un point du bord, alors 0?3| & &5t la série caractéristique de U, agissant
X
sur M. ,;rx.
L’action de I’algébre de Hecke H de niveau premier a Np se définit comme dans le cas

usuel. En appliquant la construction B.3, on obtient une variété spectrale 7 — % et une
courbe de Hecke & — Z — W.

PRrROPOSITION 6.10. — Soit f € ng une forme propre surconvergente de pente finie.
Soit xy € & le point associé. Il existe un voisinage Wy, de icy dans W et un voisinage &,
de xy dans € tel que le morphisme associé €, — Wk, soit fini et sans torsion.

De plus, pour tout entier k > 2, on peut trouver une suite (f,) de formes propres classiques
de pente finie et de poids k, de point associé xy, sur Ex,, tel que xz, — x5 quand n — oo.

Démonstration. — L'existence d’un morphisme £, — %Wk, ayant les propriétés annon-
cées résulte de la proposition B.4. Voyons k € Z comme un caractere algébrique de Z,,.
Soit {x» : Z, — C,} une suite de caractéres finis de conducteur p”. On suppose de plus
qQue Xnly px = yxk~! est indépendant de n. On vérifie facilement que la suite de carac-
téres {k x,} converge dans </ vers le caractére k. On peut donc trouver, pour tout n assez
grand, une suite de points x,, € 8x_/. de poids kx, tel que lim, o, X, = x. On note vy,
la valuation correspondant aux points x,, normalisée par vy, 7(T) = 1. On note vy, , la
valuation correspondant aux points x, normalisée par vy, ,(p) = 1. On note o I'image
de U, dans ﬁgxf. Pour n assez grand, la pente T-adique de x, (qui vaut vy, 7(a)) est la
pente T-adique de f notée ay. Il en résulte que la pente p-adique de x,, qui vaut vy, ,(o) =
Ux,,, 7 (p) ey, tend vers 0 quand n tend vers I'infini. D’aprés [9], les points x, sont classiques
pour n assez grand. O
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Appendice A

Théorie du sous-groupe canonique

La théorie du sous-groupe canonique a été considérée par de nombreux auteurs
(217, [11, [2], [14], [29] notamment). Le point de vue adopté est cependant toujours p-adique.
Nous reformulons ici la théorie au niveau de généralité dont nous avons besoin, c’est-a-dire
sans supposer que la topologie est p-adique. Nous allons reprendre la méthode expliquée
dans [26], sect. II1.2, qui repose sur la théorie du complexe cotangent d’Illusie.

A.1. Invariant de Hasse et idéal de Hodge

Si H — Spec R est un schéma en groupes, on note {g g son complexe de co-Lie et
wn = H%({y/R) son faisceau conormal ([24]). Supposons que R est un anneau de caracté-
ristique p. Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué sur R. On note F et V les morphismes
de Frobenius et Verschiebung. Le complexe de co-Lie de Ker) est représenté par :

HW(G)
[ —> wgw]
ou HW(G) s’appelle la matrice de Hasse-Witt. Soit d la dimension de G. Le déterminant de
la matrice de Hasse-Witt est I'invariant de Hasse Ha(G) € (A9 wg)®?~!.

Supposons que R est un anneau p-adiquement complet. On note Hdg(G) et on appelle
idéal de Hodge de G I'image inverse dans R de I'idéal Ha(G)(A?wg)®1~=?) c R/ p.

LemME A.1. — Lidéal Hdg(G) est localement pour la topologie de Zariski engendrée par
deux éléments. Supposons que p € Hdg(G)?. Alors Hdg(G) est un idéal inversible.

Démonstration. — Quitte a remplacer Spec R par un ouvert de Zariski, on peut supposer
que I'idéal Ha(G)(A?wg)®1~P) ¢ R/p est principal. Notons Ha un relévement dans R
d’un générateur. L’idéal de Hodge vaut alors (p, Ha). Si p € Hdg(G)?, alors p = Hau+ p2v
pouru,v € R, etdonc p(1— pv) = Hau. Comme 1— puv est inversible, Hdg(G) est engendré
par Ha. O

A.2. Construction du sous-groupe canonique

Soit Ay un anneau intégre et « € Ay un élément non nul. On équipe A¢ de la topologie
a-adique et on suppose que Ay est a-adiquement complet. On suppose aussi qu’on a un
morphisme Z, — Ao continu. Dans la théorie classique, on prend Ay = Z, et « = p, mais
ici nous considérons une situation plus générale. On peut par exemple prendre A9 = F,[[T]]
eta=T.

PROPOSITION A.1. — Soit R une Ag-algébre a-adiquement complete et sans Ag-torsion.

Soit G — Spec R un groupe fini et localement libre. Soit C; C G; = un sous-

G|

Spec R/p
groupe fini localement libre. Soit L1 = G1/C;. On suppose qu’il existe un élément A € Ay
tel que p = A%u avec u topologiquement nilpotent et la multiplication par A est homotope

a 0 sur le complexe de co-Lie {1, r/pRr. Alors il existe un sous-groupe fini et plat C C G tel

que C|Spec R/ZR = C1|Spec R/ZR
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Démonstration. — Introduisons les anneaux By = R/p?A7'Ret B, = {(x,y) €
R/p*A72R x R/pR,x = y mod pA~'R}. On a des augmentations B; — R/pR et B, —
R/pR de noyaux respectifs J; égal a pR/p?A~'R et J, canoniquement isomorphe
a pA~'R/p2)~2. Onidentifie J; et J, & R/ pA~! en choisissant le générateur p de J; et pA~!
de J5. On a une application diagonale B; — B,. Sa restriction J; — J, s’identifie a la
multiplication par A dans R/pA~'. En appliquant le Thm. 3.2.1 (comme dans le coro. 3.2.2)
de [26], on peut relever C; lspec R/ PR en un groupe localement libre C; < G| Spec R/p?A—2R"
Supposons par récurrence qu’on a construit G, < G| Spec R/p"A—" R quireleve Cy | Spec R/ 2R’

Soit Ly le conoyau du morphisme C, — G| Spec R/p"A—"R" La multiplication par A dans le

complexe de co-Lie €1, /r/p72— g €st homotope a 0 modulo %. On a donc, dans ’anneau
des endomorphismes de £7,,/r/p71—» une homothopie A ~ Zv pour un endomorphisme v.
Il en résulte que A(1 — uv) ~ 0, mais 1 — uv est inversible car u est topologiquement
nilpotent. Il en résulte que la multiplication par A est homotope a 0. Considérons alors les
anneaux By = R/p"t'A™"Ret B, = {(x,y) € R/p"T'RAT"T ! x R/p"A™"R,x =y €
R/p"A~""1R}. On a des augmentations B; — R/p"A™" et B, — R/p"A™" de noyau J|
et J, isomorphes a R/p. On a une application diagonale B] — B} qui induit la multipli-
cation par A de J; vers J,. En raisonnant comme au-dessus on construit un relévement

— .
Cnt1 G|Spec R/pntip—n—1R de Cn|SpecR/p”)L—"+1R et donc de C1|Spec R/ZR Comme R

est £-adiquement complet, on peut conclure. O

LEMME A.2. — Soit R une Ag-algébre w«-adiquement complete et sans Ag-torsion.
Soit X — Spec R un schéma tel que Q}(/R est annulé par la multiplication par A € Ay.
Soit a € Ag tel que a*> € AR, et 51,52 : Spec R/a?R — X deux sections telles que s, = s, mod a.
Alors s1 = s, moda?A~ 1L,

Démonstration. — Posons s = s; mod a. L’ensemble des relévements de s en des sections
modulo a? est un espace principal homogéne sous' Homy (Q}(/R, R/a) (ou R/a = a/a*R
est vu comme un Ox-module au moyen de la section s). De méme, I’ensemble des reléve-
ments modulo a?A™" de s est un espace principal homogeéne sous Homy (Q}/ 5. R/aA™).

L’application Homy (Q} /r+ R/a) — Homy (2 ¥ & R JaA~1) correspond a la restriction des

1
X/R*

relévements & R /a? sont égaux dans R /a?A71. O

sections de R/a? a R/a?A7!, et elle est nulle car A annule Cela signifie que tous les

COROLLAIRE A.1. — Soit R une Agy-algébre a-adiquement compleéte et sans Ag-torsion.
Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon n et dimension d sur R. Soit A € Ag
tel que A>u = p avec u topologiquement nilpotent. Soit m < n. Supposons que A mod p €

m—1 m
Ha(G) N (A wg)®=P"™) . Alors, G posséde un sous-groupe fini localement libre Hy,, qui
vérifie les propriétés suivantes :
1. H,, reléve Ker F™ modulo %,
2. pour toute R-algébre R', a-adiquement compléte et sans Ag-torsion,
H,(R') = {s € G[p™](R"), s mod pA~! € KerF™},

3. soit Ly, = G[p™]/Hpm. Alors w,, est annulé par Hdg(G)pﬂi:ll et on a des isomorphismes
det wy,, ~ det wg/Hdg(G) 7 .
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REMARQUE A.l. — La seconde propriété caractérise H,,.

DEFINITION A.1. — Le groupe H,, du corollaire A.1 est appelé sous-groupe canonique
d’échelon m de G.

Démonstration. — Quitte a faire une localisation de Zariski, on peut supposer que le fais-
ceau wg est trivial. Soit G; = G| R/p Soit KerlV™ le conoyau de 'inclusion Ker F™ — G1[p™].
Le complexe de co-Lie de KerV™ vaut :

pm l
HW(G) 7
[wg, — Ogem 1.

Comme Ha(G) = divise A, la multiplication par A est homotope a 0. On peut donc
appliquer la proposition A.1. Ceci démontre I'existence de H,,. Soit L, le conoyau du
morphisme H,, — G[p™]. Comme Ly, se réduit sur KerV™ modulo pA~! on obtient
que a)Lm est annule par Hdg(G) et modulo pA~!. Il en résulte que Hdg(G) = a)Lm -
Hdg(G) = uwr,, etlelemme de Nakayama entraine que wr,,, est annulé par Hdg(G) et
et donc aussi par A.

On a une surjection det wg — det wr,,. qui induit un isomorphisme

det w/(Hdg(G) 7T , pA~1) — det wy,,.

Comme pA~! € Hdg(G)% on obtient I'isomorphisme det wyr,, >~ det wg/Hdg(G) et
Démontrons la formule H,,(R') = {s € G[p™](R’), s mod pA~! € Ker F™}. Il résulte du
lemme A.2 quesis € L,,(R’) etla section unité modulo pA~!, elle est la section unité modulo
p2AT3 = %u. En répétant I'argument, on en déduit que c’est la section unité modulo %u’
pour tout r et donc la section unité. O

REMARQUE A.2. — Si R est une Fj-algebre la théorie est bien stire triviale, G posséde
toujours un sous-groupe canonique d’ordre 7 : le noyau de F”. On le retrouve en appliquant
la proposition avec A = 0 et u = 0.

COROLLAIRE A.2. — Soit R une Agy-algébre a-adiquement complete et sans Ag-torsion.
Soit k € Z>¢. Soit G un groupe de Barsotti-Tate sur R, de dimension d et hauteur h.
Soit m € Zso. Supposons que p € Hdg(G)PmH.

1. G posséde un sous-groupe canonique Hy, d’échelon n pour toutn < m, etona H, C Hy
sin <n' }

2. Hy est localement libre de rang p™® et il reléve le groupe Ker F™* modulo pHdg(G)_%

3. Soit G' = G/H,. Alors Hdg(G') = Hdg(G)?", G’ posséde un sous-groupe canonique

H’ d’échelon m — n, et on a une suite exacte :

m—n’
0—~ H, - H, > H,,_, —0.

—n
ll_l
4. Le faisceau conormal wg[pn)/m, est annulé par Hdg(G) 7T et det OG[p"]/Hy

det wgm/Hdg(G) 7.
5. Soi GP le dual de G. Alors Hdg(G) = Hdg(GP). Pour tout n < m, l'accouplement
G[p"] x G[p"]P — ppn induit une identification H,(G) ~ H,(GP)* .
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6. Supposons de plus que o € HdAg(G). Alors G[p"]/H, est étale sur Spec R[1/«a],
localement isomorphe a (Z) p™Z)"—4.

REMARQUE A.3. — Le caractére étale de G[p™]/H,, n’est pas complétement trivial
puisque p n’est pas forcément inversible dans R[é]. Il suffit de penser a la situation ou
Ao =Fy([T]la=T.

Démonstration. — Quitte a faire une localisation Zariski, on peut supposer que Hdg(G)
pMm—1 _op"—1 .
est principal engendré par Ha. On pose A = Ha 7T w = pHa ~ ?~" . On vérifie que u
est topologiquement nilpotent car p”*! > 2” 1 .En effet par hypothése il existe v € R tel
m-+1
que p = vHa” . Ainsi

m—1 1+1_n 2" —1
= pmtl_pr - ~ -~ pmtl o2l g
u = vHa 7=l = yHaHa »=1

et il suffit de voir que vHa est topologiquement nilpotent. Comme (v Pia)perl = pv"’mJrl -1,

c’est clair. L’existence de H,, pour n < m, l'inclusion H, C H,, et la propriété de relévement
du noyau de Frobenius résultent du corollaire A.1.

. _p'-1
Si G’ = G/H,,ona G’ = G?") modulo pHa ”~' et on a donc I'égalité des idéaux :

pl—1 plt—1

(Hdg(G'). pHa 7~") = (Hdg(G)”", pHa™ 7).

Vérifions alors que Hdg(G’) est engendrée par ﬁapn. Soit x € Hdg(G') etu € R tels

n_ pntl_ pnt1_
que x = Ha”' + upﬁa_p”i_‘l. Alors x = I—fapn(l + upHa 77! l) Or pHa 77! l
est topologiquement nilpotent, donc ﬁapn € Hdg(G') et c’est clairement un générateur.
Il en résulte que Hdg(G’) posséde un sous-groupe canonique d’échelon m — n. On a une
application évidente H, — H,,_, d’apres la propriété 2 du corollaire A.1. En comparant
les ordres de Hy,, H,, et H},_,,, on obtient la suite exacte annoncée. Soit G2 le dual de G.
On a Hdg(G) = Hdg(GP) d’apreés [15]. Considérons le groupe H,(G)* c GP[p"]. Le
point 2. du corollaire A.1 montre que H,(G)t C H,(GP). Comme ces deux groupes ont
méme rang, ils sont égaux. Vérifions le dernier point. Posons L,, = G[p™]/Hy. Comme
or,, est de a-torsion, il en résulte que L, est étale sur Spec R [é]. La derniére propriété
est vérifiée sur une partie ouverte et fermée de Spec R[é]. Soit x un idéal de Spec R [é].
Nous allons construire un morphisme R/x — Ok ou Ok est un anneau de valuation
complet pour une valuation de rang 1, tel que I'image de « est une pseudo-uniformisante.
Soit x” un idéal maximal de Spec R qui est une spécialisation de x. Remarquons que « € x.
Soit A un sous anneau de valuation de Frac(R,//x) qui domine R,/ /x. Cela nous fournit une
valuation v sur R[é]. D’apreés [18], prop. 2.6 (appliquée a I = R°®) et Thm. 3.1, il existe une
spécialisation v’ € Spa(R[é], R) de v, ou R est la normalisations de R dans R[ﬁ]. Le support
dans Spec R[é] de v’ est une spécialisation de x. D’autre part, comme R[é] est une algebre
de Tate, v’ admet une générisation de rang 1. On a donc un morphisme R — Ok ou K est
un corps valué complet pour une valuation de rang 1 et Ok est son anneau d’entiers. Si K
est un corps de caractéristique p, L,,|x = KerV™ et L,,|g est bien localement isomorphe
a (Z/p™Z)"—4. Sinon, K est un corps local d’inégale caractéristique, la théorie classique
(voir [15] par exemple), entraine que L,,|g est localement isomorphe a (Z/p™Z)*~4 . 1l en
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résulte que L, est localement libre comme Z/ p™ Z-module en tout point fermé de Spec R[é]
et donc sur Spec R[é] tout entier. O

A.3. Sous-groupes canoniques et application de Hodge-Tate

Dans [15], le sous-groupe canonique est construit comme noyau de certaines applications
de Hodge-Tate. Faisons le lien avec cette approche.

Rappelons d’abord un résultat classique. Soit R une F,-algébre et G un groupe de
Barsotti-Tate d’échelon 1, de hauteur 4 et dimension d. On a alors une suite exacte de
schémas en groupes (voir par exemple [15], sect. 2.1.2.) :

F-HW(GP
HT IWGT) ()

0— KerF - G — wgp wsp = 0.

(»)
GD
libres wg p et a)g’ ,%. Ils sont localement pour la topologie de Zariski isomorphes a GZ_d. De
plus, HT désigne I’application de Hodge-Tate

On se place a présent sous les hypothéses du corollaire A.1 : A est une Z,-algebre intégre,
a € Ag\{0}, Ao est a-adiquement complete et le morphisme structural Z, — Ao est continu.
On se donne R une Aj-algebre a-adiquement compléte et sans Ag-torsion et G un groupe de
Barsotti-Tate sur R d’échelon 1, de hauteur % et dimension d. Soit A € A tel que A%u = p
avec u topologiquement nilpotent. Supposons que A mod p € Ha(G)(A%wg)®1~P). Soit H;

le sous-groupe canonique d’échelon 1.

Ici, wgp et w .}, sont les schémas en groupes vectoriels associés aux faisceaux localement

PROPOSITION A.2. — Pour toute R-algébre R, a-adiquement compléte et sans Ag-torsion,
on a une suite exacte :

HT
0— Hi(R') = G[pl(R") — wgp ®r R'/pA~'R’.
Démonstration. — On a un diagramme commutatif

G[pl(R') ——— wgp ®r R'/pHdg(G) 'R

| |

G[p)(R'/pA™') ——— wgp ®r R'/pA~'R.

Soit x € G[p](R). Alors x € H{(R) si et seulement si x modpA~! e KerF
d’aprés le corollaire A.1. On vient de voir que x mod pA~! € KerF si et seulement
si HT(x) mod pA~! = 0. O

On suppose a présent que @ = p, que R est normal et que p € Hdg(G)PZ. On suppose
de plus que G/H{(R) = (Z/pZ)"~?. On considére la puissance extérieure maximale de
I’application de Hodge-Tate :

det G/Hy(R) “S" detwgn ®x R/pHdg(G)™ R = det wg/zr,,0 ®r R/pHdg(G)™'R.

Soit P une base du F,-espace vectoriel det G/H;(R). Soit I I'idéal de R/pHdg(G)™!
défini par :

det HT(P).det wgp ®g R/pHdg(G) 'R = I(det wgp ®r R/pHdg(G) ' R).
On note HdgT(G) et on appelle idéal de Hodge-Tate de G 'image inverse de / dans R.
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ProrosITION A.3. — L'idéal HAgT(G) est inversible et on a ['égalité des idéaux
HdgT(G)?~! = Hdg(G).

Démonstration. — Comme R est normal, on se raméne facilement au cas ou R est
un anneau de valuation complet pour une valuation de rang 1 et p est une pseudo-
uniformisante. C’est alors une conséquence de [15], prop. 7. O

Appendice B

Théorie spectrale

Nous étendons la théorie spectrale de Coleman afin de pouvoir ’appliquer au-dessus de
I’espace des poids “W. Le point nouveau essentiel est I’existence de factorisations locales des
séries de Fredholm sur un espace adique général. Seul le cas des espaces rigides avait été
étudié auparavant. Fixons (A, AT) une Z,-algébre de Tate. Notons 49 C AT un anneau
de définition et fixons & € Ay tel que A = Ap[1/a] et (@) est un idéal de définition dans Ag.
Nous supposons de plus que Ag est noethérien, et donc (4, A™) est faisceautique d’aprés [19],
Thm. 2.5.

B.1. Série de Fredholm et factorisation

Dans ce numéro nous introduisons les séries de Fredholm, leurs variétés spectrales et
établissons leurs factorisations locales.

DEFINITION B.1. — Une série formelle F = ), ga,T" € A[[T]] est appelée série de
Fredholm si :

1. ag = 1,
2. pour tout r € Z, ana™ — 0 quand n — oo.

Soit A! la droite affine sur Spa(A4, A™). C’ est la réunion croissante des boules affinoides
{B, = Spa(A4(a"T), AT {a"T))}neny d’équation |¢"T| < 1. Plus généralement, pour tout
rationnel positif A = %, on note B, I'ouvert affinoide de Al d’équation |T*| < |a™"|.
Soit F une série de Fredholm. Pour tout n € N, on peut définir le fermé V(F), C B,
ou V(F), = Spa(Cy,C,}) avec C, = A(a"T)/(F) et C,' est la normalisation de I'image
de AT (a"T) dans C,.

DEFINITION B.2. — La variété spectrale V(F) est le fermé de A' qui vaut la réunion
des V(F),.

On a un morphisme structural w : V(F) — Spa(4, A1). La construction de la variété
spectrale commute au changement de base.

Rappelons quelques définitions tirées de [20], sect. 1.3, 1.4. et 1.5. Un morphisme
(C,CT) — (B, BT) d’algébres affinoides est fini si B est fini sur C et BT est la cloture
intégrale de C* dans B. Il est fini et plat si B est de plus plat sur C. Un morphisme
f : X — Y d’espaces adiques est fini et plat si tout point y € Y posseéde un voisinage affine
U = Spa(C,C%) tel que f~1(U) = Spa(B, B*) est affine et (C,C*) — (B, B™) est un
morphisme fini et plat. Un morphisme localement de type fini d’espaces adiques analytiques
f X — Y est localement quasi-fini si ses fibres sont discrétes. Enfin, un morphisme
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localement de type fini quasi-séparé d’espaces adiques analytiques est partiellement propre
s’il vérifie le critere valuatif de propreté de [20], coro. 1.3.9 (voir aussi lem. 1.3.10).

LEMME B.1. — Supposons que A est un corps. Il existe alors une suite strictement croissante
tendant vers Uinfini (A;) € QY telle que V(F) N By, soit fini et plat sur Spa(A, AT).

Démonstration. — Soit A° 'anneau des éléments a puissance bornée dans A4 et A°° I'idéal
des éléments topologiquement nilpotents. On a A%° ¢ A+t < A°. Soit |.| la norme de
rang 1 sur A correspondant a A et v la valuation associée. On normalise v par v(a) = 1.
Soit {s;}ien les pentes du polygone de Newton de F, sans multiplicité, rangées par ordre
strictement croissant. Soit n € N. Soit A,, = % un rationnel tel que s, < A, < Sp41.
Rappelons que B;,, C A! est 'ouvert rationnel d’équation lo! T™| < 1. Nous allons montrer
que B,, N V(F) — S est fini. Quitte a faire une extension finie de A, ce qui est loisible
d’apres [20], lem. 1.4.9, on peut supposer qu’il existe B € A tel que v(f) = A,. On a alors
B, = Spa(A{(BT), AT {BT)). Soit la factorisationde F en F = PU, ou P est le polyndme de
polygone de Newton de pentes strictement inférieures a A, et U est la série de Fredholm de
polygone de Newton de pentes strictement supérieures a A,,. Dans une cloture algébrique A
de A,ona P(T) = [[(1 —a;T) avec v(a;) < An,donc P(T) =[], B~ a; [1;(a; ' B — BT).
Posons Q(T) = [[(a;'B — BT) € A%(BT). Introduisons aussi la variable S = BT.
On a alors A(BT)/(F(T)) = A(BT)/(Q(T)) = A(S)/(Q(S)) et (A(BT)/F(I))" =
AT(S)/(Q(S)) et ces algebres sont finies sur 4 et AT respectivement. O

THEOREME B.1. — Le morphisme V(F) — Spa(A, A1) est localement quasi-fini, plat et
partiellement propre. Pour tout x € V(F) et w(x) € Spa(A4, A™), il existe un voisinage U de x
dans V(F) tel que {x} C U et un voisinage V de w(x) dans Spa(A, A") tel que w(U) C V et
le morphisme Wy U — V est fini et plat.

Démonstration. — Le morphisme V(F) — Spa(A4, A1) est localement de type fini et
quasi-séparé par construction. D’autre part, il est localement quasi-fini et vérifie le critére
valuatif de propreté ([20], coro. 1.3.9) d’apres le lemme B.1. D’aprés la proposition 1.5.6
de[20], pour tout x € V(F)etw(x) € Spa(4, AT), il existe un voisinage U de x dans V(F) tel
que {x} C U et un voisinage V de w(x) dans Spa(4, A1) tel que le morphisme w U~V
est fini. Par ailleurs, pour tout n, on voit comme dans [7], Part I, lem. 4.1, que le morphisme
V(F), — Spa(4, A") est plat. D’autre part U < V(F ),,|V pour n suffisamment grand
et comme U est propre sur V, U est ouvert et fermé dans V(F),, donc c’est une union de

composantes connexes de V(F),. Par conséquent, le morphisme U — V est plat. O

COROLLAIRE B.1. — Soitx € V(F), U et V comme dans le théoréme. On suppose (il suffit
de rapetisser V) que U = Spa(C,C™), V = Spa(B, BY), et que U est de rang constant d
sur V. Alors la série de Fredholm F posséde une factorisation a coefficients dans B : F = QS
ot Q =1+4+b,T+---+byT? € B[T), by € B, S est une série de Fredholm a coefficients
dans B premiére a Q et C = B[T]/Q(T).

Démonstration. — Comme U est un fermé de V(F), pour n assez grand, on posseéde une
surjection B<a"T> — C. Soit L € B[T] le polyndme caractéristique de I'image 7 dans C.
Le composé B[T]/(L) - B<a"T>/(L) — C est un morphisme de B-modules de type
fini. La topologie de B induit sur ces modules une topologie canonique ([19], p. 524). La
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topologie sur C est aussi la topologie quotient induite par la surjection B<a"T> — C
d’aprés la proposition B.1. Le morphisme B[T]/(L) — C est donc d’image dense et
comme il est strict ([19], lem. 2.3), il est surjectif. En comparant les rangs, on déduit que
ce morphisme est un isomorphisme. On a une factorisation F = LM dans B<a"T>
pour tout n assez grand. Il en résulte que L(0) € B*. Posons alors Q(T) = L(0)"'L(T).
Ona F = QS avecS = L(0)M. De plus Q et S sont premiers entre eux car U est ouvert et
fermé dans V(F), pour tout n assez grand. O

B.2. Endomorphismes complétement continus d’'un module de Banach

B.2.1. Algeébres de Tate et algébres de Banach. — On rappelle que A est une algébre de Tate,
Ag C A un anneau de définition, et que @ € Ag est une unité topologiquement nilpotente.
Nous supposons aussi que Ag est noethérien.

On peut munir A d’une norme |.| : A — Rx¢ en posant |a| = inf, gngeq, p”*. On vérifie
immédiatement les propriétés suivantes :

1. pour touta,b € A, |a + b| < sup{|al, |b|},
2. pour touta,b € A, |ab| < |a||b|,

3. pourtoutn € Zeta € A, |&"a| = p~"|a|,
4. pourtoutn € Z, la| < p™" & a € a" Ap.

En particulier, la topologie induite par la norme sur A est sa topologie d’origine.

B.2.2. Modules de Banach. — On dit quun A-module topologique M est un module de
Banach s’il posséde un sous-A4y module My tel que M = My[1/a] et My est (a)-adiquement
complet et séparé. Si M est un A-module de Banach, alors on peut le munir d’une norme
|| : M — Rsq en posant : |m| = inf, o7 pem, p”. Cette norme nous redonne la topologie
de M. On note Ban(A4) la catégorie qui a pour objets les A-modules de Banach et pour
morphismes les applications A-linéaires continues.

Le théoréme de I’application ouverte est valable dans ce contexte.

ProrosiTiON B.1. — Soit f : M — N une application A-linéaire continue surjective entre
deux A-modules de Banach. Alors f est ouverte.

Démonstration. — Soit My (resp. Ny) un sous Ao module de M (resp. N) tel que M (resp.
Np) est a-adiquement complet et M = My[1/a] (resp. N = Ny[1/«]). D’apres le théoréme
de Baire, il existe n, a” Ng C f(My). Soit v € a” Ny. On peut donc trouver x; € M, tel
que f(x1) —v € a?"Ny. Posons v; = a "(f(x1) —u) € a”Ny. On peut alors trouver
X2 € My tel que f(x2) — vz € o Ny. En répétant, on construit ainsi une suite (x;);>; telle
que F(XF_ a@=Dny;) —y € a®+Dn N Posons donc x = .2, =Dy Alors f(x) = v
et donc o No C f(My). O

Rappelons également que d’apres [19], lem. 2.3, la catégorie des A-modules de type fini
est une sous-catégorie pleine de la catégorie Ban(A).

ProrosITION B.2. — Tout A-module de type fini M posséde une unique topologie qui en
fait un A-module de Banach. Tout morphisme f : M — N entre deux A-modules de type fini
est continu, f(M) est fermé dans N, et le morphisme induit M — f(M) est ouvert.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



652 F. ANDREATTA, A. IOVITA ET V. PILLONI

EXEMPLE 2. — Soit / un ensemble. On note c4(/) le A-module des fonctions f : I — A
qui vérifient lim; o, f(i) = 0. On I’équipe de la norme supremum |f| = sup;; | f ()]
Alors c4(1) est un module de Banach. On notera ¢; € c4(/) la fonction caractéristique
dei € I. Les éléments (¢;);e; forment une base topologique de c4(/).

On dit qu'un A-module de Banach M est orthonormalisable s’il existe un ensemble 7 et
un homéomorphisme : c4(/) — M. On vérifie facilement que tout module de Banach est un
quotient d’'un module orthonormalisable. On dit qu'un A-module de Banach M est projectif
si c’est un facteur direct d’'un A-module orthonormalisable. Un A-module de Banach est
projectif si et seulement s’il vérifie la propriété universelle suivante : Tout diagramme de
morphismes dans Ban(A4) :

L——N——0

|

M
peut étre complété en un diagramme commutatif

L——N——0

AN

M.

On déduit alors facilement le corollaire suivant :

COROLLAIRE B.2. — Soit 0 — My — M; — --- — M, — 0 une suite exacte longue
dans Ban(A). Si M1, ..., M, sont projectifs, alors My est projectif.

B.2.3. Morphismes complétement continus. — Soit M, N € Ban(A). Soit Homy (M, N) le
A-module des endomorphismes continus. C’est naturellement un A-module de Banach pour
la convergence uniforme. Munissons par exemple M et N de deux normes |.|5 et |.|x. Alors
la topologie sur Homy (M, N) est celle induite par la norme | /| = sup,,ep (o} |JT,(””|’})JN . On
dit qu’'un élément f € Homy (M, N) est de rang fini si Im( f) est un sous A-module de type
fini de N. On dit qu’un élément f € Homy (M, N) est complétement continu s’il est dans

I’adhérence des opérateurs de rang fini.

Supposons que M =c4(I) et N =cq(J) sont deux modules orthonormalisables.
Soit f € Homy(M,N). On note Mat(f) = (a;,j)¢,j)erxs la matrice de f dans les
bases topologiques canoniques (e;);e; et (e]’.),-e g de ca(I) et c4(J). Concrétement, on a
fle)=> jesa j,,-e]’.. La proposition suivante se démontre exactement comme [7], prop. 2.4 :

ProrosiTION B.3. — L'opérateur f est complétement continu si et seulement si les

colonnes de Mat( f') tendent uniformément vers 0 : lim sup |a; j| = 0.
J =00 jel
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B.2.4. Déterminant de Fredholm des endomorphismes complétement continus. — Soit
M € Ban(A) et f un endomorphisme complétement continu. Supposons que M est ortho-
normalisable et choisissons un isomorphisme c4(/) >~ M. Soit Mat(f) = (a; ;) la matrice
de f dans cette base. Relativement a cette base, on peut calculer le déterminant de Fredholm
(on dit aussi série caractéristique) :

det(l — Xf|M) = JCliIn}ini det (1 — X(a,',j)(i,j)ejxj).

On vérifie exactement comme dans [7], coro. 2.6, que cette définition est indépendante de
la base choisie. On voit également que det(1 — X /') est une série de Fredholm.

On peut définir la série caractéristique de f en supposant seulement que M est projectif
comme expliqué page 19 de [7] : Soit N = M & Q un module orthonormalisable. On
prolonge f en un endomorphisme f = f @ 0 de N. La série caractéristique de f est alors
la série caractéristique de f .

B.2.5. Théorie de Riesz. — Soit M un module de Banach projectif et f un endomorphisme
compact. On note F(X) son déterminant de Fredholm. Supposons qu’on a une factorisation
F(X) = Q(X)S(X)delasérie de Fredholm en produit de deux séries de Fredholm premicres
entre elles. On suppose de plus que Q est un polyndéme de degré d, de coefficient dominant
inversible. On note 0*(X) = X4 Q(X ") le polyndme réciproque.

THEOREME B.2. — Il existe une unique décomposition M = M(Q) & N(Q) ou M(Q) est
un A-module projectif de rang d et Q* (f) est nul sur M(Q) et inversible sur N(Q).

La premiére partie du théoréme résulte du théoréme A4.3 de [10]. Pour vérifier la nullité
de O*(f) sur M(Q) on raisonne comme dans la démonstration de [7], Thm. 3.3.

B.3. Construction de variétés de Hecke

Dans cette section nous allons rappeler briévement comment on construit des variétés de
Hecke (voir [10], sect. A et [7], part I, const. 5.7). Soit M un A-module de Banach projectif,
H une algebre commutative d’endomorphismes continus A-linéaires de A et U € H un
opérateur compact.

Soit F le déterminant de Fredholm de U agissant sur M. Soit Z = V(F) C Aépa( AAH)
la variété spectrale. D’apres le corollaire B.1, pour tout point x € Z on posséde un voisi-
nage U fini et plat sur son image w(U) dans Spa(4, A1). Au-dessus de w(U) on a une
factorisation F = QS ou Q est un polynome et S une série de Fredholm premiére a Q
etU =V(Q) C Z|w(U). D’apreés le théoréme B.2 on a une décomposition M = M(Q) & N(Q)
ou M(Q) est I'espace caractéristique associé a Q. Il posséde naturellement une structure
de 0z(U)-module. On définit un faisceau cohérent .# sur Z par .#(U) = M(Q). On note
OFf la Oz-algébre cohérente engendrée par H dans Endz(.#). On note E — Z l’espace
adique associé a Og. C’est la variété de Hecke associée a (M, H, U). La proposition suivante
résume la construction et les propriétés de E et Z.

PROPOSITION B.4. — Le morphisme Z — Spa(A, AT) est localement quasi fini, plat et
partiellement propre. En particulier, localement sur Z et Spa(A, A™), il est fini et plat. On
posséde un faisceau cohérent d’espaces propres généralisés M sur Oz et Og agit fidélement
sur M. Le morphisme E — Z est fini, le morphisme E — Spa(A, A™) est sans torsion.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



654

[] A.

F. ANDREATTA, A. IOVITA ET V. PILLONI

BIBLIOGRAPHIE

ABBES, A. MOKRANE, Sous-groupes canoniques et cycles évanescents p-adiques
pour les variétés abéliennes, Publ. Math. IHES 99 (2004), 117-162.

[2] F. ANDREATTA, C. GaASBARRI, The canonical subgroup for families of abelian varie-

[3] F.

ties, Compos. Math. 143 (2007), 566—602.
ANDREATTA, A. IoviTa, G. STEVENS, Overconvergent modular sheaves and
modular forms for GLy, r, Israel J. Math. 201 (2014), 299-359.

[4] J. BERGDALL, R. PoLrLACK, Arithmetic properties of Fredholm series for p-adic

[5] L.

modular forms, Proc. Lond. Math. Soc. 113 (2016), 419-444.
BERGER, P. CoLMEZ, Familles de représentations de de Rham et monodromie p-
adique, Astérisque 319 (2008), 303-337.

[6] P. BERTHELOT, Cohomologic rigide et cohomologic rigide a supports propres,

premiére partie, prépublication 96-03 https://perso.univ-rennesl.fr/
pierre.berthelot/publis/Cohomologie_Rigide_I.pdf, 1996.

. Buzzarp, Eigenvarieties, in Proceedings of the LM S Durham conference on L-func-

tions and Galois representations, 2004.

. Buzzarp, L. J. P. KiLForD, The 2-adic eigencurve at the boundary of weight

space, Compos. Math. 141 (2005), 605-619.

. F. CoLEMaN, Classical and overconvergent modular forms, Invent. math. 124

(1996), 215-241.

. F. CoLEMAN, p-adic Banach spaces and families of modular forms, Invent. math.

127 (1997), 417-479.

. F. CoLEMAN, The spectral halo, notes, 2014.
. F. CoLEMAN, B. MAZUR, The eigencurve, in Galois representations in arithmetic

algebraic geometry (Durham, 1996), London Math. Soc. Lecture Note Ser. 254,
Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1998, 1-113.

. DELIGNE, M. RaPOPORT, Les schémas de modules de courbes elliptiques, in

Modular functions of one variable, 11 ( Proc. Internat. Summer School, Univ. Antwerp,
Antwerp, 1972 ), Lecture Notes in Math. 349, Springer, Berlin, 1973, 143-316.

. FARGUES, La filtration de Harder-Narasimhan des schémas en groupes finis et plats,

J. reine angew. Math. 645 (2010), 1-39.

. FARGUES, La filtration canonique des points de torsion des groupes p-divisibles,

Ann. Sci. Ec. Norm. Supér. 44 (2011), 905-961.

. GROTHENDIECK, Eléments de géométrie algébrique. IV. Etude locale des schémas

et des morphismes de schémas. 11, Publ. Math. IHES 24 (1965), 231.

. HArTL, R. PINK, Vector bundles with a Frobenius structure on the punctured unit

disc, Compos. Math. 140 (2004), 689-716.

. HUBER, Continuous valuations, Math. Z. 212 (1993), 455-477.
. HUBER, A generalization of formal schemes and rigid analytic varieties, Math. Z.

217 (1994), 513-551.

. HUBER, étale cohomology of rigid analytic varieties and adic spaces, Aspects of

Mathematics, E30, Friedr. Vieweg & Sohn, Braunschweig, 1996.

4¢ SERIE - TOME 51 —2018 - N° 3


http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#1
http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#2
http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#3
http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#4
http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#5
http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#6
https://perso.univ-rennes1.fr/pierre.berthelot/publis/Cohomologie_Rigide_I.pdf
https://perso.univ-rennes1.fr/pierre.berthelot/publis/Cohomologie_Rigide_I.pdf
http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#7
http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#8
http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#9
http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#10
http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#11
http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#12
http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#13
http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#14
http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#15
http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#16
http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#17
http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#18
http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#19
http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#20

LE HALO SPECTRAL 655

[21] N. M. Karz, p-adic properties of modular schemes and modular forms, in Modular
functions of one variable, I11 ( Proc. Internat. Summer School, Univ. Antwerp, Antwerp,
1972), Lecture Notes in Math. 350, Springer, 1973, 69-190.

[22] R. Liu, D. WaN, L. X1ao0, The eigencurve over the boundary of weight space, Duke
Math. J. 166 (2017), 1739-1787.

[23] W. LOUTKEBOHMERT, Der Satz von Remmert-Stein in der nichtarchimedischen Funk-
tionentheorie, Math. Z. 139 (1974), 69-84.

[24] W. MESSING, The crystals associated to Barsotti-Tate groups : with applications to
abelian schemes, Lecture Notes in Math. 264, Springer, Berlin-New York, 1972.

[25] V. PiLLoNI, Overconvergent modular forms, Ann. Inst. Fourier ( Grenoble) 63 (2013),
219-239.

[26] P. ScHOLZE, On torsion in the cohomology of locally symmetric varieties, Ann. of
Math. 182 (2015), 945-1066.

[27] J-P. SERRE, Endomorphismes complétement continus des espaces de Banach
p-adiques, Publ. Math. IHES 12 (1962), 69-85.

[28] J. T. TATE, p-divisible groups, in Proc. Conf. Local Fields ( Driebergen, 1966 ), Springer,
Berlin, 1967, 158-183.

[29] Y. T1aN, Canonical subgroups of Barsotti-Tate groups, Ann. of Math. 172 (2010), 955-
988.

[30] P. VALABREGA, A few theorems on completion of excellent rings, Nagoya Math. J. 61
(1976), 127-133.

[31] A. WILES, On ordinary A-adic representations associated to modular forms, Invent.
math. 94 (1988), 529-573.

(Manuscrit regu le 1¢* février 2016 ;
accepté, apres révision, le 4 janvier 2017.)

Fabrizio ANDREATTA
Universita Statale di Milano
Dipartimento di Matematica “Federigo Enriques”
Via Cesare Saldini 50, Cap, [-20133 Milano, Italia
E-mail: fabrizio.andreatta@unimi.it

Adrian IoviTa
Concordia University
Department of Mathematics and Statistics
Sir George William Campus
1455 De Maisonneuve Blvd. W.
Montreal, Quebec, Canada H3G 1MS8
et
Universtita Degli Studi di Padova, Padova, Italy
E-mail: adrian.iovita@concordia.ca

Vincent PILLONI
CNRS, Ecole normale supérieure de Lyon, Lyon, France
UMPA - Site Monod
46 allée d’Italie, 69364 Lyon Cedex 07, France
E-mail: vincent.pilloni@ens-lyon.fr

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE


http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#21
http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#22
http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#23
http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#24
http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#25
http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#26
http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#27
http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#28
http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#29
http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#30
http://smf.emath.fr/Publications/AnnalesENS/4_51/html/ens_ann-sc_51_3.html#31




	1. Introduction
	2. L'espace des poids
	3. Courbes modulaires et tour d'Igusa
	4. Formes modulaires surconvergentes en caractéristique p
	5. Intégralité de la famille universelle de faisceaux sur l'espace W_[0, [
	6. Perfectisation
	Appendice A. Théorie du sous-groupe canonique
	Appendice B. Théorie spectrale
	Bibliographie

