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LE LEMME FONDAMENTAL POUR L’ENDOSCOPIE
TORDUE : REDUCTION AUX ELEMENTS UNITES

PAR BERTRAND LEMAIRE, CoLETTE M(EGLIN
ET JEAN-Lour WALDSPURGER

RESUME. — On prouve ici que le lemme fondamental pour ’endoscopie tordue, désormais établi
pour les unités des algébres de Hecke sphériques, entraine le lemme fondamental pour tous les éléments
de ces algebres de Hecke. La démonstration, dont I'idée est due a Arthur, utilise le transfert, déja établi
lui aussi comme conséquence du lemme fondamental pour les unités.

ABSTRACT. — We show here that the fundamental lemma for twisted endoscopy, now proved for
the unit elements in the spherical Hecke algebras, implies the fundamental lemma for all elements of
these Hecke algebras. The proof, whose idea is due to Arthur, uses the transfer, which is known as a
consequence of the fundamental lemma for the units.

1. Introduction

1.1. — Le lemme fondamental est un résultat essentiel a la stabilisation de la formule des
traces. Il est maintenant démontré pour les unités des algebres de Hecke sphériques, pour
I’endoscopie ordinaire comme pour I’endoscopie tordue, en toute caractéristique pourvu que
la caractéristique résiduelle soit suffisamment grande [17, 19, 20].

Le lemme fondamental pour tous les ¢léments des algébres de Hecke sphériques en
presque toute caractéristique résiduelle est utilisé dans [15, X.5.6] pour achever la stabilisa-
tion de la formule des traces tordue.

Pour ’endoscopie ordinaire en caractéristique nulle, Hales a prouvé que le lemme fonda-
mental pour les unités des algebres de Hecke sphériques en presque toute caractéristique
résiduelle implique le lemme fondamental pour tous les autres éléments de ces algébres en
toute caractéristique résiduelle [4]. Sa méthode est globale, et généralise celles de Clozel
et Labesse pour le changement de base. Cette méthode utilise de maniére cruciale une
propriété bien connue des groupes non ramifiés de type adjoint, a savoir que les séries
principales unitaires non ramifiées (c’est-a-dire induites a partir d’un caractére unitaire non
ramifié du Levi minimal) sont irréductibles. Dans le cas tordu, le groupe adjoint Gaop est
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282 B. LEMAIRE, C. MEEGLIN ET J.-L. WALDSPURGER

naturellement remplacé par le groupe Gy = G/Z (G)?, ce qui rend difficile 'application de
cette méthode.

1.2. — Depuis les travaux de Hales, un autre résultat a ét¢ démontré, pour ’endoscopie
tordue en caractéristique nulle : le lemme fondamental pour les unités des algébres de
Hecke sphériques implique le transfert [18]. La méthode est globale, et le résultat obtenu
est semblable a celui de Hales : si le lemme fondamental pour les unités des algébres de
Hecke sphériques est vrai en presque toute caractéristique résiduelle, alors la conjecture de
transfert est vraie en toute caractéristique résiduelle. On dispose donc aujourd’hui du lemme
fondamental pour les unités en presque toute caractéristique résiduelle, et du transfert en
toute caractéristique résiduelle. On démontre ici (pour I’endoscopie tordue en caractéris-
tique nulle), de maniére purement locale grace au transfert — qui, comme on vient de le
dire, a été obtenu par voie globale —, que le lemme fondamental pour les unités des algébres
de Hecke sphériques implique le lemme fondamental pour tous les autres éléments de ces
algébres.

1.3. - Le résultat démontré ici (pour I’endoscopie tordue) est a priori moins fort que celui
de Hales (pour I’endoscopie ordinaire), puisque notre méthode ne permet pas d’oter la
restriction sur la caractéristique résiduelle. Pour éliminer cette restriction, il suffit de démon-
trer le lemme fondamental pour les unités des algébres de Hecke sphériques dans le seul
cas ou on ['utilise ici : celui ou la donnée endoscopique elliptique non ramifiée a pour
groupe sous-jacent un tore (voir 1.7). A titre d’exemple, c’est ce que I'on fait dans le cas
du groupe G = GL(n) tordu par 'automorphisme extérieur g — ‘g~!. Dans ce cas, on
démontre donc que le lemme fondamental pour tous les éléments des algebres de Hecke
sphériques est vrai, sans restriction sur la caractéristique résiduelle — cf. 4.13.

La restriction sur la caractéristique résiduelle est complétement éliminée dans [13], oul’on
démontre le lemme fondamental pour les unités des algébres de Hecke sphériques dans le
cas d’'une donnée endoscopique elliptique non ramifiée ayant pour groupe sous-jacent un
tore. Dans ce cas trés particulier, certaines constructions de la section 5 du présent article
sont reprises dans [13]. Elles décrivent I’action de 'automorphisme 6 et d’un ¢lément de
Frobenius ¢ sur le diagramme de Dynkin, et n’ont rien a voir avec le lemme fondamental :
la preuve n’est pas circulaire!

Nous n’utilisons pas le résultat de Hales [4], sauf en 4.13 dans le cas de PGL(2) avec
caractére w. D’ailleurs, nous ne I'utilisons pas non plus dans [13], oi nous nous ramenons
au cas de GL(n) avec caractére w, qui a été traité par Kazhdan [5]. En définitive, nous
redémontrons le résultat de Hales [4] dans le cadre plus général de I’'endoscopie tordue.

Une fois le lemme fondamental établi pour tous les éléments des algébres de Hecke
sphériques, on pourra essayer de le ramener a la caractéristique non nulle par la méthode
des corps proches. C’est certainement possible si la caractéristique est suffisamment grande.
Signalons le travail d’Alexis Bouthier [2], qui prouve pour ’endoscopie ordinaire en carac-
téristique non nulle, mais sous certaines hypothéses trés restrictives, le lemme fondamental
pour tous les éléments des algébres de Hecke sphériques.

Ces considérations faites, revenons a la caractéristique nulle.
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LE LEMME FONDAMENTAL POUR L’ENDOSCOPIE TORDUE 283

1.4. - Pour I’endoscopie tordue, les travaux fondamentaux de Kottwitz-Shelstad et Labesse
ont été repris (et modifiés sur certains points) dans [15, I]. Ce sont les notions et les notations
de loc. cit. que I'on utilise ici. Soit F une extension finie d’un corps p-adique Q,. Soit G
un groupe algébrique réductif connexe défini et quasi-déployé sur F, et déployé sur une
extension non ramifiée de F'. L’action galoisienne sur le groupe dual G est donc donnée par
celle d’un élément de Frobenius ¢ € Wg, ou Wr est le groupe de Weil de F. Soient aussi G un
G-espace tordu défini sur F, et w un caractére de G(F). On suppose vérifiées les hypothéses
suivantes :

— Iensemble G (F) des points F-rationnels de G nest pas vide;

— le F-automorphisme 6 de Z(G) défini par G est d’ordre fini;

— le G(F)-espace tordu G (F) posséde un sous-espace hyperspécial (K, K );
— le caractére w est trivial sur Z(G; F)?;

— la classe de cohomologie a € H (Wp, Z (G)) associée a w est non ramifice.

Soit G’ = (G’, ¢, 5) une donnée endoscopique pour (5 ,a). On suppose que cette donnée
est non ramifiée. Cela entraine que le groupe G’ (qui est défini et quasi-déployé sur F) se
déploie sur une extension non ramifiée de F. Cela entraine aussi que le L-groupe LG’ est
isomorphe a §’. On peut donc, dans cette situation non ramifiée, faire I’économie des données
auxiliaires. A la donnée G’ est associé un G’-espace tordu G’, défini sur F et a torsion inté-
rieure. Au sous-espace hyperspécial (K, K ) de G (F) sont associés un sous-espace hyperspé-
cial (K, K’) de G'(F), bien défini a conjugaison prés par G/,p(F), et un facteur de transfert
normalisé

A:D(G') — C~.
Ici, D(G’) est 'ensemble des couples (8, y) € CN}’(F) X G(F) formés d’éléments semisimples
dont les classes de conjugaison (sur F) se correspondent, et tels que y est fortement régu-
lier. Pour y € G (F) fortement régulier (semi-simple), on définit I'intégrale orbitale ordi-
naire 79 (y, f,w) d’une fonction s CC°°(5(F)). Pour § € 5’(F) fortement 5—régulier, on
définit Pintégrale orbitale stable S¢'(§, /) d’une fonction f’ € C® (G'(F)), et I'intégrale
orbitale endoscopique

1906, f)=d,"*Y dy ' AG.IC (. f0)
Y

d’une fonction f € C° (G(F)) ;ou y parcourt les éléments de 5(F) tels que (8, y) € D(G),
modulo conjugaison par G(F). On renvoie a 2.7 pour des définitions précises. On dit qu’une
fonction f/ € C (G'(F)) est un transfert de f € C(G(F)) si pour tout § € G'(F)
fortement G-régulier, on a I'égalité

SEG, ) =196, /).
Soit 1% la fonction caractéristique de K, etsoit 1 #% la fonction caractéristique de K'. Le
lemme fondamental pour les unités des algébres de Hecke sphériques (2.8, théoréeme 1) dit
que 1z, est un transfert de 1. Soit $#g I'algébre de Hecke formée des fonctions sur G(F)

qui sont bi-invariantes par K et a support compact, et soit /g ’algébre de Hecke formée
des fonctions f” sur G'(F) qui sont bi-invariantes par K’ et a support compact. Via les

(M Dans tout ce papier, on appelle caractére un homomorphisme continu dans C*.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



284 B. LEMAIRE, C. MEEGLIN ET J.-L. WALDSPURGER

isomorphismes de Satake, on a un homomorphisme naturel b : /g — Hks. Le lemme
fondamental pour tous les éléments des algébres de Hecke sphériques (2.8, théoréme 2) dit
que pour toute fonction f € ¢k, la fonction b(f) * 1, = 15 * b(f) sur G’(F) est un
transfert de f * 1z (resp. de 1g * o™ 1 f).

On démontre dans cet article que le théoréme 1 implique le théoréme 2.

1.5. — Décrivons bri¢vement la démonstration proposée ici. On commence par se ramener
au cas ou la donnée G’ est elliptique (par descente parabolique). Ensuite, suivant I'idée
d’Arthur, on traduit le théoréme 2 en termes spectraux, grace au transfert géométrique.
Pour cela, on introduit I’espace D(G(F ), w) des distributions sur G(F ) qui sont des
combinaisons linéaires (finies, a coefficients complexes) de caractéres de représentations
G (F)-irréductibles tempérées de (G(F ),w) — cf. 3.1. Pour G’, on définit de la méme
maniere ’espace D(G’(F )), en prenant pour w le caractére trivial de G'(F), et I'on note
SD (G (F)) le sous-espace de D(G (F)) formé des distributions qui sont stables. Soit

DXk (G(F ), w) le sous-espace de D (G (F), w) engendré par les caracteres des representatlons
G(F )-irréductibles temperees de (G(F ), ) qui sont K-sphériques, et soit DX (G (F)) le
sous-espace de D (G (F)) défini de la méme maniére. A un paramétre tempere et non ramifié

o W — LG’ est associé un parameétre tempéré et non ramifié ¢ : Wr —> '~ G s
Via les isomorphismes de Satake, on en déduit un homomorphisme de transfert spectral
(sphérique)

t=tg : DX(G'(F)) > DX(G(F),w).

D’autre part, d’aprés les résultats de [15, XI] qui généralisent au cas tordu ceux de [1], le
transfert géométrique f — f’ définit dualement un homomorphisme de transfert spectral
(usuel)

T =Tg : SD(G'(F)) — D(G(F),w).
Pour ® € SD(G'(F)), la distribution T(®) sur G (F) est donnée par T(®')(f) = ©'(f)
pour toute paire de fonctions (f, f') € CE(G(F))xC°(G'(F)) telle que f’ est un transfert

de f. Le lemme fondamental pour tous les éléments des algébres de Hecke sphériques
équivaut a la commutativité du diagramme suivant

(1) SD(G'(F))~— D(G'(F)) 7, DX(G'(F))

o ) |

D(G(F), ) DX(G(F),w)

ot les homomorphismes pX et pX’ sont les projections naturelles.

On se raméne ensuite a la partie elliptique de la théorie. Soit Deu(G (F), w) le sous-espace
de D(G(F ), w) engendré par les représentations elliptiques au sens d’Arthur — précisé-
ment, leur variante tordue [16]. On définit de la méme maniére le sous-espace Deu(G’ (F))
de D(G'(F)), et 'on pose SDei(G'(F)) = SD(G'(F)) N Dei(G'(F)). L'homomor-

4¢ SERIE - TOME 51 — 2018 — N° 2



LE LEMME FONDAMENTAL POUR L’ENDOSCOPIE TORDUE 285

phisme T envoie SDell(a’(F )) dans Deu(a (F),w), et pour prouver la commutativité du
diagramme (1), on est ramené a prouver celle du diagramme suivant

@ SDai(G(F))—— DG (F)) —2 DX @' (F))

| ) |

Dai(G(F), ) DX(G(F), w).

1.6. — Une représentation G (F)-irréductible tempérée de (5 (F), w) est dite de support non
ramifié si la représentation de G(F) sous-jacente est une sous-représentation d’une série
principale induite a partir d’un caractére unitaire et non ramifi¢ du Levi minimal, et elle est
dite de support ramifié sinon. On note D“r(5 (F),w) le sous-espace de D (5 (F),w) engendré
par les caracteres G (F)-irréductibles tempérés de (5 (F), w) qui sont de support non ramifi¢,
et D™™(G(F), w) celui engendré par ceux qui sont de support ramifié. Pour * = nr, ram,
on pose

D(G(F),w) = De(G(F),w) N D*(G(F), w).
Alors on a la décomposition
(1 Dei(G(F),0) = DGi(G(F),w) & D™ (G(F), w).

On définit de la méme maniére les sous-espaces D™ (G'(F)) et D™™(G'(F)) de D(G'(F)),
et pour * = nr, ram, on pose

SD2(G'(F)) = D*(G'(F)) N SDei(G'(F)).
Alors on a la décomposition
) SDei(G'(F)) = SDI(G'(F)) ® SDE™(G'(F)).

L’astuce, déja utilisée par Arthur pour les formes tordues du groupe linéaire, consiste a
remarquer que les sous-représentations irréductibles d’une série principale tempérée non
ramifiée de G(F) sont permutées transitivement par Gap(F). Puisque G’ est a torsion
intérieure, cela a comme conséquence que l’espace SD’;ﬁ((?’(F )) est nul si G’ n’est pas
un tore. Pour prouver la commutativité du diagramme 1.5.(2), on est donc ramené a le
faire dans le cas ou le groupe G’ est un tore, et a prouver aussi (dans tous les cas) que
T(SD™™(G'(F))) est contenu dans D™ (G (F), o).

1.7. - Fixons un ensemble &;_,, de représentants des classes d’isomorphisme de données
endoscopiques elliptiques T’ pour (5, a) qui sont non ramifiées et dont le groupe sous-
jacent T’ est un tore. On montre en 4.11 que les conditions &, # @ et Dgﬁ(@(F), w) # {0}
sont équivalentes. Si elles ne sont pas vérifiées, le diagramme 1.5.(2) est trivialement commu-
tatif car les deux fléches horizontales sont nulles. Supposons-les vérifiées. On montre
(section 5) que la situation est trés particuliére : le groupe adjoint Gap du groupe dual G est
produit de groupes PGL(n,C) et les actions de 6 et de ¢ sont de simples permutations
des facteurs. On introduit le sous-groupe C de Z(G) x G formé des (z, g) tels que, pour
tout o € I'r (le groupe de Galois habituel), on ait

go(9)™' € Z(G). (1-0)(go(g)™) =zo()™".

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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Plus exactement, on considére un certain quotient € de C : c’est le groupe introduit par
Labesse en [9, 1.3], ou il est noté Int(a)(F). Ce groupe agit sur G(F). Soit T' € &y, de
groupe sous-jacent 7", et soit ¥’ une représentation de dimension 1 de T'(F). On montre
d’une part que Tz (') se transforme par ce groupe € selon un caractere bien déterminé, et
d’autre part que le sous-espace des éléments de 2{1(6 (F),w) qui se transforment selon ce
caractere est une droite engendrée par un €lément explicite not¢ ®;,. On a donc une égalité

(1) T (F) = ¢ O, + O™,

ouceCet®™ ¢ D?ﬁm(a(F), ). On prouve que ¢ = 1 en appliquant le lemme fonda-
mental pour les unités des algébres de Hecke sphériques. On se rappelle que
Pespace Déﬁm(a(F ),w) est muni d’'un produit scalaire elliptique. Le calcul des normes
des deux membres de ’égalité (1) entraine que ®™™ = 0. D’ou I’égalité

2 T (1) = Or,.

On en déduit facilement, dans le cas ot G’ = T’, la commutativité du diagramme 1.5.(2)
appliqué a la distribution )Z’N e SD; (T"(F)). Quand on fait varier T et 7/, les distributions O,
engendrent I'espace D (G(F),w). D’apres (2), cet espace est engendré par les transferts
Ty (3") pour T’ et 7' comme ci-dessus. Revenant a une donnée endoscopique elliptique
quelconque G’ pour (6 ,a), une nouvelle utilisation du produit scalaire elliptique permet
d’en déduire que Tg/ (SD g™ (G'(F))) est contenu dans Dgﬁm(G(F), ).

Cela démontre, en général, que si le lemme fondamental est vrai pour les unités des
algebres de Hecke sphériques (2.8, théoréme 1), plus précisément s’il est vrai pour les
données T' € &,_., alors il I’est aussi pour tous les éléments de ces algebres (2.8, théo-
réme 2).

2. Enoncé du théoreme

2.1. Les objets; hypotheses et conventions

Soit F un corps commutatif localement compact non archimédien de caractéristique
nulle. On fixe une cloture algébrique F de F, et 'on note I'r le groupe de Galois de I’exten-
sion F/F, Ir C T'r son groupe d’inertie, et Wr C I'r son groupe de Weil. Soit F*/F la
sous-extension non ramifiée maximale de F/F (ainsi I est le groupe de Galois de F/ F™).
On fixe un élément de Frobenius ¢ € W, c’est-a-dire tel que la restriction de ¢ a F™* soit
I’automorphisme de Frobenius de I’extension F™/F. Soit v la valuation sur F normalisée
par vp (FX) = Z, et soit | | la valeur absolue sur F donnée par |x|r = ¢~V ol ¢ est le
cardinal du corps résiduel de F.

Pour une variété algébrique V définie sur F, on identifie V a I’ensemble V(F) de ses
points F-rationnels, et I’on munit I’'ensemble V(F) de ses points F-rationnels de la topologie
définie par F.

Soit G un groupe algébrique réductif connexe défini sur F, et soit G un G-espace (algé-
brique) tordu. On rappelle que G est une variété algébrique affine définie sur F, munie de
deux actions de G définies sur F, I'une a gauche et ’autre a droite,

GxG,(g.8)—g8, GxG—G, (8 ¢g) r 8g.
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LE LEMME FONDAMENTAL POUR L’ENDOSCOPIE TORDUE 287

commutant entre elles, et telles que pour § € G, les applications
G—>5,gr—>g8, G—>5,gl—>8g,

soient des isomorphismes de variétés algébriques. On note § — Intg I’application de G dans
le groupe des automorphismes de G définie par

Ints(g)d =062, g€G.

Pour un élément § € G, on note G® le commutant de § dans G (c’est-a-dire I’ensemble des
points fixes de Ints) et Gs = G®° sa composante neutre.

Pour§ € G, I’automorphisme Ints de G définit par fonctorialité des automorphismes de
divers objets attachés a G ; par exemple du revétement simplement connexe Gsc du groupe
dérivé de G, ou de son groupe adjoint Gap. Quand cet automorphisme ne dépend pas de &,
on le note # comme dans [15, I]. Ainsi on a un automorphisme 6 du centre Z(G) de G.

HyPoTHESES. — On suppose que :

— Le groupe G est quasi-déployé sur F et déployé sur F™'.

— L’ensemble G(F) des points F-rationnels de G n’est pas vide.
— L’automorphisme 6 de Z(G) est d’ordre fini.

2.2. Le L-groupe

Puisque le groupe G est quasi-déployé sur F, on peut fixer une paire de Borel épinglée
€ = (B, T,{Ey}aea) de G définie sur F :

— (B, T) est une paire de Borel de G définie sur F;

— A est la base relativement a B du systéme de racines ¥ = X(G,T) de G ;

— E, est un élément non nul de lalgebre de Lie u, du sous-groupe radiciel U,
de G correspondant a la racine «, les E, étant choisis de telle maniére que
I’ensemble { Ey }gea soit ['p-stable.

Soit Z(G, &) I'ensemble des éléments § € G tels que I'automorphisme Ints de G stabilise &.
Cet ensemble n’est pas vide, et c’est un espace tordu sous Z(G), défini sur F. On note 6¢, ou
encore 0, le F-automorphisme de G défini par 6§ = Inte pour un (i.e. pour tout) € € Z (5 ,E).
Cet automorphisme est quasi-semisimple (puisqu’il stabilise (B, T')), et méme semisimple
puisqu’il est d’ordre fini (d’aprés ’hypothése de finitude sur 'automorphisme 6 de Z(G)) et
que F est de caractéristique nulle. Notons que I’ensemble Z (5 , €; F) des points F-rationnels
de Z (5 , €) peut étre vide.

On note X(7T) le groupe des caractéres algébriques de T, X (T) le groupe des cocaractéres
algébriques de T, > = i(G, T) ensemble des coracines de G, A la base de > relativement
aB,et W = WOY(T) le groupe de Weyl Ng(T)/ T ; ou Ng(T) est le normalisateur de T
dans G. On a donc les inclusions

ACIcX(T), AczcXT).

L’action de I'r sur G induit une action sur X(7), )?(T), X, i‘, A, A et W,et 6 = 0¢ induit
un automorphisme de chacun de ces objets. Rappelons que le sous-groupe W? de W formé
des points fixes sous 8, vérifie les propriétés :

— un élément w € W appartient a W si et seulement s’il stabilise 7¢ ou 79°;
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— poure € Z(G, &), W sidentifie au groupe de Weyl W %< (T,) de G, ou Ty est le tore
maximal 7%° de G..

Soit G le groupe dual de G. Il est muni d’une action algébrique de I'r, notée 0 — og,
et d’une paire de Borel épinglée & = (l§, T, {Ea JucA) qui est définie sur F, c’est-a-dire
I'r-stable. Puisque G est déployé sur F'™, ’action de ['f sur G se factorise a travers T F/lF.
Elle est donc entiérement déterminée par la donnée de I’automorphisme ¢g de G.

Onpose LG = G xWg.De I'automorphisme 6 se déduit par dualit€ un automorphisme 6
de G qui stabilise & et commute a Iaction galoisienne. Le groupe de Weyl W(f(f’) =
Ng(T) / T de G s’identifie par dualité au groupe de Weyl W de G, et on a I’égalité¢ W? = w?.
Précisons cette identification. Un automorphisme u du tore 7' définit fonctoriellement un
automorphisme @ de 7 (pour u = f|p, onad = é|T) L’application u + @ est
contravariante : on a (1 o u2) =1tyou;. En part1cul1er elle induit un isomorphisme de W
sur le groupe opposé de w6 (T). On identifie W a WG(T) par I'application w + WL
L’automorphisme 6 commute a l'action de I'r sur G, donc définit un automorphisme £0
de LG : pour (g, w) € G x Wp,ona

Lo(g xw) = é(g) X w.

On pose LG = LGLG. Cest un espace tordu sous £G.

2.3. Données endoscopiques

On fixe aussi un caractére w de G(F). Parce que G est quasi-déployé, d’aprés un
résultat de Labesse-Lapid [10], ce caractére correspond a une classe de cohomologie
a € H(Wg,Z(G)) — cf. [15, I.1.13]. Notons que pour que la théorie ne soit pas vide,
il faut que le caractére w soit trivial sur Z(G; F)?, ce que I’on supposera & partir de 2.6.

Nous utilisons la notion de donnée endoscopique pour (a,a) telle qu’elle est définie
dans [15, 1.1.5] et nous utilisons les notations de cette référence. Une telle donnée est donc
notée G’ = (G’, 9, 5). On définit la notion d’isomorphisme entre deux telles données et, en
particulier, le groupe d’automorphismes Aut(G’) d’une telle donnée G'.

Précisons la situation du coté dual. Soit G’ = (G’,§’,5) une donnée endoscopique
pour (5, a). Quitte a effectuer des modifications inoffensives expliquées en [15, 1.1.4], o
peut fixer une paire de Borel épinglée & = (B T, {E taea) de G, conservée par l’actlon
ga10151enne o — ogetparl automorph1sme 9 de sorte que I’ automorphlsme Ints de G
conserve (B, T). Alors § ’écrit § = s6 pour un élément s € 7. Posons B’ = B n G/,
7' =T N G, et complétons (B’, T”) en une paire de Borel épinglée & = (B, 1", {E(’x,}a/eA/)
de G’ = G5. On peut supposer que ’action galoisienne o > o sur G’ conserve &'. Légalité
7" = 79 identifie le groupe de Weyl W’ de G’ (ou de G') & un sous- groupe du groupe des
invariants W = w® du groupe de Weyl W de G (oude G). Le plongementf 7" — T nlest
en général pas équivariant pour les actions galoisiennes : il existe un cocycle o — g/ (0)
de T'r dans W tel que

ag/(0)oa(§) =&, oe€elf,
ou o(é) =0go § o 05/1 et ouI'on a identifi€ ag/(0) a 'automorphisme Inty,,, (o) de 7. Dans
la suite, les paires de Borel des groupes duaux seront toujours choisies comme ci-dessus.
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2.4. Espaces endoscopiques tordus

Continuons avec les notations de 2.3. Soit (B’, T’) une paire de Borel de G’ définie sur F.
Le tore 79+ est dual de T/(1—=06¢)(T). Du plongement £ : 7' — T se déduit par dualité un
homomorphisme

E:T —>T/(1—0e)T)~T'
vérifiant
o0()=E&oag(0), oelpF,
ou I'on a identifi¢ ag/(0) a 'automorphisme Inty ;, (5) de 7. D’apres [15, 1.1.7], on a I'inclu-
sion
§(Z(G)) C Z(G").
Notons Z((~; , &) lequotientde Z (5 , &) par 'action de Z(G) par conjugaison. C’est un espace
principal homogene (a gauche et a droite) sous
2(G) = Z(G)/(1 = 0)(Z(G)).
La restriction de £ a Z(G) se quotiente en un homomorphisme
§2:2(G) — Z(G')
qui est I'p-équivariant. On pose
G' =G’ xz) 2(G. &),

c’est-a-dire que G’ estle quotient de G’ x 2(5 , &) par la relation d’équivalence

(g'62(2),2) = (¢'.22), z € Z(G).

Les actions a gauche et a droite de G’ sur G’ x Z,(C~} , €) se descendent en des actions sur G/,
et I'action de Tz sur G’ x Z(G, &) se descend en une action sur G’. Cela fait de G’ un espace
tordu sous G’, défini sur F et a torsion intérieure [15, 1.1.7, rem. (2)]. Cela signifie que, pour
tout § € G’, Pautomorphisme Ints est un automorphisme intérieur de G’. Notons que
Iensemble G'(F) des points F-rationnels de G’ peut &tre vide.

2.5. Correspondance entre classes de conjugaison semisimples

D’aprés lhypothese de finitude sur I'automorphisme 6 de Z(G), les éléments quasi-
semisimples de G sont semisimples. Rappelons qu’un élément semisimple y € G est dit
fortement régulier si le centralisateur G” est abélien et si le centralisateur connexe G, est un
tore.

Soit G’ = (G’, G/, §) une donnée endoscopique pour (5 ,a). On définit une correspondance
entre classes de conjugaison sur F d’éléments semisimples de G’ et classes de conjugaison
sur F d’éléments semisimples de G — cf. [15, 1.8]. On note D(G') 'ensemble des couples
6,y) € G (F) x G (F) formés d’éléments semisimples dont les classes de conjugaison sur F
se correspondent et tels que y soit fortement régulier dans G.Onditalors que § est fortement
a—régulier. Cela entraine que § est fortement régulier dans G —cf. [7, lemma 3.3.C].

La donnée G’ est dite relevante si ’'ensemble D(G’) n’est pas vide.
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2.6. Données endoscopiques non ramifiées

On suppose de plus que la classe de cohomologie a € H' (Wr, Z (G)) correspondant a @
est non ramifiée, c’est-a-dire qu’elle provient par inflation d’un élément de H'(Wg /Ir, Z(G)).
On dira aussi que le caractére o est non ramifié. Soit G’ = (G, §/, §) une donnée endoscopique
pour (5 ,a). Supposons que la donnée G’ est non ramifiée, c’est-a-dire que I'inclusion
suivante est vérifiée :

Irp C 9,.
Cela entraine que le F-groupe (quasi-déployé) G’ est déployé sur F™* [15, 1.6.2]. On fixe des
paires de Borel épinglées dans les groupes duaux comme en 2.3. Les actions galoisiennes
o > og sur G et o — ogs sur G’ sont déterminées par la donnée des automorphismes ¢G
de G et ¢’ de G’. Soit un élément hy = (h,$) € §' tel que Inty,, agisse comme ¢g sur G
Alors G est le produit semidirect (G x I F) % (hg), et application

g - Lg, (x, why = (x,we"), (x,w) € G xIp,neZ,

est un isomorphisme [15, 1.6.3]. Cela entraine que dans cette situation non ramifiée, on  peut
faire ’économie des données auxiliaires. D’autre part on a un automorphlsme 6 de G qui
stabilise & et commute & I'action galoisienne o — o¢. Ecrivons § = s9 et posons h = h¢.
Alors la condition

Int; (¢, w) = (a(w)g',w), (g w)ey,
équivaut a

(1) sh = a(¢)hs:;
ou I’égalité est vue dans GWpé = ééWp.

Rappelons qu’a une paire de Borel épinglée €1 de G définie sur F, la théorie de Bruhat-
Tits associe un sous-groupe (compact maximal) hyperspécial K¢, de G(F). Précisément,
a € est associé un schéma en groupes lisse K¢, défini sur 'anneau des entiers o de F,
de fibre générique G, et le groupe K¢, = K¢, (0) des points o-rationnels de K¢, est un
sous-groupe hyperspécial de G(F). De plus, notant 0™" 'anneau des entiers de F™, le sous-
groupe K¢, (0™) de G(F™) ne dépend que de K = K¢, et on le note K™.

Soit K un sous-groupe hyperspécial de G(F). Posons

Ng(r)(K) = {8 € G(F) : Ints(K) = K}.

Si Ng(r)(K) n’est pas vide, alors c’est un espace principal homogene sous Z(G; F)K, et tout
élément § € NG (r)(K) définit un K-espace tordu K = K8 = 8K.Side plus il existe une paire
de Borel épinglée £, de G définie sur F telle que K = K¢, et Kn K“rZ(G &1; F™T) ne soit
pas vide, alors on dit que K est un sous- espace hyperspécial de G(F ).

REMARQUE. — Les paires de Borel épinglées de G définies sur F, et donc aussi les sous-
groupes hyperspéciaux de G(F), forment une seule orbite sous 'action de Gaop(F) par
conjugaison. Notons que cela n’implique pas que si Ng(r)(K) # @ pour un sous-groupe
hyperspécial K de G(F), alors Ngr)(K1) # @ pour tout sous-groupe hyperspécial K;
de G(F). On renvoie au lemme 1 de 4.9 pour une variante de ce résultat de conjugaison pour
les sous-espaces hyperspéciaux de G(F ).
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HypOTHESES. — On suppose que :

— le caractére w est trivial sur Z(G; F)?;
— la classe de cohomologie a € H! (Wp, Z(G)) est non ramifiée;
— G(F) posséde un sous-espace hyperspécial.

Fixons un sous-espace hyperspécial (K, K) de G (F). Par définition, il existe une paire de
Borel épinglée £, de G définie sur F telle que K = K¢, , 'ensemble Ng(r)(K) n’est pas vide,
et K = K§ = 6K pour un élément § € Ng(r)(K) de la forme

§=ke, keK™ ecZ(G,&:F™).

Quitte a remplacer la paire € fixée en 2.2 par une autre paire de Borel épinglée de G définie
sur F, on peut supposer que €; = €.

Soit (B, T) la paire de Borel de G associée a (B, T), c’est-a-dire que B est le normalisateur
de B dans G, et T est le normalisateur de (B, T') dans G. Fixé un élément € € Z(G, ), on a

§:Be, T = Te.

En particulier les ensembles Bet T ne sont pas vides, Bestun B-espace tordu défini sur F, et
T estun T-espace tordu défini sur F. Notons que, méme si Z(G, &; F) est vide, les ensembles
B(F) et T(F) ne sont pas vides. De plus on a la décomposition en produit semi-direct

B(F) = T(F) x Ug(F),

ou Up est le radical unipotent de B. Soit T'(F™"); le plus grand sous-groupe borné de T'(F™"),
c’est-a-dire 'ensemble des t € T(F™) tels que vg (x(¢)) = 0 pour tout caractére x € X(T).
OnaT(F™), = T(F™)N K™, et d’apres [15, 1.6.1.(5)], 'intersection

Z(G,& F™)NT(F™), K
n’est pas vide. L’espace K s’écrit donc
K = K8, = 8.K
pour un élément &, € T(F ) de la forme
8o =te, t€T(F™), eeZ(G,& F™).

Le F-automorphisme 6, = Intg, de G est semisimple (car il stabilise (B, T')) et sa restriction
a T coincide avec celle de 6¢.

Soit G' = (G’,9,5) une donnée endoscopique non ramifiée pour (5, a). D’apres le
lemme de [15, 1.6.2], la donnée G’ est relevante. D’aprés [15, 1.6.2, 1.6.3], a (K, E) sont
associés un sous-espace hyperspécial (K’, K') de 5’(F ), bien défini a conjugaison pres par
un élément de G/, (F), et un facteur de transfert normalisé

A :D(G") - C*.
D’aprés [7, theorem 5.1.D], pour (8,y) € D(G') et g € G(F),ona

) AG.g7'vg) = w(g)AG. y).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



292 B. LEMAIRE, C. MEEGLIN ET J.-L. WALDSPURGER

Posons Gy = G/Z(G)?. C’est un groupe réductif connexe défini sur F, et le groupe Gy(F)de
ses points F-rationnels opére par conjugaison sur G (F). D’aprés [15,1.2.7], 2 G’ est associé
un caractére o’ = wg de Gy(F) tel que pour (8,y) € D(G’) et g € Gy(F), on ait

(©) A@S. Intg-1(y)) = () A, y).

Rappelons que o est trivial sur Z(G:; F)? = Z(G)?(F). La projection naturelle G — Gy
induit un homomorphisme injectif G(F)/Z(G; F)? — Gy(F), et la restriction de o’ a
I'image de G(F) dans G4(F) coincide avec w.

2.7. Transfert endoscopique non ramifié

On note C® (5 (F)) 'espace vectoriel des fonctions complexes sur G (F) qui sont loca-
lement constantes et a support compact. Fixons une mesure de Haar dg sur G(F). Pour
y € G(F) fortement régulier, on note D (y) € ¢% le discriminant usuel (cf. [15, 2.4]). Fixons
une mesure de Haar dg,, sur G, (F), et notons d g,, 1a mesure quotient d‘% sur G, (F)\G(F).

Soit f € Cc°°(5(F)). Si le caractere w est trivial sur G, (F), on pose

1800, f) = DG [ 0(9) /(¢ ve)d gy
Gy (F)\G(F)

Sinon, on pose Ia(y, , f) = 0. On note IL@(F), w) le quotient de C° (G(F)) par le sous-
espace annulé par toutes les distributions /¢ (y, w,-) pour y € G (F) fortement régulier.

Soit G’ = (G’,§,5) une donnée endoscopique non ramifiée pour (5, a). On note
Cc°°(5’ (F)) l'espace vectoriel des fonctions complexes sur 5’(F ) qui sont localement
constantes et a support compact. Fixons une mesure de Haar dg’ sur G'(F). Pour § € G’ (F)
fortement G-régulier, on fixe une mesure de Haar d g5 sur G5 (F), et'on note d g la mesure
quotient ;1%’; sur G5 (F)\G'(F). Soit f' € CC°°(5’(F)). On pose

15/(8,](/) _ DE/(S)I/Z/ f/(g/—lgg/)dgé’
G5(F)\G'(F)
et

SG6. 1) =Y 156 1)
8/

ou & parcourt les éléments de la classe de conjugaison stable de § modulo conjugaison
par G'(F). On note S1(G'(F)) le quotient de C°(G'(F)) par le sous-espace annulé par les
distributions SG'(8, ) pour § € 5’(F ) fortement régulier (dans G).

Soit un élément § € G'(F) fortement G-régulier. Pour y € G(F) tel que (8,y) € D(G"),
on a un homomorphisme naturel

Gy(F) — Gg(F)

qui est un homéomorphisme local, et un revétement sur son image (cf. [15, 1.2.4]). On
fixe des mesures de Haar dg, sur G,(F) et dgg sur G(F) qui se correspondent par cet
homomorphisme. On pose

dg = |det(1 — Og;t/tg, )| F
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ou test I'algébre de Lie de T, et tg, est I'algébre de Lie de Ty, = T%° (c’est-a-dire la sous-
algebre de Lie de t formée des éléments fixés par 0¢). Pour f € CX°(G(F)), on pose

1996, f) = dy*Y d; A6 I (.. )
Y

ou y parcourt les éléments de a(F) tels que (8, y) € D(G'), modulo conjugaison par G(F),
etd, = [GY(F) : Gy(F)]. Pour f’ € C°(G'(F)), ondit que f” est un transfert de f si pour
tout § € G'(F) fortement G-régulier, on a 1’égalité

STG, ) =196, /).
D’apres la conjecture de transfert maintenant démontrée — pour n’importe quelle donnée
endoscopique pour (G, a), pas seulement pour celles qui sont non ramifiées! —, on sait que
toute fonction f € CX(G(F)) admet un transfert f/ € C°(G'(F)).
Par passage aux quotients, on peut voir le transfert comme une application linéaire
(1) 1G(F).0) > SIG(F)). f > f' = .

Rappelons que le facteur de transfert a été normalisé grace au choix de I’espace hyperspécial
(K, K). Il convient de normaliser aussi les mesures de Haar dg sur G(F) et dg’ sur G'(F) :
on suppose désormais que

vol(K,dg) = vol(K',dg’) =1,
ol (K’, K') est un sous-espace hyperspécial de G'(F) associé a (K, K).

2.8. Le lemme fondamental

Soit G’ = (G', 9, 5) une donnée endoscopique non ramifiée pour (G, a), et soit (K/ K’
un sous-espace hyperspemal de G’ (F) associé¢ a (K, K’) On note 1g € C°°(G(F)) la
fonction caractéristique de K, etlz g € C°°(G (F)) la fonction caractéristique de K. K'

Si la caractéristique résiduelle de F est assez grande, alors le théoréme suivant (lemme
fondamental pour les unités) est maintenant démontré, grace au résultat de Ngo Biao Chau
en caractéristique non nulle, cf. [17, 19, 20].

THEOREME 1. — La fonction 1g, est un transfert de 1.

Notons ¢/g 'algébre des fonctions complexes sur G(F) qui sont bi-invariantes par K
et a support compact, et $#g 1’algébre des fonctions complexes sur G'(F) qui sont
bi-invariantes par K’ et a support compact. Rappelons que ¢ € Wr est un élément
de Frobenius. Notons c%¢ I’algebre des fonctions polynomiales sur G % ¢ cLG qui
sont invariantes par conjugaison par G, et @%¢ I’algebre des fonctions polynomiales
sur § N (G x ¢) ~ G’ x ¢ C LG’ qui sont invariantes par conjugaison par G’. Soit
b: Hx — Hg ’homomorphisme d’algébres qui rend commutatif le diagramme

[

~ Al
S —— Hy
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ou les fleches horizontales sont les isomorphismes de Satake, et b est I’homomorphisme de
restriction. L’algébre &/#/x opére par convolution a gauche et a droite sur CX(G(F)), et
l’algébre ¢/ g, opére par convolution a gauche et a droite sur C°(G'(F)).

THEOREME 2. — Soit f € SHk, et soit f' =b(f) € k. Alors f'x1g, = 1g, = f' est
un transfert de [ * 1g (et de 1g x ™! f).

On prouve dans cet article que le théoréme 1 implique le théoréme 2.

2.9. Descente parabolique

Commengons par quelques rappels [15, 1.3.1]. Soit (P, M) une paire parabolique de G
(pas forcément définie sur F'). On note P = Ng(P) le normalisateur {y € G: Int, (P) = P}
de P dans G, et Mp = NG (P, M) le normalisateur de (P, M) dans G, cest-a-dire I'ensemble
{y € G : Inty(P M) = (P,M)}. Si P nest pas vide, alors Mp ne lest pas non plus, et 'on
dit que (P M p) est une paire parabolique de G.En particulier (toujours si P # 0),onala
décomposition en produit semi-direct

)] P = Mp x Up,

ou Up est le radical unipotent de P. Notons que Mp dépend vraiment de la paire (P, M),
et pas seulement de la composante de Levi M (sauf si G est & torsion intérieure, auquel
cas Mp est I'ensemble des y € G tels s que Int, € M/Z(G) C Gap). Supposons de plus que
la paire (P, M) est définie sur F. Si P nest pas vide, alors la paire (P.M p) et la décompo-
sition (1) sont définies sur F, P(F) et MP(F) ne sont pas vides, et on a la décomposition
en produit semi-direct

) P(F) = Mp(F) x Up(F).

En ce cas (si P = (), on dit que (ﬁ . M, p) est une paire parabolique de G définie sur F.

Pour alléger I’écriture, on appelle simplement F-Levi de G 1la composante de Levi d’une
paire parabolique de G définie sur F, et F-Levi de G la composante de Levi d’une paire
parabolique de G définie sur F.

Rappelons qu’on a fixé en 2.2 une paire de Borel épinglée € = (B, T,{Eq}aen) de G
définie sur F, et en 2.6 un sous-espace hyperspécial (K, K ) de 5(F ). Une paire parabo-
lique (P, M) de G est dite standard si elle contient (B, T'), et semi-standard si M contient T'.
Un sous-groupe parabolique de P de G est dit standard (resp. semi-standard) s’il contient B
(resp. T), et une composante de Levi de P est dite semi-standard si elle contient 7.
Posons T = Ng (B, T).Puisque T nest pas vide, (§ , T) est une paire parabolique (minimale)
de G, et elle est définie sur F. On définit de la méme maniére, en remplagant la paire (B, T)
par (§ , 7~"), les notions de paire parabolique standard (resp. semi-standard), de sous-espace
parabolique standard (resp. semi-standard), et de composante de Levi semi-standard, de G.
L’application (P, M) +— (P, M, p) est une bijection entre :

— les paires paraboliques standards de G qui sont définies sur F et f¢-stables;
— les paires paraboliques standards de G qui sont définies sur F';
— les classes de G-conjugaison de paires paraboliques G qui sont définies sur F'.
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REMARQUE. — On fixe des paires de Borel épinglées dans les groupes duaux comme
en 2.3. Une paire parabolique de G est dite standard si elle contient (B, T'). On a aussi une
bijection (P, M) — (P, M) entre :

— les paires paraboliques standards de G qui sont définies sur F' et O¢-stables;
— les paires paraboliques standards de G qui sont définies sur F et 6-stables.

Soit (P, M) une palre parabolique de G, semi-standard et définie sur F. Posons M = Mp,
et supposons que M est semi-standard. Puisque ’ensemble M contient T, il n'est pas vide, et
(P M ) est une paire parabolique de G, semi-standard et définie sur F. La paire € donne par
restriction une paire de Borel épinglée Epr = (BN M, T, {Eq}aen,,) de M, elle aussi définie
sur F.Ona

Z(M.&y) = Z(M)Z(G, &)
et le F-automorphisme de M défini par M et Epy (cf. 2.2) n’est autre que la restriction de 0¢
a M. On le note O¢_pr. Puisque 6¢ est d’ordre fini, ¢ ps 'est aussi, et 'automorphisme 0
de Z(M) défini par M (qui est la restriction de Oe.m & Z(M)) est d’ordre fini. L’espace
tordu (M, M ) vérifie donc les trois hypotheses de 2.1. Le sous-groupe hyperspécial Ky = K¢,
de M(F) associé a €y est donné par

Ky = K N M(F).

Puisque le sous-espace hyperspécial K de G(F ) est de la forme K = K8, = 8,K pour un
8o€ T(F)C M(F)delaformeéy =teavect € T(F™"),ete € Z(G, E; F™ ), 'ensemble

Ky = KNM(F) (= KySo = 86Kpr)
est un sous-espace hyperspécial de M (F).

NOTATION. — On note L(T, w) 'ensemble des F-Levi semi-standards M de G tels que le
caractére w est trivial sur Z(M; F)om

Soit M € L(T, w). Choisissons une paire de Borel (P, M) de G, semi-standard et définie
sur F, telle que M = Mp. Puisque K est le sous-groupe hyperspécial K¢ de G(F) associé
a &, il est en bonne position par rapport a (P, M), c’est-a-dire qu’on a la décomposition

P(F)NK = (M(F) N K)(Up(F) N K).

Posons U = Up, etsoient dk,dm et du lesmesures de Haar sur K, M(F), U(F), normalisées
par K, c’est-a-dire telles que

vol(K,dk) = volM(F)N K,dm) = vol(U(F) N K,du) = 1.
On définit ’homomorphisme terme constant (suivant (F ,w))
CE(G(F) — CXM(F)). [+ fr
par la formule
SPw // o k) fk™ wu Yyuk)dudk.
U(F)xK
Pour y € M (F) fortement régulier dans G, on a la formule de descente

3) 0.0, /)= 1" @,0, f5,). feCX@GF)),
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pourvu que I'on choisisse la méme mesure de Haar dg, = dm, sur G,(F) = M,(F).
Pour définir la mesure quotient sur M, (F)\M(F), on prend bien siir dm comme mesure
de Haar sur M(F). On déduit de cette formule que, par passage aux quotients, on obtient
un homomorphisme

O] 1(G,0) > I(M,0), f = [

qui ne dépend pas du choix de la paire parabolique (P, M) de G, semi-standard et définie
sur F, telle que Mp = M.On peut aussi vérifier que si ’on remplace K par un sous-groupe
(compact maximal) spécial K; de G(F) en bonne position par rapport a (P, M) dans la
définition de ’'homomorphisme terme constant (suivant P ), alors par passage aux quotients,
on obtient le méme homomorphisme (4).

2.10. Réduction aux données endoscopiques elliptiques

Rappelons qu’une donnée endoscopique G’ = (G, G, 5) pour (5 ,a) est dite elliptique si

on a I’égalité )
Z(é/)FF,O — [Z(G)G]FF’O,

Soit G’ = (G',§,5) une donnée endoscopique non ramifiée pour (5, a). On fixe des
paires de Borel épinglées dans les groupes duaux comme en 2.3.

Notons M, M, M les commutants de Z(G")'7+° dans G, LG, LG. Le groupe M est un
sous-groupe de Levi semi-standard — c’est-a-dire contenant T—deG, qui est défini sur F
et O-stable. Fixons un cocaractére x € X z (G )FF °) en position générale. Il détermine un
sous-groupe parabohque P deG, engendré par M et les sous- -groupes radiciels de G associés
aux racines o de 7" telles que (o, x) > 0. Posons P = PMetP = PM.D’ apres [15,1.3.4], le
couple (55, ﬁ[) est une paire parabolique de LG :ona

P=PxWp, M=MxWr,
P est le normalisateur de P dans LG, et M est le normalisateur de (P, M) dans LG de
plus ’ensemble P nest pas vide, car il contient §. D’ apres [15,1.3.1.(4)], 1a palre (P.M ) est
conjuguée dans G aune paire parabolique standard de G, définie sur F et f-stable. Quitte a

effectuer une telle conjugaison, on peut supposer que la paire (P M ) est elle-méme standard,
définie sur F et f-stable. Alors on a

= (P xWp)lo, M= (M x Wr)l.
A(P.M) correspond une paire parabohque standard (P, M) de G qui est définie sur F et
O¢ -stable (cf. la remarque de 2. 9) Soit (P M ) la palre parabolique standard de G associée
a (P, M), c’est-a-dire telle que P = NG(P) et M = Ng (P, M). Elle est définie sur F, et
I'ona

P =P, M=Ms,.

D’apres 2.9, I’espace tordu (M, M ) vérifie les trois hypotheses de 2.1, et M (F ) contient le
sous-espace hyperspécial K. Le groupe M s’identifie au L-groupe LM et M s’identifie au
L-espace tordu LM = LML6. Notons aps I'image de a par I'homomorphisme naturel

H' (Wr., Z(G)) — H' (W, Z(M)),

c’est-a-dire la classe de cohomologie (non ramifiée) correspondant au caractére w restreint
aM(F).
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Lélément § = 56 appartient a 76 c M6. De plus on a les égalités
G'=M;, Z(G)TF = [z()°)Tre,

Comme 9’0@ M~ est contenu dans M le groupe §’ est contenu dans M = L M . Par consé-
quent G’ s’identifie & une donnée endoscoplque elliptique (non ramifiée) pour (M ay).
Notons DM (G') le sous-ensemble de G’ (F) x M (F) obtenu en remplagant G par M dans
la définition de D(G’). D’apres le lemme de [15, 1.6.2], ’ensemble @M(G ) n’est pas vide.
D’apres [15, 1.6.2, 1.6.3], a (K, Kr) sont associés un sous-espace hyperspécial (K}, 1?1’14)
de G’ (F), bien défini a conjugaison pres par un élément de G, (F), et un facteur de
transfert normalisé
AM . DM (G") - C*.

On peut prendre (K, , K/ w) = (K, K'). En remplagant G par M dans la relation (2) de 2.6,
on voit que le caractére w est trivial sur Z(M; F)?" . La paire (ﬁ ,ayr) vérifie donc les trois
hypotheses de 2.6. En particulier le F-Levi MdeG appartient a L(T, ).

Soit (8,y) € 5’(F) X ]Tf(F) tel que y est fortement régulier dans M. Si la classe de
G’-conjugaison de § correspond a la classe de M -conjugaison de y (par la correspondance
de 2.5 pour G, M )), alors elle correspond aussi a la classe de G-conjugaison de y, et y est
fortement régulier dans G. On a donc linclusion DM (G ) C D(G’). Inversement, pour
6,y) € D(G') telque y € M(F) ilexisteunn € Ng(p)(M) tel que (8 Int,(y)) € ‘DM(G ).
On verifie (cf. [15,1.6.3]) que le facteur de transfert normalis¢ AM . pM (G") — C* coincide
avec la restriction 8 DM (G’) du facteur de transfert normalisé A : D(G') — C*. On en
déduit que pour toute fonction f € Cc°°(5 (F)), si une fonction f’ € C® (G'(F)) est un
transfert de /5 ,, alors c’est aussi un transfert de f. Autrement dit 'homomorphisme de
transfert

I[(G(F),w) - SI(G'(F)), f — [
coincide avec la composée de ’homomorphisme terme constant
I(G(F).0) > I(M(F).0), f = fife
et de ’homomorphisme de transfert

1(M(F),0) — SI(G'(F)), h — hC".
On définit comme en 2.9 ’homomorphisme terme constant (suivant (P, w))
CIJ(G(F)) —» CE(M(F)), f = fro-
Notons ¢/k,, I'algébre des fonctions complexes sur M (F) qui sont bi-invariantes par Ky

A M . . ~ .
et a support compact, et ¢/, I'algebre des fonctions polynomiales sur M x ¢ C LM qui
sont invariantes par conjugaison par M.Onaun diagramme commutatif

%K;géqﬁ
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ou les fleches horizontales sont les isomorphismes de Satake, la fleche verticale de gauche est
donnée par ’lhomomorphisme terme constant, et la fleche verticale de droite est donnée par
la restriction a M x ¢ des fonctions sur G x ¢. On a aussi un diagramme commutatif

~ M
Frg —— Sy

bMJ/ J/ZSM
~ A/
Hgr —— (%4,
obtenu en remplacant G par M dans le diagramme de 2.8. Puisque b = by od,ona
b =bpyoa.Soit f € SHi,etsoit f/ =b(f) =byu(frw).Ona
(f *1)p = fPw*1g,,. (gxo ' Np,=1g, x0 " fre.
On en déduit que si f'x 1z = 1, x f' est un transfert de fp,*1g,, (resp. de 1g, * o fpw),

alors c’est un transfert de f * 1z (resp. de 15 * ™! f). 1l suffit donc de prouver le théo-
réme 2 dans le cas ou G’ est une donnée endoscopique non ramifiée elliptique pour (G, a).

3. Version spectrale du théoréme

3.1. Caracteres tempérés de (5 (F),w)

Toutes les représentations considérées ici sont supposées lisses et a valeurs dans le groupe
des automorphismes d’un espace vectoriel sur C. On appelle représentation de (G (F), w) la
donnée d’une représentation (7, V') de G(F) et d’une application

7 : G(F) — Autg(V)
vérifiant
7(g8g") = w(gn()7(¥)n(g"). g g € G(F), e G(F).
Ainsi pour chaque § € G(F), 'opérateur 7(8) entrelace wr = 7 @ w et 7° = 7 o Int;.

Soit (7, 7) — on dira aussi simplement 7 — une représentation de (5 (F),w),d’espace V.
Pour z € C*, on note (7, z7) la représentation de (G (F), w) donnée par

ER)(y) = 27 (), v € G(F).
Pour f € CC°°(5(F)), on note 7 ( fdy) € Endc (V) I'opérateur défini par

#(fdy)(v) = /G(F) F#()dy:

ou dy est la mesure positive G(F)-invariante (a gauche et a droite) sur G(F ) normalisée
par K, cest-a-dire telle que vol([? ,dy) = 1. Si la représentation 7 de G(F) est admissible,
alors cet opérateur est de rang fini, et 'on peut définir sa trace ®; = tr 7, qui est une
distribution sur G (F):

Oz(f) = tr(A(fdy)). f € CE(G(F)).

Pourz € C*,ona
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Si la représentation 7 est de longueur finie (c’est-a-dire admissible et de type fini), alors on
sait [12, cor. 5.8.3] que la distribution ®5 est donnée par une fonction localement constante,
disons 65, sur areg(F) ={y e 5(F) : Dg(y) # 0}. Puisque F est de caractéristique nulle,
on sait aussi [3] que cette fonction 05 est localement intégrable sur G (F) : pour toute fonction
f € CX(G(F)), on a I'égalité

0:(f) = /~ F)0: )y
G(F)

ou l'intégrale est absolument convergente. Notons que la distribution ®5; dépend du choix
de la mesure dy, mais que la fonction 85 n’en dépend pas.

Une représentation (, 77) de G (F) est dite unitaire s’il existe un produit scalaire hermitien
défini positif sur ’espace de 7 tel que pour tout y € G (F), opérateur 7 (y) soit unitaire.
Notons U le groupe des nombres complexes de module 1. Si (77, ) est unitaire, alors pour
tout z € U, la représentation (i, z77) est encore unitaire. Si 7 est irréductible et tempérée, on
peut toujours trouver un z € C* tel que (77, z77) soit unitaire — on dit alors que (7, z7T) est
G (F)-irréductible et tempérée.

Pour un caractére A de T'(F), c’est-a-dire un homomorphisme continu A : T(F) — C*,
on note I g (A) la série principale associée a A, c’est-a-dire I'induite parabolique normalisée
de A a G(F) suivant B(F). Si le caractére A est unitaire, alors i g (A) est une représentation
semisimple et tempérée de G(F).

Soit K; un sous-groupe hyperspécial de G(F). Une représentation irréductible (7, V)
de G(F) est dite K-sphérique si le sous-espace VK1 de V formé des vecteurs K;-invariants,
est non nul. Soit 7 une représentation irréductible K;-sphérique de G(F). Alors 7 est
isomorphe a un sous-quotient d’une série principale ig (A) pour un caractére non ramifié A
de T(F) uniquement déterminé a conjugaison prés par Ng(T)(F), et si de plus 7 est
tempérée, alors ce caractere A est unitaire.

REMARQUE 1. — Soit (7, 7) une représentation de (G(F), w), et soit K; un sous-groupe
hyperspécial de G(F). Puisque le caractére w de G(F) est trivial sur Ky, si 7w est irréductible et
K;-sphérique, alors pour §; € Ng(r)(K1), 'automorphisme 7 (8;) de I'espace V de = induit
par restriction un automorphisme de VX1,

REMARQUE 2. — Soit A un caractére unitaire de 7'(F), et soit 7 une sous-représentation
irréductible de ig (A). Si m se prolonge en une représentation (7, 7) de (5 (F),w), alors
I’ensemble

Ng (o) =18 € G(F) : Intg(T) = T. A% = wi}
n’est pas vide, et c’est un espace principal homogéne pour la multiplication a gauche (ou a
droite) de
Nery(A) = {g € G(F) 1 Intg(T) = T, A% = A},
Notons qu’il n’est en général pas possible de prolonger A en un caractére A de T(F ), ou
(rappel) T est le normalisateur de (B, T) dans G.

On note D(G(F ), w) I'espace des distributions sur 5(F ) qui sont des combinaisons
linéaires (finies, a coefficients complexes) de traces ®; ou (7, 7) est une représentation
de (5 (F),w) telle que 7 est une représentation irréductible tempérée de G(F). On définit
de méme les sous-espaces D™ (G(F),w), resp. D™™(G(F),w), resp. DX(G(F),w), en
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se limitant aux (7, 7) telles que 7 est une sous-représentation irréductible d’une série
principale ig (A) pour un caractére unitaire non ramifi¢ A de 7T'(F), resp. = n’est pas une
sous-représentation d’une telle induite, resp. 7 est une représentation irréductible tempérée
K-sphérique de G(F). On a donc les inclusions

DX(G(F),w) c D™(G(F),w) C D(G(F),w)
et la décomposition
(1) D(G(F).0) = D"(G(F).0) ® D"™(G(F). o).
Notons que D (5 (F), w) est aussi ’espace des distributions sur G (F) qui sont des combinai-
sons linéaires de traces ®z ou 7 est une représentation G(F)-irréductible tempérée
de (G(F),w). Pour * = ram, nr, K, On note

p*: D(G(F),0) = D*(G(F),»)

la projection naturelle (application linéaire) qui envoie ®3 sur @3 si 7 est une représentation
G (F)-irréductible tempérée de (G (F), w) telle que @z € D*(G(F), w), et sur 0 sinon.

3.2. Parameétres de Langlands

Soit A un caractére non ramifié de 7'(F'), c’est-a-dire un homomorphisme de 7' (F) /T (F),

dans C*, ou
T(F)i = T(F) N T(F™),
est le sous-groupe compact maximal de T'(F). Pour ¢t € T(F™), notons v(¢) I’élément de
Hom(X(T),Z) donné par
v(t)(x) = vr(x(1)).
L’application ¢ + v(¢) ainsi définie induit un isomorphisme de 7'(F)/ T (F); sur
Hom(X(T),Z)® ~ X (T)? ~ X(T)®.
On en déduit un isomorphisme
(1 Hom(T (F)/T(F)1,C*) — Hom(X(1)*,C*) = T/(1 = ¢)(7),
qui n’est autre que la restriction de la correspondance de Langlands locale
Hom(T(F),C*) ~ H'(Wg., T)

pour le tore T (ici Hom désigne le groupe des homomorphismes continus, et H! le groupe
des classes de 1-cocycles continus). A un caractére non ramifié A de T'(F) est associé via Iiso-
morphisme (1) un L-homomorphisme (continu) ¢! : Wy — LT, bien défini & conjugaison
pres par T, etun L-homomorphisme

ol L L
o) Wp — =T < =G.

Par construction, le paramétre ¢, est non ramifié (¢’est-a-dire que son image contient /),
et il est tempéré (c’est-a-dire que son image est bornée) si et seulement si le caractére A est
unitaire. D’autre part, pour un caractére unitaire non ramifié A de T'(F), la série princi-
pale i g (A) a une unique sous-représentation irréductible K-sphérique. On en déduit une
bijection, disons ¢ +— 1, entre :
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— les classes de G-conjugaison de paramétres de Langlands ¢ : Wr — LG qui sont
tempérés et non ramifiés;

— les classes d’isomorphisme de représentations irréductibles de G (F') qui sont tempérées
et K-sphériques.

Via I'isomorphisme de Satake $#/g — $é¢, f = f , cette bijection est donnée par

) Or, ()= flp(®). [ e Ik,

ou Oy, est la distribution tr 7, sur G(F) définie par la mesure de Haar dg (normalisée par
vol(K,dg) = 1).

Soit 7 une représentation irréductible de G(F), tempérée et K-sphérique, de parametre
¢ : Wr — LG. Supposons que 7 se prolonge en une représentation (i, 7) de (G(F ), w).
Ecrivons K = K§ = §K pour un § € Ng(r)(K) — par exemple § = .. L’opérateur 77 (§)
entrelace wr et 7%, Les représentations w et 7% de G (F) sont encore irréductibles, tempé-
rées et K-sphériques. Or wwr a pour parametrea - ova : Wp — Z (G) est un cocycle dans
la classe de cohomologie a, et 7% a pour paramétre 6 o ¢. Posant

Spa=1{2€G0:Intzop =a-g},
on obtient une bijection entre :

— les classes de G-conjugaison de paramétres de Langlands ¢ : Wr — LG qui sont
tempérés, non ramifiés, et tels que S;,,a n’est pas vide;

— les classes d’isomorphisme de représentations irréductibles de G(F) qui sont tempé-
rées, K-sphériques, et se prolongent en une représentation de (G(F), ).

REMARQUE 1. — Pour une représentation irréductible tempérée K-sphérique (m,V)
de G(F), on sait que I’espace VX est de dimension 1. Si de plus 7 se prolonge en une
représentation 77 de (5 (F),w), on peut normaliser 7 en imposant que la restriction de 7 (§)
a VK soit I'identité, c’est-a-dire que O (1 ) = 1. Alors pour toute classe de é-conjugaison
de paramétres tempérés non ramifiés ¢ : Wr — LG tels que S;,,a n’est pas vide, notant 7,
le prolongement normalisé de , & (G(F), w), on a I’égalité

Oz, (f *1g) = f(p(¢)). [ € Tk

REMARQUE 2. — On dit que (G, @) est & torsion intérieure si G est a torsion intérieure
(cf. 2.4)etsia = 1, ce qui équivaut a w = 1. Supposons que (5 ,a) est & torsion intérieure.
L’ensemble Z (5 , €) attaché a la paire de Borel épinglée € de G est en fait indépendant de €
(c’est I’ensemble des § € G tels que Intg est I'identité). En particulier 8 = 1 et 6 = 1.
Ecrivons K = K8 = 8,K, 8, € T (F) — cf. 2.6. Puisque la restriction de Ints, a T coincide
avec celle de 8¢ = 1, c’est I'identité. Ainsi tout caractére unitaire A de 7' (F') se prolonge en
un caractére A de T(F ), et toute représentation irréductible tempérée K-sphérique de G(F)
se prolonge a G (F). Cela correspond au fait que pour un paramétre tempéré non ramifié
¢ : Wrg — LG, ’ensemble

S¢={g€é:lntgo¢=¢}

n’est pas vide (d’ailleurs c’est un groupe!).
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3.3. Transfert spectral

Soit G’ = (G', §',§) une donnée endoscoplque elliptique non ramifiée pour (G.a), et soit
(K, K’ ) un sous-espace hyperspécial de G’ (F) associé¢ a (K, K) On définit comme en 3.2
(pour w = 1) les espaces

DX'(G'(F)) ¢ D™(G'(F)) € D(G'(F))

et pour * = ram, nr, K’, on note

p™ : D(G'(F)) — D*(G'(F))
la projection naturelle. On fixe comme en 2.6 un isomorphisme §’ ~ £G’. Soit ¢’ : Wr — LG’
un L-homomorphisme tempéré et non ramifié. On lui associe un L-homomorphisme

¢:WFL>LG/:9’C—>L

Soit 7/ une représentation irréductible tempérée K’-sphérique de G’(F) associée a ¢, que
’on prolonge en une représentation (', 7') de G’(F). C’est possible d’apreés la remarque 2
de 3.2, puisque G’ est a torsion intérieure. Rappelons que pour (g’,w) € ', on a

Ints(g", w) = (g'a(w), w).
Par conséquent ’ensemble 3';,,‘1 n’est pas vide (il contient 5). Soit 7 une représentation

irréductible tempérée K-sphérique associée a ¢, que I’on prolonge en une représentation (7, 77)
de (G(F),w). On normalise ces prolongements de telle maniére que

Oz(1g) = Oz (1g).
D’aprés les remarques 1 et 2 de 3.2, on a I’¢galité
(1) Oz(f *x1g) = Oz (b(f) *1g), [ € k.
L’égalité (1) définit par linéarité une application de transfert spectral (sphérique)
t=t55" DK'(G'(F)) » DX(G(F). 0).

D’autre part, notons SD (5’ (F)) le sous-espace de D(g (F)) formé des distributions qui
sont stables. D’apres [15, X1], qui généralise au cas tordu le résultat d’Arthur [1], ’application
de transfert géométrique _ _

I1(G(F),w) — SI(G'(F))

définit dualement une application de transfert spectral (usuel)

T =Tg : SD(G'(F)) — D(G(F),w).
Pour toute paire (f, f’) € CCW(G(F)) X Cc°°(5/(F)) tel que f’ soit un transfert de f (2.7),
on a I’égalité
#) T(©)(f) = ©'(f). © € SD(G'(F)).

REMARQUE. — Ces deux homomorphismes de transfert spectral
t: DX'(G'(F)) > DX(G(F),w), T:SD(G(F))— D(G(F),w),

dépendent du choix du sous-espace hyperspécial (K, K)de G (F), qui détermine la classe de

conjugaison dans G/, ,(F) du sous-espace hyperspécial (K, K') de G'(F), et le facteur de
transfert normalisé A : D(G') — C*.
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Le théoréme 2 de 2.8 pour la donnée G’ = (G’, G, §) équivaut au théoréme suivant.

THEOREME. — Le diagramme suivant

SD(G'(F))~— D(G'(F)) 7, DX (G'(F))

| : |

D(G(F), ) DX(G(F). )

est commutatif.

3.4. Transfert spectral elliptique

Reprenons les notations et les définitions de 2.9. Soit M ¢ L(’Y\:, ). Choisissons une
paire parabolique (P, M) de G, semi-standard et définie sur F, telle E\Z = Mp. Pour une
représentation (o, 5) de (M (F), ), notons i £(0,3), ou simplement i § (), I'induite para-
bolique normalisée de (0,5) a G(F ) suivant P(F ). C’est une représentation de (5 (F),w),
et la représentation de G(F) sous-jacente est I'induite parabolique normalisée i Go)deo
a G(F) suivant P(F). D’ou une application linéaire

i% : D(M(F).0) > D(G(F),w).
donnée par
i%(05) = 0i% )
pour toute représentation (o, ) de (1\7 (F), w) telle que o est une représentation irréductible
tempérée de M (F). Cette définition ne dépend pas du choix de la paire (P, M).

Dans [16, 2.12] est défini un sous-espace Deu(g, w) de D(G(F), w), identifié dans [15,
XI.1.7]al’espace des distributions sur G (F') qui sont des combinaisons linéaires de traces O3
ou 7 est une représentation supertempérée de (G(F),w). Pour M € L(T,w), on a aussi un
sous-espace De(M(F),w) de D(M(F),w). Le groupe

Ne(ry(M) = {g € G(F) : Inty (M) = M}
opére naturellement sur D(]\7(F), w) :pourn € NG(F)(ZW) et® € D(]\7(F), ), on note
" la distribution sur M (F) donnée par
"O(f) = MO("). f"=folntn, feCEM(F). ).
Cette action se factorise en une action de

WS (M) = Ng)(M)/M(F)

sur D(M (F), ), qui stabilise Dey(M (F), »). On note Do (M (F ), co)W (M) e sous-espace
de Deu(M(F) w) formé des invariants sous W% (M) Posons W = WG (T) Ce groupe opére
naturellement, c’est-a-dire par conjugaison, sur I’ensemble L(T,w). D’ apres la proposition
de[16, 2.12], on a la décomposition en somme directe

) D (G(F).0) = Djfer (F.v)/7 i%(Den(ﬁ(F),w)WG(H)),

ou L(T, w)/ w désigne un systéme de représentants des W -orbites dans £(T', w).
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REMARQUE 1. — Supposons que (G, a) est a torsion intérieure. Alors a tout F-Levi M
de G est associé¢ un F-Levi M de G, cf. 2.9. Ainsi 'ensemble £(T') des F-Levi semi-standards
de G s’identifie & I'ensemble L(T) des F-Levi semi-standards de G, et W est le groupe
de Weyl W de G. Pour M € L(T), on pose

SDe(M(F)) = SD(M(F)) N Den(M(F)).

Le groupe WG(ﬁ) stabilise SDen(ﬁ(F)). On note SDeu(ﬁ(F))WG(ﬁ) le sous-espace
de SD. (M (F)) formé des invariants sous WY (M). Alors d’apres le corollaire de [15,
X1.2.1], la décomposition (1) entraine la décomposition

() SD(G(F)) = ®mecryw i L(SDa(M(F)" D),

Soit G’ = (G’,§,5) une donnée endoscopique elliptique non ramifiée pour (5 ,a). On
pose G’ = Gs. On fixe des paires de Borel épinglées dans les  groupes duaux comme en 2.3.
Soit (B/ T’) une palre de Borel de G’ définie sur F, et soit 7 le normalisateur de (B, T
dans G'. Puisque G’ est & torsion intérieure, I’espace T’ ne dépend pas du sous-groupe
de Borel B’ de G’, défini sur F et de composante de Levi T’. En fait on a

T' =T xz) 2(G.8)) (= T' xz) 2(G, &)).
D’apres la remarque 1, on a la décomposition en somme directe
(b SD(G'(F)) = @arec vy wii & (SDan (M (F))P* ),

ol M’ est le F-Levi semi-standard de G’ associé & M'. D’aprés le théoréme de [15, X1.3],
le transfert spectral (usuel) Tg/(®') d’une distribution ® € SD.;(G'(F)) appartient
a Dei(G(F),w). D’ou une application de transfert spectral elliptique

Tg'en - SDen(G'(F)) = Dan(G(F), ).

Drailleurs dans [1] puis [15, XI], c’est cette application de transfert spectral elliptique qui est
¢tablie en premier, et ensuite étendue a SD (5’(F )) grace aux décompositions (1) et (2)'.
Soit M' € L(T’). Quitte a remplacer M’ par un conjugué par un élément de W', on
peut supposer que c’est un F-Levi standard de G/, c’est-a-dire qu’il existe un sous-groupe
parabolique P’ de G’, défini sur F et de composante de Levi M’, qui contient B’ (on a donc
P’ = M’'Ug/). Soit M’ le F-Levi de G’ associé & M’. Soit (P, M’) la paire parabolique
standard — c’est-a-dire contenant (B’, 7”) — de G’ associée a (P’, M"). Elle est définie sur F.
Remplagons G’ par M’ dans les constructions de 2.10. Notons M, M, M les commutants
de Z(M')TF° dans G, LG, L G. Le groupe M est un sous-groupe de Levi semi-standard de G,
défini sur F et f-stable. Fixons un cocaractére x € X (Z(M’ )FF °) en position générale. Il
détermine un sous-groupe parabohque P deG, engendré par M et les sous- groupes radiciels
de G associés aux racines « de 7' telles que {(o,x) > 0. Posons P = PMetP = PM.
D’apres [15, 1.3.4], le couple (fP M) est une paire parabolique de LG :ona

P=PxWp, M=MxWrp,

P est le normalisateur de P dans LG, M est le normalisateur de (P, M) dans LG, et Prest pas
vide (il contient 5). D’ apres [15,1.3.1.(4)], la palre (P M ) est conjuguée dans G a une paire
parabolique standard de G, définie sur F et 6-stable. Quitte a effectuer une telle conjugaison,
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on peut supposer que la paire (P, M) est elle-méme standard, définie sur F et f-stable. Alors
ona
= (P xWp)Lo, M= M x Wg)Lo.

AP, M) correspond une paire parabolique standard (P, M) de G, qui est définie sur F
et O¢-stable (cf. la remarque de 2.9). Soit (P, M) la paire parabolique standard de G associée
a (P, M), cest-a-dire que P = Ng(P) et M = Ng(P, M). Elle est définie sur F, et 'on a

F = P(go, ﬁ = MSO-
L’espace tordu (M, M ) vérifie les trois hypothéses de 2.1. Le groupe M s’identifie au
L-groupe “' M, et M s’identifie au L-espace tordu “M = LML0. Notons ay I'image de a
par ’homomorphisme naturel
H' (Wr., Z(G)) — H' (W, Z(M)),

c’est-a-dire la classe de cohomologie (non ramifiée) correspondant au caractére w restreint
a M(F).Posons M' = §' N M. Alors M' = (M’,M’,5) est une donnée endoscopique non
ramifiée pour (M, ayr). Puisque
ZYTEe = (2T,
cette donnée est elliptique. D’apres 2.9, la paire (Kjy, Kar) définie par
Ky = KNM(F), Ky =KnNMF) (= Kpuo =8.Kpr).
est un sous-espace hyperspécial de M (F). Soit pM (M) le sous-ensemble de M "(F)x M (F)
obtenu en remplagant (G, G’) par (M, M') dans la définition de D(G’). D’apreés le lemme
de[15,1.6.2], 'ensemble DM(M ) n’est pas vide. D’ apres [15,1.6.2,1.6.3], a (K, KM) sont
associés un sous-espace hyperspécial (K} ,K’ ) de M (F), bien défini a conjugaison pres
par M, (F), et un facteur de transfert normalisé
AM DM (6 s o

En remplacant G par M dans la relation (2) de 2.6, on voit que le caractére w est trivial
sur Z(M; F)? _ La paire (M, ay) vérifie donc les trois hypothéses de 2.6. En particulier
le F-Levi M de G appartient a L(T, w).

En remplagant (G, G') par (M, M), (K, K) par (Kp . Kpr) et (K', K') par (K},. EI’M),
dans les définitions de t, T, pX, p’X’, on définit les homomorphismes de transfert sphérique
et usuel

M — tZiKM’Kﬁf . DKM (M (F)) — DKM (M (F), w),
™ —TM, . SD(M'(F)) — D(M(F), o),
et les projections naturelles
pXM : D(M(F),0) > D¥M (M(F), ),
p"®u . D(M'(F)) - D (M'(F)).

LEMME. — Ona

(i) topXK i = pKoiG ot o p’Kis . D(M'(F)) — DK (G(F). 0).

(i) Toi%, =i ~oTM SD(M'(F)) - D(G(F),w).
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(i) pX 0iC = pKo0iG o pKv . D(M(F)) - DX(G(F), w).

Démonstration. — Prouvons (i). L’homomorphisme de transfert spectral sphérique t™ est
donné par

M(©")(h * 1g,) =0y x1g ). ©'€ DKM (M'(F)), h € Sk,
ouby : Mk, — (’%K}w est 'homomorphisme défini comme en 2.8, en remplagant (G, G')
par (M, M’) et (K, K') par (Ky, K},). Pour © € D(M'(F)) et f € g, ona
pKoiG oth o pKiu (@) (f x 1) = i o tM o pKiu (@)(/ * 1g)

=t" o p’M (@) ((f *1K)5 )
=t o p"Ku (@) (fpw * 1g,,)
= p'Ku (@) (bw (fr0) ¥ 15;,)
= O'(bu (frow) * 1g;,)-

On a les diagrammes commutatifs suivants
~ - >~ o M
Mg —— Hg Ak —— 0%4,

bl lg le leM

~ Ny - M
Ak gélﬁ C(%KI/W — C(%qj ,

ou les fleches horizontales sont les isomorphismes de Satake, et les fleches b et EM sont les
homomorphismes de restriction. On a aussi les diagrammes commutatifs suivants

e%K;o%‘p, %K’;@;}
N
%KM;%QB &AK' ;>$¢,

ou les fleches horizontales sont les isomorphismes de Satake, les fleches a et a’ sont les
homomorphismes terme constant (suivant (P, w) et suivant P’), et les fléches a et @’ sont
les homomorphismes de restriction. Puisque @’ o b = bps 0@, on a

a'ob=byoa.
Par conséquent bys(hp,,) = b(h)p-, et
O (b (frw) * 1g,,) = ©'(b(f)pr * 15, )
=0'((b(f)*1g)p)
=i%,0)b(f) *1g)
= pK i G0 b0 *15)
—to pX 0i T (@) (R 15),

ce qui démontre (i).
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Prouvons (ii). ’homomorphisme de transfert spectral usuel TM est donné par
TV (©)(h) = ©'(h).  ©' € SD(M'(F)). h € C(M(F)),
ot i € CX®(M'(F)) est un transfert de h. Pour ® € SD(G'(F)) et f € CX(G(F)),
si f' € C°(G'(F)) est un transfert de f, alors le terme constant f;;, € C(M'(F))de f/
(suivant F’) est un transfert de /3 ,,, et
iGoTH(O)(f) =T 0 0'(f5,)
= ®i(f 5)
=i,/
=Toi% (©®)(/).
Prouvons (iii). Pour ® € D(M(F)) et f € Jlg, puisque (f *1k)5,, = frw * 1f,, est
dans ¢/lk,, * 1g,, .ona
pRoi(O)(f x1x) = O((f *1x)5,,)
= pXM o O((f *1K)5,)
= pFoi% o pFM(O)(f * 1k),

ce qui démontre (iii). O

D’aprés le lemme, si le diagramme suivant

3) SD (W (F))— D (F)) —2—% DX (WT(F))
7 g
Da(WT(F). ) pt DX (VI (F), w)

est commutatif, alors le diagramme suivant

4) iS (SDay(M'(F))—— i &, (D (M'(F))) 22 DK G(F))

| |

iC(Da(M(F). ) DK@G(F). )

I’est aussi.

Rappelons que le groupe de Weyl W’ de G’ s’identifie a un sous-groupe de W% . Comme
WP est contenu dans W = NgF)(T)/T(F), lapplication

L(T) = L(T.0), M = M
induit par passage aux quotients une application

LT/ W = L(T.0)/W, M'+— M.
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D’aprés les décompositions (1) et (2), si pour chaque F-Levi M’ € L(T”), le diagramme (3)
est commutatif, alors le diagramme du théoréme de 3.3 I’est aussi (i.c. le théoréme est vrai).
On est donc ramen¢ a prouver que le diagramme suivant

5) SDi(G'(F))—— DG (F)) —2 DX (G'(F))

| K |

D (G (F), ) DX(G(F),w)

est commutatif.

REMARQUE 2. — Soita : Wg — Z(G) un cocycle dans la classe de cohomologie a. Alors
ay : Wg — Z(G) — Z(M) est un cocycle dans la classe de cohomologie ajs. D’apreés 3.2,
on a une bijection gy > 7y, entre les classes de M -conjugaison de L-homomorphismes
oum : Wr — LM qui sont tempérés, non ramifiés, et tels que ’ensemble

Sonr.any =M € MO : Inty ocQM =dy - OM}

n’est pas vide, et les classes d’isomorphisme de représentations irréductibles de M (F) qui
sont tempérées, Kys-sphériques et se prolongent en une représentation de (M (F), ). On
note 7,,, le prolongement de n,,, a (M(F),») normalis¢ comme dans la remarque (1)
de 3.2, c’est-a-dire par O%,,, (1g,,) = 1. Pour un L-homomorphisme ¢y : Wr — LM, on
note ¢ : Wrp — LG le L-homomorphisme obtenu en composant ¢y avec LM — LG.
Si @y est tempéré et non ramifié, alors (pAG,, P’est aussi. D’autre part pour ¢ = (pA‘,},, on a
Iégalité

Sorsan = Sp.a N MO.
Si de plus Sy,, 4, N'est pas vide, alors S, , ne I’est pas non plus, et 'on a

K_:G
ptoiz(OF, )=0%,

ou 7, est le prolongement de 7, a (5 (F), ) normalisé par Oz (1) = 1.

4. Réduction au cas ou la donnée endoscopique est un tore

4.1. R-groupes tordus

Soit M un F-Levi semi-standard de G et soit o une représentation irréductible et de
la série discréte de M(F). On munit ’espace V, de o d’un produit hermitien défini positif
invariant par o. Posons

N6y (0) = {n € G(F)inMn™" = M, 0" ~ o},

ot ¢” = ¢ o Int,. Posons W% (o) = NgF)(0)/M(F). Notons NY (o) le groupe formé des
couples (A4,n) ou A est un automorphisme unitaire de V et n est un élément de Ng(r)(o)
tels que

o(Int,(m))o A = Aoo(m), me M(F).
L’application m + (o(m), m) identifie M (F) a un sous-groupe distingué de N (¢'). On pose
WY (0) = NG (0)/M(F). On rappelle que ’on note U le groupe des nombres complexes de
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module 1. Il se plonge dans N (o) par ’application z > (z, 1). La projection sur le second
facteur induit une suite exacte courte

(1) 1 >U—->WS%0)—> W) — 1.

Soit P un sous-groupe parabolique de G défini sur F et de composante de Levi M . Intro-
duisons l'induite normalisée 7 = ig (0) de 0 a G(F). C’est une représentation tempérée
de G(F). Il est connu que le groupe NC (o) opére sur I’espace V, de 7 par une représenta-
tion unitaire, que ’on note rp (sa définition dépend de choix d’opérateurs d’entrelacement
normalisés). C’est une U-représentation en ce sens que tout z € U opére par I’homothétie de
rapport z. Si P’ est un autre sous-groupe parabolique vérifiant les mémes conditions que P,
alors rp et rps sont équivalentes. Le sous-groupe des (A4,n) € N (o) tels que rp (4, n) soit
I'identité de V, ne dépend donc pas de P. On le note Ng (0). I contient M(F). On pose
WOG (0) = Ng (0)/M(F). Via la suite (1), ce groupe s’identifie & un sous-groupe de W (o).
On pose R (0) = W% (0)/ WOG (0) et RG(0) = WG(U)/WOG (0). Le groupe R% (o) est le
R-groupe de o et la suite (1) induit une suite exacte courte

() 1> U— R%0)— R%0) — 1.

La représentation rp de N (o) se quotiente en une U-représentation (au méme sens que plus
haut) de R (). On note Irr(R% (¢)) 'ensemble des classes d’isomorphisme de U-représen-
tations irréductibles de R (o). On sait qu’il existe une bijection p + 7, de Irr(RC (0)) sur
I’ensemble des classes d’isomorphisme des sous-G (F')-représentations irréductibles de 7 de
sorte que

(3) TP @ T = @ petrr(RG (o)) P @ Tp-
La bijection p + 7, ne dépend pas de P.
Les définitions ci-dessus s’adaptent au cas tordu — cf. [16, 2.8]. On pose
Ne(ryw(0) =1y € G(F);Inty(M) = M, 0¥ >~ wo},
ouo? = oolnt,. Onnote NG’“’(U) I’ensemble des couples (A4, y) ou A est un automorphisme
unitaire de V5 et y est un élément de N, ,(0) tels que
o(Int,(m)) o A =w(m)Aoo(m), me M(F).
Si NG (r).»(0) n’est pas vide, c’est un espace tordu sous Ng(r)(0), ¢’est-a-dire qu’il est muni
d’actions a droite et a gauche de ce groupe, chacune d’elles en faisant un espace principal
homogéne sous ce groupe. De méme N+ (o) est un espace tordu sous N (o). Les orbites

de M(F) dans Ngf,(0) ou N% (o) pour I'action a droite sont les mémes que pour
I’action a gauche. On pose

WG (0) = Ng(r)w@)/M(F), W () = NO(a)/M(F).

Les ensembles W G-@ (0), resp. WG (0), sont des espaces tordus sous WY (o), resp. WO (o).
De nouveau, les orbites de WOG (o) dans WG (o) ou WP (o) pour I’action a droite sont les
mémes que pour ’action a gauche. On pose

R%®(0) = WO (0)/WE(5), RE“(0) = WE*(0)/ W (o).

Les ensembles RG+ (o), resp. 355"" (o), sont des espaces tordus sous R%(0), resp. R%(0). On
a une application surjective R%®(0) — R%® (o) dont les fibres sont isomorphes a U.
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L’ensemble RG-© (0) étant un espace tordu sous RS (0), on définit la notion de U-représen-
tation (p, ), ou simplement 5, de R%“ (o). On note Irr(R%®(0)) 'ensemble des classes
d’isomorphisme des U-représentations (p, o) qui sont unitaires et telles que p soit irréduc-
tible. Remarquons que U agit par homothétie (z, p) = zp sur cet ensemble Irr(R%(0)).
Tout élément 7 € RE-? (o) détermine un automorphisme Int; de RS (o) par la formule

rr = Intz(r)r.

La classe de cet automorphisme modulo les automorphismes intérieurs ne dépend pas de 7.
On la note 6x. Les représentations irréductibles p € Irr(RC () qui se prolongent en une
représentation p € Irr(R9® (o)) sont exactement celles qui vérifient p o f =~ p. On note
Irr(R% (0, 6%)) 'ensemble de ces représentations.

On montre que, dans la décomposition (3), une représentation p € Irr(RC (o)) se prolonge
en une représentation de R (o) si et seulement si la représentation 7, se prolonge en
une (G (F), w)-représentation — cf. [16, 2.8].

REMARQUE. — On a suppos¢ I'ensemble Ng(f) ,(0) non vide. S’il est vide, aucune repré-
sentation 7, ne se prolonge en une (G (F), w)-représentation.

4.2. Triplets elliptiques essentiels

On conserve provisoirement les données M, o et P de 4.1 et on suppose que Ng(r) ,,(0)

n’est pas vide. L’ensemble RG-© (o) x G (F) est un espace tordu sous R (o) x G(F). Larepré-
sentation rp ® 7 de ce groupe dans V. se prolonge en une représentation de RG-®(0) x G (F),
plus exactement de (R€® (o) x G(F), 1 ® w). Plus précisément, on a défini en [16, 2.8] un
prolongement explicite, noté 7 dans cette référence. Notons-le plutdt 74 & ,. Pour toute
représentation p € Irr(RC (0, 6)), c’est-a-dire qui se prolonge en une représentation
de R%-? (o), supposons fixé un prolongement unitaire g € Irr(R%(0)). Alors, on peut fixer
des prolongements unitaires 7, de 7, pour les mémes p, de sorte que le caractére de 775 &,
soit €gal a celui de la représentation

(1) EBpeIrr(iRG (0,092))/3 d ﬁp'

Puisque ni RO ?(g), ni G(F ) n’ont d’éléments unités, il ne se déduit de la représentation 713{ G
de RG> @ (o) x G(F ) ni une représentation de (G(F ), ), ni une representatlon de RG> “ (o).
Par contre, pour 7 € RO *®(0), on peut définir une représentation 7 de (G(F ), w) par la
formule 7(y) = 7y G, (F,y). En posant T = (M, 0,F), on note cette représentation 7z .
Elle ne dépend pas de P (a isomorphisme prées). Pour z € U, notons zt = (M, g, zF). On
dit que 7 est inessentiel s’il existe un r € R (o) et un z # 1 tels que z# = r~'#r. Sinon, on
dit que 7 est essentiel. Pour z € U, on a 7, = z7,. Donc, si T est inessentiel, le caractére
de 7, est nul. On montre qu’au contraire, si T est essentiel, ce caractére est non nul — cf. [16,
prop. 2.9].

On fait maintenant varier M et o et on note &(G, ) I'ensemble des triplets T = (M, 0, F)
comme ci-dessus qui sont essentiels. On pose E (5 ,w) = 8(5 ,w)/U. Ce quotient s’identifie
a un ensemble de triplets (M, o, 7), ou M, o sont comme précédemment et 7 € R%? (o).
Pour 7 € 8(5 ,w), le caractére de 77, engendre une droite dans DG (F), w) qui ne dépend
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que de I'image t de t dans E(G,®). On la note D-. Le groupe G(F) agit naturellement
sur £(G,w) et E(G,w). D’aprés loc.cit., on a I’égalité

2 D(G(F),0) = @£ (G w)/conj Pt

ou E(G, w)/conj est ’ensemble des classes de G(F)-conjugaison dans £ @G, ).

On note Ag le plus grand tore de Z(G) qui est déployé sur F et Az la composante neutre
du groupe des points fixes Aec. On pose Ag = X(Ag) ®z Ret Ag = )Z(Ag) Rz R = A%.
Pour (M, o) comme ci-dessus, un élément w € WG (o) opére naturellement sur Aps. On
note A}‘EI le sous-espace des points fixes. 1l contient Ag. Si WOG (0) = {1}, on a I’égalité
RO (0) = WG (o) et on note Rfjg (o) ’ensemble des 7 € RO (0) tels que Afu = Ag.On

dit qu’un triplet t = (M, 0,7) € 5(5, w) est elliptique si WOG (o) ={l}etr e Rr(z’g‘” (o). On
note E.j le sous-ensemble des éléments de E (5 ,w) qui sont elliptiques. On note aussi &
sa préimage dans £(G, w). L’ensemble E est stable par conjugaison par G(F) et le sous-

espace Deu(G(F), w) de D(g(F), ) introduit en 3.4 est défini par

(3) Dell(g(F)’ ) = eareEeu/conjDr
Soit T = (M, 0,F) € E.1. Notons O le caractere de 77,. D’aprés (1), on a ’égalité
“4) O = > tr(p(r))Oz,,.
pelrr(RG (0,0%))

Pour % = nr, ram, posons
2(G(F),0) = Dei(G(F),0) N D*(G(F), w).

Ou bien M = T et o est un caractére non ramifié unitaire de 7'(F), auquel cas tous les
caractéres ®5 intervenant dans (4) appartiennent a Dre‘ﬁ(g (F),w); ou bien I'une des deux
conditions précédentes n’est pas vérifiée, auquel cas tous ces caractéres appartiennent
a Dg‘l’lm(g(F),a)). On note €Y le sous-ensemble de & formé des triplets = = (T, A, 7)
ou A est un caractére unitaire non ramifi¢ de 7(F), et E™ le complémentaire de &
dans &;. On note £ et EJI™ les images de ces ensembles dans Ej. On obtient les décom-
positions

(%) DX (G(F).w) = @reE? Jconj Des  * = 1, Tam.
En particulier, on a la décomposition

(6) Di(G(F),0) = DX(G(F), 0) ® D=™(G(F), w).

4.3. Produits scalaires

Fixons un caractere unitaire u de Ag(F). Soit D u(a (F), w) le sous-espace de D (5 (F),w)
engendré par les distributions ®5 ou (7, 77) est une représentation de (5 (F),w) telle que
est une représentation irréductible et tempérée de G(F) de caractére central u, : Z(G; F) — C*
prolongeant p. Posons

Dyen(G(F),0) = Du(G(F),0) N Den(G(F). w).
L’espace D Mu(@' (F),w) est muni d’un produit scalaire hermitien défini positif, défini a

l’aide de la mesure dy sur G(F) mais qui n’en dépend pas [16, 7.3]. On note (-,+)y,en ce
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produit (dans loc. cit., il est noté sans I'indice u). Pour T = (M, 0,F) € 8(5, w), la repré-
sentation 7, a un caractére central u, : Z(G; F) — C*, qui n’est autre que la restriction
a Z(G; F) du caractere central s : Z(M; F) — C* de 0. Ce caractére u, vérifie I'égalité

(1) (pro(1=0)) w=1
On note & M((7 , ) le sous-ensemble de 8(5 ,w) formé des triplets 7 tels que . prolonge p.
On définit de la méme maniére les ensembles E,, (G, w) et E, .. La décomposition 4.2.(3)
reste vraie si 'on remplace I'indice —y; par 'indice —, ;1. Bien siir on a aussi la décomposi-
tion
2) Da(G(F),0) = P Dywan(G(F),w)

w
ol ' parcourt les caractéres unitaires de Ag(F). On munit Dey(G(F),w) du produit
scalaire hermitien défini positif qui est la somme directe des (-, ),/ cn1. On note (:,)en ce
produit. D’apreés le théoréme de [16, 7.3], on a :

— pour 11, 72 € E, oy tels que 7y et 7 ne sont pas conjugués dans G(F), les droites Do,
et D, sont orthogonales;
- pourt = (M,0,7) € E,cn, si T est un relevement de v dans €(G, w), on a 'égalité

(3) (O, O7)en = [Stab(RE (0), 7)|| det(1 — 7; Anr /AG)],
ou Stab(RY (0), 7) est le stabilisateur de 7 dans R (0') (agissant par conjugaison).

Comme en [15, 7.1], on dit qu'une fonction f € Cc°°(5(F)) est cuspidale (le caractére w
étant sous-entendu) si pour tout M e L(T, ®) ~ {(7} et toute paire parabolique (P, M)
de G, semi-standard et définie sur F, telle que 1 Mp =M,T image du terme constant f7
dans I(]\7(F),a)) est nulle. On note Ccusp(G(F)) le sous-espace de C°°(G(F)) formé
des fonctions qui sont cuspidales. On note Icysp (G(F ), w) I'image de C, (G (F),w)
dans I(G(F), ).

Soit C °°(5 (F)) ’espace des fonctions sur G (F), localement constantes et a support
compact modulo Ag(F), se transformant suivant £~ sur Ag(F). On note C o Cusp(G (F))et
e c Cusp(G(F)) et Icusp(G(F) w)
— cf. [16, 7.2]. L’espace I, cusp(G(F), w) est muni d’un produit scalaire hermitien défini
positif (-, ), en1, obtenu de la maniere suivante. Fixons une mesure de Haar da sur Ag(F).
Pour f1, € CX (G (F)), on définit I’expression Ja(a), f1, f2) commeen [15,1.4.17] :

c,cusp

c ,cusp

I, cusp (G(F ), w) les variantes a caractere central des espaces C

@ I, fi. o) = [ d;Nol(AG (F)\Gy (FNIC (v, 0, f)I° (v, f)dy,
G (F)en/conj.

ou (rappel) d, = [GY(F) : G, (F)] — on renvoie a loc. cit. pour les autres définitions.
D’aprés [16, 6.6.(1)], 'intégrale est absolument convergente. Bien stir on peut remplacer les
fonctions f; et f, par leurs images dans I cusp(E}’(F ), w). Notons que ’expression (4) ne
dépend que de dg et da, et précisément varie comme dg?da~'. L’application

pu: CE(G(F)) — CR(G(F))
définie par

puHn = [ o, famada. y <G)
G
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est surjective. Elle induit, par passage aux quotients, un homomorphisme surjectif
P H(G(F).0) > 1(G(F).0)

qui envoie Icusp(a(F), w)sur I cusp (G(F), w).Pour f, f, € Iu,cusp(G(F), ), on choisit
des €éléments hy, hy € Icysp(G(F), o) tels que p (ki) = f; (i =1, 2), et'on pose

) (frofman= [ TP nEa)da
AG(F)
ou I’élément h g’] € I usp(G (F), ) est défini par

h[za](V) = hy(ya) = hy(ay), y € G(F).

L’expression (5) est bien définie — elle ne dépend pas des choix de & et h, — et c’est un
produit scalaire hermitien défini positif sur /1 M,Cusp((? (F),w). Tout comme (4), ce produit
ne dépend que de dg et da, et varie comme dg?da2. L'espace DM,QH(E(F),a)) s’iden-
tifie, de fagon naturelle, a un sous-espace du dual linéaire de I M,CUSP(G(F ), w) : pour
© € D,yai(G(F),0) et f € I,cusp(G(F),w), on choisit un élément h € Ioy5p(G(F), )
tel que p, (h) = f etl'on pose (®, f), = O(h). Pour ® € Du,ell(a(F),w), il existe un
unique ¢, (®) € Iu,cusp(a(F), w) tel que

(O, f)u=(u®). Huetr. f € Lieusp(G(F), 0).
L’application
by - D/L,CII(G(F)70)) g Ip,,cusp(G(F),w)

ainsi définie est un isomorphisme antilinéaire. Il dépend de dg et da, et varie comme dadg
De plus, d’apres [16, 7.2, 7.3], pour ©1, ©, € D, 1(G(F), w), on a I'égalité

(6) (tpu(©2), 140(O1))penn = (O1, O2)ent.

-1

4.4. Décomposition endoscopique de ’espace Deu(a (F),w)

Pour les données endoscopiques elliptiques relevantes pour (5 ,a) qui sont ramifiées,
c’est-a-dire qui ne sont pas non ramifiées, on dispose d’'un homomorphisme de transfert
géométrique comme en 2.7.(1), mais sa définition est moins directe. Soit G’ = (G, §', §) une
telle donnée. Choisissons des données auxiliaires G, 51, Ci, él, et un facteur de transfert
Ay 1 Dy — C* comme en [15, 1.2.1]. Rappelons que G| est une extension centrale de G’
par le tore C; et que le plongement & : § — LG, définit un caractére A, de Cy(F).
Comme dans le paragraphe précédent, on définit les variantes C °°(5’ (F)), 81y, (5/ (F)),
D,, (G’ (F)), SDA1 (G’ (F)) et SDM,CH(G (F)) des S espaces 1ntrodu1ts précédemment. Par
exemple, C°°(G (F)) est ’espace des fonctions sur G 1(F) qui sont localement constantes et
a support compact modulo Ci(F), et se transforment suivant A;! sur C(F). Le transfert
géométrique est alors un homomorphisme

(1) I(G(F).0) — SI,, (G| (F)). f — £

D’apres[15, X1], ce transfert géométrique définit dualement un homomorphisme de transfert
spectral

2) Tg : SD;, (G| (F)) — D(G(F), ).
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qui envoie SDAl,ell(ai(F)) dans Deu(a(F), ). Comme dans le cas non ramifié, on note
Tg’ o la restriction de T & SD 3, en(G1(F)).

On fixe un ensemble de représentants & = Q‘E(g , a) des classes d’isomorphisme de données
endoscopiques elliptiques et relevantes pour (G.a).On note &,, le sous-ensemble de & formé
des données qui sont non ramifiées, et ’on pose €., = E~ €. Pour chaque G’ € &, on fixe
aussi des données auxiliaires G, ..., §1 de sorte que le caractere A, de C;(F) soit unitaire,
un facteur de transfert A; : D; — C*, et une mesure de Haar dg’ sur G'(F). Sur G(F), on
prend la mesure de Haar dg normalisée par K. Pour G’ € &, on prend bien siir les données
auxiliaires triviales (G| = G/, 5; = G, etc.; onadonc Cy(F) = {1} et 1; = 1) et la mesure
de Haar dg’ normalisée par K’. Pour G’ € &, on pose

SDei(G') = SD 3, en(G;(F)),  Sleusp(G') = SI3, cusp(G(F)),

ou I'indice « cusp » désigne le sous-espace formé des images dans S1 (51 (F)) des fonctions
dans C ff (G1(F)) qui sont cuspidales.

D’aprés la proposition de [15, 1.4.11], les homomorphismes de transfert géométrique (1)
pour G’ € €&, induisent un isomorphisme

(3) Lousp(G(F).0) > @D SIausp(GHC) f 15> g £ .
G'ee

ot XAu(G) ¢ X estle sous-espace des invariants sous Aut(G'), et ou 'on a posé f ¢ = fo
Dualement, d’apres [15, XI], les homomorphismes de transfert spectral elliptique Ty
pour G’ € €&, induisent un isomorphisme

4) ®gce T en @ SD (G gy = Pen(G'(F), 0).
G'es

ou X ayq(g) est 'espace des coinvariants de Aut(G’) dans X . Puisque le groupe Aut(G') agit
sur SD1(G') par un quotient fini, 'espace des coinvariants SDc;i(G’) oy $'identifie au
sous-espace des invariants SDen(G’)A“t(G/) C SD.i(G"), et 'on a une projection naturelle
SDell(a’(F)) — SDell(G’(F))A“‘(G/). Autrement dit, pour G’ € @&, le transfert spectral
elliptique Tgrey : SDen(G') — De“(a(F ), w) se factorise a travers la projection natu-
relle sur SDeu(G’)A“‘(G/), et toute distribution ®© € Den(Ef (F), w) se décompose de manicre
unique en

(5) 0= Y TeOF)

G' e

ol ©F est un élément de SD i (G')AGE)

REMARQUE 1. — Supposons que (G, a) est & torsion intérieure. On note S1I Cusp(a (F))
le sous-espace de ST (5 (F)) formé des images des fonctions f € cggusp(ﬁ (F)). En prenant
pour G’ la donnée endoscopique principale — c’est-a-dire celle pour laquelle G’ = G —,
I'isomorphisme (3) identifie I'espace SIcusp(G') = ST Cusp(é (F)) a un sous-espace
de I cusp(5 (F)). C’est le sous-espace formé des images des fonctions f € cggusp(a (F))
dont les intégrales orbitales sont constantes sur toute classe de conjugaison stable fortement
réguliére.
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REMARQUE 2. — Rappelons que I’on a noté Gy le groupe G/Z(G)?. On a vu (2.6) qu’a
une donnée G’ € &, est associé un caractere o’ = wg’ de Gy(F) vérifiant I’égalité (3)
de 2.6. De la méme maniére [15, 1.2.7], & une donnée G’ € &y, est associé un caractére wg
de Gy(F) vérifiant I’égalité

A1 (81, Intg-1(y)) = wg'(8)A1(81,y), (81,y) € D1, g € Gy(F).
On en déduit que pour G’ € € et © € SD ¢ (G'), le transfert T/ (©') est une distribution
sur G (F) vérifiant I'égalité

T (©)(Ef) = wg (8)Te (@) (f). [ € CF(G(F)), g € Gy(F),
ou l’gn aposé £f = f olnt,—1. Par conséquent, si © € Deu(G(F), ) est une distribution
sur G(F) se transformant suivant un caractére £ de Gy(F) sous Paction de Gy(F) par
conjugaison, c’est-a-dire telle que O(8f) = §&(g)O(f) pour tout f € CC°°(5(F)) et
tout g € Gy(F), alors seules les données G’ € € telles que wg' = & peuvent donner une
contribution non triviale a la décomposition (5) de ®. On sait, d’aprés [15, VII.2.1.(3)]®
appliqué a (ﬁ ,ay) = (G, a), que pour G’ € €, le caractére wg: de Gy(F) est non ramifié
si et seulement si G’ € &,,. On obtient en particulier que si ® € Deu(a (F), w) est une
distribution sur 5(F ) se transformant suivant un caractere non ramifié £ de Gy(F) sous
Iaction de Gy4(F) par conjugaison, alors seules les données G’ € &, (telles que wg' = &)
peuvent donner une contribution non triviale a la décomposition (5) de ©.

4.5. Variante a caractere central

On a aussi la variante a caractére central suivante des isomorphismes (3) et (4) de 4.4.
Soit % un sous-groupe fermé de Z(G; F)? — par exemple le groupe AG(F) —, que
I’on munit d’une mesure de Haar dz. Soit u un caractére unitaire de Z. On reprend,
en les affublant d’un indice %, les définitions de 4.3. On définit ’espace C%?M(G(F )

des fonctions sur G(F ), localement constantes et a4 support compact modulo %, telles

que fF(y) = u(2)' f(y) pour tout (z.y) € Z x G(F), ot I'on a pos¢ fFl(y) =
f(zy) = f(yz). On en déduit les variantes I¢ ,(G(F),») et I, . (G(F), ) des
espaces I (G (F),w) et I usp(G(F), ). L’application

Pz CC(G(F)) — CF,(G(F))
définie par
poul$ = | feymeaz. y <G)
est surjective. Elle induit, par passage aux quotients, un homomorphisme surjectif
Py, L(G(F).0) > 14,(G(F),0)

qui envoie I cygp (G(F), w)sur Iy cusp (a(F), ).

On définit le sous-espace D ZM(@(F), w) C D(G(F), ) engendré par les traces Oz des
représentations G (F)-irréductibles tempérées 7 de (5 (F),w) telles que 7(zy) = u(z)w(y)
pour tout (z,y) € Z x G(F). On pose

Dy, a(G(F),0) = Dy, (G(F),0) N Dai(G(F), ).

@ Le numéro 2.1 de [15, VII] est écrit sous certaines hypothéses sur F, mais le résultat cité n’en dépend pas.
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Pour ©® € Dy, (G(F),w)et f € 1y,(G(F),w), on choisit un élément h € 1(G(F),w)
tel que pZ,M(hL: f.etTonpose (®, )z, = O(h).Si ® = O pour une représenta-
tion (7, 7) de (G (F), w) telle que 7 est irréductible, tempérée, et de caractére central prolon-
geant u, alors pour toute fonction f € C%‘fM(G(F)) se projetant sur f € I Z,M(G(F), ), on
a simplement

d
© Ngu=mee([ w105,

L’application © ~ (0,-) ¢, identifie D ¢, M,ell(a (F),w) a un sous-espace du dual linéaire
deI'espace I ¢ cusp(G(F), ).

Soit G’ € €. Rappelons que ’on a fixé des données auxiliaires G/, ..., él de sorte que le
caracteére Ay de Cy(F) soit unitaire, un facteur de transfert A; : D; — C*, et une mesure
de Haar dg’ sur G'(F) —si G' € €,;,ona G} = G’ et A1 = 1. On a un homomorphisme
naturel Z(G) — Z(G'), de noyau (1 — 0)(Z(G)). On peut former le produit fibré

3 = Z(G)) xz@ Z(G).
Un ¢élément de 3(F) est une paire (z],z) dans Z(G}; F) x Z(G; F) telle que les images
de z{ et z dans Z(G’) coincident. L’application ¢; +— (cq, 1) identifie C; (F) a un sous-groupe
de 3(F), et il existe un caractere unitaire A3 de 3(F) prolongeant A; tel que
A1(Z181,2y) = A3(21, 2) T AL, y),  (1,y) € Dy, (2}, 2) € 3(F).

REMARQUE. — On veut définir un transfert géométrique pour des fonctions dans I’es-
pace C%"u (G(F)). Le cas qui nous intéresse tout particulicrement (voir 4.6) est celui
ol ZNAgG(F) est d’indice fini dans Ag(F). Notons que I’homomorphisme naturel
Z(G) — Z(G’) induit par restriction un homomorphisme Ag — Ag’ qui n’est en général
pas injectif, mais seulement de noyau fini.

On note Z' I'image de % dans Z(G’; F) par ’homomorphisme naturel Z(G) — Z(G’),
et 7, son image réciproque dans Z(G/; F). On munit G/ (F) et Z de mesures de Haar dg/,
et dz|. On forme le produit fibré

39=% xy ZC3(F).

Continuons avec le caractére unitaire i de % fixé plus haut. L’application

(z1.2) > A3(z1. D)p(z)
est un caracteére unitaire de 3¢. S’il ne se factorise pas par la projection (z{,z) + zj, on
dit que le transfert a G{(F) de tout élément de C%"M(G(F)) est nul. Supposons qu’il se

factorise en un caractere p de %/1 Avec une définition naturelle des espaces C %‘,’ y (5{ (F))
~ F
et SI 7., (G (F)) — cf. 4.4 —, on définit 'homomorphisme de transfert géométrique
(1) 15,(G(F).0) = 817, (Gy(F). f = £,
par la formule habituelle : pour f € C%"M(G(F)) et f] € C%‘,’ y (GQ(F)), on dit que f est
f) 1547

un transfert de f si pour tout §; € 5{ (F) dont I'image dans G’ (F) est un élément fortement
G-régulier, on a I’égalité

) SCG f) = dy* Y dy MG IS (. f)
14
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ou y parcourt les éléments de G(F) tels que (81,y) € D1, modulo conjugaison par G(F).
Pour que la formule (2) ait un sens, on a besoin de mesures. Pour y € G(F) tel que (61,y) € Dy,
on munit 'espace quotient Z\G, (F) d’une mesure dh. On a une application

Z\Gy(F) = Z,\G} 4,(F)
qui est un isomorphisme local, et on munit I'espace d’arrivée de la mesure dh’; déduite de dh.
Alors
Gy (F)\G(F) = (Z\Gy(F)\(Z\G(F))
est muni de la mesure dh\(dz\dg), et
Ls, (FNGL(F) = (Z)\G 5, (F)\(Z1\G1(F))
est muni de la mesure dh’\(dz1\dg}). Une autre définition équivalente est la suivante.
Pour f € I¢,(G(F),w), on choisit un ¢élément h € 1(G(F),w) tel que py ,(h) = f, et
I'on note h°1 € SI,, (5; (F)) son transfert usuel, défini a 1’aide de la mesure de Haar dg’
sur G'(F). Rappelons que A1 est la restriction de A3 a C;(F), identifi€ & un sous-groupe
de 3(F) = Z((N;’ i F) Xz;F) Z(G; F) par l'application ¢; + (cy, 1). Cet élément ho
dépend de dg et dg’, et précisément varie comme dg(dg’)~!. De dg’ et dg/ se déduit une
mesure de Haar dc¢; sur C;(F), laquelle définit un homomorphisme surjectif

ey LGH(F) = 15, (GY(F)
qui envoie SI((A;J/I(FN)) sur SIAl(GQ(f)). On choisit un élément A € SI(@;’I(F)) tel
que pc, 5, (k) = hC1, et on pose 91 = P (h'). Notons que I’élément £ 91 dépend
de dz\dg et dzj\dg), et varie comme (dz\dg)(dzj\dg})~'. Lespace SI%’I,M’I (ai(F))

est naturellement muni d’une action de Aut(G’), qui stabilise le sous-espace (défini de
fagon naturelle comme en 4.4) ST 7t ,cusp(Gi (F)). Pour f € I ¢, cusp(G(F), w), le trans-

fert f Gl appartient a S71 7 WSP(@{(F ))A“t(G/). Le transfert géométrique (1) définit
dualement un homomorphisme de transfert spectral

(3) Te 7t SD ., (G1(F)) = D, (G(F), ).

Pour ® € SD o ./ (G{(F)),ona

(4) (Tg,7,(0), flzu =(0" fO) g . [ elgu(G(F) )
Les définitions impliquent que T’ 7, nest autre que la restriction de 'homomorphisme de
transfert spectral usuel T’ : D, (G{(F)) — D(G(F),w) au sous-espace SD 7t (G{(F))
de 8D, (G{(F)). Il envoie SDg .+ (G{(F)) dans Dy, (G (F) ), et l'on note
TG/, 7,u.c1 5@ restrictiona SD o W 1(G1(F)). Tout comme T, il se factorise a travers la
projection naturelle SD o/ W 5611(6; (F)) = SD W ’CH(E; (F))Aut(@),

On note €g , le sous-ensemble de € formé des données G’ pour lesquelles le caractére 1y
est défini, et pour G’ € €y ,,, on pose

SD g,,e1(G) = SD g, v ((GL(F)),  ST700p(G)) = STz 1t sy (G1(F)).
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D’apreés ce qui précéde, les homomorphismes de transfert géométrique (1) pour G’ € €z,
induisent un isomorphisme

(5) 19,0 GF).0) = P SIg,0pG)C, £ a6 9,
G,EGZ.M

ou 'on a posé f G = f Gi, et les homomorphismes de transfert spectral (3) induisent un
isomorphisme

6  @Bgee,, T zper: B SPzua(G)) - Dy 1(G(F), ).
G’E@ggu

Notons que si (G, a) est a torsion intérieure, la remarque 1 de 4.4 reste vraie pour cette
variante a caractére central (mutatis mutandis).

4.6. Produits scalaires (suite)

On munit Ag(F) d’une mesure de Haar da. Pour fi, f> € cggusp(é(F)), on a défini
en 4.3.(4) une expression Ja(a), f1. f2) qui dépend de dg et da et varie comme dg?da™".
Soit Z un sous-groupe fermé de Z(G; F)?. On suppose que le groupe ZNAg(F) est d’indice
fini dans Ag(F), et 'on munit Z d’une mesure de Haar dz. Pour fi, f> € Ccojusp(G(F)),
on définit 'expression J g (w, f1. f2) en remplagant vol(4G (F)\G, (F)) par vol(Z\G, (F))
dans la formule pour J 5(a), f1. f2). Une définition équivalente consiste a fixer une mesure

de Haar sur Z N AG(F) et a poser

() IS (. fi. ) = vol(Z N AG(F)\AG(F))vol(Z N AG(FND) IS (@. fi. ).

L’expression (1) dépend de dg et dz (elle ne dépend plus de da), et varie comme dg2?dz!.
Bien siir on peut remplacer les fonctions fi et f> par leurs images dans I cusp(G(F), o).

Soit p un caractére unitaire de Z. Comme en 4.3, on munit ’espace I M,cusp(é (F),w)
d’un produit scalaire hermitien défini positif (-,-)z , .1, défini comme suit. Pour f, f,
dans I ¢, cusp(G(F), ), on choisit k1, hy € Iousy(G(F), o) tels que py , (hi) = f; (i = 1, 2),
et 'on pose

@) (f1r o) Znen = L I8 (@, by B u(2)dz.

L'expression (2) dépend de dg et dz, et varie comme dg?dz 2. Pour © € D g, «n(G(F), ),
il existe un unique ¢, (O) € I 7, cusp(G(F), ) tel que

(©. g = (z00). Ngperr [ €17 u0pG(F) 0).
L’application
AR DZ,M,ell(g(F)vw) g IZ,/L,cusp(a(F)v w)

ainsi définie est un isomorphisme antilinéaire. Il dépend de dg et dz, et varie comme dzdg™".
Pour ®1, ©2 € D¢, 1(G(F),w), on pose

(3) (01,02) 7, en1 = (17,,(02), 17, (O1)) 7 1 el
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Cela définit un produit scalaire hermitien défini positif sur I’espace Dz,u,en(g(F ), w).
Comme

Da(G(F).0) = @ Dy uen(G(F). )
M/

ou u’ parcourt tous les caractéres unitaires de 7, on peut munir 1’espace Den(a (F),w)
du produit scalaire hermitien défini positif qui est la somme directe des ()% /en-
Notons (-, ) ¢ e ce produit. Le lemme suivant résulte de la définition de ce produit.

LEMME 1. — Le produit (-, ) 7 e sur Dell(a(F), w) ne dépend ni de dg, ni de dz, ni de Z.

En appliquant la construction ci-dessus & Z = Ag(F), on obtient que (-, ) e = (-, *ens
ou (-, -)en est le produit de [16, 7.3] introduit en 4.3, qui a été calculé explicitement (4.3.(3)).

Soit G’ € €5 ,,. On définit Z| et le caractére unitaire w) de %, comme en 4.5. Notons que
Z/l est un sous-groupe fermé de Z(G/; F) tel que %/1 NAg (F) estd’indice fini dans Ag; (F).
On munit G} (F) et Z; de mesures de Haar dg/ et dz}. On a un produit scalaire hermitien
défini positif (-, -) o Z i) el SUT I L, Cusp(G (F)), donné par la formule (2). Grace a I'iso-
morphisme 4.5.(5) appliqué 4 G = G’ et Z = Z,, on peut identifier ST Z .41 cusp (G (F))
a un sous-espace de 1 7 ,cusp(G (F)) — c’est le sous-espace formé des images des fonc-
tions f] € C? , ((71 (F)) dont les intégrales orbitales sont constantes sur toute classe
de conjugaison stable fortement réguliére —, ce qui munit S7 %, ,Cusp@ (F)) de la restric-

tion du produit scalaire hermitien sur I'¢ W, ,cusp(gi (F)).
Pour G’ € @, soit 0(5, G) la constante donnée par (cf. [15, [.4.17] ou [15, X.3.1.1])
¢(G.G") = | det(l - 0: Ag /AG)| ! |m0(Z(G))||mo(Z(G))[ ™
X |0ut(G)| ™! [7o(Z(6)TF° N &) lmo(Z(G)/(Z(G) N GHITF)| 7.

LEMME 2. — Pour f, [, € Ig’u,cusp(a(F), w), on a l’égalité (conformément a la décom-
position 4.5.(5) )

o fDopa= Y. GGV )y 0

G/GGZ.M

Démonstration. — Notons tout d’abord que I’égalité du lemme ne dépend pas des choix
des mesures : le produit (-, -)#,,, .y dépend de dg et dz et varie comme dg?dz~>; pour G’ € €y,
le produit (-, ) g/ W, el dépend de dg} et dz| et varie comme (dg})?(dz})~?, et 'homomor-

phisme de transfert f + fG, = fé/l dépend de dz\dg et dz|\dg) et varie comme
(dz\dg)(dzj\dg})~". D’aprés la proposition de [15, 1.4.17], pour hy, hy € Iysp(G(F), w),
on a I’égalité

(4) IS hi ko) = Y e(G.GNIG G K,
G'ee
ou I’expresssion J G (hG/,th/) est donnée par 4.3.(4) pour G = 5{ etw = 1, ou, ce

qui revient au méme, par la formule (3) de [15, 1.4.17] modulo les choix de mesures de
Haar dg’ sur G (F)etda' sur Ag/(F). Lamesure dg’ est celle définissant '’homomorphisme
de transfert h > h% = hG1 et les mesures da et da’ sont supposées se correspondre par
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Iisomorphisme naturel Ag — Ag — cf. [15, 1.4.17]. Pg}lr fi1. o € IZ’M’CuSp(g(F),w),
on commence par choisir des €léments k1, hy € Icusp(G(F), w) tels que py (ki) = f;
(i = 1, 2). Ensuite on remplace Ja(a), hy, hy) par Jg(a), hy, hy) grace a I’égalité (1), puis
on intégre sur Z comme dans ’égalité (2), ce qui nous donne (f, ), ,.en. Compte tenu
de la définition des transferts f; — f iG/ (i = 1,2)—cf. 4.5 —, en appliquant la méme
construction a chacun des termes de la somme dans 1’égalité (4), on obtient 1’égalité du
lemme. O

Passons au résultat dual qui nous intéresse. Pour G’ € €4, et ® € Dy, .;;(G'), on note
L%:M (©) 'unique élément de I 7, cusp (G ") tel que

(O Ve = 0§00 e f €17 00usp(G).
L’application
G D a(G) = Iy cusp(G)
ainsi définie est un isomorphisme antilinéaire. Il induit par restriction un isomorphisme anti-
linéaire
1S 8D g a(G) > STy, cusp(G)
qui envoie SD g, cn(G)A"C) sur ST, cusp(G)AE). Daprés le lemme 2 ci-dessus,
lorsqu’on passe de la décomposition 4.5.(5) a la décomposition 4.5.(6) via les isomorphismes ¢,
et Jg:u, la constante ¢(G, G') apparait : pour G’ € €y, 0na

1€,0%) =¢(G.G g, (0%, ©cDy,aG(F) o).
On en déduit que pour ®1, ©, € DZ,M,eH(a(F),a)), on a I’égalité (conformément a la
décomposition 4.5.(6))
6) (01.0) g1 = Y. ¢G.G)'(©OF 6 ), )l
G/EQZM
En vertu du lemme 1 ci-dessus, on peut s’affranchir de Z et . On obtient le résultat suivant.
LEMME 3. — Pour ®1, ®, € Deu(a(F), w), on a l'égalité (conformément a la décompo-
sition (5) de 4.4)
(©1,02)en = Z (G, G 1(OF,0F ).
G'ee
4.7. Séries principales non ramifiées

Posons Z = Z (G) et Zee = Z (GSC), ou Gsc est le revétement simplement connexe
du groupe dérivé de G. Langlands a construit des homomorphismes canoniques
H!(Wg,Z) - G(F)P et HY(Wr, Zs.) = Gap(F)P, ou XP désigne le groupe des carac-
téres (homomorphismes continus dans C*) de X. Ce sont des isomorphismes d’apres [10].
On en déduit un isomorphisme canonique
(1) Gap(F)/q(G(F)) — ker(H'(Wr. Zy) - H'(Wr. 2))".,
ougq : G — Gap est 'homomorphisme naturel.

Soit ¢ : Wr — LG un paramétre de Langlands tempéré. Posons

S¢={g€é:1ntgo¢=¢}, S,,,,ad={g€GAAD:Intg0(p=go}.
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La suite exacte courte 1 — Zsc — Gsc — Gap — 1 fournit une suite exacte de cohomologie
HY(WE, ¢, Gsc) — H'(Wr, ¢, Gap) — H (W, Zy),

ou HY(Wg, ¢, -) désigne ’ensemble des invariants sous Wr pour I'action donnée par ¢. En
composant la fléche de droite avec I'application naturelle H*(Wr, ¢, G) — H(Wg, ¢, Gap),
on obtient une application

Se =H(Wr.9.G) — ker(H'(Wr, Ze) - H'(WF. 2))

qui est un homomorphisme continu. Son noyau contient donc la composante neutre Sg du
groupe algébrique affine complexe S,. Comme il contient aussi Z(G)FF | cet homomorphisme
se factorise en un homomorphisme

by S(@) = Sy/S;Z(G)'F — ker(H'(Wr, Zo) — H'(Wr. 2)).
Par dualité de Pontryagin, on en déduit un homomorphisme
3) Gap(F)/q(G(F)) — S(p)”.

Supposons que le paramétre ¢ est de la forme ¢ = (T — LG) o (p/{ pour un caractére
unitaire A de T(F) de parameétre <pA Wr — LT (cf. 3.2). D’aprés Keys [6], on sait que le
R-groupe RY (1) est naturellement isomorphe au groupe S (¢). Posons U = TTF° et notons
N le normalisateur de 7" dans G. D’ apres [6 2.5], T est le centralisateur de U dans G, U est
un tore maximal de S(p, TN Sy = A F, TN S(Z = U, et N N S; est le normalisateur de U
dans S7. On en déduit une suite exacte courte [6, 2.6]

(4) 1> (NNSH/U - (NNSy)/UZ™F — §(p) — 1.
De plus (loc. cit.), on a un isomorphisme naturel

W) ~ (N NS,)/UZF,
qui se restreint en un isomorphisme

WA =~ (N nsp)/U.
D’ou I'isomorphisme R% (1) ~ S (¢). Notons aussi que
5) WEQ) = {1} & g =TTre,
REMARQUE 1. — Tout élément w € WEF = Ngp)(T)/ T (F) définit un L-isomorphisme

w : LT — LT, donné par Lw(t x 0) = W(t) x o, et d’apres la correspondance de
Langlands pour les tores, WS () est le groupe des ¢léments w € WT'F tels que Lw o ¢T

L

est f—conjugué a (p{. On sait que tout élément I'r-invariant de wo (T)=N / T se reléve en
un élément T'p-invariant de N. Pour w € WS (1), choisissons un relévement n € NTF de 1.
Alors Int, o (p{ est T-conjugué a go}:. En d’autres termes, il existe un ¢t € T tel que tn € S,,.
L’application w — tn donne une bijection

L WOR) = (NN S)T/T =N NS, /02

qui est un isomorphisme sur 'opposé du groupe d’arrivée (par construction, w=! (= o)
et Int,, ont la méme action sur 7). Par passage aux quotients, ¢, induit une bijection

1 REA) > (NN S)T /(NN SHT = (NN Sp)/(NNSHUZTF = S(p)
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qui est un isomorphisme sur le groupe opposé de S (¢). L’isomorphisme RC(1) ~ S (¢)
s’obtient en composant ¢, avec le passage a 'inverse.

REMARQUE 2. — On a introduit en 3.2 un ensemble ip,a ={g e Go : Intz o =a-¢}.
S’il n’est pas vide, ce que ’on suppose, alors c’est un S,-espace tordu, et I'on peut définir le
« groupe tordu »

S(p.a) = Spa/SZ(G)'T.
C’est un S (p)-espace tordu. Notons ¢ "'automorphisme de T associ¢ a (B, T') (C’est-a-dire
la restriction ¢ |7). Alors, tout comme dans le cas non tordu, WY (4) est 'ensemble des
éléments wd € W6 tels que L6 o Lw o ¢ est T-conjugué a a - 7 . Pour wd € W2 (1),

I'élément b = 9(w)0 apparuent a WG(T)FF et ’on peut choisir un relévement n de O(w)
dans NT7 . Alors Int, o L6 ogpA est7T- conJugue aa- <pA En d’autres termes, il existe unz € T

tel que b e Sq;,a. ‘application wo — tnf donne une application
WO > (NN S,)T/T = (N6NS,q) /027",
Par construction, § ow™! et Int, 06 ont la méme action sur 7. Puisque 'application ¢, vérifie
LW = LW @), e WweeW), w e wéQ),
elle est bijective. De plus, elle induit par passage aux quotients une application bijective
Iy Ré’w(k) — §(¢,a)
qui vérifie B
L) = u (i@, 7e RE*(), 1’ e REM).
Supposons de plus que le caractére A est non ramifi¢. Posons T,q = ¢(7T'), et notons Ty la

préimage de T dans Gsc (par ’homomorphisme naturel § : Gsc — G, dual de q). On utilise
maintenant le fait que G est non ramifié. Soit

Q = coker(X(T)'F — X (Tag)'F)
~ ker(Tso/(1 — 9)(Tie) — T /(1 — ¢)(1))P.

C’est un groupe abélien fini, qui opere transitivement et librement sur les classes de
G (F)-conjugaison de sous-groupes hyperspéciaux de G (F). Cette action provient de celle du
groupe Gap(F)/q(G(F)) = Ta(F)/q(T(F)) par conjugaison, via la projection naturelle
ker(H' (Wp, Zs.) > H' (Wg, 2))P ~ ker(H' (Wp, Tse) > H' (Wp, 7)) — Q.

D’aprés [14, prop. 9], le R-groupe R (1) est naturellement isomorphe & un sous-groupe
de QP. En particulier il est abélien, et si G = Gap, alors R (1) = {1} et 'induite x = ig 1)
est irréductible — ce que I'on savait déja grace a des travaux antérieurs de Keys. On note
¢ =10, Q2 — RY(A)P 'homomorphisme dual. En le composant avec la projection naturelle
Gap(F) — €, on obtient un homomorphisme surjectif Gap(F) — R%(1)?, que I’on note
encore ¢. Un caractére p de RY (1) s’identifie & un élément de Irr(RC (1)) par la formule

p(z,r) =zp(r), (z,r) e N9(1) =Ux RE(1).
D’apres [14, Theorem 1], on a
(6) mpolntyy ~ Tpiemy,  p€ RE(MP, x € Gap(F),
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ou p + ¢(x) désigne le caractére r — p(r)¢(x)(r) de RC(1). Ainsi, les sous-représentations
irréductibles de 7 sont permutées transitivement par Gap(F), et pour p € RS (1)P, K; un
sous-groupe hyperspécial de G(F) et x € Gap(F), m, est I’élément K;-sphérique de IT, si
et seulement si 7,1 ¢ (x) est I’élément Int, (K)-sphérique de IT,.

REMARQUE 3. — La bijection R%(A)? — TI;, p + 7, dépend du choix d’une normali-
sation des opérateurs d’entrelacement. Deux telles normalisations différent par un caractere
de R% (1), c’est-a-dire que si r rg(r)estla U-représentation de RC (1) associée a une autre
normalisation, il existe un caractére p’ de R% (1) tel que rg(r) = p'(r)rg(r)pourr € RE (M),
ou r est 'image de r dans R®(1). La représentation rp ® m de RE (1) x G(F) se décompose
alors en

rp@m = Z PR Tp—p-
pERG(M)P
Quitte a changer de normalisation des opérateurs d’entracement, on peut donc supposer que
la correspondance p +— m, est telle que I’élément wy € II, associée au caractere trivial
de RY (1) est la représentation K-sphérique.

4.8. Le cas ol (G, a) est a torsion intérieure

On suppose dans ce numéro que (5 ,a) est a torsion intérieure. Rappelons que
K=K 8o = 80K pourun gy € T(F ), et que le F-automorphisme 6y = Ints, de G est trivial
sur T(F). Soit A un caractére unitaire de 7(F). L’application N¢ (1) - Na(k), (z,n) = (z,ndp)
est bijective, et elle induit une application bijective WY (1) — WC(1). En quotientant par
les orbites sous WOG (1), on obtient une application bijective R6(1) — R%(1). L’auto-
morphisme A de RE (1) — qui n’est défini que modulo les automorphismes intérieurs
de RG (1) — opére trivialement sur Irr(RC (1)), et application

Irr(RE (A)) = Ir(REW)). (p. ) 1 p

est surjective. En d’autres termes, toute représentation irréductible p de RY (1) se prolonge
en une U-représentation 5 de R (1), laquelle définit un prolongement azden,a G(F).On
peut normaliser ces prolongements p en imposant que

p(z,nd0) = p(z,n) = zp(n), (z,n) € N°(R).

Pour p € Irr(RC (1)), notons py € Irr(ng()t)) la classe d’isomorphisme du prolongement
de p normalisé de cette maniere, et posons 77, = 75,. Le F-automorphisme 6y de G induit un
F-automorphisme 0o de Gap, qui est trivial sur T,4. Puisque I'inclusion T,q C Gap induit
un isomorphisme Toq(F)/q(T(F)) = Gap(F)/q(G(F)),on a

x'00(x) € ¢(G(F)), x € Gap(F).

L'élément (1,8) € NC (1) se projette sur un élément 7 € RE (1), et donc définit un triplet
T = (T, A, F). Sile caractére A est non ramifié, alors on a

(1) Fpolnty_y ~ Apie ), p € REAP, x € Gap(F),

et la représentation 77, de G (F) est isomorphe a une somme directe @x7p, o Int,—1 ot x
parcourt un ensemble de représentants de Gap(F)/ ker(Zy).
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Pour % = nr, ram, posons
D(G(F)) = SDi(G(F)) N D*(G(F)).
LEMME. — On suppose que (G , @) est a torsion intérieure. Alors on a la décomposition
SD (G (F)) = SD™(G(F)) ® SDE™ (G (F)).
De plus, si G n’'est pas un tore, alors on a SDgﬁ(G(F)) = {0}.

Démonstration. — Soit © € SDeu(G (F)). On écrit ® = O™ 4 O™ conformément a la
décomposition (1) de 3.1. Cette décomposition (1) de 3.1 est compatible a I’action de Gap (F)
par conjugaison. Puisque la distribution ® est stable, elle est invariante par cette action, et
sa décomposition en ® = OO 4+ ™™ ’est aussi. Pour un caractére unitaire non ramifié A
de T'(F), on peut choisir un prolongement unitaire A de Aa T(F ), et d’apres ce qui précéde,
les sous-représentations G ( F')-irréductibles de 'induite i ig ()t) sont permutées transitivement
par 'action de Gap (F) par conjugaison. On en déduit que O™ est une combinaison linéaire
finie, a coefficients complexes, de caracteéres de telles induites. Une telle distribution ne peut
étre elliptique que si G = T. Donc SD;‘{I(G (F)) = {0}si G # T. Cela prouve la
décomposition du lemme dans lecasou G # T.Si G = T, alors tout est stable — pour
s = nr, ram, on a SD*,(G(F)) = D*(G(F)) —, et la décomposition du lemme équivaut &
celle de 3.1.(1). O

4.9. Action de C sur les caracteres de support non ramifié

Soit C le sous-groupe de Z(G) x G formé des paires (z, g) telles que pour tout o € T'p,
’élément go(g)~! appartient & Z(G) et (1 — 0)(go(g)™!) = zo(z)~!. 1l contient le sous-
groupe

Z(G) ={(1-0)(2),2):z € Z(G)} =~ Z(G).
On pose®
€=C/Z(G)",

et 'on note ¢ : C — C la projection naturelle. Pour (z, g) € C, I'image g.q de g dans Gap
appartient 8 Gap(F). Un élément (z, g) € C définit un F-automorphisme g’ +— Intg—1(g’)
de G et un F-automorphisme y P zIntg-1(y) de G. On obtient ainsi une application
de C dans le groupe Autg (G, G) des automorphismes de (G, G) qui sont définis sur F.
Cette application se quotiente en un homomorphisme injectif de € dans le groupe
opposé Auty¥ (G, G). On a un plongement de Z(G; F) dans € donné par z +> ¢(z, 1).
On a aussi un plongement de Gy(F') dans € défini comme suit. Pour gy € Gy(F'), on choisit
un relévement g de gy dans G, et 'on envoie g sur ¢ (1, g) € C.

REMARQUE 1. — Le groupe € est en général plus gros que le sous-groupe de Aut P(G, G)
engendré par Z(G; F) et G4(F), comme le montre 'exemple suivant. Soit F'/F une exten-
sion cyclique de degré 4 (par exemple la sous -extension de degré 4 de F™/F), et soit T un
générateur de Gal(F’/F). Soit E = F’{"") Iextension quadratique de F intermédiaire.

3 Notons que € n’est autre que le groupe des points F -rationnels du groupe algébrique Int(G) des « automor-
phismes intérieurs » de I'espace tordu G introduit par Labesse dans [9]. Notons aussi que G est I'image de G dans
Int(G).
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Soit G le groupe Resg,r(SL(2)g), c’est-a-dire la restriction des scalaires de £ a F du
groupe SL(2) vu comme groupe défini et déployé sur £. On a donc

G(F)=SLQ2,F)x SL(2,F)
avec action de o € I'r donnée par :

- 0(g1,82) = (0(g1),0(g2))sio € I'g;
- 0(g1,82) = (0(g2),0(g1))sio ¢ I'g.
Le groupe G est défini et quasi-déployé sur F, et déployé sur E, et 'on a

G(F)={(g.8):8€SLQ2, E)}.

Soit 6 le F-automorphisme (g1, g2) — (g2, g1) de G, et soit G =Gb (si 'extension E/F
est non ramifi¢e, alors I’espace tordu (G, 5) vérifie toutes les hypothéses de 2.1). Fixons un
élément £ € E* tel que F’ = E[/£]. Considérons la matrice i = diag(y/£, \/E_l) e SL(2, F,
I’élément g = (v(h),h) € G(F’), et Iélément z = (1,—1) € Z(G;E). Ona t2(h) = —
d’ou 7(g) = zget t2(g) = (—1,—1)g. On en déduit que I’élément (z, g) appartient a C.
Son image ¢ = ¢(z, g) € € n’est pas dans le produit des images de Z(G; F) et de G4(F). En
effet si elle I'était, alors z appartiendrait au produit de Z(G; F) et de (1 — 0)(Z(G; F)). Or
ces deux groupes sont égaux, et ont pour éléments (1, 1) et (—1,—1).

LEMME 1. — Le groupe C opére transitivement sur les sous-espaces hyperspéciaux de G(F ).

Démonstration. — Rappelons qu’on a choisi le sous-espace hyperspécial (K, I?) de G (F)
tel que K = K¢ est le sous-groupe hyperspécial de G(F) associé a la paire de Borel épinglée
& =(B,T, {E taea) de G définie sur F, et que I’espace K sécrit K = Kéy = SOK pour un
élément 80 1S T(F)ONG(F)(K) delaforme 8y = tgeg avecty € T(F™)eteg € Z(G &; F),
Soit (K1, K 1) un autre sous-espace hyperspécial de G(F ). On lui associe de mémes objets
&1 =(B1,T1.{Eq, }ajen,), 01,11, €1. Onseramene tout de suiteaucasou (By, T1) = (B, T):
il suffit pour cela de conjuguer (K, K, 1) par un élément de G(F), puisque deux paires de
Borel de G définies sur F sont toujours conjuguées par un tel élément. On peut alors fixer
un élément x € T(F) tel que xaq € Taa(F) et Int, (&) = &;; ol x.q désigne la projection
de x sur T,g = T/Z(G). Alors Int,(ep) conserve £;, donc on peut écrire Inty(€g) = ze;
avec z € Z(G; F). Notons y I’élément de G(F) tel que §; = y8y. En notant # = Int,,
on obtient I'égalité #;x0(x)~! = zyto. Elle entraine que y € T(F). On projette I'égalité
dans T,q(F) : elle donne 11,2dX2d0(Xad) ™! = Yadlo.ad. Remarquons que pouri = 0, 1, Ints,
est défini sur F et Int,; aussi (puisque Inte, conserve € et Int; conserve €1); donc Int;; est
aussi défini sur F, c’est-a-dire que tj,qa € Tad(F):1. Puisque T et T,q sont des tores non
ramifiés, le choix d’une uniformisante @ de F permet d’identifier T(F) a T(F), x X (T)?
et Tog(F)aTaq(F) x X (Tq)?. Conformément a ces deux décompositions, on écrit y = y’y”
et Xaq = X, 4%y Légalité 1, adXad0(Xad) ! = yadto.ad se décompose alors en deux égalités :

1 1
ad?(aa) T = Yaas 11,00X,40(Xa0)T = Yaglo,ad-

On reléve x7; en un élément x” € T(F ). Il existe alors un élément z” € Z(G; F) tel que

x"0(x")~! = z”y"” . Parce que x//; et y” sont F-rationnels, cela implique que le couple (z”, x”)
appartient a C. Notons ¢ 'image dans C de I'inverse de ce couple. L’action de ¢ envoie K
sur Inty~(K). Puisque I’élément x; appartient au sous-groupe compact maximal Tyoq(F);
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de T,q(F), la conjugaison par xx”~! conserve K. Le groupe Int,~(K) est donc égal a Int, (K),

qui est égal a Ky par définition de x. L’action de ¢ envoie §y sur
Z//_llntx// (50) — Z//—lx//e(x//)—l(so — y//80 — )}/—151 .

Mais y’ appartient au sous-groupe compact maximal T (F )1 de T(F), donc est contenu
dans K. Donc ¢ envoie 8y sur un élément de K 1, et il envoie K=K 8o sur K= K8 O

REMARQUE 2. — La preuve du lemme 2 est tirée de celle du lemme 1.9.(iv) de [21]. On
aurait tout aussi bien pu s’y référer. Mais comme la propriété a prouver est énoncée dans cet
article d’une fagon assez différente, il aurait alors fallu expliquer que les deux énoncés sont
équivalents. On a préféré la redémontrer ici.

LEMME 2. — Pour x € Gap(F), onaw o Inty = w.

Démonstration. — Soit w : Gg¢ — G 'homomorphisme naturel. Tout caractére de G(F)
se factorise a travers G(F)/n(Gsc(F)). 1l suffit donc de prouver que Gap (F) agit triviale-
ment (par conjugaison) sur ce quotient, ou encore que, pour g € G(F) et x € Gap(F), on
a glnt,(g™1) € m(Gsc(F)). Relevons x en x” € G, et écrivons g = z7(gsc) et X’ = z/m(xL,)
avec z, 2/ € Z(G) et g, xl. € Gsc. Alors glnty(g) = m(gsexlog!xlct) et il suffit de
prouver que I'élément g x/ g xio ! de Gsc est F-rationnel. Soito € T'r. Puisque g € G(F)

et x € Gap(F), il existe deux éléments z..(0), zi.(0) € Z(Gyc) tels que

l
sC

U(gsc)gs_cl = Z(0), U(XQC)XQ;I = Z;c(o)'
Alorson a

1 1 1 1 —1 1
U(gscxscgsc o )—Zsc(U)gchSC(U)xchsc(U) gscx, zq (0) —gscxscgsc ;c .

1/1

Donc gSstcgsc sc

est fixe par I'r, d’ou 'assertion. O

D’apres le lemme 2, I’action de € sur (G, G) induit une action sur I’espace 1 (5 (F),w),et
aussi une action sur I’espace D (G (F), w). Cette action stabilise D¢ (G (F), w) et préserve la
décomposition 4.2.(6). Précisément, pour (z, g) € C d’image ¢ = ¢(z, g) € C, on pose

fy)=fzg7lvg), f e CI(G(F)), yeG(F),

et

‘O(f) =0 f), ©eD@G(F).0), feCZGF)),
En d’autres termes, si (7, 7) est une représentation de (5(F ), w) telle que la représen-
tation = de G(F) soit tempérée et de longueur finie, alors I'application y +— €7 (y)
7(zg~'yg) définit une autre représentation de (5 (F),w), dont le caractére Oc; est donné
par Ocz = €(®z). La fonction localement constante ¢z sur areg(F ) est donnée par
Ocz(y) = Oz(zg™'vg).

Soit A un caractere unitaire et non ramifié de 7'(F). Posons 7 = ig (A).Onavu4.7)qu’il
existe un homomorphisme surjectif {; : Gap(F) — R%(1)P tel que pour p € Irr(R% (1)),
identifié a I’élément r — p(1,7) de R(1)P, ona

mpolnt,—1 >~ mpie,(x), X € Gap(F).

On voudrait étendre cette construction au cadre tordu qui nous intéresse ici. On abandonne
pour cela I'identification Irr(R9 (1)) = R%(1)P, qui s’adapte trés mal au cadre tordu.
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Supposons de plus que I’ensemble NG""(A) ne soit pas vide, ou, ce qui revient au
méme, que l’ensemble Né(F),w(A) ne soit pas vide. Pour § € NG(F)@(A), I’applica-
tion 7’ — w ' (n')® permute les sous-représentations irréductibles de 7. Puisque
G(F) = Néry o (A)G(F), la méme assertion vaut pour tout § € G(F). Soit p la repré-
sentation de R (1) telle que 7, soit K-sphérique et soit § € K. Alors w_l(np)8 est encore
une sous-représentation K-sphérique de w, donc c’est m,. Par conséquent m, se prolonge
en une représentation , de (G(F),w). 11 résulte alors de 4.1 que p se prolonge en une
représentation p de RG-@ (A). Puisqu’on a vu en 4.7 que RY (1) était commutatif, il s’agit de
représentations de dimension 1. Pour r € RE(1) et ¥ € RG (1), on a donc

pr=tFr) = p(r)~' p(F)p(r) = p(F).

Cette égalité interdit & r~17r d’étre égal a z7 avecun z € U, z # 1. En se reportant a la
définition de 4.1, on obtient

(1) pourr € RG-© (L), le triplet (T, A, F) est essentiel.

Tout élément # € RG® (1) définit un triplet (essentiel) T = (T, A, F) et une représentation 7,
de (5 (F), w) qui prolonge m — cf. 4.2. Le caractére ®, de 7, est non nul, et I’on veut décrire
la distribution € (©;) pour tout élément ¢ € C. Puisque Gap(F) est le produit de T,q4(F) et
de 'image naturelle de Gsc(F') dans Gap (F) — cela résulte de la décomposition de Bruhat-
Tits —, il suffit de le faire pour les éléments ¢ de la forme ¢ = ¢(z, g) avec gaq € Taa(F).

LEMME 3. — (On rappelle que A est un caractere unitaire et non ramifié de T (F) tel que
Pensemble NO ‘®(A) n'est pas vide.) Soient ¥ € RO “(A), et ¢ € Cdelaformec = q(z,g)
avec gaq € Taa(F). Choisissons unrelévement w € WG (X) de la projection de ¥ sur I'ensemble
RO°(L) = WG 1)/ WOG()L). Posons Tt = (T, A, 7) ett = zg 'Inty(g). Alors t appartient
aT(F), et onal’égalité

“(O7) = A(1)O4.

Démonstration. — Puisque g.q € Taq(F), les éléments g et ¢ appartiennent a T = T(F),
et un calcul simple montre que ¢ est F-rationnel. Rappelons que pour z’ € U, ona 0./, = /0.
Par conséquent, quitte a remplacer 7 par z'F pour un z’ € U, on peut supposer que 7 est
de la forme 7 = (1,7) pour un 7 € R%®(1). Relevons  en un élément y € NG (F),w(A).
L’automorphisme Int,, de G conserve T, et opére sur 7 comme Inty = Inty, o 6 pour un
élément w € WIF, ou 6 est le F-automorphisme de 7 défini par T. Considérons la série
principale 7 = ig (4) et la représentation 7, de (5(F ), w) agissant sur I’espace V;, de 7.
Soit ¥ I'automorphisme de V, défini par

U(p)(x) = (g~ "'xg). ¢ €V, xeG(F).

C’est un automorphisme C-linéaire, et pas un automorphisme de G(F)-module. L’égalité de
traces de I’énoncé résulte en fait de I’égalité plus précise suivante

) 7 (zglyg) = MOV o7 (y) oW,y € G(F).

Prouvons (2). Il est clair que (g7 'xg) = ¥~! o w(x) o ¥ pour tout x € G(F). Il suffit donc
de prouver que 77, (zg 'ygg) = A(t)¥ ! o 71, (yg) o W, ce qui équivaut a

T (tyw) = A(t)\p_l o e (yp) o W.
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Posons ¥ B = Int,,(B). Par définition [16, 2.8], on a 7y (yy) = [1 o [ 0o I3 0u:

- I1 € Isomgr)(i§ (L), 15 (wA)) est défini par I1($)(x) = o(x)p(x);
- I € Isomg ) (i§ (@A), iF5 (1)) est défini par 1 (¢)(x) = 05 (yw)"/2p(Int,,} (x));
- 13 = RB\WB(A) (S ISOmG(F)(iuG;B(A/)’ig(A)):

ou¢ € Vyetx € G(F), dp(yg) est le jacobien de P'application Int,, : Ug(F) — Uwp(F),
et Rpwp(A) est opérateur d’entrelacement normalisé (cf. [16, 1.10]). On note encore ¥
Iautomorphisme défini de la méme manicre sur les espaces des induites ig (wh), ifB (A), et
’on note W’ I'automorphisme de ces différents espaces obtenu en remplagant g par Intg(g)
dans la définition de W. Alors on a (calcul simple)

Ilo\IJ:\IJoll, 120\112\11/012, I3O\P/:d\11/o]3,
ou d est un certain module. La relation cherchée équivaut donc a
Vom(t) =dA()V.

Deux autres calculs simples donnent W o 7(r) = 8p(1)/2A(1)¥ et d = 8p(t)"/2. Cela
prouve (2), et donc aussi le lemme. O

Soit wg : RE (1) — U I'application définie par
wr = pyo (Ox —1)

ou py : R (1) — U désigne la projection naturelle, et (A — 1)(r) = Ox(r)r~', r € RE(A).
On a donc
wg(z,r) = pyobx(l,r), (z,r) e RE(A) =Ux RO().

On note Irr(RY (1), 6%, wx) le sous-ensemble de Irr(RE (1)) formé des p tels que p o Oz = wxp.
Ce sous-ensemble n’est pas vide, il contient I’application py. Il est muni d’une structure de
groupe commutatif, déduite par restriction de celle sur Irr(R% (1)) : pour p, p’ € Irr(RC (1)),
I’élément p + p’ de Irr(RY (1)) est donné par

(p+p)z.r) =z""p(z.r)p (z.7);

pu est Pélément neutre, et Pinverse (—p) de p est donné par (—p)(z,r) = zp(1,r)~ L.
Pour p € Irr(R (1), Oz) et p’ € Irr(RC (L), Oz, wx), I'élément p+ p’ est dans Irr(RC (1), Oz ).
Cela munit Irr(RC(A),0%) dune structure de Irr(RY(L), Oz, wx)-ensemble, et fait
de Irr(RC (1), 6x) un espace principal homogéne sous Irr(R% (1), Oz, wx).

On note Irr(iRG"" (1), wx) 'ensemble des couples (p, 6) ou p est un ¢lément de 'ensemble
Irr(RE (1), Ox, wz), et p : RE?(1) — U est une application telle que

prir') = p(r)pF)ox(r)p(r)). e RECQ). r.r' e REM).

L’application p est encore une U-représentation de RG-© (4). Cet ensemble Irr(iRé"” (L), wxr)
n’est pas vide, il contient la projection naturelle py : RC©(1) — U. On a une action
de U sur Irr(RO®(1),wr), donnée par z(p,p) = (p.zp), z € U. Tout é¢élément
p € Irr(RC (1), 6%, wx) se prolonge en un élément (p, §) de Irr((Rf"" (A1), wx), et les fibres
de Tapplication (p,p) = p sont les orbites de U dans Irr(RC“ (1), wg). Lensemble

Irr(R%? (1), wg) est muni d’une structure de groupe commutatif, d’élément neutre py,
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définie comme celle sur Irr (R (L), 6%, wx) : pour p, ' € Irr(iRa"" (A), wx), on note p + §
I’élément de Irr(R® (1), wg) défini par
B+ 7) =271 (2. P)F (2.F), (2.F) € RTC).

Cette structure prolonge celle sur Irr(RY (1), fx, wx), au sens ou si j et p/ prolongent les
¢léments pet p’ de Irr(RC (1), 6%, wx), alors p+ 7 prolonge p+p'. Pour € Irr(R® 1), wR)
et §' € Irr(R%* (1)), on définit comme ci-dessus un élément 5+ 5’ = '+ p de Irr(RE* (1)).
Cela munit Irr(R%? (1)) d’une structure de Irr(R%® (1), wx)-ensemble, qui prolonge la
structure de Irr(RE (1), %, wx)-ensemble sur Irr(RE (1), Ox), et fait de Irr(R%“(1)) un
espace principal homogéne sous Irr(R%® (1), wx).

Rappelons que pour p € Irr(R% (1), Oz), le choix d’un prolongement /5 de p a RG© (1)
définit un prolongement 775 de 7, a (G(F),a)). Pour ¢ € Cet (p,p) € Irr(R?(1)), la
représentation ¢(775) de (5 (F), w) prolonge la représentation * (r,) = m, o Int,—1 de G(F),
oul'on a pos¢ x = gaqg € Gap(F). Notons ¢ - p ’élément de Irr(ng"" (1)) prolongeant
x-p = p—+ ¢ (x) défini par

(3) c(@ﬁ[)) = ®ﬁc'5'
Cela définit une action de € sur Irr(ng"" (A)). Comme p et x - p appartiennent a Irr(R% (1), 6z),
I’élément &; (x) appartient a Irr(RC (1), fx, wx). En composant I’homomorphisme ¢; avec
la projection € — Gap(F), (z,g) +> gad, on obtient donc un homomorphisme

Lie : € — Ir(RE (), Ox, o).
Le lemme suivant est une simple conséquence du lemme 3.

LEMME 4. — (On rappelle que A est un caractere unitaire et non ramifié de T (F) tel que
I'ensemble NC-© (1) n'est pas vide.) Il existe un unique homomorphisme

&1 @ = Ir(RE2 (1), wx)
qui vérifie I’égalité _
¢c-p=p+0() pelm@RIM), ceC.
Cet homomorphisme reléve {) e au sens ou, composé avec la projection naturelle
(R (2), ) — IR (1), bz, o),

il redonne ¢ . Pour i € Ra""(k) ett = (T,A,F), lapplication ¢ +— Z;L(c)(l, 7)1 est un
caractére unitaire du groupe C, que l'on note w., et pour t = (T, A, F) se projetant sur t, la
distribution ©, est un vecteur propre pour l'action de C relativement au caractére w, au sens
oul'ona
‘(©7) = w(¢)®;, ce€C.

Enfin, le caractére w, ne dépend que de la classe de conjugaison du triplet t.

Démonstration. — Notons qu’il existe au plus une application E € — Irr((RCN;"” 1), ox)
tellequec-p = p+ E (¢) pour tout p € Irr((RGf’ (4)). Donc si une telle application existe, elle

est unique. Soit 7 € RY?(1), d’image 7 € R®?(1). Posons T = (T, A,F) et v = (T, A, 7).
D’apres le lemme 3, pour ¢ € C, il existe une constante w.(¢) € U telle que

4) c(®t) = w(c)O;.
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D’apres (4), Papplication ¢ — w;(c) est un caractére unitaire du groupe C, et la distribu-
tion ®, est un vecteur propre pour ’action de € relativement a ce caractére w,. De plus,
tout comme la distribution @, le caractére w, ne dépend que de la classe de conjugaison
du triplet 7. Rappelons que la distribution ®, est donnée par (4.2.(4))

= ) O,
p€lrr(RG (1),0%)
Pour ¢ € €, on a donc
‘O= D (DO,
pelrr(RG (1),0%)
et d’apres (4), on a
(5) (€ P)F) = w(e)p(F),  p € lrr(RE(A), O).
Pour ¢ € G, posons
8i(e)(F) = pu(Fwc(e) ™.
D’aprés (5), pour (z, 7) € RG®(1), on a
(¢ P)z.7) = 27 pz. D). 7). p e I(RE®(2), ).

On en déduit que :

pour ¢ € €, I'application 7 5. (¢)(F) est un élément de Irr(SRG"” L), wx);
pourc € Cetp € Irr(iRGf"(k)), onac-p=p+ &(c);

I'application € — Irr(R%® (1), wg), ¢ — & (¢) est un homomorphisme;
pourc = ¢(z,g) € C, E;L(c) est un prolongement de {3 e(c) = £3(gad)-

Cela démontre le lemme. O

Pourc e Cetp € Irr(fRa"”(/\)), on a donc

(6) ‘(Oz,) = O3

To+Ey0°

Pour p € Irr(R% (1)), on a vu plus haut que si la représentation 7, de G(F) est Kj-sphé-
rique pour un sous-groupe hyperspécial Ky de G(F) tel que I'ensemble Ng(r)(K1) ne soit
pas vide, alors elle se prolonge a (5 (F), ). Pour définir un tel prolongement 73, il suffit de
choisir un élément §; € Ng(r)(K1), et d’imposer la condition

®7?5(1K151) =1

Cela détermine 775 et, ce qui revient au méme, le relévement p de p a RG-© A).

Soit pg € Irr(RE (1)) I'élément tel que la représentation Ty, est K-sphérique. La représen-
tation ,, de G(F') se prolonge & (5(F), ), et ’on note fy le prolongement de pg a R (1)
normalisé par K, c’est-a-dire tel que

Oz, (g) = 1.
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REMARQUE 3. — Soit A un caractére unitaire et non ramifié¢ de 7(F), et soit 7 € RG© A).
Posons v = (T, A, 7). Alors la restriction de w, au sous-groupe G(F) de € est un caractére
non ramifié¢ de Gy(F), c’est-a-dire qu’il correspond a une classe de cohomologie, disons
a, € H'(Wg, Z(GA#)), qui est non ramifiée. En effet, pour ¢ = ¢g(z,g) € C,ona

we(e) = Ge) (1.7
Or E 2(c) € Irr(ﬂla"" (1), w) est un prolongement de
£1(gaa) € Lr(RE (1), Oz, w) C Irr(RY(2)) = RE(W)°,
et I"application ¢, : Gap(F) — R%(1)P se factorise & travers le groupe abélien fini

ker(Zse/(1 = $)(Zse) = Z/(1 = $)(Z)",
qui paramétrise les caractéres non ramifiés de Gap(F) qui sont triviaux sur ¢(G(F)) —

cf. 4.7. D’ou le résultat, puisqu’un caractére non ramifié de Gap (F'), composé avec I’homo-
morphisme naturel G4(F) — Gap(F), est un caractére non ramifié¢ de Gy (F).

4.10. C’ensemble &,

On a fixé en 4.4 un ensemble &, de représentants des classes d’isomorphisme de données
endoscopiques elliptiques et non ramifiées pour (5 ,a). Soit &_y; le sous-ensemble de &,
formé des données G’ = (G’, §', §) telles que le groupe sous-jacent G’ est un tore.

Soit T' = (T',7",5) € €nr. Un caractére affine de T'(F) est une représentation (y', ')
de T'(F) telle que y’ est un caractére de T'(F). Un caractére affine 7 de T'(F) est unitaire
s’il prend ses valeurs dans U, et on dit qu’il est non ramifié si le caractére y’ de T'(F) est
non ramifié (c’est-a-dire trivial sur le sous-groupe compact maximal 7’(F), de T'(F)). Au
sous-espace hyperspécial (K, K’ ) de G (F) est associé un sous-espace hyperspécial (K’, K' )
de T'(F).Onaforcément K’ = T'(F)y et N5(r)(K') = T'(F). Ecrivons K/ = K'$; pour un
¢lément §;, € T'(F). Puisque 7’ est & torsion intérieure, tout caractére de T'(F) se prolonge
en un caractére affine de T’(F ), et un tel prolongement est déterminé par sa valeur en §;,. Un
caractére affine unitaire et non ramifié 7' de 7' (F) est dit normalisé par K si y’ (6y) = 1, cest-
a-dire si la restriction de 7’ a K’ vaut 1. Rappelons que pour transférer un caractere affine
de T'(F) enune représentation de (G(F ), ), il faut fixer un isomorphisme £ 7’ = 9. Pour
cela on choisit un élément (k, ¢) € T, et I'on prend 'isomorphisme défini par

(", weF) > @ w)h,p)*, €T, welp, keZ.

Si le lemme fondamental pour les unités des algébres de Hecke sphériques est vrai pour la
donnée T’ (par exemple si la caractéristique résiduelle de F est assez grande), un caractére
affine unitaire et non ramifié¢ ¥’ de 7' (F) est normalisé par K si et seulement si

Tr()(g) = 1.
Ecrivons § = s6 et posons h = h¢. En considérant § et & comme des automorphismes
de G, on a I’égalité¢ sh = a(¢p)hs, oua : Wp — Z(G) est un cocycle dans la classe a.

Jusqu’a la fin de ce numéro, on suppose G = Gap. Alors les automorphismes s et & de G
vérifient les propriétés suivantes :

(1) 5 est semisimple et la composante neutre S = G5 du centralisateur de § dans G est un
tore;
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(2) Sh = hs (c’est ’égalité (1) de 2.6);
(3) le sous-groupe des points fixes de S* est fini (cela traduit Iellipticité de T”);
(4) le commutant commun Z (5, k) de § et h dans G est fini;
(5) pour n, m € Z, I’élément §"h™ est semisimple.
En effet, (1), (2) et (3) résultent des définitions. Puisque la composante neutre St de S* est
aussi la composante neutre de Z (5, ), (3) est équivalent a (4). On sait qu’a conjugaison
pres, on peut supposer que s appartlent aT.Alors S = Tg °, et comme h normalise ce tore,
il normalise aussi son commutant 7. Pour n, m € Z, on a alors s"hT" = g9"¢’” pour un
¢lément g € NG(T). Une puissance d’un tel ¢lément appartient au tore T, dou (9.
Inversement, on a :
(6) siles automorphismes s et i vérifient (2), (4) et (5), alors il vérifient (1).
En effet, si § et h vérifient (2), (4) et (5), alors comme & commute a 3, il stabilise Gs. Puisque
h est semisimple, sa restriction a Gy ’est aussi, et h stabilise une paire de Borel (B, T”)
de Gj. Si Gz n’est pas réduit a 7', alors h conserve le cocaractére de 77 qui est la somme
des coracines positives relativement a B’. L’'image de ce cocaractére est donc contenue dans
le groupe Z (5, h), et ce dernier n’est pas fini, ce qui contredit (4).
Notons aussi que puisque les roles des automorphismes § et & sont symétriques, s’ils
vérifient (2), (4) et (5), alors on a aussi :
(1) h est semisimple et la composante neutre G du centralisateur de k dans G est un tore.

4.11. Lapplication (', 7') — Ty
(On ne suppose plus que le groupe G est adjoint.) Soit T’ = (T',7",5) € &_n. On
suppose que § appartlent a T'0. Choisissons un élément (h,9) € ‘J” 11 définit comme en 4.10

un isomorphisme 7’ —s J7. Posons § = sOeth = h¢. On a donc §h = a(¢)hs, ou
a:Wp — Z(é) est un cocycle dans la classe a.

Soit x' un caractére unitaire et non ramifié de 7/(F). A y est associé un paramétre non
ramifi¢ 7" : Wg — LT’ et un paramétre non ramifié

go’:WF(p—T,>LT/:‘.]"<—>LG.
A ce paramétre (tempéré et non ramifi¢) ¢’ sont associés un groupe
S(¢) =Sy /Sy Z(G)r. Sy =1{g G Intg(h) = h}.
et un groupe tordu
S(@.a) = Spa/SYZ(G)F,  Sya=1{g €GO :Intz(h) = a(¢p)h}.

Notons que Sq, q est un Sy -espace t tordu, et que S (¢, a) est un S (¢’)-espace tordu. Par
définition, I’élément § appartient a S¢, a. A ¢’ est aussi associé un caractére unitaire et non
ramifi¢ A, de T'(F), bien défini a conjugaison prés par Ngr)y(T). Soit b" € 7' I’élément
défini par 9T’ (¢) = b’ x qb Rappelons que (par ellipticité) on a TTr < Z(G), ce qui
entraine I’ égalité 7' = (Z(G)NT"(1 = ¢7)(T'). On peut donc supposer que b’ appartient
aZ(G)NT’. D’autre part, choisissons un élément y € Gsc tel que Inty—1 (h) = h¢ pour un
¢lément b € T, et notons vT : Wg — LT le paramétre tempéré et non ramifié¢ défini par

yT(¢) =b'hx¢.
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A ¢T sont associés un caractére unitaire et non ramifié A = Ay de T(F), et un parametre
(tempéré et non ramifié)
T

v W L L, L,
On a donc un R-groupe R%(1), et un R-groupe tordu Rg"”(/\) — cf. 4.1. On a aussi un
groupe S (¥) = SI/,/SV",Z(CA?)FF et un groupe tordu S (v, a) = Sw,a/Sf;Z(é)FF, ou Sy 4 est
définien 3.2 (cf. aussi la remarque 2 de 4.7). Ces ensembles sont ceux obtenus en remplagant &
par b’h¢ dans les définitions de S (¢’) et S (¢, a). Puisque b’ € Z(G), 'automorphisme Int,
de G induit un isomorphisme de Sy, sur S, et donc un isomorphisme de S y surSg,. D’autre
part, puisque b’ € Z(G) et 6(b’) = b, Pautomorphisme Int, de G 6 induit aussi une bijection
de Sy 4 sur Sy7,. D’ou, par passage aux quotients, une application bijective
(1) Int, : S(y,a) - S(¢,a),
qui prolonge 'isomorphisme Int, : S () — S (¢’).

Posons U = TTF°, et notons N le normalisateur de 7 dans G. Puisque U est un tore

maximal de Sy et que Int, (S;I’ad) = S, aq et un tore (4.10, relation (1)),ona Sy = U. Par

¢
suite W7 (1) = {1}, et I'on a un isomorphisme naturel (cf. la remarque 1 de 4.7)

REQ) = W) — (NN Sy)/(TASy) =S, r ()™

avec

TNSy =026, Tns;="0U.
D’apreés la remarque 2 de 4.7, on a aussi une application bijective
2) 0 ROC(Q) = W) — (KON 5y0)/(T N Sy) =S (v.a)
qui vérifie

0L.GFr') = ()i (F), 7e RS?°M), re RO,
En composant (1) et (2), on obtient une application bijective
(3) 7 REC0) > 5@ a),
qui vérifie
aGr) =Inty () ja(F). Fe RO“(). re REQ).

REMARQUE 1. — La bijection (3) dépend bien stir du choix de y (d’ailleurs le caractére A
aussi en dépend). Soit y1 € Gsc un autre ¢lément tel que Inty—1(h) = f1¢ pouruns; € T.
Cet ¢élément définit comme ci-dessus un parameétre %T : Wrg — LT, auquel est associé
un caractére unitaire et non ramifié A; de 7 (F), et un paramétre (tempéré et non ramifi¢)
V1 : Wrg — LG. Posons x = yi'y. Onadonc Inty(Sy) = Sy, . Puisque S“/’Il =U= S:/)/ et

Zg (0 )= T, élément x appartient a N,etsa projection sur W = N / T appartient a WTF .
On en déduit que la bijection

Ja i RE? (M) — S(¢)a)

se déduit de (3) par transport de structure grace a 'automorphisme Int, de T.
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Soit 7 I’élément de RG""(A) correspondant a la projection de § € §wga sur g((p’, a) par

la bijection (3). La condition d’ellipticité sur § assure que 7 appartient a Rr(z’g“’ (A). En effet,
posons U = S;, (= Int, (Sf/’,)). C’est un tore de G, qui coincide avec le centralisateur
connexe G, = Z g (h)°. Lapplication naturelle U—>T J(1— ¢T)(f") est surjective, de noyau
fini. Ainsi I'isomorphisme Int, identifie X(Ar) ®z R a X (U’) ®z R, et l'action de 7 a celle
de § = 5. D’autre part, on a ’égalité
4) det(1 —7; A7 /Ag) = det(l — 0; Ag/Ag) det(1 —7; Ar/Ag).
Soit Uéd = S;,’ad I'image de U’ dans GAD par la projection naturelle ¢ : G — GAD. D’apres
la condition d’ellipticité, le commutant commun de § et & dans GAD est fini (d’apres 4.10,
relation (4)). Par suite le sous-groupe (Ua’d)E C lA];d formé des points fixes sous § est fini,
1 — 7 est un automorphisme de Ar/Ag, et A;T = A% = Ag. On obtient donc un triplet
elliptique essentiel (non ramifié) r,» = (T;/\, ) € Egj, bien défini 4 conjugaison preés.

Soit 7’ un caractére affine unitaire de 7’'(F) prolongeant y’. Alors on peut relever 7,/ en
un triplet T = (T, A, 7) € €Y — lui aussi bien défini 4 conjugaison prés — en imposant la
condition

Q) O, (1g) = ¥'(1g).

Si le lemme fondamental pour les unités des algébres de Hecke sphériques est vrai pour la
donnée T’, cela revient a imposer que

O, (1) = T (F)(1g).

REMARQUE 2. — Tout élément x € Aut(7’) définit un automorphisme o, de T’ et un
automorphisme &, de 7" = T’ xz) Z(G, €). Soient (x}. ¥}) et (x5, x5) deux caractéres
affines unitaires et non ramifiés de 7’(F). D’apres la construction, si y} et x5, se déduisent
I'un de I'autre par un élément de Aut(7T'), alors Ty et T, sont dans la méme classe de
conjugaison de EJ . De méme, si ) et y, se déduisent I'un de I'autre par un élément
de Aut(T"), alors T 7, et Ty, sont dans la méme classe de conjugaison de £ .

LeMME 1. — Soit T' = (T",7,5) € & _nr. Soit (', ¥') un caractére affine unitaire et non
ramifié de T'(F), et soit T = Ty (€ EY/conj.). On a I'égalité

O+, Oz )en = (G, G') ' |Aut(T")/B| ",
ou B est le stabilisateur de ¥’ dans Aut(T").

Démonstration. — Reprenons les constructions (et aussi les notations) précédentes.
D’aprés 4.3.(3), on a

(/. Or/)en = [Stab(R% (o). 7)|| det(1 — 71 Ar /Ag)l.
et d’apres la relation (4) ci-dessus, on a
|det(l —7; Ar/Ag)| = |det(1 — 0; Ag/Ag)|| det(1 — 7 Ar/Ag)|.

Le terme | det(1 — 7; A7 /Ag)| est égal a | det(1 — 5; f(ﬁéd) ®z R)|. Par un résultat général
concernant les automorphismes d’un tore complexe, ce terme est aussi égal a |(0a/d)§ |.
On a un isomorphisme

Stab(R% (1), 7) ~ Stab(S (¢), 5),
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ou Stab(S (¢), §) désigne le commutant de § dans S (¢’). Notons X le groupe des x € G
tels que Int,—1(h) = hetInt 1 (5) € Z(G)E. Par définition, X est un sous-groupe de S,.
En se rappelant que sh € Z(é)hE, on voit que si x € X, alors Int,—1(5) € Z(G)FFi. Cela
implique que I'image de X dans S (¢') = Swf/U’Z(G)FF est contenue dans Stab(S (¢), §).
On en déduit une suite

(6) 1> X NUNZ(G)TF - x — Stab(S (¢'),5) — 1.

Montrons que cette suite est exacte. L’injectivité a gauche et I’exactitude au centre sont
faciles, puisque X N (U'Z(G)'F) = (X N U’')Z(G)'F. 1l s’agit de prouver la surjectivité a
droite. Soit x € S, dont l’image dans S (¢') est fixée par §. On a donc Intz(x) € U’ Z(G)'F x.
Comme I'automorphisme § de U,; n’a qu’un nombre fini de points fixes, on a

U' = (Z(G)n U1 —5)U".

Par suite, quitte a multiplier x par un élément convenable de U’, on peut supposer que
Inty(x) € Z(G). Mais alors x appartient a X, d’ou la surjectivité cherchée.

Remarquons que le groupe X est d’image finie dans Gap (toujours parce que le commu-
tant commun de 5 et A dans Gap est fini). Il en résulte que la composante neutre de X
est Z(G)T'F°. Dans la suite (6), on peut quotienter les deux premiers termes par Z (G)TF.
On obtient ainsi des groupes finis, d’ou I’égalité

|Stab(S (¢'), )| = |X/Z(G)Tr°||(x N UHNZ(G)'F /Z(G)T 7.

Par définition de X, I'ensemble X N U’ s’envoie surjectivement sur (U ! d)s On en déduit une
suite exacte courte

1= Z(G)'F /(G — XN U)Z(G)'TF ) Z(G)'F° — (U)° — 1.
puis I’égalité
(Us)¥| = 1XNUNZ(GYF ) Z(G)F°| o (Z(G)F)| .
On obtient
[Stab(S (¢'), )| (Use)*| = 12/ Z(G)'7°||mo(Z(G)'F)[ 7.
En rassemblant les calculs ci-dessus, on obtient I’égalité

(7) (O, Op)en = | det(1 — 0: Ag /A)IX/ Z(G)TF°||mo(Z(G)TF)| 7"

Le stabilisateur B de 7’ dans Aut(T’) est aussi celui de y’, autrement dit du paramétre ¢’
modulo action de 7”. Rappelons que ¢'(¢) = b'(h,¢), avec b’ € Z (G) N T7. Cest-a—dire
que B est le groupe des x € G tels que Int,—1 (b'h) € (1 — h)(T )b'h et Int 1 (5) € Z(G)s
On voit que B = 7'%. On obtient une suite exacte

1> &ENTHYZG)F°/Z(G)F° - x/Z(G)'F° — B/T'Z(G)TF*° — 1,
d’ou (puisque tous ces groupes sont finis)
X/ Z(G) 0| =[x N TNZ(G)T+°/ Z(G) F°||B/T'Z(6)T+).
Le groupe f’/Z(G)FF’° est la composante neutre de B, comme de Aut(7’); d’ou

|B/T'Z(G)TF°| = |Aut(T")/B| ™} 7o (Aut(T"))|.
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En utilisant [7, 2.1, page 19], on obtient
|0 (Aut(T"))| = |Out(T")||o([Z(G)/(Z(G) N T"]'F).
D’autre part, ona X N 7' = T'TF  d’o0 une suite exacte
L= (1N Z(G)TF°)/Z(G)TF4 — T7F 12(6)r 0 > (2N T)Z(G)TF°/Z(G)F® — 1.
On en déduit (a nouveau puisque ces groupes sont finis)
(XN TNZG)F°/Z(G)'7°| = |mo(T""F)||mo (T 0 Z(G)F0) 1.
L’égalité (7) devient
(O, Or)en = | det(1 — 0; Ag /Ag)||mo(Z(G)TF)| !
x |out(T")||mo([Z(G)/(Z(G) N TH]'F)|
x |70 (TTF) | |ro(T" N Z(G)"#>°)| ! |Aut(T")/B| ™"

On reconnait le produit des premiers termes (tous sauf le dernier) : ¢’est c(g ,G)"l.Doule
lemme. 0

Par linéarité, I'application (T’, ) — O¢, definit un homomorphisme (normalisé grace
au choix de I’espace hyperspécial K, Cest-a-dire par la condition (5))

(®) P b (T (F) - DG (F),w).

T/G et—nr

LEMME 2. — L’homomorphisme (8) est surjectif.

Démonstration. — 1l s’agit d’inverser la construction de Iapplication (T’, ') — 7. On
part d’un triplet T = (T, A,7) € E&. Soit y7 : Wg — LT un paramétre non ramifié
associé a A, et soit ¥ : Wr — LG le paramétre non ramifié obtenu en composant ¥ 7 avec le
plongement naturel LT < LG. Soit§ = 56 un élément de N9 N Ep a se projetant sur I'image
de 7 dans S (¢, @) par la bijection (2). Soit & € T I’élément défini par ¥ T (¢p) = hx ¢ Posons
h = h¢. Alorsonash = a(¢p)hs. Puisque WG()L) = {1}, le centralisateur connexe Gp = S°
coincide avec le tore U = TTr-° (4.7.(5)). L’appllcatlon naturelle U — T /(1 — ¢T)(T) est
surjectlve de noyau fini. On identifie X (AT) ®Z RaX (U ) ®z R, et 'action de 7 a celle de
5 = s0. Soit Uad = Sw .q image de U dans GAD par la projection naturelle G — GAD
La condition d’ellipticité sur 7 assure (d’apres (4)) que 'automorphisme § de Uad n’a qu’'un
nombre fini de points fixes, par conséquent le commutant commun de § et & dans Gap est fini,
et les automorphismes § et & de Gap vérifient les propriétés (1) a (6) de 4.10 (rappelons que
dans ces propriétés, les roles de § et & sont symétriques). En particulier § est semisimple —
comme automorphlsme de GAD, et donc aussi comme élément de G — et le centralisateur
connexe Gj est un tore, disons 7”. Soit T’ le sous- groupe de LG engendre par T’ et W(Wp)
C’est un sous-groupe fermé de G, et une extension scindée de Wr par 7’. On munit 77 de
I’action galoisienne o — o+ définie comme suit : pour o = w¢X avecw € Ir etk € Z, on
pose o5 = ¢§, avec

¢ (x) = Int (x) = hpg ()™, xeT’.
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Soit 7’ un tore défini sur F tel que LT = T’ x Wr, cest-a-dire tel que l’action galoisienne
o +— ops sur 17 donnée par T’ coincide avec o — o= Par construction, le triplet (7”7, 77, 5)
est une donnée endoscopique non ramifiée pour (G.a), et puisque le commutant commun
de h et § dans G ap est fini, cette donnée est elliptique : on a TTre = [Z(G)G]FF’°. Elle est
donc isomorphe & un unique élément T = (77,77, 51) de _p,. Soit x € G tel que

xI'xV =7, xix7' e Z(G)s.

Le choix d’un élément dans T} définit un isomorphisme T, — 7] qui, composé avec
. Int . 5
’homomorphisme Wr —2 T/ —% T ', donne un paramétre 71 : Wr — LT]. A ce para-
métre correspond un caractére unitaire et non ramifié¢ x| de 77(F), que I'on prolonge en
un caractére affine unitaire y} de 77 (F). Par construction, les éléments 7 et 7,; de Egjj sont
dans la méme classe de conjugaison par G(F). Si de plus on choisit un relévement 7 € £}
de 7, alors on peut normaliser le prolongement j/ en imposant la condition j/ (1 Ei) =0.:(1p),
ou (K, K}) est le sous-espace hyperspécial de T{ (F) associ¢ a (K, K). Alors les éléments 7 et
Ty de €7, sont dans la méme classe de conjugaison par G(F'). Cela démontre le lemme. [J

REMARQUE 3. — En définitive, on a prouvé que I'application (T’, ¥') +— 7Ty est une
bijection entre :

— Pensemble des paires (T’, 7') ou T’ € &y, et ¥’ est un caractére affine unitaire et non
ramifié de T'(F), ou j' est pris modulo I’action de Aut(T’);
- I'ensemble €Y /conj. des triplets T/ € €Y, pris & conjugaison prés dans G(F).

Il en résulte que 'homomorphisme (8) se factorise en un isomorphisme

P pTFYMT) - DI(G(F), 0).
T €C—nr

4.12. Preuve de la commutativité du diagramme (5) de 3.4

On rappelle qu’a une donnée G’ € € est associé un caractére wg’ de Gy(F).

Si I’ensemble &, n’est pas vide, alors les propriétés suivantes sont vérifiées :

(1) Soient T, T} € €. Siwgr = wry, alors T = T,

(2) Soit T' = (T',7",3) € € _n, et soit (y', ¥’) un caractére affine unitaire et non ramifié
de T (F). La distribution Ty (¥’) est un vecteur propre pour l’action du groupe €
relativement a un caractére o, de ce groupe, c’est-a-dire qu’on a

“Tr(7) = wy(@Tp (7)., ceC
3) Soit T = (T',7,3) € €_nr, et soient (xy- %1) et (x5. ¥5) deux caracteres affines
unitaires et non ramifiés de 7’(F). Si wy: = Wy, alors & homothétie pres, 7 et i,
se déduisent I'un de I'autre par 'action d’un élément de Aut(7").
(4) Soit T = (T',7",3) € & _n;, et soit y’ un caractére unitaire et non ramifié de 7’ (F).
Onawy = Wz,
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Ces quatre propriétés seront démontrées (sous ’hypothése &_,; # @) dans la section 5.
Admettons ce résultat, ainsi que le lemme fondamental pour les unités des algébres de Hecke
sphériques pour toutes les données T’ € &, et déduisons-en que le diagramme (5) de 3.4
est commutatif.

Supposons pour commencer que 'ensemble £} est vide. Alors d’apres 4.2, on a

Dai(G(F),0) = DE™G(F), ),

et dans ce cas, le diagramme (5) de 3.4 est trivialement commutatif.

Supposons maintenant que 'ensemble E[} n’est pas vide. Grace au lemme 2 de 4.11, cela
équivaut a ce que 'ensemble &, ne soit pas vide. Soit un couple (T’, 5') formé d’un élément
T’ € & _,, et d’un caractére affine unitaire et non ramifié (', ') de T'(F). On veut calculer
le transfert Ty (7). Soit T = 7 un élément de EX associé a (T, ') comme en 4.11 — il
est bien défini & conjugaison prés — et soit 7’ = 7,/ son image dans EJj. Le caractere o,/
de C est bien défini, et d’apres la propriété (4), on a

Wy = Wy
Ecrivons

5) Tr(X)= . Tr()e Tr():eD:
t€Ee/conj.

conformément a la décomposition 4.2.(3). D’aprés le lemme 4 et la remarque 3 de 4.9, pour
T € Ejjj/conj., tout élément non nul de I'espace D, est un vecteur propre pour Iaction du
groupe C relativement a un caractére w, de ce groupe, et la restriction de w; au sous-groupe
Gy(F) C C est un caractére non ramifi¢ de Gy(F). D’autre part, puisque I’homomor-
phisme (8) de 4.11 est surjectif (4.11, lemme 2), d’apres les propriétés (1), (2), (3), (4) et la
remarque 2 de 4.11, si deux triplets 71, 7o € EJ vérifient w;, = wy,, alors il sont conjugués

par un élément de G(F). On en déduit que
(6) Tr()=cOcv+ > T
TeEi™ /conj.
pour une constante ¢ € C, ou (rappel) EJ™ = Ee ~ EJ. Pour © € EJ™/conj, la
distribution Ty (¥'). est dans D, C D" (G (F), »). En appliquant le lemme fondamental

pour les unités des algébres de Hecke sphériques a la donnée T’, on obtient que
0# ¥ (g) =T (7)g) =c O (lg).
Puisque 7’ = ty,ona Ty (})(1g) = O (1g), douc = 1.
Pour calculer le produit scalaire elliptique de la distribution T4 (¥’), il faut commencer

par rendre le caractére y’ invariant par le groupe des automorphismes de T'. Notons B le
stabilisateur de 5’ dans Aut(T"), et posons

g =lAuw(T)/BI™" > ().
xeAut(T’)/B
La distribution §’ sur T’(F) appartient a I’espace Dm(T’(F))A“t(T/) = SDZﬂ(T'(F))Aut(T/)a
et comme Tz/(7') = Tr/(§'),ona

(7) Tp(E) = Op + TpE)Y™, TpE)*™ = > Tp@E).

TteE;;i™ /conj.
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Puisque
(§'.€)% = 1Aut(T")/BI™' (7' ey = |Aut(T")/B|™",
d’aprés le lemme 1 de 4.11, on a
(O, Op)an = ¢(G. T E. &)
D’autre part, d’aprés le lemme 3 de 4.6 (formule des produits scalaires elliptiques), on a
(Tpr (), Tp(ENen = ¢(G, T E 8N = (O, Or)an.
D’aprés (7), on a donc TT/(§/)ram =0et

®) Ty (7) = O

L’application (T, j') + T3 de 4.11 est complétement déterminée par I’égalité (8), ou, ce
qui revient au méme, par les deux conditions
) wy =y, Og(1g) = )?/(11?/)’
ou 7’ est la projection de =" sur EJ}] et x est le caractere de 7' (F) sous-jacent a y'.

Revenons a notre propos, la démonstration de la commutativité du diagramme (5)
de 3.4. Remarquons tout d’abord que la bijection donnée par (8) implique que ’homomor-
phisme (8) de 4.11 se factorise en un isomorphisme

(10) P d=T(F)YT) - DE(G(F).w)

T/Get—nr
qui n’est autre que celui déduit par restriction de 'isomorphisme (4) de 4.4. On en déduit
I'inclusion
(11) T g/ (SD™™(G'(F))) C D™™(G,w), G’ € &,
Par conséquent pour G’ € €. ~ &, le diagramme (5) de 3.4 est trivialement commutatif.
Soit donc T’ € &y, et soit y’ un caractére affine unitaire et non ramifi¢ de 7’(F), que ’on
peut supposer normalisé par K (cf. 4.10). Soit T = 73 € EJ un triplet associé a y’ comme
en 4.11. Ecrivons T = (T, A, 7). On a vu (8) que ©; = T (}7). Ona

PX(O1) = fo(F)Os;,, .

ou po est ’élément de Irr(ﬂQNG (), 6x) tel que m,, est 'élément K-sphérique de Iy, et po est
le prolongement de py & RG® (1) normalisé par @;,[)0 (1) = 1. Puisque la distribution ®,
elle-méme a été normalisée de sorte que ®, (1) = 1, cela entraine po(7) = 1. D’autre part,
ona pK'(7) = 7 ettp (7)) = 0®z,, pour une constante ¢o € U. Comme
tr (P)(g) = 7' (g) = 1,
on obtient ¢y = 1, puis
pX(®2) = tr (7).

Cela achéve la démonstration de la commutativité du diagramme (5) de 3.4.
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4.13. Le cas du groupe GL (n) tordu

Dans ce numéro, on considere le cas du groupe GL(n, F) tordu, c’est-a-dire du groupe
lin¢aire déployé G = GL(n) pour un entier n > 1, avec comme automorphisme extérieur
g+ 'g~1. On suppose w = 1.

PROPOSITION. — Le lemme fondamental tordu pour tous les éléments des algébres de Hecke
sphériques est vrai sans restriction sur la caractéristique résiduelle dans le cas du groupe
GL(n, F) tordu.

Démonstration. — Les réductions faites permettent de ne considérer que le cas d’un espace
de Levi qui admet une donnée endoscopique elliptique dont le groupe sous-jacent est un tore.
Et en plus, seul le lemme fondamental pour les unités des algebres de Hecke sphériques doit
étre prouvé sans restriction sur la caractéristique résiduelle. Un espace de Levi est produit
d’au plus un groupe GL(n', F) tordu (avec n’ < n) et d’un certain nombre fini de paires
GL(m, F)xGL(m, F) sur lesquelles I'automorphisme agit par permutation. Pour ces paires,
le lemme a prouver est immédiat. Cela nous raméne au cas d’un groupe GL(n, F) tordu qui
admet une donnée endoscopique elliptique dont le groupe sous-jacent est un tore. Cela ne
peut se produire que sin = 1 oun = 2. Au lieu de prouver le lemme fondamental pour les
unités des algébres de Hecke sphériques, on peut aussi, ce que ’on va faire dans lecasn = 1,
simplement prouver le transfert spectral cherché (cf. ci-dessous).

Pour cela, il faut d’abord vérifier que le transfert spectral se traduit aisément en termes
des fonctions-caractéres des représentations. En toute généralité, donc en particulier pour un
G-espace tordu G vérifiant les hypothéses de 2.1, pour une donnée endoscopique elliptique
G’ = (G',9,5) pour G, et pour des distributions ® € D(a(F)) et®@ ¢ SD(G’(F)), ona
le transfert spectral _

O(f) =0'(f%). feCXGF).

si et seulement si pour pour tout élément y € G (F) fortement régulier, on a I’égalité

() dy? DS () 20() = Y AGy) DY 6)26/©),

8
ou § parcourt les éléments fortement G-réguliers de G'(F) qui correspondent a y, pris a
conjugaison stable pres.

REMARQUE. — On a énoncé (1) dans le cas simple ou il n’est pas nécessaire d’introduire
de données auxiliaires, ce qui est ici le cas.

Considérons donc le cas oun = 1 : les données endoscopiques elliptiques sont formées
uniquement d’un caractére quadratique du groupe de Galois de F. Fixons une telle donnée,
c’est-a-dire un caractére quadratique g de I'r. On suppose cette donnée non ramifiée, ce qui
ici revient a dire que le caractére g est non ramifié.

Le caracteére g, vu comme un caractére de G(F) = F*, s’étend trivialement en un carac-
tere affine 7 de 5(F) = F*0 :pour x € F*, on pose 7(x0) = no(x). Cest, a homothétie
pres, 'unique représentation G (F)-irréductible de G (F) de caracteére central ng. Soit y = x6
un élément de G (F). Le caractére ®5; en ce point y a pour valeur no(x), et le facteur de
transfert A(8, y) est lui aussi égal a no(x). En effet, le facteur de transfert est normalisé de
sorte qu’il vaille 1 pour 6 et, en notant x’ une racine carrée de x, vue comme un élément
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de G4(F) = (GL(1)/£1)(F), ona y = Int,(8). Le facteur de transfert se transforme sous
cette action par n9(x"?) = no(x). Dot trivialement un transfert de traces de représentations.
C’est bien le transfert donné par (1) car dg_l/zDG(y)l/2 =1let DY) = 1.

On considere maintenant le cas ou n = 2. Dans ce cas on montre que le lemme fondamental
tordu que I’on cherche a démontrer est équivalent au lemme fondamental (non tordu) pour
(PGL(2),w), ou w est 'unique caractére non ramifi¢ d’ordre 2 de PGL(2, F), que l'on
identifie a un caractére de F*. Ce dernier lemme fondamental a été prouvé par Hales [4].
Le cas que nous devons considérer est celui ou la donnée endoscopique a pour groupe
sous-jacent SO(2) avec évidemment le caractére quadratique non ramifié de I'r, que ’'on
identifie au caractére w de F*. C’est lui qui détermine la forme du groupe endoscopique
SO(2). Onlanote G’ = T'.On a donc G'(F) = E*!, ou E*! est le groupe des éléments
de norme 1 de I’extension quadratique non ramifiée E de F'.

On note 0 I’élément de G(F) qui agit sur G(F) par g > det(g)"'g. Soit f € CfO(G(F))
etsoit y = x6 un élément fortement régulier de G (F). L’intégrale orbitale de f en le point y
est le produit de DC (y)'/? avec I'intégrale (pour des mesures dont on parlera ci-dessous)

@) / Flgvs gy, = [ Fdet(g)gxg ' 0)d .
G(F)/Gy(F) G(F)/Gy(F)

Posons K = GL(2,0), ou (rappel) o est ’anneau des entiers de F, et supposons que f = f
est la fonction caractéristique du sous-espace hyperspécial K = K6de G (F). L'intégrale
ci-dessus ne porte que sur les éléments g tels que det(g)? det(x) ! est une unité de F*. Cette
intégrale est donc nulle sauf si la valuation (normalisée) de det(x) est paire. Dans ce cas, en
posant Z = Z(G), I'intégrale vaut

vol(G, (F))™! / 1z(ryk(gxg™")dg,
g€GL(2,F), v (det(g))=—15vF (det(x))

ou encore
G wlGEnT [ Loy (g3,
g€PGL(2,F),vr(det(g))=—1vF (det(x)) [2]

D’autre part, un élément fortement régulier y = x0 de G (F) a sa classe de conjugaison
stable qui correspond a un élément § de £*! si x2/ det(x) est conjugué d’un élément de £,
vu comme sous-groupe de EX = To(F) C GL(2, F), et si § appartient a la classe de
conjugaison stable de cet élément de E>!; cette classe de conjugaison stable est en fait
réduite a un point par commutativité.

Quitte & conjuguer y, on peut supposer x2/det(x) = §. Alors on a x> € E*. Mais
y est un €lément fortement régulier elliptique de G (F), et x est un élément régulier d’un tore
de GL(2). Comme § est un élément lui aussi régulier, x? est un élément régulier du méme
tore que celui auquel appartient x, c’est-a-dire Ty, et donc x est (comme x2) dans E*. On
remarque que la valuation de det(x) est alors nécessairement paire : en effet det(x) = xo(x)
ou ¢ est I’élément non trivial de Gal(E/ F), mais comme I’extension £/ F est non ramifiée,
on a l’assertion.

Avant de continuer le calcul de l'intégrale, montrons qu’il existe exactement deux
classes de conjugaison dans la classe de conjugaison stable de y comme ci-dessus. On a
det(x) = xo(x) et x?/det(x) = x/o(x). On écrit § = x/o(x) avec x € o, ol 05 est le

groupe des unités de E*, en utilisant le fait que EX = w?0’ pour une uniformisante @
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de F. Pour un autre élément y’ = x’6 vérifiant nos conditions, en posant z = x'x~!, on

obtient que z = o(z), c’est-a-dire que z € F*. Les éléments de Ng,r (E*)y sont les conju-
gués de y par un élément de £, et les éléments de la forme zy avec z € F* ~ Ng;p(E”)
sont tous conjugués mais ne sont pas des conjugués de y. Cela donne les deux classes de
G(F)-conjugaison dans a(F ) correspondant a la classe de conjugaison stable de §. On a
fixé y, et 'on note y’ = x’6 un élément de I’autre classe de conjugaison correspondant a §.
Alors on a la relation entre les facteurs de transfert :

A@.y) =—AEG.¥).

Revenons aux intégrales, et calculons le co6té tordu du lemme fondamental, en fixant § et y
comme ci-dessus. On a I’égalité :

DO () 2A@, y)vol(Gy (F))™ = =DE () 12A(8, ¥ )vol(Gy (F)) ™
De plus en remplagant y’ = x'6 par zy = zx6 avec z € F* de valuation 1, on voit que
Pintégrale

/ 1z(r)k (gx'g " ")dg
g€PGL(2,F), v (det(g))=—1vp(det(x)) [2]

est égale a

/ 1z(rk(gxg )dg.
g€PGL(2,F),vF(det(g))=—23vF (det(x))+1 [2]

D’ou le c6té tordu du lemme fondamental :

@ 4% 286wl (F) 7 [ (et ()12 x (g7~ )de.
g€PGL(2,F)
On sait d’autre part (d’apres [4]) que I’expression
5) DO ATty [ w(det (@) Lz (gxg ) dg
g€PGL(2,F)

vaut I'intégrale orbitale stable de § pour la fonction caractéristique du compact E*1; c’est-
a-dire 1. Il reste donc a prouver que les expressions (4) et (5) sont les mémes, ¢’est-a-dire a
vérifier :

— l'égalité des facteurs de transfert pour (PGL(2), w) et G = GL(2)0;

- Pégalité d; /> DC (x6) = DPGL@)(x);

- Pégalité dg = vol(G,(F))/vol(E*!) dans la normalisation pour le transfert tordu;
pour le transfert non tordu de P GL(2), le transfert des mesures vaut bien 1.

L’égalité des facteurs de transfert résulte immédiatement de leur définition, cf. [15, 1.6.3].
La deuxiéme égalité est claire. On détaille la derniére égalité : dans I'identification entre les
stabilisateurs, dans le cas tordu, on a G, (F) = E*! et E**! = G(F), mais I'identification
n’est pas I'identité, c’est ’homomorphisme naturel £! — (To/(1—0)(Ty))(F) = EX/F*,
C’est-a-dire I'application naturelle de E! dans E*/F*. L’identification de E*/F* avec
E*l = G (F) est I'application x + x/o(x). Quand on part de x € E>*!, est I'application
x = x/o(x) = x2. D’ou le jacobien dy, cf. [15, 1.2.4]. O
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5. Le cas ou la donnée endoscopique est un tore

5.1. La proposition-clé dans le cas ou Gap est simple

Dans cette section 5, on s’intéresse exclusivement aux données endoscopiques elliptiques
pour (G, a) telles que le groupe sous-jacent est un tore, c’est-a-dire a 'ensemble &;_p;.

Soit T = (T’,7",5) € €_y,. On reprend les notations de 2.6. En particulier, I’action du
groupe de Weyl Wg sur G est donnée par celle de I’élément de Frobenius ¢ qui stabilise une
paire de Borel épinglée & = (é, T, {Ea} wch) de G. Cette paire € est stabilisée par Int;z, et
P’on note 6 l’automorphisme de G qui stabilise € et commute a ’action galoisienne o > 0G.
Onadoncs = s pourun s € 7. Soit un élément (h, ¢) € T'. 1l définit (comme en 4.10) un
isomorphisme 7’ ~ LT’. Du plongement 7’ <> 7" se déduit par dualité un homomorphisme
§: T — T/(1 —60g)(T) ~ T'. Cet homomorphisme n’est pas I'p-équivariant, mais
sa restriction a Z(G), notée £z : Z(G) — Z(T’) = T’, I'est. Pour un caractére affine

' = (4. 7) de T'(F) tel que le caractére y’ de T’(F) soit unitaire, le transfert T (Y)
est une combinaison linéaire de caractéres ®; pour des représentations G (F)-irréductibles
tempérées 7 de (5 (F),w) qui ont méme caractére central Z(G; F) — C* (pour 'action
de Z(G; F) a gauche sur E(F )). Ce caractere est le produit de y’ o &z et d’un caractére
indépendant de ¥’ (dépendant du facteur de transfert) — cf. 4.4. Comme on peut toujours
multiplier ¥’ par un nombre complexe non nul pour le rendre unitaire, on peut se limiter a
ne considérer que des caractéres affines unitaires de T(F ).

La donnée T’ a un groupe d’automorphismes, que 1’on a noté Aut(7’) — cf. 2.3. Deux
caracteres ) et y, de T’ (F) qui se déduisent I'un de I'autre par un automorphisme de T’
ont méme transfert. Dans le cas tordu, certains éléments de Aut(T’) agissent subtilement
par multiplication par des caractéres affines (voir la preuve du point (iii) de la proposition
ci-dessous).

Jusqu’a la fin de ce numéro on suppose que Gap est simple.

REMARQUE 1. — L’hypothése que Gap est simple est vérifiée dans le cas de GL(n) tordu
par son automorphisme extérieur, et pour les groupes classiques non tordus a 1’exception
de SO(4).

PROPOSITION. — On suppose que Gap est simple. On suppose aussi que 'ensemble € _n;
n'est pas vide. Alors on a :

(1) Les actions de ¢ et 0 sur G Ap sont triviales, et Gap = PGL (n,C).

(ii) Soient T, T € €nr. Siwg, = gy, alors T} =T,

(iii) Soit T' € %—nr’ et soient (x'. 1) et (x5, ¥5) deux caractéres affines unitaires et non
ramifiés de T'(F). Si yj 0§z = yy o0&z, ouéz : Z(G) — T’ est 'homomorphisme
naturel, alors a homothétie preés, 1 et ), se déduisent I'un de I'autre par I'action d’'un
élément du groupe d’automorphismes de T'.

REMARQUE 2. — Le fait que. 6 et ¢ soient triviaux sur Gap n implique évidemment pas

que 6 et ¢ soient triviaux sur G. En particulier, &_,, n’est pas vide dans le cas de GL(2)
tordu et aussi dans le cas de U(2) non tordu.
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REMARQUE 3. — La proposition a comme conséquence immédiate que les transferts de
caracteres affines unitaires non ramifiés provenant de données dans &, se séparent a ’aide
de l’action du groupe Gy(F) et du caractere central.

Démonstration. — Prouvons (i). Dans ce pomt du lemme, tout se passe dans le groupe Gap.
Pour simplifier les notations, on suppose que G = GAD Soit T/ = (T',7",5) € &_y,. Choi-
sissons un élément (4, ¢) € T'. Ecrivons § = sOeth = ho.

Supposons tout d’abord que 6 = 1. On va utiliser les résultats de Langlands [1 1]. Puisque
s € T,onaGs = T.Onnote & (= E) I'ensemble des racines de 7' dans G. Langlands
montre tout d’abord ([11], page 705) que s est d’ordre fini (sinon T’ ne pourrait pas étre
elliptique). Soit m > 1 ’ordre de s. On pose & = ¢27/™ ¢ U. Pourk = 0,...,m—1, on note
My Iensemble des o € X tels que a(s) = ¢k, La propriété (1) signifie que 9o est vide. On
note X; I’ ensemble des a € 9N qui ne sont pas combinaisons linéaires a coefficients entiers
d’éléments de U 2o ‘It, (ces ensembles sont notés 3; dans [11], mais puisque 91y est vide, ils
coincident avec ceux notés Xy ). Tous ces ensembles sont invariants par k. Langlands montre
([11], page 709) que ’ensemble ® = UZ’;& X est justiciable du lemme 2 de [11], page 705.
I existe donc une base A’ de I telle que I'une des deux situations suivantes est vérifiée :

-D=A;

-®=AU {—ag} ou «y est la plus grande racine pour cette base A
Soit B’ le sous- groupe de Borel de G contenant T associé a cette base A’ Quitte a con]uguer
toute la situation par un ¢lément de Ng (T) envoyant Bsur B/, on peut supposer que A = A.
Alorsona:

(1) © # A et les éléments de ® forment une seule orbite sous I'action de k.

En effet, si (1) n’est pas vrai, alors une orbite de D sous ’action de k est contenue dans A.
La somme des ¢léments de cette orbite est non nulle et invariante par h, par conséquent
X (T)" #* {O} et donc aussi X (T Yt £ {0}. L’image d’un cocaractére de T appartenant a cet
ensemble X (T)” est contenue dans Z (s, h)°, ce qui contredit la propriété de finitude (4)
de 4.10. La propriété (1) est donc vérifiée. A fortiori ® est réduit a un seul X;. L’indice k en
question est forcément le plus petit entier k > 1 tel que Ny # @. Puisque ce X contient A,
toutes les valeurs a(s) (@ € ) sont des puissances de ¢¥. Quitte & remplacer ¢ par ¢¥, on
ne perd rien a supposer que ® = X;. Puisque X; = AU {—0ap}, on voit que k définit un
automorphisme du diagramme de Dynkin complété de G, et les éléments de ce diagramme
forment une seule orbite pour cet automorphisme. En inspectant tous les diagrammes
possibles, on voit que seuls ceux de type A, possédent de tels automorphismes. L’élément
de Frobenius ¢, vu comme un automorphisme de G, agit sur A, soit par I'identité, soit par
I’automorphisme «; — o,—;. Ce dernier cas n’est possible que sin > 3 (rappelons que G est
adjoint; si n = 2, 'automorphisme ¢ de G est forcément I'identité). L’élément & normalise
le tore T'. Si ¢ n'est pas I'identité, comme K (h) agit trivialement sur A U {—aq}, les orbites
de h dans A U {—agp} sont au plus d’ordre 2. Dans ce cas, il en résulte que A U {—ap} a
au plus deux éléments. Mais alors n < 2, contradiction. Donc ¢ agit trivialement, et (sous
I’hypothése 6= 1) le point (i) est démontré.

Supposons maintenant que ¢ = 1. 1l suffit d’échanger les roles de § et & dans le raisonne-
ment précédent. Ce raisonnement prouvait que ¢ = 1 (sous I’hypothése 6 = 1), il prouve
maintenant que 6=1 (sous I’hypothése ¢ = 1).
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Enﬁn supposons que 6 # 1l et ¢ # 1. On rappelle que 6 et ¢ sont deux automorphismes
de G qui stabilisent & et commutent entre eux. Notons 2 le groupe des automorphismes
de G stabilisant &. Les seuls types pour lesquels 2 # {1} sont A,—1 (n > 3), D, (n > 3),
et E¢. Pour tous ces types, a I'exception de Dy, ce groupe est isomorphe a Z/27Z, et donc
forcément 6 = ¢. En type Dy, le groupe 2 est isomorphe au groupe symétrique &3, et parce
que 6 et ¢ commutent, on a forcément ¢ = 6 avec k € {1, 2} Dans tous les cas, on a
¢ = 6k pour un entier k¢ > 1. On modifie les actions 6 = 0 et ¢’ = 1.Posons § = §
et ' = §7%h. Ces éléments vérifient encore les propriétés (1), (2), (4) et (5) de 4.10. En
particulier (pour (4)), le commutant commun Z 4 (3, k') coincide avec Z ¢S, h). Onapplique
a ces nouvelles données (5, k") ce que 'on a déja prouvé pour (5, k). On obtient que 0 =1;
contradiction.

Cela acheve la preuve de (i).

REMARQUE 4. — Dans le cas ou G = GAD est simple et de type A4,_;, avec actions
triviales de 6 et ¢, on retrouve la description familiére. L’¢lément ¢ € U est une racine
primitive n-iéme de 1 et, avec les notations habituelles, les éléments s et i sont, a conjugaison
pres, les images u,4(¢) et vag dans PGL(n, C) des éléments suivants de GL(n,C) :

u(§) = diag(¢"™1. 0" L L D),

[\ 0 (-1
10 «ovvne 0
v=101

Notons que v € SL(n,C).

Prouvons (11) On ne suppose plus que G = Gap. En revanche (d’aprés (i)), on peut
supposer que Gap = PGL(n,C) avec actions triviales de 6 et ¢ (mais comme on l’a
déja dit, ces actions ne sont pas forcément triviales sur Z (G)). On considére deux éléments
T, T) € &_u. Pouri =1, 2, on a des éléments §; = 5;0; et h; = hi¢. On peut supposer
que s; € T et que les images de ces éléments dans P GL(n, C) sont de la forme de ceux de la
remarque 4, avec des racines ¢; (i = 1, 2). Posons Z = Z(G), Zge = Z(ésc) et 2# = Z(Gn).
Puisque 0 est trivial sur GAD, son relévement a Gsc I’est aussi, et donc il est a fortiori trivial
sur Zg. La description de Zﬁ donnée dans [15, 1.2.7] se simplifie : on a une identification

= 2/(2 N 1) x Z.

Pour i = 1, 2, le caractére wy; correspond a un cocycle a; de Wr dans Zﬂ qui est non
ramifié, donc déterminé par I'image a;(¢). Cette image est un élément de 2# dont seule
compte la projection sur Zﬁ/(l — ¢)(Zﬁ). D’apres [15, 1.2.7], cet élément se calcule comme
suit. On choisit un relévement s; 5. de s; .4 (la projection de s; sur éAD) dans GSC, et on écrit
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hi = zjw(hig) avec z; € 7 et his € ésc; our : ésc — G est I’homomorphisme naturel.
On note al <« I'élément de Z. défini par

Cll sc = Si sce(hl s )P (Sise)” lhz slc

Alors a}(¢) est I'image de (z;, a; ) dans Zg. Remarquons que puisque 6 et ¢ sont triviaux

i,8C
sur GSC, la définition de al < e simplifie en

1 —
= Si,scht scdS h

/
ai,sc i,sc'ti,sct

Un calcul matriciel immédiat montre que
a} ., = diag(¢;',.... 57" € SL(n,C).

Supposons que wr, = or). Alors a'j(¢) = a5(¢)(1 — ¢)(z) pour un élément zy € Zﬁ.
Puisque ¢ est trivial sur Gsc, cela se simplifie : on a {; = ¢, et il existe un élément z € Z tel
que A
21 =22(1—¢)(z) (mod ZNT%°).

En conjuguant la donnée T} par z, on se raméne au cas ol z;z; ' € 2n7%°. Ona supposé
que i et hp ont méme image dans PGL(n, C), a savoir ’élément v,q4 de la remarque 4. Par
suite /11 ¢ €t Ny different par un élément de Zsc, qui est inclus dans T. s = 72?;". Donc
7w(h1,sc) et mw(has) different par un élément de Z N T%°. On obtient finalement que
et h, différent par un ¢lément de 7N 7oe. Puisque T7 est engendré par (h;, ¢), 702 et les
¢éléments (1, w) pour w € I, on obtient que T} = 7. Enfin puisque {; = {3, les éléments
s1 et s, ont méme image dans PGL(n,C), par suite ils different par un élément de Z. Les
données T et T, sont doncisomorphes, et puisqu’on les a prises dans €_;, elles sont égales.

Preuve de (iii). On conserve les hypotheses sur GAD, et on fixe un élément T’ € &_,,.
Notons 7’ (F)° I’ensemble des éléments de T’ (F) qui correspondent a une classe de
conjugaison stable semisimple dans G(F). On sait quil n’est pas vide et qu’il existe un
sous-groupe T'(G)¢ de T'(F), ouvert et d’indice fini, de sorte que T'(F)S soit une seule
classe modulo multiplication par ce sous-groupe. Soit u un caractére de 7'(F)/T'(F )C, et
soit i le caractére affine de T’(F) qui vaut 1 sur T’(F)G. D’aprés [15, 1.2.6], on sait qu’il
existe un automorphisme de T’ dont I’action associée sur les fonctions sur ’f’(F ) est la
multiplication par fi. On en déduit :

(2) Soient (x}, x}) et (x5, x5) deux caracteres affines de T'(F) tels que x1 et x» coincident
sur T'(F)S. Alors, & homothétie prés, 7 et 75 se déduisent 'un de I'autre par un
automorphisme de T’.

On va identifier le groupe 7’ (F)%. Pour cela choisissons une paire de Borel (B, T) de G
définie sur F — on peut bien sir prendre (B, T) = (B,T) —, et notons 6 le F-automor-
phisme de T associé a cette paire. On note o — o ’action galoisienne naturelle sur T. On
peut identifier 7" a T/(1 — 6)(T) muni d’une action galoisienne ¢ +— o, = w(0)og, ou
w > w(o) est un cocycle non ramifi¢ de Wr a valeurs dans WP ou W = WO (T) est le
groupe de Weyl (iciona W? = W puisque 6 est trivial sur G AD). Onnote Ty le tore T muni de
I’action galoisienne o + o(;. On a un homomorphisme naturel 7o(F) — T'(F). Montrons
que:

(3) T'(F)S est 'image de cet homomorphisme naturel.
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On a une suite d’homomorphismes
@ (2)Z T S H (TR, 2010 = H(TF, Z N T') — H (Wg, T).

On a noté 7" le tore 7%° muni de I"action galoisienne provenant de T'. Les deux actions
galoisiennes (celle sur T et celle sur 79°) coincident sur Z, d’ou I’égalité centrale. On a
d’autre part une dualité entre H'(Wg, T7) et T'(F). D’aprés [15, 1.1.13], T'(F)€ est I'an-
nulateur dans 7’(F) de I'image de la suite (4). Il suffit de montrer que cette image est le
noyau de I'homomorphisme H! (W, T’) — H! (W, Ty) dual de ’homomorphisme naturel
To(F) — T'(F); évidemment T, s’identifie 2 7 muni de I'action galoisienne convenable.
L’homomorphisme p : Ty — T’ se compléte en la suite exacte

1> 0-0)(Ty) > To—>T — 1.
Dualement, on a la suite exacte
1T = Toé’° — Ty — 7:0/7:09,0 -1,
laquelle fournit une suite exacte de cohomologie
5) HO(Wp. T/ T0°) — H\(Wp. 77) — H (Wp. 7).
Comme 6 est trivial sur Gap, On a fo,ad = f"oéj;i. On en déduit que To / Toé"’ n’est autre que

Z / (2 N f09’°), ou encore que Z / (Z N Té’°). Il est clair qu’alors le premier homomorphisme
de la suite (5) coincide avec I’'homomorphisme composé de la suite (4). Son image est donc
bien le noyau de H! (Wg, T7) — H! (W, Tp), ce qui prouve (3).
L’homomorphisme &z : Z(G) — T’ est le composé du plongement naturel Z(G) — Ty
et de la projection p : To — T'. En vertu de (2) et (3), il reste a prouver I’assertion suivante :
(6) Supposons que y} et x5, sont non ramifiés et qu’ils coincident sur p(Z(G; F)). Alors
ils coincident sur p(Ty(F)).
Pouri = 1, 2, le caractére y; o p de To(F') est non ramifié, c’est-a-dire qu’il est trivial sur
le sous-groupe compact maximal To(F); de To(F). Fixons une uniformisante wr de F et
identifions X (Tp) a un sous-groupe de Ty via I’application X + X(wp). On sait que To(F)
est le produit direct de 7o(F); et de X (To)TF . Par ellipticité, on sait que X (7o, ad)rF 4 = (o}
Mais @ est trivial sur Gap, par conséquent X (To,aa)TF = {0}. Il en résulte que X (To)TF est
contenu dans X (Z(G)°)'F. Donc Ty(F) = To(F)1 Z(G; F). L’assertion (6) en résulte. Cela
acheve la démonstration du point (iii) et de la proposition. O

5.2. Réduction au cas ou G AD est simple

On souhaite supprimer I’ hypothese que Gap est snnple dans la proposition de 5.1. Notons
Q le groupe d’automorphismes de G engendré par ¢ et 6.11 opere sur I’'ensemble des compo-
santes connexes du diagramme de Dynkin A de GAD. Soient O, ..., O4 les orbites sous 2
dans cet ensemble, et pouri = 1,...,d, soit CA}AD,,- le sous-groupe de GAD correspondant
a 0;. On a la décomposition

(1) GAD = GAD,I X X GAD,d~

Pouri =1,...,d, les automorphismes ¢ et 6 de G induisent des automorphismes de CA;AD’Z',
que ’on note encore ¢ et 6.
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Du point (i) de la proposition de 5.1, on déduit le résultat suivant.

LEMME. — (On ne suppose pas que Gap est simple.) On suppose que 'ensemble €_n n'est
pas vide. Alors pouri = 1,...,d, le groupe GAD ; est isomorphe a un produit de copies d’un
groupe adjoint simple H de type An—y (lentier n, ainsi que le nombre de copies de H, dépendent
dei), et les automorphzsmes ¢ et 0 de GAD i sont de la forme suivante : il existe des entiers
m, r, q > 1 tels que GADJ ~ ((HX”’)X’)X‘I, et notant o l'automorphisme de H*™ donné par

a(xX1,...,xm) = (X2,...,Xm, X1)
et B lautomorphisme de H* = (H*™)*" donné par
B, yr) = 2o yra(yn)).
les automorphismes 6 et ¢ de GAAD,I' ~ (H*)*4 sont donnés par

0(g1,-89) = (Blg1)s s Bg0))

et

¢(g1»---,gq) = (g2$"'7gq—lvﬂer(g1))

pour un entier e € {1,...,m — 1} premier am (sim = 1, on prende = 0).

Démonstration. — Comme dans la preuve du point (i) de la proposition de 5.1, on peut
supposer que G = Gap. On a donc

A

G:élx---de, é=é®d,
oul’on a posé G,- = GAD,i. On note
G =Gy x---xGy, 5=51x---x5d

la décomposition duale : G; est un groupe semisimple simplement connexe, défini et quasi-
déployé sur F, et déployé sur une extension non ramifiée de F; G; est un espace tordu
sous G;, défini sur F et tel que G; (F) n’est pas vide. Remarquons que les espaces G;
peuvent étre définis canoniquement par la formule Gi =G /T, #i G;). On note E_nr;
I'ensemble des données endoscopiques T'; = (77, T}, 5;) pour (G, G; ) qui sont elliptiques,
non ramifiées, et telles que 7} est un tore.

On note &y, I'ensemble des données endoscopiques pour (G, 5) qui sont elliptiques, non
ramifiées, et dont le groupe sous-jacent est un tore (c’est-a-dire celles qui sont isomorphes a
un élément dans €;_,;). Alors on a la décomposition

Et—nr = St—nr,l XX 8t—nr,d~

On peut donc supposer que d = 1, c’est-a-dire que le groupe 2 opére transitivement sur les
composantes connexes du diagramme de Dynkin A de G.

Soit T' = (T",7",5) € E_nr et (h,¢) € T. On écrit § = 56 et h = h¢. On procéde par
étapes, en allant du cas particulier vers le cas général.
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Etape 1. — On suppose que chacun des deux automorphismes 6 et ¢ de G opere transitive-

ment sur I’ensemble des composantes connexes de A. On note Aq,..., A, ces composantes
connexes, ordonnées de telle maniére que ¢p(A;+1) = A;j,i =1,...r—1.Pouri =1,...,r,
on note G; la composante simple de G correspondant a A;, et pouri = 1,...,r — 1, on

identifie Gi+1 a él via ¢’ . Avec ces identifications, I'automorphisme ¢ de G = Gl X% G
est donné par

H(X1, .. X)) = (X2, Xp, P1(X1)),

oll ¢ est lautomorphisme de G, induit par ¢”. Puisque § opére transitivement sur les

composantes connexes de A, il existe un entier e € {l,...,r — 1} premiera r (sir = 1,
on prend e = 0), et des automorphismes 0, ..., 6, de Gy, tels que

d0(x1. ..., xr) = (01(x1), ..., 00 (x,)).
Comme éqﬁ = qbé, ona é, = é,_l = ... = él et élqbl = ¢1é1. Notons o« 'automorphisme

d’ordre r de G; donné par
(X, ..., xr) = (X2,...,Xr,X7).

On verra plus loin que ’on peut se ramener aux deux cas particuliers suivants :

- Casl:e=1,¢; = l,i.e.¢>:aeté:él®’a;

- Cas2:e=1,0; =1,1e 0 = ¢.
Montrons que dans les deux cas, les actions ¢ et él sur Gl sont triviales, et Gl est de
type Ap—1.

Commengons par le cas 1. Posons u = 0;. Rappelons que I'on a posé § = s6. On écrit
s =(s1,...,8:). Pour g = (g1,...,g,) € G,ona

g7'5¢ = (g7 ' s11t(g2). ... &7 ysr—1a(sr). g7 ' (g 1)).

En prenant g = (1, s20(s3) - 0 ~2(sy), ..., 8r—11(sr), 57), on obtient

g '5g = (sip(s2) -+ N (sp) 1. D).
Quitte & remplacer § et h par g~ 'Sg et g7 hg pourun g € G, on peut donc supposer que

s = (s1,1,...,1). L'équation 1~ 1sf(h) = ¢(s) entraine que

h= (hy, ) 2 (uh)sy ) (st ), wi)sy)
pour un h; € Gy vérifiant A7 s; " " (ju(hy)s7') = 1. Posons §; = s;u” et hy = hyu’ ™"
On a
Sihy = h,5.
L’application
g1 (@ g (1)
induit un isomorphisme de Zél (51) sur Z4(5) (donc aussi de Zél (51)° sur Z4(5)°), et induit
aussi un isomorphisme de Z é (51, h1) sur Z5 (S, k). On en déduit que les automorphismes
51 et hy de G, vérifient les propriétés (1), (2) et (4) de 5.1. Puisque le groupe Gy est adjoint
et simple, on peut appliquer la proposition de 5.1 (point (i)) : les actions u” et u”~! sur G,
sont triviales, et G, est de type A,_;. Onaaussi §; = u" (w1~ = 1.
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Traitons maintenant le cas 2. Cette fois-ci posons ;& = ¢;. On peut comme dans le cas 1
supposer que s = (s1, 1,...,1). L’équation 2~ 158 (h) = ¢(s) entraine que

h = (hy plhasyh).. .. phasyh)

pour un élément iy € Gy vérifiant 7 s w(hys7') = 1. Ainsi, posant §; = sy ethy = hypu,
ona
Sihy = hy5,.
L’application
g1 > (g1, 1(81), - 11(81))
induit un isomorphisme de Zél (51) sur Z5(3), etde Zp (51, hy) sur Zg (5, h). On en déduit
que les automorphismes 57 et £, de G vérifient les propriétés (1), (2) et (4) de 5.1. On peut

donc, comme dans le cas 1, appliquer la proposition de 5.1 (point (i)). On obtient que u = 1
et que G est de type A,—1.

Revenons au cas général (toujours dans I’étape 1). Supposons ¢; # 1. Alors 6, est une
puissance ¢{‘ de ¢1 pour un entier k > 0, d’ou 6 = etk On modifie les actions de ¢ et 6 en
posant ¢’ = ¢ et 6 = $.Onposeh’ = hets = h'~°7*"5. Les automorphismes &’ et §' de G
vérifient encore les conditions (2), (4) et (5) de 5.1. En particulier puisque leur commutant
commun Z 4 (3, h') coincide avec Z ¢, h), il est fini. On est dans le cas 2 pour les actions
¢’ et 6’. On a donc ¢1 = 1, contradiction. Supposons maintenant ¢y = 1. On modifie les
actions de ¢ et 6 en posant ¢’ = ¢ (= a) et §' = ¢®"a. Onpose h’ = hets = h'™°5.
Les automorphismes k' et 5’ de G vérifient les conditions (2),(@)et(5)de 5.1, et 'on est dans
le cas 2 pour les actions ¢’ et 6’. On a donc 91 =1,dou¢ = aet 6 = a° , et Gy est de
type Ap—1.

Récapitulons : le groupe G est isomorphe & un produit direct de r copies d’un groupe
adjoint simple de type 4,_1, et ¢ et 6 sont deux r-cycles d’ordre r.

Etape 2. — On suppose que # opére transitivement sur I’ensemble des composantes connexes

de A. On note Aq,..., A, les ¢-orbites dans cet ensemble. Comme d) et commutent, ces
orbites sont - stables et 'on peut supposer que «9(A,+1) = A;,i = 1,...,r — 1. Pour
i =1,...,r,onnote G; le sous- groupe de G correspondant a A;, et pourz = 1 —1,0on

1dent1ﬁe G,+1 a G, via 07. Avec ces identifications, l’automorphisme 6deG = G1 x-+-x Gy
est donné par

é(xl, v Xr) = (X2, Xy, él(xl))
ou 91 est la restriction de 6" a Gi. Quantal’ automorphlsme ¢, puisqu’il commute a 9 il
est donné par ¢ = ¢ pour un automorphlsme ¢y de Gy qui commute a 6, . Par construc-
tion, les automorphismes 91 et ¢; de Gy operent chacun transitivement sur 1’ensemble
des composantes connexes de A;. Comme dans le cas 2 de ’étape 1, on peut supposer
que s = (s1,1,...,1). L’équation h_lsé(h) = ¢(s) entraine que

h=(h,0(h),....00(h))

pour un élément i € Gl vérifiant hl_lslél(hl) = ¢1(s1). Posons 5; = slél ethy = hi¢;.
On a donc
§1h1 = h1§1.
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L’application R R
g1+ (g1.61(g1).....01(g1))

induit un isomorphisme de Z 5 (51) sur Z;(5), et de Z5 (51, h1) sur Z5 (5, h). On en déduit
que les automorphismes §; et h; de G, vérifient les propriétés (1), (2) et (4) de 4.10. On peut
donc leur appliquer le résultat de ’étape 1 : le groupe G est isomorphe a un produit direct
de m copies d’un groupe adjoint simple de type A,—; pour un entier m > 1, et ¢; et 6, sont
deux m-cycles d’ordre m. En particulier ¢p; = (él)e pourunentiere € {1,...,m—1} premier
am (sim =1, on prend e = 0).
Etape 3. — On peut maintenant traiter le cas général (en supposant toujours que Q opére
transitivement sur les composantes connexes de A). Onnote Ay,..., Ay les f-orbites dans
I’ensemble des composantes connexes de A. Puisque ¢ et 6 commutent, ces ensembles A;
sont permutés (transitivement) par ¢, et ’on peut supposer que ¢p(A; 1) = A;,i =1,...,q—1.
Pouri =1,...,q, onnote Gile sous-groupe de G correspondant a A;, et pour i=1,...,q9—-1,
on identifie G, a Gy via $'. Avec ces identifications, 'automorphisme ¢ de G=G xxG
est donné par

P(xX1, ..., xg) = (X2,..., Xg—1, P1(x1)),
ou ¢, est la restriction de ¢7 a Gi1.Quantal’ automorphlsme 6, puisqu’il commute a ¢, il est
donné par 6 = 9 ®q pour un automorphlsme 91 de G, qui commute a G,. Comme dans le
cas 2 de I’étape 1 (en remplagant 6 par ¢), on peut supposer que 7 = (hy,1,...,1). Comme
dans I’étape 2 (en échangeant les roles de 6 et de ¢), on obtient que

s = (s1,91(51),....91(s1))
pour un élément s; de Gl vérifiant sl_lhlqbl (s7) = él (h1). Posons §1 = slél eth; = hi¢.
On a encore
§1h1 =h 151 .

Toujours comme dans I’étape 2 (en échangeant les roles de § et de &), on en déduit que les
automorphismes §; = h; et |} = §; vérifient les conditions (1), (2) et (4) de 4.10. On peut
donc leur appliquer le résultat de I’étape 2. Cela achéve la preuve du lemme. O

On suppose que I’ensemble &;_,, n’est pas vide. D’apres le lemme, on peut supposer que
(@ Gap = (H) M x - x (Hy)*%, A = (H™)". Hi = PGL(;.0),
et que pouri = 1,...,d, notant ; ’automorphisme

(.XI,.. . 7Xm,~) = (XZ’ . "5xmi»x1)
de (ﬁi)xmi, et B; Pautomorphisme
1o ) = 2y @i(y1)

de (I:Iixmf )*"i, les automorphismes 6 et ¢ de (I-}i*)xq" sont donnés par

3) 0(g1.-.84) = (Bi(81). . Bi(8q))).
4) (g1 ... 8q;) = (820, 8q;. B;' " (g1))
pour un entier ¢; € {1,...,m; — 1} premier a m; (sim; = 1, on prend ¢; = 0). Notons que

IBieiri — (aiei)®ri‘
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Soit T' = (T',7’,5) un élément de &, et soit (1, ¢) € H'. D’aprés la preuve du lemme
et la remarque 4 de 5.1, on peut supposer que les éléments § = sOeth = h¢ sont de la forme
standard suivante. Pouri = 1,...,d, on a une racine primitive n;-iéme de I'unité ;. On note
Wi = Uaq,i (i) et U; = v,q,; les images dans P GL(n;, C) des éléments suivants de GL(n;,C) :

i () = diag(¢" gL 0,

0. 0 (_1)nz—1
10 «ov-n- 0
vi=101

0--- 0 1 0

Notons§ = (51,...,Ed)etﬁ = (ﬁl,...,ﬁd)lesimagesdesethdanséAD.Pouri =1,...,d,
ona

Sl

i = G BTG BT Gi) € (H)
Sip = @i, 1,...,1) € HY = (H™)*",
a = (i;,1,...,1) e H™
et
hi = (hig,1,...,1) € (A%,
hig = (Gi.ai (i), ..., (by) € HY,
by = (v;, vt Y, .. Bty B, B) € HM
ou le nombre de facteurs 17,-&;1 dans b; est égal am; —e; sim; > 1, et a 0 sinon. Puisque
BET = ()" ona
B Gin) = (@ @), 1,..., ).
On a donc (par construction)
o7 i v = g,
b 'ajai(by) = af (a;).
hii5iaBi(hin) = Bi" (5i).
hi5i0(hi) = $ ().

La paire (5, /) étant uniquement déterminée par le d-uplet ¢ = ({1, ..., q), on la note aussi
(sad($), haa(8))-
Pouri =1,...,d, soit

7« Hsc; = SL(n;,C) - PGL(n;,C) = H;
le revétement simplement connexe de H;. Posant GSC,i = ((I:Iixm’ )*7i)*4i Tapplication
7= L ((P")®1)®4i : Gsc = Gsc,p x -+ x Gscg — Gap

est le revétement simplement connexe de G AD- Les automorphismes ¢ et 0deG AD Se relévent
de maniére unique en des automorphismes de Ggsc, et la description des actions de ¢ et 0
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sur Ggc est identique a celle des actions sur Gap. Pour i = 1,...,d, choisissons un
relévement . ; de u; dans Hsc,i, et notons sgc; 1’é1ément de Gsc,; obtenu en remplagant u;
par us; dans la construction de §5;. Posons

Ssc = (Ssc,l, cee ,Ssc,d) € Ggc.
C’est un relévement de § = s5,4(¢) dans Gsc. De méme, pouri = 1,...,d, choisissons un
relévement vg.; de v; dans Hsc,; — on peut bien slir prendre vs.; = v; € SL(n;,C) —, et

notons hg; 1'élément de (A}sc,i obtenu en remplagant v; par v ; dans la construction de 4;.
Posons

hsc = (hsc,ls ey hsc,d) € GSC~
C’est un relévement de 1 = hoq (¢) dans ésc- De tels relevements s de sq(¢) et e de haq(¢)
sont appelés des bons relevements.

REMARQUE 1. - Supposons qg=1cet supprimons I'indice i dans les notations précé-
dentes. Ona H = PGL(n,C), Hsc = SL(n,C), Gap = (H*™)*")4 et Ggc = ((H Myxryxq,
On a aussi un entier e € {0,...,m — 1} qui est > 0 et premier a m sim > 1, et vaut 0 sinon.
On note (gi,j,k)lsism,lsjsr,lfksq un élément de Gap ou Gsc. Les indices i, j, k doivent
plutdt étre considérés comme des entiers modulo m, r, ¢. Ainsion a :

= 0(9)ijk = gij+1kSUJ #7;

= 0(Qirk = gi+1.1.k >

= 9(8)i,jk = Lijk+1 81k #4q;

= 9(8)ijg = gitejl-

Pour une racine primitive n-iéme de I’'unité £, choisissons des relévements ugc et vge de u,4(¢)
et vaq dans SL(n, C). Alors les bons relevements Ssc = (Ssc;i, j k) €t fisc = (Mse;i,j k) d€ $ad({)
et h,q(¢) dans ésc associés a ces choix sont donnés par :

= Ssc;1,1,1 = Uscs

— Sscie, 1,k = Use STk # 1

— Sscii,j,k = 1 dans tous les autres cas;

= Ngeiij1 =VseSlj=leti #2,....m—e+1,ousij#leti #1,...m—e;

— hsiij1 = Vsl sij =1leti =2,....m—e+1l,ousij #leti=1,....m—e;
- hsc;i,j,k =1sik 75 1.

REMARQUE 2. — On a envie de définir I’espace tordu (Gsc, 5sc) mais on se garde bien de
le faire! En effet, pour y € G (F), le F-automorphisme 6, = Int, de G se releve en un unique
F-automorphisme de GSC, encore noté 6,. On peut alors définir GSC comme étant Gsc0,.
La structure galoisienne est telle que 6,, est fixe par I'r, et cet espace s’envoie naturellement
dans G par ’application Gsc — 8scBy = p(gsc)y, ot p : Gsc — G est 'homomorphisme
naturel. Le probléme est que 'espace Gsc ainsi défini dépend de y. De plus, il se peut qu’il ne
soit pas « non ramifié », c’est-a-dire que GSC(F ) ne possede aucun sous-espace hyperspécial.
Par exemple si G =G = SL (n), espace 53c = Gscb, est isomorphe a I'ensemble
des g € GL(n) tels que det(g) = det(y). Il dépend clairement (pour sa structure galoisienne)
de det(y). L’espace 5SC(F ) posséde un sous-espace hyperspécial si et seulement s’il existe un
élément y/, € GSC(F ) tel que Int,,;_ stabilise un sous-groupe hyperspécial de SL(n, F), ce qui
n’est possible que si la valuation normalisée de det(y) appartient a nZ.
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5.3. Séparation des données dans &;_;

La proposition suivante est une généralisation du point (ii) de la proposition de 5.1.

PROPOSITION. — (On ne suppose pas que Gap est simple. ) Supposons que 'ensemble &;_y;
nest pas vide. Soient T' et T" deux éléments de €_p.. Si wy' = wgr, alors T' = T".

Démonstration. — Soit T' = (T’,7T’,§) un élément de &,_,, et soit (h, ¢) € T’. On suppose
que les automorphismes 0 et ¢ de Gap sont donnés par les formules (2), (3), (4) de 5.2.
On suppose aussi que les éléments § = sOeth = = h¢ sont de la forme standard décrite
en 5.2, c’est-a-dire que les projections 5 et / sur Gap des éléments s et i de G sont de la
forme § = s,q(0) et h = haq(¢) pour un d-uplet & = (&;,...,¢s), ou d est le nombre de
composantes connexes de Gap (formule (1) de 5.2) et ¢; est une racine primitive n;-iéme de
’unité. Fixons des bons relévement sy, et A de 5 et 4 dans ésc. Ces bons relévements sont
construits en choisissant des relevements ug.; et vs; de u; et v; dans I:Isc,i i=1,...,d).

Rappelons que ’on a noté Z, Zy et Zﬁ les centres de G, Ggc et (A?g. D’apres[15,1.2.7], on
a une suite exacte courte

A oad @1=0) A A ~p N A
(1) 1 — Zy/ 28, 170, ZI(ZNTO°)x Zye — Zy — 1,

our : Gsc — G est I’'homomorphisme naturel. Le caracteére wy de Gy(F) correspond a
un cocycle a’ de W dans A ¢. Ce cocycle est non ramifi¢, donc déterminé par I’élément a'(¢)
de Zﬁ, et sa classe est donnée par I'image de a’(¢) dans Zﬁ/(l — gb)(Z#). D’apres loc. cit.,
I’élément a’(¢) se calcule comme suit. On écrit

h = zm(hs)
oun : Gsc — G est I’homorphisme naturel et z € Z. Puisque
1500 = ¢(3).
rélément hi'ss(hse)d(ssc)”! appartient 2 Zy. On le note a/,. Alors a’(¢) est I'image

de (z,al,) dans Z (Gﬁ). Le centre Zg de Ggc se décompose en

N A A A A g
Zsc = Zsc,l X X ZSC,d1 Zsc,i = ((Z(HSC,I') 1) 1)511 .
Angit o4l — / / g o/ 7 . i

On écrit ag, = (A .- .-,y 4), OUdg,; € Zsc,i. On a par construction

’ _ _ -1
asc,i - (Zsc,i» 17 e 1)» Zsc,i = Usc lusclvsc luscl’

et zg,; est I'élément diag(;'..... ") de Z(Hsc,). Lélément o/, ne dépend donc que
dud-uplet ¢ = (¢1,...,¢z). On le note aussi zs(¢).

REMARQUE. — Pour calculer I’élément a/, = hs_clsscé(hsc)qﬁ(ssc)_l, on a choisi des bons
relévements sq et hy de 5 et i dans ésc- Comme on vient de le voir, al, ne dépend pas
du choix de ces bons relévements, mais si ’on choisit des relévements quelconques, ce n’est
en général plus vrai (sauf si ¢ et 6 sont triviaux sur 250). Si 'on remplace Ay et sgc par
R, =y hep(y) et sl, = y~lss0(y) pour un y € Ggc, alors on a I'égalité

WSSO (RL)P(sL) ™ = d(1) T hil ssef (hse) (550) 1 (D).
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En particulier pour y € Zg., les éléments &/ et s/_ sont encore des relévements de & et §
dans Ggc (pas forcément bons), et on I’égalité

hgzlsécé(h;c)¢(5;c)_l = h;lsscé(hsc)‘ﬁ(ssc)_l .

Soient maintenant deux éléments T/ = (T',7",5) et T" = (T”,7",5") de &;_,,, et
soient (h',¢) € T et (h”,¢) € T”. On reprend les constructions ci-dessus en affublant les
objets d’exposants « / » et « " » pour les distinguer. On écrit §' = s'0, h' = h'¢, 5" = 5”0
et h” = h"¢’. On suppose que les projections des éléments s, #’, s”, h” de G sur Gap
sont de la forme standard (5.2). En particulier, a ces projections sont associés deux d -uplets
¢= (. et = (¢f,.... 8 o, pouri = 1,....,d, les éléments ; et ;" sont des
racines primitives n;-iémes de I'unité. On fixe des bons relévements s, ., s..., h’, dans Gsc
des projections de s/, ', s”, h” sur Gap. On écrit i’ = z'w(h,) et h" = z"m(h],) pour des
éléments z’ et 2 de Z. Les caractéres oy et wp~ de Gy(F) correspondent a des cocycles a’
eta” de Wy dans Z 4, déterminés par les éléments a’(¢) et a”(¢) de Z ¢, dont seules comptent
les images dans Zn/(l — qb)(Zﬁ). On a vu que a’(¢) est I'image de (z/, zsc(¢')) dans Zﬁ, et
que a”(¢) est I'image de (z”, zs(¢"")) dans Zn.

Supposons que wy’ = wyr. Onadonca”(¢p) = a’(¢)(1—¢)(zy) pour un élément zy € 2#.
Choisissons un relévement (y, ysc) de zy dans Z X Zs. D’aprés la suite exacte courte (1)

décrivant Zy, il existe un élément zé’c € Zy tel que :

) 25(8") = 25e(E)(1 = ) (s (1 = B) (20,

3) 2 =21 -l (mod ZnT%e).

Montrons que I’égalité (2) n’est possible que si

“ (1= $)(rse)(1 =) (z) = 1.

Rappelons que pouri = 1,...,d, on a posé Zsc,i = ((Z(I:I§c,i)xmi)xri)xqf. Il s’agit de
vérifier (pouri = 1,...,d) quesi y et z sont deux éléments de Z.; tels que les coordonnées

de (1—¢)(y)(1— é)(z) sur les m;r;q; facteurs Z(Flsc,i) de Zsc,i sont toutes égales a 1, sauf
peut-étre sur le premier facteur, alors (1 — ¢)(y)(1 — é)(z) = 1. Pour cela on peut supposer
d = 1 et supprimer I'indice i dans les notations. Soient y = (y1,...,¥q¢) etz = (z1,...,2z4)
deux éléments de Zy., ot les coordonnées yg et zx sont dans Z(H*) = (Z(Hsc)*™)*". Un
calcul explicite donne

(1= =0)(2) = (1= G = B)z1-29), 1., 1).

On peut donc supposer ¢ = 1. Alors on a

(1=¢) (N1 =0)() = (1= )1 = B)() = (1 - P)(x),

oul’on a posé

x=yB(y) BTz,
Puisque B est un mr-cycle d’ordre mr, siles rm — 1 derniéres coordonnées de (1 — ) (x) sont
¢gales a 1, alors la premicre ’est aussi, ce qui démontre (4).
Revenons a d quelconque. D’apreés (2) et (4), on a zy.({") = 25 ('), dou &’ = . On
note simplement ¢ ce d-uplet. Puisque les projections de s’ et s” sur Gap sont de la forme
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standard, elles sont égales (a s,4(¢)). On peut donc supposer que s,, = s.. De la méme
manigre, on peut supposer que hl, = h,. On note simplement ss; et /¢ ces bons relévements
de 5,4(8) et haq(8) dans Gsc Posons Ssc = 5509 ethps = hgep. Pour x € Gsc, notons n(x, Ss¢)
et n(x, k) les éléments de Gsc définis par

N(x.5se) = X550 () Tt n(x.hse) = Xhgep () x 7!
c’est-a-dire par
XSsex 1 = n(x, Fsc)Sses Xhsex Tt = n(x, hg)hse.
Soit 3(Ssc, hsc) lensemble des x € GSC tels que n(x, Ssc) et n(x, hse) appartiennent a 250. Cet

ensemble est un groupe, qui coincide avec la préimage dans Gsc du commutant commun
de 5ad(£)0 et haq($)¢ dans Gap.

LEMME. — Soitz € Zs.. Supposonsque(l—é)(z) € (l—qb)(Zsc). llexisteunx € 3(Ssc, hyc)
tel que z € n(x, hse)(1 — $)(Zsc).

Démonstration. — On peut supposer d = 1. Reprenons les notations de la remarque 1
de 5.2. Les éléments u,4(¢) et v,q de H = PGL(n,C) sont les projections des éléments u ()
et v de GL(n, C) définis dans la remarque 4 de 5.1. On a choisi un relévement uy. de u,q (é‘ )
dans Hsc = SL(n C). L’¢lément v est déja dans Hsc On note 9) le sous-groupe de Hsc
engendré par Zse, Use et v. Soit X I'i image de ) dans Gsc par le plongement diagonal : un
élément x = (x; ;) de Gsc appartient a X si et seulement si x; ;, k est mdependant dei, j, k
et appartient 4 ). On note 2 et X les prOJectlons de P et X sur H et Gap. Le groupe 9) est
le commutant commun de u,4(¢) et vag dans H. 1l en résulte qu’un élément de ¥ commute
a Sad (é‘)@ et & haq(8)¢. En revanche ug et v ne commutent pas dans Hsc. Les éléments de X
ne commutent pas a Sgc ni a kg, mais X est contenu dans 3(Ss, fsc). On note Z x le sous-
groupe de Zse engendré par les n(x, hs) quand x décrit X. On peut vérifier qu’il ne dépend
pas de ¢, mais ce n’est pas utile ici.

Pour z = (z; ;) € Zse, posons p(z); = l_[i,k zijk (j = 1,...,r). On vérifie que
(1-— ¢)(Zsc) est le groupe formé des z € Zse tels que p(z); = l pourtout j € {1,...,r}.On
vérifie aussi que p((1 — é)(z))j = p(z)jp(z)jﬁl1 (avec j + 1 = 15sij = r). Uhypothese
sur z dans I’énoncé est donc que p(z); est indépendant de j. Pour prouver le lemme, il
suffit de prouver que pour £ € Z(Hsc), il existe un z/ € Zx tel que p(z'); = & pour
tout j € {1,...,r}. Soient a, b € Z. Considérons I'’élément y = (us)?v? de ). Notons x
I’élément de X tel que x; jx = y, et posons n = n(x, hy). A I'aide de I'égalité

v“scv_1 = §us, ¢ =diag(l,....0) € Z(I:ISC)a

on vérifie que p(n); = ¢ma=eb pour tout j € {1,...,r}. Puisque m et e sont premiers entre
eux sim > 1, et que ¢ engendre Z(Hgc), on peut choisir a et b de sorte que p(n); = & pour
tout j € {1,...,r}. Cela démontre le lemme. O

Reprenons la démonstration de la proposition. D’aprés I'égalité (4), I'élément z2, € Zse
vérifie I'hypothése du lemme. On peut donc écrire z8 = n(x, hs)(1 — ¢)(ysc) pour des
éléments x € ésc et ysc € Zsc tels que x vérifie les conditions du lemme. La relation (3)
entraine alors que

5) 2 =2 (1-¢)())x(n(x. hye)) (mod Z N 70),
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pour un élément y’ € Z. Posons g = y’m(x). Puisque 5(x, §sc) € Zse, 0N a
g¥'g™ = (1= 0)()m(n(x.50))F € Z§".
D’autre part, d’aprés (5), on a

gh's™ = /(1 — ) (V) (n(x. heo) (i) € h"(2 0 T0°).

Comme dans la preuve du point (ii) de la proposition de 5.1, on en déduit que 7' = T”. Par
conséquent 1’élément g est un isomorphisme de T’ sur T”, et puisque ces données ont été
prises dans &;_;, elles sont égales. O

5.4. Action de C sur les transferts usuels non ramifiés

Soit T' = (T’,77,5) un élémer}t de &_,;. Comme en 5.1, on suppose que § = 56 pour
unse’d (ainsi 7' s’identifie 2 7%° muni de ’action galoisienne convenable). Pour trans-
férer un caractére affine unitaire 7 de T/(F) & (G(F), w), on a besoin de fixer un isomor-
phisme £ 7" =, 97, On choisit un élément (h,¢) € T, et on prend I'isomorphisme 7 ~ 7
défini par cet élément comme en 4.10. Ecrivons h = h¢. On suppose que les projections §
et i de s et h sur Gap sont de la forme standard § = s,q(¢) et i = haq(¢) pour un
d-uplet ¢ = (¢q1,...,¢4), ou ¢; est une racine primitive n;-iéme de 'unité — cf. 5.2. On fixe
aussi des bons relevements Sse €t hse de 52q(C) et haq(¢) dans Gsc, et 'on pose Ss¢ = sSCG
et hse = hsed.

Le sous-espace hyperspécial (K, K ) de G (F) fixé en 2.6 détermine un sous-espace hyper-
spécial (K’, K') de T'(F) — on a forcément K’ = T'(F); —, et un facteur de transfert
normalisé A : D(T') — C*.

La proposition suivante est une généralisation du point (iii) de la proposition de 5.1.

PROPOSITION. — (On ne suppose pas que Gap est simple.) Soit T' = (T',T',5) € €_nr.

() Soit (.7 un caractére affine unitaire et non ramifié de T'(F). La distribu-
tion Oy = Ty/(¥') est un vecteur propre pour l'action du groupe C relativement a
un caractére unitaire w, de ce groupe, c’est-a-dire qu’on a

c(®)?/) = a)X/(c)@i/, ceC.
(ii) Soient (x1.3}) et (x5. ¥5) deux caractéres affines unitaires et non ramifiés de T'(F).

Supposons que wy, = wy,. Alors, a homothétie pres, ¥ et y, se déduisent I'un de I'autre
par Uaction d'un élément du groupe d’automorphisme de T'.

Démonstration. — Preuve de (i). Notons 03 la fonction localement constante sur 5reg(F )
associée a la distribution @ (cf. 3.1). Pour y € G(F) fortement régulier, on a une égalité

() Oy () = [G7(F) : Gy (F)] ™' )~ A, »)1(3),
5

ou § parcourent les éléments fortement G- réguliers de T’ (F) qui correspondent a y — en
general § est pris a conjugaison stable prés mais, pulsque T’ est un tore, la conjugaison de T’
sur T/ est triviale. Soit ¢ = (z,g) €e C.Poury € G, posons y¢ = zg~lyg. Pour y € G(F)
fortement régulier, on vérifie que, si§ € T’ (F) correspond a y, alors §¢ = £z(z)6 correspond
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ayc,ouéz : Z(G) — T’ est '’homomorphisme naturel; remarquons que éz(z) € T'(F).
Ainsi on a

) Op (r) =[G (F) : Gye (F)] ' Y A, ) 1(5°),
§

ou § parcourt le méme ensemble que dans (1). Il est clair que I’on a I’égalité
[G7(F) : Gy(F)] = [G”" (F) : Gye(F)].
On est donc ramené a prouver I’existence d"un caractére w, de € tel que, pour (8, y) € D(T")
etc = (z,g) € C d’'image ¢ = ¢(z,g) € C, on ait
3) A YT () = 0y () AG, )X (6).

Pour un élément ¢ = (z,g) € C, écrivons g = zgm(gs) avec z, € Z(G) et gsc € Gsc,
oun : Gsc — G est ’homomorphisme naturel. On définit un cocycle galoisien o +— «(0)
a valeurs dans Z(Gsc) par a(0) = gs«0(gse)”!. Le couple (o, z71(1 — 6)(z¢)) définit un

. —6

élément du groupe de cohomologie® H(I'r: Z(Gsc) =z (G)), que 'on note b,. Cet
¢lément ne dépend pas du choix de la décomposition de g. L’application ainsi définie ¢ — b,

—6 . .
de C dans H"(I'r; Z(Gsc) = Z(G)) se factorise a travers €. On a un homomorphisme
naturel

e ! Gsc(F) — Gn(F) — C.
Notons € = @/ne(Gsc(F)) le quotient de € par le sous-groupe image de Gsc(F). On voit
que ’homomorphisme ¢ + b, se quotiente en un homomorphisme

— —6
(4) € — H'Y(Tf; Z(Gsc) —5 Z(G)), & > bz.
Une preuve standard montre que :
(5) 'homomorphisme (4) est bijectif.

Fixons un couple (8, y) € D(T’), et reprenons la construction du facteur de transfert non
ramifié A(8, y) donnée en [15,1.6.3]. Ici, puisqu’on a identifié L 7" 2 77, il n’y a pas de données
auxiliaires. Notons Ty le commutant de G, dans G. C’est un tore maximal de G défini sur F.
Comme dans la démonstration du point (iii) de la proposition de 5.1, Ty s’identifie au tore
« quasi-déployé » maximal T (c’est-a-dire d’une paire de Borel (B, T) de G définie sur F)
tordu par un cocycle galoisien ¢ +— w(o) a valeur dans W, de sorte que I’application
naturelle Ty — To/(1 — 0)(Ty) ~ T’ soit définie sur F. Ici 6 est le F-automorphisme de T
associé a la paire (B, T), et W = WOY(T) est le groupe de Weyl. Bien siir, le tore dual To
(resp. f"oe’°) s'identifie & 7 (resp. f”é"’) muni de I’action galoisienne convenable. On a une
formule [15, 1.6.3]

AG,y) = A, VAT Az (W((Vy» Vad), (17 e 52)) ™

le produit étant donné par I’accouplement [7, A.3]
. 171,0 1-6 1,0 LA 1-6 4 x
('7 ) :H (FFa TO,sc — TO,ad) x H (WF, TO,sc — TO,ad) - C~.
@ Ce groupe est celui noté H! par Kottwitz et Shelstad, et HO par Labesse — cf. la remarque de [15, 1.1.12].
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Dans cette formule, z est un cocycle non ramifié de Wr dans Z (G), et ¢ est un cocycle non
ramifié de Wr dans T’. Ces cocycles déterminent des caractéres A, de G(F) et A; de T'(F),
qui sont triviaux sur K et sur K’. On les prolonge en des caractéres affines )15 de 5(F )
et ;X; de T'(F), tels que )15 soit trivial sur K et i; soit trivial sur K. Soit ¢ = (z,g) € C,
d’image ¢ = ¢(z, g) € €. Posons (y/,8') = (y¢,8°). Ecrivons g = z,7(gs) avec zg € Z(G)
et gsc € Gsc comme ci-dessus. Quand on remplace y par y’/, le tore Ty est changé en
Ty = Intg1(Tp), mais on se ramene a Ty par 'isomorphisme Intg . qui est défini sur F.
Pour définir le facteur de transfert A(8, ), on a fixé une paire de Borel épinglée £y de G de
paire de Borel sous-jacente (By, Tp) de sorte que (8, 7', T’, By, Ty, y) soit un diagramme au
sens de [15, 1.1.10], et on a décomposé y en y = ve avec € € Z(g, &o)etv € Ty. Pour y’, on
peut prendre £j = Intg—1(&¢), € = Inty1(e) et v/ = z(6 — 1)(zg)Intg-1(v). Quand on se
ramene a Ty par Intg, on obtient v' = z(6 — 1)(zg)v, donc v} ; = v,aq. On fixe un élément
g1 € Gsc tel que Intg, (€p) soit une paire de Borel épinglée de G définie sur F (par exemple
la paire € de 2.2). Le cocycle Vr, est de la forme

Vr,(0) = rry(0)ngy (0, (0))ue,(0),

olug,(0) = g7'o(g1), wr, (o) est'élément de W9 défini parue,(0)~!, ne, : W — Gsc est
la section de Springer associé¢e a Eg, et rr, : ['r — T, Oe,sc est une fonction associée a (By, Tp)
définie en [15, 1.2.2]. On peut prendre les mémes a-data pour y et pour y’, modulo I’isomor-
phisme Int,_ . On voit alors que, pour y’, les deux premiers termes rr, (o) et neg,(wr,(0))
sont les mémes que pour y, modulo I'isomorphisme Intg_ . En effet pour y’, on peut prendre

g} = 818sc. Alors Int,/ (€5) = Intg, (€o). En posantug, = gi~'o(g}), ona

Intg,, (g (0)) = e, ()a(0).  (0) = g0 (gse) "

On a un diagramme naturel de complexes

Z(Gsc) =2 7(G)

|,

1-6
Tose — T

I
To,sc 1, To,ad
qui donne naissance a deux homomorphismes
to - HYO(Tp1 Z(Gsc) ~—> Z(G)) — HY(Tp: Tose —> To).
bt HYO(Tp: To e+ To) = HYO(Tp: To e - Ty aa).

On obtient que, quand on remplace y par y’, le terme (Vr,, Vaq) est multiplié par ¢1e0(be) L.
Coté dual, rien n’a changé (pourvu que I'on conserve les mémes y-data). En défini-
tive, quand on remplace y par y’, le terme ((Vr,, Vad), (i7y,sc- Sad)) "' est multiplié par
{(t1to(be), (tTy,5¢- Sad)), ou encore par (to(be),l1(fTy,sc- Sad)), oU I désigne I'application
«duale» de .
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REMARQUE 1. — On entend par application « duale » ’homomorphisme naturel

. P A A 1-6
b HYY(We: Tose — To.aa) = HYY(Wr: To — To aa).
Ces groupes ne sont pas les duaux des précédents, ces duaux sont les quotients par les images

naturelles de TFF ’

Le terme A(8, y) ne dépend que des a-data, des y-data, et de v,gq.

En reprenant la définition du caractére affine i; : 7~"’(F ) — C*, on voit qu’il est trivial a
cause de notre identification de LT avec 7.

Onay’ = zg 'Int,(g)y, donc

A (y) = Az (g Int, (g) Az ().

Ecrivons h = zhn(hsc) avec zj € Z(G) et hy € Gsc; ici, 7w est I’homomorphisme
naturel Gsc —G. Le cocycle non ramifié z: Wrp — Z (G) est déterminé par la
valeur z(¢) = z;. On le pousse en un élément (z, 1) de HYO(Wg; To — To,ad). Calculons
I'image de zg~'Int, (g) dans Gap(F) = HO(TF; To,ic — To). On a

28 Inty (g) = 2(8 — D(zg)m(gsc Inty (50)).
On définit le cocycle galoisien
0 > B0) = g5 Inty (g5c)0 (g5 Inty (g50))

L’image de zg~!Int, (g) dans G, (F) est la classe du cocycle (B,z(0 — 1)(zg)). Or puisque
Int, est défini sur F, ona B(0) = (8 — 1)(x(0)). On a un diagramme de complexes

TO,sc i TO
o l
TO,sc - TO
qui donne naissance a un homomorphisme
1-6
b2 HI’O(FF; TO,sc — TO) - Gab(F)~
Alors I'image de zg~'Int, (g) dans Gap(F) est égale & 1219(be)~!. On en déduit que, quand
on remplace y par y’, A, (y) est remplacé par (t12t0(be), (z, 1)) ™! = (to(be), l2(z, 1))}
Enfin on a ¥'(§") = x'(§z(2))¥'(8). Le caractére y" de T'(F) est repéré par un cocycle
Uy WE — 7' = foe"’. Alors y'(£z(z)) est le produit (£z(z), ity ), pour 'accouplement
() : HO(Tp: To/(1 — 0)(To)) x H' (We; T2°) — C*.

D’aprés Kottwitz-Shelstad [7, relation (A.3.13), page 137], ou I'inversion doit disparaitre
d’aprés une correction ultérieure [8], c’est aussi le produit ((1,£z(z)), (i,. 1)) pour I'accou-
plement

() HYO (g 1 = To/(1— 0)(To)) x HO(Wp: 700 5 1) - C*.
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On a un diagramme de complexes

1-6
Tose — To

| |

I —— To/(1 - 0)(To)

qui donne naissance a un homomorphisme

1-6
13 : HY(Tp: To e —> To) »> HY(Tp: 1 — To/(1 — 60)(To)).

Le terme (1,£2(z)) est égal a 1319(be)~!. On en déduit que, quand on remplace y par y’,
A’Z(y) est multlphé par <L3L0(b0)7 (H’X/v 1)>_1 = (LO(bC)ﬂ Z3(MX/5 1)>_1'

. r1z ~ 1-6
Définissons I'élément 1, € HYO(Wr; To — To,aq) par
Ny = Uty se: Sad)l2(z. D)7 Ty D7

En rassemblant les calculs ci-dessus, on obtient la relation (3), le caractére w,s de € étant
défini par

wy (€) = (to(be),ny), ¢ €C.
Le point (i) de la proposition est démontré.

REMARQUE 2. — En reprenant les définitions, on calcule

77)(’ = (ﬂxl’ Sad),

ou By est le cocycle non ramifié qui, en ¢, vaut 7 (Fr, (¢)A(wr, ()))h~ iy (#) ' Les deux
premiers termes sont ceux de [15, 1.6.3]; on choisit bien sir des y-data non ramifiés.

REMARQUE 3. — On peut donner une formule plus explicite. Le terme 77, (¢)7i (wr,(¢))
est un ¢lément du normalisateur de YA"O,SC dans ch qui agit sur fO,sc de la méme fagon
que Int,__. On peut construire un autre élément qui a la méme propriété. Rappelons que /s
est un bon relévement dans ésc de I’élément h,q(0). Il est de la forme hse; = (hse,1, - - Psc.d)-
Pouri =1,...,d, les composantes de /. ; sont égales a 1, vs,;, ou ”Sc,i“s_c}i ; OU Ugei €t Uge,i
sont des relevements de u,q,; ({;) et vaq,; dans SL(n;, C). Pour vy ;, on peut prendre ’¢lé-
ment v; € SL(n;,C) — cf. 5.2. On définit un élément h‘s)c € GSC en prenant vg.; = v; et
en remplagant les coordonnées vius_c}i par v; dans la définition de hg; (pouri = 1,...,d).
C’est I’élément en question. Alors 71, (¢)7 (wr,(¢)) appartient a f(ﬁschgc, et B,/ (¢) appar-

']A“é,FF,O

0,s¢ est

tient & n(fé’i T (h2)h™ 1y (¢)~1. Mais, la donnée T’ étant elliptique, le groupe
réduit a {1}. Il en résulte que

0 20
TO,sc = (1 - ¢T0)(T0,SC)'
Ici, ¢r, est l'action du Frobenius ¢ sur To ou fO,sc, le tore Ty étant muni de Paction

galoisienne qui en fait le tore dual de Ty. On voit alors que, sans changer la classe du
cocycle (8. sad), on peut modifier la définition de 8,/ et supposer que

By () = mw(hg)h™ iy (9) 7"
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Prouvons (ii). Considérons deux caractéres affines unitaires et non ramifiés (y}, ¥})
oz T _ > 5 ;
et (x5, x¥5) de T'(F), et supposons que Wy, = wy,. D’apres les calculs ci-dessus et la
propriété (5), le cocycle 1, n;,l annule 'image de tp. Lhomomorphisme ¢y s’insére dans une
2
suite exacte

1-6 . 1-6 v 1-6
H"Y(TF; Z(Gsc) —> Z(G)) = H'YO(TF; Tose —> To) = HY(Tr; To.0a — To.04)-

Dire que My, 17;,1 annule 'image de ¢y revient a dire que le caractére associé¢ a My, r);,l du
2 2
groupe central de la suite ci-dessus est le composé de i et d’un caractére du groupe de droite.
Autrement dit (cf. la remarque 1), cela revient a dire que Ny, n;,l appartient au sous-groupe
2

~ 1-@ A . tal o
de HYO(Wp; To — Tp,aa) engendré par les images naturelles de Toljf:d’ et de ’homomor-
phisme
n “ 1-6  ~ A~ 1-0 A
W : Hl’O(WF; TO,sc e TO,sc) - HI’O(WF; TO — TO,ad)-

’ ~T 5 . ~T .
On peut se débarrasser du groupe 7, aFd’O : Cest I'image naturelle de 7,) £*°, donc il est contenu

dans I'image de . Soit un couple (B, r) définissant un élément de H-0 (Wi ; Tp 4 19 To.se)

tel que ¥ (B,1) = Ny, n;,zl D’apreés les calculs plus haut (cf. les remarques 2 et 3), on a
My = (g Mo - D)

1l existe donc un u € T tel que

(6) Ly, Wiy (W)™ = wr, u~ x(B(w)), w e W,

(M 1= (1= 0)(uaa)t.

Comme dans la remarque 3, on note wr, 'action de w sur To, vu comme tore dual de Ty. En
particulier, on a ¢, = Inty o ¢, ou le dernier ¢ est I'action naturelle du Frobenius sur G.

On écrit u = z,m(us) avec z,, € Z (é) et Ug. € ésc- On peut remplacer 8 par 8’ défini

par
B'(w) = wr, (use)ug' Bw),  w € W,
et remplacer ¢ par
' = (1= 0)(ug)t.

Cela nous r?méne aucasou u = zy. En oubliaAnt cet épisode, on suppose simplement
que u € Z(G). La relation(7) équivaut alors a t € Z,. = Z(Gsc) Puisque [y, et jLy;, sont a
valeurs dans f"oé"’, la relation 6) entraine que 8 prend ses valeurs dans Zs Toé,sc On a vu dans
la remarque que YA“Oé,SC =(1- ¢TO)(fOé,SC). On peut donc écrire B(¢p) = y(1 — ¢r,) (') avec

0.sc- La relation de cocycle dit que (1 — é)(y) = ¢, (1)t~ L. Alors y vérifie
I’hypothése du lemme de 5.3. En conséquence, on peut écrire y = n(x, hs)(1 — ¢r,) (")

y e Zeetu €T

avec X € 3(Ssc, hse) et u” € Zg. En posant ug = u~'x(u'u”), ona ug € Z(G)f":"’ et la
relation (6) devient

Ly, W)ty (W)™ = (1 = $r) (o)t ((x, hse)),  w € W,
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On se rappelle que ¢7,, = Inty 0¢p. Mais alors I’élément u o (x) réalise un automorphisme de
la donnée T’ qui envoie le caractére x| sur 5. Cela prouve le point (ii) de la proposition. [

REMARQUE 4. — A I’aide des mémes calculs, on pourrait prouver simultanément cette
proposition et celle de 5.3. Mais il nous a semblé plus clair de séparer les preuves.

5.5. Action de C sur les transferts sphériques

Soit T' = (T’,77,5) un élément de &_,.. On a vu (4.11) qu'a un caractére affine
unitaire et non ramifié (y’, y’) de T’ (F) est associé¢ un triplet elliptique essentiel non
ramifié¢ 7’ = 7,y € EJ], bien défini & conjugaison prés. Ce triplet 7’ se reléve en un triplet
' =71y € &Y, lui aussi bien défini a conjugaison prés, en imposant la condition
0.(1g) = 7 (Ag), ou (K K') est le sous-espace hyperspécial de 7”(F) associé a (K, K).
D’apres le lemme 4 de 4.9 et la proposition de 5.4, les distributions @, et T/ (") sont des
vecteurs propres pour 'action (par conjugaison) de C relativement a des caractéres ;s et w,

de ce groupe.

PROPOSITION. — Soient T' = (T',7T",5) € & _nr et y' un caractére unitaire et non ramifié
de T'(F). Posons t" = t,y (€ EJ}/conj.). On a l'égalité

Wy = Wy,

Démonstration. — Reprenons les constructions et les notations de la preuve de la propo-

sition de 5.4. On y a défini un homomorphisme € — H»*(I'r; Z(Gsc) = Z(G)), que I'on
noteici jz. Onadonc jz(c¢) = b, ¢ € C. On a aussi un tore maximal Tg de G, muni de ’ac-
tion galoisienne non ramifiée telle que ¢7,, = Inty o ¢, ot ¢ est 'action naturelle du Frobe-
nius sur G. Ainsi, ﬁf *° muni de son action galoisienne, s’identifie a 7’ muni de son action
galoisienne. Fixons un élément hg s € ch qui normalise T et dont I’action sur ce tore coin-
cide avec Inty, (par exemple I'élément /2, de la remarque 3 de 5.4). Notons Bo le cocycle non
ramifié de W dans Ty tel que Bo(¢) = b'h(hosc)™t, ou b’ = py(¢) estlavaleur en ¢ d’un
cocycle non ramifié u,s : Wg — T’ associé a y'. D’aprés 4.11, on peut supposer que b’ appar-

S AN A - , . 12 A 1-6 A
tienta Z(G)NT'. Le couple (B, 5,4 ) détermine un élément de H'*(Wg; To — 7o aq), que
I’on note 7. Cet élément n’est autre que 'inverse de I’élément noté n,- dans la preuve de la
.. —6 A
proposition de 5.4. D’autre part, notons jo : € — HY(Wp; To s 1—> To) le composé de jz
et de 'homomorphisme
1-6 A 1-0 ~
to : H'(Tr; Z(Gsc) — Z(G)) — H' (Wp; Tosc — To).

Alors le caractere w, est donné par

(1) wy(e) = (Jo(e). 7o) ™", ceC.

Ecrivons 7/ = (T, A, 7). Rappelons comment ce triplet a été construit. On a choisi un
¢lément y € Gsc tel que Int,—1(h) = h¢ pour un ¢lément h € T, et A est le caractére
unitaire et non ramifié de 7' (F) associé au cocycle non ramifié Wr —>~f" dont la valeur
en ¢ est b’h. Uautomorphisme Int, induit une application bijective de RC2(1) — g(go’, a),
ou ¢’ : Wrg — LG est le paramétre tempéré et non ramifi¢ déduit de Wy via 'isomor-
phisme L7’ ~ T’ (C £G). L’élément #' est celui correspondant a 'image de § € 3‘:0/,@ dans

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



364 B. LEMAIRE, C. MEEGLIN ET J.-L. WALDSPURGER

le groupe tordu §(¢’, a) = 3‘;}/’,1 / S;,Z (G)Tr, L’automorphisme Intz conserve T et agit sur
ce tore par wf pour un certain élément w € WTI#. On a des complexes en dualité

1—wb A 1-Bw—! 4
Tse —— T, T —— Tyq.

Remarquons que 1 — w#@ se restreint en 1 — 8 sur Z(G). On a donc un homomorphisme

]
TH'Y(Tp: Z(Gse) ~—> Z(G)) — HY(Tp: T 5 T)
qui, composé avec jz, donne un homomorphisme
6
7€ = HY(Tp: Tye —25 7).

D’autre part, 'automorphisme Int,—1 de G envoieletore U’ = S 0, sur U = TTFe et §¢ a
sur Sv, wouy : Wg — LGestle parametre tempéré non ramifié donne par V() =b'hx qb
Les éléments de Swg sont de la forme xf ou x est un élément de Ng (T') qui opére sur T
par un élément de WTF . En particulier, puisque Int,—1(5) = y~ s@(y)@ appartient a SW,,
l:élément n= yA‘lse( y) appartienta Ng (AYA"), et d’aprées la remarque 2 df: 4.7, les deux termes
w1 et Int, o 6 ont la méme action sur 7. L’automorphisme Int, de 7 commute a ’action
galoisienne, et on sait que le groupe W = W se reléve dans la composante neutre Gg”cc’
du sous-groupe ch C Gsc des éléments qui sont fixés par ¢ (ou encore par I'r). On peut
donc décomposer n enn = En(u) ou & € Tetu e Ggéo. Notons uy : Wgp — T le
cocycle non ramifié dont la valeur en ¢ est b’h. Il résulte de la description ci-dessus que
(1 — Int, o B)(uy) est le cocycle non ramifié dont la valeur en ¢ est a(¢) '£¢(§)~!. Soit
€aa € Tad la projection de § sur Gap. Le couple (iy,£,4') détermine donc un élément

A 1-Intzof
7e HOWp: T 2% 70,

Soit 7/ € €Y un relevement de 7’.
LEMME. — Pour ¢ € C, on a l'égalité ¢ (©4) = (j(c),7) 1Oy

Démonstration. — Rappelons que ’homomorphisme jz se factorise en un isomorphisme

de € = C/me(Gsc(F)) sur HYO(T'x; Z(Gsc) 15 Z(G)). Par suite, ’égalité de ’énoncé
est claire si ¢ € 1 (Gsc(F)). Comme le groupe Gap(F) est produit de Toq(F) et de I'image
naturelle de Gsc(F) dans Gap(F), il suffit de prouver I’égalité de ’énoncé pour ¢ = ¢(z, g)
avec gaq € Tada(F), donc g € T(F). Soit donc (z,g) € C tel que gag € Taa(F). Posons
c=q(z,g) €Cett =zg 'Inty, 0H(g) € T(F). Alorst € T(F) et 'on a (4.9, lemme 3)

2) “(O7) = A1)O7.
Pour prouver le lemme, il faut donc montrer I’égalité
(3) A = (). 1)

On a A(t) = (t,pu,4a), ou Paccouplement est celui entre T'(F) et H (Wp; 7). Rappelons
la définition de j(c). On écrit g = zgm(gs) avec zg € Z(G) et g € Gsc, et 'on note
o +— a(o) le cocycle galoisien a valeurs dans Z(Gsc) défini par a(0) = ge0(gsc)™ .

-6 .
Alors j(c) est 'élément de HVO(I'f; Ty = T) défini par le couple (o, z71(1 — 0)(zg)).
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Puisque g appartient a Ty, on vérifie que ce couple est cohomologue a (1,771). On a des
homomorphismes

—wo
HO(TF: T) — HYO(Tp: Ty —> T)

et

1—Int, YN

HI(WF, 'f) — HI’O(WF; f _— Tad)

qui, d’apres [7, A.3.13], sont en dualité (le signe disparait d’aprés une correction ulté-
rieure [8]). On en déduit I’égalité (3). O

Pour démontrer la proposition, il reste a prouver I’égalité

4) {(Jo(c),n0) = (s(c),n), c¢€C.

On a le diagramme commutatif exact suivant de complexes de tores

1-6
Z(Gsc) Z(G)
diag_l Jdiag_
—0 —wo
TO,sc X Tsc (Z0)xU7wo) To x T

| |

(TO,sc X Tsc)/diag—(Z(GSC)) — (TO S T)/dlag—(Z(G))

ou diag_ est le plongement antidiagonal, les fléches verticales du bas sont les projections
naturelles, et la fleche horizontale du bas est celle déduite de (1 — ) x (1 — w8) par passage
aux quotients. On en déduit une suite exacte de groupes de cohomologie

—0 —0 —wh
HY(Tp: Z(Gse) =5 Z(G)) — HYO(Tp: Toge x Toe =200 s )

1,0 . (1-0)x(1—wbh) X
— H""(TF: (Tose % Tse)/diag_(Z(Gsc)) ——— > (To x T)/diag_(Z(G)).
Le couple (7jo, 7) définit une forme linéaire sur le groupe central, et (4) signifie qu’elle annule
I'image du premier groupe, ou encore qu’elle se factorise en une forme linéaire sur le dernier

groupe. Posons X = (Tp x T)/diag_(Z(G)), Y = (Tosc X Tsc)/diag_(Z(Gsc)), et notons
. N —6)x(1—wh
X EN Y le complexe dual du complexe de tores ¥ M X. On a dualement un

homomorphisme

A 1-Intzof

A A A 1-0 4
(5)  HOWr: X 5 7)o HOWp: To -5 Toa) x HOWr: T 20 ),
et il suffit de prouver que
(6) le couple (7)o, 1j) appartient a I'image de ’homomorphisme (5).

Commengons par décrire les groupes X et Y. Le second est facile a identifier : on a
Y = (Tosc x T)/diag(Z(Gsc)), ou diagest le plongement diagonal. Le premier est plus com-
pliqué. Algébriquement, X est le groupe des (g, ¢, tc) € To x T x Ty tels que tor ™! = m(tse)
(algébriquement, on a Ty = T'). La structure galoisienne est bizarre (cf. [15, 1.2.2]), mais elle
est évidemment non ramifiée et cela nous suffira. homomorphisme f est défini de la fagon
suivante. Soit (to,?,tsc) € X. On écrit t = z;7w(ty) avec z; € Z(G) et ty, € Ty.. Alors on a
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to = z;w(titse) et f(to, 1, tsc) est 'image de ((1 — 0)(tlts), (1 — Int, o 9)(t *)) dans Y. En
se remémorant les définitions, on voit que, pour prouver (6), il suffit de trouver un élément
(to. 1, tsc) € X etun couple (do,sc,d) € YA},,SC x T vérifiant les conditions suivantes :

(7) to = b'hw(hose) ™"t = b'h;

(8) I'image de dy,sc dans fo ad €st s;d et 'image de d dans fad est Sa_dl ;

(9) il existe ¢ € Z(Gsc) tel que (b, (dos)dgler &1 (d)d ™) = (£.0) f (10, 1, 1),
Onécrith = zpm(hg) ets = zgm(ssc) avec z, zs € Z(é) et hse, 5sc € Gsc. Soit age 'élément
de Z(Gsc) défini par

dsc = Sscé(hsc)(»b(ssc)_lhs_cl-

On pose by, = y 1 hsep(y). On définit 7o et 7 par (7), et on pose fsc = hschy, 1 hg.. On vérifie
que 7(tse) = tot ", donc . appartient bien a Ty.. On pose do s = 53! et ng. = y L5 O(y).
L’image de ns dans Gap est la méme que cellede n = Ex(u). Donc ng = &scu, ol & est
un élément de Ty qui se projette sur £,4 (dans GAD). On pose d = n(&‘sc)_l. Alors (8) est
vérifié. On calcule f(fo, 1, tsc) en posant ¢, = h. On a t/ tsc = heeho! , donc

0,sc>

flto.t.1se) = (1 = 0) (hschg o). (1 = Inty 0 0)(hy,)).

On se rappelle que /¢ g est fixé par 6. Par conséquent (1 — 9)(hsch0 y=0- 9)(hsc) et ce
terme vaut (calcul) a ' g7, (do, SC)al0 - Ona

(1 —Int, 0 0)(hy,) = honl(h,) 'ng'.

—SsC —SsC

En conjuguant par y~! P’égalité SSCOhsccp = ay sc¢s500, on obtient I’égalité
nscéhsc(ﬁ = aschscqbnscé.
On voit alors que
hoenseb (o) ™' g = ag hensep(nie) ™ !
az hoobset (Eec) " b
= az (b))
=a '¢r(d)yd".

Mais alors la condition (9) est vérifiée avec { = ag.. Cela acheéve la démonstration de la

proposition. O
Index
)7 e 318 Cieusp(G(F)), 312
(s el 312 C%"IL(G(F)), 315
(’7 ')u,ella 311 e, 324
A, Ag, Ag, 311 4o 293
@, 285 Dy ’ 311
ag(0), 288 v
b,b,293 dg, 292
C,324 D:H(G(NF), w), * = nr, ram, 311
c(&" G'), 319 Dy en(G(F), ),311
Ce cusp(G(F)) 312 DZ,M(G(F)7CU): D%,;,L,ell(G(F),w)a 315
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A :D(G') - C*, 291
D(G'), 289

¢ = &(G.a), Cur, Cram, 314
Enr, 331

Cq u 317

E8f- G . EGm. 311
eu(G,0), Ey(G,w), Eypen, 312
Eelll Ee, 311

&(G.w), E(G,w), 310
F,F, FOr 286

[ 5 295

[ 9,293

£ £01,316

f= f1l7,w’ 296
G,G,286

T'r, 286

G' = (G'.9.5),288

Gy, 292

G’, 289

Il Sk, 293

Hgs S 293

196, f7),292
1%(y.0. f),292

1998, 1), 293

IE C FF,286 ~
i£0) =i$(0.5), i%. 303
I1(G(F),w), 292
Tausp(G(F),0),312
IZ,M(G(F),H)), IZ,,u,,cusp(G(F)’w)’ 315
(s 313

LZ,M’ 318

Irr(RC (0)), 309

Irr(RS (0. 63)), 310
Irr(RG-°(0)), 310

T . f1. f2).312

IG (@, fi, f2),318

K, K, KO, 290

K'. K, 291

Ke, Ke, 290

L(T, w), 295

L(T), 304

M, M, M, 296

pe, 312

N (F).0 (@), 309

NG (o), 308

NG (0), 309

NG-2(g), 309
w, 288

o =wg, 292
wg’, 315

oz RE) —> U, 328
we, 329

p'*, 302

p*, 300

P, 312

PZu PZ - 315
PCl,Als 317
PP, P, 29

¢ € Wg, 286
7p, 309

TG 310
7z, 310

P, Mp,Up,294
q.324

R%(0), R (), 309

RG@ (), RG@ (q), 309

RS (0), 311 N

Sy, S(@), S(¢.a), Sy 4,332

SDZII(G/(F)), * = nr, ram, 324

SD1(G)), 314

SD ZJM,GII(G/)’ SI g’M’Cusp(G'), 317

SI(G'(F)), 292
STeusp(G'), 314
Stab(R%(0), F), 312
T =Tg, 302
t= tg’,K ,302
TG en 304
Tg/ 7,0 317

0, 287

0 = f¢, 287

Oz = tr7, 298
Oz, 311

U, 299

w6 (o), 308

WE (0), 309
WG-@(g), WO2(g), 309
Wg C TF, 286
WY (0), 308
£7,343

£z, 289

Z(G), 287

Z(G, &), 287
{a,e, 329
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