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T H É O R I E
DES

P O I N T S SINGULIERS ESSENTIELS,
PAR M. C. GUICHARD,

ANCIEN ÉLÈVE DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE.

I N T R O D U C T I O N .

Le théorème de Laurent qui donne le développement d'une fonction
suivant les puissances positives et négatives de la variable contient le
premier germe de la théorie des points singuliers essentiels. Mais c'est
à M. Weierstrass que revient la gloire d'avoir introduit cette nouvelle
notion dans la Science. Dans un Mémoire ( f ) qui a été publ ié dans les
Abhandiungen de l 'Académie des Sciences de Berlin en 1876, l'illustre
géomètre allemand divise les points singuliers en deux classes : d'une
part ies pôles, et d 'autre part les points essentiellement singuliers. Il
montre que le point infini d'une fonction algébrique est un pôle, que
le point inf in i d'une fonction holomorphe ou d 'une fonction méro-
morpbe quelconque est un point essentiellement singulier. Il y a donc
une grande différence entre la forme de la fonction dans le voisinage
d'un point singulier et sa forme dans le voisinage d'un pôle. Dans le voi-
sinage d'un point singulier, la fonction, ainsi que l'a fa i tvoi rM. Picard,
peut prendre toutes les valeurs, sauf deux exceptions au plus ( 2 ) . Dans

( 1 ) Ce Mémoire a été traduit par M. Picard dans les Annules de V École Normale, année

('2) Comptes rendus de l'Académie des Sciences, année 1879, et Annales de l'École Nor-
male, 1880,
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le voisinage d 'un pôle, au contraire, la fbnclion est toujours i n f i n i m e n t
grande.

Dans le Mémoire déjà cité, M. Weierstrass donne la solution com-
plète d'une question qui avait été traitée dans quelques cas particuliers
par Cauchy : la décomposition d 'une fonction holomorphe en facteurs
primaires ayan t chacun un zéro au plus. Il résout en même temps le
problème inverse : former une fonction ayant des zéros donnés; puis il
démontre que toute fonct ion méromorphe est égale au quo t ien t de
deux fonctions holomorphes. E n f i n il donne la forme générale des
fondions uniformes qui ont un nombre fini de points essentiels et un
nombre quelconque de pôles. Il résulte de ces remarquables travaux
que de telles fonct ions peuvent être représentées soit par un produit
de facteurs primaires contenant chacun ou un zéro, ou un pôle, ou un
point essentiel au plus, soit par u n e somme de termes primaires conte-
nan t ou un pôle ou un point essentiel.

M. Mittag-Leffler , disciple de M* Weierstrass, a étendu ce dernier
mode de représentat ion aux fonc t ions qui ont un nombre inf in i de
points essentiels, il mont re en même temps qu'on peu t former une
fonction uniforme ayant des points singuliers donnés , en nombre fini
ou infini , en supposant toutefois qu'il y en ait un nombre uni dans
une aire l imi tée ( 1 ) .

Peu de temps après, M. Mittag-Leffler publ ia i t sur les points singuliers
une série de proposi t ions (2) qui agrandissent considérablement la pre-
mière conception de M. Weierstrass. Le point essentiel, tel qu'il s'est
présenté au début de cette théorie, est le po in t in f in i d'une fonction mé-
romorphe ; il peut y avoir dans le voisinage d'un tel point un nombre
inf in i de pôles, mais il n'y a pas de points essentiels. M. Mittag-Leffler
a in t rodu i t dans l 'analyse des points essentiels, tels que dans leur voisi-
nage il y ait toute une série plusieurs fois infinie de points singuliers.
L'ensemble de ces points singuliers forme ce que M. Mittag-Leffler
appelle les points singuliers du premier genre. Ces points se divisent
en classes. S'il n'y a pas de points singuliers dans le voisinage du point
essentiel, on a un point singulier de première classe. Si dans le voisi"

( 1 ) Comptes rendus de P Académie dr& Sciences, 13 février x88'2.
( 2 ) Voir ibid., 3, îo, 17 et 94 avril 188-2.



THÉORIE DES POINTS SINGULIERS ESSENTIELS. 3o3

nage du point considéré ily a un nombre in f in i de points singuliers de
première classe, on a un point singulier de deuxième classe, el ainsi de
suite . Mais il y a toute une série de poinis singuliers qui ne r en t r en t
pas dans cette classification, et que M. Mittag-LeftIer appelle despoirîîs
de deuxième genre. Dans ces recherches délicates, le géomètre suédois
a introduit la classification de M. Cantor sur les suites inf inies ( i ).

Il restait à in t rodu i re ce nouveau genre de d iscont inui tés dans
l'étude des fonctions périodiques. En 1880, M. Picard d o n n a i t u n e
méthode pour obtenir les fonctions doub lement pér iodiques q u i ont
des points singuliers essentiels, et montrai t le rôle i m p o r î a n t que
jouent ces fonctions dans l 'étude des équat ions différentielles linéaires
à coefficients doublement périodiques ( 2 ) . La même question a été
traitée par M. Appel l , qui a donné des développements en séries qui
permettent de former toutes ces fonct ions ( 3) .

Enfin la notion de point essentiel a été étendue par M. Appell a u x
fonctions uni formes de deux variables, liées par une équation algé-
brique ( 4 ) .

Tous ces t ravaux, accomplis dans un espace de temps re la t ivement
court, prouvent surabondamment combien la conception de M. Weier-
strass était féconde.

Dans ces essais, nous nous sommes proposé d'exposer la théorie gé-
nérale des fonctions uniformes qui ont des points essentiels, et en par-
ticulier celle des fonctions périodiques. Nous prenons , comme poin t
de départ de notre théorie, le théorème de Laurent ; ce théorème per-
met de représenter une fonction par la somme de deux séries, l 'une
contenant les puissances positives de la variable, l 'autre les puissances
négatives. On peut en déduire un aut re théorème qui permet de repré-
senter, dans une certaine étendue, une fonction par le produit de deux
séries, contenant l ' une les puissances positives, l 'autre les puissances
négatives de la variable. Dans les deux cas, il y a une fonction uni-
forme dans tout le plan qui est égale à la série qui contient les puis-

( 1 ) Mathematisfhcn Ânfialcn de Clebsch efc Neumann, t. Y, p. FAS.
( 2 ) Comptes rendus de ^Académie des Sciences.
( 3 ) Ibid., avril 1882.
H Ibîd.
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sauces négatives. Chacune de ces fonctions pourra servir à définir
l'espèce du point s ingu l i e r ; on représente ainsi la fonction par une
somme ou par un produi t de deux a u t r e s ; l 'une de ces fonctions est
hoiomorphe dans le voisinage du po in t considéré; l 'autre est holo"
morphe à une certaine distance de ce point . Cette double façon de
concevoir les po in ts singuliers permet de généraliser le théorème de
M. Weierstrass sur la décomposit ion d 'une fonction, ayant un nombre
fini de points essentiels, en facteurs pr imaires et de rétendre aux fonc-
tions les plus générales. Après avoir é tudié les points s inguliers dans
toute leur généralité, nous prenons les points du premier genre et nous
donnons leur classification; la n a t u r e de la fonct ion u n i f o r m e , dont le
point infini représente le point s ingul ier , servira de base à cette é t u d e ;
on fait ainsi marcher de pa i r la classification des fonctions et celle des
points singuliers.

La deuxième Partie de ce travail est consacrée à l'étude des fonctions
simplement pér iodiques qui on t des points singuliers essentiels. Nous
les obtenons d'abord sous la forme de produi t s ou de sommes de termes
primaires, puis sous la forme de développements en série qui les re-
présentent d 'une façon plus s imple.

Enfin, dans la dernière Par t ie , nous é tud ions les fonct ions double -
ment périodiques. Tout d'abord, nous formons des fonc t ions intermé-
diaires qui j o u e n t dans cette théorie un rôle analogue à celui que
jouent les fonctions Q dans la théorie des fonc t ions doub lement pério-
diques méromorphes. En employant la méthode de M. Appe l l , on
arrive à développer ces fonctions intermédiaires en séries. Avec ces
fonctions intermédiaires , on peut former des fonctions d o u b l e m e n t
pér iodiques ; si l'on cherche les conditions nécessaires et suffisantes
pour qu'on puisse former une telle fonct ion , quand l'espèce et la posi-
t i o n de ses po in t s singuliers sont donnés, on arrive à généraliser un
certain nombre de théorèmes sur les fonctions méromorphes double-
ment périodiques. La méthode de décomposition en somme généra-
lise le théorème des résidus; la méthode de décomposit ion en produi t s
généralise les théorèmes de Lieu vi l le . Enfin , pour terminer , nous étu-
dions les produits et les sommes doub lement inf inis qu i peuvent servir
à représenter les fonctions doublement périodiques. C'est le poin t de
vue sous lequel s'est placé M. Cayley pour arriver à la théorie des fonc-
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lions doublenient périodiques méromorphes ( 1 ). Nous étendons ainsi
les résultats du géomètre anglais aux fonctions pér iodiques les plus
générales.

PREMIÈRE PARTIE.
ÉTUDE .GÉNÉRALE DES FONCTIONS UNIFORMES.'

1. Théorème de Laurent. — Examen des différents cas qui peuvent se
présenter. —Tou te fonction II(-s), holomorphe dans l'espace annulaire
compris entre deux cercles C et C de centre a, se développe en série
contenant les^puissances positives et négatives de z — a. C'est là le
théorème de Laurent. Nous supposerons, pour simplifier récriture, que
le centre commun des deux cercles soit l'origine. Pour les valeurs de z
comprises entre C et (7, on a

en prenant

n ( ^ = Q ( , ^ ) + P ( l ) ,
\ ^ ' /

^-î^^f;-^-
P( i\ __V^_ _ I rn{x')dx

~z) "~Z^1 ~~ ~~ 2 iT- Je x -' z

Le cercle C/ est supposé extérieur à C. La série Q est convergente à
l ' intérieur de C' et la série P à l 'extérieur de C.

Si la fonction Tl{z) est holomorphe à l ' intérieur du cercle C', les
coefficients de la série P sont tous nuls. Réciproquement, si, dans-le
développement de Laurent, la série qui contient les puissances néga-
tives de la variable d ispara î t , la fonclion n(-s) est holomorphe à
l ' intérieur de C. Cela suppose toutefois qu'on sache à Favance que la

( 1 ) /ounuil de JLiowiUc, fc. X, année i845.
Ann. de l ' É c . Normale. 2e Série. Tome Xïl . — SEPTEMBRE i883. ^9
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fonct ion n(^) est un i fo rme à l ' intérieur de C et n'a pas de lignes de
discontinuités à l ' intérieur de ce cercle. Dans ce cas, les deux fonc-
tions II(s), Q(-s), uniformes a l ' intérieur de (Y, coïncident entre C
et (7; elles sont encore égales à l ' in tér ieur du cercle C, d'après le théo-
rème de Riemann. Le point z == o est alors un point ordinaire de la
fonction n(-s).

Supposons alors que le développement contienne des puissances
négatives de z. Diminuons les rayons de C et de C/, de façon que la
fonct ion reste holomorphe entre ces deux cercles. Il est bien évident
que, si la fonction n'a pas de ligne de discontinuités, les rayons de ces
cercles C et C' peuvent devenir aussi petits que l'on veut. C'est tou jour s
dans cette hypothèse que nous nous placerons. Il peut arriver qu'à un
certain moment les puissances négatives disparaissent. L'origine est
alors un poin t ordinaire de la fonction 11(5).

Si les puissances négatives subsistent, quels que soient les rayons
de C et de C\ le point z = o est un point singulier de la fonction. Il
peut alors se présenter deux cas ;

1° A partir d 'un certain moment , les coefficients du développement
de Laurent ne changent plus quand on diminue les rayons de C et de C\
La série P correspondante est alors convergente dans tout le plan, sauf
au point j s = = o . Elle représente une fonct ion uniforme dans tout le
plan. La différence H ( - s ) — P ( ^ ) sera holomorphe à l ' in tér ieur du
cercle G'. La fonclion n(-s) n'a, à l ' intérieur de (7, qu 'un seul point de
discontinuité, le point z == o. Nous dirons que l'origine est un point de
première classe, et nous caractériserons ce point singulier par la fonc-
t ion P ( - ) - Si cette série P contient un nombre limité de termes, le

V/
point singulier est un pôle; s'il n'en est pas ainsi, l 'origine est un
point essent iel lement singulier.

2° En général, on ne pourra pas trouver des cercles C et (7, de
rayons assez petits pour que, à partir de ce moment-là, le développe-
men t de Laurent ne change plus, quand on diminue encore les rayons
de ces cercles. La série P n'est pas alors convergente dans tout le
plan , elle a un cercle de convergence 2 intérieur à C. Le développe-
ment de Laurent ne change pas quand C se rapproche de S en lu i res-
tant extérieur. Il n*en est plus de même si C et C viennent à l'intérieur
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de 2. Dans ce cas, la fonction II(-s) a 5 à l'intérieur de 2, un nombre in-
fini de discontinuités. L'origine est alors un point singulier de classe
supérieure. Nous allons montrer comment on peut le caractériser.

2. Fonction caractéristique du point singulier dans le cas général. —
II existe une fonction uniforme dans tout le plan P^ ( " ) qui coïncide
avec la série P , dans toute l 'étendue où elle est convergente. Cette
fonctioL est représentée, en dehors de C, p a r l a série P ( ^ ) ; a l'inté-
rieur du cercle C, par la différence I ï (s)—Q(s) ; ces deux fonctions se
raccordent sur le cercle C, puisque, entre C et C', elles sont égales. On
peut représenter analytiquement celte fonction t\[ ̂  par l 'intégrale

Pi ^Y^J- rn(^-n(.Q^
^ ) . 2if'TTj X— Z

La différence ïï(js) — P^ (- 1 - ) est holomorphe à l ' intérieur du cercle C.
\z/

Nous appellerons Pi ( ^ ) la fonction caractéristique du point singu-
lier j z==o . Nous dirons maintenant que deux fonctions ont le point
z=o comme point singulier de même espèce, quand leur différence
est holomorphe dans le voisinage de l'origine. Il est bien évident que
la différence des deux fonctions caractéristiques est alors holomorphe
près du point zéro et réciproquement.

Si la fonction U{z) est uniforme dans tout le plan, il existe une
fonction un i forme Q , ( z ) qui coïncide avec la série Q à l'intérieur de G'*
C'est la fonction II(^) — P i f^V On peut représenter Q^(-s) par l'inté-
grale

n r ^ I f^11^)-^11^)^Qi^) =^j ^x-z} dxf
^^^c

Remarquons enfin qu'à l'intérieur du cercle C les discontinuités
de n(^) et deP/1) sont les mêmes, et, de plus, elles sont de même
espèce. Cela tient à ce que la différence de ces deux fondions est holo-
morphe à l'intérieur du cercle C.
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3. Toute fonction holomorphe entre deux cercles C et C, ayant pour
centre l'origine, est égale, dans cette étendue, au produit de deux séries
contenant, l'une l^s puissances positives, l'autre les puissances négatives
de la variable,

La fonction n(s) , étant holomorphe entre C et C\ n'a dans ce t te
étendue qu 'un nombre l imi té de zéros. Soient a, h, c, ..., / ces zéros.
On peut poser

ï î ( z ) = = : ( z ^ € ^ { z ^ b ) ^ . ( z — l ) F ( s ) ;

¥ { z ) est holomorphe et ne s 'annule pas enire C et C\ II en résul te que
la dérivée logari thmique 1—^ est holomorphe en t re C et (7; on p e u t
lui appliquer le théorème de Laurent

^-Va - .V^ ^mF ( ^ ) ^ L '' ^L^^^'
0 2

m étant un entier positif, négatif ou nul . Prenons l ' intégrale

r^^ci-j, FM^
s, étant un po in t situé entre C et C/. Les deux séries donnent une inté-
grale un i fo rme; le dernier terme donne une intégrale logar i thmique .
.On a d 'ai l leurs

pr^ K r^ irf r^^ r^ r^F(^) = Ke^^ = K V^o x e.A(, - x 6-A s /

Le premier facteur pourra se développer en série contenant les puis-
sances positives de z; le deuxième donnera une série contenant les
puissances négatives de z; enfin le dernier terme est égal, à une con-
stante près, à s^.

On peut donc écrire
n^^^^x^V

v/
La série q{z}, convergente à Fintérieur du cercle C, défini t une fonc-

tion uni forme à l'intérieur de ce cercle. Cette fonction ne s 'annule pas
à l ' intérieur de C; entre C e t C', ses zéros sont les pointsa, 6,c,.. . , /.



THÉORIE DES POINTS SINGULIERS ESSENTIELS. 3o()

Enfin, la série p i 1 - } définit une fonction holomorphe à l 'extérieur de\3/
G qui ne s'annule pas dans cette étendue,

4. Nouvelle manière de définir la fonction caractéristique. — Ce théo-
rème nous permet d'aborder la théorie des points singuliers sous un
autre point de vue. On démontre, comme précédemment, que si la fonc-
tion U{z) est uni forme dans tout le plan, il existe une fonction p, f-^
uniforme qui coïncide avec la série p à l'extérieur du cercle C, et une
autre <7<(-s ) qui coïncide avec la série q àPintér ieur deC; de sorte qu'on
a dans tout le plan

^(^)=.3wy,( .s)x^(^)•
W

Peut-on trouver d 'autres modes de décomposit ion de II(s) en fac-
teurs? Soit

U{z}=Gnq^z)xp,(l-\w
une nouvelle décomposit ion; q^ est supposé holomorphe à F in lé r ieur
de G et p^ à rextérieur de C. On a alors la relalion

7 5 1 1
: ̂ ^jL ̂ l-M».^-_W,.-«

^" .̂(i)' •
V/

Le premier membre est méromorphe à l ' intérieur de G', le deuxième
à l 'extérieur de G; il est aussi méromorphe pour z infini. Il en résulte
nue ^l^Û doit être une fraction rat ionnel le . Cette fraction ra t ionnel le1 ^ ( s )
n'a pas de pôles à Fintérieur de C; elle n'a pas de zéros a l 'extérieur
de ce cercle. Enfin, entre C et C7, elle ne peut avoir d'autres pôles que
les zéros de ^ i ( ^ ) entre ces deux cercles, zéros qui sont les mêmes que
ceux de la fonction II(^).

Réciproquement, si R(.s) est une fraction rationnelle satisfaisant à
ces conditions, on aura une nouvelle solut ion en posant

• ^(-s)^/!^) xR(^) ,
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En effet :
i° La fonction ^(s) est holomorphe à l 'intérieur de C. Elle est d'a-

bord holomûrphe à l ' intér ieur de C, puisque ses deux facteurs sont ho-
lomorphes; entre C et CV, elle ne peut cesser d'être holomorphe qu 'aux
pôles de R ( s ) ; or, en ces points, ç, Çz) s 'annule; elle reste donc holo-
morphe.

2° La fonction pû(è ) est holomorphe à l'extérieur de C, car ses trois
f î ic leurs sont holomorphes à l 'extérieur de C.

Enfin on a bien, d'après les relat ions ci-dessus,

n(^)^^r/,(^)p/l).
v^/

Soit 2 le cercle de convergence de la série/?; ce cercle n'est jamais
extérieur au cercle de convergence de la série ^(^C), qui sert à for-
mer la série/?; mais il peut lui être intérieur, ainsi que nous le ver-
rons dans quelques exemples plus tard. Quoi qu'il en soit, on pourra
choisir la fonction B(^ ) , de façon qu'elle ait comme zéros les zéros de
p i ( - } compris entre Ce t 2 et qu'elle n'ait ni d'autres zéros ni pôles.

La fonction /^M sera holomorphe à l'extérieur de 2 et ne s'annuleravv

pas à l 'extérieur de ce cercle. Son cercle de convergence sera aussi 2,
Cette méthode ne s'appliquerait pas si la série p était convergente dans
tou t le p l a n , car i l peut y avoir dans ce cas un nombre infini de zéros
à l'intérieur du cercle C.

On peut toujours supposer que, dans notre série p, (^), il y ait un

terme indépendant de ^; cela revient à changer l'exposant w. Soit Ae
ce terme. On pourra diviser tous les coefficients de p par Ao et mult i -
plier ceux de q par Ao. On voit alors que TïÇz) peut s'écrire

n(^)=^(5)p/iVw
La fonction/^ est holomorphe à l'extérieur de Cet représentée dans

( i ) La série <s(^\ est la série Y^"
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cette étendue par une série de la forme

p ^ ne s 'annulant pas a l'extérieur de C et y, à l ' intérieur du même
cercle.

On voit de plus que, dans ces conditions, la décomposition est
unique. Dans cette manière de voir, nous définirons l'espèce de point
singulier par la fonction z11?^ [-\^ que nous appellerons/onc^o^ carac-\zf
téristique^}. Il est clair, d'après cela, que deux fonctions qui ont l 'ori-
gine comme point singulier de même espèce sont telles que leur quo-
t i e n t est holomorphe dans le vois inage de l 'or igine.

Nous fe rons remarquer qu ' i l y a ici quelque chose d'arbitraire. La
• fonction ob tenue pour définir l'espèce varie en général avec le cercle C.
Mais , si l 'on prend deux de ces fonctions, leur quotient sera holo-
morphe dans le voisinage de l 'origine. Pour un autre cercle Ci , on au-
ra i t , par exemple,

^(^^.^q.Çz)?^^}, d'Où

Ce quotient est holomorphe à l ' in tér ieur du plus pe t i t des cercles C<
et C.

Quand deux fonct ions de la forme de celles que nous considérons
sont telles q u e leur quo t i en t est holomorphe dans le voisinage de l'ori-
g ine , nous dirons que les points singuliers qu'elles représentent sont
de même espèce. Avec cette extension donnée à la d é f i n i t i o n d'espèce,
on v o i t q u e d e u x fonct ions uniformes, qu i ont un même point singulier
de même espèce, sont telles que leur q u o t i e n t est ho lomorphe dans le
voisinage de ce po in t ; et, réciproquement , si deux fonctions sonttelles
que, dans le voisinage d'un po in t , leur quot ien t est holomorphe, et
non nul au poin t considéré, si le point est point singulier pour Fune
des fonctions, il le sera aussi pour l 'autre, et ces points singuliers se-
ront de même espèce.

(1 ) Cette fonction caractérise les zéros et les points singuliers situés dans C.
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Enfin , nous ferons remarquer que si 11(5) a un point singulier a à
l 'intérieur du cercle G, il en est de même de z11?^ (^j? el que ces points

, \^/
singuliers sont de même espèce; z'2?^^ cont ient aussi tous les zéros
delï(^) placés à l ' in tér ieur de C.

Ces deux façons de dé f in i r l'espèce d 'un po in t s ingulier , l 'une, en
décomposant la fonction en une somme de deux autres, l ' au t re , en la
décomposant en un p rodu i t de deux fondions, ne sont pas concor-
dantes. II est impossible que deux fonctions différentes a ien t l 'origine
comme point singulier essentiel de même espèce dans les deux modes
de représentation. En effet, si iï et H, sont ces deux fonctions, on de-
vrait avoir à la fois

n ( ^ ) — n ^ ) = = G ( ^ ) ,
n ( - ) . ,••s^\Ï.M^)"

La fonction G(^) ne serait pas ident iquement nu l l e el g ( z ) ne se ré-
duirai t pas à l 'uni té pour toutes les valeurs de^ . Ces équations donne-
raient pour n(-s) et II, {z) des fonctions méromorphes dans le voisinage
de l'origine. Quand il pourra y avoir ambiguïté , nous dirons que deux
fonctions ont un point singulier de même espèce relativement à la
décomposition en sommes ou relat ivement à la décomposition en pro-
duits, suivant le cas.

Si 11(5) n'est pas uni forme dans t o u t le plan, notre calcul mène tou-
jours à une fonction z^p^ ( ^ J ? uni forme dans tout le plan. Si n(^) est
uniforme à l ' in tér ieur de C', la fonction q^ est déf in ie seulement à
l ' intérieur de C\ *

5. Modes de représentation d'une fonction dans une étendue limitée,
— Une fonction un i fo rme dans une aire S, de forme quelconque, mais
limitée, peut se décomposer en une somme ou un produit de deux au-
tres, la première un i forme dans tou t le plan, la deuxième uniforme et
holomorphe à l ' intérieur de l'aire. En effet, l ' intégrale

p(.)=--I-fII^^-^-^^
2ir: J x — z

représente bien une fonction uni forme dans t o u t le plan, holomorphe
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à l 'extérieur de S. La différence n(s) — P(^) représente une fonction
holomorphe à l ' in tér ieur de S. La déconiposilion en produits mènerait
aux mêmes résultats.

En part icul ier , ces intégrales peuvent servir à déf in i r l'espèce d'un
point singulier; mais cette défini t ion n'est pas plus générale que celle
que nous avons donnée.

Quels que soient le nombre, la position des discontinuités de la fonc-
tion àl ' intér ieur de S, on pourra y tracer des courbes G, , C^, ..., C/,
n ' empié tan t pas les unes sur les autres, en nombre l imi té , contenant à
leur in té r i eur toutes les discontinuités de la fonction. A chacune de ces
courbes correspond une décomposition de la fonction TlÇz) en une
somme de deux autres. Pour la courbe Ci , on a n (^ ) == P^ (-) + Q, { z ) ,

\3/
P, é tan t holomorphe à l 'extérieur de C, et Q, holomorphe à l'intérieur.
A la courbe C,n correspond une décomposition P m ( ^ ) -î- Q^(^).

Cela posé, la différence H{z) — P.f^) - P./-1.) - . . .—p^ l ) est ho-\s/ \^/ \,5/
lomorphe à l ' intérieur de S. En effet, si le points est à l'extérieur des
courbes C^ Ça? ..., C^, chacun des termes de cette somme est holo-
morphe; il en est de même de la somme. Enfin , si le point est a l'inté-
rieur de Ci , les fonctions Pa, P^, ..., P^ sont holomorphes en ce poin t .
La différence 11(5) — P, ( ^ ) est aussi holomorphe. On peut donc écrire

n ( z ) = P, (^\ -+. P, f^ +... + P, ({ } + G (.-),

G{z) é tan t holomorphe à l ' in tér ieur de S.
Si les courbes C^ €2, ..., Cn sont des cercles de centres a,, a^, ..., a^,

les fonctions P^, Pai ..., P,z se développent , en dehors de ces cercles,
en séries contenant les puissances de —x—•> —î-—? — • ? — — — - L a

1 Z -— CI-Y Z — €1^ Z — Cl^

fonction n(^) se met sous la forme

( î ) n(^)=pY-^^)+p/^^)+...+P,/-^\z — r/i / \z — a^ ) \z — a^ f

Cette formule donne la forme générale des fonctions uniformes à Fin-
Afin. de l'Éc. Normale, a0 Série. Tome XII. — SEPTEMBRE i883. 4°
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l é r i e u r d e S e l qui o n t les points^, a.^ . . . , a^ pour points singuliers
(l'espèce P,, P^, . . . , P^.

La décoinposil ion en produi ts m è n e à des résultats analogues. La
fonction IT(^), uniforme à l ' intérieur de S, est égale à un p rodu i t de
deux facteurs p ^ (-;);» < 7 i ( ^ ) ; le p remie rp i ( ^ ) est uni forme dans t o u t
le p lan , ho lomorpbe à l 'extér ieur de S, et de plus n'a pas de zéros
en dehors de cette courbe; le second facteur q^z) est holomorphe et
n'a pas de zéros à l ' in tér ieur de S.

Si l'on trace les courbes C, , Ça, ..., C^, si p^ p ^ , ..., /^sont les
facteurs^ correspondants, on aura

n(^)=7Mè) x /^ f^x- ' ^^ fé) x^).Vy \^/ \^/

Les zéros d e n ( z ) compris entre S et les courbes C sont précisément
ceux de g [ z ) à l ' intérieur de S.

Enfin, si les courbes C sont des cercles de centre a^ a^ ..., a,^ on
pourra écrire

(o.) 11 )̂ = (z^a^^-a^. ..^^a,y^'?,(———}.. .pJ—i—^x^),
\- — ^i/ \,- — anj

Les fonctions/?, , p^ . . . , p^ se développent en séries convergentes en
dehors des cercles C^Ca, . . . » C/; et cont iennent les puissances de ——•>

»*>> "—" ci' \

—ï—, ..., —!—. Le terme i n d é p e n d a n t de la variable, dans chacune
•j — a^ z — a,^
de ces séries, est l 'unité. Les zéros de g { z ] , à l ' in té r ieur de S, sont
ceux de la fonct ion II (-s) qui se trouvent entre les cercles et la
courbe S.

Les formules ( i ) et (a ) donnen t la forme générale d 'une fonction
uniforme dans tout le p l an , qui ont tous leurs points singuliers à l'in-
térieur de cercles C ^ , Ça» ..., C,̂  ou , ce qui revient au même, qui ont
un nombre limité de points singuliers a^a^ ..,,a,^ d'espèces P,, Pa , . . . ,
P^, re lat ivement à la décomposition en sommes d'espèces {z — a^'/?,,
(z — af'îp^, ..., relativement à la décomposit ion en produits . Il suf-
f i ra de supposer que G(s) , g[z} sont des fonctions holomorpbes dans
tout le p lan .
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6. Résidu d'un point singulier. — Soit C un cercle décri t de l'ori-
gine comme centre. L'intégrale

—— fïï(^ch
T

2/"T:'ItT.J^ • '

varie, en général, avec le rayon du cercle C. En effet, on pourra tracer
un cercle C\ extérieur à C, tel qu'entre C et C la fonction n (s), soit
holomorphe. La valeur de l'intégrale est égale au coefficient de -:î
dans le développement de Laurent . Si l'on a un point ordinaire à rori-
gine, cette intégrale est nulle. Si C est suf f i samment pe t i t , sous celte
condition que l 'origine est un point s ingulier de première classe, la
valeur de l'intégrale est indépendante de la position du cercle C- La
valeur de cette intégrale est ce que Cauchy appelle le résidu de la fonc-
tion n(-s).

Si l'origine est un point singulier de classe supérieure, il est impos-
sible de trouver un rayon p assez pet i tpour que l'intégrale reste la même
quand le rayon de C reste plus petit que p. On peut toujours appeler,
par analogie avec ce qui précède, la valeur de cette intégrale le ré-
sidu de la fonction pour le cercle.C. Il est bien évident que le résidu
de la fonction 11(5) est le même que celui de l à fonction ?(-:) qui dé-
finit son espèce, cette fonction P étant celle qui correspond au cercle C
et à la décomposition en somme.

Le théorème de Cauchy s'applique évidemment aux résidus ainsi
définis. Pour la fonction îl{z} mise sous la forme ( i ) , l ' intégrale

O./T: ( U{Z}CÎZ
^s

est égale à la somme des résidus des points singuliers.

7. Ordre d'un point singulier. — Nombre de racines à l'intérieur d'un
contour, — Prenons toujours la fonction n(J5) qui a un point singulier
à l'origine. Le résidu de la fonction ̂ —^^ relatif à un cercle C, ayant
pour centre l'origine, est un nombre entier. Ce nombre varie en gé-
néral avec la position du cercle C. L'ordre de la fonction ï ï ( s ) , au
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point z == o, n'est pas défini. On peut toujours dire que ce résidu est
l 'ordre de la fonct ion n(,s) dans l'aire C. Si m est l 'ordre de cette
fonction,

. rîi'(z)cîzyn^^i^ I —-:—/, „ , , .
Je n^)

m représente, dans le cas des fonctions méromorphes, la différence entre
le nombre des zéros et le nombre des pôles contenus dans le cercle C.
Il n'en est pas de même ici. Il y a en effet des fonctions n ( s ) qui n'ont
pas de pôles dans le voisinage du point singulier z = o et qui ont
dans le voisinage de ce po in t un nombre infini de zéros. Il est bien clair
d'ailleurs que la valeur de l 'intégrale m reste toujours finie.

Voyons ce que représente l'intégrale dans notre décomposition en
produits . On a

n ( ^ ) = = - ^ ( ^ ) ^ ( i ) ,
d'où

/ / ï

E^^^îi^ ./^
n(^) s ' q^z) , /r

p^)
L'intégrale m se décompose en trois autres :

i° I/intégrale
1 Ç ndz

'ÏÏKJ^ "T" "
Cette intégrale est égale à n.

2° L'intégrale
—f2i^^
^^Jc ^(^)

Cette intégrale est nulle parce que la fonction y, {z] n'a pas de zéros à
l ' intérieur de C.

3° L'intégrale

^ ̂
^./^//\^-- r—^^"^^(s)

Pour évaluer cette intégrale, nous ferons un changement de va-
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riable. Posons

^r ^--^
p^^pi^),

Pl= {-J = - ̂ P'U W == - ̂ '^((<F)•

L'intégrale devra être prise par rapport au cercle C,, dont le rayon est
l'inverse de celui de G. On a l ' intégrale

i- f^^
î

ï^Jc P^^^Jc PiW

La fonction p ^ { t ' ) est holomorphe à l ' intérieur du cercle Ci, puis-
que p\\^} est holomorphe à l'extérieur de C. Enfin, cette fonction

p i { ^ ) ne s'annule pas à l'extérieur de C; au point inf ini , elle se ré-
d u i t à l 'unité. Il résulte de là que cette dernière intégrale est nulle.
L'ordre de la fonct ion dans l 'aire C est le même que celui de la fonc-
tion uni forme qui définit l'espèce du point singulier, cette fonction
étant celle qui correspond au cercle C et a la décomposition en pro-
duits.

Cela posé, considérons une fonction uniforme H[s} à l ' intérieur d'un
contour S. Soient a^ a^, ..., a^ ses points singuliers, C < , Ci , ..., C^
les cercles correspondants. L'intégrale

— Ç^Ld.-L Ç^Si
lïJ.U^

est entière. Elle définit l'ordre de la fonction dans Faire S. Elle est
évidemment égale à la somme des ordres des points singuliers, aug-
mentée du nombre des zéros, diminué du nombre des pôles de la fonc-
tion n(^), qui sont situés entre S et les cercles C, , C^, . — , C/^. La
démonstration résulte immédiatement de la forme (2) de la fonc -
tion Tl{z).

Ceci permet, par exemple, de trouver le nombre des zéros d'une
fonction à l'intérieur d'un contour, quand on connaît la nature des
discontinuités de la fonction à l'intérieur du contour.
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8. Théorème de M. Mittag-Leffler. — Ce théorème est absolument
général ; la démonstration de M. Mittag-Leffler s'étend aux points singu-
liers, définis comme nous venons de le faire. Voici comment on peut
renoncer, en se plaçant au point de vue le plus général.

Étant donnée une suite i l l imitée de fonctions uniformes quelcon-
ques

p.(— \ p.(—),..., p«f— \---.\ - — ^i / \ ̂  — ctî ! \.z — a,, )

qu i s'annulent pour z i n f in i , holomorphes à l 'extérieur de cercles
Ci, Ça, ..., C^ ,... qui ont pour centre a^ a^ ..., a^ ..., on suppose que
les cercles n'empiètent pas les uns sur les autres et que le module
de On augmente indéf in iment avec n. Dans ces condit ions^ on peut trou-
ver une fonction uniforme, n 'ayant que des d iscont inui tés isolées et,
telles que l'on ait

"^^(rr^)-1-^)'
Q^(^) é tant holomorphe dans le voisinage du point a^

La démonstration de M. Miltag-Leffler montre qu'on peu t trouver
une fonction algébrique F,^ dont le degré varie avec n, et telle que la
somme

SK^,;)4-'̂ ]-
étendue à toutes les valeurs de n, soit convergente pour toutes les va-
leurs de z extérieures aux cercles C,, Ça, ... C^ ....

Si s est à l ' intérieur d 'un cercle C/i, on partagera cette somme en
deux parties : l'une, la fonction uniforme P^ f— l — ) ; Fautre partie

\s—a^}
est convergente et représente une fonction holomorphe dans le voisi-
nage du point a^

La forme générale n(s) des fonctions qui jouissent de cette pro-
priété

n(.)^^[p,(^)+F.(.)]^G(.).

La fonction Tl(z] est ainsi décomposée en une somme de termes pri-
maires contenant au plus unseul point singulier à distance finie.
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9. Théorème analogue à celui de M. Mittag-Leffler, clans le cas de la
décomposition en produits. — II existe, pour la décomposition en pro-
duits, un théorème ana logue au précédent. Voici son énoncé le plus
général.

Étant donnée une suite i l l imitée de fonctions uniformes

(—^^{dh^)3 (^ '̂̂ (s^)' — (^^'"^(j^)3 • • • •
Les fonctions p^ p^ ..., pn, .. - se réduisent à l 'unité pour z inf ini ,
sont holomorphes à l'extérieur de C i , Ç a , . . . ? C,z, ..., ayant respecti-
vement pour centre a,, a^ ..., a^ .... Elles ne s'annulent pas à l'ex-
térieur de ces cercles. On suppose que ces cercles n'empiètent pas les
uns sur les autres et que le module de a^ augmente indéfiniment
avec n.

Dans ces conditions, on peut former une fonction uniforme H (s),
tel le que l'on ait, quel que soit l'indice n,

lî (.-) = {Z - anYlnpn(—————}(ln{^
\--' —— "7l/

la fonc t ion q,,{z) étant holomorphe dans le voisinage de a^ et de plus
n 'é tant pas n u l l e à l ' intérieur du cercle C,;.

En effet, la fonction

, {^^^A^^i^ùl^-".i- (,-,,,».,,.(̂ )
est holomorphe à l 'extérieur du cercle C,,. Elle est représentée à l'exté-
rieur de ce cercle par une série contenant les puissances négatives
de (.s—a,,). Le coefficient du terme en ——est précisément l'en-

\ " / ^ —— Clfi

f ier m^
Cela posé, on pourra former une fonction u{z), uniforme dans tout

le p lan , et telle que l'on ait, quel que soit l 'indice n,

^)-^^)^0?)•

^ étant holomorphe à l 'intérieur de C/z-
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Soi t^o un poin t ordinai re de u [ z ) ; l 'intégrale

f u(z)d^

représente une fonction holomorphe de z, t a n t que z reste dans une
aire extérieure aux cercles singuliers. Quelle que soit la position du
poin t s , pourvu qu'en ce point la fonction u[z] reste finie; quel que
soit le chemin suivi par la var iable pour a l le r de ZQ à z [nous suppo-
sons, comme on le fait toujours, que la fonction u{z) reste finie sur ce
chemin] , on pourra remplacer ce chemin par un chemin déterminé
a l l a n t de ZQ à z (par exemple, la droite z ^ z , s'il n'y a pas de discont i -
nuités sur cette droite) et un con tour fe rmé passant par ZQ. Cherchons
la valeur de l ' intégrale prise suivant ce contour. S'il n'y a pas de dis-
continuités à Tintérieur de ce contour, l ' intégrale considérée est nul le .
S'il y a un cercle C^ à l ' intérieur du contour, l ' intégrale cherchée est
la même que celle prise su ivan t C^. Cette intégrale peut se décomposer
en deux : l 'une, l ' intégrale de ^, est nu l l e ; celle de (f,, est égale à
2m,/nr, Si le contour traverse C^, on pourra diviser C^ en deux parties :
l 'une, 2 , con ten ' an t toutes les discontinuités de C/^ qui sont à l'inté-
rieur du contour.L'intégrale prise suivant 2 pourra encore se décom-
poser en deux au t res : l 'intégrale de ̂ , qui est nu l l e ; celle de î\ sera
égale à un mul t ip le entier de 2in, pu isque çfc\ est la dérivée logari th-
mique d ' u n e fonc t ion uniforme.

En un po in t z, l 'intégrale f u { z ) d z acquiert un nombre in f in i de
J^

valeurs qui d i f f é ren t de jpaipitipks de liu. Il en résulte que la fonc-
t ion ï ï ( z ) ! . ' ! ! JÎ' ' . - , ' - » »

/ u{z}dz
' •n{z)-=.e^^ , ^ „„

est uniforme dans tout le plan.
Il est bien clair qu'on peut écrire

„ / . f^^r,^ r?.̂n(^)r=:^o 'l x e^z,

Chacun de ces fac teurs représente une fonction uniforme dans tout le
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plan. Le premier est égal, à un facteur constant près, à

^-^a^pf———^Y
\ ̂  — a^ j

La deuxième intégrale / ^{z]dz définit une fonction holomorphe de
Jzo

z quand la variable se dépince dans le cercle C^. Il en résulte que le
second facteur de ïï(^) est holomorphe dans le voisinage du po in t ^
et ne s'annule pas à l ' i n t é r i eu r de C^.

La fonction obtenue satisfait bien aux conditions de l'énoncé. De
plus, la fonction II(-s) n'a pas de zéros à l 'extérieur des cercles singu-
liers.

Soi t I I i (^) une deuxième fonction satisfaisant a u x cond i t ions de l'é-
noncé; le quotient î . sera ho lomorphe dans tou t le plan et n'a pas

Al ( z )
de zéros à l ' intér ieur des cercles C. Soil g [ z } une fonction remplissant
ces condit ions; il est clair que le produi t ï î { z ) g ' { z ) représente une
fonct ion cherchée. On peul poser

n^)=n^)^).

On a vu que la fonction u [ z ) peut se mettre sous la forme

y^.f—)+F"(^-^J \z—a^j

F^(-s) é tant un polynôme. Cette somme convergeant un i formément , on
peut prendre son intégrale en faisant la somme des intégrales de tous
ses termes.

I l en résulte que IT(^) se met sous la forme

in,^^(^^j^^^^^(.),

y, , (^) étant u n polynôme algébrique de degré var iable avec n.
La fonc t ion la p lus générale U^z], parmi cellesque nonscherchon^

pourra s'écrire

ni (^ =TI (^ - ̂ y^pJ^^\e0^ x ̂ ).
S. M. \<ï — ^n /

On pourra décomposer g[z} en facteurs primaires contenant au plus
Ann. de l'Éc. Normale, î9 Série. Tome XIÎ. — SEPTEMBRE i8B3. - î î



322 <^. GmCHARD.

un zéro. On voit alors que la fonction IIi(-s) est décomposée en un
p r o d u i t de facteurs primaires contenant, soit un zéro, soit un pôle,
soit un po in t singulier essentiel à distance finie, au plus.

10. Formation d'une fonction ayant un nombre infini de points sin-
guliers dans le voisinage d'un point donné. — Soit un point d'affiné b.
De ce point comme centre décrivons un cercle B. Soient m a i n t e -
nan t a^ a^ . . . , a,^ ... des points situés à l ' in tér ieur de ce cercle
et tels que la l imi te de a,^ quand n augmente indéf in iment^ soit h.
On pourra de chacun de ces points comme centre décrire des cer-
cles Ci , €3, ..., C,,, . . . » n 'empiétant pas les uns sur les autres. Soit
m a i n t e n a n t une sui te i l l i m i t é e de fonctions uniformes P^ ( — I — ) ?

\ ^ — ^ 1
p ( — î — ) , . . . , p ( —I— ) , . . . , holomorphes, respectivement conver"
^—a.y \s—a,J ! t

génies à l'extérieur des cercles Co €2, ..., C ,̂ On pourra former une
fonction Tl{z), uni forme dans tout le p l a n , et telle que l 'on a i t pour
toutes les valeurs de n

n(^)=:p, /———)+Q,(^,\M — ^it /

Q^(^) é tant une fonction uniforme, ho lomorphe à l ' intérieur de C,̂
Remarquons d'abord que les cercles G ne contiennent pas le point b

à leur in té r ieur , car ils con t i endra ien t un nombre i n f i n i de points a,
Nous al lons faire un changement de var iable; en posant

z^b^ '

aux cercles C ^ , Cg, ..., C^, . . . » dans le p lan des z co r r e sponden t , dans
le p lan des u, des cercles 2,, Sg, . . . , 2/^ .... Soient a^ , a^, ..., a,^ ...
leurs centres. Les cercles 2 n 'empiètent pas les uns sur les autres, et i l
est bien évident que le module de a^ augmente indéf in iment avec n.

A la fonction P ^ ( — ^ — ) correspond la fonction P,^
.2 — a» / i \ -, ï
' / \^a^^

Celte fonct ion de u est holomorphe à l 'extérieur du cercle 2^, car les
points extérieurs à C^ correspondent aux points extérieurs à 2/,. Cette
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fonction de u peut se décomposer en deux autres :p"(^•)=t•(•^)+<)•(•')•
\ ^ /

Cette fonction ^( —^— ) est holomorphe à l 'extérieur de S^ et, de
plus,•s 'annule1 pour 1̂  i n f in i . Q,z(^) est ici une fonction holomorphe
dans tout le plan des u,

Cela posé, formons une fonction y ( ^ ) , uniforme dans tout le plan et
telle que l'on ait , quel que soit n^

ï (^ )=^ f——-)+Q^(^) ,
\ " — "/z /

Q^(^) é tant holomorphe dans le cercle I/^.
Si maintenant on remplace, dans cette fonction, u par 7-^-73 cm ob-

t iendra une fonction uniforme de z dans tout le plan.
Cette fonction pourra se représenter par

^(—\^-{^)
VF^"^/

ou, en remplaçante par sa valeur .tirée de ( i ) ,

p ( 1 \ n ( l \ ^-a^ l "x
P^ — — — — — — — _ _ (j^ — — — — — - | » V^ l-^;"~V/^Y^^ ^V.-^/

Ces deux dernières fonctions sont holomorphes à l ' in tér ieur de C^,
parce que les fonctions correspondantes en u sont holomorphes à l ' in-
térieur de 2,,. La fonction ainsi obtenue sa t i s fa i t bien aux condit ions de
l'énoncé. Cette méthode donne des so lu t ions , qui restent, f in i es pour
z i n f in i , car ce point correspond au point ^=o, qui est un point or-
d ina i re de la fonct ion ç(u). Il est clair qu'on peut obtenir ainsi loules
les solutions qui jouissent de cette propriété . Or de,ux fonctions en u
diffèrent d 'une fonc t ion h o l o m o r p h e G(a) ; les deux fonctions corres-

/ • ! 'l''1
pondantes en z différeront, alors d 'une fonction G[j"^ )^



3.24 C- GLÏICHARD.

On peut obtenir des fondions T l [ z ) qu i s 'annulent pour z inf ini :
il sufïî t de retrancher de n(s) sîi valeur pour ^ infini. Ces fonctions
peuvent servir à dé f in i r le point s ingulier z = b^ re la t ivement au
cercle B. Il résulte de no t re discussion que l'espèce d'un po in t sin-
gul ie r n'est pas dé te rminée quand on connaît la position et l'espèce
des d iscont inui tés de la fonc t ion à l ' i n t é r i e u r du cercle singulier.

Si l'on veut avoir touîes les solutions, il suffira d 'a jouter à celles-ci
u n e fonc t ion ho lomorphe q u e l c o n q u e .

On peu t appliquer le même mode de d é m o n s t r a t i o n au cas où l 'on
é t u d i e la décomposi t ion en p rodu i t s . On arrivera ainsi à former une
fonction qui a les points a pour points s inguliers d'espèce p et qui se
rédui t à l 'un i té pour z in f in i . Ou obtiendra les autres solut ions en
m u l t i p l i a n t celle-ci par une fonction holomorphe quelconque et par
une fonc t ion de là forme G - ( — I — ^ .\s—bJ

Toutes les propriétés que nous venons d'établir appa r t i ennen t à tous
les points s ingul iers ; nous allons faire une é tude plus par t icul ière des
points singuliers du premier genre et donner la classif icat ion de ces
poin ts .

11. Points singuliers de première classe. — Nous d i rons qu 'un point
s ingul ie r est de première classe q u a n d la fonction P ^ ( ~ - ) o u p j - ) ?V5/ \z}
q u i définit l'espèce du point s ingul ier , est holomorphe ' dans t o u t le
p l a n , sauf au po in t z = o. Ces fonctions ï ) ^ ( ^ } • > p i ( ^ } v a r i en t en gé-

\iz./ K^/
néra l avec la position du cercle C; mais si, pour une certaine va leur
du rayon, ces fonctions sont bolomorpbes, il en sera encore de même
quand le rayon sera plus pet i t . Cela est é v i d e n t pour la fonct ion P, car
cette fonction reste la même q u a n d on d i m i n u e le rayon du cercle C.
11 en est de même pour la fonct ion p\[ï:\' En ef fe t , soient Ça un cercle

in té r ieur à G e t p ^ ( - ) la fonction relative à ce cercle; la fonction Il(s)
peut s'écrire

n(^=^^M^(^)==^C^ x^)x^s

^(^-^(^x^x.—
\3/ V^/ ^l^)
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Orp^ ( - ) est déjà holomorphe à l'extérieur de C^. A Fintérieur de

C^/M'1) est holomorphe, par hypothèse; le quotient y1^ est aussi
W £ r " I 1 q-2{^)

holomorphe, puisque q^[z} ne s 'annule pas à l'intérieur de C>.
Afin de préciser davantage celte dé f in i t i on , nous dirons que le po in t

z = o est un point singulier de première classe, quand on peut trou-
ver un cercle C assez peti t pour que la fonction P j ^ ) ou la fonc-

tion P } [ - : ) soient holoinorphes dans tout le plan, sauf au point z == o.
On définit ainsi ces points s inguliers de deux façons différentes, l 'une
correspondant à la décomposition en sommes, l'autre à la décomposi-
tion en produi ts . Nous montrerons que les deux groupes de points sin-
guliers ainsi formés sont identiques.

Prenons d'abord la décomposition en sommes. La fonction consi-
dérée se met sous la forme

n( .3)^<î>( . )+G^l
\^/

<I>(^ ) étant holoff îorphe à l'inlérieur d'un certain cercle C. On voit que
la fonction II(.s) est ho lomorphe à l ' intérieur d 'une aire quelconque,
intérieure à C e ine contenant pas le point o. Réciproquement, toute
fonction 11(5;) jouissant de celte propriété a l'origine comme point
singulier de première classe, si toutefois l'origine est un point. singu-
lier. En effet, le théorème de Laurent montre qu 'on peut d iminuer le
rayon du cercle C sans changer le développement; la série formée avec
les puissances négatives est convergente dans tout le plan; elle est de
la forme G - ( ^ ) -

Si le p o i n t s == o est un po in t singulier de première classe, relati-
vement à la décomposition en produits, on a

n(^^(^YlV
\^/

g{z) représentant une fonction holomorphe dans tout 1e plan. La fonc-
tion ÏI(^) est holosnorphe dans une aire quelconque intérieure à C ^ et
ne con tenan t pas le point o. Elle a, par conséquent, dans cette aire un
nombre l imi té de zéros. Il n'en est pas toujours ainsi quand l'aire con-
t ien t le poin t o a son in tér ieur . 11 peut se faire que, dans ce cas, il y
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ai t un nombre in f in i de zéros à l ' intérieur de l'aire considérée; cela
arrivera toutes les fois que la fonction holomorphe g { z } a un nombre
i n f i n i de zéros.

Réciproquement , toute fonction HÇz) qui j o u i t de ces propriétés
peut se mettre sous ta forme indiquée. Soient a^ a ^ , . . . , a^ ... les
zéros de U{z) situés à l ' in tér ieur du cercle C, le module de a^ ayant
pour l imite zéro quand n croît indéfiniment .

On peut former une fonct ion holomorphey(^), ayant pour zéros— irti
_, ..., — . La fonction
a.i a^

n^--M£l/© •
est holomorphe à Fintérieur de C, sauf au po in t z = o; de plus, elle ne
s'annule pas à l 'intérieur du cercle G. Si LIi^z} n'est pas uniforme à
l ' intérieur de G) on pourra trouver un nombre entier n, tel que L •-J^—
soit uniforme. Cette fonction sera, de plus, holomorphe à l ' intér ieur
de C, sauf au point z ==o. Il en résulte qu'elle peut se met t re sous la
forme

L^» =,,(„+,(,).

La fonct ion ^ est holomorphe dans tou t le p lan et se r édu i t à o pour
z infini. La fonction f^z) est holomorphe à l'intérieur de C; à l'exté-

„ rieur de ce cercle, elle n'est pas un i fo rme en général. II résulte de là
qu^on a

,J1\
IIi(^) -^s^e^^.e { z } ,

.jn / j r \n (^^^^^.e'^/) -).

On peut choisir fÇz) de façon qu'il soit égal à i pour ^ = = 0 ,
f[^) sera aussi égal à i pour z inf ini . Le p rodu i t ^ / (^ ) représente
une fonction holomorphe dans tout le plan, sauf au point ^== o; elle
ne s 'annule pas au dehors de C. Elle se réduit à l 'unité p o u r ^ in f in i . La
fonction êW est uniforme dans tout le plan , holomorphe à l 'intérieur
du cercle G et ne s'annule pas dans ce cercle.
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D'autre pa r t , si l'on appl ique la méthode générale pour décomposer
II (s) en facteurs relativement au cercle C, on aura

iî(^^^^(^(^y\^/
Nos deux valeurs de H{z) ont toutes deux la forme canonique. Donc

m^n, ç,^)=e°^ pYi^^X/f^V
\^/ \3/

La fonction p ^ ( ^ i est donc holomorphe dans tout le plan. Il résulte
de là que les deux manières de définir les points singuliers de pre-
mière classe conduisent au même résultat.

Si main tenan t on d iminue le rayon du cercle C, il y a des zéros de
la fonction II(z) qui vont passer à l 'extérieur de ce cercle. Soit C^
une nouve l le position du cercle C, qui laisse le point a^ à son exté-
rieur. Il faut trouver la nouvelle fonction p ^ ( ^ ) qui est relative à ce
cercle. Pour les valeurs de z extérieures à C, on a

:i _ i a^ a\
— a i z z ~
i i / a.i Œo—— = ̂  j 4- -J .+. — +

Mult ip l ions la série entre parenthèses par la série qui donne le dévelop-
pement de p ^ ( ^ ) •' la série obtenue est convergente à l 'extérieur de C;

elle représente dans cette étendue la fonction uniforme — ^ — / M - ^ ) ?
i Z —— u,\ \ Z /

fonction qu i se réduit à l 'unité pour z infini . Cette fonction est holo-
morphe à l'extérieur de Ci, car elle reste finie au point a^ La série, que
nous avons obtenue sera convergente, non seulement à l'extérieur de C,
mais encore, d'après cela, jusqu'au cercle Ci ; la fonction représentée
par cette série ne s 'annule pas à rextér ieur de Ci. Or on peut écrire

z /1 \
Ïï^^z^q^z^ {z^a,)x^——— p^[^\%^ — ai \*/

Elle est ramenée à la forme canonique, relative au cercle C^.
On voit que, s'il y a un nombre inf ini de zéros à l 'intérieur du
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cercle C, la fonction qui déf ini t le point singulier de première classe
changera toujours, quelque petit que soit p, quand le rayon de G sera
plus pet i t que p.

S'il n'y a pas de zéros, la fonction p^ ( ^ ) reste la même quand on
d iminue le rayon du cercle C. Toutes les fois que cette circonstance se
produi t , on peut aff i rmer qu'on a affaire à un point singulier de pre-
mière classe n 'ayant pas de zéros dans le voisinage du point singulier.

12. Fonctions uniformes de première classe. — Une fonction uni-
forme, qui a des points singuliers, est de première classe quand tous
ses points singuliers sont de première classe. Comme cas particuliers
de ces fondions, on a les fonc t ions méromorphes dont tous les points
singuliers sont des pôles.

Quand une fonction est uni forme dans une aire donnée et que tous
ses points singuliers, situés dans cette é t endue , sont de première
classe, nous dirons que la fonction est de première classe dans cette
aire. Quand une fonction est de première classe dans une partie finie du
plan, elle na dans cette étendue qu'un nombre limité de points singu-
liers.

En effet , dire qu'un point a est un point singulier .de première
classe, c'est dire que de ce po in t comme centre on peut décrire u n
cercle de rayon assez peti t pour qu'il n'y ai t pas de points singuliers à
son intérieur. Cela posé, supposons que l'aire considérée comprenne
une inf ini té de points singuliers. Divisons-la en partie d 'une manière
quelconque. L'une de ces parties, A par exemple, contient une inf ini té
de points singuliers. Divisons de même cette partie A en plusieurs
autres. L'une au moins des divisions Ai cont ient un nombre infini de
points singuliers. En cont inuant ainsi , on forme une suite indéf inie
d'aires de plus en plus petites qui cont iennent toutes un nombre inf in i
de points singuliers. On peut s'arranger de façon que toutes les
dimensions de ces aires tendent vers o; ces aires on t alors pour limite
un point a du plan. Il serait alors impossible de décrire de ce po in t a
comme centre un cercle assez petit pour qu'i l n'y ait pas de points
singuliers à son intérieur. Le point a n'est donc pas un point singulier
de première classe.

Si a^ a^, . . . , a^ sont les points singuliers dans l'aire A, la fonction
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peut se mettre sous l'une des deux formes

n(^)=cp(^)+G/^)+G,f^^)+...+G.(——Vy-.—ai/ \ - 3 — a ^ ] \z—an)

IT(^) -=. c?(;3) x (5- a0^ ̂ /^ x (^ - ̂ ^(^ ... x (s-^)^ ̂ a(-\

Cette propriété est une généralisation d'un théorème semblable sur les
fonctions méromorphes :

Toute fonction uniforme qui est de première classe sur toute la sphère a
un nombre fini de points singuliers.

i° Supposons d'abord que le point 0" de la sphère de Rieinann ( le
points ==oo) soit un point ordinaire de là fonction Iï(z) : c'est dire que,
dans le plan des ^'[zf=ï-\ la fonction n ( - ) est holomorphe dans le\ z j \-3 /
voisinage du point -3'== o. On peut tracer dans le plan des z ' un cercle
de rayon fini p , à l ' intérieur duquel 11(^7) sera holomorphe. A ce
cercle correspond, sur la sphère de Riemann, un cercle C. Ce cercle
partage la sphère en deux zones, l'une contenant le point 0, l'autre le
point 0'. La fonction II(^) est holomorphe dans la deuxième zone;
tous ses points singuliers sont situés dans la première.

A cette première zone (celle qui contient le point 0) correspond,
dans le plan des -s, l'aire limitée par un cercle ayant pour centre l'ori-
gine. Tous les points singuliers se trouvant dans ce cercle, leur nombre
est limité.

Soient a^ a.^, ..., a^ les points singuliers de la fonction; G,,G^ . . . > G «
les fonctions caractéristiques de ces points singuliers, relativement à
la décomposition en sommes. La différence ^x'A^

n(.)-G/———)-G,(———)-...-G,(——^)^)"^(^)-<•—G-(i^)l l^\z—a^) \z—a^/ \s—anJ

est holomorphe sur toute la sphère, et, par suite, c'est une coasïatïfe."
Cette constante est égale à la valeur de la fonction II(js) pour -sVléAni.
On a donc, dans ce cas,

'̂ ,

-^-^ , ^, ——UG/-———U...+G.(—— .n ( z ) == A + G, ( ——— } -+- G / —— } +... + Gn ( ——v / ^s-^aj ^z—a^ \ s — <v / ^z-^aj 'V^—^y \s—^/
Ann. de V Èc. Normale, 2" Série. Tome XII. — OCTOBRE i883. 4'2
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Si [z - a,)'^§; (i\ (s - a,)"1^,^), ..., (z - ̂ )^(i) définissent
\ -"V \ 'î / \ ̂  /

l'espèce des points singuliers a^ a^, . .". , <^ relativement à la décom-
position en produits, le quotient ^

n ( , ) .
(-' - ̂ i ) î (——) x (^- ̂ ^â (—— ) x... x (^~ ̂ y"" x ̂  f—— )\ - ^—ŒI/ \^—a^j . \z—a,,/

est alors holomorphe dans tout le plan. Au point z == oo , la fonction
représentée par ce quotient a un pôle ou un zéro; on le voit immédia-
tement en considérant la forme de ce quotient. Il résulte de ces deux
propriétés que le quotient est une fonction rationnelle de z. On a donc

( II (^) =:/(^) x Çz - a^g,(———\
( i ) ! \^-aJ

1 X (^ - a,)-1. ^———\ x . . . X (z - aj^ ^,/————y.
\ \ - '—^ î / \^—^n /

On peut encore mettre II(;s) sous la forme suivante, en appelant R(s )
une fonction rationnelle ;

(.) iï^)=R(.)x^f^)x^(^^)x...X^J-^V
\ ̂  —— a! / \ ̂  -— <^2 / \ -' —— ^/A /

On voit tout de suite, sous cette forme, que la somme des ordres de la
fonction H{z) sur toute la sphère est nulle.

Quand on prend la fonction H(^ ) sous la forme (i) , /(ss) ne doit
pas avoir de zéros à r'intérieur des cercles singuliers.

2° Le point O7 de la sphère est un point singulier de première
classe. ! ! " ' •1 ! 1! ' 1 1 ! ' - • ! ! ' !1 • • !1 . 1 1 1 • - 1 '

La fonction n(^ } ayant le point ^==0 comme point singulier de
première classe, on aura

, - , ! . . ; , ., ^YiVI=ç/i^-+-IQ(^)- : „ ,,, , 1 , . , ,-
\^ / \^ /

La fonction G ( ~ ) est holomorphe dans tout le p l an , sauf au point
^=0, etia fonction Q(s') est holomorphe dans le voisinage de z ' = o.
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Cette égalité donne, dans le plan des z ,

n(^G(3)+Q^Y

La fonction Q(^ est de première classe comme la fonction n(s);
elle est holomorphe pour z infini, et, par suite, le nombre de ses points
singuliers est limité. Il en est de même pour la fonction n(;s). Si
<r,, a.^ . . . , a,, sont les points singuliers de la fonction n ( ^ ) ,
G » , Ga, . . . , G,, l'espèce de ces points singuliers, on aura, en désignant
par G(z) , une fonction holomorphe,

n(^) ̂  G(^) + G, f———) + G, (——} +... 4- G, f———V
V^--^i/ \^—^î/ \ ̂ — a,J

Si l'on décompose en produits, la fonction n ( — \ peut s'écrire

n i-1- \ — r'fn o- i \ n( -^ •II 1 ^ 1 „- ^ ^ 1 ? 1 ç^,^ ^
d'ou

n(^=^^(^)ç^y

La fonction y ( ^ ) est de première classe, elle reste unie pour z i n f i n i .
Si l'on se reporte au développement précédent, on pourra écrire

n (^ == ̂ (s) x (^ - ̂ O7".^ f ———) x... x (3 - a,^g,\-s — ^'•i/
JL

-^

13. Points singuliers de deuxième classe. — Toute fonction uniforme
de première classe qui a un nombre infini de points singuliers est telle
que son point 0' n'est ni un point ordinaire, ni un point singulier de
première classe. Nous avons affaire à une nouvelle espèce de points
singuliers, que nous appellerons points singuliers de deuxième classe.

En général, le point a sera un point singulier de deuxième classe,
quand les fonctions P f— I — } •> p ( — ï — ) , qui servent à définir Pes-2 \z—a/ l \z—a^ ^
pèce de point singulier, sont telles que les fonctions P(s — a), p{z — a)
soient des fonctions uniformes de première classe, ayant un nombre
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infini de points singuliers. Cela fait évidemment deux façons de déf ini r
ces points singuliers; nous allons montrer qu'elles conduisent au même
résultat»

Enfin on peut remarquer que les fonctions P et p dépendent du
cercle singulier. La définition qu'on doit donner des points de
deuxième classe ne doit pas en dépendre. C'est ce qui a lieu ici. Pre-
nons la décomposition en sommes. La fonction II(-s) peut se mettre
sous la forme (le point z == o étant le point singulier),

n(^)=PQ+Q(.-) ,

Q{z] étant holomorphe à l'intérieur du cercle C de rayon p. La fonc-
tion P(-s) ayant un nombre infini de points singuliers, il y en a un
nombre infini dont le module est plus grand que -1-- II en résulte que la

( \ ' i
fonction P ^ a un nombre infini de points singuliers à l ' intérieur du
cercle C. Il en est de même de la fonction II(^). C'est une propriété
qui distingue cette classe de la précédente. De plus , si l'on prend une
aire quelconque à l'intérieur de C ne contenant pas le point 0. il n'y
aura à l'intérieur de cette aire qu'un nombre limité de points singu-
liers. A l'intérieur de cette aire, la fonction est de première classe. En
effet, à cette aire correspond, dans le plan des z ^ z ' ^ ^L une aire\ -s /
l imitée; la fonction P(^') a, par conséquent, dans cette étendue, un
nombre fini de points singuliers.

Ces propriétés sont caractéristiques du point singulier de deuxième
classe. En effet, supposons que la fonction n(z) jouisse de ces pro-
priétés à l'intérieur du cercle C.Soient a^ a^ . . . » ̂  ses points singu-
liers, tels que la l imite du module de a^ pour n infini soit zéro. Soient
G, , Ga, . . . » G,, les fonctions holomorphes qui définissent l'espèce de
ces points singuliers.

Si l'on pose z =^ la fonction G,/(—x—} devient une fonction de uu \ ^—a^ /
qu i peut se mettre sous la forme

^(^^Q^-
(^ étant une fonction holomorphe de u, sauf au point a^ a,, = —! ! , • ,, • ! : . a/,
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On pourra former une fonction uniforme ^(î^) , ayant pour points
singuliers d'espèce c?^ les points On. Celte fonction de uesl une fonc-
tion de première classe qui a un nombre infini de points singuliers. Or
nous savons déjà que la différence

n(^-$(-^

admet le point-s == o comme point singulier de première classe, si cette
différence n'est pas holomorphe. De sorte que l'on peut trouver une
fonction G, telle que

n(.)-^)-G^)

soit holomorphe à l'intérieur du cercle C. Il résulte de là que la fonc-
tion P ( ^ ) 3 qui définit l'espèce du point singulier relativement au

cercle C, est égale à ^ ( - ) -+- G ( ' ) • La fonction ( Ë { z ) + G { z ) repré-
sente bien une fonction uniforme de première classe, ayant un nombre
in f in i de points singuliers.

Cela posé, si nous prenons un cercle Ci intérieur à C, la fonc-
tion II(-s) jouira encore des propriétés caractéristiques du point sin-
gulier de deuxième classe à l'intérieur du cercle Ci. La fonction P ( ^ ) '
qui définit le point singulier, ne sera peut-être pas la même que pré-
cédemment, mais P(^) sera toujours une fonction uniforme de pre-
mière classe ayant un nombre infini de points singuliers.

Si l'on étudiait la décomposition en produits, on arriverait aux mêmes
propriétés caractéristiques du point singulier de deuxième classe; les
deux méthodes donnent donc le même résultat.

Tous ces résultats permettent de préciser davantage la définition du
point singulier de deuxième classe. Le point z == o est un point sin-
gulier de deuxième classe de la fonction IT(^), quand on peut trouver
un cercle C de rayon assez petit pour que la fonction P (^ ) ' ou ^ fonc-

tion//1')? qui définit l'espèce du point singulier par r appor ta ce
cercle, soit telle que P(^) w p { z ) représente une fonction uniforme
de première classe ayant un nombre infini de points singuliers.
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11 v a un cas particulier intéressant a examiner. C'est celui où la

/A G^)fonction P ( ^ ) est de la forme —-1^- Dans ce cas, tous les points sin-, i(ji -\ /
guliers de première classe qui se trouvent à l'intérieur du cercle C
sont des pôles. Réciproquement, s'il en est ainsi, la fonction P(^) est
méromorphe. En effet, la fonction $(^) est, dans ce cas particulier,
une fonction méromorphe de u. Ce point singulier de deuxième classe
peut s'appeler un point singulier polaire.

Quelle est la forme de la fonction p ( ^ ) dans ce cas? Soient
a,, a^, ..., a^ les pôles de la fonction I ï { z ) à l'intérieur du cercle C.
On peut former une fonction ^(^) holomorphe dans tout te plan , se
réduisant à l'unité pour z == o et s'annulant aux points -J^ -1"? • • - ? "t—r ' • a i 0.9 a»

Le produit
ai 0-2 a^

n(^x^M

est holomorphe à l'intérieur du cercle C, sauf pour z = o, qui sera
alors un point de première classe pour ce produit. On aura donc

"(^x^/^^^^MxçC^,
\^/ \-v. / .-0
l^^=s'^(^}—-/.

•<:»)

Cette forme montre que la fonction îl{z] peut avoir un nombre infini
de zéros a l'intérieur du cercle C.Si Fon prend à l'intérieur de ce cercle
une aire limitée ne contenant pas le point 0, il n'y aura à l'intérieur
de cette aire qu'un nombre fini de zéros. Il n'en est pas toujours ainsi
pour les autres points singuliers de deuxième classe. En effet, soient
a^ 02, ..., an. les points singuliers de première classe, 2i, 2^ . . . , 2^
les cercles singuliers correspondants. Les rayons de ces cercles ont
évidemment pour limite zéro. Au cercle 2/, correspond une décompo-
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sition de la fonction II (s) de la forme

^(^)=(^~a/0^^(— ï--)^(^.
\ „ —— Un /

La fonction g^ peut avoir a l'intérieur du cercle 2^ un nombre muni
de zéros qui sont ceux de la fonction gn (——}' Dans une aire qui ne- \<* — ^ / i /
contient aucun des points a, il y a un nombre limité de zéros.

14. Fonctions uniformes de deuxième classe. — U n e fonction uni -
forme est de deuxième classe quand elle n'a que des points singuliers
de première et de deuxième classe. Elle est de deuxième classe dans
une certaine étendue quand elle joui t de ces propriétés dans cette
étendue.

Quand un point est de deuxième classe, on peut, de ce point comme
centre, décrire un cercle assez petit pour qu'il n'y ait pas de points
de deuxième classe à Fintérieur de ce cercle, sauf, bien entendu, le
centre du cercle. Il en résulte immédiatement que :

Toute fonction uniforme de deuxième classe à l'intérieur d'une
aire A. a, à l'intérieur de cette aire, un nombre limité de points singuliers
de deuxième classe.

Si l'on prend une aire ne contenant aucun point de deuxième classe,
la fonction considérée est de première classe dans cette étendue, et, par
suite, le nombre de ses points singuliers de première classe est limité
dans cette étendue. Enfin, on démontre, comme pour les fonctions de
première classe, que :

Toute fonction uniforme, qui est de deuxième classe sur toute la
sphère, n'a qu'un nombre limité de points singuliers de deuxième classe.

Si le point 0' de la sphère est un point ordinaire, le nombre des
points singuliers de première classe est limité, abstraction faite de
ceux qui @ont attachés aux points de deuxième classe. Le nombre des
zéros de là fonction, en dehors des cercles singuliers, est aussi limité,

Si le point 0' est un point singulier de première classe, le nombre
des points singuliers de première classe esl encore limité, mais le
nombre de zéros peut être infini.
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15. Points singuliers de troisième classe. —- Le point infini d'une
fonction uniforme de deuxième classe définit une nouvelle espèce de
discontinuité que nous appellerons un point singulier de troisième
classe. On voit alors que le pointa sera un point singulier de troisième
classe, si les fonctions P ( — r—) ? p ( —î— ] ? qui définissent l'espèce\z —a} r \z—aj 1 r

du point singulier par rapport à un cercle C, sont telles, que V[z — a),
p [ z — a ) soient des fonctions de deuxième classe ayant un nombre
infini de points singuliers. Les propriétés caractéristiques de ce point
singulier, c'est qu'à l'intérieur du cercle G, décrit du point singulier
comme centre, la fonction a un nombre infini de points de deuxième
classe; enfin, dans une aire quelconque située à l'intérieur de ce cercle
et ne contenant pas le centre du cercle, la fonction est de deuxième
classe; elle a par conséquent un nombre limité de points de deuxième
classe dans cette étendue.

Quand le point singulier est de troisième classe, ces conditions sont
satisfaites. Il faut démontrer la réciproque. Plaçons-nous dans le cas
de la décomposition en sommes. Soient a^ a^ ..., On les points sin-
guliers de deuxième classe de la fonction à l'intérieur du cercle C;
^, Sa, ..., 2^ les cercles correspondants ; P<, Pa, . . , , P^ les fonctions
qui définissent l'espèce de ces points singuliers. On peut, d'après notre
théorie générale, former une fonction Ï S [ - \ ^ holomorphe à l'extérieur
de C et qui ait pour points singuliers a^ a^..., a^ d'espèces Pi, Pa,..., P^.
La différence îl{z] — $ ( ^ ) ? n'ayant que des points singuliers de pre-
mière classe à l'intérieur du cercle, peut se mettre sous la forme

n^)-^('i)=p//i)+Q(^),
\^/ \^/

P' étant une fonction qui définit un point singulier de deuxième classe
au plus.

Cela posé, notre fonction ^[z} admet comme point singulier les
points a,, ag, ..., a^, On = —; ces points seront des points singuliers

de deuxième classe. En effet, la fonction ® ( ^ ) a un nombre infini de
points singuliers dans le voisinage de a^; il en est de même de la fonc-
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t ion $(^) dans le voisinage du point OL^ SI l'on trace une aire voisine
de a^ mais ne contenant pas ce point , la fonction œ ( é ) est de pre-
mière classe dans cette aire. A. cette aire en correspond une autre, voisine
de a,i et ne contenant pas ce po in t . La fonction $(^) sera de première
classe dans cette aire . Le point cc^ est donc bien un point de deuxième
classe. Remarquons main tenant que la fonction n(s) peut s'écrire

n(^==PQ+Q(^.

Comme cette décomposi t ion en sommes de la fonction n(s) est u n i q u e ,
on a

"©^©^•O).
P^^^+p7^).

La fonction P7^) é tan t de première classe au plus, on voit que P(-s)
est bien une fonction de deuxième classe, ayant un nombre infini de
points s ingu l i e r s de deuxième classe. La décompos i t ion en produits
mènerait aux mêmes propriétés caractéristiques. Les deux façons de
déf inir ces points conduisent au même résultat. Enfin , dans ces défini-
tions, le cercle C ne joue aucun rôle, pourvu qu'on le suppose suffi-
samment peti t .

Cherchons la d i s t r i bu t ion des points de première classe à l'intérieur
du cercle C. Si l'on trace une aire quelconque contenant l'un au moins
des points a, il y aura à l'intérieur de cette aire un nombre infini (le
poin ts singuliers; il en sera de même, a fortiori, si l'on trace une aire
contenant le poin t 0, car dans cette aire il y a une infini té de points a.
Si, au contraire, on trace une aire ne contenant aucun des points a,
la fonct ion n'aura à l ' intérieur de cette aire qu'un nombre l imité de
poin t s singuliers, car dans cette é tendue la fonction TlÇz) est de pre-
mière classe. Celte disposition est la même que celle des zéros dans
le cas des points singuliers de deuxième classe.

Réciproquement , on peut former une fonct ion uniforme ayant des
discontinuités de première classe d'espèce donnée , ces points singu-
liers élant disposés comme ceux que nous venons d'examiner. Des
points a, comme centre, on pourra décrire des cercles 2^,22, . - . , ^ft

qui n'empiètent pas les uns sur les autres. On pourra trouver une fonc-
Ann.de VÈc. Normale. 2e Série. Tome XÏI. — OCTOBRE ï883. 4'̂
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tion P ^ ( ^ — — ) ? nu l le pour z in f in i , l iolomorphe à l 'extérieur de 2^,l
• Cïn\^ — a ^ j

et ayant pour points s inguliers de l'espèce donnée ceux de nos points
qui son t à l ' intérieur de 2^. Ce t t e fonction P^ dé f in i t un point: singu-
l ier a,i de deuxième classe. On peu t ma in tenan t former une fonction
^ ( ^ ) î l iolomorphe à l 'extérieur de C et, ayant les points a\, a^ ..., a^

comme points singuliers d'espèces P i , Pa, ..., P,;. Celte fonction ( s ( l : }\'z /
dé f in i t un point s ingulier du troisième ordre.

A l 'extérieur des cercles 1^ la, ..., 2^, il p eu t rester un nombre in-
f in i de points de première classe; mais ces poin ts restants sont tels,
d'après nos hypothèses, que dans une aire l imi t ée ne contenant pas le
po in t 0 il y en ail un nombre f i n i . On pourra donc former une fonc-
tion î^-:) ho lomorphe à l 'extérieur de C, ayant pour d iscont inui tés

tous ces points singuliers. Cette fonction $4 ( ^ ) dé f in i t un point sin"
V"3/

gul ier de deuxième classe au plus.
Cela posé, remarquons que la fonction P / /n ' e s t pas complètement,

définie par l'ensemble de ses discontinuités à l ' intérieur du cercle 2^.
On obt iendra toutes ces fonct ions en a jou tan t à l 'une d'elles une fonc-
t i o n de la forme G ^ ( — ^ — ) - Pour avoir la solut ion la plus générale

\"3 an/

de notre problème» il faudra ajouter à la fonc t ion que nous avons ob-
tenue une fonction ayant pour points s inguliers d'espèce G^ G.^ ..., G,/
les points a^ a^ . . . , a,^ c'est-à-dire une fonction don t le point z == o
est un point de deuxième classe.

L'ensemble des points singuliers de première classe ne dé f in i t pas
complètement un poin t singulier de troisième classe; elle le dé f in i t à
un point s ingul ier de deuxième classe près.

Si l'on considère la décomposition en produits, le résultat n'est pas
tout à fait le même. On peut d'abord former une fonction p ( - } ayan t

.^tous les points donnés comme points s ingul iers de première classe
d'espèce donnée, et q u i , de plus, n'aura pas de zéros en dehors des
cercles singuliers. On obtiendra toutes les autres solutions en m u l t i -
p l i an t cette fonction par une aulre/(;s), qui a l 'origine comme point
singulier de deuxième classe, les points a < , 02, . . . , dn é tant des poin ts
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singuliers de première classe, celte fbnction/^s) ne s 'annulant pas à
l ' intérieur clés cercles singuliers.

E n f i n , si clans la fonct ion P ( ~^~\ qui définit un poin t singulier a

d u troisième ordre, on remplace z par-!-? on obtient une fonction de u

q u i a le point a =- comme point singulier du troisième ordre. En
effet : i° la fonction de z a, dans le voisinage du poin t a, un nombre
inf in i de points de deuxième classe; il en est de même de la fonction
de u dans le voisinage de a; ^° si l'on trace une aire dans le voisinage
du point a ne contenant pas ce po in t (on suppose cette aire assez peti te
pour qu'elle ne cont ienne pas le point z = o), il y correspond dans le
plan des u une aire voisine de a et ne contenant pas le point a. Dans
la première aire, la fonction de z est de deuxième classe; il en est de
même de la fonction u dans la deuxième. Ces deux propriétés démon-
trent bien que le point a est un point singulier de troisième classe.

16. Classification des points singuliers. — Après avoir défini les points
singuliers de troisième classe, on peut définir les fonctions uni formes
de troisième classe. Une telle fonct ion , quia un nombre infini de points
de troisième classe, ne peut ê t re ni holomorphe, ni de première, ni de
deuxième, ni.de troisième classe pour z infini . Le point infini de cette
fonction est un po in t singulier de nouvelle espèce, que nous appel-
lerons un point singulier de quatrième classe. On définira ensuite
les fonctions uniformes de quatrième classe; le point i n f i n i d'une tel le
fonction est de cinquième classe. En con t inuan t ainsi, on arrivera à
classer de proche en proche les fonctions uniformes et les points singu-
liers. Il suffira de suivre la même marche que celle que nous avons
suivie pour les fonctions et les points singuliers de première et de
deuxième classe. Supposons, en effet, qu'on ait défini ainsi les fonc-
tions de [n — ï)101116 classe et les points singuliers de 7^ième classe.

Si le point ^ = = 0 est un point s ingul ier de n^^ classe, on pourra
tracer un cercle C, du point 0 comme centre, à l ' intérieur d u q u e l la
fonct ion î l { z ) j ou i t des deux propriétés suivantes : ï° la fonction n(s)
a, à l ' intérieur du cercle C, un nombre infini de (n — i)"^6 classe; 2° la
fonction l~Ï[z] est de classe n—î dans une aire quelconque, inté-
rieure à C et ne contenant pas le po in t 0. Ces propriétés subsistent
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évidemment si l 'on d iminue le rayon du cercle C. Enfin elles sont ca-
ractéristiques, c'est-à-dire que, si elles existent, le po in t zéro est un
po in t singulier déclasser soit que l'on considère la décomposi t ion
en sommes, soit que l 'on considère la décomposition en produi ts . Nous
supposons ceci démontré.

Cela posé, si dans la fonction P / z f - ^ — p qui définit l'espèce d 'un

point singulier a de classe H) on remplace z par -5 on obtient une

fonction de u qui a pour point s ingul ier de classe n le point a=--
Le théorème est supposé démontré pour les points singuliers de classe
n — i. En effet, dans le voisinage du po in t a, la fonction de z a un
nombre inf in i de points de classe n — î ; il en est donc de même de la
fonction de u dans le voisinage de <%. Si l'on trace une aire voisine de a
ne contenant pas ce point et assez petite pour ne pas contenir le point 0,
il y correspond dans le plan des u une aire voisine de a et ne conte-
n a n t pas ce point. Dans cette aire, la fonction de inséra de classe (n — î) .
Le point a est bien, d'après cela, un point singulier d'ordre n.

Une fonction est de classe n quand ses points singuliers sont de
classes î , 2, ..., n. Dire qu'une fonction a un point s ingulier de
classe n, c'est dire que, de ce point comme centre, on peut décrire un
cercle de rayon assez pe t i t pour que dans ce cercle il n'y ait que des
points singuliers de classe i , ^ , ..., n — î . 11 en résulte immédiate-
ment ;

Toute fonction de classe n, dans une étendue limitée, a dans cette
étendue un nombre limité de points singuliers de classe n.

Si une fonction est de classe n sur toute Ici sphère^ le nombre de ses
points singuliers de classe n est limité.

En effet, si le point i n f i n i est un poin t o rd ina i re de la fonct ion II(^),
tous les points singuliers de cette fonction se t rouvent à l ' intér ieur
d'un cercle décrit de l'origine comme centre. Le nombre des points de
classe n est donc l imité .

S'il n'en est pas ainsi, le point in f in i est un point singulier de
classe i, 2, . . . , 72 . On pourra ramener ce cas au précédent, en a jou-
tant à la fonction H (z) une fonction uniforme de classe { n — î ) au plus,
ce qui ne change pas le nombre des points singuliers de classe n.
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Si u n e fonction de classe n a un nombre inf ini de points de classe n,
son point inf ini est un point singulier d*une nouve l le espèce, que nous
appel lerons un point singulier de classe (TZ-+- i ) . Le point a sera un

point de classe {n + i) si la fonction P[ ;r——) o u p ( r^-^)' clul sert a

définir l'espèce du point singulier, est telle que P(s —- a) ou p [ z — a)
soit une fonction de classe n ayant un nombre inf in i de points singu-
liers de classe n. Comme précédemment, il y a là deux déf in i t ions dif-
férentes. Prenons celle qui correspond à la décomposit ion en sommes
et supposons le point singulier placé a l 'origine. Soit C le cercle par
rapport auquel on définit l'espèce du point singulier. A l ' intérieur de
ce cercle, la fonclion U{z) jouit des deux propriétés suivantes: 1° elle a
un nombre inf ini de points déc lasser ; 2° elle est de classer, dans une
aire quelconque intérieure à C et ne contenant pas le poin t 0. Elle a,
par conséquent, dans cette aire un nombre limité de points singuliers de
classe n. Réciproquement, si ces propriétés existent, le point z == o est
un point s ingul ier d'ordre (n-t-i). En effet, soient a,, a.^ . . . » a^ ...
les points singuliers d'ordre n de la fonction à l ' i n t é r i eu r du cercle C.
De ces points comme centre décrivons des cercles 2,, 2^ ..., 2/,, ...,
qui n 'empiètent pas les uns surles autres. SoientP|,P^ • • • ? P^les fonc-
tions qui définissent l'espèce de ces points singuliers. On peut, d'après
la théorie générale, former une fonction uniforme®! ̂  holomorphe à
l 'extér ieur de C et ayant pour points singuliers d'espèce P^ P^ . • • ,
P,,, ... les points a,, a^ ..., a/,. La fonction <£{u] a pour points sin-
guliers de classe n les points a ,5 a^, ..., a//, . * . , ^n étant égal à ^*
C'est une fonction de classe n ayant un nombre i n f i n i de points singu-
liers de cette classe.

La différence II(» - ̂ (i) n'a plus de points singuliers de classer
L'origine est pour cette fonction un point singulier de classe n, au
plus^En appelant F{z) une fonction déclasse n - ï au plus, on aura

n C ^ ^ ^ f ^ + P ^ ^ + Q C ^ .
A5/ V/

La fonction P(1)? qui définit l'espèce du point singulier z == o par
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rappor t au cercle C, est égale à < î > ( ^ ) + P^ r L'origine est donc bien
un po in t s ingul ier de classe 72.

La décomposition en produits conduira i t aux mêmes propriétés ca-
ractéristiques. Les deux définitions sont donc équivalentes; enf in , le
cercle C ne joue aucun rôle: il su f f i t de le supposer s u f f i s a m m e n t pe t i t .

- Après avoir tracé les cercles 2 i ,2^ , ..., 2,^ qui e n t o u r e n t les points
singuliers O i , a.^ ..., a,^ il ne reste dans le cercle G, à rextér ieur de
ces cercles, que des points singuliers déclasse [n — i) au plus. Soient
b^ b^, ..., &// ces points singuliers : on pourra les entourer de cercles
n 'empiétant pas les uns sur les autres et n'empiétant pas sur les cer-
cles 2; en cont inuant ainsi, on formera n suites infinies au plus; si
Fonse donne la position et l'espèce de ces points singuliers de diverses
classes, on pourra former une fonction $(- ) qu i ait ces discontinui-\^/
tés, et cette fonction n'est pas complètement déterminée; on pourra y
a jouter une fonction de la forme G ( ^ ) - Dans le cas de la décomposi-

tion en produits , on peut former d'abord une fonction ( S [ ^ ) qui a i t
tou tes ces discontinuités et qui ne s 'annule pas à l 'extérieur du cercle
singulier. On obtiendra les autres solutions en mult ipl iant celle-ci par
u n e fonct ion ^" (^p qni ne s'annule pas à l ' intérieur des cercles singu-
liers.

La classification des points singuliers et des fonctions est complète-
ment fa i te ; nous a l l o n s donner quelques propriétés de cette classifica-
t ion , entre autres la distr ibution des zéros et des points de première
classe dans le voisinage d 'un point singulier de classe n. Il nous faut,
pour cela , rappeler quelques propriétés de la théorie des suites infi-
nies.

17. Suites infinies. — Supposons que , dans une aire limitée, on a i t
un nombre inf ini de points isolés, c'est-à-dire ne formant pas une
ligne continue. On dit qu'un point a, situé dans cette aire, est un
point limite de cette suite de points quand il y en a un nombre i n f i n i
dans le voisinage du poin ta . Si l'on trace une aire contenant le p o i n t a ,
s i y aura toujours dans cette aire, quelque petite qu'elle soit, un
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nombre in f in i de points. Si, dans une aire l imitée, il y a un nombre
i n f i n i de points, cette suite a au moins un point l imite.

Cela posé, considérons tous les points l imites de notre suite. Si leur
nombre est l imi té , la sui te que nous considérons est simplement infi-
nie. La suite des points singuliers de première classe dans le voisinage1

d 'un point de deuxième est un exemple de suite s implement in f in i e qui
a un seul point l imi te ; il en est de même de la suite des zéros d'une
fonction dans le voisinage d'un point singulier de première classe.

Si le nombre des points l imites est inf in i , ces points forment une
nouvelle suite infinie. Nous désignerons, avec M. Mittag-Lefler, par P
la suite considérée, par P, la suite formée avec les points limites de P.
Si l'on trace une aire ne contenant aucun point de P^ cette aire con-
t ient un nombre limité de points de la suite P. En effet, s'il en étai t au-
t rement , i l y aura i t un point l i m i t e de P dans cette aire. Prenons un
point limite de P,, ; u n e aire quelconque contenant ce point a un
nombre inf in i de points de la sui te Pi , et a fortiori un nombre infini de
points de la su i te P. Ce point limite de P< est dit un point l im i t e de
deuxième ordre de P; si le nombre des points l imi tes du deuxième
ordre est l imité , on di t que la suite P est doub lemen t inf in ie ou qu'elle
est de classe 2,

Si le nombre des points l imites du deuxième ordre est in f in i , ces
points limites forment une nouvelle suite Pa; en prenant les p o i n t s
l imi tes de cette suite, on a une nouvelle série de points Ps< Si cette sé-
rie a un nombre limité de points , on dit que la suite P est de classe 3.
En cont inuant ainsi , on formera des séries P < , Pa, ..., P/z< Si l 'on peut
trouver un nombre n tel que la suite P^ ait un nombre l imité de termes,
on di t que la sui te P est de classe n ( 1 ) .

11 peut se faire que toutes les suites obtenues aient un nombre infini
de points : on dit alors que la suite P est du deuxième genre. Dans le
cas contraire, elle est du premier genre.

18. Distribution des points singuliers de première classe dans le voisi-
nage d'un point singulier de classe [n + ï). — Les points singuliers de

( 1 ) Voir, à ce sojofc, les recherches de M. Canlor sur les ensemUcs de points, dont une
traduction française va être publiée dans les Âcta matjiematicu.
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première classe d ' u n e fonction II(s) qui a un point s ingulier d 'ordre
/i4" i forment dans le voisinage de ce point une suite de classe n qui
a comme point l imite d'ordre n le po in t singulier d'ordre n + s . Réci-
proquement , si les points singuliers de première classe d'une fonction
forment une suite de classe n, le po in t l imi te de cette suite est un
p o i n t singulier d'ordre ( 7 ? + ï ) , Le théorème est démontré pour les
poin t s singuliers de première, deuxième et troisième classe; on peut
le supposer démont ré pour les points de classe TZ.

Cela posé, soit z •== o un point s ingulier d'ordre Çn+ i) ; de l 'origine
comme cent re , on peut décrire un cercle C tel qu'il n'y ait à l ' intérieur
de ce cercle que des points de classe ? , 2, ..., n. Il y a à l ' intérieur de
ce cercle une suite infinie P de po in t s singuliers de première classe.
Formons les suites P^Pa,...,?,^, qui se dédu i sen t de celle-ci. Aucune
de ces suites ne peut avoir un nombre l imité de termes, car s'il en é ta i t
ainsi, le po in t z == o ne serait pas de classe Çn + i ) . Les points de la
sui te P/^-i sont des points singuliers d 'ordre n d e l à fonction II (z); or
on sai t que ces poin ts forment une suite s implement inf inie qui a pour
po in t l imi te le poin t z === o. La série P,, se rédui t donc au seul point
^ = = 0 , ce qu i démontre la première partie du théorème.

Réciproquement, soi t^s= o un point l imite d'ordre n. De ce p o i n t
comme centre, on peut décrire un cercle C, qui contienne ce seul point
l imi te d'ordres. La suite des points l imites d'ordre ( n — i ) a^ a^ ...,
a^ est une sui te s implement infinie qui a pour l imite z = o. Autour de
ces points décrivons des cercles 2,, 2^, ..., 2^, qui n 'empiètent pas les
uns sur les autres. Quel le que soit l'espèce des points singuliers de pre-
mière classe qui se t rouvent à l ' intér ieur de ces cercles, on pourra, par
hypothèse, trouver des fonct ions uniformes?^ —1—)? Pof— I—\ ' • - 5\s—a^j - \z—a.^}.
holomorphes à rextér ieur de ces cercles et ayant respectivement, pour
points singuliers de première classe de l'espèce donnée, les points qui
se trouvent dans l ' intér ieur des cercles 2. Ces fonctions définissent des
points singuliers d'ordre /?. A l ' intérieur de C, mais en dehors des cer-
cles 2, il p e u t rester u n e suite infinie de points singuliers V\ cette sui te
est au plus de classe (n — r ) » On pourra former une fonct ion a v a n t
pour points s ingul iers les points de P^; le point z === o sera un point
d'ordre n au plus pour celle fonction, et elle n'aura pas de points sin-
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guliers d'ordre nà l ' intérieur de C. Il résulte bien de là que ( o u ï e fonc-
tion qu i a celle suite de points singuliers de première classe a le point
z = o comme p o i n t d'ordre n -4- i.

Prenons m a i n t e n a n t deux fondions qui toutes deux ont cet te su i t e
comme po in t s s ingul iers de première classe et de même espèce. Leu r
dif férence a d m e t le point z === o comme point singulier de chisse n au
plus. Le théorème est démontré pou r les points de deuxième classe; or
nos deux fonct ions o n t toutes deux comme points de deuxième classe
les points l i m i t e s de premier ordre qui forment la sui te P,. En ces
points, la différence des deux fonctions admet un po in t s ingul ie r de
première classe au plus; en t o u t a u t r e point , celte différence est holo"
morphe. La s u i t e Pi est d'ordre n — i; le théorème est démontré .

Les po in t s s ingu l i e r s d 'ordre {n —m} de la fonct ion II(s) appar t i en -
nen t à la s u i t e P,/_^_^ qui est de classe m •+• i . Si l 'on se donne ce t te
suite de points s ingul iers et l 'espèce de ces points , on pour ra former
une fonction ayant tous les points de cette sulle p o u r p o i n t s singuliers
de l'espèce donnée. En efïetç soient b u n de ces poin ts , B le cercle
singulier, P("7-^~7) 1^ fonction qui déf in i t l'espèce de ce point singu-
lier. Quand P est donné, on a, par cela môme, l'espèce et la posi t ion
des d i scon t inu i l é s de première classe q u i se trouvenî: dans le cercle B.
Cela posé, l 'ensemble des poin ts de première classe qui se t rouvent
dans les cercles B forme une su i t e d'ordre n. On peu t donc, d'après le
théorème précédent , former une fonction n(^) qui admette tous les
points de cette suite d'ordre n comme points de première classe, l'espèce
étant la même aue pour les fonctionsP. La différence P ( — — r ) — iKz]1 1 . \,3 — b ) • •
n'est pas forcément h o l o m o r p h e dans le voisinage d u po in t b; mais ce
poin t est d'ordre n — m — i au plus pour cette différence. On a donc
ramené le problème au cas où l 'ordre du po in t singulier est d i m i n u é
d'une un i té , comme i l est possible dans le cas où les points b sont de
première classe : le théorème esl démontré.

Prenons deux fonctions qui ont tous ces points singuliers b d'es-
pèce P. Leur différence est holomorphe dans le voisinage du point &.
Si maintenant c est l'un des points l imites de la suite b, c'est-à-dire si
c appartient à la suite P/,-w, ce point c sera pour nos deux fonctions
u n point singulier d'ordre n — m 4- i; la différence de ces deux fone-
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lions a au po in t s un point s ingul ier de première classe au plus. Il en
résulte que la différence de ces deux fonctions a le point z == o comme
point s ingul ier d'ordre [m 4- i) au plus.

Revenons à notre suite P de points Singuliers; après avoir enlevé de
cette suite tous les points qui sont dans les cercles B, il reste une suite
P' d'ordre n — m — i au plus; à cette suite correspond un point sin-
gulier d ' o r d r e s — m au p lus , le point ^==0 . Au lieu de définir ce
point par l'ensemble de ces discontinuités de première classe, on peut
grouper à part tous les points singuliers d'ordre n — m —~ mf. Si l'on
forme deux fonctions admettant ces seuls points singuliers, leur diffé-
rence aura l'origine comme point singulier de classe m' au plus. On
pourra continuer ces groupements jusqu'à ce qu'on ai t pris tous les
points singuliers.

En faisant la somme des fonctions que l'on obtient ainsi, on a une
fonction qui a tous les points de la suite P comme points de première
classe. Les fonctions ainsi obtenues ne sont pas les plus générales;
deux d'entre elles sont telles que leur différence admet le point z == o
comme^point s ingul ier d'ordre q au plus, q étant le plus grand des
nombres m -j- x , TU' , m'\ ....

12. Distribution des zéros dans le voisinage cVun point singulier
d'ordre [n-^r-ï). — Pour é tudier cette d is t r ibut ion, nous supposerons
l'espèce du po in t singulier définie relativement à la décomposit ion en
produi ts . Supposons que, de tous les points de la suite P comme
centres, on ait décrit des cercles assez petits pour que chacun d'eux ne
contienne qu 'un seul point singulier, ce qui est t ou jour s possible,
puisque ces points ne forment pas une ligne continue. Soient a un point
de la suite P, A le cercle correspondant et g la fonction qui définit l'es-
pèce du point singulier. On sait que l'on a

^(^=(^~a)^y(J-r^)y(^•

Les zéros de la fonction n (^ ) dans le cercle A sont bien déterminés;
ils forment en général, dans ce cercle, une suite simplement infinie qui
a pour limite a. Les zéros de la fonction n{z) qui se trouvent dans les
cercles singuliers sont fixés à l 'avance; mais la fonction peut avoir des
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zéros à l'extérieur de ces cercles. Parmi toutes les fonctions I l ( z ) que
l'on peut former quand on se donne les points de première classe et
leur espèce, il y en a qui n'ont pas de zéros à l 'extérieur de leurs cer-
cles singuliers. On ne considère, bien entendu, que les valeurs de s
qui sont comprises à l ' intérieur du cercle G, décrit de l 'origine comme
centre. Il suffit évidemment de supposer le théorème démontré pour
les points singuliers d'ordre n.

Cela posé, soient a^ a^, ..., a^ les points singuliers d'ordre n de la
fonction à l ' intérieur du cercle C. Entourons-les de cercles 2,, J^, ...,
2^, ...; dans chacun de ces cercles il y a un nombre Inf in i de points
singuliers, qui eux-mêmes sont entourés de cercles singuliers. On peut ,
par hypothèse, choisir les fonctions

«
(^-^"l•/?•(^) ^-^'"^(.r^)' • • •

de telle façon qu'elles n'aient pas de zéros en dehors des cercles singu-
liers; on sait maintenant qu'on peut former une fonction c £ ( î - } y hlo-

v /
morphe à l'extérieur de C et ayant tous ces points singuliers. Si cette
fonction a des zéros en dehors des cercles 2, ces points forment au
plus u n e sui te s implement inf in ie a y a n t pour limite o. En effet, si l 'on
trace une aire quelconque ne contenant pas le po in t o, on peut diviser
cette aire en plusieurs parties, les unes intérieures aux cercles 2, les
autres extérieures. Dans les premières parties, il n'y a pas de points de
la suite considérée; dans chacune des deuxièmes parties, la fonction
< S [ ^ ) est ho lomorphe ; le nombre de points de la sui te dans chacune\z/
de ces parties est l imi té ; il y a aussi un nombre f in i de parties, puisque
l'aire considérée contient un nombre l imi té de points a. Cette sui le
étant s implement inf inie , on peut trouver une fonction G( - 1 - ) qui ad-

<1)met tous ces zéros. Le quotient —-^ satisfait encore à la ques t ion et
°0)

n'a plus de zéros extérieurs aux cercles 2. Soit ^ i ( ^ ) ce quot ient ; ses
zéros à l'intérieur des cercles 2 sont les mêmes que ceux des fonctionsjo
qui définissent l'espèce des points singuliers. On forme donc ainsi une
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fonction ^(•j1:) qui a tous les points de première classe intérieurs à
2 et qui ne s 'annule pas en dehors de leurs cercles singuliers.

Les autres points de la suite P définissent un point de classe n. On
pourra, par hypothèse, former une fonction ^(-ï:) qui ait tous ces
points de première classe et qui ne s'annule pas en dehors de leurs cercles
singuliers. La fonction C Ê ) ^ ( ^ ) î ^ ^ ) satisfait aux conditions déman-
dées. Soit Ui{z) cette fonction. Prenons main tenant l ' u n e quelconque
des fonctions îl{z).

On voit facilement que, dans le cas où le po in t .5=0 est un poin t
singulier du deuxième ordre, le quot ient jr—1" a, en général et au plus,
un poin t singulier z == o de premier ordre; ce quotient ne s 'annule
pas à l ' intérieur des cercles singuliers.

Revenons au cas du point singulier d'ordre [n -4- î ) . Soit b un poin t
l imi te de la série P; au point b, le quotient ^ ^ admet , en général et
au plus, un point singulier de premier ordre : il en résulte que le quo-
tient —^ a le point ;s == o comme point s ingulier d'ordre n. La fonc-i i t (a) l l

t ion qui d é f i n i t ce point s ingulier par rapport au cercle C ne s 'annuie
pas à l ' i n té r i eur des cercles singuliers. On voit. que le théorème n'est
pas tout à fait analogue au théorème correspondant dans la décompo-
si t ion en sommes.

Si tous les points de première classe é ta ient définis par des fonç-
ai)

fions de la forme e ' , on pour ra i t former une fonction ayant un
point singulier d'ordre (n "4- ï ) et ne s ' annu lan t pas dans le voisinage
de ce point.

Tous ces exemples montrent combien est variable la disposition des
zéros dans le voisinage d 'un point s ingulier d'ordre {n -+• i). Dans tous
les cas, la suite des zéros d'une fonction dans le voisinage d'un point
d'ordre n 4" i forme une suite de classe (n-h î) au plus, et le point
singulier est dans ce cas le point limite de cette suite.

En effet, les points limites de la suite des zéros ne peuvent être que
des points singuliers de première classe au moins, ces derniers points
formant une suite d'ordre n. Il en résulte que la suite des zéros est
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d'ordre n + î au plus. Réciproquement, si l'on a une suite Q de zéros,
d'ordre 72+1, toute fonction qui s 'annule en ces points a comme
points singuliers de classe [n +1) au moins tous les points limites
d'ordre (/z + î) de cette suite; parmi toutes ces fonctions, il y en a qui
ont ces poin ts limites comme points singuliers d'ordre n -+-1.

Le théorème est démontré pour les suites de première classe : il suffi t
de démontrer que, s'il est vrai pour une suite d'ordre n, il est encore
vrai pour une sui te d 'ordre n + î . En effet, soit z = o un point l imite
d'ordre n 4- î . De ce point comme centre on peut décrire un cercle C
qui ne contienne aucun autre po in t limite d'ordre {n+ i ) .Nousconsi"
dérerons seulement la suite des points qui se trouvent dans le cercle C.
Soient a^ a^ ..., a^, ... les points limites d'ordre n qui forment une
sui te s implement in f in ie . De ces points comme centre décrivons des
cercles 2,, 2^, ..., 2/z qui n 'empiè tent pas les uns sur les autres. On
peut alors trouver des fonctions

(z—a^hp^————\, ^-a^pA—ï—\, .-,
\z—a\ / \ ^ — C L ^ J

holomorphes à l 'extérieur de 2,, 2^ . . . , 2^ et qui aient respective-
ment pour zéros les points de la suite qui se trouvent dans ces cercles,
ces fonctions définissant des po in t s s ingul iers d'ordre n. On pour ra
alors former une fonction ( S [ ' \ qui ad mette ces points a^ a.^ . . - ,<^, . . - >

\^/
comme points singuliers d'espèces

^—^Ynlpi(—)1 ^—^y^p^:\^—ai/ \^ •a^

et qu i , de plus, ne s 'annule pas en dehors des cercles 2. Les points de
la su i te extérieurs aux cercles 2 forment une deuxième suiîe d 'ordres
au plus. On pourra former une fonction ^ i ( ^ ) ayant les zéros de cette
deuxième suite et le point z=o comme point singulier d'ordre n.
Le produi t ^ ( - ' - î ( S ^ Î - \ est l 'une des fonctions demandées. On obtien-

v^/ \3/
dra les autres en mult ipl iant celle-ci par une fonction uniforme n'ayant
pas de zéros à l ' intérieur de C, ce qui permet d'augmenter, autant
qu'on le veut, l'ordre du point singulier z = o.
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20. Fonctions uniformes et points singuliers du deuxième genre. —
Tous les points singuliers ou, ce qui revient au même, toutes les fonc-
tions uniformes rentrent-elles dans cette classification? Il est facile de
se convaincre qu'il n'en est pas a ins i . On peut en effet former, d'après
le théorème de M. Mittag-Lefler, une fonction ayant les points singu-
liers i, 2, » . . , n, ... d'espèces P;, P^, ..., P,;, ..., P,^( —I— ) définis-\ z — n /
sant un point singulier de classe n. Cette fonction ne rentre pas dans
notre classification: on dit alors que c'est une fonction du deuxième
genre. Le point i n f i n i d 'une telle fonction ne peut pas être un point
ordinaire ; car, s'il en était ainsi, tous les points singuliers se trouve-
raient dans un cercle décrit de l'origine comme centre. Ce n'est pas
non plus un point singulier de classe m; car, s'il en était a ins iy tous les
'points singuliers dont le module est très grand seraient de classes in-
férieures à m. On a donc une nouvel le espèce de discontinui té , que
M. Mitlag-Lefler appel le un po in t singulier du deuxième genre.

Si le po in t z == o est un point s ingulier du deuxième genre, il y a
dans le voisinage de ce point un nombre infini de d iscont inui tés de la
fonction. L'ensemble des discontinuités de première classe ne peut for-
mer qu'une suite du deuxième genre; car, s'il en é ta i t au t rement , on
aura i t un point s ingulier du premier genre. Les points limites de cette
suite, qui sont des points de deuxième classe, forment encore une suite
du deuxième genre. Il en est de même de tous les points de classe l imi-
tée qui se t rouvent dans le voisinage du po in t considéré.

Parmi toutes les fonctions du deuxième genre, 11 y a l ieu de grouper
à part toutes celles qui restent de premier genre sur tout le p lan , qui
n'ont qu 'un seul point de deuxième genre, le point i n f i n i . Elles jouen t
un rôle analogue à celui que jouent les fonctions holomorphes clans la
théorie des points de premier genre. Leur point infini sera appelé, par
analogie avec la théorie des points de premier genre, point de pre-
mière classe. Il jou i t de cette propriété que, dans son voisinage, il
n'y a que des points de premier genre. Nous appellerons de même
fonction de première classe une fonction qu i n'a que des discontinuités
de premier genre, et parmi celle du deuxième genre des discontinuités
de première classe. Elle jou i t de propriétés analogues à celles des fonc-
tions de première classe dans les points de premier genre.
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ï° Toute fonction de première classe dans une étendue limitée a un
nombre fini de points de première classe dans cette étendue.

En effet, d ' un point de première classe comme centre on peut décrire
un cercle de rayon assez p e l i f c pour qu'i l n'y ait pas de points de
deuxième genre à l ' intérieur de ce cercle.

2° Toute fonction de première classe sur toute la sphère a un nombre
limité de points de première classe.

En effet, la marche que nous avons suivie pour démontrer les théo-
rèmes analogues à celui-ci montre immédia tement que la fonction est
égale à une somme de deux autres. La première étant de premier genre
sur tout le plan et n'ayant qu 'un seul point singulier de deuxième
genre, le po in t est infini; la deuxième fonction sera holomorphe pour z
infini , tous ses points singuliers se trouveront dans une aire limitée
décrite de l 'origine comme centre.

Enfin, si a^ 03, ..., a^ désignent une suite de points singuliers, tels
que le module de a^ augmente indéfiniment avec n, si Pi(-^-^—)?

p (—\—y sont des fonctions uniformes représentant des points sin""\2—aJ L

guliers de première classe, on pourra former, d'après le théorème de
M. MiUag-Leffler, une fonction uniforme dans tout le plan et ayant les
points a^ a^, . . . , a,^ comme points singuliers d'espèces Pi, P^ • . . ,
P/^ .... On arrive au même résul tat en prenant la décomposition en
produi ts .

Le point in f in i d'une telle fonction définira un point singulier de
deuxième classe. Il y a dans le voisinage d'un tel point une suite sim-
plement inf in ie de poin ts de première classe. Réciproquement, si l'on
se donne une telle sui te de points de première classe et l'espèce de
ces p o i n t s , on pourra former une inf in i té de fonctions ayant pour
points de première classe et d'espèce donnée les points de cette suite.
Deux fonctions qui jouissent de ces propriétés sont telles que leur
différence admet l 'origine comme point singulier de première classe
au plus.

Si l'on se place dans le cas de la décomposition en produits, on ar-
rive a des résultats analogues.



3,,Î2 ' C. GUTCiïARD.

On voi t comment on peut classer ces poinis singuliers et ces fonc-
tions.

Celte classification ne comprend pas tous les points singuliers et
toutes les fonctions. Si l'on forme, en effet , une fonction uni forme ayant
le point, i comme p o i n t s ingulier clé classe i, le point 2 comme point
singulier de classe 2, le p o i n t n comme point de classe n, ..., le poin t
inf ini d 'une telle fonc t ion est un p o i n t s ingu l i e r d 'une espèce nou-
velle.

Nous donnerons spécialement le nom de p o i n t s singuliers de
deuxième ^enre, de fonctions de deux ième genre à ceux que nous ve-
nons de classer.

21. Fonctions et points singuliers du troisième genre. — La fonct ion
que nous venons d 'examiner est du deuxième genre dans tout le p lan .
En faisant le même raisonnement que précédemment , on voi t que le
point in f in i de cette fonction n'est ni un point o rd ina i re , ni un point
de premier genre, ni un po in t de deuxième genre. Nous l 'appellerons
un point de troisième genre, et nous dirons que c'est un p o i n t de pre-
mière classe dansée genre. Dans le voisinage d 'un po in t s i n g u l i e r de
première classe, la fonction est de deuxième genre.

On peut ainsi classer les fonctions et les points s ingul iers du troi-
sième genre. Il est clair qu'en con t inuan t ainsi on arrive à former
une suite i l l imitée de genres, tous divisés en classes.

22. Fonctions et points singuliers de deuxième famille. — Tous les
points s ingul iers et toutes les fondions uniformes rentrent- i ls dans
cette classification? Il est facile du se convaincre qu ' i l n'en est pas
ainsi. On peut , en effet, former une fonct ion q u i admet le poin t i
comme p o i n t singulier de premier genre, de classe d 'a i l leurs quel-
conque ; le point n comme point singulier de genre n de classe quel-
conque aussi. Le point infini d 'une telle fonction ne peut pas être un
point ordinaire, car on sait que, dans ce cas, tous les points singuliers
se trouvent dans une aire limitée, ce qui est ici impossible. Si le point
infini était un point de genre n, la fonction îl{z) considérée serait
égale à une fonction de genre n sur tou t le plan, augmentée d 'une
fonction holomorphc pour z infini. En effet, si l'on pose z =-= ^y, la fonc-
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lion n ( - ) peut s'écrire

. n(.)=P(^QW,

P ( " ^déf in i ssan t -un point singulier de genre n, et Q^) étant holo-
morphe dans le voisinage de z ' = o. On a alors

n (^ )=P(^ )+Q(^V

P(s) n^a pas de points singuliers dont le genre dépasse n\ enfin les
points singuliers de Q ( ^ ) se t rouvent dans une aire limitée.

Le point infini de cette fonction est donc un point singulier d^ne
nouvelle espèce. Nous dirons qu'il appart ient à la deuxième famille.

La première famille de points singuliers et de fonctions comprend
tous ceux que nous avons partagés en classes et en genres. La deuxième
famille pourra elle-même se diviser en classes et en genres.

On pourra former une suite illimitée de familles; on n'aura pas en-
core formé toutes les fonctions et tous les points singuliers possibles.
On peut cont inuer ainsi indéfiniment.

Le cadre de ce travail ne nous permet pas d'étudier les propriétés
des genres et des famil les ; c'est un p o i n t sur lequel nous nous propo-
sons de revenir plus tard.

23. Considérations générales sur la classification des points singuliers.
— Quel est le principe même de cette classification des points singu-
liers et des fonctions? Cela revient, en somme, à considérer toute u n e
série de fonct ions uniformes, les fonctions hoîomorphes, comme fonc-
tions de classe zéro. Le point infini de ces fonctions est un po in t s in -
gulier de première classe; si l'on forme, à l'aide du théorème de
M. Millag-LeftIer ou du théorème analogue pour la décomposition en
produits une fonction ayant un nombre infini de points de cette es-
pèce, cette fonction sera de première classe ei son point in f in i de
deuxième. A l'aide d'un nombre limité d'opérations analogues, on
forme les fonctions et les points singuliers de premier genre. Pour
déf ini r les fonctions de deuxième genre, on forme des fondions de
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premier genre, telle que la classe de leurs points singuliers augmente
indéfiniment avec le module de ces points. Les points inf inis de ces
fonctions définissent les points singuliers de première classe dans le
deuxième genre. Partant de là, on arrive à établir la classification des
points de deuxième genre, puis à former successivement les divers
genres, les familles, etc.

Il se pose alors une question. Ne pourrait-on pas choisir arbitraire-
ment un groupe de fonctions uniformes qu'on appellerait fonctions de
classe zéro? Les points infinis de ces fonctions seraient appelés points
singuliers de première classe ; on effectuerait enfin la même série d'opé-
rat ions que celles que nous avons faites en par tant des fonctions holo-
morphes. Nous nous contentons de poser la question pour le moment ;
nous essayerons plus tard de montrer comment il faut choisir ces fonc-
tions pour que la classe, le genre, la famille, etc., d'un point singulier
ou d'une fonction soient parfaitement déterminés.

DEUXIÈME PARTIE.
FONCTIONS SIMPLEMENT PÉRIODIQUES.

1. Préliminaires. — Une fonction qui a pour période oo et le point a
comme point singulier a pour points singuliers de même espèce tous
les points dont l 'affixe est (a-hnco). Nous représenterons tous ces
points par le symbole (a). Nous supposerons d'abord qu'il n'y ait
qu'une seule ligne dépeints singuliers, la ligne (0). On peut traiter
la question à deux points Je vue, soit en considérant la décomposition
en sommes, soit en considérant la décomposition en produits.

2. DÉCOMPOSITION EN SOMMES. — Représentation de la fonction à l'aide
d^une série. — Soit

p(L\^^
\ -3 ) Z Z'-
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une fonction uniforme dans tout le plan, holomorphe à rextérieur
d'un cercle C, décrit de Forigine comme centre avec un rayon p. Décri-
vons des cercles des points nçù, comme centre, avec le rayon p. For-
mons la somme

m n(,) pfi)+ypf__uypf_
W ^ \^—ro) / ^j \2+z — r o ) / ^J \ j3-4-5œ^

i ' i

Voyons ce qui arrive quand m et n croissent indéfiniment.
Pour des valeurs de r assez grandes, on a

, / Ai Ai\ , B À-mocl ——î— 4, _2 <^ mod ——, < -p\ 5 — r c o rh)/ r-o)2 r-

rT,/ î \ Ai 1 , B^ À^mod P ——— ) — ——— < mod -————-; < -, 3^ ^—/-oûy , ;—rcoj ( ^ — r o û ) 2 r2

^ et A' étant des constantes. Il en résulte que, pour ces valeurs de r,

,["-,/ î \ Ai M Mmod P — — — + _ < — •L \3—rco/ ^^/J ^

On démontrerait de même

,r^/ î \ An .M/
mod P ——— ) — — < -s- •L \s—50)/ ^o)J ^2

II en résulte que la somme

(a) E^^pf^-t-linayrpf—^+Aii-nimyrpf—)-^]w ^L \'5—rco/ rtû^ ^L \^4-5o3/ .çcjùjî î

converge uniformément; elle représente à la limite une fonction uni-
forme qui a pour points singuliers d'espèce P tous les points TÎO>. Cette
fonction E(^) a d'ailleurs pour période <o, car on a

E ( ^ + ( O ) — E ( ^ ) .=----limfpf—— I——^+^1v / v / |_ \s—/no)/ mtoj
__)-,^
zn o) / m to J

î \ , Ai•lim P» ^"('^+(^4-l)co/ (^+i)(^

Cette limite est nulle. En comparant ( î ) et (2), on voit que ( î ) ne peut
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être convergent que si 7— a une limite. La valeur de ( i ) est alors
-m/ \ A i , ,. mE(^)4- - loghm—co îî,

3. Développement delà fonction E(/3) en série contenant cot^ et ses

dérivées. — La fonction définie pa r la série (^) peut se mettre sous la
forme d'une série double :

A/————-+^, A,f————y, Aaf————V, ...,\z—200 2oi)/ " ' \ - s—2o) y \z—2oo/

, / ï I \ , / 1 V , / 1 V
A l — — + - . A , ( — — , A s — — ) > • • " ?

\ ^ — — ( A ) O)/ \^——t0 / \^——(X) /

Ai Aâ As
-3 /S?*' AI*

A/———-1V A/———Y, A,(———'}\ ...,^^-^.o) coy '•^-^.^y "V^-t-o)/

A ^ I ï \ A / î Y ^ f ï y
A ————————————————— ———— —————— \y A,2 ————————————————— ? A3 ———————————•———— ? * • • î

\^-4-20) 2tA)/ \^"i-3CO/ \54-2CO/

La formule ( % ) montre que cette suite doub lemen t infinie converge
uniformément quand on groupe les termes par lignes horizontales. On
ne change pas cette somme en groupant les termes dans un ordre quel-
conque. Faisons la somme des termes qui se trouvent dans une même
colonne verticale. La somme des termes de la première colonne
est A i ^ c o t ^ ; la somme des termes de la deuxième colonne est

0) û)

— Aa T C Ç^ cot^; celle des termes de la colonne de rang n est
' CO 0)

, ^A,(~i)^———\———.D^cot^.
(0 ' / Ï .2. . .(/î — J ) •" (O

II en résulte que la fonction E(^) peut s^écrire

E(,^) = îfA.i cot^ -A.D.cot7^ 4- AL ])2 cot^ + . ..V
0^ \ O.» " CO î . 2 " (0 /

série qui est convergente àrextérieur des cercles C.
On obtiendra les autres fonctions définies par la formule ( î ) en ajou-

tant une constante à cette série.
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La fonction E(^) s'exprime aussi en fonction uniforme de l'exponen-
2 t T C S

tielle y == 0 " . Remplaçons, en effet, -s par -^-Ly. Aune valeur dey
correspondent une infinité de valeurs de z de la forme z -+- nco; et, par
suite, il y correspond une seule valeur de la fonction E(s). Cette fonc-
îion uniforme dej ne peut avoir que deux points singuliers à distance
finie, les points o et i. Le point o est u n point singulier de première
classe. Le point i, au contraire, est en général de classe supérieure.
Il est entouré de points singuliers qui se trouvent à l ' intér ieur d'une
courbe 2, qui correspond aux cercles C. Cette courbe 2 ne contient pas
l'origine. En appelant II (j) la fonction obtenue, on aura

n(j)=$(-^)-t-G(y)+G/-).
\t/ / \i/ /

$ ( — — ) ne diffère de E(<s) que par une fonction holomorphe d e z ,
\i/ /

qui a pour période oo. Cette fonction est une des solutions de notre pro-
blème. $f—1—) est delà forme

V-1 /

^1^-J^ _»!_+. .
\ y - ^ ~ ' y - ^ (y-i)2

On calcule facilement les coefficients B à l'aide des coefficients A.

4. Cas de la décomposition en produits. — Représentation de la fonc-

tion à l'aide d'un produit infini. — Soit^pt^) la fonction qui définit

l'espèce de point singulier. Décrivons des points no) comme centre les
cercles singuliers qui, comme nous l'avons toujours supposé, n'empiè-
tent pas les uns sur les autres. Supposons qu'à l'extérieur du cercle
décrit de l'origine on ait

/i\ ai ^2
p i ^ j+_2+^j-L- . . . .

\^/ ^ ^

Cela posé, considérons le produit
m fio) .^fi)><T-Trf,--i-y^f—)ixn[^+^f—)l-v / \sj JL1 L\ r ^ / J \^—rc.)/J •I-A L\ s^J * \ -2 ï -4- .yœ/J
i i
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Formons le produit

/ i \ / ai \ b^ b^ ,./ i \p( ———— x i — ——-— =:I+T———T. -+- /——"—r-,-4—- = I 4 - C ? ( — — — — | ./ \^—roj/ \ z — r ^ } (5—rco)2 (s—r^y ^s—/.^

Pour des valeurs de r assez grandes, le module de <S[-^—1—) est plus

petit que -3? M étant une constante. Il en résulte que le produit

•nr[ f î \ f ai M
1 1 LP ——— x i — ——-—A . A | ^ ^ — r ^ j \ z—rœ/J

converge uniformément; il en est évidemment de même du produit

TT-r / ï \ / a, M
II^(iT^}><V7T^)J•ï

D'autre part, on a
<%1 <3îi OsI — — — — - — — = = ï + — - + " r — - 4 - - - " 3^ — rœ rco r-co2

les coefficients 6 étant des polynômes entiers en z. Le produit

( \ ^i
x - —a——} e~^•l. ————————— 1 0^-rcoy

se met sous la forme, pour des valeurs de r assez grandes,

H% us
T —î— __i,., ^_. -, , ï^ —^ '- ^ 1 - ^ -~r- - - —î— « • • •

/"" co- r3 (o3

II en résulte que le produit

]^[f^_^_\^]
11 [\ z — r ^ / J

converge uniformément.
Enfin M. Hermite a montré [Calculdifférentiel de Lacroix) qu'il en est

de même du produit

ù[(-^)4
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En modifiant un peu le produit ( i ) , on arrive à former un produit
qui converge uniformément :

(.) E(.)=.^^)xlimn[(^^y><^(,^)xe^^^^^
—n

Cette limite est une fonction uniforme de z, qui a comme points sin-
guliers d'espèce z9 p^1^ tous les points n^.

En comparant (i) et (2) , on voit tout de suite que (i) sera conver-
gent si le rapport m tend vers une limite. En désignant cette limite par

le symbole ( ~ ) ? la valeur du produit (i) sera
4-W

^(a!^} 2 l

TH / \ ^ " / /"E(^) x e -» .

Or y \ a pour limite log ( m )•
— n

Le produit ï sera donc égal à
/ \ /a^ V3 \

f^xE(.)x^-^
\n;

Si, dans le produit (i), on remplace z par js-hco, l'expression est
multipliée parF ' f___j___1

^^^(n+i)coj p+(^+i)co-l^i.m—^—^—v"^!, ^-^^ J
/? ————— )
" \-S — WO)/

Elle se reproduit, à un facteur constant près, quand on y remplace z
par z + &); en multipliant cette fonction par <?^, a étant convenable-
ment choisi, on obtiendra une fonction périodique. Il faut remarquer,
de plus, que celte fonction ne s'annule pas à l'extérieur des cercles C.

Si Fon veut avoir toutes les solutions, il suffira de multiplier cette
fonction par une fonction holomorphe arbitraire ayant la période &). Si,
de plus, on voulait avoir des fonctions n'ayant pas de zéros à l'exté-
rieur des cercles C, il faudrait multiplier par une fonction holomorphe
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périodique n 'ayant pas de zéros. Une telle fonction est de la forme

^-^
G { z ) admet tan t la période co.

îivs

5. Expression de ces fondions à Faide de l'exponentielle e " . — Nous
savons déjà que si, dans ces fonctions, on remplace la variable z par

î i v s

la variabley, qui lui est liée par l'équation y= e w , la fonction II(y)
ainsi obtenue est uniforme et n'a que deux points singuliers, le point
y== i et le p o i n t j==o, qui est de première classe. Cette fonction peut
alors se mettre sous la forme

n(7)^(j~iy^(—rï)Q(y).\i/ •/

Si l'on remplace y par sa valeur dans Q(y)? on obtiendra une fonc-
tion holomorphe périodique. Il en résulte que ( y — i ) ^ A ( — ^ j est
u n e des solutions que nous cherchons.

Il nous suffit de constater l'existence de cette fonction (y— ï)"^ (——-)•
Les solutions que nous cherchons se représentent plus facilement à

l'aide de la fonction cot^ et de ses dérivées.co

Plaçons-nous dans le cas où l'ordre du point singulier est nul . Po-
sons

^p L
z ] Ao A.»

/ r \ <-'2 •"»">/ ï \ S -o

P [ ^v^/

Formons la fonction E^-s) qui, dans le cas de la décomposition en
D^(^)

sommes, correspond au point singulier —-'—/-. On aura
p{^}\"y

^E,(a)=(-A,D,cot^+^D|cot^-...y
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La théorie générale nous apprend que la fonction

f EI (3^5
e" --o

est uniforme et a pour points singuliers d'espèce p ( 4 ) tous les points
nw. Cette fonction peut s'écrire

Ï (^.AaCOt 31£ 4- ̂ D.Cût^-^D^ot^ -+- . . . ) .
/»(«) \ M 1 .2 ii) 1.2.3. s ti) /

Cette fonction admet évidemment pour période o* C'est donc une
des solutions de notre problème,

Dans le cas où l'ordre du point singulier n'est pas nul , on mul t i -
îniT.z

pliera la fonction précédente par e tl) , n étant l'ordre du point sin-
gulier.

Si dans la fonction E(js) on remplace z par — a + s ' , la fonction
obtenue Ei(-s ') aura pour point singulier d'espèce P ou d'espèce
^ pf^ tous les points (a). Elle a aussi pour période tô. On sait donc
former, soit dans le cas de la décomposition en sommes, soit dans le
cas de la décomposition en produits, les fondions périodiques qui ont
pour points singuliers d'espèce donnée les points (a). Voyons comment

ÎJT.S\

on peut les représenter à l'aide de l 'exponentielle e " * Posons

d'où
2^ HiEl ^y^

y-6' " +e " ̂ ;
2i-^a Y1""-, ^ ,,;'"<:

Y. étant é^al à e w - 1 \ •••1-11-.—-- ' ' ^ y
J ' 0 1 Si. '*"',p")"1/, , A1

II suffira donc de remplacer dans les fonctions^ç^^ ^(j"^

y par y-' Les nouvelles fonctions en j' ont le seul point singulier es-
sentiel y,. Cela posé, proposons-nous de former une fonction uni forme
ayant pour période co et pour points singuliers d'espèce donnée les
points (aj, (a^), -.., (^)» • • • <

Nous supposons comme toujours que les cercles singuliers n'empiè-
Ann. de l 'Éc . Normale. 2e Série. Tome XÏÏ. — NOVEMBRE l883. 4°
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lent pas les uns sur les autres. Nous nous placerons clans le cas où les
po in t s a,, a^ ..., a//, . . . s o n t tels qu'il y en ai t un nombre limité dans
une aire f i n i e ; autrement dit , les points a^ a^, . . . , a^ forment une
suite simplement infinie dont le point z = ̂  est le point limite. Les
autres cas se ramènent à celui-ci, d'après les principes généraux de la
théorie des points singuliers.

La question peut se traiter à deux points de vue, soit en décompo-
sant en sommes, soit en décomposant en produits. Le mode de raison-
nement est d'ailleurs'ie même. Prenons la décomposition en sommes.
Soient P^ Pg, . . . , P,z, ... les fonctions qui définissent l'espèce des
points singuliers. Formons les fondions $,, $2? • • • • ^n, < . . qui leur
correspondent. Aux points a^ a^, . . . , du correspondent pourydes va-
leurs b^ b^ ..., 6,̂  .... Ces valeurs se partagent en deux groupes :
celles dont le module est plus grand qu'un nombre donné p, (Failleurs
quelconque. Soient a,, ^2, ..., a,^ ... ce premier groupe; il forme en
général et au plus une suite s implement inf inie dont le point infini est
le p o i n t l imi te ; soient alors H^ Ils, . . . , IL, ... les fonctions $ corres-
pondantes ; les courbes singulières qui correspondent aux cercles sin-
guliers n'empiètent pas les unes sur les autres. On pourra former une
fonction F(j) ayant les points singuliers a^ a^ . . . , c/.n d'espèce
n^ n ^ , . . . , n,,,....

Prenons le deuxième groupe : soient, p i , ? ^ , . . . y p / ^ les valeurs de
ce groupe; elles forment une suite simplement infinie ayant pour li-
mi te zéro. Soient;^, /a» • • • » X/z les fonctions $ correspondant à ces points.
On pourra former une fonction T^ (j) ayant les points p i , pa, . . . , p,,
comme points d'espèce ^i , /^» * • • » % / / •

ï i r . S

II est clair que, si dans F (y) -h Fi(y) on remplace y par o" ,̂ on
aura une des fonctions demandées.

On obtiendra toutes les autres en ajoutant à celles-ci des fonctions
holomorphes de z ayant pour période co.

Il est bon de faire remarquer que, dans le cas de la décomposition
en produits, on peut former les fonctions en y , de façon quelles ne
s 'annulent pas en dehors des courbes singulières, et, par conséquent,
la fonction en z ne s 'annule pas en dehors des cercles singuliers.
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TROISIÈME PARTIE.
FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES.

1. Préliminaires. — Nous formerons d'abord des fonctions intermé-
diaires, qui j o u e n t dans cette théorie un rôle analogue à celui que
jouent les fonctions 6 dans la théorie des fonctions doublement pério-
diques méromorphes. Ces fonctions intermédiaires n'ont qu'un seul
point singulier dans chaque parallélogramme élémentaire; en les com-
binant , on arrive aux fondions doublement périodiques. Nous appel-
lerons co et co' les périodes ; nous supposerons que, dans le rapport —.
la partie réelle soit négative. Enfin nous examinerons successivement
le cas de la décomposition en sommes et le cas de la décomposition en
produi ts .

2. DÉCOMPOSITION EN SOMMES. — Formation d'une fonction intermé-
diaire ayant pour points singuliers d9 espèce donnée tous les sommets des

parallélogrammes des périodes. — Soit P(é) ^a fonction caractéristique

du point singulier; cette fonctio.n est représentée, dans la partie du
plan où elle est holomorphe, par la série

Pi 'i\ Ai . A.

On peut alors former une fonction uniforme ayant pour période œ et
pour points singuliers tous les sommets des parallélogrammes formés
avec les périodes, en prenant l'origÏne comme sommet. SoitF(;s) l 'une
de ces fonctions; la différence V(z -h co') — F(^) est holomorphe : el le
a pour période c<). On aura alors

(0

F^+co^-F^)^:^),

. ^ ^
?(^)=>B,^ M .
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Nous allons simplifier la relation (i) en cherchant à former une
fonction holomorphe qui satisfasse à la même relation

( 2 ) G^+a/)-^^)^^);

nous assujettirons la fonction cherchée à avoir pour période G), Po-
sons

__ ïni^

G{z}^uctte ' ;
_ 60

en remplaçant z par z -h û/,
Y; IH1^. \

G(^+c^:=^C^ w e
Sm'TCb/ ïnir.s

iVon
2 nivh)' \ 2 ///'!" s^ / E '̂ \

;^c/A^ ' -^G ^ + c o ^ — G ^ ^ ^ C / A ^ ^ — i / ê

Dans le développement de cette différence, i l , n'y a pas de termes
indépendants de l ' exponent ie l le . Le problème ne sera donc possible
que si le coefficient B() est nul . Laissons de côté ce coefficient; pour
identifier, il faudra poser

2 ni'Ru'

C^\e - -i;==I^.

Ces équations pe rmet ten t de calculer les coefficients C; il reste à
montrer que la série formée avec ces coefficients est convergente.

2 i wi>'

Soient q le point dont Faffixe este (1) , p le module de cette quan -
t i t é ; on a p <; i. Marquons les points dont Faffixe est q'\ n p renan t
toutes les valeurs de — co à -h x; . Ces points se t rouven t sur des cer-
cles don t le rayon estp72.

Cela posé, la distance du point q^ au point i est le module de

e w — ï. ,

Cette longueur ne tend jamais vers zéro, car les points q11 ne sont
jamais entre les deux cercles dont les rayons sont p et -^ cercles qui
comprennent le point i. On peut donc trouver une quanti té § telle que
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et, par suite,
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/ â^ \
mod\6 " — ï / > $

modG/î < modB^ x -^9

On pourra donc trouver une fonction holomorphe G(s) ayant pour
période co et tel le que l'on ait

(3) G(z -4- co') - G(^) -= 9(.^) - Bo.

Formons m a i n t e n a n t la fonct ion T l [ z ) = F(^) — G(^) . En ver tu des
re l a t i ons ( a ) et (3), elle satisfait aux deux relat ions

(4)
u{z -hco) -=n(.^),
^ (^4 -œ / ) ^ -^ ( . J )4 -Bo .

'La fonct ion F(z), qui nous a condu i t à cet te formule , j ou i t d 'une
certaine indéterminat ion; il y a une inf in i té de fondions ayant pour
période co et pour points singuliers d'espèce P ( ^ ) les sommets du pa-
ral lé logramme r,)û/. On aurait pu faire le calcul eu partant d'une aut re
fonct ion; on arriverait à une fonct ion H | (^) , sat isfaisant à des rela-
t ions de la forme (4)

n^-4-co) =:iii(^),
( 4 ) n^(^-(-c . / )=n,(^)+ po.

La différence n^.s) - n (s) =1-1(5) est holomorphe, car îï.(z) et
ïl^s) ont les mêmes points singuliers de même espèce. On aura a lors

H(^ -4 -co ) •.^H(^),,
Ï - I ( ^ + ^ ) ^ H ( ^ ) + ? O — B O .

Ces relations exigent que Ro soit égal à Bo et que H(-s) soit une con-
s t an te . Ainsi ce nombre Bo, qui s ' introduit dans nos calculs, ne dé-
pend que de l'espèce du po in t singulier et des périodes. Toutes les
fonctions Tl{z) ne diffèrent que par une constante.

La fonction n(s -- a) satisfait aux mêmes relations que la fonction
n(z). Il résulte de là qu'il est impossible de former une fonction dou-
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blement pér iodique n'ayant qu 'un seul point singulier dans chaque
parallélogramme, à moins que B() == o.

3. DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION n(^) . —" Pour former la fonction
1:1 (s), nous allons employer une méthode qui a été donnée par M. Ap-
pel l [Comptes rendus, 3 avril 1882).

Prenons la fonct ion ^{z) de M. Hermite . Elle satisfail aux deux re-
la t ions

r^+o)) ^t(z),
^+^)—^-i-r(^

La fonction IT, ( z ) == II ( z ) -+• -œ^ Bo Ç(s) admet comme période co, o/;

elle a pour points singuliers d'espèce P ( ^ ) -h T^Bo;: tous les som-
mets du parallélogramme ût), &/. Traçons le cercle s ingul ier du point
z == o et un paral lé logramme 5o» ^o + r < ) » ^o + ^^ ^o-^- G) + ^ (ïm ne

coupe pas le cercle singulier. Soit t un po in t pris dans ce paral lélo-
gramme en dehors du cercle singulier. Entourons ce point d 'un petit
cercle ( ^ ) - .

SI l'on considère l'intéffrale

^J"îii(^K(-—0^

l ' intégrale prise suivant le parallélogramme est égale a la somme des
intégrales prises le long des cercles (o) et ( < î ) .

1/intégrale prise le long du paral lé logramme est une constante H
indépendan te de t.

La valeur de l'intégrale prise suivant le cercle [ t ] est égale a 11 )̂*
Enfin , pour les valeurs de .s situées dans le voisinage du cercle o, la
fonction J ï ^ z ) se développe en série de Lauren t ; la partie qui contient
les puissances négatives de z est

W ...... \ î A.O A 3 .
A^——Bo -+-|4——\, 2ir. j z z" z'^

Ç(s — t) se développe en série contenant les puissances positives de
s, série convergente pour toutes les valeurs de z dont le module est
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moindre que le plus pe t i t des modules de t 4-wco -+• nr^ et, par con-
séquent, convergente sur le cercle o :

^ ̂  t)^.^'C{£) - ̂  ̂ (Q - ̂  V(t) +. . ..

L'intégrale prise le long du cercle est

' ~ f^i+ ^-Bo) î(0 + A, U(t) - -^^(0 + ....
\ JL li Tî / 1 . 3

On aura donc

lï^) =11: +fA,4- — Bo) Ç ( ^ ) - A, ^(^ +.. . .
\ .û t. Tl» /

La fonction n^) étant doublement pér iodique, on doit avoir

A,,+^B^o, Bo^-^A,.

On voi t que Bo est propor t ionnel au résidu du point s ingulier . . En
tenant compte de cette relat ion et en suppr imant la constante H, on
peut définir la fonc t ion II {z) par la série

n^) = A,^z) - A, Ç^) -+-...-+- ̂ =^^ A,, t^z) +....

Il résulte de notre analyse qu'il y aura fonction uniforme de z dans
[oui le plan qui coïncide avec cette série» Cela est évident dans le cas
où le point s ingulier est de première classe, car alors le cercle o est
aussi peti t que l'on veut : le po in t t peut se rapprocher indéf inimeni
du point z =-- o.

4, FOBMATION DES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES. — On peut CS-

sayer ma in t enan t de former une fonction doublement périodique a y a n t
les points <^, a^ . . .» ̂  pour points singuliers d'espèce P^ P^ ..., P^.
On suppose toujours que les cercles singuliers n'empiètent pas les uns
sur.les autres. Soient îl^ IL, ..., n/, les fonctions n qui correspon-
dent aux fonctions P,, P,, ...,?„ et A , , A,, .-, A/, les résidus de ces
fonctions. Posons

F(^) == Hi(5 — % i ) + lia (5 — ag) -+-. . .-+• n,z(^ — a/,).



368 C. GUICHARD.

Celte fonct ion V [ z ) satisfait aux deux relations suivantes :

F^+co) =F(^),
0 /TT

T(s + co') == F(5) — —— (Ai •+- A, +... + A,.).co

Si la somme des résidus est nu l l e , la fonction F(s) est doublement
périodique. S'il n'en est pas ainsi, il est impossible de former une fonc-
tion doublement périodique dans ces conditions. En effet, s'il y en
avait une, la différence F^(s ) — F(s) entre cette fonction et la fonc-
tion F(s) serait liolomorphe. Soit G(^) cette différence; on aurait alors

G(^4-co)=G(^

G (^ 4- co7) = ̂  (Ai 4- A.2 +... -h- A,, ) -h G(.^),
t0

ce qu i est impossible.
Pour qu'on puisse former une fonction doublement périodique,

ayant des points singuliers donnés, il faut et il suffit que la somme
des résidus de ces points singuliers soit nulle,

Si cette condition est satisfaite, on obtiendra toutes les solutions en
a jou tan t une constante à F(^).

Enfin, si l'on remplace les fonctions n par leur développement , on
pourra mettre en fonctions sous la forme

" n n

11 ^S^'7" ç(^ '"" aw ) ̂ S^'"1 v{z w aw) ̂  T9 S ̂ ^ lc!f{z ""' am) "+" • " "
1 1 * ' 1

Remarquons que nous n^avons fait aucune hypothèse sur l'espèce
des points singuliers; ces formules renferment donc l'expression la
plus générale des fonctions doublement périodiques.

5. DÉVELOPPEMENT EN PRODUITS. — Formation des fonctions intermé-
diaires. — Soit ^^(-l1;) la fonction caractéristique du point s ingulier .
Traçons le parallélogramme des périodes, décrivons de chaque sommet
les cercles singuliers, qui, comme toujours, ne doivent pas empiéter
les uns sur les autres. On peut former une fonction uniforme/(jz) ayan t
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pour période û), ayant tous ces points singuliers d'espèce ^p (4 ) et
enf in ne s ' annulant pas en dehors des cercles singuliers.

Cela posé, le quol ient <M-—4^^ est holomorphe, n'a pas de zéros
dans toute l 'é tendue du plan et a pour période oo. On peu t poser

/(^-co) =/(^
(l) c»

/(^o/)=/(^)xe1

n étant un entier positif ou néga t i f ; g[z} une fonct ion holomorphe qui
a pour période co. On peut développeras) suivant les puissances posi-

2JT: s ^ -^

lives et négatives de l ' exponent ie l le e~'. Soit 2-^ a le terme indépen-
dant de la variable. On sait qu'on peut t rouver une fonc t ion holo-
morphe A(s ) te l le que l'on ait

/ A(^-4-û)) -=:h{z),

(<2) t /,(^+^)=/^(.-)+ér(^)-^^.

2 t'~

L'exponentielle^^ a pour période ûù et se mul t ip l i e par e
quand on y remplace z par z 4- a/. Formons la fonct ion

n ( ^ ) - ./^),
• çli^z)

Cette fonction, qui a tous les sommets du parallélogramme comme
points singuliers d'espèce zmp(-^^ ne. s 'annule pas en dehors des cer-
cles singuliers. Enfin elle satisfait aux relations

. ( 11(^4-00) =-:n(^),
(3) . î nc.+c.^^nc^x^"".

La fonctiony., qui est le po in t de départ de notre calcul, n'est pas
complètement déterminée; on p o u r r a i t pa r t i r d'une au t r e fonction/,,
on arr iverai t à une fonct ion analogue à II(z), jouissant de propriétés
exprimées par des équat ions de la forme (3). Reste à voir si n et a va-
rient. Établissons d'abord un lemme préliminaire.

Pour qu'une fonction holomorphe y(-s), n'ayant pas de zéros, puisse
Ann. de i'Kc, Normale. 2e Série. Tome XIL — NOVEMBRE ï883. 4?
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sat isfaire aux relat ions

\ ?(^+^) =:y(-3),

/ / -, , . —— C/z^+rt)
y(^+o/ ) ==îp(.^) X <?0 1 ,

i l faut et il su f f î t que l'on a i t n == o el a== pu •+• y^'. /? et y sont des
entiers positifs ou négat ifs .

D'abord, ces condi t ions soni suffisantes, car dans le cas où elles sont

remplies, la fonct ion e " satisfait aux relat ions (4 ) .
Elles sont m a i n t e n a n t nécessaires; en effet , n est n u l , p u i s q u ' i l est,

égal à la somme des ordres de la foncl ion y(z.) dans le pa ra l l é log ramme
r.), G/. Cela posé, formons la fonction

^^!M—<Y l ) ^ o^)

Cette fonction satisfait aux d e u x r e l a t i o n s

^(^+0)) =rr^(^),
2»'TC

4^ -ho/) ^^(.s)^"07'^.

Le q u o t i e n t ï 1 ^ est d o u b l e m e n t pé r iod ique ; si a n'est pas l ' u n des
sommets du p a r a l l é l o g r a m m e oo, r./, cette fonction est méromorphe,
e l le n'a qu 'un seul pôle dans chaque pa ra l l é logramme, ce qui est im-
possible.

Supposons m a i n t e n a n t qu'en pa r t an t d 'une fonc t ion /< on arrive à
une fonction H^) sa t i s fa i san t aux deux relations

n^+co) =ï-ï,(,^),

^^^^W^^^

Le quot ient —•—? qui est l io lomorphe , n'a pas de zéros. Soit y (^) ce
quot ien t . 11 satisfait aux deux relations

îp (^ -4-o) ) ==y(.?),
2/7 Î ,
——!(/ / ' • • - / / ) a; ••(-.-^-•r/1^(^-ho / )= :^ (^ ) x e^ ,
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ce qu i exige que l'on ail n -= /?/ el a'== a-4-joœ + q ^ . H , ( s ) sera lié à
n(s) par la re la t ion

n^)=c<?~n(^) .

11 est bien clair que toute fonction de cette forme pourra être prise
comme fonction intermédiaire.

Nous allons m a i n t e n a n t former Fune de ces fonctions n (s). Toutes
les autres seront formées par cela même.

6. Développement de îl(z) en série. — Plaçons-nous d'abord dans le
cas ou l 'o rdre des points singuliers est n u l . La fonct ion u n i f o r m e q u i
défini t l'espèce du point singulier est de la forme p i ^ ) • Elle peut ê tre
représentée en dehors du cercle s ingul ier C par la série

/,(é)=.+^+a+....
"<0La (onct ion—— L est un i fo rme dans tout le plan, h o l o m o r p h e a l'exté-

^ 'r ieur de C. On peu t la développer en série conlenant les puissances
négatives de s. Le coefficient du lerme en -; est n u l .c-' , ..3

^(i) _ A, A»
——-——^—' —— —}-- ~ •—(— • • " •

/ ï \ ^ ^

p^)

II est facile d 'obtenir les coefficients A en fonction des coefficients a^
on a, par exemple , A 2 === — a^ . . . .

Formons la fonction Ï l { z ) de la décomposit ion en sommes, qui cor"'<')respond au point singulier d'espèce ' — ^ ' Cette fonction est ici dou"
<.}

blement périodique. On a

n^)=-A^) + 7^^^)+- • •+ rE^^^-'^)^- • • •
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1/inlégrale f n ( s ) dz est ho lomorphe dans la part ie du plan exté-t" 50
r ieure aux cercles C. Elle esL égale, à une constante près, à

-A,^-)+^^)+,^^2}^^(,)^,,

Cette constante dépend de la v a l e u r in i t ia le ZQ et du chemin qu'a suivi
la variable z .

Cette série est forcément convergen te pour les valeurs de z ex té-
rieures aux cercles C; mais i l peut se faire qu 'e l le ne représente pas
une fonct ion un i fo rme dans tout le p l a n .

Quoi qu'il en soit, i l résulte de noire théorie générale que Fexpo'
nentiel le .̂̂ ,̂.̂ ,.,-.....,̂ ;̂,-,--.....̂
q u i représente u n e Ibncl ion de z h o l o m o r p h e à l ' e x î é r i c u r des cer""'
desC, est telle qu ' i l existe u n e f o n c t i o n u n i f o r m e dans t o u t le plan qui
coïncide avec e l le en dehors des cercles C.

Cette fonct ion un i fo rme admet pour période Q), e l l e est mu l t i p l i ée
2(7.

par e ()> ; q u a n d on y r emplace r par z -(- 0'/. C'est cette fonct ion q u e
nous p rendrons comme fonct ion i n t e rméd ia i r e n ( ^ ) .

On voit que , dans ce cas, l ' en t ie r n est nu l et a est égal et de signe
cont ra i re au coefficient de " d a n s â t - f - ) t

z l \zJ
Avant de passer au cas où l 'o rdre du po in t s i n g u l i e r est quelconque,

nousferons remarquer que les zéros de la fonct ion son t appelés à j oue r
un rôle dans cette ihéor i e . C^est là u n des avantages de la décomposi"
lion en produi ts sur la décomposi t ion en sommes. Nous avons déjà re-
marqué que, même dans la t héo r i e générale des points s ingul iers et
des fonc t ions , la méthode de décompos i t ion en produits d o n n a i t des
renseignements sur le nombre des zéros d 'une fonction dans une aire
l imi t ée . Dans la théorie des fonc t ions doublement périodiques, les ré-
sul ta ts seront encore plus caractér is t iques; afin d'énoncer ces résultats
sous une forme générale, nous appe l l e rons ordre de la fonct ion en un
point l'ordre du zéro ou du point singulier. Nous prendrons, dans le
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cas d 'an zéro, comme analogie avec ec'qui précède,
«

[ï(,3) •=e'^~ O i ( 5 ) .

Celto fonction satisfait aux deux relations

n(.;4-co) =ll(z),

n(;3 -h c./) -==—n(.^) ^~l^^+M'-fc/)^: n (^ ) ^--c^'4-" ^

Elle est bien de la même forme que celle que nous avons t rouvée dans
le cas des points singuliers; il faut supposer ici n = — i , a

Dans le cas où le p o i n t singulier est un pôle s imple , nous prendrons

pour fonct ion n(^) la fonction e " 0 " ~ ^ Ç z ) ; elle sat isfa i t encore aux
re la l ions de la forme (3), dans lesquelles on suppose n = i , a == ^? . . . .

Si l'on ava i t un zéro d 'ordre m, on p rendra i t comme fonct ion ïï[^ j
m. ï'r,z

la fonction e w 5^ (^ ) - Elle a pour zéros d'ordre m tous les sommets
du pa ra l l é log ramme et sat isfai t aux re la t ions des fonct ions I I (^) .

E n f i n , pour avoi r la fonction II(^), qu i correspond à u n poin t sin-
gul ier d'espèce ^pf.^ ) ? nous ferons le p r o d u i t des deux fonctions qu i

cor respondent à z^1 et à ^ ( ^ ) - Si donc on a

/1 \ a, r/»^y=^+^+--.>
//•• i \diL -̂̂
/ I, \ Z2 .^

p [ . ) *
Ces séries sont un i fo rmes et convergent à l ' ex té r i eu r du cercle C. On
devra poser

n(^^,;.(^-^--'̂ ^".-.

Cette fonction Ï Ï . { z ) satisfait aux deux relations
n ( ^ + ù j ) - ; = n ( ^ ) ,

2 /" TC ( m \
—— ——— {}tZ -+- — M4- fl, 1n(^ -+-o./) =n(s;) x e M v 3 ! /.



374 c* GUICHARD.

Le nombre 72, que. nous avions irouvé précédemment , est égal
« — m.

Le nombre a est égal à -— ̂  û) — a,.

Ce nombre a,, nous rappel lerons le reste du point singulier.
On voit (Tai l leurs que la fonct ion Ïl{z} a pour points singuliers

/ • \
d'espèce -sw/^-;j tous les sommets du paral lélogramme œ, o/; de plus,
elle ne s 'annule pas en dehors des cercles singuliers .

7. Formation clés fonctions doublement périodiques. — La fonction

n . ) ( s ) = = = n ( s — a ) a pour po in t s singuliers d'espèce z ' ' 1 p ( . ^ } tous les
points a+7?2o) +-m'V. On voit f ac i l ement qu'el le satisfait a u x deux
relations

n^+(o)=ru^
n, (,G + o/) = n, (^ x ̂ ï(-—-ï--^

Cela posé, on peut se proposer une fonct ion d o u b l e m e n t périodique,
ayant pour points singuliers s ^ i r ; ^ — 1 — ) , ^•2 n < , ( — ï — ) , . . . ,

\^ — a^y / " ̂ ^ — a^/

^"P/ii ^~~}^ ^es P 0 1 1 1^ ^.i» ^2» - - « » û"'// du parallélogramme (co, û)').
On suppose, comme précédemment , que les ctîrcles singuliers corres-
pondan t à ces poinis n 'empiètent pas les uns sur les autres. Enfin, un
cer ta in nombre des fonctions/^, /^» . . . , pa peuvent se réduire à l ' un i t é

lorsque les points singuliers correspondants sont des pôles ou des
zéros. Soient ^ i , a.^, ..., a^ les restes des points s ingul iers* Formons
les fonctions II., (s), n^(-s) , . . . . , n^(«), qui correspondent aux fonc-

tions uniformes ^1^1 ( ^ ) ? z m ' 2 f ) 2[ l : } ^ "^ ^"Pf^T }•

Si maintenant on forme le produit

P(^)=ni (^-a , )x ï l2 (5-^) X ... Xl l^—a,) ,

on obtient une fonction uniforme P(-s) qui a pour points singuliers
les points a,, a^, . . . , ^ d'espèce ^ ^ ( — x — L z^ p^(—l-—}, . . . ,

\ z •— a^y \ z — ^i ]
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^ " p n i -—— ) • Elle satisfait aux deux relations\, ̂  — ̂  /

P(s4-co)=P(.--),
Jt II

37,5

S / T. I \^ y' (•) •v^ V \-— —— l ^ ,n,- z — Z, m,- a/. -+• -^ ̂  /"/• -r- Ĵ , <'fr j
p (5 4- co/) -_= P (;=) x <? M \ 1 l "i i / .

S'il existe une fonction uni forme doublement périodique V [ z } ,
satisfaisant aux conditions de l'énoncé, l e -quo t i en t T—— = © ( ^ ) est1 <. -• /
l io lomorphe ; il n'a pas de zéros dans toutô l ' é t endue du plan. 11 vérif ie
les deux relations

f ^4-o.)) ==?(.^),
1 / n n n n .

( ï ) '• - - ̂  = Y. m, ~ Y. mr a/. 4- ̂  v m, -i- V n/.o^. -+- — ̂  nir -

1 1 " 1 1c?(^ -1-00^)-== tp( ,3)x e

Réciproquement , si l 'on peut trouver une fonction holomorphe c p ( z )
n ' a y a n t pas de zéros et sat isfaisant aux relations ( i ) , on ob t i end ra une
fonct ion doublement pér iodique , en p renan t le quo t i en t P(^|

Or, pour que l'on puisse satisfaire aux relations ( î ) , il faut que
l'on ait

n n lî n

y -m,..==- o, Y m,, a/. -= ̂  ^ m,. •4- ^ ^r 4- p co 4- q o/.
i i " i i

On arrive donc aux deux conditions suivantes qui sont nécessaires et
suffisantes : ii

(3) . S7"''^0'
1 . '

n fi

( 3 ) y m^r~='y ^•-i-7?œ -i-.^y.
i i

Pour que l'on puisse former une fonction doublement périodique ,
a y a n t dans le psiraliélogrann-ne des points singuliers d'espèce donnée,
il f au t et il suffit que :

i° La somme des ordres, tant des zéros que des points singuliers, sou
nulle;
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3° Z/a somme des produits del'oîxire des points singuliers ou du &éro^
par Fa/fisce de ce point, ne diffère de la somme des restes que de multi-
ples des périodes.

On voi t tout de suite que ces résultats sont la généralisation de deux
beaux théorèmes sur les fondions méromorphes doublement pério-
diques. Si en effet tous les po in t s s inguliers sont dès-zéros ou des
pôles, le premier théorème mon t r e que le nombre des zéros est égal
au nombre des pôles. Enfin, dans ce cas, tous les restes sont nuls , de
sorle que la somme des pôles ne diffère de la somme des zéros que par
des mu l t i p l e s des périodes. La formule (3) cont ient donc la géné-
ral isat ion des théorèmes de Liouvi l le .

Il est facile d 'obtenir la forme générale de ces fonct ions doub lemen t
périodiques. Si les c o n d i t i o n s ( a ) et (3) sont satisfaites, les rela-
tions ( i ) donnent

2 i r . f j s

^{z)=Ce~,
d'où •

"̂"''aiit^s
F(^) == K e " ~~n^ (z — ai) X 11^(5 — ag) X . . . X IÏ,,(^ — a/,).

On arrive ainsi à l'expression la plus générale des fonctions double-
ment périodiques. Il est très facile d 'obtenir l'expression de ces fonc-
lions à l'aide de Ç ( z ) , Ç'^), . . . . Il suffi t de remplacer les fonctions H
par leurs valeurs.

On peut voir a priori que, dans toute fonction doublement pério-
dique, la somme des ordres doit être nul le . En e.ffet, l ' intégrale

•i .r^)^
J W)' 9

prise le long du paral lélogramme, est égale à la somme des ordres de
la fonction f[z) à l ' intér ieur de ce parallélogramme; d'autre part,
si F(^) admet pour période oo et c./, cette intégrale est nul le .

8. Former une fonction qui augmente de quantités constantes quand
on y remplace z par z 4- o> ou par z •+• u\

I I s'agit de déterminer une fonction F (-s) qui satisfasse aux rela-
tions

j F (^+co)==F(^ ) -hA,
" ] F (s 4- c^)^ F (s) -h B.
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II convient d'étudier ces fonctions en se plaçant au point de vue de la
décomposition en sommes. Si, en effet, cette fonction a un poin-t sin-
gulier a dans le premier parallélogramme, elle a pourpoints singuliers
de même espèce, relativement à la décomposition en sommes, tous les
points homologues de a dans les autres parallélogrammes. Nous allons
chercher, si l'on peut former une fonction F(^) , satisfaisant aux rela-
tions (i) et ayant pour points singuliers d'espèces-P.,, Pa» • • • » P// les
points a^ , ^3, ..., o^n de chaque parallélogramme.

Tout d'abord on peut transformer les équations ( î ) . Posons

F^^F^)-^-

On aura
F^+O))= F, (.."),

( 2 ) F^ + coQ =F, (.-) + B A o/.

Cela posé, soient II,, Ha, ..., IL les fonctions 11 qui correspondent
aux fonctions P,, Pa, ..., P^ et R , , R^ • - . » ̂  les résidus des points
singuliers. Posons

^(.s) ==ni(^-— a)i-l-na(.s — a ^ ) + . . . -hn, ,(^— a/,).

Celte fonct ion ^ (.s) satisfait aux relations

^ ( 5 - t ~ œ ) = = < H ^ ) ,

(3) ' ^ (5+CO / )=:^(^) -?- ' - 7 ï (Rl+R2+••• -^-RJ•

Les fonctions F, (^), ^(-s) ayant les mêmes points singuliers de même
espèce sont telles que leur différence est holomorphe. Soit G (s) cette
différence, on a

G^-^w) •=G^}

G {z + oV) = G ( z ) -- B ~ À^ + ̂  (Ri + R^ -4- . . . + R. ),
0) 0)

ce qui exige que l'on ait
( 4 ) B o) — A^ == — 2 ̂  (Ri + R'2 -+- . . •+ Rff) -

II résulte d'ailleurs de la marche de notre démonstration que cette
Ann. de VÉc. Normale. 2e Série. Tome Xiï. — NOVEMBRE i883. 4^
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condit ion est suffisante. Si cette relation (4) est vérifiée, Gr ( s ) se ré-
duit à une constante» On a alors pour F (^ )

(3) F(^)^^-h^)+I-I,

H étant une constante arbitraire,
La condition (4) et la forme générale (5) ne sont pas symétriques

par rapport aux lettres A et B et aux périodes co, M'. Cela tient à ce
que dans notre calcul on suppose que, dans le rapport ^-? le coefficient
de i soit positif. On aurait pu choisir comme périodes — û/ et oo,
— o/ jouant le rôle de 03, et o> celui de a/. Les relations ( i ) auraient
pu s'écrire

( F^-coQ^F^-B,
| F(^+co) ==F(.s) +-A.

La condition de possibilité s'écrirait alors

(4V A ( - o^) ~ (— B) 03 == — a I-K (Ri + R, + ... -h R.),

ce qui n'est autre chose que là relation (4).
Enfin l'on obtient, pour forme générale de la fonction F ( s ) ,

(5/ F ( ^ ) = ^ ^ + ^ ( ^ + I Ï i .

4'i (-s) est la fonction analogue a ^ formée avec les périodes — a/ et ûo.
Cela vient à remplacer dans les fonctions Tl{z) les fonctions 6 par les
fonctions S". En tenant compte des relations qui existent entre ces
deux groupes de fonctions» on voit aisément que la forme (S)7 et la
forme (5) sont les mêmes.

Enfin, la position des points singuliers ne joue aucun rôle.

9. Fonctions doublement périodiques de deuxième espèce, — Ce sont
des fonctions qui sont multipliées par un facteur constant, quand on y
remplace z par z -4- co, ou par z 4- c<>'. Soit/(^) une telle fonction,
on a

( f{z + œ) =f(z) x A =/(^) e^
) f{z + c.0 =f(z) x B ==/(^) x e\
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II y a avantage à étudier les points singuliers de ces fonctions dans la
décomposition en produits . En effet , si le point a du parallélo-
gramme GO, o/ est un point singulier, tous les points homologues des
autres parallélogrammes sont des points singuliers de même espèce,
relativement à la décomposition en produits.

Cherchons si l'on peut former une fonction f{z) satisfaisant aux rela-
tions (i) et ayant pour points singuliers d'espèces Çz — ^^^^"rzr^ ) '

( z — ^Y^pJ—— ) ? • • • ? { z — ^)m^lpn(——} les points a,, a^ . . . »
\ z — ^2 / \ ̂  ~~ ^n ./

a^ de chaque parallélogramme. Il peut y avoir parmi èes points sin-
guliers des pôles et des zéros; les fonctions p correspondantes se ré-
duisent à l 'unité.

Tout d'abord on peut ramener le problème ( i ) a un autre plus
simple. Posons

f^)=f^)x^\ ,
On aura alors

(-Q
/^+o.)=/^).

^^_(_^)^:^(^)X^

Cela posé, formons les fonctions II,, Ha, ..., 'IL qui correspondent aux
fonctions uniformes ̂ /-l-V ^•W^V " ' ) ̂ Y^V Soit\ ̂  / \ -a / \My

P(^) = I ï i ( , ^ — a i ) X ïL^—aa) X ... X n^ — aj.

On a alors les deux relations
P(^+œ)=P( ,3 ) ,

/ '. / n n IT n \

_.- m ( s /«/• = ~2 /"/• ̂  + ^ 2 ^/- + 2 ̂  )
P(34-c./)=:P(5) xe " \ i i ^ i i /.

S'il existe une fonction/^^), satisfaisant aux relations (2) et ayant
pour points singuliers de l'espèce donnée les points a, le quotient
A3! == y(;s) sera holomorphe, n'aura pas de zéros. Enfin il vérifie les

relations
cp('^ -4- o>) ==îp(^) ,

/ n n n n \
2iï ( ^^'-,-2^=--2^-<x/.4-^^-2^

(p ( ^4~co / )=^ (^ )e M \ r t (" 1 1 1 1 / •
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^in,==:o,
bw — eau' .

S my a,. = S cir -+- ——-.—— -+- p o.) 4- q (-0 .
3 <î T^

On voit tout de suite que ces conditions sont suffisantes. Remarquons
que les conditions sont encore vérifiées quand on augmente r , b de
multiples de SETT. Cela revient à changer les nombres entiers p et y.

On voit que f[z) est de la forme

ILS ( .a \
f(z) == Ce (" ^ s ^ 3 x P(^) .

10. Étude des sommes doublement infinies 22 Pi

La marche que nous avons suivie pour arriver aux fonct ions double-
ment périodiques diffère de celle qui nous a conduit aux fonctions sim-
plement périodiques. Nous avons défini ces dernières fonctions à l 'aide
de sommes et de produits infinis. Pour les fonctions doublement pério-
diques, au contraire, nous avons pris pourpoin ts de dépar t les résul-
tîits de la théorie des fonctions simplement périodiques.

On peut arriver directement aux fonctions doublement périodiques à
l'aide des sommes et des produits doublement infinis 2IPf———s———,),1 \z—/mo—nw)

Tiri^f ^~Z.—~l—"')' ^'est a ce P0101 de vue que s'est placé M. Cayley
( Journal de Liowille y t. X) pour arriver à la théorie des fonctions dou-
blement périodiques méromorphes.

Étudions d'abord les sommes doublement inf inies; traçons les paral-
lélogrammes qui ont pour sommets les points mcù 4- /^o/; puis des
sommets de ces parallélogrammes décrivons les cercles singuliers qui
correspondent aux fonctions P(———f———,\; soit enfin o une courbeA \^z — /^> — nw j T

quelconque, qu'on fait varier de façon à rétendre à l 'infini dans tous
les sens ; considérons la somme

s/c m o) — fï co

dans laquelle on donne à 772 et a n toutes les valeurs correspondant



THÉORIE DES POINTS SI1NGULIERS ESSENTIELS. 381

aux points situés à rintérieur de ç. En général, cette somme n'est pas
convergente quand o s'étend a l'infini dans tous les sens; si elle est
convergente, sa somme dépend en général 'de la loi de variation de <p.

Prenons d'abord le cas où la série qui définit P ( è ) ^ contient pas

de termes en ^ et en ^- On a alors

p(S)=^+^+•—^(ï+^-i-ï+••:)• '
Quelle que soit la quantité positive a, on peut trouver un nombre R
assez grand pour que, sous la condition mods>>R, le module de la
parenthèse soit moindre que i -{- a. Pour ces valeurs de z , on a

m o d P f ^ - ) <( I -+-a)mod A i .\-3/ ' ' -3"

Cela posé, quelle que soit Ja valeur de z\ on pourra décrire de ce
poin ts comme centre un cercle de rayon R; pour les valeurs de m et
n correspondant aux points extérieurs à ce cercle, on aura

/ ^ \ • ^
modP ( ————————, ) < (i 4- a) mod "————-J———/— •\ ^ — j ^ c o — a w / ( .3—m c o — n w )"

D'un autre côté, pour les valeurs de m et n extérieures au cercle
décrit de l'origine comme centre avec mod-s.comme rayon, on a

^ — m (o —' n co' m o) + fi w' ( m oj -t- n w' )2 ( m co -r- n^)

Quel que soit le nombre positif |3, on peut trouverun autrenombre
positif^, tel que, sous la condition

mod ————/ < 'r,mw 4- fiw
on ait

mod ————I———7 < (i -+- 0) mod -—————,muu ̂  _ jn ̂  ^- ^ c»^ v * / m co 4- 7^ œ^

ou
modC-^-n^)3<(I+p)3mod(^T^.^•
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Quel que soit 2", on pourra donc tracer un cercle de rayon B', ayant
pour centre Forigmey tel que la relation précédente soit vérifiée pour
les valeurs de m etn correspondant aux poin ts extérieurs à ce cercle.

Il résulte de là qu'on pourra trouver une courbe fermée U telle que,
pour les valeurs de m et n extérieures à cette courbe, on ait

/ \
modP ( ————————-, ) < A mbd -——————— •\ z — ni co — n w / ( m eu -4- ri (.0 ) "

Cela posé, quand ç sera assez grand, on pourra décomposer 2ç en
deux parties, Fune comprenant les termes à l ' in tér ieur de U, qui sont
en nombre limité : cette somme représente une fonct ion uniforme
de ^; une deuxième partie, formée avec les termes extérieurs à U :
les termes de cette partie ont leurs modules plus peti ts que ceux de
la somme à termes positifs

zmod Çmw -h nw'y

Cette dernière somme, dont on exclut la combinaison m == o, n == o,
est convergente. Il en résulte que la deuxième partie de notre somme
est convergente; elle converge uniformément pour les valeurs de z
voisines de celles que nous considérons; elle représente, dans cette
étendue, une fonction holomorphe de ^.

Le point z est dans la courbe U; il peut se trouver à l'extérieur des
cercles singuliers; la première partie de notre somme est holomorphe
en ce point . Enfin, si le point z est à l'intérieur du cercle singulier C^,
qui a pour centre rco -h ^o/, la première partie de notre somme com-

/ \
prend la fonction P(——————7) et une somme d'autres fonctions,1 \z —~ rco — sw J
toutes holomorphes au point z . Donc :

Quand 9 s'étend à l ' inf ini dans tous les sens, la somme 2y a pour
limite une fonction uniforme de s, ayant pour points singuliers d'es-
pèce P tous les sommets du parallélogramme co, o/.

La série des modules é tan t convergente, il en résulte que la l imite
est indépendante de la forme de y.

D'après cela? on peut montrer tout de suite que cette limite est une
fonction ayant pour période o et o/. En effet, soit E( z} cette limite.



THÉORIE DES POINTS SINGULIERS ESSENTIELS. 383

Posons
E^)==> P (

.Z-Ja \ ^ —— ̂  ̂  —— li ̂^ LU-» \ z —— 1n (0 —— n^f /

En changeant ^ en z + co,

E,(.+.)=ypf—,—-——,i=y pf—L
^a [̂  — ( fn — î) û) — fi cn/J ^j^ \5 — m co( /?z — J) a) — /^ o/J ^js \5 — m co — n LU'

la courbe y , se déduisant de la courbe <p, en diminuant toutes ses 'cif-
fixes de co. Or les limites de 2ç, 5^, ... sont les mêmes. On prouve de
même qu'elle a pour période o/. La fonction à laquelle nous arrivons
ainsi ne diffère donc de la fonction n(^), correspondant à P(-^)? que
par une constante. Nous déterminerons plus loin la valeur de cette con-
stante.

Passons maintenant au cas où P ( - ) contient des termes en1- e t —
A l'extérieur du cercle C, on a alors

P ( l \ A! . L - -^2 , A» . •^1 , -^2 , p / I \^ \ _ A i , Aâ A. .._A,i A^ , „ /Y
-2 ^ "̂ r ^ — ~r ̂  "JA - = —— + •TT ^ --ÏÏ- + • - * = —— -+- -T 4- 1 i -: •

La série P^) est aussi uniforme et holomorphe à l'extérieur du
cercle G. On a évidemment, quel que soit y,

s 1> (———'———,) = A, V ———!———,
^ •— m (.0 — n w / Àwiv ^ — ̂  œ — ^(JO

"̂  / 2^ï ( - ^—/nco—^œ^ 2 ^ç 1 \s—mtû — r i w ' } '

Quand y s'étend à l 'infini dans tous les sens, la troisième somme esî
convergente; elle représente une fonction doublement périodique, et
sa limite est indépendante de la forme de la courbe y. Il nous reste à
étudier les deux premières sommes. Or, quand le module de mw 4- ^o/
est suffisamment grand, on a

I _ _ I _ 3 ^ __ ^ ___
^— /^(o — f^^i /^o) + /ÀO/ (mw -+- nw'Y (/ /Aco -\- n^'Y

En répétant le même raisonnement que précédemment, on voit alors



384 <^ GUICHARD.

que la somme

^? L^ — w co — / / co/ mco "+-/i? co/ (m to ~ "̂ n(•à' y 1 ï
dans laquelle on supp r ime la combinaison m = o, 71 == o, est conver-
gente.

Elle définit une fonction méromorphe de z ayant pour pôles tous les
sommets des parallélogrammes, sauf l 'origine.

Enfin, quand le module de mw -h n^ est assez grand, on a

I ï 9.Z • 3,^2_________________ .̂  ____________ . 1 . ____________ _ 1 ____________ _L_ . . . „

( s — m co — n o/ )2 ( m co -h n co / )2 ( //? co -h /? <.'•>/};i ( ̂ / ̂  -I- ^ <-'•>/ )4

On en conclut alors que la somme

V IY__L-_^Y-f_—Yl
^91 \^ — m ̂  — ^(;0/ v^^(-0 "̂" ^ ̂ y J

a une l imite q u a n d y s'étend à l ' i n f i n i dans tous les sens, limite qui est
d'ailleurs indépendante de la forme de la courbe y. Elle représente une
fonction uniforme de z, ayant pour pôles doubles tous les sommets des
parallélogrammes, sauf l 'origine, car on doit suppr imer dans cette
somme la combinaison m =:= o, n === o.

Cela posé, on aura

s r
'?

• //KO — nw

-s,[1. p IL\ +V Fp (——\——;\ + A' . A- - ̂
mw — /lo/y /7&oj + /ico' (/ncu -4~ nw' )2

ï / . . .V ï^ AiY ——ï——-, — (A,^ — A,)V
^m.w-+•n^r ' 1 uf^//?. OJ -~(~ n O/ " ^»Ja ( /^ (J) + /î ̂ ^ )2

Dans les sommes qui sont dans le deuxième membre, on exclut la
combinaison m = o, n === o. La première de ces sommes tend vers une
limite, qui est indépendante de la forme de y. Elle représente une
fonction uniforme de z, ayant pour points singuliers d'espèce P tous
les sommets des parallélogrammes, sauf l'origine. Il n'en est pas de
même des deux autres sommes. En général, elles n 'ont pas de l i m i t e ;
il en est de même, par conséquent, du premier membre; pour que
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cette dernière somme représente à la l imite une fonction uniforme de
s, il faut et il suff î t que les deux sommes

(i) y J ,
^Js ma) -[- n^''

ĵ,; \m co 4- /?, ci//
soient convergentes,

Cela aura lieu, en particulier, si l 'on prend pour courbe 9 des
courbes ayant pour centre l 'origine.

L'étude de ces deux sommes a été faite par M. Cayley. Soient, en gé-
néral, y et ç^ deux courbes pour lesquelles ces sommes sont conver-
gentes. Soient a, a^ et {3y ^3,, les l imi tes de ces sommes,

y. -=liin\ ———r——--p S -= i i m > -———*———^^.: in co -h- n (o' ' ^^ ( /^, co -h //. œ )2

a, == lim \ —————,, f^ == lim\ -———I——— .
^J^ ^,KU 4- ^.co 1 ^j^^ (mcù -4- /2C.O ' ) 2

En général, a et a^ sont différents. Il en est de même de [-j el de ̂ .
On a

a -- 5^ m liîïî ^ ——————-, û — ^ = iirsii^ .——~-———,--„ •
^^is—çp m oj + /''•œ ^Jïi (^OJ 4- ^OJ '.)"

Les 'sommations é t an t étendues aux valeurs de m et n comprises
entre les deux courbes, on prendra avec le signe 4- les termes exté-
r ieurs a y , et intérieurs à y, et avec le sign-e — les termes intérieurs
a ç^ et extérieurs à y. On sait qu'à la l imite on peut remplacer ces
sommes par les limites d'intégrales doubles :

F C dm dn r r dm du
J ./. - .,1 ^c•)-^- /^c' / ? J J. _ ̂ m co -+- n cl/ )2 '

ce qui permet t ra de calculer ces différences a •— a^ p -— ̂  dans quel-
ques cas part icul iers .

On voit , d'après cela, que , eri choisissant convenablement 9,
V pf___î———.\ représente une fonction uniforme; si F(s') est
^ja \z — //?< co — n co / i

l 'une de ces fonctions, toutes les autres, qui correspondent à des
Ann. de i'Éc. Normale. 2e Série. TomeXIÎ. — NOVEMBRE i883. 49
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courbes y, différentes, se met tent sous la forme

F(^)+XA^+^(A^-A,2) ,

A é tan t égal à a — a< et ^ à ^3 — R^ .

Enf in , on peut ramener l 'étude de ^ P(——— f———/) à celle d 'une
^Jo \3 —— w aj —— /À OJ'/

in tégrale définie. Si l'on forme.» en e f fe t , la fonct ion n ( ^ ) , correspon-
d a n t à P(-^ l ' intégrale

(D "' - f"^- / a^J, ^ — ^

est égale, pour les valeurs de t comprises à l ' i n t é r i eu r de cp, à

ri ( ̂  ~y p f,—•I—, \.
^Jç \^' —— lîl^ —— /Z(0 /

Notre somme aura une l i m i t e toutes les fois qu ' i l en sera de même
de l ' intégrale. On voit, en p a r t i c u l i e r , que, q u e l l e q u e soit la courbe y,
si la fonction P( -^ ) n'a pas de termes e n ^ e n ^ . l ' in tégrale a pour
l imi te une constante.

Il suffira donc que Ic^s d e u x intégrales

f^j, - -l

(3 ) , f^^
Jy ^ -"• t

a ient une l in i i te . Cela aura lieu, en par t i cu l i e r , si l 'on prend comme
courbe y le para l lé logramme dont les côtés sont paral lè les à co, o,/; ces
paral lè les é tant menées par les p o i n t s ' ± ( ^- 4- m^ \, ± ( ̂  •+- nw } -
On aura alors

4- W -^fl

\ =\\V('———————}.
^G . ̂ J ^J \-3 "~ r t l ) ——— '̂̂  /

— m ••••- ri

Nous ferons croî t re y ainsi; m restant fixe, on augmentera n indéf in i -
ment . Puis ensuite on fera croître w.

Dans ce cas, les intégrales (2) et (3) ont des l imites indépendantes
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de ' t . Il en est de même de l 'intégrale ( i ) . En appelant — H cette l imite,
on aura

4- fît 4- IIn(^) ̂  i-i + um\ y p f—l—x
Zs» ̂  \^ — rw — sw /— 1 1 ^ — fi

On fait d'abord croître n indéf iniment , puis ensuite m.
La forme générale des fonctions qu'on peut obtenir à l'aide de ces

sommes est
^) = A - 4 - B ^ 4 - n ( ^ ) .

Quand on y remplace s par z + co ou par s •+- c./, la fonction aug-
mente de quantités constantes. On a en effet

^ ( z -4- -co ) --= •-L ( ̂  ) + B co,
^(^+co / )= :^(^) - i -Bœ /~A,^-

Soit y la courbe correspondante à 4^ on- sal^ q"^ 4 / ( 5 +^) ̂  ^A

l imite de la somme correspondant à une courbe y , , obtenue en dimi-
nuant les aftixes de œ. Or il résulte de ce qui a été dit précédemment
que si l 'on a

x = limS^„ ̂ ^w- ÎA = ̂ imX,,-e, (T^zoT^^
'•

on aura
^(z + œ) =: '^(J) + XAi -4" p.(A,i j -— Aa) ;

'd'où l'on conclut
Bœ

;x==0, ^ = - ^ -

Enfin, si l 'on appelle 92 ^ courbe déduite de ? en diminuant ses
affixes de w , et X, , ^-1 les quantités analogues à X et ̂  on aura

IUT: B /
^=:o, X,=:-^+^o..

Si la courbe y est celle qui donne la fonction H (s), on aura

â^TC
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1 1 . Étude des produits doublement in/înis

nn[(. ^ / 1
ni co 4- n co'y - \z — m œ — n co'

— Prenons d'abord le cas où l'ordre du point singulier est nul. Tra-
çons les parallélogrammes qui on t pour sommets mco-+-TU»/; de ces
points comme centres décrivons les cercles singuliers. La fonction p ( ^ )
q u i dé f in i t l'espèce du poin t singulier, esl égale, à l 'extérieur du cercle
C, a la série

.On aura alors
JiV )̂ ̂ _ ̂ p + r^ir^^....,

/ ïA / ^i\ ( * a^—aY\ bs '̂., /i\p i \{^ • ^ _ ^,+ „,.„ ^ +...^ .

La série p i ( ^ ) est convergente à l 'extérieur du cercle C; elle déf in i t
une fonction uni forme dans tou t le p lan . Elle ne contient pas de termes
en -: et en 73; il en résulte que la sornrno

s. „/_____ \_,
" • ' \z — //u») — mû' )

est convergente, quel que soit y, et il en est de même de la somme des
modales; on sait alors que le produi t

TT ) ^——ï___^
JL -l,7 l \z — m œ — n V)' 1

est convergent, qu'il en est de même du p rodu i t des modules; par
suite, la l imite de ce produi t est indépendante de la forme de y; enfin
ce produit représente une fonction uniforme d e z , ayant pour périodes
o.) et o/.



THÉOÏUE DES POINTS SINGULIERS ESSENTIELS. 38q

Or on a évidemment

-rr ./____\ = n/^^-^^-r^-/)
11, \z^m^-n^j -p- / g, \ F ~a7=~^-1

J .1^. ^ — jn (.0 — ̂  ̂ ^ JLJL |_ (,̂  — 7^ co — n wf \

II reste à étudier les deux produi ts qui sont au. dénomina teu r .
Or, quel que soit ^ on peut tracer une courbe U telle que , pour

les valeurs de m et n extérieures à celte courbe, on ait

Lf,-——————__)
\^ z — mw — mi) j

_____Oi____ \______a]_____ i ____a^____
^ — ni co — n o/ '}. ( .̂  — m w — n Lu1 }2 3 (z — m œ — n ̂  f

et

ï F — ------fiZl̂ L__-1 — -« ^ 2 — a f __ ï_ (a^—a^ _
^ L ( • 3 — / 7 ? OJ — n OJ / )2 J ( -3 —7?l œ — / À (•!t-)/ )2 '2 ( -3 — -^^^co — / < (-0/ )^

On pourra prendre une courbe LT fermée, assez grande pour que, le
point (w, /ï) étant extérieur à cette courbe, on ait

____I _ î Z S2

3 — /^,oj .— ^o)/ /7îco + n(j)' {mw -4- /zœ^3 (//xco + /no')3

et
I I • 2.^ 352

______________________ -̂ ; ________________ _L_ ________________ _ -̂. ———————————————— ^_ . • . •

(s— m co — n w' )2 ' ( /n oj 4- ^ co^ )2 ( m w + n a/ )3 ( /??- co 4- ^ (^/ ) '" 3

on pourra alors trouver une courbe R fermée, assez grande pour que
l'on ait, pour tous les points extérieurs à K,

• I" / • ^i ^ ai (ai^-h-l-a2)"! , A
mod j^L ̂  ï — ^ _ ̂  ̂  __ ^ ̂ ^ -- ^7^-^74" (w a) -+- /z oTFj < m (m. co + /î c,/)3

(A étant une constante convenablement choisie et le logarithme étant
celui qui est défini par le développement en série donné plus haut) , et
que l'on ait en même temps

, ( „ F ^ 2 — ^ î 1 a^—a\ \ , B^QdJL|^^^^_^^^J^(^^^^^^j<mod^^^^
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Il résulte clé là que les deux produits

n
r~ l " "~1S a,z+- n' |

/ ! /y \ -———l——— . 2 j

( i— ————lli————^ ) x e iwt^lt^ x o^-»-^^ ^
a L \ 3 —— /n co —— fl w / -J

T !, r ^-«? 1 x ̂ (^L-,. '
.Ul~'L(.-.-/n(o--W)••J —— ) •n

dans lesquels on exclut la combinaison m == o, n = o, représentent des
fonctions uniformes (le s.

Cela posé, le produit ̂ [ p ( — . _ ,) peut s'écrire(
• fit w — n lu'

n \ z — //i c») — n (.»/ y

( ' ) -'•fâ -nl'-f^( ̂  xTi /..(————î————,} x ,-""///•f-4:-/ x 6- (-i \ z 1 8 . 1 \*3 — /nw -— mo'7

„ " ç r -, ///(0-+-//C/ ^/ "j""r' /, (///'" -i" /i"i';-><lj/' ' ^AJ,/

Dans les produits qui sont au deuxième membre, on doit suppr imer
l;'i combinaison rn == o, n == o.

Le premier décès produits représente, (fapres ce qui a été dit , une
fonction uniforme de z dans tout le plan. En effet, on peut décompo-
ser ce produi t en deux autres, l 'un ' correspondant aux facteurs exté-
rieurs à R; à la limite, ce produit part iel représente une fonction ho-
lomorphe dans le voisinage du point z que nous avons choisi; cette
fonction n'est pas nulle au point considéré; cela tient à ce que, dans
celte étendue, son logarithme est holomorphe. On aura un deuxième
produit partiel, correspondant aux facteurs situés à l'intérieur de R.
Ce produit représente bien une fonction uniforme; si le point z est en
dehors des cercles singuliers, ce produit est holomorphe et différent
de o. Si le point z est à l ' in tér ieur d'un cercle singulier, la fonction
aura un point singulier d'espèce p.

Au point de vue de la convergence du produit , il n'est pas néces-
saire de supposer que la fonction p [ ^ ) ne s'annule pas en dehors du
cercle smo'ulier,
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Pour que noi re produit soit convergent, il faut que les deux der-
niers produits qui sont dans le deuxième membre soient convergents-
II f au t et il suffit que les deux sommes

Y 3 Y ____
^jç m oj -+- /KO' ? ^y ( m oo -4- n co7 )'2

soient convergentes.
Soit F(s) la valeur du produi t correspondant à une courbe y; cher-

chons la valeur de ce produi t correspondant à une courbe y,, , pour
laquelle les deux séries ci-dessus sont convergentes. En posant, comme
précédemment ,

À •=. lim y ——î——, ^ -^ limV ———ï———,
ĵ Js „ a, '/H (.0 -1- /À CO' ^^ _ .̂  [ / ï t ùj -4- II (0/ ) 2

on ob t i en t , en vertu de l 'équation ( i ) ,

Ft^x^"1"^"^^'5).

Qu'arrive-t-i l si, dans ces fonctions., on remplace s par js -h c») ou par
,̂  -4- o/? Prenons (Fabord un nombre l imi té de facteurs correspondant à
une courbe y. Si, dans ce produi t , on remplace s par z -4- <o, cela re-
vient à prendre le produi t des facteurs précédents, correspondant à
une courbe (p i , dédui te de 9 en d iminuan t les affixes de 03. Passons
ma in t enan t a la limite. La quant i té que nous avons appelée ^ dans le
cas où y et <pi sont quelconques est nulle ici. En appelant/^) la fonc-
tion que nous considérons, elle satisfera aux relations

/ (^+co) =/(G)^S

/(^+^)=/(^^-,

dans lesquelles on fait

À -=. l im\ • —————, •> À ] = lim > —————; ?1
^o-o,/^î'-> 4-^-^ ^y-s. ̂ ^ -+- ^^

y^ étant la courbe dédui te de y en diminuant ses affîxes de o/.
On obtient donc ainsi des fonctions doublement périodiques de

deuxième espèce.
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Prenons, en particulier, comme courbe 9 le parallélogramme dont
les côtés, parallèles aux directions co, o/, passent par les points
^ (co- 4-. m^) et :± : (~+^co) . On sait que, dans ce cas, X = = o et\ a . / \2 ! ' Â

\^=— 2-^T• La fonction obtenue jouit des deux propriétés suivantes :

/(^œ) ==/(^),

/(^co7) ==/(.-) 6-~'1.

C'est donc, à un facteur constant près, la fonction que nous avons ap-
pelée n(^) .

On a donc
4- n •+- m

n (..- ) = lim H x FT 1T ̂  f———l———j} ;1-A A-i-' \z—/•oj—.s'o//
—n ~ m

on fera d'abord croître n indéf in iment , puis ensuite on fera croître m.
Toutes les fonctions qu'on obtient ainsi sont de la forme

F(.3)=ll(^) x ^^'-^

Prenons le cas où l'ordre du pointsingulier n'est pas n u l . Soit ^ p (~)
la fonction qui définit l'espèce du po in t s ingu l i e r . Formons le p rodu i t

y-r r,/__L__\ /\ _ _ _ ^ yi ^
~- <p l V-^ — m œ — /À ( 0 / \ m to '+"/î t 0 / 1

II peut se décomposer en deux autres : d ' u n e part ,

1.1 o - \z — /r< eu — n (.û )

que nous venons d'étudier, et le produit

( ï ) ^ xTT ( T - ——^—/Y7."A,Aç^ ynw-+-n^îf/

On arrive tout de suite à former un produi t uni formément conver-
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gent en prenant le produi t

[" / ,-. \ q _^r_ ^.i __^_.1
^7 B j j ^ y _ _ ____^_____ 1 .,///(•)-+- /nu' ' 2 (///M-t-m-/;5 j

11 [̂  mw-\-n(.û1) \'

1} en résulte que, si l'on prend deux courbes <p et é p i pour lesquelles
le p rodu i t ( i ) est convergent, si/et/^ sont les limites,

f^^f^e^^.

En particulier, on obtiendra, à un fac teur constant près, 5f(^), en
prenant comme courbe ç le parallélogramme qui passe par les points
•t. ( ~ -+- n w ) , ± ( — + m^y, on fera d'abord croître m i ndé f in imen t ,

\ 2 / \ 2 /

( ïuis n. On obtient ainsi, à un facteur exponentiel près, la fonction n(^),
qu i correspond au zéro ^<7.

En combinant ces résultats avec ceux que nous avons obtenus pré-
cédemment , on a t o u t ce qu'il faut pour étudier le produit

( -, ) j^j ̂  ̂  [^^^_^) ( [ - ^co+./zo/} J '

Ce produi t sera convergent si les deux sommes

V T , V __L_-^-,
^^g 772 co + n co' ^^3 ( 7/2 co -4- n co^ )û

Sont convergentes. Les diverses valeurs que peut prendre ce p r o d u i t
sont représentées par la formule générale

F^r^n^)^24-^,

]T(s ) é tan t la fonct ion intermédiaire qui correspond à la fonct ion
s<7n/^.V a, 6, 7 des constantes qui dépendent de 9.

\ z }
L'étude des sommes et des produits doublement inf inis nous a per-

mis de former les fonctions intermédiaires et d^établir leurs princi-
pales propriétés. Il en résulte que cette méthode suffit à elle seule pour
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a r r i v e r a la théorie, complète des fonctions doublement périodiques.
Elle permet de représenter toutes ces fonctions par des sommes ou par
des produits doublement , inf in is . Enfin e l le établit un lien entre les
fonctions doublement périodiques et celles qui augmentent de quan-
tités constantes ou celles qui sont mult ipl iées par des facteurs con-
stants , quand on y remplace z par z 4- co on par z 4- o/.


