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SUR

LES S É R I E S O R D O N N É E S
SUIVANT LES PUISSANCES CROISSANTES DTNE VARIABLE,

PAR M. DÉSIKÉ ANDRÉ,
ANCIEN ÉLÈVE DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE.

Le présent Mémoire comprend trois Parties :
Dans la première, nous résolvons, sur les séries ordonnées, un pro-

blème très général;
Dans la deuxième, nous faisons l 'application des résultats obtenus à

des exemples variés;
Dans la troisième, nous exposons les conséquences de ces mêmes

résultats relativement à Fétude, à la sommation et à la classification
des séries.

I. — Solution d'un problème.

1. Soient les deux séries entières

UQ + U\ y 4- th ̂  •+• ^3 xz "+" • - - y

Vo+Vi^-h-Va^+Va^3-!-...,

qui sont ordonnées par rapport aux puissances croissantes de- la
variable x, qui sont convergentes, et qui ont pour sommes respectives
f{œ)etG{x).

On suppose que les coefficients
Vo, V,, V,, ¥3, ...

de la seconde sont égaux aux coefficients
UQ, U^ U^ U^ . . .
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de la première, mult ipl iés par les termes de mêmes rangs

^O? ç 1 !? ^â? ^'Sf • • •

d'une série récurrente proprement dite connue; et l'on demande
d'exprimer G(^) en fonction dey(.r).

2. Ce problème est fort. général, car, en dehors des hypothèses faites
sur la convergence des séries /[oc] et G(*r), rien n'y particularise ni la
série primitive/(.r), ni la série récurrente dont les termes servent de
mul t ip l ica teurs . Nous ' l 'avons autrefois ( i ) , par des moyens divers et
plus ou moins compliqués, résolu dans trois cas très par t icul iers .
Depuis, nous avons trouvé un moyen unique, p lus simple que nos
moyens anciens et pourtant plus puissant, qui nous' a permis de la
résoudre dans sa pleine général i té .

C'est ce procédé nouveau , avec la solution générale qui en découle,
que nous allons exposer dans cette première partie du présent travail .
Mais, auparavant , nous rappellerons la forme générale du facteur ^
par lequel il faut multiplier u^ pour obtenir V,;.

3.. Depuis les travaux de Lagrange sur les séries récurrentes, peut-
être même depuis ceux de Moivre, celte formule générale est bien
connue. Si l'on considère Féquation génératrice de la série récurrente
proprement dite d o n t v^ est. le terme général; qu'on appel le r l 'une
quelconque des racines de cette équa t ion génératrice, et p le degré de
multiplicité de cette racine; qu'on représente par ^r(^) UD certain
polynôme^ entier en n, du degré p — i , correspondant à la racine r;
enfin , que Fon convienne d'étendre le signe y à toutes les racines de
l 'équat ion génératrice, on a cette égalité

^==VS,(^)^/^

4. La série récurrente considérée étant, par hypothèse, bien connue,
il en est de même du polynôme ^(^) qui correspond à la racine r\

( 1 ) Mémoires Sur la sommation des séries, insérés dans les Annales scientifiques dcPÊ-
coîc Normale supérieure y années 1879, ï88o, i883.
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ainsi que des autres polynômes 'analogues. Nous supposerons ce poly-
nôme Sr(71) donné sous la forme

I\o+ P,.,i^ -+-P,.,â^s2+. ..-hP/.,p-^.P-1,

c'est-à-dire sous la forme ordinaire des polynômes du degré p — r .
Mais nous ne le laisserons point sous cette première forme. Nous l'écri-
rons de cette nouvel le manière, bien mieux appropriée à l'objet de
notre recherche,

Q/-,0+ Q/-,!71 -1~Q,.,2^(^— 0 •+-...+ Q/.,ç-i/l(/? — î . ) ( n — 2 ) . . . ( / 2 — p 4 - 2 ) *

5. Le passage de la première de ces formes à la seconde est facile,
les coefficients Q s'exprimant sans peine à l'aide des coefficients P. Si
l'on part , en effet, de cette remarquable formule

Aj r\1 A2^ À^f^^^,+^^,-,)+...+A^.(^0(^,)...(.—^I),

que nous avons déjà employée plusieurs fois ( 1 ) , on arrive, par un
calcul que nous avons développé ailleurs ( 2 ) , à l'égalité

t\ Q,,,=: AWP,^+ AW4-1 P,,,,.n 4- ̂ o^P,,^-^-. • •+ ^O?-1 P,,p-i,

laquelle nous permettra, dans chaque cas, de calculer les coefficients Q,
les seuls désormais dont nous ayons à nous occuper.

Cette égalité subsiste, d'ailleurs, pour toutes tes valeurs entières et
positives de t. Elle s'étend même au cas où t est égal à zéro, si l'on
convient de regarder A°c/ comme égal à l 'unité lorsque s est nul, et
comme nul dans tous les autres cas.

,.̂ ^̂ ^^'i;.'11^-111'" -Ï:"^1'.,
6. Cela posé, il est évident que le terme général V/,.f" de la sén^G-{<y) Y;̂

est donné par l'égalité 1 (•^•' , , , . , „ . v î
V,, x'1 = u.n .̂  Y t ( n) r11 ; \ ̂ llw

Là ^ \^\ '^\
.'•%,, >•w.

( 1 ) On devrait, ce nous semble, la nommer formule de Jlerschel, en l'honneuri- •de,,^^..-
J..P..W. Herschel, à qui elle nous paraît due, et qui l'a publiée en 1820 dans son excellent
Ouvrage A collection of examples of thé applications of thé calculas affinité différences.

( 2 ) bans notre Mémoire sur la Sommation de certaines séries [Annales scientifiques de
l'École Normale supérieure, année 1879).

Ânn. de l'Éc. Normale. 2° Série. Tome XIÏ. — SEPTEMBRE i883. 37
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et, par suite, que ce terme général est la somme d'autant de parties
distinctes qu'il y a de racines distinctes dans l 'équation génératrice de
la série récurrente considérée, ces différentes parties correspondant,
d'ailleurs, à ces différentes racines.

7. Il s'ensuit que la série G(<r) est la somme d'un nombre égal de
séries, lesquelles ont pour termes généraux respectifs les parties de
V^'x^qui répondent à ces mêmes racines. Si l'on considère celle de ces
séries qui correspond à la racine r, on voit immédia tement qu'elle a
pour terme général l'expression

u^^^n)^,
et qu'elle s'écrit

^o^-(o) 4- î-h^.{i')rx -l- u^W^^-^ ^^.(S)/'3.^3-^-. ...

8. Nous en désignerons la somme par Gy.[x}; et, pour déterminer
cette somme, nous considérerons le terme général de celte série, c'est-
à-dire le produi t u^rÇn)^^, Si l'on remplace, dans ce produi t , le
polynôme 'ÊrÇ72') par son expression développée ( 4 ) » on trouve que ce
terme général peut s'écrire

^CQr,o-4" Q,.,î  4- Q,.,2^(^ — I) 4-. . . 4- Qr,p»i (^ — ï ) . . . (/z — p 4- a)]/^-^

En effectuant la mul t ip l ica t ion indiquée, on obtient successivement
les expressions

Q,,o^r^, nQ^^r^,

^(^—OQ/-,2^^'^ . • ., /Z(/?. —I). . . ( /À — p -t- 3)Qr,p-l^^'^;

et il est bien clair que Gr(^) est la somme de toutes les séries dont ces
dernières expressions constituent les termes généraux.

9. La série qu i a pour terme général Q^o^^^" n'est autre chose
que la série/*^), qu'on a multipliée par Q^o» et où l'on a remplacé x
par rx. Sa somme est donc Qr,o/(^^)-

La série qui a pour terme général n^^u^x11 n'est autre chose que
la série f\x} qu'on a mul t ip l i ée par Q,.,̂ , et où Fon a remplacé en-
suite x par rx. Sa somme est donc (îr,^rxf!{r^}^ cette notation f'{^)
représentant, suivant l'usage, la dérivée première de/(.x").

De même, si l'on convient de représenter par/"'^),/^), /^(^O,. - •
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les dérivées seconde, troisième, quatrième, ... de la fonction/(^), les
séries qui ont pour termes généraux

n ( n —• i ) Q/.,a u^ î^ ̂ n, n ( n — i ) ( n — a ) Qr,s îtn ̂  x1^
n(n —î){n —2) (n—3)Q,^^n r^x"', ...,

ont pour sommes respectives
Q^r2^/7^), Q^^V'^), (îr^^f^(rx), ....

10. Ces résultats, joints à ce que nous avons dit plus haut (7), nous
conduisent finalement à cette égalité

G,(^) = Q,^/(,^)-+ Q,^ rxf'^rx) +... •+- Q^-i ̂ -1 ^-1/^-^ (/^).

Or» si l'on étend, comme précédemment, IQ\ ci-dessous à toutes les
racines de l'équation génératrice de la série récurrente considérée, oo
a identiquement

G(^)=^G.(^).

Donc, la détermination de G (a?) est complète, et le problème que
nous nous étions proposé est résolu dans sa pleine généralité.

11. Cette solution repose sur remploi que nous avons fait, d'abord
de la série de Herschel, ensuite des dérivées successives de la fonction
f[oc}. Elle nous paraît tout à fait nouvelle. Nous l'avons exposée, pour
la première fois, dans une courte Note, présentée à l 'Académie des
Sciences, dans sa séance du 21 mars i88t.

II. — Applications.

12. Considérons, comme premier exemple, la série
G(^)=i^^-+- 2^^2+3^^3+4P^ /<••4-...,

qu'on obtient en multipliant les termes de la progression géométrique,
supposée décroissante,

y^^^_^^2^^3^.^4^_, ^ ^

par les termes de mêmes rangs de la suite
lP4-2^+3^4-4p+...,
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laquelle est une série récurrente proprement dite, -parce qu'on y
suppose l'exposant/? entier et supérieur à zéro.

Le terme général ̂  de celte série récurrente est n^; il peut s'écrire
np i^; et, sous cette forme, il nous montre que I n é q u a t i o n génératrice de
cette série récurrente est

(,^_l)/^l^:0.

Il s'ensuit que cette équation génératrice n'a qu 'une seule racine, la
racine i, et que le polynôme correspondant Ç i ( ^ ) se réduit à n1'. Si
donc on se reporte à ce qui précède (4), on voit que l'on a

p _ g> _ p _ ! _ p _ /.A ^Q — t ,j^ — A ,̂  — . . . — l ^p..,i — 0,
î\^i,

et par suite, à l'aide des formules déjà données (5),

Q^=^A^.

Comme l'équation génératrice n'a qu 'une seule racine, la racine !„
la somme cherchée Q[x} se confond avec Gi (^ ) . Or, d'après ce qu'on
a vu (10),

<îi W == Qi,o/(^) + Qi,i ̂ f'W 4- Qi,2 ̂ Y(^) "i-... 4- Q^ <r/y^) (.r).

Donc, si ron remplace G^.z?) par G(^) , et les coelïlcients Q par
l'expression qu'on vient de leur trouver, on peut écrire

(,(,) -_ ̂ (,) + ̂  ̂  („) „ A^ ,,y. (,,) ,_ ...,, ̂  ,/y.,, (,).

C'est l'expression de Gr(a'). On la peut modifier en remarquan t que
l'on a

/•/ \ "̂^(^)=-.———-r

/Q»(.-y)^-:-——£-L_.
J x / ^—.^^/^A
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Si l'on se rappelle alors (5) que à.1 op est nul , cette expression
devient

G^rrr^O^;-——-—— -4-^W -——Ï^———: -{- • • * -h A^ O/3 ,———^^-——r-( i—; r ) 2 ( i — . r ) ^ {i—^y^1

Telle est la somme de la série considérée. Cette somme a été calculée
déjà par M. Catalan, dans son remarquable Mémoir-e Sur une suite de
polynômes entiers et sur quelques intégrales définies ( f ) .

Dans le cas particulier où l'exposant? est égal à 2, la série consi-
dérée se rédui t à

ï^X + 22.c'24-32^34- 42^4-}-. , .,

et sa somme est donnée par l'expression

.y 2 a?2

[T-r̂ i + (i-^)^
c'est-à-dire par l'expression

( î 4- x ) x
(i-^)3 '

qui avait été, antérieurement, indiquée par Schlômiich ( 2 ) .

13. Prenons, pour second exemple, la série

G(^)=^o)+i^^+^^+^^+..,

dont le terme général est^p^, et dans laquelle Ç(^) représente un
polynôme entier en n et do degré p — î .

Il est clair qu'on obtient cette série en multipliant terme à terme
les deux suites

x a?2 x^i 4 _ — 4- —. ^- — -{-.
î ! a î 31

S(o)-+^(i)"i^(a)-^(3)-h...,

dont la première constitue le développement de eF, et dont la seconde

(1) Présenté le i5 décembre 1880 à la classe des Sciences de FAcadémie royale de Bel-
gique.

( 2 ) Exercices, p. 201.
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est une série récurrente proprement dite admet tant , pour équation
génératrice, l 'équation

(,2' — l)e=r 0.

Si nous posons

k(n) = Po-4- Pi/î 4- P^2 -h . • • -4- Pp-i /À?-1

et (5) en même temps

£\Q^^ïoiPt-{-^tot+lP^^^ot+•ctP^^-...•+• ^OP-1?^,

nous trouvons (10), en remarquant que toutes les dérivées de e^ sont
égales à e^,

G ( x ) = Qo<?^+ Qi^^-h Q^^-h...-4- Qp-i^-1^.

Cela étant, représentons par %(.r) le polynôme

Qo-i- Qi^-i- Q2-'y2+...+ Qp-i.'r?-1,

qui ne difïère du polynôme ^(^) que par la substitution de la variable
.r à la variable n et des coefficients Q aux coefficients P correspondants;
nous arrivons à cette formule définitive

G(^)=7/.r)^

et la présente question est tout à fait résolue.
Cette question n'est d'ailleurs que la généralisation du cas particulier

où le polynôme Ç(^ ) se réduit au seul terme PT^. Ce cas particulier a
été traité, il n'y a pas longtemps, par M. Catalan et ses collaborateurs ( ^ ),
et, antér ieurement» par J.-F.-W. Herschel.

Quoi qu^il en soit, si, dans la série G(^), qui est convergente pour
toute valeur de x, on remplace oc par un nombre commensurable a,
on a

(^(^y/06)^

Or, si les coefficients P de Ç ( ^ ) sont commensurables, il en est de
même des coefficients Q de /(^). Donc, dans cette hypothèse que les

( l ) Nouvelle Correspondance mathématique y année 1878.
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coefficients P sont commensurables, la somme G (a) de la série

€( ! ) , , E ( 2 ) . , ^ ( 3 ) , ,
^(0) i ! ' 2! 3Î

est égale au nombre ^a, multiplié par un nombre commensurable : elle
ne contient qu 'une seule incommensurable, qui est e^-.

Pour faire une application numérique de ces résultats, prenons le
cas très particulier où

Ç ( / î ) -==zi 4- n 4- /i2.

Alors
P,=î, P,==i, P,=i,

Qo==i , Qi=2, Qa^ ï ;
et il s'ensuit

^(^•) == 14- 2.T + J!î= (l 4- A*)2.

Nous avons donc
ï + r - h i 2 i -h-a- i -a 2 „ I + 3 + 3 2 ,I -i_ ———————— ,y -+. ————^-^———— ̂  -̂ - ————^^———— ^3 ̂ _ ^ _ ̂  ( ; _(_ ^)2 ̂  ^

il ii ï 0 1

et, si nous remplaçons x par l 'unité,
T-+-I-1-I,2 ï , -+-2-+- î i 2 I -+-3+3 2 ,ï4- —n— + —.1— ̂  —31— +- • '=^

14. Prenons, pour troisième exemple, la série

G{x) ^= î -^- X COS^o "+- ^2COS22co -4- ̂  COS23(0 4-. . .,

qui est convergente pour toutes les valeurs de x inférieures à l 'uni té-
Cette série peut être regardée comme le résultat de la multiplication,

termes à termes, des trois séries
14- Oç 4- ̂  -i- X^ -h X^ -+-. . . >

ï .4- cosû) -4- cosao 4- cos3(o •+• cos40•ï -4--. . y

J + COStO -h COS 20) 4- C0s3a) 4- COS 4e0 4-. . . *

Considérons d'abord la série obtenue par la multiplication, termes à
termes, des deux premières de ces séries. Elle peut s'écrire

I -j- ̂  COS03 4- ^COSao^ 4- 0^ COS3co 4- X^ COS^t0 3 - + - • • . .

Or cosnû) est le terme général d 'une série récurrente admet tant
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l 'équation génératrice
S2 — 2 S COS CO 4- î ==- 0,

et, par suite, on a identiquement

ces n co =: i e^ -\~ îj 6^~"/(%

la lettre i représentant, comme d 'ord ina i re , le symbole \/^~7,
Donc la somme H(^) de la série

I 4- X COS 0) -4- x^ COS 2 co 4- X^ COS 3 co -h .y4 COS 4 co -4- . . .

est donnée par la formule

QW = î- ———— + L ___,
2 !—(?^.r 2 I — <?-"".z-

c'est-à-dire
H(^)^_lr^^°^_.

I — ^X COSco 4- ..2:̂

Mais, de l'expression
COS n co ==: •|- ^/!/t>) -4- H- é?-^,

nous déduisons, d'après les résultats (10) qui précèdent,

G(^)==|-H(<? / o )^)+iII (<?-^^) .
Donc

GO) •=: -1 —r— 4- i . , , . T + L ____,v / a i—œ -4 i—e2^^ 4 ï—ô-^'^r

c'est-à-dire, tous calculs effectués,

G(^)=I -J—+i_L^^°i^_.
2 1 — ^ 2 . ï — ÏX COS 2 OJ -+- A.'2

On arriverait, par la même méthode, à un résultat ana logue /pour
la somme de la série

x sin3 co 4- X2- sin2 2 co 4- x3 sin2 3 co 4" ̂  sin2 4c.o 4-....

Par la même méthode encore, on pourrait calculer, pour toute
valeur entière et positive dep, la somme de chacune des séries

ï 4- OC COS^co 4~ X^ COS^aœ 4- A'3 COS^Sco 4- ̂  00^/4 u) 4- . . .

^ sin^œ 4- ̂ 2 sin^ 2 co 4- ̂  sia^S 0 4- ^4 sin^4(o 4-... .
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15. Ce dernier exemple nous présente u n cas part iculier des séries
qu'on obtient en mul t ip l ian t , termes à termes, un nombre n de séries,
n étant supérieur à 2. SI l'on c o n n a î t la somme d'une quelconque de
ces séries, et si les n — i autres sont des séries récurrentes proprement
dites connues, l ' app l i ca t i on de notre méthode, répétée autant de fois
qu'il est nécessaire, nous donne la somme de la série considérée.

On peut remarquer, d'ailleurs, que les n — i séries récurrentes par
les termes desquelles nous mul t ip l ions sont t ou t à fait quelconques. Il
se peut faire, ou qu'elles soient toutes différentes, ou que certaines
soient ident iques , ou que toutes soient identiques. Dans ce dernier cas,
chaque terme de la série donnée est m u l t i p l i é par la puissance 7^ième du
terme correspondant de la série récurrente considérée.

On peut remarquer aussi, quel que soit le nombre n — i des séries
récurrentes données, qu'on a le moyen de n 'appliquer qu 'une seule fols
notre procédé de sommat ion . En m u l t i p l i a n t , en effet, termes à termes,
toutes ces séries récurrentes', on obt ient une série récurrente un ique
dont l 'équation génératrice peut faci lement être formée.

16. Pour faire une dernière application de nos résultats, proposons-
nous, connaissant la somme fÇsc) de la série

«y -h U^ X •+- U^SC'1 -h ^3 A"3 4- . . .,

de trouver la somme de la série
u^x11' 4- Uk+p ̂ p 4- Uk+ïp x^v 4-. ..,,

qu'on obt ient en prenant, dans la précédente, les termes de p en p.
On sait , depuis longtemps, résoudre cette question à l 'aide des

racines p^^ de l 'un i té . On peut, en s^appuyan t uniquement sur nos
résultats, retrouver la solution connue. Pour le montrer, nous allons
considérer le cas part icul ier où l'on a à la fois k === o et p = 3 ; mais on
verra bien que notre méthode s'étend à tous les autres cas.

Soit donc
UQ 4- u^ x 4- u^x2 4- u^x^ 4-". . .

la série donnée, qui a pour somme/^), et soit
UQ 4- UQ X^ 4- UG XQ -+- î» •z>9 4- . . .

la série dont on veut déterminer la somme G(cr).
Ann.de l'Ec. Normale. '2.* Série. Tome XI.—SEPTEMBRE t8fô. 38
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II est clair qu'on obtient cette dernière en m u l t i p l i a n t les termes .de.
la précédente par les termes correspondants de la série

i, o, o, i, o, o, i, o, o, i, . . . ,
q u i est une série récurrente a d m e t t a n i , pou r équation génératr ice,
l ' équa t ion binôme

^:i— i •=. o.

Les trois racines de cette équat ion sont, comme on sai t ,
— i -+- i \/3 — i — i \/3

? 2 5 2

Si nous désignons, su ivan t l'usage, les deux dernières par y et y'2,
le terme général î ^ de notre série récurrente sera d o n n é par l 'égali té

^^K1-^./^./2^
et, d'après ce qui précède (10), nous aurons

G(^)=i./(^)+y(y^)+|-A/2^).

C'est jus tement l 'expression qu'on eût obtenue par l ' au t re méthode .
Celle-ci rentre donc, comme cas part icul ier , dans le problème qui f a i t
l'objet du présent travail .

III. — Conséquences.

17. La solut ion que nous avons donnée (10) de notre p rob lème
général nous fou rn i t évidemment le moyen de sommer une i n f i n i t é de
séries. Dès que nous connaissons, en effet, la somme f{oc} d ' u n e série,
nous pouvons écrire, grâce à notre formule générale (10), la somme
G(.^) de chacune des séries obtenues en m u l t i p l i a n t les termes de la
série f{oc} par les termes correspondants d 'une série récur ren le pro-
prement dite. Ces séries récurrentes proprement dites é tant en nombre
i n f i n i , nous sommons ainsi une infinité de séries.

Nous savons, par exemple, que les séries
[ 4_ ^ 4- .̂ 2 _^_ .̂3 ^j_ _ ^

x x^ x^i --1- — + — -E- — . + . . .
ï î 2 1 3 !
f>2 /y»3 /y>4'X X^ X " X*1^ . t __ 1 _

— A -̂. .—— —j— —— —[— ——

x a 3 4
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ont pour sommes respectives

......L.., ^ L_L...
i — .,z1 i — .y

Donc, quel le que soit la série récurrente proprement dite

nous' savons sommer f o u l e s les séries, en nombre inf in i , qui se peuvent
écrire»

(\) 4- Vi x -4- ^2 A?2 -t- ('3 .z*3 -i- {\ x^ 4- ... ,
r,..z" î'.,^2 î'3.2/'3 î\.a?4

( i 1 —L— -4— •" _L_ _„" _i _ _ * __!.^.+. ̂  -+- ^ ^ ^ ^ ^^ 4 - . . . ,

^,.:z> r.,.z12 c,^'3 r,^?''^_ -.̂ , _:— 4» -3 -|- —— 4-.. . .
i a 3 4

18. Mais les conséquences de la solut ion de notre problème ne s'ar-
rêtent point à la sommation de certaines séries. Elles nous permet tent
de classer les séries en espèces. Soit, en effet, la série convergente
quelconque

a^ -4- Ui x -\~ u^ x^- -h- ^3 o^ 4-. . .,

dont nous représentons la somme, connue ou i n c o n n u e , par/(.r). La
solut ion de notre problème général nous permet , quelle que soit la
série récurrente proprement dite

^o -i- ^i +• Pg -1- ^3 - ( - • • ' >

de sommer toutes les séries convergentes de la forme
UQ Fo 4- lit ï'i x 4- ^â (W^ l^i t';}.^3 4- . . .,

à l 'aide s implement , de la fonction/(,-xî) et de ses dérivées.
Donc toutes les séries de celte dernière forme, bien qu 'en nombre

in f in i , cons t i tuent une espèce part icul ière de séries, les sommes de ces
séries s'exprimant toutes à l 'aide de cette seule fonction f[œ} et de ses
dérivées.

Quelle que soit la fonction/^), l'espèce existe. Si/(a?) est connue,
on peut sommer toutes les séries de l'espèce. Si/(^) est i n c o n n u e , on
ne les peut sommer, il est vrai , mais on ramène là sommation d'elles
toutes à celle d 'une série un ique , qu i est la série

//,o 4- //.i X 4" ^â^12 4- if'à ̂  4" . . • .
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19. On voit par la quelle s implif icat ion appor te , dans l'élude des
séries, la solution de notre problème. Ramenant l 'é tude de toutes les
séries, en nombre inf in i , conlenues dans cl iaque espèce à celle d 'une
série unique , elle ra.mène Fétude générale des séries à celle d 'un
nombre, relat ivement très petit , de séries part iculières. Elle consti tue
a ins i , dans la théorie générale des séries, une véritable m é t h o d e de
réduction.

20. Tous ces avantages proviennent de ce seul fait, savoir que la
somme de la série

UQ Py -1- Ui (?! X -+- U..^ ('3 ̂  -4" ^3 ('3 OC^ 4- . . -

s'exprime à l'aide s implement de la somme /( a?) de la série
//o 4- u y x + u^^2-}- a^x^ -t-. . .

et des dérivées de cette somme. Si l 'on convient de dire que des fonc-
tions qui s'expriment ra t ionnel lement à l'aide dey(^) et de ses dérivées
sont de même na ture quey(o?), et, par conséquent , sont toutes entre
elles de même nature, on peut dire que, quand on m u l t i p l i e les termes
d 'une série convergente, ordonnée suivant les puissances ascendantes
de x, parles termes de mêmes rangs d 'une série r écu r r en t e proprement
di te , la nature de la première série n'est n u l l e m e n t altérée.

21. Les séries dont le t e rme général a la forme u,^.r", le facteur ^
étant le terme général d ' u n e série récurrente p roprement dite, se pré-
sentent constamment dans l 'Analyse. Telles sont les séries q u i donnent
les sinus et cosinus des divers ordres; les séries qu'on rencontre dans
les développements, suivant les puissances ascendantes de la variable.,
soit des fonctions elliptiques, soit des fonct ions de M. Weierstrass; e t ,
plus généralement, tou tes les séries que fournissent les équations diffé-
rentielles linéaires, d 'ordre que lconque , dont l 'équat ion dérivée est
une équat ion régulière.

Toutes les fois qu'on rencontrera une série de cette sorte, il suff i ra ,
pour en étudier la nature et en déterminer la somme, d'en regarder le
terme général comme égal simplement à u ^ x ' 1 : le facteur ̂  pourra être
négligé.


