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SUR LA PRESERVATION DE LA SURCONVERGENCE
PAR I’IMAGE DIRECTE
D’UN MORPHISME PROPRE ET LISSE

PAR DanierL CARO

RESUME. — Modulo sa traduction en théorie des ?-modules arithmétiques, nous prouvons la
conjecture de Berthelot sur la préservation de la surconvergence par I'image directe d’'un morphisme
propre et lisse de variétés sur un corps parfait de caractéristique p > 0.

ABSTRACT. — Up to a translation in the language of arithmetic 9-modules, we prove a conjecture
of Berthelot on the preservation of the overconvergence under the direct image by a smooth proper
morphism of varieties over a perfect field of characteristic p > 0.

Introduction

Soit 9 un anneau de valuation discréte complet, de corps résiduel parfait k de caractéris-
tique p > 0, de corps des fractions K de caractéristique 0. Soit b: Y/ — Y un morphisme
propre et lisse de k-variétés, i.e., de k-schémas séparés et de type fini. Berthelot conjectura en
1986 dans [2, 4.3] que I'image directe par b du F'-isocristal surconvergent sur Y’ constant, i.e.
la cohomologie relative rigide Rb,ig,(Y’/K), a pour faisceaux de cohomologie des F-iso-
cristaux surconvergents sur Y. Cette conjecture avait été validée par Berthelot dans le cas
relevable lorsque Y est lisse (voir [2, 4, Théoréme 5]). Plus précisément, il a vérifié sa conjec-
ture lorsqu’il existe un morphisme a: X’ — X de 9/-schémas formels propres et un ouvert
Y de X tels que a=1 (%) — ¥ soit un morphisme de ¥/-schémas formels lisses relevant b. La
preuve de ce cas repose sur le théoréme de finitude de Kiehl pour les morphismes propres en
géométrie analytique rigide.

Ensuite, dans [22, 4], Tsuzuki a étendu cette conjecture du cas constant au cas général
de la maniére suivante (en fait il la formule plus généralement en remplagant la base ¢ par
un triplet comprenant un ¥-schéma formel) : « soient a: X’ — X un morphisme propre
de k-variétés, Y un ouvert de X tel que le morphisme induit b: Y’ := a7 1(Y) — Y soit
de plus lisse. Alors, pour tout (F-)isocristal E’ sur Y’ surconvergent le long de X’ \ Y”, les

L’auteur a bénéficié du soutien du réseau européen TMR Arithmetic Algebraic Geometry (contrat numéro UE
MRTN-CT-2003-504917).
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132 D. CARO

faisceaux de cohomologie de Rayig« (E'/K) sont des (F-)isocristaux sur Y surconvergents le
long de X \ Y. » On la nommera encore conjecture de Berthelot (avec coefficients si on veut
préciser). Rappelons que lorsque X est propre, Ra,ig« (E'/K) ne dépend canoniquement que
de b et se note par conséquent Rb,i,.(E’/K). Via un théoréme de changement de base de la
cohomologie rigide relative, Tsuzuki a validé cette conjecture dans le contexte suivant : soient
f: % — & un morphisme propre de V/-schémas formels séparés de type fini, X un sous-
schéma fermé de la fibre spéciale de &, Y un ouvert de X, X' := f~1(X), Y’ := f~1(Y)
tels que f soit lisse au voisinage de Y’ et & soit lisse au voisinage de Y. Dans ce cas, pour
tout (F-)isocristal E’ sur Y’ surconvergent le long de X' \ Y”, les faisceaux de cohomologie
de Rf g« (E'/K) sont des (F-)isocristaux sur Y surconvergents le long de X \ Y (voir les
théorémes [22, 4.1.1 et 4.1.4] de Tsuzuki).

Plus récemment, dans le cas ou ¢/ est modérément ramifié, Etesse a validé cette conjecture
de Berthelot avec coefficients dans le cas absolu (i.e. X est propre) sil'une des deux conditions
est validée : b est relevable sur ¢/ ou Y est une intersection compléte relative dans des espaces
projectifs sur Y (voir [17]).

On dispose enfin de deux autres versions (I'une est plus forte que I’autre) de Shiho de
cette conjecture de Berthelot avec coeflicients (voir les deux conjectures [20, 5.3 et 5.5]). Dans
[21], Shiho résout sa conjecture la plus faible. Enfin, lorsque b n’est plus forcément propre et
lisse, Shiho a vérifié la surcohérence générique (i.e., devient un isocristal surconvergent sur
un ouvert dense) de la cohomologie rigide relative avec coefficients.

Nous nous proposons d’apporter un éclairage nouveau sur ces questions via la théorie
de Berthelot des 9-modules arithmétiques. Rappelons d’abord comment la théorie des
P-modules arithmétiques est reliée a la théorie des isocristaux surconvergents. Soient X
une k-variété et Y un ouvert de X tels que (Y, X) soit d-réalisable, i.e., tels qu’il existe un
Y-schéma formel P séparé et lisse, un diviseur 7' de la fibre spéciale de & et une immersion
fermée X — @ vérifiant Y = X \ T. D’aprés [12], nous bénéficions d’une équivalence
entre la catégorie (F-)Isoc' (Y, X/K) des (F-)isocristaux surconvergents sur (Y, X)/K et
la catégorie (F-)Isoc't (Y, X/K) des (F-)isocristaux surcohérents sur (Y, X)/K. Les objets
de la catégorie (F-)Isoc!f(Y, X/K) sont des (F-)®-modules arithmétiques sur (Y, X)/K
vérifiant certaines hypothéses de finitude. Pour obtenir cette équivalence, nous utilisons le
morphisme de spécialisation sp: P — P, ou P est la fibre générique au sens de Raynaud
(Pespace analytique rigide canoniquement associé¢) de &. Ce morphisme de spécialisation sp
permet de relier le monde de la géométrie analytique rigide dans lequel vivent les isocristaux
surconvergents et celui de la géométrie formelle dans lequel vivent les ©-modules arithmé-
tiques. Via cette équivalence, nous obtenons une traduction de la conjecture de Berthelot en
terme de 9-modules arithmétiques que nous détaillons ci-dessous.

Dans cet article, nous prouvons une traduction dans le langage des 9-modules arithmé-
tiques de la conjecture de Berthelot. Plus précisément, soient X une k-variété et Y un ou-
vert de X tels que (Y, X) soit proprement d-réalisable, i.e., tels qu’il existe un 9/-schéma for-
mel & propre et lisse, un diviseur T' de la fibre spéciale de & et une immersion (non néces-
sairement fermée) X — &P vérifiant Y = X \ T. On désigne par @;(TT)Q le faisceau sur &
des opérateurs différentiels d’ordre infini, de niveau fini avec des singularités surconvergentes
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IMAGE DIRECTE D’UN ISOCRISTAL PAR UN MORPHISME PROPRE ET LISSE 133

surcoh ( @;(TT)Q) dCS

complexes a support dans X ne dépend pas du choix du plongement X — & et du divi-
seur T'de P. On la note alors (F-)D;’urcoh(@& x)/K)- Ses objets sont les (F'-)complexes sur-
cohérents de P-modules arithmétiques sur (Y, X)/K. On définit de méme (on traite dans
un premier temps le cas ou Y est lisse afin d’utiliser ’équivalence entre isocristaux surcon-
vergents et isocristaux surcohérents exprimée dans le paragraphe ci-dessus) la sous-catégorie
(F-)D})SOC(@IY’X)/K) de (F_)Dsurcoh(@IY,X)/K) des (F-)complexes surcohérents de 9-mo-
dules arithmétiques sur (Y, X')/K dont les espaces de cohomologie sont des (F'-)isocristaux
surcohérents sur (Y, X)/K. Pour vérifier cette indépendance canonique, nous prouvons la
propriété suivante de stabilité de la surcohérence : pour tout morphisme f: & — & de
V/-schémas formels séparés et lisses tel que 7" := f~1(T') soit un diviseur de la fibre spéciale

de &', pour tout (F-)complexe a cohomologie ) ,(1T")g-surcohérente &' a support propre

le long de T (voir [4]). On vérifie que la sous-catégorie pleine de (F-)DP

sur 2, I'image directe de &' par f est a cohomologie @L,(TT)Q-surcohérente (voir 2.3.2). Cela
correspond a une version surcohérente de la conjecture de Berthelot sur la stabilité¢ de ’ho-
lonomie par image directe énoncée dans [6, 5.3.6].

Nous établissons dans ce papier la version suivante de la conjecture de Berthelot (voir
4.4.3) : soient (Y’,X’) et (Y,X) deux couples de k-variétés proprement d-réalisables,
a: X’ — X un morphisme propre tels que a=1(Y) = Y’ et tels que le morphisme in-
duit Y’ — Y soit propre et lisse. Alors, le foncteur image directe par a se factorise sous la
forme :

at: (F')Dibsoc(@;ry/,x/)/K) - (F')Dibsoc(gzy,x)/}{)'

En fait, si on ne se préoccupe pas de I'indépendance par rapport aux choix (e.g. du plonge-
ment X — & et du diviseur T de P), nous prouvons une version légérement étendue via
3.3.1, i.e. on remplace la notion de proprement d-plongeabilité par la notion de d-plongea-
bilité.

Remerciements. — Je remercie vivement Kiran Kedlaya pour une question posée lors de la
conférence en I’honneur de Gilles Christol qui m’a incitée a m’intéresser a cette conjecture de
Berthelot via les 9-modules arithmétiques. Je remercie Jean-Yves Etesse pour une question
analogue lors de cette méme conférence. Je remercie Nobuo Tsuzuki pour les discussions
notamment sur la comparaison entre les versions formelles et rigides des conjectures de
Berthelot lors d’une invitation a Sendai.

Notations. — Tout au long de cet article, nous garderons les notations suivantes : soit ¥ un
anneau de valuation discréte complet, de corps résiduel parfait & de caractéristique p > 0,
de corps de fractions K de caractéristique 0, d’uniformisante 7. Les 9/-schémas formels
seront notés par des lettres calligraphiques ou gothiques et leur fibre spéciale par les lettres
romanes correspondantes. On fixe s > 1 un entier naturel et ' désigne la puissance s-iéme de
I’endomorphisme de Frobenius. Les modules sont par défaut des modules a gauche. Si & est
un faisceau abélien, &g désignera & ®z Q. On note m un entier positif. Si f: X' — X est un
morphisme de 9/-schémas formels lisses, on notera par des lettres droites les fibres spéciales
et f: X’ — X sera si aucune confusion n’est a craindre le morphisme induit. Sauf mention
du contraire, on supposera (sans nuire a la généralité) les k-schémas réduits. En général,
lorsqu’un diviseur est vide, on évite de I'indiquer, e.g. dans les opérations cohomologiques
correspondantes.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



134 D. CARO

Convention. — Lorsque nous dirons « surholonome » nous voudrons dire « surholonome
aprés tout changement de la base ¢ » (voir [13]).

1. Rappels et compléments sur les 9-modules arithmétiques

Nous donnons dans cette section quelques rappels sur les ©-modules arithmétiques. Nous
définissons aussi quelques catégories de 9-modules que nous utiliserons par la suite.

1.1. Opérations cohomologiques

Donnons d’abord quelques précisions sur les notations que nous adopterons concernant
les foncteurs image directe et image inverse extraordinaire.

1.1.1 (Image inverse extraordinaire). — Soient f, f: & — @ deux morphismes de
¥-schémas formels lisses induisant le méme morphisme P’ — P au niveau des fibres
spéciales. On dispose des foncteurs images inverses extraordinaires f', f"': D Coh(@’r Q) —

Db(@T y Q). On bénéficie de 'isomorphisme canonique de foncteurs de la forme f' — f”.
En effet,won se ramene de maniere usuelle au cas des schémas ; dans ce cas il s’agit de prendre
des résolutions plates et d’utiliser [5, 2.1.5]. Ces isomorphismes vérifient les formules de
transitivité usuelles. De méme, pour m assez grand, i.e. p™ > e/(p — 1) avec e I'indice de
ramification de ¥/, en désignant par f(™)" et f/(™)" les foncteurs Dcoh(@;m)) — Db(@(;))
images inverses extraordinaires de niveau m par f et f’, on dispose de I'isomorphisme de la

forme f(™' = f/(m) De tels (et plus généralement avec des singularités surconvergentes
le long d’un diviseur) isomorphismes seront notés 7.

1.1.2 (Image directe). — Soit f: #' — % un morphisme propre de /-schémas formels
lisses. Les foncteurs images directes par f de niveau m préservent la cohérence et seront
notés (s’il n’y a pas de confusion possible entre les deux) f}’ (m), Dgoh( ) — Dcoh(@(m))

(m) Dcoh(@(@ ) — Dcoh(@(m)) Ces deux foncteurs commutent a — ®ZQ i.e., pour tout
(‘5 € Dcoh(AW ), f+m (60) — f+ ( ")g. Sl n’y a pas de risque de confusion et pour

alléger les notations, nous écrirons f au lieu de fim). Le foncteur image directe par f sera
noté fy: D2, (D',) — Db, (D), de méme avec des Q.

coh
Soient f, f’: ' — & deux morphismes de ¥/-schémas formels lisses induisant le méme
morphisme P’ — P au niveau des fibres spéciales. On dispose de méme que pour 'image in-
verse extraordinaire des isomorphismes de recollement f,. — f satisfaisant aux formules
de transitivité usuelles (voir [5]).

1.1.3 (Foncteur cohomologique local). — Soient & un 9/-schéma formel lisse, X un
sous-schéma fermé de P. On notera RE} le foncteur cohomologique local défini dans
[7, 2] (conjecturalement égal a celui défini par Berthelot). Rappelons que lorsqu’il existe
un morphisme u: X — & de 9-schémas formels lisses dont la réduction induite mo-
dulo 7 est 'immersion fermée canonique X < P, d’aprés le dernier point de [11, 1.15],
RO 5 wyu'.

4¢ SERIE - TOME 48 — 2015 —N° 1
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1.2. Catégories de 9-modules arithmétiques sur les d-cadres

DEFINITION 1.2.1. — Un «d-cadre (?,T,X,Y) » est la donnée d’'un 9/-schéma formel
séparé et lisse &, d’un diviseur T de P, d’un sous-schéma fermé X de Ptelsque Y = X \ T.
Un d-cadre (2, T, X,Y) est «lisse en dehors du diviseur » si Y est lisse.

Un morphisme de d-cadres (lisses en dehors du diviseur) 6: (', T, X', Y") — (2, T, X,Y)
est la donnée d’un morphisme f: & — & tel que f induise un morphisme X’ — X tel que
fY)YcCcVY.Sia: X' - X,b: Y — Y sont les morphismes induits par f, le morphisme 6
se note aussi (f, a, b).

Nous verrons dans les prochains chapitres que les catégories définies ci-dessous dans 1.2.3,
1.2.6 et 1.2.8 sont, sous certaines conditions, indépendantes des choix faits.

1.2.2. — Soit & un (F-)complexe de (F-)D Coh(@T (T)g). On rappelle que & est
@;(TT)Q-surcohérent s’il reste @;(TT)Q-coherent aprés localisation en dehors de n’im-
porte quel diviseur (i.e. par application du foncteur (D) ou D est un diviseur de X) et
si cette propriété de stabilité reste vraie aprés image inverse par un morphisme lisse de
V/-schémas formels ' — %. On note (F-)DP (@},(TT)Q) la sous-catégorie pleine de

surcoh

(F-)DP., (D,(1T)q) des complexes D!, (1T)q-surcohérents.

NoTtaTioNs 1.2.3 (Cohérence et surcohérence). — Soit (2, T, X,Y) un d-cadre (voir les
conventions de 1.2.1).

1. Onnote (F-)Coh(9P, T, X/K) la catégorie des (F-) @TQ(TT)Q—modules cohérents a sup-
portdans X. On note (F-)Surcoh(?, T, X/ K) la catégorie des (F-) @;(TT)Q—modules
surcohérents a support dans X (la surcohérence est définie dans [7]).

2. On note (F-)DP | (?,T,X/K) la sous-catégorie pleine de (F-)DP (9 (TT) ) des
(F-)complexes a support dans X (i.e. isomorphe a 0 sur I'ouvert complementaire
de X). On note (F-)D? (P,T,X/K) la sous-catégoric pleine de
(F )Dsurcoh(@;(TT) ) des (F-)complexes a support dans X. On remarque qu’un
complexe & de (F-)D Coh(@T (TT)q) est a support dans X si et seulement s’il en est de
méme de ses espaces de cohomologie.

3. Lorsque le diviseur 7" est vide, on omet de I'indiquer dans les précédentes catégories.

REMARQUES 1.2.4. — 1. Soit & un (F-)complexe de (F- )Dsurcoh(@;(TT)Q). Alors
& € (F-)Db,.on(P,T,X/K) si et seulement si, pour tout entier [ € Z, on ait
H'(8) € (F-)Surcoh(P, T, X/K).

2. Avec les notations de 1.2.3, lorsque le diviseur 7' n’est pas vide, un objet de
Surcoh(P, T, X/K) n’est pas toujours @ g-surcohérent (sauf si le module est muni
d’une structure de Frobenius : voir [15]). Il ne faut donc pas confondre avec les caté-
gories introduites dans [7] ou [11] (voir aussi 1.2.8). Contrairement a celles introduites
dans [7], les catégories Surcoh(%, T, X/K) sont suffisamment grosses pour contenir
tous les isocristaux surcohérents sur (Y, X)/K lorsque Y est lisse.

Rappelons les notations (voir [12, 3.1.2 et 3.5.10]) et définitions (voir [12, 5.4.5 et 5.4.7])
suivantes :

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



136 D. CARO

DEFINITION 1.2.5. — Soit (?,T, X,Y) un d-cadre lisse en dehors du diviseur (voir les
conventions de 1.2.1).

1. On note Isoc'" (P, T, X/K) la sous-catégorie pleine de Surcoh(%,T,X/K) des
@},(TT)@—modules surcohérents & tels que, en posant i := P \ T, le module & | U
soit dans I'image essentielle du foncteur spy-. .,y ;. (défini dans [10], ce qui est décrit
ici dans 1.3.4). Les objets de Isoc'" (%, T, X/K) sont «les isocristaux partiellement
surcohérents sur (P, T, X/K) ». Lorsque & est propre, on omet le qualificatif « par-
tiellement ».

2. La catégorie (F-)Isoc'T(#,T,X/K) ne dépend, a équivalence canonique de ca-
tégories prés, ni du choix de 'immersion fermée X — & et ni de celui du divi-
seur T tel que Y = X \ T (mais seulement de (Y, X)/K). On note alors sans
ambiguité (F-)Isoc'T (Y, X/K) a la place de (F-)Isoc''(?,T,X/K). Ses objets
sont les « (F-)isocristaux partiellement surcohérents sur (Y, X)/K » ou simplement
« (F-)isocristaux surcohérents sur (Y, X)/K ».

3. Lorsque X est propre, la catégorie (F-)Isoc!’(Y, X/K) ne dépend pas non plus du
choix de la compactification propre X de Y. On la note alors (F-)Isoc!(Y/K). Ses
objets sont les « (F'-)isocristaux surcohérents sur Y/K ».

NoTATIONS 1.2.6 (Isocristaux). — Soit (2,7, X,Y) un d-cadre lisse en dehors du divi-
seur. On note (F-) P, T, X/K) la sous-catégorie pleine de (F-) Coh(@T (1T)q) des
(F-)complexes dont les espaces de cohomologie appartiennent a (F-)Isoc!'(2, T, X/K).
Rappelons que lorsque T est vide, on n’indique pas i.e. on écrit (F-) P, X/K) au lieu
de (F-)D2,c(2, @, X/ K).

ISOC(

ISOC(

NoTATIONS 1.2.7. — On note oubr le foncteur oubli canonique (F- )Db(@T (TT) ) —
(F -)Db(@Jr o) et le foncteur extension (17') = @;(TT)Q St (F-)DP (@ o) —

(F-)D wh@* (1T)q).

NoTATIONS 1.2.8 (Surholonomie). — Pour la notion de surholonomie, on se reportera a
[11]. Grosso modo, la surholonomie est par construction la notion plus forte que la surco-
hérence mais la plus faible possible de maniére a étre préservée par le foncteur dual (lorsque
I’on ne dispose pas de structure de Frobenius, on ne sait toujours rien concernant la stabilité
de la surcohérence par dualité).

1. On notera (F-)Surhol(#, T, X/K) la catégorie des (F-)@;’Q—modules surholonomes
(aprés tout changement de la base 9/ d’aprés la convention énoncée au début de ce
papier) & a support dans X tels que le morphisme canonique § — &(TT) soit un
isomorphisme.

2. On désigne par (F- )D;’urhol(@ o) la sous-catégorie pleine de (F )Db(@;@) des

(F-)complexes surholonomes (apres tout changement de la base v/).

3. On note (F-)DZ,,.,(D},(1T)q) la sous-catégorie pleine de (F-)DP,, (D1,(1T)q) des

surhol

(F-)complexes & tels que oubr(F) € (F-)D surhol(@; o)

4. On note (F-)DE , (2, T, X/K) la sous-catégorie pleine de (F-) Surhol(@T (T)q)
des (F-)complexes a support dans X.
5. Lorsque le diviseur T est vide, on omet de I'indiquer dans les précédentes catégories.

coh
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IMAGE DIRECTE D’UN ISOCRISTAL PAR UN MORPHISME PROPRE ET LISSE 137

Enongons d’abord le premier résultat d’indépendance le plus immédiat qui nous sera utile
pas la suite :

LeMME 1.2.9 (Indépendance par rapport a X). — Soit (P,T,X,Y) un d-cadre (resp. un
d-cadre lisse en dehors du diviseur). Posons € pour (F-)DP . ou Surcoh ou (F-)DP

surhol

u (F-)Surhol (resp. (F-)D2__ ou (F-)Isoc'). Soit X' la cléture de X \ T dans P. Alors

C(P,T,X/K)=¢€P,T, X' /K).

Démonstration. — Soit & un objet de €(#, T, X/K). On dispose dans €(P, T, X/K) de la
fleche RETX, (&) — &. Par [4,4.3.12], pour prouver que cette fléche est un isomorphe, il suffit
de le vérifier en dehors de T', ce qui est immédiat. O

REMARQUES 1.2.10. — On dispose des factorisations ouby: (F-)D2 (P, T, X/K) —
(F-)DE 101 (2, X/K) et, par stabilité de la surholonomie, ('T): (F-)D? , (P, X/K) —
(F') surhol(gj7 T, X/K)

Par contre, on prendra garde au fait que 'on ne dispose pas de la factorisation
ouby: D (P, T, X/K) + Dsurcoh(% X/K). En effet, il est faux en général (i.c.

sans structure de Frobenius) qu’un @ﬁ(TT)Q-surcohérent soit @; g-surcohérent.

REMARQUES 1.2.11. — 1. Soient 4 un 9/-schéma formel séparé et lisse, Y un
sous-schéma fermé de U lisse sur k. Remarquons que, grace a [11, 7.3], un objet
de D" (@L’Q) dont les espaces de cohomologie sont dans I'image essentielle du

coh
foncteur spy., 4 (voir 1.3.4) est alors un objet de D;)urhol(@LQ) (nous n’avons
pas besoin de structure de Frobenius). On dispose ainsi de 'inclusion canonique
(F-)Dhoo (84, Y/K) C (F-)DEy (L, Y/ ).

2. Soit (?,T,X,Y) un d-cadre lisse en dehors du diviseur. Si on rajoute des struc-
ture de Frobenius, on obtient plus généralement, grace a [15], 'inclusion canonique

F-D°,(9,T,X/K) C F-D?,, ,(?,T,X/K).

1s0C

REMARQUES 1.2.12. — On dispose pour tout entier r de la factorisation
H": (F-)DE (P, T,X/K) — Coh(#,T,X/K). De méme pour la surcohérence ou la
surholonomie (voir 2.3.1).

LEMME 1.2.13. — On désigne par (F—)D;’urhol,T(@;’Q) la sous-catégorie pleine de
(F-)D Surhol(@ o) des (F-)complexes & tels que le morphisme & — &E(TT) canonique de
(F-)D (D, Q) soit un isomorphisme.

Avec les notations de 1.2.8, les foncteurs oubr et (YT) induisent des équivalences quasi-
inverses entre les catégories (F-)DP . T(@y) @) €t (F-) Do })(TT)Q). Dans la pratique,
on pourra identifier ces deux catégories.

Démonstration. — Soit & un objet de (F-)D;’urho]’T(@T¢ o)- Le morphisme canonique
& — &(TT) est par définition un isomorphisme. D’ou : oub(&(TT)) € (F-) Surhol(@;@).
Cela entraine que le foncteur (7 se factorise sous la forme (17): (F—)D;’urhoLT(@g7 o~
(F-) Do (D('T)g)-

D’un autre cdté, soit / un objetde (F-)DP . ( T?(TT)@). Comme & est @;(TT)Q'COhé-
rent et oubr () est (en particulier) @97 Q-coherent, on déduit de [4, 4.3.12] que le morphisme
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canonique oubr () — (1T)(oubr()) est un isomorphisme. On obtient ainsi la factorisa-
tion OUbT : ( )Dsurhol(@;(TT)@) - (F')Dsurhol,T(@;,Q)'

Ainsi, nous avons vérifié que les foncteurs oubr et (') induisent les équivalences
quasi-inverses de la forme oubr: (F-)D Surhol(@T (IT)g) = (F-)Dgurhol)T(@; o) et
(1T): (F)Dounor, (D o) = (F)Dinor (D1 T)a).

O

=.(e)
1.2.14. — On dispose du foncteur oubli pleinement ﬁdele oubr: LD& qc(@x (1)) —
LD& qc(@x ) et du foncteur extenswn WAE LDQ qc(@x ) — LD(% qc(@x (T)). Par [9,

1.1.8], pour tout &4 € LDQ qc(@x (T)) le morphisme canonique (1T) o oubr(¥) — &
est un isomorphisme (par ar associativité du produit tensoriel complété, on s’était ramené au
cas ou 7 était associé a Ox(1T)q).

Notons LD(B e, T(@g ) la sous-catégorie pleine de LDb c(@x ) des complexes & telle
que le morphlsme canonique & — oubr o (fT)(&) soit un 1somorphlsme

Le lemme 1.2.13 ci-dessus bénéficie d’'un analogue quasi-cohérent via le lemme ci-
dessous :

LEMME 1.2.15. — Les foncteurs oubr et (IT) induisent des équivalences quasi-inverses

entre les catégories LDQ qc(@g) (T)) et LD}@ qc, T(@;‘)).

Démonstration. — 1) Vérifions d’abord que le foncteur oubr induit la factorisation re-
quise. Soit & € LDQ qc(@;')(T)).

Comme le morphisme canonique (TT') o oubr () — & est un isomorphisme, on obtient
I'isomorphisme canonique oubr o (') o oubz(¥) — oubr(Y). Comme le morphisme
canonique composé ouby () — oubg o (IT) o oubr(F) — oubr () est I'identité, il en
résulte que le premier morphisme canonique oubz (&) — oubz o (fT) o oubz () est un
isomorphisme. Cela signifie que oubr () € LDQ qc, T(@;')).

2) On sait déja que le foncteur canonique (TT) o ouby — Id est un isomorphisme.

Réciproquement, il est tautologique que, pour tout & € LDQ e, T(@;)), le morphisme
canonique & — oubr o (TT)(&) est un isomorphisme. O

1.2.16 (Théoréme de Berthelot-Kashiwara). — La version arithmétique due a Berthelot
du théoréme de Kashiwara s’écrit de la fagon suivante (les versions surcohérentes ou surho-
lonomes se déduisent de maniére immédiate du cas cohérent) : soient u: X < & une immer-
sion fermée de 9/-schémas formels lisses, T' un diviseur de X tel que 7' N X soit un diviseur
de X.

1. Pour tout @;(TT)@-module cohérent & a support dans X, pour tout @; ("TNX)g-mo-
dule cohérent &, pour tout entier j # 0, #7u, (&) = 0 et H7u!(F) = 0.

2. Posons ¢ = (F-)Coh ou € = (F-)Surcoh ou € = (F-)Surhol ou € = (F-)D2, ou

= (F-)D%,, . ..,ou€ = (F-)DP Les foncteurs u. et u' induisent des équivalences

surhol*

quasi-inverses entre €(2, T, X /K) et €(X,T N X, X/K).
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1.3. Recollement d’isocristaux : cas de la compactification partielle lisse

Nous donnerons dans la section 3.1 une variante de niveau m (fixé) des procédures de
recollement de [10, 2.5]. Comme nous procéderons par analogie et comme nous utiliserons
aussi le cas ou le niveau n’est pas fixé (i.e. la situation de [10, 2.5]), rappelons-en quelques
points. Dans cette section, nous fixerons les notations suivantes :

1.3.1 (Notations). — Soient  un 9/-schéma formel séparé et lisse, T un diviseur de P,
X une sous-variété lisse fermée de P tels que Y := X \ T soit dense dans X (i.e. T'N X est
un diviseur de X).

Fixons (?4)aea un recouvrement d’ouverts de #. On note Pog = P, N Pg,
Popy = Po N P3N Pryy Xoo i= X N Py Xog i= XN Xg et Xopy := Xo N X3N X,. On
suppose de plus que pour tout o € A, X, est affine (par exemple lorsque le recouvrement
(Pa)acn est affine). Comme P est séparé, pour tous «, 8,7 € A, Xqp et X,5, sont donc
affines.

Pour tout triplet (o, 3,v) € A3, choisissons X, (resp. Xo5, Xap,) des ¥-schémas
formels lisses relevant X, (resp. Xog, Xagy), p?ﬁ: Xop — %o (resp. pgﬁ: Xop — Xp) des
relevements de X3 — X, (resp. Xo3 — Xp). Rappelons que grace a Elkik ([16] de tels
relévements existent bien.

De méme, pour tout triplet («, 8,7) € A3, on choisit des relévements
pllx2 P Xapy — xaﬂspg% P Xapy — xﬂ’ysp?:aﬁw: Xapy = Xarys p?m: Xopy = Xas
2y A : Xapy — Xg, p3 7: Xa8y — X, induisant les morphismes canoniques au niveau des
fibres spéciales.

DErINITION 1.3.2. — Pour tout a € A, donnons-nous &,, un (F-)@&a(TT N X4)g-mo-
dule cohérent. Une donnée de recollement sur la famille (£4)aea est la donnée pour tous
a,3€AN dun isomorphisme (F-) @T (TT N X.pg)g-linéaire de la forme
Oas: P57 (85) = PP (84), ceux-ci vérifiant la condition de cocycle : 0957 = 9997 0 9207,

ot 0527, 6927 et 997 sont définis par les diagrammes commutatifs
(132.1)

P05 (E5) =037 (85) w9805 (6y) =057 (6y) P TDET () == p3T(6s)

~

~ p12ﬁ’y (0ap) OTQB’Y ~ p2:§37 (05+) 9;3/37 ~ P?f I(eav) 0?36"{

Y Y Y

! ! ! ! ! ! !
Py VP (Ea) T PP (o), 98P (88) T 0577 (66), PSP (Ea) = P (6),

ot les isomorphismes de la forme 7 désignent les isomorphismes canoniques de recollement
de 1.1.1 (avec de plus la remarque que les foncteurs pl Bt e pf’ﬂ 'sont exacts).

DEFINITION 1.3.3. — On construit la catégorie (F-)Coh(X, (X4)aca, T N X/K) (resp.
(F-)Isoc'T (X, (Xa)aea, T N X/K)) de la maniére suivante :

1. Un objet est une famille (&, )aca de (F-)@;a(TT N X, )o-modules cohérents (resp.
e (F-)D%_('T N X,)g-modules cohérents, O, (7' N X,4)g-cohérents) munie d’une
donnée de recollement (648)a,3eA -
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2. Un morphisme ((Ea)achs (Bap)aser) — ((En)aca, (04,5)a,pen) est une famille de
morphismes (F')@Txa (T N X,)g-linéaire fo: &, — &, commutant aux données de
recollement, i.e., telle que le diagramme suivant soit commutatif :

(1.3.3.1) 2P (85) —22 p2P(8,)
L 57 (fs) PP (fa)
P37 () —— o e ptP (8.

1.3.4 (Recollement : cas de la compactification partielle lisse). — 1. Nous  gardons
les notations de 1.3.3. D’aprés [10, 2.5.4], la catégorie (F-)Coh(9P, T, X /K) (voir la dé-
finition de 1.2.3) est canoniquement isomorphe a la  catégorie
(F-)Coh(X, (X4)aca, T N X). Plus précisément, d’aprés la preuve de [10, 2.5.4],
on dispose des deux foncteurs quasi-inverses canoniques

(1.3.4.1) Poc : (F-)Coh(P,T,X/K) — (F-)Coh(X, (X4)acr, T N X/K),
(1.3.4.2) Recol: (F-)Coh(X, (Xa)acn, TNX/K) — (F-)Coh(P,T,X/K),

dont les constructions sont analogues a celles que I’on donnera au niveau m dans 3.1.13
et 3.1.14.

2. La catégorie (F-)Isoc' (Y, X/K) des (F-)isocristaux surconvergents sur (Y, X)/K est
canoniquement équivalente a (F-)Isoc! (X, (X4)aca, TNX/K). En composant cette
équivalence avec le foncteur Recol de 1.3.4.2, on obtient alors le foncteur pleinement
fidele spx .o 4 (F-)Isoc! (Y, X/K) — (F-)Coh(%,T, X/K) (voir [10, 2.5]). Grace
a [8, 6.1.4], on vérifie que son image essentielle est égale a (F-)Isoc' (2, T, X/K)
(notations de 1.2.5).

2. Sur la préservation de la surcohérence par image directe

Le but de ce chapitre est de démontrer le théoréme 2.3.2. Nous traitons d’abord dans une
premiére partie le cas de la compactification partielle (i.e. X) lisse. Dans la deuxiéme partie,
on s’y raméne dans le cas des isocristaux surcohérents par descente génériquement finie et
étale. Le cas général s’établit alors par dévissage en isocristaux surcohérents.

2.1. Indépendance : cas de la compactification partielle lisse

Dans le cas de la compactification lisse, on peut utiliser le théoréme de Berthelot-
Kashiwara (et on étend ainsi [7, 3.2.4] pour la surcohérence « faible »), ce qui permet
d’obtenir le lemme suivant fondateur.

LeMME 2.1.1 (Indépendance par rapport au diviseur). — Soient & un V-schéma formel
séparé et lisse, T et T' deux diviseurs de P, X un sous-schéma fermé lisse de P tel que
TNX =T NX. Posons € = (F-)Coh ou € = (F-)Surcoh ou € = (F-)Surhol ou
¢ = (F- )DEO][1 ou® = (F-)D . ou€ = (F-)DP . . On obtient alors les égalités

(P, T,X/K) = (P, T, X/K).
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Démonstration. — Considérons d’abord le cas des modules. Le cas cohérent a été traité
dans [12, 5.1.3]. En utilisant respectivement les versions surcohérentes ou surholonomes du
théoréme de Berthelot-Kashiwara (voir 1.2.16), on procéde de maniére identique pour les
autres cas. Le cas des complexes se déduit du cas des modules (e.g. on se rappelle que le
foncteur extension (D) est exact pour les modules cohérents lorsque D est un diviseur). [

LemME 2.1.2 (Indépendance par rapport au schéma formel : cas des modules)

Soit (f,1d,1d): (', T',X,Y) — (P, T, X,Y) un morphisme de d-cadres avec X lisse.

1. Pour tout & € (F-)Surcoh(P, T, X/K), pour tout & € (F-)Surcoh(?',T', X/K), pour
tout j € Z\ {0},

HO(RLL£1(8)) = 0,90 (f+(6) = 0.

De méme en remplacant « Surcoh » par « Surhol ».

2. Les foncteurs REE( f'et fy induisent alors des équivalences quasi-inverses entre les caté-
gories (F-)Surcoh(?, T, X/K) et (F-)Surcoh(%',T', X/K). De méme en remplagant
« Surcoh » par « Surhol ».

Démonstration. — Via 2.1.1, la preuve est identique a celle de [12, 5.1.4]. O

Pour les complexes, la situation est plus délicate car on ne peut plus recoller pour valider
les équivalences quasi-inverses :

LemME 2.1.3 (Indépendance par rapport au schéma formel : cas des complexes)

Soit (f,1d,1d): (', T',X,Y) — (P, T, X,Y) un morphisme de d-cadres avec X lisse.

1. On dispose des factorisations RLY f': (F-)D2, (P, T, X/K) — (F-)D2, (', T', X/K)
et fy: (F-)D? (9, T',X/K) — (F-)D2,(P?,T,X/K). De méme en remplacant
Uindice « coh » par respectivement « surcoh » ou « surhol » ou « isoc ».

2. Lorsque f est soit propre ou soit une immersion ouverte, les factorisations RE} flet fy

de 1 induisent alors des équivalences quasi-inverses.

Démonstration. — Afin d’alléger les notations, le cas avec structure de Frobenius étant
analogue, nous omettrons d’indiquer « (F-) » dans toutes les catégories. De plus, comme
P, P’, X sont lisses, on peut les supposer intégres. Le cas ou Y est vide implique que les
catégories sont nulles. On peut en outre supposer Y dense dans X. Dans ce cas, f~1(T') est
un diviseur de P’. Par 2.1.1, comme f~}(T)NX = T'NX, onseraméne aucas T’ = f~1(T).

1) Vérifions & présent 2.1.3.1. Soient § € D2, (?,T,X/K) et & € Db (¥, T', X/K).
Le fait que R, (&) € DY, (7', T', X/K) est local en &' et que f (&) € D* (P, T, X/K)
est local en &. Dans les deux cas, on peut supposer X affine et lisse. Il existe alors une im-
mersion fermée de 9/-schémas formels lisses de la forme uv’: ¥ — &' relevant X «— &'
Posons u := f ou’. Dans ce cas, RLk f'(&) == o/, ou” o f'(&) = u/, o u!(&). Comme
& est a support dans X, d’aprés le théoréme de Berthelot-Kashiwara, u'(&) est cohérent.
Il en résulte RCY f(8) € DD, (9, T, X/K). Enfin, le théoréme de Berthelot-Kashiwara
donne que u"' (&) est cohérentet & — u/, ou”'(&'). len résulte f4 (&) —— uy ou’ (&)
et donc que f (&) € DB, (9P, T,X/K). On procéde de maniére identique pour les cas
respectifs.

II) Traitons a présent 2.1.3.2 dans le cas non respectif.
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1) Vérifions d’abord 2 lorsque f est propre.
1.i) Comme f est propre, pour tout complexe & de D® , (2, T, X/K), on dispose par

coh
adjonction du morphisme canonique f; o RL o f'(&) — & (en effet, il s’agit d’appli-
quer [9, 1.2.10] pour les complexes parfaits & et RE} o f'(&) au morphisme canonique
RLY o f1(8) — £(&)). Le fait que ce morphisme soit un isomorphisme est local en . On
peut donc supposer 2 affine (et donc X). 1l existe alors une immersion fermée de ¥/-schémas
formels lisses de la forme v’: X — &' relevant X «— &'. Posons u := f o «/. Comme le
morphisme canonique REE( — Id est canoniquement isomorphe au morphisme d’adjonc-
tion v/ o u" — Id (voir 1.1.3), on obtient par transitivit¢ du morphisme d’adjonction
que fy o ]RE} o f'(6) — & est canoniquement isomorphe au morphisme d’adjonction
uy o u'(&) — &. Via le théoréme de Kashiwara-Berthelot (voir 1.2.16), celui-ci est un iso-
morphisme. Ainsi, le morphisme f; oRL'k o f'(&) — & fonctoriel en & est un isomorphisme.

1.ii) Réciproquement, soit & € Dgoh(g)/, T',X/K). Comme f est propre, on dispose par

adjonction du morphisme canonique & — f' o f,(&'). En lui appliquant le foncteur RIY,,
comme & est a support dans X, on obtient le morphisme canonique & — ]RE} offofi(&).
Le fait que ce morphisme soit un isomorphisme est local. On peut donc supposer qu’il existe
une immersion fermée de 9/-schémas formels lisses de la forme ' : X — &' relevant X «— &'

et on pose u := f o u'. Via le théoréme de Berthelot-Kashiwara (voir 1.2.16), il existe
g € DPL(X,T NTX/K)tl que §& — /(7). On se raméne donc & supposer

&' = u! (7). Par transitivité¢ des morphismes d’adjonction de la forme Id — f'f., on vérifie
la commutativité du carré du diagramme ci-dessous

W (F) =2l (F) e o f ol ()

ok

u! () o) u utug (7).

~

La commutativité du triangle résulte des propriétés des morphismes d’adjonction. Le mor-
phisme composé du haut est par définition le morphisme & — Rﬂx o f'o fi(&). Celui-ci
est donc un isomorphisme.

iii) Via i) et ii), on a donc établi que les foncteurs REE( f' et fi entre les catégories
Db (P, T,X/K) et D2, (', T', X/ K) sont quasi-inverses.

coh
2) Supposons que f soit une immersion ouverte. Soient &€ DP (P, T, X/K),

coh
& e Db (9T, X/K). Grace a 2.1.2.1 qui donne Iacyclicité des foncteurs RLY o f!
et f4, on obtient les isomorphismes canoniques RLk o f1(5) = f*(8) = f~1(&) et
(&) = £.(&) (e, il est inutile de dériver le foncteur f,). Or, on dispose des mor-
phismes d’adjonction : § — f,f~ (&) et f~1f. (&) — &' Il estimmédiat que le morphisme
f7 (&) — & est un isomorphisme. Pour établir que les foncteurs f, et £~ induisent
des équivalences quasi-inverses entre D® , (#, T, X/K) et D (9, T', X/K), il suffit de
vérifier que le morphisme canonique & — f.f (&) est un isomorphisme. Comme cela
est local en &, on peut donc supposer qu’il existe une immersion fermée de 9/-schémas
formels lisses de la forme v’: ¥ — & relevant X «— &' Posons u := f o u/. D’aprés le

théoréme Berthelot-Kashiwara (voir 1.2.16), il suffit d’établir que & — f.f~1(&) devient
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un isomorphisme aprés application du foncteur u'. Comme c’est le cas aprés application de
f~tetcomme uv' == u" o f~1, on en déduit le résultat.

IITI) Comme les catégories des cas respectifs sont des sous-catégories pleines de celles
du cas non respectif, avec de plus 2.1.3.1, les cas respectifs de 2.1.3.2 résultent du cas non
respectif. O

CONJECTURE 2.1.4. — Il est conjectural que le foncteur canonique
(F_)Db(COh(g)7T7X/K)) - ( ) coh(w T X/K)

est une équivalence de catégories. Si tel était le cas, alors ’hypothése que f soit propre ou soit
une immersion ouverte dans 2.1.3.2 deviendrait superflue. Nous pourrions alors définir les
catégories correspondantes de 4.2.1 en remplagant ’hypothése « proprement d-réalisable »
par « d-réalisable ».

2.2. Isocristaux surcohérents : descente au cas de la compactification partielle lisse

Le lemme 2.2.1 ci-dessous est une légere extension du lemme [12, 5.3.1.2]. Ce lemme 2.2.1
sera utile afin d’obtenir le théoréme 2.3.2. Ce dernier nous permettra ensuite d’établir le
théoréme 3.3.1.

LEMME 2.2.1. — Soient f: &' — P un morphisme de V-schémas formels séparés et lisses,
u': X' — P’ une immersion fermée avec X' intégre, T' un diviseur de P' ne contenant pas X'
tel que Y' := X'\ T' soit lisse. Supposons f o u’ propre. Soit & € (F-)D2_ (9", T', X'/ K).

1. Soit D un diviseur de P tel que D' := f~Y(D) soit un diviseur de P’ inclus dans T'. Si

& est en outre @T (t D")q-surcohérent alors f, (&) € (F- )D;)umoh(@;)(TD)@).

2.8 6 € (F- )Dsurhol(@;,, o) (eg siT' est vide d'aprés la remarque 1.2.11) alors
f+( ) ( )Dsurhol(@;y(@)'

Démonstration. — Commengons par quelques elements valables dans les deux cas. Pour
un certain entier N, notons & : x P, gj = x P fF=idxf:P — P et

q: P - P, q: ? — P les projections canoniques. Posons T :=q¢ \(T), T = ¢ (T).
D’apres [12, 5.3.1], il résulte du théoréme de désingularisation de de Jong qu’il existe pour
un certain entier NV un diagramme commutatif de la forme

22.1.1) Ny

;o v f
X —9 —= 2,

ol X' est lisse sur k, g et ¢’ sont les projections canoniques, %’ est une immersion fermée,
T'N X’ est un diviseur a croisements normaux strict de X', a est propre, surjectif, générique-
ment fini et étale. Plus précisément, d’aprés la preuve de [12, 5.3.1], il existe une immersion
v: X' — Py — P telle que @' = (1, u’ o a) (notation analogue a [19, 5.4.5]). On remarque
alors que f o @ = (i, f o u' o a). Comme g et f o u’ o a sont propres, on en déduit que
I'immersion f o @’ est fermée.
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Traitons a présent le premier cas. Comme la surcohérence est préservée par les fonc-
teurs %" avec I un entier, quitte a utiliser la deuxiéme suite spectrale d’hypercohomologie
du foncteur f,, on peut supposer que & est un module. D’aprés [12, 5.3.1], si on pose

& = RE}/oq/! (&) alors & e (F-)Isocﬁ(:?')/, T', X'/ K) et & estun facteur direct de 7, (E,).
Cela implique que f4 (&) est un facteur direct de f1 og/, (E,). On se rameéne ainsi a étudier les
propriétés de f1 oq/, (2/) Or, par transitivité de I'image directe, f oq/, (El) = gyofy (E,)
Posons D’ := ¢'~Y(D’), D := ¢~*(D). Comme q est propre, ¢, préserve la surcohérence.
D’aprés les préliminaires de la preuve, il suffit donc d’¢établir que f+(~l) est DL (TIND)Q-sur-
cohérent. Par préservation de la surcohérence par image inverse extraordmalre et foncteur

cohomologique local a support strict dans un sous-schéma fermé, on vérifie que 6 est
@%(TD )g-surcohérent. Comme D'NX'=DnNX' enposant Y’ := X'\ D’, on dispose

ainsi du morphisme de d-cadres (f, Id,Id): (5,15’,)?’,17") — (ﬁ,ﬁ,)?’,?’). Comme
X' est lisse, il résulte de 2.1.2.2 que ]7+(E,) est @;(TE)Q-surcohérent (a support dans X).
D’ou le résultat.

Comme la surholonomie est en particulier préservée par image directe par un morphisme
propre, par image inverse extraordinaire et foncteur cohomologique local a support strict
dans un sous-schéma fermé, on traite le second cas de maniére identique.

O

2.3. Stabilité de la surcohérence et surholonomie, conjectures de Berthelot

2.3.1 (Rappel). — Soit & un V-schéma formel séparé et lisse. Soit & € (F-)Db(@;(@).
D’aprés [13], le complexe & appartient a (F-)DP

surhol(@;@) si et seulement si, pour tout
JjEZ,H (&) estun (F-) @Tg) o-module surholonome. Cela est encore valable en remplagant

la surholonomie par la surcohérence (e.g. voir la fin de [7, 3.1.1]).

THEOREME 2.3.2. — Soit f: ' — Punmorphisme de V-schémas formels séparés et lisses.

1. Soit D un diviseur de P tel que D' := f~1(D) soit un diviseur de P'.
Si & e (F-)Db, (DY, (1D")g) est a support propre sur P, alors

surcoh

f+(6) (F )Dsurcoh(@;(TD)Q)

2. Si& € (F-)D (@;/ est a support propre sur P, alors f (&) € (F-)DP (@;7(@).

surhol

o

surhol

Démonstration. — Vérifions le premier cas (resp. le second cas). Comme il s’agit de re-
prendre essentiellement la preuve de [11, 8.8], nous omettons les vérifications déja obtenues.
Soit X’ le support de &'. Il s’agit de procéder par récurrence sur dim X’. Lorsque dim X’ = 0,
cela résulte du théoréme de Berthelot-Kashiwara de 1.2.16 (utilisé pour I'immersion fermée
X" — @' quise reléve). En utilisant des triangles distingués de Mayer-Vietoris, on se raméne
au cas ou X' est integre (de maniére identique au début de 1’étape 3 de la preuve de [11, 8.8]).
De plus, comme la surcohérence (resp. la surholonomie d’aprées 2.3.1) est préservée par les
foncteurs #' avec [ un entier, quitte a utiliser la deuxiéme suite spectrale d’hypercohomo-
logie du foncteur f,, on peut supposer que & est un module. D’apreés [12, 6.2.1], il existe
alors un diviseur 77 > D’ de P’ tel que Y/ := X’ \ T” soit affine lisse et dense dans X' et
(1T e (F-)Isoc!T(#', T, X' /K). Par stabilité de la surcohérence (resp. surholonomie)
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par le fonceur (177), & (1T") est D!, (1 D’)g-surcohérent (resp. surholonome). D’aprés 2.2.1,
il en résulte alors que f, (& (TT")) est @;(TD)Q-surcohérent (resp. surholonome). Or, par
hypothése de récurrence, f (RETT,(é')) est @;(TD)Q-surcohérent (resp. surholonome). On
conclut alors en appliquant f, au triangle de localisation en 7" de &' O

REMARQUES 2.3.3. — Nous avions dans la preuve de [11, 8.8] (que ’on a reprise pour
établir 2.3.2) d’abord traité le cas ou le support est lisse. Par contre dans la preuve de 2.3.2,
nous avons évité de traiter ce cas. Cela a été possible car ce cas ou le support est lisse n’a été
utilisé (dans la preuve de [11, 8.8]) que dans deux cas : lorsque dim X’ = 0 ou lorsque &' (T")
est associé a un isocristal surconvergent sur X’ \ 7".

On obtient grace a 2.3.2 une 1égeére amélioration de [11, 8.8] :

COROLLAIRE 2.3.4. — Soient f: P — P un morphisme de V-schémas formels séparés et
lisses. Considérons les deux conjectures suivantes de Berthelot (voir [6, 5.3.6]) :

A) Si & € F-Dpy (Dl
B) Si & € F-Dy, (D, ), alors f1(&) € F-Dp (Dl ).

La conjecture B) implique alors la conjecture A).

) est a support propre sur %, alors f(&') € F 'Dﬁol(@;,(@)'

Démonstration. — D’apreés [11, 8.3], la conjecture B) implique que les notions d’holo-
nomie et de surholonomie (avec structure de Frobenius) coincident. Il suffit alors d’appli-
quer 2.3.2. 0

3. Préservation de la surconvergence

3.1. Recollement de niveau m sur les k-variéteés lisses réalisables

Nous reprenons dans cette section les constructions de 1.3.3 et 1.3.4 en les adaptant
au cas des ?-modules arithmétiques de niveau m (et en oubliant les diviseurs). Toutes les
constructions et tous les résultats de cette section restent valables avec des structures de
Frobenius.

Nous garderons de plus les notations suivantes : on se donne 4 un ¢-schéma for-
mel séparé et lisse, Y un sous-schéma fermé lisse de U et v: ¥ < U l'inclusion cano-
nique. On fixe (4y)aea un recouvrement d’ouverts de . On note alors HU,5 = U, N Lg,
Uapy =Ua NUSNU,, Yy :=Y NU,, Yog := Yo NYg et Yog, := Yo NY3NY,. On suppose
de plus que pour tout a € A, Y,, soit affine. Comme U est séparé, pour tous ., 5,y € A, Y, 3
et Y, sont alors affines.

Pour tout triplet (o, 3, 7) € A3, choisissons ¥/ (resp. ¥/, 5 Y, 5,) des %/-schémas for-
mels lisses relevant Y,, (resp. Yag, Yags,). Soient pi”: & 5 — Y, (resp. Py’ Y, 5= Yp)
des relevements de Y, 3 — Y, (resp. Y, 3 — Y3). De méme, pour tout triplet (o, 5, v) € A3,
on choisit des relévements pS5": ¥, oy = Yup> sy Y, oy = Ysps 57 Y, oy = Yorps
p?,@'y: yaﬂfy_)ya’ pg,@»y: yaﬂ’y—)y,@’ pgﬁ’y: yaﬂ'y_)y’y’ Vai Y, = Yo
Vag: Yoy = HYap et vapy: Y5, — Uapy induisant les morphismes canoniques au
niveau des fibres spéciales. Tous ces relévements seront supposés fixés par la suite.
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DEFINITION 3.1.1. — Pourtouto € A, donnons-nous &, un @( )-module cohérent. On
appelle donnée de recollement sur (6 )ach, ladonnée pour tous «, ﬂ € Ad’un isomorphisme
@Sya)ﬂ -linéaire 0,5: p5°'(85) —= p¥'(84), ceuxci vérifiant la condition de cocycle :
0507 = 0997 0 0397, ot 0957, 0597 et 9927 sont définis par les diagrammes commutatifs
analogues a 1.3.2.1.

DEFINITION 3.1.2. — a) On construit la catégorie Coh™ ((Y,)aen, Y/V) dela maniére
suivante :

1. un objet est une famille (&4 )aea de @( )—modules cohérents &, sans p-torsion munie
d’une donnée de recollement (¢ ag)a”ge As

2. un morphisme ((Ea)ach; (Bap)aser) — ((En)ach, (0,5)a,pen) est une famille de
morphismes f,: o — &, commutant aux données de recollement, i.e., telle que le
diagramme analogue a 1.3.3.1 soit commutatif.

b) On désigne par Cris™(( Y. )aen, Y/V) la sous-catégorie pleine de
Coh(m)((y Jaca, Y/ V) des familles (64 )aca de @( )_modules cohérents topologiquement
quasi-nilpotents &, sans p-torsion, cohérents sur @y

DEFINITION 3.1.3. — On désigne par Coh™ (4, Y/¥) (resp. Cris™ (4,Y/9)) la ca-
tégorie des @ﬂn)-modules cohérents I sans p-torsion a support dans Y tels que, pour
tout & € A, il existe un D¢ 9. )_module cohérent &, (resp. un @ )_module cohérent topo-
logiquement quasi-nilpotent &, sans p-torsion, cohérent sur @9/ ) et un isomorphisme
@&a)-hneaue Vs (o) — T | Uq.

REMARQUES 3.1.4. — Les deux catégories Coh™ (4, Y/9) et Cris™ (4, Y/V) défi-
nies dans 3.1.3 ne dépendent pas du choix du recouvrement ouvert (L, )qeca de U tel que
Y NU, — 4, se reléve, ni de ses relévements. En effet, cela résulte du fait que le foncteur
image directe est canoniquement indépendant des relévements (voir 1.1.2). De plus, la vérifi-
cation qu'un 9{"-module cohérent 3 ds ienne  'une d sgori

qu'un 9, ’-module cohérent a support dans Y appartienne a I'une de ces catégories
est locale en U et se rameéne a supposer 4 affine et en particulier que Y — 4 se releve (on
peut alors choisir le recouvrement avec A de cardinal 1 de 4).

REMARQUES 3.1.5. — On dispose d’une équivalence canonique entre la catégorie des

m-cristaux sur Y cohérents sur )y, 4 et celle des @(ym)-modules cohérents topologique-
ment quasi-nilpotents et £)¢-cohérents (voir par exemple [18, 3.1]). Cela justifie la notation
Cris™ (Y )aen, Y/V) de 3.1.3.

LEMME 3.1.6. — Soient u: Y — 4 une immersion fermée de V-schémas formels lisses et
ui: Y; — U; U'immersion fermée de V' /w1 V/-schémas lisses induits. Soit T un @((ym)-module
cohérent sans p-torsion. On dispose alors de 'isomorphisme canonique

(3.1.6.1) T = HOU ouy (F).
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Démonstration. — Notons 7; := DY) ®%my I — /1. On dispose de I'isomor-
v

phisme @g?) (X%(m) up () — iy (F;) (cela découle par exemple de I'isomorphisme [6,
3.5.1.2], ou alors on procéde comme pour la vérification du théoréme de changement de base
de 'image directe de [6, 2.4.2]). De plus, d’aprés [6, 3.5.1.2], on dispose de I'isomorphisme ca-
nonique uy () — limu;; (7;). Posons, & := uy (F) et &; := @g@ ®%<m, uy (7). D’apres
— ‘ u
[13, 1.2.5], on dispose de plus de I'isomorphisme canonique #°u'(§) = lim % ul(&;).
Or, d’aprés [13, 1.2.5], on dispose du monomorphisme canonique &; < H#°u! o u; (7).
En passant a la limite projective, on obtient d’aprés ce qui précéde le morphisme canonique
T — H u ouy (F). Soit & un ouvert affine de . Il résulte de [13, 2.3.1] que ce morphisme
induit Pisomorphisme 7 (%) = #°u' o uy (F)(¥Y'). D’ou le résultat. O

REMARQUES 3.1.7. — Avec les notations 3.1.6, on prendra garde au fait que I’analogue
arithmétique a niveau m constant du théoréme de Kashiwara est inexact. Plus précisément,
un @J(Jm)—module cohérent sans p-torsion a support dans Y n’est pas forcément dans I'image
(2") = Dby,

essentielle du foncteur vsrm) : DP (@&m)). Cette remarque explique pour-

coh
quoi dans la définition des catégories Coh™ (U, Y/¥/) (resp. Cris"™ (4, Y/V)) de 3.1.3 on
fait ’hypothése que & | 4, soit dans I'image essentielle de v, afin d’obtenir les équivalences
de catégories de 3.1.15.

LEMME 3.1.8. — Soit v: Y — $ une immersion fermée de V-schémas formels lisses. Soit

& un @((ym)-module cohérent sans p-torsion. Alors vy (&) est un @&m)—module cohérent sans
p-torsion.

Démonstration. — Lassertion étant locale, on se rameéne au cas ou 4 est muni de coordon-
nées locales t1, ..., t, telles que t,41,...,t, engendrent I'idéal définissant v. Par préserva-
tion de la cohérence par I'image directe d'un morphisme propre, on obtient que v (&) est un

@gm)—module cohérent. Il reste a établir que vy (&) = v*(@gff_) 9 @gm &) est sans p-torsion.
Y

Pour tout entier 7, notons U; et Y; les réductions de 4 et % modulo 7¢*1. Or, comme pour
tout entier ¢ le @%ﬂ )_module a droite @gjmly est plat (car libre), on déduit de [4, 3.2.4] que

@g’;’ ¢ est plat sur @(ym) D’ou le résultat. O

PROPOSITION 3.1.9. — Supposons qu'il existe u: Y — 3 un relevement de Y — il
Les foncteurs uy et H Ou" induisent des équivalences quasi-inverses entre la catégorie des
@(ym) -modules cohérents sans p-torsion et Coh™ (4, Y/ V).

Démonstration. — Par définition, avec 3.1.4 et 3.1.8, on sait déja que le foncteur u
est bien défini et essentiellement surjectif. Soient &, &' deux @(ym)-modules cohérents sans
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p-torsion et ¢ : uy (&) — uy(8) un morphisme de Coh™ (8, Y/9), i.e. un morphisme
@z(xm) -linéaire. Considérons le diagramme canonique

uy (&) = uy 0 Hou' o uy (8) ———ui (&)
uy () luwﬂ“u!(@ qu
uy (6) = uy 0 Hu o uy (§) —————uy (8),

dont les fleches horizontales de gauche sont les images par u, des isomorphismes de 3.1.6
et dont les fleches horizontales de droite se construisent de maniére analogue par passage
a la limite projective a partir de [13, 1.2.6] (au lieu de [13, 1.2.5]) et dont le morphisme
¢: & — &estl’'unique morphisme induisant le carré commutatif de gauche sans ., . Comme
les morphismes composés horizontaux sont I'identité, on en déduit le résultat (et il en résulte
aussi que tous les morphismes horizontaux sont des isomorphismes). O

LEMME 3.1.10. — Pour tout entier i, notons U; la réduction de 4\ modulo w*+1. Soit & un
@g?)-module. Le module & est @(UT)-cohérent si et seulement s’il est @&m)-cohérent.

Démonstration. — Le lemme étant local en 4, on peut supposer que il est affine. Notons
alors respectivement E, Dg:b), f)&m) les sections globales de &, @g?), @gm). Comme Dgi") est
un ﬁ&m)-module de type fini, d’aprés le théoréme A de Berthelot sur les @&m)—cohérents
(voir [4, 3]), le module & := @Elm) B p0m Dg?) est un @gn)—module cohérent. Si 4’ est
un ouvert affine de 4, comme @gﬂ,@) ®5§f7) 1327) ®f)§lm> Dg?) — g | W, daprés le
théoréme A de Berthelot sur les @g,"’ -cohérents, il en résulte que le morphisme canonique
D ®p(m ng’ — G(4) est un isomorphisme. Or D" ®p0m Dg?) est canoniquement
isomorphe a Dgy_f) = @g?) (U}), ou U] est I'ouvert affine de U; correspondant a 4. On en
déduit que le mc;rphisme canonique @&m) ® pm Dg?) — @8?) est un isomorphisme (en
d’autres termes, on a établi que @g?) est @gm)-cohérent). On dispose alors du diagramme
commutatif :

@gn) ®ﬁ£lm) E—"= @Elm) ®5§lm) Dg?) ®D§J'n.1,) E——~ @87) ®D§/77.L) FE

| |

s s,

dont la fleche du haut a droite est un isomorphisme d’aprés ce que 1’on vient d’établir. La
@gT)—cohérence (resp. @Elm)-cohérence) de & signifie d’apres le théoréme de type A corres-
pondant que la fleche de droite (resp. de gauche) est un isomorphisme. O

LEMME 3.1.11. — Soient u: Y — $\ une immersion fermée de V-schémas formels lisses et
u;: Yy — U; Uimmersion fermée de V |7+ V-schémas lisses induite.
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1. Soit G un @gfin )-module cohérent. On dispose alors de l'isomorphisme canonique de

@;}?)-modules cohérents :
uy (9) = u*(@gfl_),y Bgim J) = ul( Dy, B gem G) =t uit (§)-

2. Soit & un @é’?)-module cohérent. On dispose alors de l'isomorphisme canonique de

complexes de @(T,n)-modules ;
(é) @(ym(_))u Q" —1g(m v lE = @ggi)_,U ® (m) u = u; (6)

~

(m) - :
Démonstration. — Comme @w—»y 2 Dy, @U Lsy,» on dispose des isomor-

phismes :
7(m) (m) ~ (m)
Uiy B3 G > Dy @ DD Ogpm § = DLy, @y Y-
D’ou la premiére assertion. De plus, comme @(;iu n’a pas de i 1-torsion, via la résolution

’L+1 ~
plate @(m) L™ de @g’;), on obtient Iisomorphisme  canonique
7(m) - (m) (m) >0
Dy ®H‘7@(m) u Dy = Dy, Dlou

@(y"iu‘@ 1 R @(ymclu . 19 w o o umrggn) e gy et um1gn) e
O

PROPOSITION 3.1.12. — Soient 4 = ' UL un recouvrement ouvert de s, Y' :=Y NU’ et
Y. =Ynu". Soient & € Con™ W, Y'/V) et & e Conh™ WU, Y"]V),
e 6o | WNYW = &y | WU un isomorphisme @gﬁzu/,@-ﬁnéaira 11 existe alors
& € Coh ™ (U, Y/ V) prolongeant & sur ¥ et une inclusion & | &' — p="&" pour un certain
entier n > 0 tel que le morphisme induit &g | 4 — é’é soit un isomorphisme prolongeant e.

Démonstration. — La preuve est analogue a celle [4, 3.4.3]. Quitte a faire une récurrence
sur le nombre d’ouverts affines recouvrant {4, on peut supposer Y affine. 11 existe alors
u”: " — 4" un relévement de Y < 4”. On note v”: %" N YU — Y’ N & Pimmersion
fermée induite par u”. L'immersion fermée v” est ainsi un relévement de Y/ NY’ — (" NyY.
Quitte & multiplier par une puissance de p, on peut supposer e(&' | W N C & | W Ny’

D’ apres 3.1.9, il existe un P _module cohérent 7’ sans p-torsion et un isomorphisme

y”rm/
V1 (F"). D’apres 3.1.9, il existe un P

~

| il' N L[H — y//
p-torsion et un isomorphisme ¢”: &' > ul(g ). D’aprés 3.1.9, il existe un morphisme
0: 7' — " | Y Ny tel que v/ (9) rende commutatif le diagramme ci-dessous

, 1
)_module cohérent " sans

’

(3.1.12.1) &y ‘ V(T

~

€ ’USFI(O)

//l ’ "

1
& Wy’ W (T WU ——— (T W Y.

Comme € est un isomorphisme, il en est de méme de 6g. 1l existe donc ¢ assez grand tel
que T 1T | WY C 0(F). Notons 7, := " /r+1 " D’aprés 3.1.10, 7 est un
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@(y” -module cohérent. On note t: ¥ — &7 la surjection canonique de 2™ -modules
cohérents. Soit 7’; I'image du morphisme (t | &' N %) o 0: 7' — TV | &Ny’ On
remarque que comme g WY 0T, alors (t | WnYH)UT) = 0(F).

Comme J'; est un @Yu -module cohérent, de maniére analogue a la preuve de [4, 3.4.3],

nu;
il existe alors {7, un sous- @( i,,)—module cohérent de 7 tel que 7 = g, 1en y”. Avec
3.1.10, g, est aussi @< /-cohérent. Il en résulte que & := ¢! (§,) est un sous- % 9 )-module
cohérent de 7. Comme mHg" c g c J", onobtient §, = Fg. On a de plus
Glwny =@ |«nY)y(F:) =6(F). Onnotealors§': 7' — G | &' NY"le
morphisme factorisant § et on pose # = (.")"1(uv//(§)) C &". Comme Yo = e - alors
Ho= 6(6 On dispose alors du diagramme commutatif

(3.1.12.2)
& Wy v NACA
v1<0’>l~
o[ g1 gy o (G180 )i

[

&’ | TSI % % uf{_(gﬂ) | TSI % ~ vi(gu | 9N y”)

dont le carré de gauche est commutatif et cartésien par définition de ¢, dont le carré de droite
est commutatif et cartésien par fonctorialité, dont le contour est commutatif car égal a celui
de 3.1.12.1. On en déduit que e se factorise en I'isomorphisme &' | &/ NYU”" = H | W Ny’
Les deux faisceaux & et # se recollent donc en un faisceau que I’on note &. Le faisceau & a
les propriétés voulues. ]

3.1.13. — On construit le foncteur Loc™ : Coh™ (8, Y/V) — Coh™ (¥ )aen, Y/V)
de la fagon suivante : soit & un @gn)-module cohérent appartenant a Coh™ (81, Y/ V).
Pour tout o € A, il existe un @(ym -module cohérent &, tel que Vo1 (6a) — & | Ua.
Grace 3.1.9, # 0!, (& | 4,) est un ) m)-module cohérent. On définit alors I'isomorphisme

~

Oap: P37 HOVL(E | Ug) p‘l"’B'ﬂO '(& | Uy), comme étant 'unique fléche rendant
commutatif le diagramme suivant

(3.1.13.1) IOV (6 | Up) T HOU (6 ] ) | Sas)

P '(<s|u> T IO 5((6 ] Ua) | Yap),

ou les isomorphismes horizontaux sont les isomorphismes de recollement définis dans 1.1.1
auquel on a appliqué le foncteur 7 0 (on utilise aussi que les foncteurs pfﬂ Yet pgﬂ 'sont exacts
car pf‘ﬂ et pgﬁ sont des immersions ouvertes). Comme lors de la preuve de [10, 2.5.4], on
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vérifie alors que le foncteur Loc(™) est bien défini en posant
(3.1.13.2) Loc™ (8) := (H 05(E | Ua))aen, (0as)a,pen)-

On dispose en outre de la factorisation (encore notée) Loc(™: Cris!™ (8, Y/V) —

Cris(m)((ya)aem Y/(V)

3.1.14. — Soit ((Ea)aca, (0ag)a,per) € 00h<m>((ya)aeA, Y/Y). Comme dans la
preuve de [10, 2.5.4], on vérifie que la famille (vo+(Ea))aca se recolle en un @Elm)-module
cohérent a support dans Y. On obtient ainsi le foncteur canonique :

Recol ™ : Coh™ ((Y_Vaen, Y/V) — Coh™ (84, Y/ V).

On dispose en outre de la factorisation (encore notée) Recol ™ : Cris(™ (Y)aen, Y/V) —
Cris™ (8, Y/ V).

3.1.15. — De maniére analogue a la preuve de [10, 2.5.4] (qui est la version ana-
logue en remplagant « (m) » par « 1 »), on vérifie que les deux foncteurs Loct™) et
Recol™) induisent des équivalences quasi-inverses entre les catégories Coh(m)(ﬂ, Y/V)
et Coh™ (¥, )aen, Y/ V) (resp. Cris™ (4, Y/ V) et Cris™ (¥, ) aen, Y/ V).

3.1.16. — Désignons par Coh(@ ) la catégorie des @g, ™ modules cohérents, de méme
en remplagant Y par U. On bénéficie du foncteur — ®q k: Coh™ (8, Y/V) — Coh(@g}")).

De plus, s0it ((Sa)ach, (ap)aper) € Coh™ ((Y,)aen, Y/V). En identifiant
@(m) ®q ket 7\ a), on remarque alors que la famille (6,3 ® ¢ k)q,gea est une donnée de
recollement (au sens topologique usuel car les isomorphismes de recollement de la forme 7
de 1.1.2 deviennent I'identité) de la famille (£, ®¢ k)oca. On obtient donc par recollement
un @g/m)-module cohérent. Ainsi, on dispose du foncteur (noté de fagon légérement abusive)

3.1.16.1) — ®@yk: Coh™ (Y, )aen, Y/V) — Coh(D).

On vérifie de plus que 'on dispose du diagramme commutatif a isomorphisme canonique
pres de foncteurs :

(3.1.16.2) Coh™ (Y )aca, Y/ V)2 Con™ (41, Y/ 9)
—®(ij/ J,_@Wk
Coh(2{™) - Coh(D\™).
3.1.17. — 1. On construit la catégorie Coh(™ ((Y,)aen, Y/K) de maniére analogue

a Coh(m)((ya)ae A, Y/Y) (voir 3.1.2) en remplagant la notion de « @(éz)-module
cohérent » par celle de « @(éz) -module cohérent ». Le foncteur — ®7 Q induit de cette
facon le suivant — ®z Q: Coh(m)((ya)ae,\, Y/V)— Coh(m)((ya)ae,\, Y/K).

2. On définit Coh™) (U, Y/K) la catégorie des @&%—modules cohérents & a sup-
port dans Y tels qu’il existe un élément & e Coh™ (4, Y/Y) (voir 3.1.3) et un
isomorphisme @&%—linéaire & 5 &g. Par définition, on dispose du foncteur
— ®z Q: Coh™ (4, Y/V) — Coh™ (4, Y/K).
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3. On construit de maniere analogue a respectivement 3.1.13 et 3.1.14 les foncteurs
Poch” : Coh™ (4, Y/K) — Coh™ (Y, )aen, Y/K).
(3.1.17.1) Recol§" : Coh™ (Y, )aen, Y/K) — Con™ (1, Y/K).
Ceux-ci sont quasi-inverses (cela se vérifie comme pour [10, 2.5.4] en remplagant « { »
par « (m) »).
4. On dispose des isomorphismes canoniques de foncteurs foc((@m) o (Q®z -) =
(Q®z —) o Loc™ et %ecol(g") 0(Q®z-) = (Q®z —) o Recol™.
5. Soit m’ > m un entier. On définit le foncteur @g/m@) Qgm) —: Coh(m)((ya)ae,\, Y/K) —
: v

Coh(m/)((ya)aeA,Y/K) en posant, pour tout & := ((Ea)ach, (0ap)a,ser) €
Coh™ (Y )aen, Y/ V),

@g/’f’@) ®@§%> 6= (@Zz?@ ®@(Z,m)@ Ga)ach,

ce dernier étant muni de la donnée de recollement déduite par extension (via les iso-
morphismes de commutation de I'image inverse extraordinaire par un morphisme lisse
au changement de niveau de [6, 3.4.6] et via le fait que les isomorphismes de 7 de 1.1.1
commutent au changement de niveau d’apres [10, 2.1.2]).

Il résulte de [6, 3.5.3] que le foncteur %ecol(g”) commute au changement de niveaux :

~
~

on dispose de I'isomorphisme canonique de foncteurs (@&m(@) ®gm) =)o %ecolgn) —
, )
%ecol(gn ) o (@gfﬁ?@) ®@£{m§) -).
Pour mémoire (en fait nous n’aurons pas besoin de ce dernier isomorphisme par la
suite), comme pour tout entier m le foncteur focgn) est quasi-inverse de %ecol(g") , il

ssulte (D) @ omy — (m) ~ ) 5 (D) @ 1y ).
en résulte (@Yj@ ®@§/,Q) ) o Locy —> PLocy' ' o (Dy g ®@§1,r§ )
6. Avec les notations de 1.3.4, on construit de méme le foncteur

(D} @ =): Coh™ (Y, )aen, Y/K) = Cob((Y,)aca, Y/K).

On déduit de [6, 4.3.8] que I'on dispose de I'isomorphisme canonique de foncteurs :
(@L’Q ®@m; —)o %ecol((@m) — Recol o (@;Q ®@§ZE -).

Cela implique au passage (@;Q ®@§Z@) —)o foc(g") — Poco (@L,Q ®@§f?@) -).

LEMME 3.1.18. — Soient P un V-schéma formel lisse et & un @gn)-module cohérent.

1. Supposons P affine. Le faisceau & est Ogp-cohérent si et seulement si T'(P,8) est
(P, Op)-cohérent.

2. Soit & un sous-quotient de & dans la catégorie des @(?m)-modules cohérents. Si & est
0 p-cohérent alors &' est O gp-cohérent.

Démonstration. — Etablissons d’abord la premiére assertion. Posons E := I'(2, &),
Og :=T(P,0y) et Dg") = T'(9, @;,m)). Si & est ©)g-cohérent alors d’aprés le théoréme
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de type A pour les & p-modules cohérents (voir [4, 3]), E est O g-cohérent. Réciproquement,
supposons que E soit Og-cohérent. Considérons le diagramme canonique commutatif :

(3.1.18.1) 09p®0,E ~—— 09 ®0, E— &

: |

@gﬂl)®5(¢m)E -~ ’@gn) ®ﬁ(¢m) E—"- é.

Comme E est Og-cohérent (resp. ﬁg")-cohérent grace au théoréme de type A pour les
@g,”)—modules cohérents [4, 3.3.9]), d’aprées le théoréme de type A de Berthelot de [4, 3.3.9]
valable pour les @) p-modules cohérents (resp. @(y,m)-modules cohérents), le morphisme du
haut (resp. du bas) a gauche est un isomorphisme. Comme & est @(;L)—cohérent, a nouveau
grace a [4, 3.3.9], on obtient que la fleche du bas a droite est un isomorphisme. La fleche
verticale de gauche est un isomorphisme par définition de @(g)m). Il en résulte qu’il en est
de méme de la fléche de droite du haut. Via le théoréme de type A pour les &) p-modules
cohérents, cela signifie que & est ©)g-cohérent.

Prouvons a présent la deuxiéme assertion. Par stabilité de la cohérence, il suffit de traiter
le cas ou & est un sous-@g") -module cohérent de &. La cohérence étant de nature locale,
on se rameéne a supposer & affine. D’aprés le théoréme de type B pour les @gn)-modules
cohérents, I'(2, &') est un sous-module de T'(#, &). Comme O est noethérien, I'(2, &) est
Oy -cohérent. On conclut grace a la premiere assertion du lemme. O

LEMME 3.1.19. — Soient & € Cris"™ (4, Y/V) et & € Coh™ (8, Y/V). Si & est un
sous-module de & alors &' € Cris"™ (8, Y/ V).

Démonstration. — Le lemme étant local, on peut supposer qu’il existe u: & <— 4 un
relévement de Y < 4. Avec 3.1.9, #°u' (&) estun sous-@(ym)-module cohérent de #%u'(&).

1 en résulte que 7 %u!(&') est topologiquement quasi-nilpotent. Grace a 3.1.18.2, #°u!(&')
est en outre f)¢/-cohérent. On conclut grace a 3.1.9.
O

LeEmMME 3.1.20. — Pour tout entier positif m, avec les notations de 1.3.3, on dispose de
Uinclusion canonique :

(3.1.20.1) Isoc T (Y )aen, Y/K) C Coh™ (Y )aen, Y/K).

Démonstration. — On peut supposer U = i, et on pose %/ = ¥ . D’apres [3, 3.1.2], si
& est un @g,Q-module cohérent, f)q, g-cohérent alors & est aussi @Efé-cohérent pour tout
entier m. D’ou I'inclusion 3.1.20.1. O
NoOTATIONS 3.1.21. — On notera Isoc™ (4, Y/K) I'image essentielle de

Isoc' T ((¥)aca, Y/K) S Coh™ (Y. )aea, Y/K) WE Coh™ (81, Y/K).

Le foncteur — ®; Q de 3.1.17.2 se factorise alors en — ®; Q: Cris™ (U4,Y/¥) —
Isoc™ (U, Y/K).
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THEOREME 3.1.22. — 1. Pour tout objet & de Isoc™ (8, Y/K), il existe un objet & de

Cris™ (U, Y/ V) et un isomorphisme dans Isoc'™ (U, Y/ K) de la forme &g — &.
2. Pour tout objet 9 ((Fa)aeh; (Bap)a,pen) de Isoc”((fya)ae,\, Y/K), il existe un

objet 9’ ((9a)aeA, (0ag)a,pen) de Cris(m)((ya)ae,\, Y/V) et un isomorphisme
dans Coh™ ((Y )aen, Y/K) de la forme To — .

Démonstration. — Les deux assertions étant équivalentes, établissons la premiére. On peut
supposer 4l intégre. Quitte a considérer un sous-recouvrement fini, on peut supposer que
A est fini. On procede par récurrence sur le cardinal de A. Supposons que ce cardinal soit 1.
Dans ce cas, Y < il se reléve en une immersion fermée de 9/-schémas formels lisses de la
formeu: 9 < . Posons G := Loc™ (&) = oul™"(&). Alors G un @27Q—module cohérent,

0y, g-cohérent et tel que & — Recol ™ (§) = u™(G). Drapres [3, 3.1.2], & est aussi
@gﬁé-cohérent pour tout entier m. En particulier, & est topologiquement nilpotent (voir
les remarques de [4, 4.4.6]). D’apres [3, 3.1.2], il existe de plus un @;n)-module cohérent
topologiquement nilpotent % et f)¢-cohérent et un isomorphisme @(Jé-linéaire de la forme
%Q — ¢. Grice a [4, 3.4.5], quitte & quotienter % par son sous-module de p-torsion, on

o
peut choisir le module & sans p-torsion. D’ot le lemme dans ce cas.

Supposons a présent le théoréme vrai pour A de cardinal strictement plus petit. Soit
& € Isoc™ (U4,Y/K). Choisissons c un élément de A et posons U’ := Uqzqia et U := Lo, .
Posons Y/ := Y NU,Y" :=YNU", & =& | Wet& := & | 4. Par hypothése de

récurrence, il existe <§/ e Cris™) (W, Y’/ et un isomorphisme dans Isoc™ (&', Y’/K) de
la forme é’@ 5 &' De méme, il existe 60" € Cris"™ (4, Y" /9/) et un isomorphisme dans
Isoc™) (4", Y" /K) de la forme é?”Q = & Comme 6/ et & se recollent en &, on dispose
de 1’1somorph1sme canonique €: é’ o | W ﬂu” = o | W Ny Dapres 3.1.12, 11 existe
alors é’ € Coh™ (4, Y/¥) prolongeant é’ sur 4’ et une 1nclu51on é’ | W —p "é’ pour
un certain entier n > 0 tel que le morphisme 1ndu1t 6@ | 4 — 6 @ soit un isomorphisme
prolongeant e. D’aprés 3.1.19, on en déduit que é’ | 0 € Cris™ (4, Y"” /V). Comme on a
aussi 2 | W = 60' e Cris™ (&, Y"/V), il en résulte que 2 € Cris™ (4,Y/9). On dispose
de plus de I'isomorphisme %@ = &. O

3.2. Préservation de la convergence par un morphisme propre et lisse de k-variétés lisses

PROPOSITION 3.2.1. — Soit b: Y' — Y un morphisme propre et lisse de k-variétés lisses.
Le foncteur b(ﬁ”) se factorise de la maniére suivante :

(™ DL, (DY) N DL, (Oy+) — DBy (DY) N DEL (Oy),
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ou, par abus de notations, nous avons noté Dcoh(@(m)) N DP . (Oy) pour désigner la sous-

catégorie pleine de Dcoh(@gn ) des complexes a cohomologie Oy -cohérente, de méme avec des
primes.

Démonstration. — Comme b est propre, on sait déja que I'on dispose de la factorisation
b(m) Db (DU — (D). Soit &' € DY, (DUP) N DY, (Oy-). 1l reste a établir que
(&) € DY (),
Soit Fy:: Y’ — Y’ I’endomorphisme absolu de Frobenius. Comme Fy- est en par-
ticulier un morphisme fini, le théoréme de descente du niveau par Frobenius (voir [5,
2]) entraine que le foncteur image inverse Fy, induit une équivalence de catégories entre

D (V)N DY, (Oy) et DB, (D)) N DY

coh

Coh coh

(Dy+). Comme il en est de méme sur Y et
que le foncteur image directe commute a Frobenius, i.e. Fy o b(m) b(m+1) o Fy,, onse
raméne alors a traiter le cas ou m = 0. Comme b est lisse, d’apres la remarque de [6, 2.4.6],
b(o)(é") = Rb.(Q, )y ®0,, &)ldy/y]. On aQy, y ®p,, &' € DP(b~10y). On dispose
alors de la suite spectrale dans la catégorie des Oy -modules : #°Rb, (€}, 1y ©0y, &) =
H" R, (2, 1y ®oy. &'). Or, comme b est propre et comme {2}, 1y ®oy. & est Oy-cohérent,
d’apreés le théoréme de Grothendieck sur la préservation de la ©-cohérence, cela entraine
que R, (5 vy ©0y, &) est Dy-cohérent. On en déduit bf)(é ) € D2, (Oy). O

LEMME 3.2.2. — Soient mg > Oun entier, Y un V-schéma formel lisse, &mo) yp @(m‘))

dule cohérent, ©)q, o-cohérent. On suppose que, pour tout entier m > my, @Symé @<m0> 5(m°

est Oy, g-cohérent. Alors, @y 0 @mo) &) est 04,g-cohérent.

Démonstration. — 11 suffit de reprendre la preuve de [9, 2.2.14] a partir de « De plus,
puisque T(X, £EmTmo)) . O

REMARQUES 3.2.3. — Soient m > 0 un entier fixé, % un ¥-schéma formel lisse,
& € Db (@(m)) D’apres les propriétés de finitude énoncées entre [6, 3.2.2] et [6, 3.2.3],
6 € Dcoh(@(m)) si et seulement si & ®F k € DY (PU™). Dapres [11, 1.2], on a aussi
6 € DEC(@ ). On a encore (dans la référence donnée entre [6, 3.2.2] et [6, 3.2.3], Berthe-
lot établit cette propriété dans un cadre général pour un anneau 9 quelconque, ce cadre
englobant les deux cas ou 9 = @(,ym) par D = By), & € D, (0y) si et seulement si
6®]L ke Dcoh(@y)'

PrOPOSITION 3.2.4 (Préservation de la convergence). — Soient g: ' — L un morphisme
de V-schémas formels séparés et lisses, Y (resp.Y') un sous-schéma fermé lisse de U (resp. U').
On suppose que g se factorise en un morphisme b: Y' —'Y propre et lisse.

Soit & un objet de (F-)D2 (W, Y'/K) (voir 1.2.6). Alors g, (&) est un objet de
(F-) DR (1, Y/K).

Démonstration. — Le foncteur g, commutant a Frobenius, il suffit de vérifier la pro-
position sans structure de Frobenius. Or, la catégorie Isoc! (U, Y/K) est stable par suite
spectrale, i.e., une suite spectrale dont les fléches initiales sont dans Isoc!' (4, Y/K) a pour
aboutissement des objets de Isoc! (U, Y/K). Quitte a utiliser la deuxiéme suite spectrale
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d’hypercohomologie du foncteur g, on peut donc supposer que &' € Isoc! (W, Y’/K). Le
morphisme g se factorise en son graphe v, : 4’ — ' x i suivi de la projection canonique
W x b — 4. Via le théoreme de Berthelot-Kashiwara, on vérifie que le foncteur v, 4 induit
une équivalence canonique entre les catégories Isoc'T (4, Y/ /K) et Tsoc' (4 x 4, Y'/K).
Quitte a remplacer ' par Y’ x 4, on se raméne ainsi au cas ou g lisse. Comme & est a
support propre sur Y et donc sur 4, il découle de 2.2.1 que g4 (&) € Dsmhol(@LQ) (en

particulier g, (&§') € CC,h(@ 2))-

D’apres la caractérisation de [10, 2.5.10] des @L@-modules cohérents qui sont dans
I'image essentielle de spy, ,, ce qu’il reste a €tablir est alors local en 4. On peut donc
supposer qu’il existe un relévement v: % < . Notons U” := U’ xgy ¥, v": U’ — Y et
h: 4" — ¥ les projections canoniques. Comme g est lisse, 4 est un ¢/-schéma formel lisse.
Comme v est une immersion fermée, v”’ I’est aussi. L’immersion Y’/ < 4" est donc aussi
fermée. Via le théoréme de Berthelot-Kashiwara (voir 1.2.16), v"*(&') est un @L,,’Q—module
surholonome et v/ v"*(&') — &'. De plus, encore via la description [10, 2.5.10], on vérifie
que v (&) est dans I'image essentielle de spy., ¢ ;. On se raméne ainsi au cas ou g = h,
ie. % = Yety” = Y. Pour terminer la preuve, il sagit d’établir g, (&) € D%, (0y,0)-
Nous procédons pour cela de la maniére suivante.

Etape 1. — Notons v’ 'immersion fermée canonique Y’ < U’ et soit (8L, ) 4ea Un recouvre-
ment d’ouverts de U’ satisfaisant aux conditions de 3.1. Nous reprenons les notations de 3.1
(en ajoutant des primes). Comme & est dans I'image essentielle de SPy g+, d’apres [10,
2.5.10], & est a support dans Y et, pour tout & € A, &, := v/ (& | U,) est Oy q-cohé-
rent. Avec les notations de 1.3.3, il en résulte Loc(&') € Isoc' (Y, (¥ )aen/K). D’aprés
3.1.22, pour chaque entier m (entier non fixé parcourant N), on dispose d’une inclusion
canonique Isoc'"(Y’, (¥ )aea/K) C Coh™ (Y', (¥.)aca/K) et il existe un élément
F'™ ¢ Cris™ (Y, (¥.,)aca/ V) tel que dans Coh™) (v, (Y.)aea/K) 'on ait isomor-
phisme 7 ) 2 Poc(8).

Etape 2. — Posons §@'™ = Recol ™ (F'™). Alorvg(m)(ﬁl(m)) € Dcoh(@(ym))mDth(@y)~

En effet, posons g{)(m) =" @y k, ﬁ:)( := 7™ @4 k. Par 3.1.16.2, on dispose alors
de I'isomorphisme @U”,’)-linéaire : gg(m) -

(m)( ’(m))

vﬁfm) (FX™). Cela implique par transitivité de
I'image directe : g b(m) (Yo /(m) ). Comme b est propre et lisse, d’apres 3.2.1, il
en résulte g™ (71™) € D'goh(@(m)) NDP ., (Oy).Or, g(m)(ﬁl(m)) Qyk— g™ (g™ Q5 k).
Or, comme &' ™ est sans p-torsion, §'™ @y k ﬁg(m) D’ou : g(m) (g™ ®yk €
(@) N DY (Dy). Comme de plus g(m) (ﬁ’(m)) e D¢ (@(m)) d’aprés la re-

marque 3.2.3 ci-dessus, cela implique que gJr )(ﬁ'(m)) e Db (D (A ) N Dcoh(@y).

coh

Etape 3 : Conclusion. — a) Comme g(m)(ﬁl(m)) ®z Q — g+ )(ﬁl(m ) (ou le dernier

foncteur gﬁr est le foncteur image directe en tant que @&,@—module cohérent), il découle

de I'étape 2 que g(m)(ﬁ/(m)) Coh(@(m)) N DY, (0y,0). Comme en particulier pour
tout entier m le complexe g(m) (ﬁgm)) Coh(@(m) ), on vérifie alors de maniére analogue

a [6, 3.5.3] (Chypothese de [6, 3.5.3] que le morphlsme soit propre n’intervient que pour
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obtenir la cohérence de I'image directe, en effet il suffit d’utiliser [6, 2.4.3]) pour tous entiers
m > m: @y 0 ®@(m> gim) (ﬁl(m)) (m )(@(m ) Q)(m) ﬁ’(m)) De fagon similaire a la

preuve de [6, 4.3.8], cela entraine : g+(@u, ®7)(m) ﬁQ )y =, @y@g ®@(m> gJr (ﬁ'(m ).

b) Par 3.1.17.4, on obtient I’ 1sornorphlsme @(, g-linéaire : g( m %ecol(m)(g Hm)y.
D’aprés 3.1.17.5, pour tout entier m’ > m, il en resulte

5 g U = Rl O3 75

Or, comme 97'(m) € Isocﬁ(Y’ (y’ )aeA/K) il résulte de [3, 3.1] 'isomorphisme canonique

g @;, ®m. g™ Do D) @) gem 2 Recol N (TEM) S g,
D’apres a), cela 1mp11que
(3.2.4.1) D53 @ 98" (G5™) € Dean(Dy)) 0 Dbun(Dy.0)-

¢) De plus, on déduit de [3, 3.1] 'isomorphisme Loc(&') — @Y,@Q%(m) 9’/( ™) .D’apres
3.1.17.6, il en résulte 'isomorphisme Recol o Loc(&') = D} 0 ®@$g ﬁQ ) Par 1.3.4, on

en déduit & = Of 0 ®@§f71) ﬁ(’ém) . D’aprés a), cela entraine
(3.2.4.2) 9+(6) = Dl 4 Dgm g (Gem).

d) Pour tout entier j, #’ (gf)(ﬁgo))) est un @({/J’)Q-module cohérent, @)y, o-cohérent.
Comme [I’extension @(yo)(@ — @(ymé est plate, i découle de 3.24.1 que
@(m ®®(0) (Hg )(ﬁ(’éo))) est £)¢ g-cohérent. De plus, comme I’extension @(yo)@ — @Ty@
est plate, via 3.2.4.2, on obtient #” (g (&) — @Ty@ ®@§y0,)@ (ﬂ”gf)(%o)))- Par 3.2.2,1il
en résulte que 77 (g (&) est Oy g-cohérent. O

3.3. Préservation de la surconvergence

THEOREME 3.3.1. — Soit 0 = (f,a,b): (¥, T, X",Y") — (P, T, X,Y) un morphisme de
d-cadres lisses en dehors du diviseur tel que a soit propre, Y' = a='(Y') et b soit lisse. Soit &'
un objet de (F-)D2_ (%', T', X'/ K). Alors f, (&) est un objet de (F-)DP, (P, T, X/K).

1s0C

Démonstration. — 0) Quitte a utiliser la deuxiéme suite spectrale d’hypercohomologie du
foncteur f,, on peut supposer que & € (F—)IsocTT(@’,T’,X’/K). D’aprés 1.2.9, on peut
supposer que Y’ est dense dans X’. En outre, quitte a considérer la décomposition en somme
directe de &' sur les composantes irréductibles de Y”, on se raméne facilement au cas ou Y’
est intégre.

1) Dans un premier temps, on se raméne au cas ou f est lisse et 7/ = f~(T'). Po-
sons ' = P x P, q: P — Petq: P — P les projections canoniques. Le
morphisme f se décompose en le graphe de f noté y5: @ — @ x P suivi de la pro-
jection g. Via vy, X’ est aussi un sous-schéma fermé de P". Draprés [12, 5.4.1] (uti-
lisé pour les morphismes identités), comme Y’ = X'\ ¢ Y(T) = X'\ ¢ Y(T), on
a légalit¢ (F-)Isoc! (2", ¢~ 1(T"),X'/K) = (F-)Isoc!T(#", ¢ (T), X'/K). Toujours
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d’apres [12, 5.4.1] (utilis¢ pour § = (vs,1d)), comme fyf_l(q’*l(T’)) = T’ est un divi-
seur, le foncteur ~ ¢ induit une équivalence de catégories entre (F-)Isoc'' (%', T", X'/ K)
et (F-)Isoc'' (9" ¢~1(T"),X'/K). Les catégories (F-)Isoc''(#" ¢~ (T),X'/K) et
(F-)Isoc'T(#',T", X' /K) sont donc canoniquement équivalentes. Quitte a remplacer &’
par @ et T par ¢~ (T, on peut donc supposer T/ = f~1(T) et f est lisse.

2) D’aprés [12, 5.3.1.2], comme wuoa est propre, on en déduit que
F+(E) € (F-)DEypeon (DL (1T)q).

3) Notons 4 := P\ Tetd := & \ T'. Le morphisme induit g: &' — § est un
prolongement du morphisme propre et lisse Y/ — Y via les immersions fermées Y — i,
Y’ < 4. Grace a 3.2.4, comme &' | W € (F-)Isoc'! (4, Y'/K), comme f, (&) | 4 ==
g+ (& | ¥, il en résulte que les espaces de cohomologie de f, (&) | 4 proviennent de
(F-)isocristaux convergents sur Y, i.e. f1 (&) | 4 € (F-)D2.. (4, Y/K). D’aprés [9, 2.2.12],
comme aussi d’aprés I’étape 2, on sait que f (&) € (F—)D‘goh(@;(TT)@) ; cela implique que
les espaces de cohomologie de f (&) proviennent de (F-)isocristaux sur Y surconvergents
lelongde X \' Y. O

4. Catégories sur les couples de variétés et préservation de la surcohérence

Nous construisons dans ce chapitre des catégories de 9-modules arithmétiques sur des
couples de variétés proprement d-réalisables. Puis nous traduisons le théoréme de préserva-
tion de la surcohérence établie dans 3.3.1 dans ce nouveau d-cadre (e.g., voir 4.2.12).

4.1. Definitions

DEFINITION 4.1.1. — On définit la catégorie des couples de k-variétés d-réalisables de la
maniére suivante : Soient X une k-variété et Y un ouvert de X. Le couple (Y, X) est un
«couple de k-variétés d-réalisable » s’il existe un d-cadre de la forme (2, T, X,Y") (voir les
conventions de 1.2.1).

Soient (Y’,X’) et (Y,X) deux couples de k-variétés d-réalisables. Un morphisme
(b,a): Y, X') — (Y,X) de couples de k-variétés d-réalisables est un morphisme de
variétés a: X’ — X induisant la factorisation b: Y/ — Y. On pourra noter abusivement a
pour (b, a).

On aura besoin de la notion un peu plus restrictive :

DErINITION 4.1.2. — La catégorie des k-variétés proprement d-réalisables est la sous-
catégorie pleine de la catégorie des k-variétés d-réalisables dont les objets sont les couples (Y, X)
tels qu’il existe un ¥-schéma formel & propre et lisse, un diviseur 7' de P et une immersion
(non nécessairement fermée) X — & vérifiant Y = X \ 7.

Un morphisme (b,a): (Y’, X’) — (Y, X) de couples de k-variétés d-réalisables (resp. de
couples de k-variétés proprement d-réalisables) est « complet » (resp. « propre ») lorsque le
morphisme sous-jacent a est propre (resp. a et b sont propres).

Complétons a présent la définition de [12, 5.4.4].

DEFINITION 4.1.3. — 1. Une k-variété Y est « d-réalisable » s’il existe un couple de
k-variétés d-réalisables de la forme (Y, X) avec X propre.
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2. Une k-variété¢ Y est « proprement d-réalisable » s’il existe un couple de k-variétés
proprement d-réalisables de la forme (Y, X) avec X propre.

4.2. Indépendance par rapport au schéma formel

Traitons d’abord a part le cas cohérent :

PROPOSITION 4.2.1. — Soient X une k-variété lisse et Y un ouvert de X tels que (Y, X) soit
proprement d-réalisable (4.1.2). Choisissons P un Y-schéma formel propre et lisse, T un diviseur
de P tels qu'il existe une immersion X — P induisant | ‘bgaliteY = X\ T. Choisissons P un
ouvert de P contenant X tel que l'immersion X — P canoniquement induite soit fermée. On
note alors T := P N T le diviseur de P induit.

Les catégories (F-)DE,, (P, T, X/ K) ne dépendent pas, & zsomorphzsme canonique pres, du
choix du V-schéma formel propre et lisse gj de l'ouvert gj de gj de I'immersion fermée X — &
et du diviseur T de P tels T = PNT etY = X \ T (mais seulement de (Y, X)/K ). On
la notera alors respectivement sans ambiguité (F- )D}:)oh(@](LY, X)) i) Ses objets sont appelés

les « (F-)complexes cohérents de @IY x), Kk -modules » ou « les (F'-)complexes cohérents de
D-modules arithmétiques sur (Y, X)/K ».

Démonstration. — Faisons un tel second choix : soient 5)/ un ¥-schéma formel propre et
lisse, 7 un ouvert de @I, T" un diviseur de P, tels qu’il existe une immersion fermée X < &'
induisant r égalité Y = X\ T'. Posons T" :=T' N P’ et 55” =P x 5)/ Soient q: 5)” .y
q: 9 — Q les projections (propres et lisses) canoniques, T/ = § 1(T), P = =q 1(?),
T = T/ NP, TY = G~ 1(T’) Py = UL, Ty = Ty 0Py, T" = Tl" U Ty,
P = P/ NP, Notons ¢: 9)1 — & le morphisme induit g. D’aprés [19, 5.4.3], le graphe de
I'immersion X — P’ est fermé. Comme I'immersion diagonale X — ?'1/ se décompose en
X XxP o PxP = P, celle-ci est donc fermée. De plus, Y = X\ T{'. Comme q est
propre, il résulte alors de 2.1.3.2 que les foncteurs RI q et ¢4 induisent des equwalences
quasi-inverses entre les catégories (F-)DP, (2, T, X/K) et (F-)DP, (), T{,X/K). D
méme, comme on dispose de I'immersion fermée X — %" et commeY = X \ T”, ¢
appliquant 2.1.3.2 a I'immersion ouverte & C Wl', on obtient des équivalences quasi-
inverses entre les catégories (F-)DP (9", T",X/K) et (F-)D2 (%, T}, X/K). Ainsi,
les catégories (F-)D, (?",T", X/K) et (F- )Dcoh(g), T, X/K) sont canoniquement équi-
valentes. De maniére symétrique (i.e. on remplace 1 par 2), on vérifie que les catégories
(F-)DP (P, T",X/K) et (F-)DE, (% ,T',X/K) sont canoniquement équivalentes.
D’ou le résultat. O

Lorsque I’on remplace la notion de cohérence par celle de surcohérence ou de surholono-
mie, nous utiliserons la stabilité de ces deux notions par les opérations cohomologiques (e.g.
image directe, image inverse extraordinaire) pour obtenir une indépendance telle que celle de
la proposition 4.2.1 sans supposer que la compactification partielle X est lisse. La premicre
étape, est d’améliorer le précédent lemme 2.1.1 en supprimant ’hypothése de lissité de X . On
répond donc positivement a la conjecture énoncée dans [7, 3.2.5] :
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LeMME 4.2.2 (Indépendance par rapport au diviseur). — Soient & un V-schéma formel
séparé et lisse, T, T deux diviseurs de P, X un sous-schéma fermé de P tels que TNX = T'NX.
Posons € = (F-)Surcoh ou € = (F-)Surholou @ = (F-)D? . ou€ = (F-)DP , .. Lorsque

X \ T est lisse, on pose aussi € = (F-)Isoc'! ou € = (F-)DY__. On obtient alors les égalités
¢(P,T,X/K)=¢(P, T X/K).

1s0cC’

Démonstration. — Le cas surholonome étant déja traité dans [11], contentons-nous de
prouver les autres cas. Quitte a considérer 7' U T”, on peut supposer que 7' D T". Soit
T € &P, T, X/K). Comme RLk (7) = &, on obtient les isomorphismes

RL}(F) = ROy 7 (9) = RO 7 () = RLL,(F) = 0.

On en déduit que la fléche canonique & — & (FT) est unisomorphisme. On a donc vérifié que
’on dispose de I'inclusion : €(?,T", X/K) C €(P,T, X/K) (en effet, un @;(TT)Q—module
qui est @;(TT’ )g-surcohérent est @;(TT)@—surcohérent ; c’est la réciproque qui est fausse en
générale).

Vérifions a présent I'inclusion inverse (qui est moins immédiate que pour [7, 3.2.4]). Les
autres cas en résultant aisément, il suffit de traiter le cas ou € = (F-)DP .. Par 1.2.9,
quitte a changer X, on peut supposer X \ T dense dans X. Soit § € €(P,T,X/K). On
procede par récurrence lexicographique sur la dimension de X et le nombre des composantes
irréductibles de X dimension dim X . Comme la surcohérence est préservée par les foncteurs
espace de cohomologie (i.e. de la forme J¢ l), on se ramene a valider le lemme lorsque

= (F'-)Surcoh. D’aprés [12, 6.2.1], il existe un diviseur T O T de P tel que, en notant
Y X \T.,Y soit intégre, lisse, inclus et dense dans une composante irréductible de X de
dimension dim X et & := &('T) € (F-)Isoc!!(2, T, X/K). Notons X I'adhérence de ¥
dans X. On obtient (F-)Isoc”(@, T,X/K) = (F )Isoc“(g), T,X /K) (voir 1.2.9).

D’apres [12, 5.3.1] (utilisé lorsque le morphisme f est I'identité), il existe un diagramme
commutatif de la forme

4.2.2.1) X' ——P§ —P}
a't J/ J/q
X—*-p P

ol u est I'immersion fermée canonique, X’ est lisse sur k, ¢ est la projection cano-

nique, v’ est une immersion fermée, a’~1(T N X) est un diviseur & croisements normaux

strict de X', a’ est propre, surjectif, génériquement fini et étale. Posons 7' := ¢~ (T,
~/ ~

T = q¢ Y1), 8 = RE}(,oq!(é’) et§ = RE}(,O(]!((E). Or, d’aprés le cas de la compactifica-

(Py.q~ (1), X'/K) =

tion lisse déja traité via le lemme 2.1.1, on a I’égalité &' € (F-)DP .

(F )DP,con(PY, T", X' /K).  Comme & £0T), il en résulte  que
g e (F-)DL, con (Y, T ,X'/K). Par stabilité¢ de la surcohérence par I'image directe

d’un morphisme propre, il en résulte q+(2l) € (F-) Surwh(g’ T', X /K). Or, d’aprés [12,
5.3.1], & est un facteur direct de q+(gl) On en déduit que &e (F-)Db . (P, T X/K)
(F-)Dbyeon (95 T', X/K). Or REL(6) € (F-) Dl (2. T, X N T/K) = (F-) Do (9, T, X N T/K) C

surcoh (
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(F-)DP (P, T, X/K), I'égalité découlant de I’hypothése de récurrence. On conclut via
le triangle de localisation de & par rapport a 7. O

LEMME 4.2.3. — Soit § = (f,a,1d): (?',T',X",Y) — (P,T,X,Y) un morphisme de
d-cadres tel que'Y soit dense dans X', a soit propre et f~1(T) soit un diviseur de P’.

1. Ondispose des deux factorisations de la forme
R S (F)Diyeon (2. T, X/ K) = (F) Diypeon(9 T, X' /K) et
f—‘r: ( ) surcoh(L¢ T/ X /K) (F) surcoh(m T X/K)

De méme en remplagant lindice « surcoh » par respectivement « surhol » ou « isoc ».
2. Pour tout & € (F-)Surcoh(P,T,X/K), pour tout & € (F-)Surcoh(?', T, X'/K),
pour tout j € Z \ {0},

H (R, £1(8)) = 0,7 (f(8)) =

De méme en remplacant « Surcoh » par « Surhol ».

3. On suppose Y lisse. De plus, si f est propre ou si f est une immersion ouverte alors les fonc-
teurs RL L%, f'et fy induisent des équivalences quasi-inverses entre (F-)D2 (P, T, X/ K)
et (F-)D2_ (9" . T, X'/K).

4. De plus, si f est propre ou si f est une immersion ouverte alors les foncteurs RIY,, f
et fy induisent des équivalences quasi-inverses entre (F-)DP (P ,T,X/K) et
(F-)D? (P T, X'/ K). De méme en remplagant les indices « surcoh » par « surhol ».

surcoh

isoc (

lSOC(

Démonstration. — 0) Comme a est propre, 'immersion ouverte Y — X'\ f=1(T) est
aussi fermée. Comme Y est dense dans X', on en déduit X'\ f~1(T) = Y. Ainsi, f (T est
un diviseur de P’ tel que X'\ f~1(T) = Y. Grice au lemme 4.2.2, on se raméne a supposer
T = f~YT).

1) Les factorisations de 4.2.3.1 découlent alors de 2.3.2 dans les cas surcohérent ou sur-
holonome et de [12, 5.4.1] dans le dernier cas.

2) Vérifions a présent les annulations de 4.2.3.2. D’apres [4, 4.3.12], on se rameéne au cas
ou T et donc T” sont vides. Il s’agit alors de reprendre mot pour mot (le début de) la preuve
de [7, 3.2.6] en y constatant que I’hypothése que le morphisme soit propre et lisse est inutile
grace au théoréme 2.3.2 qui généralise [7, 3.1.9]).

3) En supposant Y lisse, prouvons a présent 4.2.3.3. On se raméne facilement au
cas ou la compactification partielle est lisse, cas traité dans 2.1.3.2. En effet, soient
& € (F-)Db (P, T,X/K)et & e (F-)D2 (#,T',X'/K). Notons ¢ := P\ T,

L=\ T

3.1) Traitons d’abord le cas ou f est propre et lisse. Comme f est propre, on dispose alors
par adjonction des morphismes canoniques fy o RL'L, f1(§) — &, & — RLL, f' o f1(&).
D’aprés [4, 4.3.12], pour vérifier que ces morphismes sont des isomorphismes, il suffit de
I’établir respectivement en dehors des diviseurs T' et 7", ce qui nous raméne au cas de la
compactification partielle lisse qui a été traité dans la preuve de 2.1.3.2.

ISOC(

3.i1) Supposons a présent que f soit une immersion ouverte. Via 4.2.3.2, on obtient alors
les isomorphismes canoniques RCk, o f'(85) = f*(&§) = f1(E) et f.(E) = Fr(&).
On dispose de plus des morphismes d’adjonction : § — f.f~*(&) et f~1f. (&) — &', dont
le dernier est toujours un isomorphisme. Il résulte de [4, 4.3.12] que ces morphismes sont
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des isomorphismes (car ils le sont en dehors des diviseurs, ce qui nous ramene a la preuve de
2.1.3.2).

4) Vérifions a présent 4.2.3.4 dans le cas surcohérent. On se raméne au cas ou Y est lisse
par dévissage. En effet, soient & € (F-)DP (P, T,X/K)et & € (F-)D2, ..(? T, X'/K).
Par 1.2.9, comme aucun des foncteurs ne fait intervenir X, quitte & remplacer X par
I’adhérence de Y dans X, on peut supposer Y dense dans X. D’aprés [12, 6.2.3], il
existe des diviseurs T4, ...,T, contenant T avec T, = T tels que, en notant T, := X
et,pouri = 0,...,7r — 1, X, = TonN---NT;leschémay; = X; \ T4 est lisse et
H(RLY (1Ti41)(8)) € (F-)Isoc' (P, Tiy1, Xi/K) = (F-)Isoc'(Y;, X;/K), pour tout
entier . De méme pour &. Il en résulte par dévissage que les morphismes canoniques
d’adjonction (voir les étapes 3.i) et 3.ii)) sont des isomorphismes. D’ou le résultat pour le
cas surcohérent. Le cas surholonome se déduit du cas surcohérent. O

REMARQUES 4.2.4. — En procédant de maniere analogue a I’étape 1) de la preuve de
3.3.1, les résultats de 4.2.3.1 restent valables sans ’hypothése que f~1(T) soit un diviseur
de P’.

PROPOSITION 4.2.5. — Soient X une k-variété et Y un ouvert de X tels que (Y, X) soit
proprement d-réalisable (4.1.2).

Choisissons & un V-schéma formel propre et lisse, T un diviseur de P tels qu'il existe une
immersion X — P induisant I'égalité Y = X \ T. Choisissons P un ouvert de P contenant X
tel que l'immersion X — P canoniquement induite soit fermée. On note alors T :== P N T le
diviseur de P induit.

1. Posons € = (F-)Surcoh ou € = (F-)Surhol ou € = (F-)D®, . ou€ = (F-)DP ., .
La catégorie €(P, T, X/K) ne dépend pas, a isomorphisme canonique prés, des choix
effectués (mais seulement de (Y, X)/K ).

2. LorsqueY est lisse, la catégorie (F-)D2 (P, T, X/K) ne dépend de méme canonique-

ment que de (Y, X)/K.

Démonstration. — 11 s’agit alors de reprendre les arguments de 4.2.1 en remplagant la
référence 2.1.3.2 par 4.2.3 (qui n’est d’ailleurs utilisée ici que dans le cas ou X’ = X). O

NoOTATIONS 4.2.6. — On garde les notations de 4.2.5.

1. La catégorie €(2, T, X/K) se notera alors sans ambiguité Q(@IY’ X)/ x)- Les objets de
(F-)D;)umoh(@&x)/K) (resp. (F-)Dg’urhol(@&x)/K)) sont les « (F-)complexes surco-
hérents (resp. surholonomes) de @EY, X)/ -modules » ou «les (F-)complexes surco-
hérents (resp. surholonomes) de 9-modules arithmétiques sur (Y, X)/K ». De méme,
pour les modules.

2. Lorsque Y est lisse, la catégorie (F-)DE (2, T, X/K) sera notée (F')Dibsoc(@}LY,X)/K)'
Lorsque Y = X, on notera (F-)DEV(@;/K) au lieu de (F—)D}’soc(@zy’y)/K). On re-
marque, grace a [15], qu’avec une structure de Frobenius on obtient I'inclusion cano-
nique F-‘DEOC(@IY,X)/K) C F'Dsurhol(@J(rY,X)/K)'

REMARQUES 4.2.7. — On reprend les notations de 4.2.6.
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1. Le foncteur pleinement fidéle (F-)Surcoh(?, T, X/K) — (F-)DP (2, T,X/K)
ne dépend pas des choix effectués. On obtient ainsi le foncteur canonique pleinement
fidele (F-)Surcoh(Y, X/K) = (F-)D8yyeon(Dly )/ 50)-

2. Supposons Y est lisse. Posons 4 := £\ T'. Un module & de (F-)Surcoh(2, T, X/K)
appartient a (F-)Isoc'T (P, T, X/K) si et seulement si & | 4 € (F-)Isoc!"(U,Y/K)
(cela résulte de la caractérisation de Berthelot énoncée dans [9, 2.2.12]). On en déduit
qu’un F-complexe & de (F' )Dsurcoh(@IY,X)/K) appartient a (F'- )Dgoc(@(y X)/K) si
et seulement si & | (Y,Y) appartient a (F-)Dgoc(@&wﬂ().

LEmMME 4.2.8. — Soit a: (Y',X') — (Y, X) un morphisme de couples de k-variétés
proprement d-réalisables. Il existe alors un diagramme commutatif de la forme :

4.2.8.1) x-“og I g

RN

X*">g)*7>g>’

ou fesl unmorphisme lisse de V-schémas formels propres et lisses, o u et v’ sont des immersions
fermées, ou j et j' sont des immersions ouvertes, tels qu’il existe un diviseur T de P (resp. un
diviseur T' de P') vérifiant Y = X \ T (resp. Y' = X' \T') et T' > f~Y(T).

1. SiY' = a=Y(Y) alors on peut choisir de plus T' = f~1(T).

2. Sia est propre, le diagramme de droite de 4.2.8.1 peut alors étre choisi cartésien.

Démonstration. — Soient # un ¥-schéma formel propre et lisse, T un diviseur de P tels
qu’il existe une 1mmers1on X — g) mdulsant Iégalitey = X \ T On procede de méme avec
des prlmes Posons # = & x 9’ q: P Pet q: P = P les pI‘OjCCthIlS canoniques,
T" = §~Y(T") U ¢ 1(T). On dispose de l’1rnmers1on canonique X' — @ induite par
le graphe de a et les immersions X < &, X' g) Comme Y’ = X'\ T”, qultte a
remplacer 7 par P et T par T”, on peut supposer qu’il existe un morphisme f: P P
lisse, prolongeant a et tel que 7/ O f~1(T). Soit & un ouvert de # contenant X tel que
I'immersion X — & canoniquement induite soit fermée. Comme ]f‘v_l(?) D X', il existe
un ouvert &’ inclus dans fN‘l(g)) contenant X’ tel que I'immersion induite X’ — &' soit
fermée. Ainsi, finduit le morphisme f: P P.

—Lorsque Y’ = a~(Y), comme Y’ = X'\ (f~1(T')), alors on peut choisir 7" = f~1(T).

— Enfin, lorsque a est propre, le morphisme X’ — & lest aussi. Comme le morphisme
FYP) — @ induit par f est propre, il en résulte que 'immersion X’ < f~1(4) est fermée.
Dans ce cas &' peut étre choisi égal & f~! (P). O

PrOPOSITION 4.2.9. — Soita: (Y',X') — (Y, X) un morphisme de couples de k-variétés
proprement d-réalisables.

1. Ondispose alors du foncteur image inverse extraordinaire par a :

!

a: (F) surcoh(@YX)/K) (F) SUTCOh(@ Y’ X’)/K)
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2. Lorsque a est un morphisme propre (voir la définition4.1.2), on dispose du foncteur image
directe par a :

ay: (F')Dsurcoh(@IY’,X’)/K) - (F')D;)urcoh(@IY,X)/K)'

On bénéficie des propriétés analogues pour les complexes surholonomes.

Démonstration. — D’aprées 4.2.8, on dispose alors d’un diagramme de la forme 4.2.8.1
satisfaisant aux conditions requises de 4.2.8 et dont on reprendra les notations. Notons de
plusT:=TNnPetT :=T'NJ.

1. Pour tout & € (F-)Db . (P,T,X/K), le foncteur a' est alors défini en posant
a'(8) == (IT") o RLL, o f1(&).

2. Lorsque a est propre, pour tout & € (F-)DP (9", T',X'/K), le foncteur a, est
alors défini en posant ai(&):=fr(&). On vérifie que le complexe
(&) € (F-)D8yeon(P. T, X/K) grice 4 2.3.2.

3. Par transitivité pour la composition des foncteurs images directes et images inverses
extraordinaires, via les équivalences canoniques de catégories garantissant 1'indépen-

dance canonique de (F-)Dgumh(wgy) x),x) (qui font intervenir ces foncteurs), on vé-

rifie que la définition des foncteurs a' et a, ne dépend pas, & isomorphisme canonique
pres, du choix du diagramme de la forme 4.2.8.1. O

NoTaTions 4.2.10. — Soita: (Y, X') — (Y, X) un morphisme de couples de k-variétés
proprement d-réalisables tel que X’ — X soit une immersion ouverte. Remarquons que ’on
peut obtenir un diagramme 4.2.8.1 satisfaisant aux conditions requises avec f = Id. Pour
tout € € (F-)Dlypeon(Dly x)/1)s on notera & | (Y, X') = a'(6) (= ().

LEMME 4.2.11. — Soita: (Y',X") — (Y, X) un morphisme propre de couples de k-variétés
proprement d-réalisables tel que Y' = a=1(Y). Soitb : (Y',Y") — (Y,Y) le morphisme induit

par a. Pour tout & € (F-)Dlsourcoh(@](ty, x1)/1)» on dispose de l'isomorphisme canonique

ar(8) [ (V,Y) = b (8| (YY)

Démonstration. — D’apres 4.2.8, on dispose alors d’un diagramme de la forme 4.2.8.1
satisfaisant aux conditions requises de 4.2.8 et dont on reprendra les notations. Comme
Y’ = a~}(Y), on peut en outre supposer que T = f_l(f). D’ou le résultat par définition
des foncteurs restriction et image directe. O

Le théoréme 4.2.12 ci-dessous est une version formelle de la conjecture de Berthelot (dans
le cas complet). Il se déduit aussitot du théoréme 3.3.1.

THEOREME 4.2.12. — Soit a: (Y',X') — (Y, X) un morphisme propre de couples de
k-variétés proprement d-réalisables (voir 4.1.2). On suppose Y est lisse, Y' = a=1(Y) et le
morphisme induitY' —'Y lisse.

Le foncteur image directe par a induit alors la factorisation :

(4.2.12.1) ar: (F-)DRoo(Dlys xn/5) = (F)DRoc(Dly xy/50)-
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4.3. Indépendance par rapport a la compactification

PROPOSITION 4.3.1. — Soient Y une variété proprement d-réalisable (4.1.3).

Choisissons P un V-schéma formel propre et lisse, T un diviseur de P tels qu’il existe une
immersion fermée X — P induisant I'égalité¢ Y = X \ T.

1. Posons € = (F-)Surcoh ou € = (F-)Surhol ou € = (F-)D? . ou¢ = (F-)D? . .
La catégorie €(P, T, X/K) ne dépend pas, a isomorphisme canonique prés, des choix
effectués (mais seulement de Y/K ). On la notera alors sans ambiguité C(@I, / )

b

2. Lorsque'Y est lisse, la catégorie (F-)Dp (P, T, X/K) ne dépend de méme canonique-

ment que de'Y . On la notera alors sans ambiguité (F-)D};OC(@L /1¢)-

Démonstration. — Faisons un tel second choix : soient &’ un ¥/-schéma formel propre et
lisse, X’ — %' une immersion fermée, 7" un diviseur de P’ induisant I’égalité¢ ¥ = X’ \T".
Soient " := P x P, q: 9" — P, ¢': P — P les projections canoniques, Ty .= q~1(T),
Ty = ¢~XT"), T" := Ty U Ty, X" I'adhérence de Y dans P”. On vérifie ¢(X") C X.
Comme g est propre, I'immersion ouverte Y C X” Ng=1(Y) = X" \ T/ est aussi fermée.
Comme Y est dense dans X", on en déduit Y = X"\ T}". De méme, on obtient Y = X"\ T/
etdoncY = X"\ T”. Notons a: X” — X le morphisme induit par g. Comme a et q
sont propres, il résulte alors de 4.2.3 utilisé pour (¢, a,1d): (", T",X",Y) — (?,T,X,Y)
que les foncteurs ]RE},,q! et ¢+ induisent des équivalences quasi-inverses entre les catégories
(F-)&(P, T, X/K) et (F-)&(?",T", X" /| K). Symétriquement, on vérifie que les catégories
(FY¢(P, T, X' |K) et (F-)&(P",T", X" /K) sont canoniquement équivalentes. D’ou le
résultat.

O

REMARQUES 4.3.2. — 1. Soit Y une k-variété proprement d-réalisable. On bénéfi-
cie alors, pour tout entier I, des foncteurs canoniques %' : (F-)D;’urcoh(@; y K) —
(F-)Surcoh(Y/K) et H': (F-) Dbyt (DY 1) — (F-)Surhol(Y/K).

En effet, soient # un 9/-schéma formel propre et lisse, T un diviseur de P et X un
sous-schéma fermé de P tels que Y = X \ T'. Le cas surholonome se traitant de ma-
ni¢re analogue (grace aussi a 2.3.1), traitons le cas surcohérent. On dispose du fonc-

teur #': (F-)DP,....(?,T,X/K) — (F-)Surcoh(®,T,X/K). Grace au théoréme
d’annulation de 4.2.3.2, on vérifie que ce foncteur %' commute aux équivalences cano-
niques de catégories d’indépendance par rapport au choix de tel d-cadre (#,T, X,Y)
(ces équivalences sont construites dans la preuve de 4.3.1).

2. Lorsque T est un sous-schéma fermé, le foncteur (7)) reste bien défini (voir [7]).
On peut donc étendre les définitions des catégories de (F-)DP , (P, T, X/K) et
(F-)Surhol(P, T, X/K) a ce cas (par contre, il est moins clair de définir comment
donner un sens a la @;(TT)Q-surcohérence). Mais on ne dispose plus de la facto-
risation de la forme #': (F-)Db . (?,T,X/K) — (F-)Surhol(#,T,X/K). Par
exemple, si P est un 9/-schéma formel propre et lisse, si T' est un sous-schéma lisse de
codimension 2 dans PetsiY = P\ T, alors 0»('T)q € F-D?_, (P,T, P/K) mais
H(0p(1T)g) = Ogg ¢ Surhol(?, T, P/K).
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PRrROPOSITION 4.3.3. — Soit b: Y' — Y un morphisme de k-variétés proprement d-réali-
sables.

1. Ondispose alors du foncteur image inverse extraordinaire par b :

b! : (F')Dsurcoh(@{//l() - (F_)DEUrCOh(@;’/K)'

2. Ondispose du foncteur image directe par b :

b+ : (F')Dsurcoh ( @I/'/K) - (F-)DEUTCOh(@;/K) ’

On bénéficie des factorisations analogues pour les complexes surholonomes.

Démonstration. — On construit les foncteurs de maniére identique a ceux de 4.2.9 et on
vérifie qu’ils sont indépendants des choix faits de maniére analogue. O

NoTAaTIONS 4.3.4. — Soit b: Y’ — Y un morphisme de k-variétés proprement d-réali-
sables qui soit une immersion ouverte. Pour tout § € (F—)Ds‘?urcoh(@; /K)> on notera alors
E1Y =b'(8).

4.4. Complexes dont les espaces de cohomologie sont des isocristaux partiellement surcohé-
rents : cas général

La définition suivante étend au cas général (i.e. Y n’est plus forcément lisse) celle de 4.2.5.

DEFINITION 4.4.1. — Soit (Y, X) un couple de k-variétés proprement d-réalisable (4.1.2).
On désigne par (F—)Dibsoc(@zy, x)/k) 1a sous-catégorie pleine de (F')Dsurcoh(@Iy, x)/K)
des objets & satisfaisant la propriété suivante : pour tout morphismea: (Y, X’') — (Y, X) de
couples de k-variétés proprement d-réalisables tel que Y’ soit lisse, on a alors
a(8) € (F—)Dibsoc(@zy,x,)/K), ou la catégorie (F—)Dit;oc(@zy,’x,)/l{) est celle définie
en4.2.5.

THEOREME 4.4.2. — Soienta: (Y', X') — (Y, X) unmorphisme propre de couples de k-va-
riétés proprement d-réalisables et q: (Y, X) — (Y, X) un morphisme de couples de k-variétés
proprement d-réalisables. Soient Y=Y xy Y, X' =X xx X', ¢: (}N”,)N(’) - Y', X"
et a: (Y, X') — (Y,X) les morphismes de couples de k-variétés proprement d-réali-
sables induits. On dispose alors de lisomorphisme de changement de base fonctoriel en
&' € (F)Deyeon(Dlyr /1) -

qo a(6) = @y o ql!(g/)~

Démonstration. — Comme a est propre, d’apres 4.2.8, il existe un morphisme de d-cadres
de la forme (f,a,b): (#',T',X",Y") — (P, T, X,Y) tel que f soit un morphisme propre et
lisse, 7" O f~1(T) et s’inscrivant dans un diagramme de la forme 4.2.8.1. De méme, il existe
un morphisme de d-cadres de la forme (g, ¢,7): (59, T,X, }7) — (P, T,X,Y) tel que g soit
un morphisme lisse, T>o>g! (T) et s’inscrivant dans un diagramme de la forme 4.2.8.1. On
note alors # = & xp P ety 7P - T 7P - P, T = F~YT) U g'~H(T"). On
remarque alors que Y’ = X’ \ 7. On dispose ainsi des morphismes de d-cadres de la forme
.\ d ) (P, T, X7 - (2, T, X" Y et (F,a,b): (P, T, X', ¥") - (2,T,X,7),
le dernier étant propre.
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Par définition ¢"*(&') = REE(, o (1T") 0 g*(&') et
@ 0q" (&) = fr oRLL, o (1T") 0 g"(&).
D’un autre c6té, on a par définition :
¢ 0a(6)=RLL o (1T)og o f1(&).

D’aprés l'isomorphisme de changement de base (voir [1, 5.7] ou [14, 5.4.6]), on a
g ofi (&) = f+ o g"(&). Dou:g oar(8) = RE} o (IT) o fio g"(&). Par
commutation des foncteurs cohomologiques locaux a support strict et des foncteurs de
localisation aux foncteurs images directes (voir [7, 2.2.18]), il en résulte :

¢ 0as(6) = froRIL, ¢ o (FH(D) 0" (&)

or, § = RE}, o (fT7)(&'). Par commutation des foncteurs cohomologiques locaux a
support strict et des foncteurs de localisation aux foncteurs images inverses extraordinaires
(voir [7, 2.2.18]), cela entraine : ¢"' (&) = REL,,l(X,) o(tg=1(T")) 0 ¢g"(&). D’ou:

doai(€) = FuoRIL, L o (FIE) 0B,y o (g~ (T") 0 4"(8)
= fio RE}/ o (1T o g"(&) = a4 04",

le deuxiéme isomorphisme découlant des égalités f1(X)Ng1(X') =X’
etT' = f~Y(T)u g~ }(T"). O

THEOREME 4.4.3. — Soit a: (Y, X') — (Y,X) un morphisme propre de couples de
k-variétés proprement d-réalisables tel que a=1(Y') = Y et tel que le morphisme induit Y’ — 'Y
soit propre et lisse. Alors, le foncteur image directe par a se factorise sous la forme :

(4.43.1) @y (F)DRoc(Dlys xyx) = (F-)Dhoc(Dly x/)-

Démonstration. — Par définition de (F-)D};OC(@IY x)/K)> O se raméne via le théoréme

de changement de base de 4.4.2 au cas ou Y est lisse. Enfin, par 4.2.12, ce cas a déja été
traité. O

THEOREME 4.4.4 (Surconvergence générique de la surholonomie)

Soient (Y, X) un couple de k-variétés proprement d-réalisables (4.1.2), Y1 une composante
irréductible de Y. Pour tout & € (F—)D;’urcoh(@& x), K),Nil existe alors un morphilfme de
couples de k-variétés proprement d-réalisables de la forme (Y, X) — (Y, X) tel que Y C Y1
soit non vide et tel que

81 (V,X) € (F)DRoo( Dy o )
Démonstration. — Cela résulte aussitot de [12, 6.2.1]. O

On déduit aussitot de 4.4.4 le corollaire suivant :
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COROLLAIRE 4.4.5. — Soient a: (Y',X') — (Y,X) un morphisme propre de couples
de k-variétés proprement d-réalisables, Y1 une composante irréductible de Y. Pour tout
€ (F-)Dgoc(@zy,x,)/K), il existe alors un morphisme de couples de k-variétés proprement
d-réalisables de la forme (Y, X) — (Y, X) tel que Y C Y1 soit non vide et tel que

a4(6) | (V,X) € (F)Do( By 1 10)
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