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FORMES MODULAIRES DE HILBERT MODULO p
ET VALEURS D’EXTENSIONS
ENTRE CARACTERES GALOISIENS

PAR CHrisTOoPHE BREUIL T FRED DIAMOND

RESUME. — Soit F' un corps totalement réel, v une place de F' non ramifiée divisant p et
p: Gal(Q/F) — GL2(F,) une représentation continue irréductible dont la restriction Plaa/Fy)
est réductible et suffisamment générique. Si p est modulaire (et satisfait quelques conditions techniques
faibles), nous montrons comment retrouver 1’extension correspondante entre les deux caractéres de
Gal(F,/F,) en terme de I'action de GL2(F,) sur la cohomologie modulo p.

ABSTRACT. — Let F' be a totally real field, v an unramified place of F' dividing p and
7: Gal(Q/F) — GL2(F,) a continuous irreducible representation such that PlGai; /F,) is reducible
and sufficiently generic. If p is modular (and satisfies some weak technical assumptions), we show
how to recover the corresponding extension between the two characters of Gal(F,/F,) in terms of
the action of GLy(F,) on the cohomology mod p.

1. Introduction

Soit F' un corps totalement réel, v une place de F' divisant p et F, le complété de F en v ;
le H! étale modulo p de tours de courbes de Shimura sur F' de niveau en v arbitrairement
grand fournit des représentations lisses de GLy(F,,) sur F,, que I'on aimerait comprendre. Si
f est une forme de Hilbert propre pour les opérateurs de Hecke de représentation galoisienne
modulo p associ¢e p; irréductible, on aimerait par exemple déja savoir décrire la partie
p¢-isotypique de ces représentations de GLa(F,). Ceci est chose faite lorsque F, = Q, (au
moins lorsque F' = Q [19], mais cela devrait s’étendre a tout F') mais demeure largement
mystérieux lorsque F, # Qp.

Une des premiéres tentatives a été de comprendre les représentations de GLy (&, ) appa-
raissant (a multiplicité pres) dans le GLy(OF, )-socle de cette partie p ;-isotypique : dans [8],
les auteurs donnent une liste conjecturale explicite de ces « poids de Serre » lorsque F;, est
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906 C. BREUIL ET F. DIAMOND

une extension non ramifiée de QQ,,, conjecture qui vient d’étre presque complétement démon-
trée indépendamment par Gee-Kisin [25] et Newton [35] (voir le théoréme 3.1.1 ci-dessous).
Cette liste ne dépend que de la représentation locale ﬁf|Ga1(FT, /Fy) (et méme seulement de

sa restriction a inertie). A la suite de [8], des représentations lisses admissibles de GLy(F,)
sur F, avec les GLa(@F, )-socles de [8] ont été construites dans [5] de maniére purement lo-
cale en supposant ﬁf|Ga1(F—v /Fy) suffisamment générique. Des résultats récents d’Emerton,
Gee et Savitt ([20]) (faisant suite a des résultats partiels dans le cas de variétés de Shimura
compactes a I'infini (cf. [3]) et des calculs informatiques de Dembélé (dans le méme cadre,
cf. [15])) montrent que la partie p ;-isotypique ci-dessus contient I'une des représentations de
[5] (lorsque ﬁf|Gal(E /F,) est générique). Mais I'une des nouveautés de [5] est que, dés que
F, # Q, (avec F,, non ramifiée), alors il y a énormément de représentations lisses admissibles
de GLy(F,) sur I, de socle fixé (celui correspondant a p f |Ga1(Ff /F,))- Plus précisément, dans
les « diagrammes » que contiennent les représentations de [5] apparaissent de multiples « pa-
rametres » dont le nombre grossit exponentiellement avec le degré [F, : Q] et dont les va-
leurs sur la partie ps-isotypique ci-dessus (supposée contenir I'un de ces diagrammes) sont
pour la plupart a ce jour mystérieuses (par exemple, on ignore si toutes sont locales, i.e., ne

dépendent que de p; |Ga1(FT/FU))'

Du c6té représentations de Galois, il n’y a pas de parameétres nouveaux qui apparaissent
lorsque I'on passe de Gal(Q,/Q,) & Gal(F,/F,), sauf si la représentation de Gal(F, /F,) est
une extension non scindée entre deux caractéres : on sait en effet que I’espace de ces extensions
est génériquement de dimension [F, : Q] sur F,. Une question naturelle se pose alors :
est-ce que parmi les nombreux paramétres qui apparaissent coté GLo(F),) il s’en trouve au
moins quelques-uns dont les valeurs déterminent complétement ’extension entre les deux
caractéres de la représentation de Gal(F, /F,) lorsque celle-ci est (générique) réductible non
scindée ? Le but de cet article est de montrer que oui : lorsque ﬁf|Ga1(F7 /F,) st générique
réductible, nous montrons d’une part que certains des parameétres de [5] c6té GLo(F,,) sont
bien définis (sans aucune conjecture) sur la partie p;-isotypique du H 1 ¢tale ci-dessus, et
d’autre part que leurs valeurs permettent de retrouver effectivement I’extension précise
entre les caractéres de ﬁf|Gal(FT IF,) Notons que ce genre de résultat n’a d’équivalent ni
modulo ¢ # p (puisque génériquement il n’y a pas d’extension non scindée entre deux carac-
teres de Gal(F,/F,) modulo ¢ # p) ni modulo p pour Gal(Q,/Q,) (puisque génériquement
il y a alors une seule extension non scindée).

Enongons maintenant plus précisément les résultats principaux de I'article. On suppose
donc F,, non ramifiée et on note k, son corps résiduel. On fixe une représentation continue,
irréductible, totalement impaire p : Gal(Q/F) — GL2(F,) et on suppose que p| Gal(Fy/Fy)
est réductible générique, c’est-a-dire de la forme (quitte a tordre par un caractére) :

nr, H w;«;,ry"{‘l "

Plea/r,) = ok, =T,
0 nr,
oury, € {0,...,p — 3} (non tous égaux a 0 ou a p — 3), w, est le caractere fondamental

de Serre associé au plongement o et nr,,nr, des caractéres non ramifiés. On peut alors
décrire explicitement p|g, 7,/ r,) par le truchement de son module de Fontaine-Laffaille
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contravariant :
[ (47 =Fpe 0B, f7 Firve M7 = F,p7)
o’:kw—»ﬁ
e’ = Qp,,e7°¢ — —
avec {cp( ) () ﬂv’g(faw_l Jw_l) ol Oy 5, Bu,6 € pr etx, , € IFp.
Pry o+1 = Pu,o +xv,ae

Maintenant, on suppose p modulaire, c’est-a-dire :
_\ déf . =
mp(p) = Homg 6.1/ p)) (p’h_n)lHét(XU,@’FP)(l)> #0
U

ou (Xy)u est une tour de courbes de Shimura sur F' associée a une algébre de quater-
nions D sur F' déployée en une seule des places infinies de F' ainsi qu’aux places divisant p
(U parcourant les sous-groupes ouverts compacts de (D ®7, Z) *). Sous quelques hypotheéses
techniques sur p (que nous n’avons pas cherché a optimiser, cf. début du §3.3), on peut
utiliser ’action de (D ®z Z) X sur mp(p) aux places différentes de v pour définir un « facteur
local » mp ,(p) en v qui est une représentation lisse admissible de (D ®p F,)* = GLy(F,)
sur F, (mais dont on ignore si elle ne dépend que de ﬁ|Gal(E / Fv)). Notons que I’on ne dispose
pas ici a priori d'une factorisation de 7w (p) « a la Flath » (bien que cela soit conjecturé, cf. [8,
Conj. 4.7] et le §3.1), d’ou la nécessité de définir soigneusement ce facteur local wp ,,(p).

Si J est un sous-ensemble des plongements de k, dans F,, on définit la « frontiére
de J» F(J) comme I'ensemble des plongements o : k, — F, tels que ou bien o € J
etoop t¢ J,oubieno ¢ Jetogop ! e Jou p est le Frobenius usuel 2 +— 2P sur k,.
Notons I(@p, ) le sous-groupe de GLy (0, ) des matrices triangulaires supérieures modulo p
etI;(Op,) C I(OF,) celui des matrices unipotentes supérieures modulo p. Le premier théo-
réme associe a mp ,,(p) certains invariants z(.J) de IE‘T,X qui apparaissent naturellement dans
les diagrammes de [5, § 13] (bien qu’ils n’y soient pas explicités).

THEOREME 1.1. — Soit J tel que F(J)N{o,z,, =0} =@. Il existe a scalaire prés
un unique vecteur v € Tp ,(p)* 9% non nul sur lequel 1(O,) agisse par le caractére
Moeso* Tlogso™ @ peso ™ Tlogso?" de NOr,)/1(Or,) = KX x KX et un unique
élément x(J) € EX tel que l'on ait I'égalité dans wp ., (p) :

> (T otr=) (1) (0 2)o=stn s (T otor) (B2

s€k, ~oeJ s€ky, ~o¢J

oul [s] est le représentant multiplicatif de s dans O,

Lorsque {o,z,,, = 0} = &, les invariants z(J) ci-dessus sont les seuls invariants de [5],
mais il en apparait bien d’autres lorsque {0, z, , = 0} # @. Les résultats de [S] montrent
par ailleurs que I'on peut construire des représentations lisses admissibles de GLy(F,, ) sur F,,
avec le GLa (O, )-socle correspondant a ﬁ|Ga1(FT /F,) ©t des valeurs presque quelconques de
ces invariants z(J) (voir §2.6), de sorte que les valeurs prises par les scalaires z(J) du
théoréme 1.1 ne peuvent pas du tout étre prédites a priori. Le deuxiéme théoréme donne ces
valeurs précises.
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THEOREME 1.2. — Soit J tel que F(J)N{o,2y, =0} =, ona:

H mv,a‘(rv,o + 1)

ocJ
Z1
( a’UO’ /B’UG') e QJ TX.
z];[J al;[J H To,0(Tv,0 +1) ’
J¢J
cgop” teg

En particulier, on voit que ces valeurs sont locales, i.e., ne dépendent que de p|Ga1(FT, F,)
ce qui n’était pas évident a priori. Notons que les scalaires o5, By,o €t Ty o D€ sont pas dé-
finis de maniére unique (comme le lecteur peut immédiatement le voir en faisant un change-
ment de base sur M? qui respecte les structures), mais on peut vérifier directement que les
scalaires z(J) du théoréme 1.2 ne dépendent pas des choix faits. En particulier, on peut sup-
poser tous les a, , (resp. B,,») égaux a 1 sauf un, donné alors par nr} (p~!) (resp. nr,(p~ 1))
et, quitte a faire un changement de base, on peut également supposer que I'un des z,, , vaut 1
(du moins s’il existe un z,, , non nul, mais dans le cas contraire ﬁ|Ga1(FT /F,) st scindée et les
invariants z(J) donnés par les théorémes ci-dessus se limitent a nr, (p) et nr, (p)). Le lecteur
pourra alors vérifier, en prenant par exemple des J de la forme {0,050 ¢,...,0 0’} pour
o et j convenables, que 'on retrouve facilement les valeurs de tous les autres z,, , non nuls a
partir des valeurs des z(J) du théoréme 1.2 et des r,, , (cf. 1a remarque 2.1.2 (iii)).

Le travail récent d’Emerton, Gee et Savitt ([20], voir aussi [3]) montre que, sous nos hypo-
theses, la GLy(F),)-représentation 7p ,(p) contient un des diagrammes construits dans [5];
notons-le D, (p). Une conjecture naturelle supportée par le théoréme 1.2 ci-dessus est que
D, (p) est entieérement local, c’est-a-dire ne dépend que de la restriction de p a Gal(F, /F,)
(c’estdonclecassi{o, z, , = 0} = @). Sil’on est optimiste on peut méme penser que toute la
GLy(F,)-représentation 7p ,,(p) pourrait elle-méme étre locale. Bien que nous espérions que
ces énoncés soient vrais, nous avons néanmoins choisi de ne pas les présenter sous forme de
conjectures. Une raison est que, en dehors des résultats de cet article et de I’article de Hu [29],
nous ne savons pour 'instant rien de plus sur les diagrammes D, (p), qui demeurent donc en
général largement mystérieux (sans parler des GLo (F, )-représentations mp , (5)).

Disons quelques mots sur les preuves des théorémes 1.1 et 1.2. Le cceur du théoréme 1.1

est de montrer que le poids de Serre (Sym™° F, ) (voir § 2.1 pour les notations)

ak<aF
apparait avec multiplicité un dans le GLQ(@FU) socle de mp ,,(p) (le fait qu’il apparaisse était
essentiellement déja connu). Cela se démontre en utilisant les techniques de multiplicité un
issues de la méthode de Taylor-Wiles comme inauguré par Fujiwara ([23]) et I'un d’entre

nous ([16]). Un deuxiéme ingrédient essentiel est que la représentation de GLy(OF, ) sur F, :
in dGL2(QF“ (Ha” 1 HU“’ 7 R Ha’"“ o Ho” 1)
oceJ ogJ oceJ o¢J

n’a qu’un seul de ses constituants qui apparait dans ce GLy (@, )-socle : a savoir le poids de
Serre @, (Sym"~ IET,Q)" ci-dessus. Cela se déduit par exemple directement de [25] et d’'un
calcul facile (mais peut aussi se démontrer de maniére plus élémentaire sans utiliser [25]).
Une fois ces deux ingrédients disponibles, I’existence de z(J) se raméne essentiellement a de
la théorie des représentations (cf. proposition 2.6.1).
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Le ceeur du théoréme 1.2 est un calcul local coté Gal(F,/F,) et un autre c6té GLy(F,).
Coté Gal(F,/F,), on calcule la réduction modulo p des valeurs propres du Frobenius (mul-
tipliées par les bonnes puissances de p) sur les modules de Dieudonné des représentations
potentiellement Barsotti-Tate de Gal(F,/F,) de donnée de descente

([Iwz [TwseT@ ([Jws [Tws™

oeJ o¢J oeJ o¢J

relevant p|g, 7 /r,) (['] est le représentant de Teichmiiller). Cote GLz(F)), on calcule la
réduction modulo p d’un scalaire Z(J) € Z,, défini essentiellement comme le scalaire z(J)
du théoréme 1.1 mais a 'intérieur de la série principale lisse usuelle en caractéristique 0
associée (par la correspondance de Langlands locale classique) a la représentation de Weil-
Deligne d’une représentation potentiellement Barsotti-Tate comme ci-dessus, au lieu de la
représentation mp ,(p). Comme ce calcul fait intervenir les valeurs propres du Frobenius
via la compatibilité local-global classique ([38]), en mettant bout a bout les deux calculs,
on obtient la formule du théoréme 1.2. Signalons que ces calculs locaux ont été étendus par
Hu ([29]) pour déterminer les valeurs de quelques autres parameétres de [5] analogues aux
paramétres z(J).

Au passage, on donne aussi dans le cours du texte un résultat annexe qui a un intérét in-
dépendamment des deux théorémes ci-dessus. Méme lorsque D n’est pas déployée en v, on
peut définir un facteur local 7p ,, (p). On montre que cette représentation de (D ® g F,,)* est
alors toujours de longueur infinie (méme si F,, = Q,, cf. corollaire 3.5.4). La preuve utilise
P’existence de représentations irréductibles en caractéristique 0 de dimension (finie) arbitrai-
rement grande de (D ®p F,)*, le calcul de la réduction modulo p des types de Bushnell-
Kutzko présenté en appendice et des arguments de congruence. Evidemment, elle ne marche
plus si D est déployée en v.

Passons maintenant briévement en revue les différentes sections de 'article. La premiére
partie rassemble tous les calculs locaux et la seconde tous les résultats globaux (dont les deux
théorémes 1.1 et 1.2). Aprées des préliminaires (§2.1), on calcule explicitement aux §§2.2 et
2.3 le module de Fontaine-Laffaille contravariant de la réduction modulo p de certaines re-
présentations potentiellement Barsotti-Tate de donnée de descente [[ ], . Jw§_1H0¢ Jwer] @
([, e wie ]_[(ng swP™1]. Au §2.4, on en déduit le calcul de la réduction modulo p des valeurs
propres de Frobenius mentionné ci-avant (théoréme 2.4.1). Au §2.5, on calcule la réduction
modulo p des invariants Z(J) dans les séries principales modérément ramifiées provenant
des représentations potentiellement Barsotti-Tate des §§2.2 et 2.3 (théoréme 2.5.2). Au§2.6,
on donne des conditions suffisantes pour pouvoir définir (abstraitement) des invariants z(J)
comme dans le théoréme 1.1, on rappelle des résultats de [5] et on donne le résultat local sous
sa forme finale (corollaire 2.6.5). Au §3.1 on introduit le cadre global et la représentation
mp(p) ci-dessus. Au § 3.2, on rappelle (et généralise trés 1égérement) des résultats de Barnet-
Lamb, Gee et Geraghty ([24, 1, 2]) sur 'existence de représentations galoisiennes globales
modulaires avec certaines conditions locales fixées que I’on utilise pour déterminer quand
mp(p) est non nul (corollaire 3.2.3). Au §3.3, on définit le facteur local 7p ,,(p) précédent.
Au § 3.4, on introduit les anneaux de déformations de représentations galoisiennes locales et
globales qui serviront a la preuve du théoréme de multiplicité un. Aux §§3.5 et 3.6, on in-
troduit les systémes de Taylor-Wiles dont on a besoin puis on les utilise pour montrer qu'un
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certain module est libre de rang 2 sur 1’algebre de Hecke (théoréme 3.6.3). Au § 3.7, on en
déduit le théoréme de multiplicité un (théoréme 3.7.1), puis on ['utilise (ainsi que tout ce qui
précede) pour démontrer les théorémes 1.1 et 1.2. Enfin, en appendice, on calcule la semi-
simplification modulo p des types de Bushnell-Kutzko (ou K-types) pour GL2 ou pour les
unités d’une algebre de quaternions.

On achéve cette introduction avec quelques notations générales. Dans tout le texte, E est
une extension finie de Q,, qui désigne le corps des coeflicients, &g est son anneau d’entiers
et kg son corps résiduel. On suppose toujours E « suffisamment grand » (cela sera explicité
dans le corps du texte). Tout ce qui est réduit modulo une uniformisante wg de Oy est
surligné : par exemple, si z € O, T est sa réduction dans kg, si M est un &g-module, M
désigne M /wg, etc.

On note ¢ le caractére cyclotomique p-adique usuel et w (plutdét que £) sa réduction
modulo p. On note [z] le représentant multiplicatif d’un élément x d’une extension finie de IF,.
On normalise I’application de réciprocité de la théorie du corps de classes local en envoyant
les Frobenius géométriques sur les uniformisantes.

Si L est une extension finie de Q, d’anneau d’entiers @), on note B(L) C GLy(L) le sous-
groupe des matrices triangulaires supérieures et I(6,) C GLo(@1) (resp. 11 (8r) C I(O1)) le
sous-groupe des matrices triangulaires (resp. unipotentes) supérieures modulo une uniformi-
sante de 0.

Les autres notations seront introduites au fur et a mesure des besoins.

Les auteurs remercient Toby Gee pour leur avoir signalé les résultats récents de [2] et [25]
qui leur ont permis d’alléger les hypothéses techniques dans les énoncés globaux, ainsi que
Colin Bushnell et Guy Henniart pour leur avoir signalé des références utiles pour ’appendice.
Ils remercient également deux rapporteurs anonymes pour leur lecture minutieuse et leurs
remarques pertinentes.

2. Résultats locaux

2.1. Quelques préliminaires

Cette partie contient divers rappels, notations, définitions et résultats élémentaires qui
seront utilisés dans la suite.

On désigne par L une extension finie de Q, non ramifiée de degré f > 1 et d’anneau
d’entiers @1, et on suppose que le corps des coefficients E est tel que | Hom(L, E)| = f. On

pose q « pf et onnote ¢ le Frobenius z +— ? sur F,. On note J 'ensemble des plongements
de F, dans kg (qui s’identifie a I'ensemble des plongements de L dans E puisque L est
non ramifiée). Si o € , on note w,, le caractére (fondamental) induit sur Gal(Q,/L) par o
compos¢ avec :

Gal(@,/L) — Gal(L[*' V/=)/L) = F}, g+

Via le corps de classes local on a w,(p) =1 pour tout o € J. On note [o] : F, — O le

caractere multiplicatif tel que [o](x) ) [o(z)] pour z € F, et nr(y) le caractére non ramifié
de L* ou Gal(Q,/L) envoyant p sur y.
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On fixe une représentation linéaire continue p : Gal(Q,/L) — GLz(kg) réductible et
générique au sens de [5, Def. 11.7], ¢’est-a-dire de la forme :

(nr()\) Hw;")w *
= oed ®0
0 nr(u)
ou\u € ki, ro € {0,...,p — 3} avec (ro)pey # (0,...,0),(p —3,...,p — 3) (ce qui
implique donc p > 3) et 0 : Gal(Q,/L) — kj. Quitte 2 modifier A et i, on ne restreint pas

la généralité en supposant §(p) = 1. La représentation p ® 6! est alors toujours dans la
catégorie de Fontaine-Laffaille, ¢’est-a-dire s’écrit :

p® 0" = Hompy o, (M, Acyis ®z, Fp)
ou M est un p-module filtré de Fontaine-Laffaille ([22]) de la forme M =T[, ., M,
Fil'M = || oy Fil' M7 avec pour o € J :

M = kge® ® kg f°

Fil'M° = M° i<0
Fil'M? = kg f° 1<i<ry,+1
Fil'M? =0 re +2 <4,

1

(2.1 {sp(e”) = ,e7°%

Oro1(f7) = Bo(F7°F +a,e7°% ),
ol a,,fBs € ki etz, € kg.

On pose :

_\ déf
22) 2(p) % {0 € &, 2, = 0}
et on note que Z(p) = (J si et seulement si p est scindée.

Les scalaires oy, 85,2, ne sont pas bien définis mais on voit que 1’on doit avoir par
exemple ([T, B,)™* = Xet ([[, @s)~' = p, de sorte que les deux scalaires (], 8,) " et
(I1, @)~ ne dépendent que de p (i.e., ne dépendent ni de 6 ni de I'écriture (2.1)). On voit
aussi que ’ensemble de plongements Z(p) ne dépend que de p. Plus généralement, on a le
lemme élémentaire suivant, dont la preuve est laissée au lecteur comme (plaisant) exercice.

LEMME 2.1.1. — Pour tout J C J tel que Z(p) N {o € J,0 ¢ Jyoop™t € J} = &, les

scalaires :
Il =

oeJ

-1 -1

< a, ﬁa) o # o
o¢J
cop~ted

ne dépendent que de p.
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REMARQUE 2.1.2. — (i) Noter les deux cas extrémes J = @ et J = ( qui correspondent
aux deux scalaires ci-dessus (lorsque Z(p) = {, i.e., lorsque p est scindée, ce sont d’ailleurs
les deux seuls cas du lemme).

(i1) Lorsque p est scindée (ce qui n’est pas le cas important de cet article), il y a deux
possibilités pour (A, 1, (1) ey, ), Vautre choix étant (4, A, (p—3 =70 )oey, 0 [, wre 1),
Nous choisissons dans ce cas une des deux possibilités.

(iii) Pour J fixé, le scalaire correspondant du lemme 2.1.1 est non nul si et seulement si I’on
adeplus Z(p)N{o € J,0 € J,000~ ! ¢ J} = @.1lest facile de voir que I’'on peut retrouver p
(a torsion prés par un caractére de la forme [] . 4 wo”) a partir de la connaissance des 7,
de Z(p) et des valeurs de tous les scalaires du lemme 2.1.1 (voir la discussion de I'introduction
apres le théoréme 1.2).

On rappelle qu’un poids de Serre est une représentation irréductible de GLo(81),
ou de manicre équivalente de GLy(F,), sur kg. A torsion prés par un caractére, il est de
la forme @, s(Sym*®” k%)7 ol s, € {0,...,p — 1} et ou GLy(FF,) agit sur (Sym™ k)”
viao : F, < kg et 'action sur la base canonique de k2. A toute représentation 7 de dimen-
sion 2 est associé¢ dans [8] un ensemble de poids de Serre que I'on note P(p). Dans le cas
ci-dessus, par [3, Prop. A.3] (voir aussi [11] pour un résultat a posteriori équivalent), c’est
I’ensemble des poids de Serre :

(R (Sym* £3)°) ® ( I oo dét_(s"“)) ® 0 0 dét
oced copel

pour lesquels il existe I C Z(p) tel que :

nr(\) H wiotl *

copdl 90 [ wyt.

So+1
0 nr(uw) H ws sopel
cgopel

IR

I

Avec nos hypothéses sur les 7, on a |D(p)| = 2!4®)I. De plus on a toujours

(Q)(Sym™ k%)) ® 0 0 dét € D(p).
oced

Pour J C ¢J, on définit les caractéres multiplicatifs de F¢ a valeurs dans Oy :

() E Bl [T 1) [Tl

(23) ) oeJ o¢J
0'(J) = Bl [Tl T lo]
oceJ o¢J

Les hypothéses sur r, entrainent n(J) # n'(J). Notons que n(J\J) = n'(J) pour tout J et
que 77'(2) = ([T, ey w§")0)|[qu] = ((nr) [Tyey wf,")@)h]qu] et (@) = Ol px) = (nr(w)0)|px)-

Nous aurons besoin du lemme qui suit (un calcul élémentaire laissé au lecteur).
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LemME 2.1.3. — Onan(J) =n'(J) [I,c4lo]° ou

co=p—2-1, sic¢Jetocop teld
co=p—1—-r, sic¢Jetcop=t¢J
Co =75 +1 sic€Jetogopt g J
Co =Ty sic€Jetoop leld

On note n/'(J) @ n(J) : I(0) — O le caractére :

(2.4) ( b) ol (1) @n(T)(d)
pcd

et indﬁgi()m) 7' (J) ® n(J) le E-espace vectoriel des fonctions f : GLy(81) — E telles que :

f(kE') = (n'(J) @ n(1)) (k) f(K)

(k €eI(0r), k' € GLy(0L)) que 'on munit de I’action a gauche de GLy(8)y,) par translation
a droite sur les fonctions. Notons que cette action se factorise par GLy(F,). On note de méme

indﬁgi()%) 7' (J) @ 7(J) le kg-espace vectoriel des fonctions f : GLy(0L) — kg telles que
fkEY = (@' (J) @ 5(J))(k)f(k') muni de la méme action de GLy(#). Rappelons que,
f(%i ()OL) 0
ﬁ;i()@” 7' (J) ® 7(J). En effet, ses constituants sont naturellement
indexés par un certain sous-ensemble de cardinal > 2 de I’ensemble des parties de J (qui
coincide génériquement avec I’ensemble des parties de f), cf. [5, § 2] ou [3, § 2]. Par exemple

son socle (irréductible) correspond a & et son co-socle (ibid.) a .

si la E-représentation ind (J) ® n(J) est irréductible, il n’en est pas de méme de

la kg-représentation ind

Pour J C J, on pose :
(2.5) F(J) dZéf{O‘E(,J,O‘EJ,O'OQO_l gJJYl{ccfo¢ Joop teJ}

(F(J) pour « Frontiere de J »). On note que |F'(J)| est toujours pair (éventuellement nul) et
que 'ona F(J\J) = F(J).

LEMME 2.1.4. — Soit J C J tel que Z(p)NF(J)=@. Un seul des constituants de
indlczléi()m) 7' (J) ® 7(J) est un poids de Serre associé a p, et c’est ( Qe y(Sym™ k%)) @ 0 o dét.
Dans l'indexation ci-dessus, il correspond a J\J.

Démonstration. — Fixons o¢ € . Pour j € {0,..., f — 1}, I'indice j dans cette preuve
signifie oy o ¢’/. Le socle de indleéi()m)ﬁ’ (J) ®m(J) est irréductible, donc est un poids
de Serre qui, par le lemme 2.1.3 et avec les notations de [3, § 4], correspond au f-uplet

A= ()‘j(l’j))je{o,..‘,f_l} avec :

N(zj)=p—2—a; siogop! ¢ Jetogop/™t e J
(2.6) (@) =p—1-1; Si00°<PJ:¢Jet00090Ji_1¢J
Aj(zj) =z;+1 Sigoowl € Jetopopi—t ¢ J
Aj(z5) = z; Siopop € Jetogow-le ]
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(attention : ici z; est une variable formelle comme dans [3, § 4] et ne désigne pas I’élément
Tyopi € kg de (2.1)), C’est-a-dire qu’il s’agit du poids de Serre :

f-1 ]

() (Sym™ 9 k2)70°¢") ® g (dét) M ro--Ts-1)0 o dét

§=0
ou GLy(F,) agit sur le j-iéme facteur du produit tensoriel via og o 7 et ou e()) est défini
comme dans [3, § 4]. Par [5, § 2] (en particulier [5, Lem. 2.2]) et (2.6), on en déduit que
(®,e 4(Sym" k%)% )®0odét est un constituant de indﬁgig@” 7' (J)@n(J) pourtout J C .
Par ailleurs on a par I’égalité (18) de [3, § 4] (attention que I'élément pj 11 = pgyop-i—1 € kE
de[3, (16)] soit égal @ 2507 = Tppops—i € kpen(2.1)):

2.7) 2(p) = {000 ¢’ j € T3}

Si\;(z;) € {p—2—=zj,z;+1},alorsogop? € F(J) par (2.6), doncogop? ¢ Z(p) (puisque
Z(p)NF(J) = @)etdonc j ¢ J5 par (2.7). En particulier les deux ensembles J™™ et J™max
de [3, Prop. 4.3] (cf. les égalités (19) dans la preuve de loc.cit.) sont tous les deux égaux a :

(28) {j € {0, . .,f - 1},)\j+1(1’j+1) € {p —-1- Tj41,Tj+1 + 1}} .

Par [3, Prop. 4.3], ’ensemble des constituants de indlcé]éi()m) 7' (J)®7(J) qui sont dans D(p)

est un singleton, nécessairement constitué du poids de Serre (&), ¢ 4(Sym" k%)°) ® 0 o dét.
Ce poids de Serre est indexé par {og o 7, j € J™in}, c’est-a-dire en utilisant (2.8) et (2.6)
par I’ensemble des o o 7 pour j tel que gg 0 pUTHD=1 ¢ J, c’est-a-dire par 4\ J. O

2.2. De Barsotti-Tate a Fontaine-Laffaille I

Cette partie et la suivante, qui seront utilisées au § 2.4, ont pour but de calculer le module
de Fontaine-Laffaille de représentations réductibles de Gal(Q,/L) sur kg provenant de
certains modules fortement divisibles (ou groupes p-divisibles) avec donnée de descente
modérément ramifiée.

On conserve les notations du § 2.1 et on fixe un plongement oy : F; — kg.

Comme dans [3, § 5], on pose e L pf —1et on note S le complété p-adique de I’enveloppe
aux puissances divisées de O[u] par rapport a I'idéal (u® + p)Og[u] compatibles avec les

puissances divisées sur I'idéal pOg[u], et Fil’S C S le complété p-adique de I'idéal engendré

par @ pour i > p. On renvoie a [3, § 5] (et aux références données dans loc.cit.) pour
le rappel de ce qu’est un ©)g-module fortement divisible et, sin,n’ : Fy — 0 sont deux
caractéres multiplicatifs distincts, pour la définition d’un & g-module fortement divisible de
typen®1n'.
On fixe n,n' : FX — 0 distincts et on note ¢ € {1,...,q — 2} 'unique entier tel que
n = ws,n', que 'on écrit ¢ = E{;()l cip’ avec ¢; € {0,...,p — 1} (¢; doit &tre vu comme ¢, o4i).
. . &f S . _ .
Pour j € {0,..., f — 1}, on note c\%) e Z:OI cr—(j—iyP' + Z{:jl ci—;pt €{l,...,q—2}.
On considére dans la suite des & g-modules fortement divisibles 7% de type n ® n" qui ont
la forme suivante :

. -1 — _ B
1) M = M7 x MT°%  x - x UTO°¥ avec M7°°? © = Segoo? " @ Se;°?

(il) Gal(L[/—p]/L) agit sur ef,o"‘fj (resp. eZ?o‘p_j) par 7 (resp. ')

—(f-1) J
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iii) pour tout j € {0,...,f — 1}, on a 'une des deux possibilités ci-dessous pour
(i) p i € H0,..., ; P P
Iapplication ¢; : Fillnoo°? " — oooe” T (ot I’on remplace o o o7 par j pour alléger
I’écriture) :

Fil' 7 = (S(e{, + ajuc(j)efl,) ® S(uf +p)ef],) + FilP S
(2.9) ©1(ed + ajUC(J)e'Z]/) =elt!

e Jy _ i+l

‘Pl((u +p)e7)’) - 67]’

Fillaw = (S(ue +pe] ® S(el, + ajue—c(”eg'?)) + RS
(2.10) e1((u® +plef) = e)t!

- el s i+1
p1(ey, + aju e)) = eff
pour des a; = a,0,-i € Op, et avec ae) et o’e), au lieu de ef ™' et effl dans 'image de ¢,
sij = f— 1 (pourdes a,o/ € O). On note I,, (resp. I,/) le sous-ensemble de ¢f formé
des o 0 o7 pour M = M7°°?" comme en (2.9) (resp. comme en (2.10)) et I (resp. I nx,)
le sous-ensemble de I, (resp. I,;/) des o o 07 tels que Gpop—i € @E.

Jusqu’a la fin de cette section, on fixe (ro),cy €t 6 comme au §2.1, c’est-a-dire
re €1{0,...,p — 3} pour tout o avec (r5)scy # (0,...,0),(p—3,...,p—3),etO(p) = 1.

DEFINITION 2.2.1. — Soit J C J et n(J), 0’ (J) comme en (2.3). On dit qu'un O g-module
Jfortement divisible M est de type J si M est comme ci-dessus avecn = n(J), n' = n'(J) et si
lona:

IiyCloedoopt ¢ J}

Ly Cloedoop e}

In(])\I;(J) - {0' S (J,O’ ¢ J,o Ocp_1 ¢ J}
Lyi\Ly iy CloedoeJoop™ e J}.

REMARQUE 2.2.2. — (i) Les modules fortement divisibles de type J sont donc des mo-
dules fortement divisibles de type n(J) ® n’(J) (au sens de [3, Déf. 5.1]) particuliers.

(11) Ona.[n(]) g {0' S (J,O'OQO_I ¢ J} et]n/(J) g {0' € (J,Uogo_l c J} OrIn(J) HIn/(‘]) = d
ce qui force en fait I,y = {0 € J,0 097 ¢ J} et Iy (jy = {0 € J,0 00~ € J}. En par-
ticulier on a toujours |1, 5| = [J\J| et [Ty 5| = |J].

(iii) Etre de type J implique en particulier a, € O} si o € F(J) (voir (2.5)).

(iv) Un module fortement divisible de type J est de type J\J si 'on échange « et o/,
netn’ etsil’on remplace c par e — c.

Nous montrons dans cette section et la suivante que les £ z-modules fortement divisibles
de type J sont exactement les ) g-modules fortement divisibles de type n(J) ®'(J) (au sens
de [3, Déf. 5.1]) tels que la représentation p = Hompyr o, (u, Acris ®z, Fp)¥ (1) (voir [3, § 6]
pour les notations) est réductible générique avec Z(p) N F(J) = @.
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PROPOSITION 2.2.3. — Soit p réductible générique et J C  tel que Z(p) N F(J) = &.
Soit M un O g-module fortement divisible de type n(J) @ n'(J) tel que :
p = HomFill,cpl (%7 A\Cris ®Zp ]Fp)v(l)
Alors M est de type J.

Démonstration. — Par le lemme 2.1.4 et [3, Thm. 8.1(ii)], on doit avoir ¢f = I,,(yy IT L,y
et:

In(J) = {0'090»0' € ‘J\J} = {U € dvoo(pil ¢ J}
On a donc aussi I,y () = {0 € J,0 09~ € J}. Par [3, Thm. 8.1(i)] si p est scindée, (2.7) et
[3, Prop. 7.3] si p est non scindée, on a Z(p) = {0 € J,a, = 0}. Avec Z(p) N F(J) = &, on
en déduit les inclusions :
In(J)\I;((J) Cloed,o¢ Joop ! ¢ J}
In/(J)\InX/(J)g{aed,aeJ,aocp_leJ}. O

Soit M un @g-module fortement divisible de type J, on pose :
déf _ _ .
@.11) {A d:'faHUEF(J) a, siog€eJ
er __, — .
A= l,cpyas sioo ¢ J

et on remarque que A € kj, par la remarque 2.2.2 (iii).

PrOPOSITION 2.2.4. — Soit J C J, M un Og-module fortement divisible de type J et

_ déf 7 A
p = Hompy: ,, (M, Acris ®z, F,)V(1). Ona:

= oed ® 0.
0 nr(A~laa’)

Démonstration. — On montre d’abord que Ji contient un sous-module libre de rang 1 fac-
teur direct stable par toutes les opérations (1 sur le Fil' induit et action de Gal(L[/—p]/L)).
On pose pour j € {0,...,f —1}:

el (i:éfE%(J) siogop U= e JetogopdeJ
el d:éféf],(‘]) sicgop U= ¢ Jetogop ™ ¢ J
o Lel ) —a e, sicgop U ¢ Jetogopd e J
el 4¢f €y~ nglup(e‘c(kl))éflu) siogop U™ € Jetagop™ ¢ J

en remplacant 6]111 par aﬁl(%)‘l (resp. Eﬁlg) sij = Oetog € J (resp. o9 & J).
Montrons que le sous-module Se® x --- x Sef~1 de J est stable par toutes les opérations.
La stabilité par Gal(L[</—p]/L) est élémentaire et laissée au lecteur. Considérons d’abord

les cas g 0 o7 € F(J). En utilisant :
e—c) 4 pcU=D =e(cs_j+1) = e+ eCyyop-i

¢D 4 ple— 0Dy = e(p—cr_j) = e+ e(p — 1~ Copops)
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on a par un petit calcul :
ue=" el € Fil' W si coop e Jetogop Ut ¢ J

(
u€

Pel e Fil'Tl siogo g™ ¢ Jetogop 0+ e g

(noter que cgoJ €1 nx( 7 dans le premier cas, cpo ™7 € I nx, ) dans le deuxieme). Comme
Cogop—i = Togop—i + 1 > 1 dans le premier cas, p — 1 — 5007 = Topop—3 + 1 > 1 dansle
deuxieme (cf. lemme 2.1.3), on vérifie que (rappelons que Fil'7U N Sed = ue—" e , Tesp.
Fil' U N Sel = ucmgej) :

o) ) _ .
pr(u ) = o1 (e ) = —a;e’ ™! dans le premier cas
@0 W _ — i
pr(uee?) = p1(u® e, ;) = —a;e’ T dans le deuxiéme

enremplaganta; para;_jasij = f—1letog € J,paras_ &’ sij = f—1letog ¢ J). Dans
p jparag J= parag J 4 .

les autres cas, ¢’est-a-dire og 0 =7 ¢ F(J), on vérifie qu’on a toujours ¢ (u¢e’) = e? T si

j<f—1,¢1(uef1) =ae’ sioyg € J, p1(ucef 1) = @’e’ siog ¢ J. Pour résumer, on a

donc:

gpl(ue—c(”ej) e —6]6.7“1‘1 Sl g © 80_] c J et 09 © ()0—(]4'1) ¢ J
(2.12) p1(ue”el) = —a;eitt  siggopTI ¢ Jetagop Ut €
p1(ue?) = e/tt siogopd ¢ F(J)

en multipliant a droite par @ sij=f —letog € J,para’sij=f—1letog ¢ J. Donc
Se® x -+ x Sel =1 est stable par toutes les opérations et Hompy1 ,, ( H;:é Sel, Aais @z, F,) (1)
est une sous-représentation de p de dimension 1 (sur kg). Notons

0<ji<jo<---<jJo—1<ju<f-—-1

les éléments de {0, ..., f — 1} telsque o9 0 =7 € F(J) (il y en a un nombre pair) et suppo-
sons d’abord oy € J. On a alors par le lemme 2.1.3 :

Copop—3 =P — 2 - Togop—i Slj = jZS
Copop—i =P — 1 —Tgi0p-i Slj2s—1 < J < Jas
Copop—i = Togop—i +1 Slj = j2871

Caoocp_J = Taoogo_j S1 j2s < .7 < j25+1

(2.13) pours € {1,...,t}

et en identifiant {jo; + 1,...,j2e41 — 1} a {jor + 1,...,f — 1} 11 {0,...,51 — 1}. Par [39,
Ex. 3.7] (et un petit travail de traduction), [3, (33)], (2.12) et (2.11),0n a :
fr v
Hompy o, < H Se’, Acris ®z, ]Fp> (1) = nr(A)ﬁ(J)wf,‘O

Jj=0
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t
ouh = Z pf =7+ Z pf 7 — Z Z p' I cyy0p-i. On explicite b

7¢{js,1<s<2t} j€{j2s—1,1<s<t} s=1 jas_1<j<ja2s
avec (2.13):
t
DDA DS Al CEL L S R DD DN (e CEt B PR)
J¢{d2s} J€{jas} s=1 jas—1<j<Jj2s

-1 ¢
=> 7= X P 1)
j=0

s=1 jas—1<j<ja2s

F-1
= pr_J - Z pf_](p -1- To'ooap*j)
=0

ooop—IigJ
f-1
= > P = D P 1)+ Y
coop—igJ coop—igJ j=0

donc wj = [l,¢;wi° Haww;(’kl) [L,eywo. Comme 7(J) = O[], wi Il w5

(cf. (2.3) vu coté Galois), on a bien :

(2.14) (J)wl, = 0w [] wie

La forme du quotient de p se déduit de son déterminant, qui, vu les hypothéses sur i,
est wnr(aa ) n(J)7'(J) = 6%wnr(aa’) [yeyws (cf. (2.3)). Le cas og ¢ J est strictement
analogue au cas o € J et laissé au lecteur. O

Une des conséquences de la proposition 2.2.4 (et des hypotheéses sur les r,) est que p est
en particulier générique au sens de [5, Def. 11.7], et donc est comme au §2.1.

2.3. De Barsotti-Tate a Fontaine-Laffaille 11

Dans cette partie, on détermine complétement le module de Fontaine-Laffaille contrava-
riant de la représentation p ® #~! provenant d’un &)z-module fortement divisible de type .J.

On conserve les notations du §2.2. La preuve de la proposition qui suit est contenue dans
celle de [4, Prop. 5.1.2] (en particulier, notons que par rapport a [3, §7] nous tenons compte ici
dans les modules fortement divisibles des torsions par des caractéres de Galois non ramifiés).
Pour la commodité du lecteur, nous redonnons les détails dans le cas particulier qui nous
concerne.

PROPOSITION 2.3.1. — Soit J, M et p comme dans la proposition 2.2.4. Onap @ 0~ =
Hompiy- . (M, Acris ®z, Fp) o M est le module de Fontaine-Laffaille :

M = M x M7 x ... x Mooor 7Y

4¢ SERIE - TOME 47— 2014 - N° 5



FORMES MODULAIRES DE HILBERT ET VALEURS D’EXTENSIONS 919

avec (cf. (2.11) pour A) :

—J —J =3
M = kpuooo? @ kpwoo?

Fil' Mooow ™’ = ppooce™” i<0
Fil' Mo0o? ™ = kpwooor ™’ 1<i<Topop-i +1
Fil' Moo =0 Togop—i +2 <

—-(+1)

_; iy G 0<3<f=-2
o, 1 (wooo® a) — o00% G+ Ajvaoo"’ G+1) <j<f

—(f-1) 1=
{QO(UUOO"D ):Aa 10/ 1,00'0

—(f-1) -1
Saraooso*(ffl)‘f‘l(wa-oow ) = A wUO - Af_lvgo

{9"(@‘“”‘5 = po0°®

cgop—J

ou:
Ay =Tgpop-s |] (-8,2,-) sicoop™ & F(J)
0<i<j—1
(215) B ogop "€F(J) B ' »
AJ = a’aologp*j H (_aafo‘p*i) SLOg o Te F('])
0<i<j—1

goop teF(J)
en multipliant le membre de droite de (2.15) par Aa= ‘e =1 sij = f — 1.
Démonstration. — On pose 7(J) 0= n(J), 7(J) € [0=1)n'(J) pour J C . On

définit d’abord une suite (75 )¢ avec n, € {n(J),n'(J)} comme suit:siJ = @, 7, L 7' (J)
pourtouto € 4, siJ =, 9, L 7(J) pour touto € JetsiJ ¢ {&,J}:

e E (), Nyopr 7 (J) siceJetoop™¢J
(2.16) e CT (), Nyop—r L 7i(J) siocg¢Jetoop el
No = Noop—1 sio ¢ F(’])

Un examen facile de (2.16) montre que 'on obtient n, = 7j(J) sioc € Jetn, =7/ (J)sio ¢ J.
Par ailleurs, par la définition 2.2.1 et [3, (32)], on voit que (2.16) implique 7,,0,-5 = 1; pour
toutj € {0,..., f— 1} oun, est comme dans [3, § 6]. Supposons d’abord oy € J dans ce qui
suit, ce qui revient donc a ng = 77(J). Par la proposition 2.2.4 et (2.14), on a :

(P07 (1) @i(Nwg,w " = (po o) @nr@@ @),

Le module de Fontaine-Laffaille contravariant de p ® 6! est donc donné par les formules
a la fin de la preuve de [3, Prop. 7.3] tordues (cdté Galois) par nr(aa’). Nous explicitons
complétement ce module dans ce qui suit. La définition 2.2.1 et ce qui précéde donnent les
équivalences :

opo @ EIWX(J) et n; =17(J) © gpop I € Jet ogop Ut ¢ J

)
) @ ogop I eJet ggop Ut e g
Sogop I Jet ggop Ut e J

S ogop I g Jetagop Ut ¢ J.

gpop I € Loy et my =n(J
gpop I € I;,(J) et n; =1 (J)
)

opop € Iy ety =70'(J
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Avec le lemme 2.1.3, on Voit donc que le module de Fontaine-Laffaille contravariant
M =M x - x M°°¢ """ dela preuve de [3, Prop. 7.3] (tordu par nr(aa’) coté Ga-
lois) est donné par Mooy = kgeo°¥ "ok g fo0°¥ = = kpe! @ kpf’ avec (la définition
de la filtration étant implicite) :

el) = eltl —q. fitl . .
{w( ) ]f si [o1) Ogoij cJet oo 0907(-74‘1) ¢ J

SOTJ'-H(fj) = fj+1

(p(e]) = ej+].

Crea(f7) = 741 — et

(ijJrl(ej) = eit1

<p(fj) — fj+1 —Ejej"'l
{%jﬂ(ej) =it — g, fit!

e(f7) = fI*

sicpop ™ e Jetogop Ut e g
siocpop ™ ¢ Jetogop Ut e g
si g © (p_j ¢ J et 0g © ¢_(j+1) §é J

OUTj = Toyop—i, Bj = aaow ietavec " tel eta ! fO aulieu de e/t et fi+1 dans 'image
de p et @p, 41 81 f — 1 (les formules précises avec &’ et @ pour j = f — 1 ne
sont pas explicitées dans la preuve de [3, Prop. 7.3] ou I'on se contentait de décrire I’action
de I'inertie seulement, mais un petit calcul les donne en notant que 1’on a ici tordu coté
Galois par nr(aa’), ce qui revient coté Fontaine-Laffaille a multiplier pet oy, 41 par (aa’) !
aucran j = f —1). Pour j € {0,...,f — 1} onposef’J = fJ siocgpop I e Jet fI 2 e
siocgop ™ ¢ J.Pourj e {l,...,f—1} onpose:

el

el def e siogo gaf(jfl) eJetogo 907]- eJ
el dﬁf f] siog o 30_(j_1) ¢ Jetogo <P_j ¢ J
/J dﬁf e]' _ a] 1fj si ) Sa*(j*]-) c Jet agg © 907-7 ¢ J

eli & fi—aj_1e? sicgop U ¢ Jetogop I €J

etpourj =0:

{6’0 4 g0 siogop~ -1 e g

0Ll —al (Z)f0 siogop U ¢ g

en se souvenant que oy € J par hypothése. Un calcul au cas par cas, un peu laborieux mais
sans difficulté, donne alors ((e’®) = e’ puis :

15 — oi+1 ; -i-D ¢ F
=t simep U gRG)
p(e) = —a;_1e"*!  siogop~UTY e F(J)
Or+1(f17) = fIFE —aett siogop™d ¢ F(J) 0<j<f-2
oryr1(f7) =a; t fIT —a; eIt siggo T € F(J) T
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( )=a""e siocgpop =2 e Jetogop= U=V eyJ
( ) = _affza/_lelo sl gg o (p_(f_z) ¢ Jetogo (p—(f—l) cJ
pef 1) = —as_ @ 1e sicgop= =2 ¢ Jetggop= =D ¢ J
(e V) =as sa;_ 1@ e sicpop D e Jetggop U ¢ J
Crp a1 (fF ) =@ 10 g @ e siggop U ey
{%f1+1(f’f N=atalfo+a e sicgop UV ¢
Lorsque f = 1, on obtient simplement

(p(e/()) — a/—lelo
‘Pro+1(f/0) — a—lflO _ an/_lelo.

Le changement de base :

déf -1 déf —J déf _ P, .
oo & 6/07 %0°% 1ef 6’1, 700¥ 1ol < H (_ai)> e si2 <j< f—l

0<i<j—2
agoop  "EF(J)

dsf -3 déf _ P )
wo = f1° woor T = < H a; 1) fAsit<j<f-1
0<i<j—1
ogoop” *€F(J)
donne alors par un calcul facile exactement la présentation de ’énoncé (en remarquant que

o001 € F(J) sietseulementsiogo =~V ¢ Jetque [[ o<icr1 (—@) = [l,es@0
goop teF(J)
car |F(J)| est pair). Le calcul lorsque oo ¢ J est analogue (on peut aussi utiliser la re-

marque 2.2.2 (iv)). O

Si J, M et p sont comme dans la proposition 2.3.1 (ou la proposition 2.2.4), on voit
avec (2.2) et (2.15) que 'on a :

Z(p) = {UO ° @_jaaaooip_j = 0} = {U € (Ja Gy = 0}
(ce résultat découle aussi de [3, Thm. 8.1] (cas scindé) et de [3, Prop. 7.3] et (2.7) (cas non

scindé)). En particulier, on a toujours Z(p)NF'(J) = @ par la remarque 2.2.2 (iii) si p provient
d’un Og-module fortement divisible de type J.

2.4. Valeurs propres de Frobenius

On calcule la valuation et le « coefficient dominant » des valeurs propres de Frobenius sur
le module de Dieudonné d’un groupe p-divisible provenant d’un & z-module fortement divi-
sible de type J dont la représentation galoisienne résiduelle associée est réductible générique.

On conserve les notations des sections précédentes. Le théoréme suivant est le résultat
local clef de cet article.

THEOREME 2.4.1. — Soit p réductible générique, J C J et M un Og-module fortement
divisible de type J tel que p ~ Homp (M, Acris ®z, Fp)¥(1). Soit G le groupe p-divisible
avec donnée de descente correspondant a M et D le module de Dieudonné contravariant associé
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a G. Alors la valeur propre de of sur la partie isotypique de D pour le caractére n'(J) de
Gal(L[/—p]/L) est égale a pV’la’ ou o' € OF a pour réduction dans k},

Hxa

UGJ

(2.17) 1)2|F(J)| 8, Loop=tgs
(e Ilee) =

0¢J
cgop™ teg

avec (o) ey, (Bs)ocy €t (To)oecy comme en (2.1).

Démonstration. — Le module de Dieudonné D vérifie D = M ®s E ou la fléche S — Op C E
est le morphisme de @) g-algebres qui envoie u et ses puissances divisées sur 0. En revenant
a la définition de I,, et I,y en (2.9) et (2.10) (pour (n,n") = (n(J),n'(J))), on voit que la
valeur propre de o/ sur la partie isotypique de D pour le caractére n'(J) de Gal(L[¢/—p]/L)
est p!lv@la/. Mais on a || = |J| par la remarque 2.2.2(ii). Il reste donc a démon-
trer (2.17).

Notons d’abord que le terme de droite en (2.17) est dans kj; (car Z(p) N F(J) = &, cf. fin
de la section 2.3). Comme il ne dépend que de p et de J par le lemme 2.1.1, il suffirait de
montrer (2.17) avec le module de Fontaine-Laffaille de la proposition 2.3.1. Néanmoins,
comme nous avons laissé la preuve du lemme 2.1.1 au lecteur, donnons ici une preuve directe
de I'identité (2.17) qui n’utilise pas ce lemme. Fixons un plongement oq : F; — kg. En
explicitant le changement de base qui permet de passer du module de Fontaine-Laffaille
contravariant de p® 6~ du §2.1 a celui de la proposition 2.3.1, on voit que I'on a les
égalités o’ = Ap et A = X (notons que, si p est scindée, il y a deux choix de § comme dans
la remarque 2.1.2 (ii), mais une fois que I’on a fixé I'un de ces choix, on a ces égalités en
considérant le module de Fontaine-Laffaille correspondant). De plus par (2.11) on a :

(2.18) —,uHa(,mooeJ a—)\Ha si og & J.
o€F(J) oEF(J)

.. _ dét dsf déf
Nous allons expliciter HUGF(J) a,. Posons a; = Qggop—is Bi = = Bogop—i €t T; = Togop=is
onvoitquel'onaaussi A; = —([[oc;<; 2)a; pour0 < j < f—2etAp_y = —A"lzy_1. Un

calcul immédiat a partir de (2.15) donne alors pour j € {0,..., f — 1} (avec @; = Gyy0p-i) :

=[] 2 [I @ sioop’¢FW)

I e ) .
0<i<j 0<i<j-1

(2.19) 0,70 L SF D)
a; = —m_ll_[ H (—a;?) si opopd € F(J).
0<i<j Bi 0<i<j—1

ooop teF(J)

Comme dans la preuve de la prop. 2.2.4, notons 0 < j; < jo < -+ < Jop—1 < Jor < f—1
les éléments de {0, ..., f — 1} tels que og o ¢~/ € F(J). Nous allons déduire de (2.19) par
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récurrence les formules pour 1 < s < 1|F(J)|:

s—1 [ 1
(0 (T
o J2i .
Bi) - : Bk
0<i<jos_ i=1 0<k<jos_
(220) @@y, = (1) -  —
Ljos—1 s—1
T Sk
J2i—1
i=1 | o<k P4/ |
o -
ag
x]Zzl( H ﬁk)
_ i=1 0<k<jai
2.21 a;.a;, --a;, = (—1)° = 2 =
7192 J2s R
e T 5
Ljos H .
i=1 | 0<k<jnis Dk |

Pour s = 1, I’égalité (2.20) est juste la deuxiéme égalité en (2.19) pour 5 = j;. Montrons
comment (2.21) se déduit de (2.20). La deuxiéme égalité en (2.19) pour j = jaos se récrit :

o 2s—1
- _ -1 il ——2
Qjas = $j2s( H ﬂ) H aj; -
0<i<jas T i=1

En multipliant des deux cotés par a;, @;, - - - @;,, , on obtient :
_ _ —1 (70 A _ —1
@y Ajy Ay, = T, ( 11 f) (@, @y, - @jyy )
0<i<yas ©
En remplacant @;,a;, - - - @;,, , a droite par la valeur donnée en (2.20), on obtient exacte-
ment (2.21). En utilisant la deuxiéme égalité en (2.19) pour j = j511, on montre de manicre

analogue (2.20) pour s + 1 a partir de (2.21) pour s. En appliquant (2.21) a s = ¢, on a en
particulier :

Ljoia < H Z:)

0<k<j2:

!

[F(J)]|

[N

H G, = (—=1)z1FI

1
FIF ()

ceF(J) < H Qg
l‘jQ, —_—
‘ ﬂk)

=1 0<k<j2i—1

=

qui se récrit, en distinguant les deux cas op € Jetog ¢ J :

Il e

oceJ

op—1
I a-= (_1);|F<J>|<H Za)w Soged
cEF(J) ogg 77 H Lo
o¢J
gop~teJ

IT =

LR @ Z%{EJ
a=_1m< ) o
AL e =0 L) T, e

oeJ
cop l¢J
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Avec (2.18) on en déduit (2.17) puisque p = [, sa; et A = ngdﬂgl. O

REMARQUE 2.4.2. — Pour J = J,ona@ = ([[,c40,)"" = petpour J = &, ona
E’ = (HO'EJ ﬂo’)_l = )\

2.5. Séries principales et sommes de Jacobi

On calcule la réduction modulo p de certains invariants associés aux séries principales
modérément ramifiées de GLy(L) sur E provenant des représentations de Gal(Q, /L) issues
de certains @) g-modules fortement divisibles de type J.

On conserve les notations précédentes. On note val la valuation p-adique (sur une exten-
sion finie de Q) normalisée par val(p) = Let | - | < qm%.

Rappelons d’abord le théoréme suivant dii a Stickelberger qui donne la valuation p-adique
ainsi que le « coefficient dominant » de certaines sommes de Jacobi.

THEOREME 2.5.1 ([34]). — Soit a, b deux entiers tels que 0 < a,b < g — 1 et g — 1 ne divise
pas a + b. Ecrivons :

f-1 f-1
a=) vaj, b= p'b
j=0 §=0

-1
a+b=>Y pla+b);+(qg-1)Q
§=0
ouaj,bj,(a+b); €{0,...,p—1} et @ > 0. Soit og : Fg — kg un plongement quelconque.
On a dans Og :

> loo(s)*[L = oo(s))" = Up* + C
s€ly

F-1
1
U:p_1<§ p—l_(aj+bj_(a+b)j)> € Z>o
=0

f-1
U= (e oottt
-1
Hj—;o (a+D),! P

et ou val(C) > wu.

Six,x : L* — E* sont deux caractéres multiplicatifs localement constants, on note

X' ® x : B(L) — E* le caractére :
ab ,
— a)x(d
(0 d) X' (a)x(d)

GLa (L) X' ®x le E-espace vectoriel des fonctions localement constantes f : GLy(L) — F

etIndy )

telles que :
fbg) = (X" @ x)(0) f(9)

(b € B(L), g € GL2(L)) que I'on munit de I’action a gauche de GLo(L) par translation a

droite sur les fonctions.

4¢ SERIE - TOME 47— 2014 - N° 5



FORMES MODULAIRES DE HILBERT ET VALEURS D’EXTENSIONS 925

THEOREME 2.5.2. — Soit p réductible générique, J C et M un Og-module fortement
divisible de type J tel que p ~ Homgy1 (m, Acris ®z, Fp)¥(1). Soit G le groupe p-divisible
avec donnée de descente correspondant a M, D le module de Dieudonné contravariant associé a
G etV (resp. V') la valeur propre de @7 sur la partie n(J)-isotypique (resp. ' (J)-isotypique)
de D. Considérons la série principale modérément ramifiée :

mp & nd G (r(V) - | @ n(nr(V)

oun(J) et n'(J) sont vus comme des caractéres de L* en envoyant p et 1 + pOp, vers 1 et soit
ve Wil(QL) non nul sur lequel 1(01,) agit parn/ (J)@n(J) (untel vecteur existe). Si J ¢ {@, S},

il existe un unique élément (J) € O tel que dans T, :

> (Ietor—) Cf ;) <2 ;)A =53 (L) <[i] ;) N

s€F, “oeJ seF, “o¢J

De plus, la réduction de T(J) dans kg est :

H ZTo(re +1)

oeJ

-1 -1
(2.22) —0(-1) o TI6,) ==
(UI;IJO‘ GI;IJ ) H 2o (1o +1)

o¢J
cop~ted

avec (o) ey (Bs)ocy €t (To)scy comme en (2.1).

Démonstration. — Notons que la série principale 7, correspond a la représentation de
Weil associée & D muni de la donnée de descente (selon [21]) par la correspondance de Lan-
glands locale convenablement normalisée. Un calcul direct et élémentaire dans 7, donne :

01\ 1., R
)=z (1)

(1 [s]> sit=20
223 ([s] 1) ([t] 1) _J\o1
10/\10 <[s]+[t1]1> ([t] 1 ) et
d’ou:

1—7r 1 S ~
X:E:(Il[a(s)]p_ )(0 [1]>v
seF, oeJ
S (11 poroe ) ([SIHEILY (17 1)
' (L) )< 1 0)(0 —m)”'

s€F, teFy 0€J
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1
Comme <0 [j]> U = U et comme Zsqu [Tyeslo(s)P~1=" = 0 (car J # @), la premicre

somme dans X est nulle. Par (2.3) et la définition des ¢, (lemme 2.1.3), on a :

()
0 —[] ey

= [B(-D)(-1)%< " ([[lo(®))o

<)

et la deuxiéme somme dans X se récrit avec un changement de variables évident (en utilisant
encore que v est invariant sous Iy (0r)) :

X = (-1~ E-=7 Y ([Llo@r =)L) <[81Lt] (1)> 5

s,teF, o€J oced
- [0(—1)1(—1)ZW“Z<Z (ILer—r)(TLiot - ’f”c")) ([i] ;> >
s€fg \teF, oeJ oed

Comme J # J,ona }, (HUEJ[a(t)]"_l_”>(HUGJ[J(—t)]CU) =0,dou:

X = [(-D)(~ 1) 3 [( [Tio@)="=) (TTo))

sely oed ved
(B -] (23
teF, o€J ved

soit en utilisant le lemme 2.1.3 :

X = [0(-1D)](=1) =0T " ( 11 [O-(s)]P—l—ra) ([i] (1)> 5

seFy o¢J

oa T &Y, (Meslo@P7)(I e lo (1 — 1)) Ona donc:

1
(2.24) z(J) = [9(_1)](_1)&@%171/'1
Comme J ¢ {&,J}, on peut appliquer le théoréme 2.5.1 a T (avec a et b définis comme

. dsf ; déf 4 » .
suit:a = anowjejpf (P—1—="Tgp0pi) €th = Zaowjedpfcaowj). Un calcul élémentaire

utilisant le lemme 2.1.3 donne :
(a+0b); =0 siogop’ € J
{(a+b)j=p—1—rgoo¢j sicoowl ¢ J
d’ou on déduit :
0 siocgopl ¢ Jetogopi~t ¢ J
-1 siogpowl & Jetopowi—le J
SRR p—1 SiUzoiszetcho:;—lej
P sicgopl € Jetogopl~1 ¢ J.
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On a ainsi :
1
“zp—1< dop-l+ D p- ) 1)=|¢\J|
ool ¢ ooopi ¢J coopled
goop? e g coop? Tted  opopiTi¢d
et:

H(p— 1 —ra)!HcU!

U= (_1)‘,]‘«‘,»1 ocelJ o€y

[[e-1-r)

o¢J

(—=1)""*modulopsin € {0,...,p — 1} et le lemme 2.1.3 on

H re + 1

o‘ElJ
[E(J)] gop~ ~¢J
U= (—1)1Jr RO D

H re +1

o J
cop teJ

En utilisant n!l(p — 1 — n)!
obtient :

modulo p.

Par ailleurs les valeurs propres de ¢/ sur D sont (avec les notations du §2.2) V = pllntnla =
pl Nl et V! = pllvnla/ = pl/la (cf. remarque 2.2.2 (ii)). On a donc avec ce qui précéde

et (2.24):
H re + 1
oelJ

1 gop~?!
FI) = O-D(=1) e 7 oplla (<1) e e BV

H re +1

oJ
gop~teJ

H re + 1

a'Eelf
1+w cop *¢J

H re +1

o¢J
cop teJ

= [0(=D]a’(-1) +9

ou d§ € O a une valuation strictement positive. On obtient alors 1’égalité (2.22) avec (2.17).
O

REMARQUE 2.5.3. — Si J = ¢, un calcul analogue a celui de la preuve du théoreme 2.5.2
donne (rappelons que V = pl\la et V/ = pl/la) :

> (Tetr) Cf (1)) (2 ;) g

seFy “oed
=—[0(-1)]a’ Y <[i] (1)>a+ [0(—1)]qa’ (i’ (1)) v.

self,
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On en déduit I'équation pour J = @ en remplagant ($ §) @ par @ et en utilisant (5 ) 9 = aa/D
et la remarque 2.2.2 (iv) :

B (01 52 o o(s)|P~t " ls] 1 ) p0 0
Z<10><p0>v— o-vja’ 3 ([Tt )(1()) +q<01).

s€lf, seF, “oed

2.6. Valeurs spéciales de paramétres

On définit des parametres z(J) sur certaines représentations lisses de GLo (L) sur kg et on
montre comment les résultats des parties précédentes permettent de « distinguer » des valeurs
spéciales de ces parametres.

On conserve les notations des sections précédentes, en particulier on fixe une représenta-
tion p réductible comme au §2.1. Pour J C J, on note 7(J) 'unique poids de Serre tel que
I'action de I(0y) sur 7(J) (Y1) est donnée par le caractére 7 (J) ® 7(J) (cf. (2.3), notons
que 7(J) dépend aussi de p). Un tel poids est unique car 7’(J) # 7(J). On a par exemple

(@) = (@(Sym” k%)”) ® 6 odét € D(p)
oced
et

7(4) = (@(Symﬁ_l‘“’ k%)”) ® ( I[eo dét“’) ® 0o dét.

oced oed

De plus 7(J\J) est le socle de la représentation indﬁgig@“ 7' (J) ® 7(J) du lemme 2.1.4,
7(J) est son co-socle ([5, § 2]) et 7(2) un de ses constituants (voir la preuve du lemme 2.1.4
ou celle du lemme 2.6.2 (ii) ci-dessous).

La proposition suivante définit abstraitement les paramétres qui sont au cceur de cet

article.

PROPOSITION 2.6.1. — Soit J C J et 7 une représentation lisse de GLy(L) sur kg avec un
caracteére central et vérifiant les propriétés suivantes :
(1) 7(2) apparait dans le GLo(01,)-socle de m avec multiplicité 1,

(i) 7(2) est le seul constituant commun indﬁ?)i()gm 7'(J) @n(J) et au GLy(0y,)-socle de ,

(iii) 7 contient I'unique quotient de indlczzi()gw 7 (J) @ 7(J) de socle T(2).
Alors il existe (a multiplication par un scalaire non nul prés) un unique vecteur v € 7(9r)
non nul sur lequel 1(01,) agit par 7' (J) @ 7j(J) et un unique élément x(J) € kj; tel que I'on ait
légalité dans m :

SGZIFQ (Ed(s)plr6> (Li] (1)) (2 ;) v =a(J) ; (gja(s)plra) ([i] ;) v.

Démonstration. — Par (i), (ii) et (iii), on a un unique (a homothétie prés) morphisme non
nul GLy (@ )-équivariant :

(2.25) indy2" 7 (J) @ 7i(J) — 7
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et ce morphisme se factorise par 'unique quotient de 'induite de socle 7(2). Il envoie de
plus I'unique vecteur non nul de (indﬁ?)i()m) 7'(J) @n(J ))Il(OL) sur lequel I(@)) agit par
7' (J) ® p(J) vers un vecteur non nul v € 7 avec la méme propriété. L'unicité dunv € «
comme dans I’énoncé résulte par réciprocité de Frobenius de I'unicité du morphisme (2.25).

Comme 7(2) est en « position J\ J » dans I'induite ind?(gi()@m 7 (J) ®@n(J), par [5, Lem. 2.7]

S II o) (58)

s€F,  oed\J

le vecteur :

est un générateur de 7(@)1(92) dans 7. Comme I(0);,) agit sur (3§)v € ah(Y2) par

7n(J) ® 7' (J), on en déduit par réciprocité de Frobenius une surjection canonique :
.. 1GL2(01) — _
indjy2 ) () @17 (J) > (GLa(01) (§3) v) C

vers la sous-GLy(0)y,)-représentation de m engendrée par (5 §) v. Comme les constituants

de indlczléi()m 7 (J)@m(J) et de indlczrg)i()m )7(J)®7 (J) sont les mémes (mais dans '« ordre
inverse »), par (ii) cette surjection se factorise nécessairement par I'unique quotient de I'in-
duite de socle 7(2). Par (i), ce socle est aussi celui de I'image du morphisme (2.25). Par
le méme raisonnement que précédemment (en remplagant indGL2(0L)ﬁ’ (J)®n(J) par

1(0r)
indﬁ?)i()m) 7(J) @7 (J) etv par (3 §) v) le vecteur :

S (TTote ) (95) (58) v
s€F, o€J

est donc aussi un générateur de 7(2)"(P2) dans 7. Comme dimy,, 7(2)(P2) = 1, il doit
exister un scalaire non nul z(J) comme dans 1’énoncé. O

Notons que si J et 7 vérifient les hypothéses de la proposition 2.6.1, alors J\J et 7 les
vérifient aussi et on a la relation z(J)z(J\J) = w.(p) ot w, est le caractére central de 7
(cela vient du fait que (9 §) (9 §) agit par la multiplication par wy (p)).

Bien que nous n’en ayons pas strictement besoin pour les applications globales, il est
¢clairant de replacer la proposition 2.6.1 dans le contexte de [3].

On rappelle que p est réductible générique et que D(p) désigne I’ensemble de ses poids de
Serre (cf. §2.1). Soit D(p) la représentation maximale (pour I'inclusion) de GLy(F) sur kg
vérifiant les deux conditions :

(i) le socle de D(p) est D, cq) T,

(i1) les constituants de ce socle n’apparaissent pas ailleurs dans D(p).

On peut montrer qu’une telle représentation existe (cf. [5, Prop. 13.1]). De plus, D(p) est
alors de la forme @, ¢z D-(p) ou D, (p) est 'unique facteur direct de D(p) de socle T et
les caractéres de I(0),) qui apparaissent sur D(5)"1(92) sont tous distincts (i.e., apparaissent
avec multiplicité 1).

LEMME 2.6.2. — Soit J C (.
(i) Le poids de Serre 7(J) est un constituant de D(p) (rappelons que 7(J) dépend de J et p).
(ii) Le poids de Serre T(J) est un constituant de D z)(p) si et seulement si

Zp)n{ocef,o¢ Jjoop teJ}=a.
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Démonstration. — (i) Comme indﬁgi()m) 7 (J) ® 7(J) a certains de ses constituants
dans D(p) et comme 7(J) est son co-socle, on en déduit qu’elle posséde un quotient de socle
un poids de Serre dans 9(p), de co-socle 7(J) et dont aucun constituant a part le socle n’est
dans D(p). Par maximalité de D(p), on en déduit que ce quotient est un sous-objet de D(p),
d’ou (i).

(if) On fixe op € J et on reprend les notations de la preuve du lemme 2.1.4. Les consti-
tuants de indﬁgi()m) 7' (J) ®77(J) qui sont dans 9D(p) sont les poids de Serre indexés par les
parties de ¢f contenant {og o 7, j € J™"} et contenues dans {og o 7, j € J™aX} ou J™in
et J™2* sont comme suit (cf. [3, Prop. 4.3] et les égalités (19) de la preuve de loc.cit.) :

T = (G, A (i) =p—1— 24
ou (Ajr1(zj41) =zj41+ Lletogo /T ¢ Z(p))}
J={, A1 (@) €{p— 1 —2jp1, 500 + 1}
ou (A\jr1(zj41) =p—2—zj41etogo @’ € Z(p))}
avec (A\j(25))jeqo,....f—13 comme en (2.6). En particulier, on a toujours (cf. fin de la preuve
du lemme 2.1.4) :
{og 0 gpj,j € Jmin} CIH\J C{ogo <pj,j € Jmaxy,

De plus 7(9) est indexé par J\J dans indﬁgi()@m 7 (J) @ 7(J). Par construction de D(p) et

par [3, Prop. 4.3] (avec [5, Thm. 2.4]), on voit donc que 7(.J) est un constituant de D (z)(p)
si et seulement si J\J = {og 0 ¢?,j € J™**}. En procédant comme dans la preuve du
lemme 2.1.4, cela est équivalent & g o /1 ¢ Z(p) si A\jy1(zj41) = p — 2 — @41, Cest-
a-dire si og o /T ¢ Jetago ! € J par (2.6). Cest donc équivalent & Z(p) N {o € |,
o¢ Joopteld}=o. O

La proposition suivante n’est pas utilisée dans la suite, mais donne une variante plus
précise de la proposition 2.6.1.

PROPOSITION 2.6.3. — Soit m une représentation lisse de GLo(L) sur kg avec un caractére
central et vérifiant les propriétés suivantes :

(i)  contient D(p),
(ii) le GLo( 01 )-socle de w est celui de D(p),
(iii) D(p)"1(91) est stable par (98) dans .

Soit J C J tel que Z(p) N{o € J,0 ¢ J,oop~t € J} = @. Alors il existe (a multiplication
par un scalaire non nul prés) un unique vecteur v € DT(g)(ﬁ)Il(@L) C 7 L) non nul
sur lequel 1(01,) agit par 7' (J) @ 7(J). De plus, si Z(p) N {o € J,o0 € J,oop~t ¢ J} =2,
alors il existe un unique élément x(J) € kj, tel que l'on ait I'égalité de la proposition 2.6.1.
SiZ(p)n{ocef,oeJoop ¢ J}+# @, alors onadans :

> (H o<s>P“v> ([j] ;) (2 ;) =0,

sefF, “o€J
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Démonstration. — Notons que les hypothéses (i) et (ii) et la définition de D(p) font que
Homgy,, (g, )(D-(p), ) = kg pour tout 7 € 9D(p) de sorte que 7 contient chaque D.(p)
de mani¢re unique. Par le lemme 2.6.2, 7(J) est un constituant de D, ()(p) et les deux
cas correspondent respectivement a 7(4\J) est un constituant de D, (z)(p) et 7(J\J)
n’est pas un constituant de D, () (p). On ne démontre que le deuxiéme cas, la preuve du
premier étant analogue a celle de la proposition 2.6.1. Notons que par le lemme 2.6.2 (ii),
on a alors J ¢ {@, J}. Par les hypothéses et par les définition et structure de D(p), on a
(96)v € D.(p) pour un 7 € D(p) qui n’est pas 7(2). La sous-GLy (0, )-représentation
(GL2(01) (5 §) v) de D(p) engendrée par (9 §) v est contenue dans D (p) et en particulier
n’a donc pas 7(&) dans ses constituants. Considérons la surjection canonique :

lndg?(rZz()@L) 7(J) @7 ( ) — <GL2 @L ( ) U>

donnée par réciprocité de Frobenius. Dans cette surjection, le constituant 7(&) de
1ndICéIé2 ()QL) 7(J) ® 7'(J) est nécessairement envoyé vers 0 a droite puisqu’il n’y apparait

plus comme constituant. Par [5, Lem. 2.7], le vecteur :

> (o) Ci] ;) (Z ;) ve (GLa(01) (23)v) c m,

seF, o€eJ

s’il est non nul, est tel que T(Oy) (le tore de I(1,)) agit sur lui comme sur 7(2)(Y2)_ Or le
caractere correspondant de T(@),) n’apparait pas dans (GL2 o) (p 0) > car aucun autre
constituant que 7(&) ne peut le donner (utiliser J ¢ {&, J} et [5, lem. 2.5]). Ce vecteur est
donc nul. O

REMARQUE 2.6.4. — (i) Soit # comme dans la proposition 2.6.3 et J C J tel que
Z(p) N F(J) = @. Alors par le lemme 2.1.4 (et la proposition 2.6.3) le couple (J,7) vé-
rifie les hypothéses de la proposition 2.6.1, et en particulier il existe un unique v € 7"+(92)
non nul (forcément dans D, (4)(p)"*(”%) par la proposition 2.6.3) sur lequel I(6) agit
par 7' (J)@n(J). Si Z(p) N{oc € J,0 ¢ J,oop ' € J} =@ mais Z(p)N{oc € J, o € J,
cop 1l ¢ J}#@, un tel vecteur v n'est pas forcément unique, i.c., il peut exister
w e 7 (O\D_ ) (p)1(P2) (non nul) sur lequel I(0) agit par 7'(J) ® 7(J). Cela vient
du fait que 1nd1(2152 ()UL) 7' (J) ® 7(J) posséde alors plusieurs constituants dans 2(p) (e.g., les

poids de Serre 7(2) et 7, cf. preuve précédente).

(ii) Lorsque Z(p) = @, i.e., lorsque D(p) = {7(2)}, les z(J) (pour tout J C ) sont les
seuls invariants que I’on peut déduire de [5] (en procédant comme dans la proposition 2.6.3)
car ils déterminent dans ce cas complétement I'action de (5 §) sur D(p)11(%2) = D, 4 ()1 (92).
Pour plus de détails sur les invariants que I’on peut définir de maniére systématique a partir
des constructions de [5], nous renvoyons le lecteur a [29].

Par [5, Thm. 1.2], on peut trouver des représentations 7 vérifiant les hypothéses de la
proposition 2.6.3 (et donc de la proposition 2.6.1 pour J tel que Z(p) N F(J) = @) et avec
des valeurs presque quelconques pour les z(J). Plus précisément, pour tout v € kj qui est un
carré dans kg et tout uplet (x(J)) s d’éléments de kg (ou J parcourt les parties de f vérifiant
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Zp)n{o e J,o0¢ J,oop € J} =02)quiest tel que:

{x(J):O siZp)N{oed,ocoop ¢} 40
z(J) =vz(J\J)"! siZ(p)n{ceJ,o€ Joop ¢ J} =02

(notons que la condition dans le deuxiéme cas est équivalente a Z(p) N F(J) = 9), alors il
existe (au moins) une représentation « lisse admissible avec un caractére central w, tel que
wx(p) = v, qui vérifie toutes les propriétés de la proposition 2.6.3 et telle que pour tout J
vérifiant Z(p)N{oc € J,0 ¢ Jyoopl e J} =0

2 (M) () () =05 () (2)-

s€F, “oeJ sefFy “o¢J

Le corollaire suivant, qui résume I’essentiel des résultats locaux qui précédent, montre que
sous certaines conditions sur 7 (qui seront vérifiées dans un cadre global), les scalaires x(J)
ne peuvent pas prendre n’importe quelles valeurs.

COROLLAIRE 2.6.5. — Soit p réductible générique et J C J tel que Z(p) N F(J) = @.
Soit m une représentation lisse de GLo(L) sur kg telle que (J, ) vérifie les hypothéses de la
proposition 2.6.1 de sorte que le scalaire z(J) € kj est défini. Soit M un O g-module fortement
divisible de type n(J) @ n'(J) tel que p ~ Hompyp ,, (M, Acris ®z, Fp)Y (1) et définissons m,
et v comme dans le théoréme 2.5.2. On suppose qu'il existe un Og-réseau stable 7r2 dans
contenant v ainsi qu'un morphisme O g-linéaire GLqo(L)-équivariant 71'2 — 7 tel que I'image
de U dans 7 est non nulle. Alors on a :

H Zo(re +1)

oceJ

z(J) = —-0(-1 Oy Bs Tlooe¢d
e 1 A | s

o¢J
gopted

avec (0g)oe s (Bo)oey €t (To)ocy comme en (2.1).

Démonstration. — Cela découle de la proposition 2.2.3, du théoréme 2.5.2 avec les re-
marques 2.5.3 et 2.4.2, et de la proposition 2.6.1. O

REMARQUE 2.6.6. — (i) On voit que le corollaire 2.6.5 appliqué avec J et J\J pour
p et « fixées (rappelons que Z(p) N F(J) = @ est équivalent a Z(p) N F(J\J) = &) redonne
bien z(J)z(f\J) = (w™! détp)(p) = (dét p)(p) comme attendu.

(it) Lorsque Z(p) = @, on peut récrire la formule ci-dessus pour z(J) sous la forme plus
simple :

o) =01 ([[or I18) 11 wiﬁri _131).

oeJ odJ oceJ
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3. Résultats globaux

3.1. Quelques préliminaires

On commence par quelques préliminaires, notations et définitions.

Soit F' un corps totalement réel. Pour chaque place finie v de F', on note F, le com-
plété de F' en v et on identifie Gal(F,/F,) a un sous-groupe de Gal(Q/F) via un choix
de plongement Q — F,,. On note k, le corps résiduel de F,, g, o ko, | - | « Val( 5 (ou
val(w,) = 1siw, est une uniformisante de F,), I, C W, les sous-groupes d’inertie et de Weil
de Gal(F, /F,) et Fr, € Gal(k,/k,) un Frobenius géométrique z +— x% " en v. On normalise
la théorie du corps de classes local de telle sorte que les relevés des Frobenius géométriques
correspondent aux uniformisantes. On normalise la correspondance locale de Langlands de
telle sorte que, si &; et & sont des caracteres lisses de F)¢ tels que 5152_1 #|-|*, alors la

représentation de W, qui correspond a Indg(L; f ») & @& |Lestéy @&

Soit D une algeébre de quaternions sur F' qui est déployée en une seule des places archi-
médiennes de F' notée 7 (on exclut le cas FF = Q et D = GLs). On fixe un isomorphisme

D, dEfD®FTR M;(R) et on pose D} ‘= (D ®qg As)* ou Ay ' 7 ® Q est I'anncau des
déf

déf

adéles finis de Q. Si v est une place finie de F', on note D, “De r F,. Pour chaque sous-
groupe ouvert compact U C D7, on note Xy la courbe algébrique projective lisse sur F
associée a U par la théorie des modeles canoniques de Shimura [41] (voir [9, §1.1] pour un
résumeé des résultats sous la forme que ’on utilise ici, sauf que 1’on prend la convention as-
sociée au choix de signe ¢ = 1 comme dans [13, §3.3] plutot que la convention de [9] adoptée
dans [8]). Les points complexes de Xy relativement a 7 s’identifient a :

D*\((C\R) x D} /U)

ou l'action de D* sur C\R se fait via D* — DX = GLy(R). Pour g € D; et pour des
sous-groupes ouverts compacts U,V C D; tels que g~V g C U, I'application sur les points
complexes définie par la multiplication a droite par g provient d’'un morphisme de courbes
algébriques Xy, — Xy défini sur F, et tous ces morphismes induisent des applications
Gal(Q/F)-équivariantes sur la cohomologie étale :

Helt( UQ7QP)_’H( VQ7Qp)

On obtient comme cela des actions de Gal(Q/F) etde D ¥ # qui commutent sur :

déf . —
Ip = lim H (Xy5,Qp)(1)

ou la limite inductive est prise sur les sous-groupes ouverts compacts U C D?, ou les
applications de transition pour V' C U sont induites par g = 1 et ou (1) signifie le tordu par
le caractére cyclotomique p-adique de Gal(Q/ F). L'action de Gal(Q/F) est continue et celle
de D; est lisse et admissible. (On pourrait aussi prendre la cohomologie étale a coefficients
dans une extension finie E de Q,, mais pour I'instant, il est plus pratique d’avoir Q).

Fixons des plongements Q — C et Q — Q, et soit o5 la représentation de DX wf (D ®g R)*

qui, en 7 est la représentation de la série discréte holomorphe de poids 2 de DX = GL3(R)
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de caractere central trivial et qui aux autres places infinies est la représentation triviale. On
a une décomposition :
Ip = @(Wf ®@pw)
U

ou m parcourt les représentations automorphes de (D ®qg A)* telles que :
Homg px (02, m) # 0.
Dans la décomposition ci-dessus, ¢ désigne la représentation de D; sur Q telle que :

Cogmy = Homepx (02, )

et pr e Homg, Dx](ﬂ'f, IIp) est une représentation de Gal(Q/F') de dimension 2 sur Q,,.
Pour une extensiorfl finie F suffisamment grande, on écrit encore p, pour la représentation
Gal(Q/F) — GLy(E).

Dans ce cadre, la compatibilité local-global de la correspondance de Langlands est due a
Carayol [10] pour v { pet a T. Saito [38] pour v | p. Chaque 7 se factorise comme un produit
tensoriel restreint sur toutes les places finies v de F':

!
= Q) m
v

ot @, ®g ™y = 7, (WD(pxlgayr,/r,))) €st la représentation lisse irréductible de DX cor-
respondant (par la correspondance de Langlands locale) a la « Frobenius-semi-simplifiée »
d.e WD(pﬂ|Gal(F—v / Fv)).’ la représentation de Weil-Deligne assoc.iée 4 prlgaw, /r,)- En par-
ticulier, la représentation pﬂ|Ga1(F—v /F,) €St potentiellement semi-stable pour tout v | p et la
représentation WD (p,, |Ga1(ﬁ / Fv)) est indécomposable lorsque D, n’est pas déployée.

Passons maintenant a la caractéristique p. Soit p : Gal(Q/F) — GLy(kg) une repré-
sentation continue, irréductible et totalement impaire. On suppose toujours que le corps
fini kg contient ’extension quadratique d’un corps (fini) sur lequel p est définie, de sorte
que (i) kg contient les valeurs propres de p(g) pour tout g € Gal(Q/F) et (ii) si H est un
sous-groupe de Gal(Q/F) tel que la restriction p|g est absolument réductible alors elle est
réductible sur kg. On suppose de plus p modulaire au sens ou elle provient d’une forme
modulaire de Hilbert propre (de poids et niveau quelconques). Comme précédemment en
caractéristique 0, la limite inductive sur les sous-groupes ouverts compacts U de D; permet
de définir une représentation de Gal(Q/F) x Df

= déf ..
Ip = lim Hy (X, 5, ke)(1).
On définit alors une représentation lisse de D; sur kg par :

_\ déf =
mp(p) = Homy, ca@/ry (@ 11D)

(notons que wp(p) est la représentation associée au dual de p dans [8, § 4]). Par [42], la
représentation 7p (p) est non nulle pour certains choix de D que I’on explicitera au § 3.2 (voir
le corollaire 3.2.3). Un argument classique (voir par exemple [8, Lem. 4.11]) montre que si
U est suffisamment petit, alors on a :

mn(p)” = HomkE[Gal(@/F)] (v, Hét(XU,@a kg)(1)),
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en particulier la représentation 7p () est admissible. A la suite du travail d’Emerton [19]
pour GLs /Q, il est conjecturé dans [8, Conj. 4.7] que 7p(p) se factorise comme un produit
tensoriel restreint :

(3.1) () = R 70,.(7)

ou chaque 7p , () est une représentation lisse admissible de DS sur k. Au moins pour v ne
divisant pas p, on s’attend de plus a ce que mp ,(p) ne dépende que des classes d’isomor-
phisme de ﬁ|Ga1(FT /F,) €t de D,. Si v divise p et si 7 est une représentation lisse irréductible

de @EU sur kg (ou @p, est un ordre maximal dans D,,), on dit que p est modulaire de poids T
(en v, par rapport a D) si :

HomkE[g)gu] (r,7p(p)) # 0.
Nous utiliserons le résultat récent suivant de Gee et Kisin (cf. [25, Thm. B]) ou de Newton

(sous une hypothése technique 1égérement plus forte si p = 3, cf. [35, Thm. 1.1]) sur les poids
dans la conjecture de Serre de [8].

THEOREME 3.1.1. — Supposonsp > 2, ﬁ|Ga1(@/F( Y1) irréductible et, si p = 5, l'image de
p(Gal(Q/F (/1)) dans PGLy (k) non isomorphe a PSLy(Fs). Soit v une place de F divisant p
telle que F,, est non ramifiée et D,, est déployée. Si p est modulaire de poids T (en v, par rapport
a D) alors T € D(Plgaw, /r,))-

Il y a également une action de Gal(Q/F) x Dy sur la cohomologie étale a coefficients

entiers :
déf ..
1%, < lim H}, (X, 5, O0) ().
Soit 7 une représentation automorphe de (D ® A)* telle que 7o, = o3 et p, = pou g, est
la réduction de 'unique Og-réseau stable par Gal(Q/F) a homothétie prés dans p,. On
suppose que F est suffisamment grand pour que p, soit définie sur E et on pose :
dét

(32) m° = Homy, (ga/r) (P IIp)

ou p2 est un Pg-réseau stable par Gal(Q/F) dans p,. L'application naturelle Q, ®¢, 7 —
Q, ®g 7y estun isomorphisme. De plus, comme Gal(Q/F) agit sur lim H, (X v Or)(1)
via Gal(Q/F)2P, I'irréductibilité de p implique que :

(%)Y = Homg 1ca@)r) (P5, He, (Xu@ Oe)(1))

pour tout sous-groupe ouvert compact U C D; . En particulier (le & g-module sous-jacent &)
79 n’a pas de vecteurs divisibles. Par ailleurs, I'injection :

ke ®0, He(Xyg, Or) — Hy (X, g5 ke)
(en fait un isomorphisme) montre que I’application naturelle :
ke ®g, (1) — 7p(p)?

est injective. En prenant la limite inductive, on obtient le lemme suivant.

LEMME 3.1.2. — L'application naturelle kg ®,_ ™ — mp(p) est injective.
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3.2. Relevés de type fixé

On rappelle quelques conséquences de résultats de Gee et de Barnet-Lamb, Gee et Ge-
raghty ([24, 1, 2]) et on en déduit quelques autres.

Le résultat principal de Gee est inspiré d’une technique due a Khare et Wintenberger ([31])
pour démontrer I’existence et la modularité de relevés avec comportement local prescrit de
représentations p : Gal(Q/F) — GLy(kg) (continues, irréductibles, totalement impaires). 11
généralise des résultats de [18] (pour v # p) et de [30] (pour v = p) dans le cas F' = Q, eux-
mémes inspirés des résultats de changement de niveau de Ribet ([36, 37]). Ce résultat de Gee
est étendu et renforcé par celui clef de Barnet-Lamb, Gee et Geraghty qui donne I’existence
de tels relevés qui sont ordinaires en des places prescrites au-dessus de p.

On conserve les notations du §3.1. Pour v place finie de F' on note v la surjection cano-
nique Gal(F, /F,) — Gal(k, /k,) = Z ou I'isomorphisme de droite est défini en envoyant le
Frobenius géométrique Fr, sur 1. On rappelle qu'une représentation de Weil-Deligne (r, N')
en v (définie sur Q) est un Qp-espace vectoriel V' de dimension finie muni d’une repré-
sentation lisse r : W, — Aut@V et d'un endomorphisme nilpotent N : V — V tels que

Nr(9) = ¢/“’r(g)N pour tout g € W,. On définit un rype de Weil-Deligne en v comme
une classe d’équivalence [r, N] de représentations de Weil-Deligne en v de dimension 2
ou (r,N) ~ (r',N') si (r|1,, N) est isomorphe a (r|;,, N’). On dit qu’une représentation
linéaire continue p : Gal(F,/F,) — GL3(Q,) est de type de Weil-Deligne [r, N] si p est
potentiellement semi-stable et si WD(p) ~ (r, N). On dit que p : Gal(F,/F,) — GLy(E)
est de type de Weil-Deligne [r, N si Q, ®g p en est.

Soit [r, N] un type de Weil-Deligne en v. On dit qu’une représentation lisse irréductible 9,
de @EU sur E est un K-type pour [r, N] sil’on a ’équivalence suivante pour toute représen-
tation de Weil-Deligne (r', N') en v de dimension 2 :

HomE[@)E ](ﬂvﬁﬂDv ('rlle)) #0 (T/7N/) ~ (r,N).
Supposant E suffisamment grand, un K-type pour [r, N| existe (sans étre en général unique,
voir [28]) sous I'une des deux hypothéses suivantes :
(1) D, est non ramifiée et N = 0.
(i1) D, est ramifiée et ou bien r est irréductible ou bien N # 0.

Le lemme ci-dessous relie poids de Serre et types et se démontre par un argument classique
que 'on omet (voir par exemple [8, Prop. 2.10] pour un énoncé et une preuve sous des
hypothéses légérement différentes).

LEMME 3.2.1. — Soit v une place de F divisant p, [r, N| un type de Weil-Deligne en v et 9,
un K-type pour [r, N|. Onap = p,. pour une représentation automorphe m de (D ®@qg A)* telle
que Moo = 03 €l pr|ga i, /r,) €St de type [r, N] si et seulement si'p est modulaire de poids
(enwv, par rapport a D) pour un constituant T du semi-simplifié de 9., sur kg.

On rappelle maintenant la conséquence suivante des résultats de Barnet-Lamb, Gee et
Geraghty ([24, 1, 2)).
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THEOREME 3.2.2. — Supposons que p > 2, que p:Gal(Q/F) — GLa(kg) est modu-
laire, que Plg @ r o)) st irréductible et que, si p =5, l'image de p(Gal(Q/F(¥/1)))
dans PGLa(kg) est non isomorphe a PSLo(F5). Soit ¢ : Gal(Q/F) — E* un caractére qui
reléve dét p et tel que e~ est d’ordre fini, T un sous-ensemble de 'ensemble des places de F
divisant p et S un ensemble fini de places finies de F' contenant les places divisant p et les places
ou p ou v sont ramifiés. Pour chaque v € S, soit [r,, N, | un type de Weil-Deligne en v et pour
chaque v € TU{v {p, N, # 0}, soit i1, : Gal(F,/F,) — ky un caractére. Supposons que,
pour chaque v € S, Pl (7,7, ) admet un relevé p, : Gal(F,/F,) — GLo(E) tel que :

(1) siv | p alors p, est potentiellement semi-stable de poids de Hodge-Tate (0,1) pour tout

Fy, — Qp,
(i) siv | p alors p, est potentiellement ordinaire si et seulement siv € T,
(iii) p, est de type de Weil-Deligne [r,, N,] (v € S),
(iv) siv e TU{v tp, N, # 0} alors p, a une sous-représentation ., de dimension 1 telle que
o, reléve w et o,e |1, est d’ordre fini,
(v) détpulr, =¥lr, (vES).
Alors, quitte a agrandir E, p posséde un relevé p : Gal(Q/F) — GLq(E) continu non ramifié
en dehors de S et tel que :

(1) siv | p alors p|Ga1(F7 /F,) €5t potentiellement semi-stable de poids de Hodge-Tate (0,1)
pour tout F, — Q,,
i) siv | palors p|q. 7 est potentiellement ordinaire si et seulement siv € T,
Gal(Fy/Fy)
(i) plga 7y F,) €t de type de Weil-Deligne [r.,, Ny] (v € S),
(iv) siv € T U{v tp, Ny # 0} alors pl gz, F,) @ une sous-représentation o, de dimension 1
telle que ol, reléve w,w et ol,e 1|1, est d’ordre fini,
(v) détp = 1.
De plus, un tel relevé p de p provient d’'une forme modulaire de Hilbert de poids (2,2, ... ,2).

Démonstration. — Ce théoréme se déduit des résultats principaux de [24] et [2] comme
expliqué dans la preuve de [25, Lem. 5.3.2]. 1l différe de loc.cit. seulement parce que le cas
N, # 0 n’y est pas considéré lorsque v | p et n’y est pas explicité lorsque v { p. Pour obtenir
le théoréme 3.2.2, il suffit de modifier les arguments dans [24] comme expliqué ci-dessous.
D’abord, on vérifie qu’il existe une extension résoluble totalement réelle Fy/F de degré pair
telle que :
(1) les restrictions 7|7, , ﬁ|Gal(Ff/Fo,w) et e~ ! |Ga1(FT/F0,w) sont triviales pour tout v € S
et tout w | v,
(i1) les hypotheéses de [25, Lem. 5.3.2] s’appliquent a 7 = ﬁ|Gal(@ /Fo) ou (changeant £ en p,
Sen St ety en Vlca@/ )
— 8T = {w | p} IT Sy ou Sy est 'ensemble des places de Fy au-dessus des places v de F
telles que v { p et N,, # 0,

— T, est trivial pour tout w € ST,

— siw | p alors R,, est la composante irréductible (de ’'anneau de déformation) paramé-
trant les déformations ordinaires si et seulement si w divise v pour un v dans 7,

— siw € Sy alors R,, est la composante irréductible (de ’anneau de déformation) para-

métrant les déformations de la forme (§ ) dans une base convenable.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



938 C. BREUIL ET F. DIAMOND

Notant D, I’algebre de quaternions sur Fy ramifiée exactement aux places infinies et aux
places de Sy, on obtient alors une représentation automorphe mq de (Do ®g A)* telle que :

mo,w €5t triviale si w est une place infinie ou si w € Sp,
— 70, €st non ramifiée siw & Sp,

) >~ 5 —
= Pro = Ploag@/m)
siw | p alors g est ordinaire en w si et seulement si w | v pour un v dans 7.

On utilise alors I'argument d’augmentation du niveau de [42] comme dans la preuve de [32,
(3.5.3)] pour remplacer Sy par ’ensemble de toutes les places de F au-dessus des places v
de F telles que N, # 0. Plus précisément, soit w1, . .., w, les places de Fy divisant p et au-
dessus d’une place v de F' telle que NV,, # 0. Pour ¢ = 1,...,r on définit par récurrence des
extensions F; de Fj telles que :

— F;/F;_1 est quadratique totalement réelle,
= Pleai@,F( wi)) est irréductible,
— siw € S} alors w est totalement décomposée dans F; ou S/ est 'ensemble des places
de F;_; au-dessus des places de {wy, ..., w;} IT.S,
— si w est une place de F;_; au-dessus d’une place de {w;;1,...,w,} alors w est inerte
dans F;.
Soit S; I'ensemble des places de F; au-dessus de celles de S}, ona S} = {w;} I15;_1 ol w} est
l'unique place de F;_; au-dessus de w; (en particulier on a wj = wy et S] = {w1 }I11Sp). Soit
D, I'algebre de quaternions sur F; ramifiée exactement aux places infinies et aux places de S;.
On montre par récurrence sur ¢ qu’il existe une représentation automorphe m; de (D; ®g A)*
vérifiant la méme liste de propriétés que my (voir ci-dessus) avec Fy remplacé par Fj,
Dy par D; et Sy par S; (cela se démontre en choisissant un premier auxiliaire ¢ satisfaisant
[32, (3.5.6)] et en appliquant le méme argument qu’en [32, (3.5.3)], 'existence d’un relevé de
Pris |Ga1(FT,_ JF.) de type de Weil-Deligne [r, N] avec r non ramifiée et N # 0 combinée
avec ordinarité de m;—1 en la place w; et la compatibilité local-global en w} assurent que les
hypothéses de [32, (3.1.11)] sont satisfaites, I’hypothése w} 1 p étant superflue dans la preuve
lorsque la représentation 7 de loc.cit. est triviale).

Pour finir, on procéde exactement comme dans la preuve de [24, (3.1.5)] : pour toutes les
places finies v € S telles que N, # 0, on choisit la composante irréductible (de ’anneau
de déformation locale « cadrée » (framed)) paramétrant les relevés conjugués a u,, (§ 7) avec
o : Gal(F,/F,) — O choisi tel que le relevé p, de 1'énoncé vérifie p, ~ g, (§73) (cf. [31,
(3.2.6)] pour une analyse de cette composante lorsque v divise p). En travaillant au-dessus
de Fr & F., on voit que ’'anneau de déformation qui en résulte posséde un point modulaire,
et donc tous ses points a valeurs dans Z, sont modulaires et il est fini sur Z,. Il s’ensuit que
Rﬁ’,fs (avec la notation de [24]) est fini sur Z,, donc a un point & valeurs dans Z,. De plus,
si p est la déformation correspondante, alors P|Gal(@ /) est modulaire, et donc aussi p. Cela
conclut la preuve. O

Notons (HO) I'hypothése de compatibilité suivante entre D et p :

(HO) Pour chaque place v de F telle que v { pet D, est ramifiée, la représentation p| Gal(Fy /)
est soit irréductible soit isomorphe & une représentation de la forme iz, (§ 7 ) pour un
caractére i, : Gal(F,/F,) — kj.
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COROLLAIRE 3.2.3. — Supposons p>2,  p:Gal(Q/F) — GLa(kg)  modulaire,
Plaai@, r( w1y irréductible et, sip =5, l'image de p(Gal(Q/F(%/1))) dans PGLy(kg) non
isomorphe a PSLqo(F5). Alors mp(p) # 0 (voir § 3.1) si et seulement si I’hypothése (HO) est
vérifice.

Démonstration. — Notons d’abord que 7 p(p) est non nul si et seulement si p = p,, pour
une représentation automorphe 7 de (D ®g A)* telle que 7o, = 05. En effet, si une telle 7
existe alors le lemme 3.1.2 montre que 7p (p) # 0. Réciproquement, si 7p(p) # 0 alors p est
une sous-représentation de la réduction d’un réseau dans Hg, (X v.g: £)(1) pour un U conve-
nable, et la représentation H}, (X vg £)(1) est une somme directe de telles representations py
(quitte a agrandir E). En particulier, si mp(p) # 0 et D est ramifiée en v, alors p posséde un
relevé modulaire p tel que p|Gal(E /F,) est soit irréductible, soit un tordu d’une représenta-
tion de la forme (§ 7). De plus, il est bien connu que si p|g 7/ x,) est irréductible mais a

une réduction réductible, alors c’est une induite d’un caractére ¢ : Gal(F, /L) — 0 tel que
Ea = 9 ol ¢, = —1 mod p, L est I'extension quadratique non ramifiée de F,, et o le géné-
rateur de Gal(L/F),). On en déduit que p|g, 7,5, est dans tous les cas de la forme requise
pour que (HO) soit vérifiée.

Réciproquement, supposons (HO) satisfaite. Comme p est modulaire, on a p = p,, pour une
représentation automorphe 7’ de (D' ®qg A)* telle que 7., = o9 o D’ est une algebre de
quaternions sur F' non ramifiée aux places divisant p et en une place infinie exactement (voir
par exemple [8, (2.12)]). Soit ¥ 4 qét pn et, pour chaque v | p, soit 7, un poids de Serre
tel que p est modulaire de poids 7, (en v) par rapport a D’. Par la proposition 4.4 (ou la
proposition 4.3) de I’'appendice, 7, est un constituant de la réduction d’un K-type supercus-
pidal, donc par le lemme 3.2.1 pour chaque v | p la représentation ﬁ|Ga1(FT IF) admet un
relevé potentiellement semi-stable p, avec tous ses poids de Hodge-Tate (0,1) et de type de
Weil-Deligne correspondant & une représentation supercuspidale. Pour chaque v { p ou D est
ramifiée, 'hypothése (HO) assure que p| ¢, (Fo/Fy) admet un relevé p,, de type de Weil-Deligne
spécial ou supercuspidal. Comme dét p|;, = 9|7, pour tout v, on peut tordre chaque p,, par
un caractere d’ordre une puissance de p de sorte que dét p,|;, = |7,. Maintenant par le
théoréme 3.2.2 et la correspondance de Jacquet-Langlands, on a 5 & p,. pour une représen-
tation automorphe 7 de (D ®qg A)* telle que 7o, = 02. On en déduit 7p(p) # 0. O

Meéme si I’objectif principal de cet article concerne les propriétés de ’hypothétique facteur
local mp ,(p) en (3.1) pour v | p lorsque DY = GLy(F,) et F), est non ramifiée sur Qp,
on en profite pour signaler le résultat surprenant suivant lorsque D, reste une algébre de
quaternions en v | p.

COROLLAIRE 3.2.4. — Supposons p > 2, p : Gal(Q/F) — GLy(kg) modulaire, I'hypo-
thése (HO) satisfaite, plq.yq,r(y1)) irréductible et, sip = 5, l'image de p(Gal(Q/F(¥/1)))
dans PGLa(kg) non isomorphe a PSLy(F5). Si (3.1) est vrai alors pour toute place v de F
divisant p ou D est ramifiée la représentation wp ,,(p) est de longueur infinie.

Démonstration. — Soit m une représentation automorphe de (D ®g A)* telle que
Too 2 09 et p, = p. Soit S I'ensemble des places w # v de F telles que ou bien w | p ou
bien p| Gal(Fy /F,) €St ramifiée (S contient donc en particulier les places finies distinctes
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de v ou D est ramifiée) et soit v 4 qét p=. Pour chaque w € S, soit [ry, N,] le type de
Weil-Deligne de p,,|Gal(F—w /Fy) Soit 7, un poids de Serre quelconque pour lequel 5 est
modulaire en v par rapport a D. Par la proposition 4.7 (cf. appendice), pour tout m > 0
il existe un K-type supercuspidal 9, ,,, de conducteur essentiel 2m + 3 dont la réduction
contient 7, comme constituant. Par le lemme 3.2.1, on en déduit que p|c;a1(FT /F,) admet un
relevé p, ,,, potentiellement semi-stable a poids de Hodge-Tate (0, 1) de type de Weil-Deligne
irréductible [r, ., 0] de conducteur essentiel 2m + 3. Quitte a tordre par un caractére, on
peut de plus supposer dét p, |1, = ¥|1,. Par le théoréme 3.2.2 et la correspondance de
Jacquet-Langlands, on a donc une représentation automorphe m,, de (D ®q A)* telle
qQUE Tmoo = 02, P, = D, Pwm|c;a1(ﬁ /) st de type de Weil-Deligne [rw, Nyw] pour
tout w € S et pr,, [ga(w/F,) et de type de Weil-Deligne [Pv,m,0]. Pour w € S et pour un
sous-groupe ouvert compact U,, C Qéw, la dimension (sur Q) de ﬂ,({;fw est indépendante
de m (car la compatibilité local-global et le fait que p, , |Ga1(ﬁ /F,) St de type de Weil-
Deligne indépendant de m impliquent que la restriction ﬂm’w|0§w ne dépend pas de m).

Soit v & Hw;ﬁv U, ou, pour w € S, U, est suffisamment petit pour que w%ﬁw # 0etou

Uy = @Bw pour w ¢ S. Alors on a dimg 775,]:]0 = Cq} pour un entier C strictement positif
et indépendant de m (voir la proposition 4.7 de ’appendice). Par le lemme 3.1.2 on a donc
dimy, 7p(p)Y" > Cg™. Comme c’est vrai pour tout m, on en déduit que 7p(p)Y" est de
dimension infinie. Si (3.1) est vrai, on voit donc que 7p ,,(p) est aussi de dimension infinie.
Comme D est compact modulo son centre, toutes ses représentations lisses irréductibles
sur kg sont de dimension finie. On en déduit que mp ,(p) est de longueur infinie. O

Nous donnerons au § 3.5 ci-dessous une variante du corollaire 3.2.4 (cf. corollaire 3.5.4)
quis’applique, elle, a une « vraie » représentation 7 p ,(p) (et non plus conjecturale) que nous
définissons maintenant.

3.3. Le facteur local

Si p est modulaire et si v est une place de F' divisant p, on définit de maniére ad hoc (sous
quelques hypotheses techniques assez faibles) un « facteur local » 7p ,(p) dépendant de la
représentation globale p.

On suppose p > 2 et on fixe une représentation p : Gal(Q/F) — GLa(kg) continue,
modulaire et irréductible en restriction a Gal(Q/F({/1)) telle que, si p = 5, 'image de
p(Gal(Q/F(/1))) dans PGLy(kg) est non isomorphe & PSLy(F5). On fixe une place v de F
au-dessus de p (on ne fait pas d’hypothése supplémentaire sur v dans cette section). On fixe
aussi une algebre de quaternions D sur F' vérifiant (HO), de sorte que np(p) # O par le
corollaire 3.2.3. On note &)p un ordre maximal dans D et @p,, son adhérence dans D,, pour
une place finie quelconque w de F'. Dans toute cette section, on suppose de plus satisfaites
les hypothéses (H1) et (H2) suivantes :

(H1) Siw est une place finie de F' ou D est ramifiée, alors 5|Gal(ﬁ /F,,) est non scalaire.
(H2) Si w # wv est une place de F' divisant p, alors D,, est déployée et ﬁ|Ga1(E /F.,) ©St
réductible non scalaire.

4¢ SERIE - TOME 47— 2014 - N° 5



FORMES MODULAIRES DE HILBERT ET VALEURS D’EXTENSIONS 941

L’hypothese (H1) et la condition d’étre non scalaire dans I’hypothése (H2) sont nécessaires
afin d’étre sir que les facteurs locaux en dehors de v ont des propriétés convenables de
«multiplicité 1 ». Il devrait étre possible de supprimer I’hypothése de réductibilité dans (H2),
i.e., de traiter des cas ou 5|Ga1(ﬁ /F,) €St irréductible pour w # v divisant p, en utilisant le
travail récent de Cheng ([12]), voir la remarque 3.7.2.

On ignore a I’heure actuelle si 'on dispose d’une factorisation (3.1), mais on définit
ci-dessous de manicre ad hoc une représentation lisse admissible 7p ,(p) de D sur kg
(dépendant a priori de toute la représentation p) et dont on montrera au § 3.7 que, au moins
lorsque F, est non ramifiée sur Q,, D, est déployée et p|Ga1(FT /F,) St réductible générique,
elle coincide avec le « facteur local » en v dans (3.1) si (3.1) est vérifiée (corollaire 3.7.4). La
représentation 7p ,(p) est définie comme suit :

TD,w (ﬁ) = HOHIkE [Uv] (M”) TD (ﬁ)) [ml]

ou M" est une représentation lisse irréductible sur kg d’un sous-groupe ouvert compact U®?
de [[,, 2v @Ew et ou m’ est un idéal maximal dans une algébre de Hecke agissant sur
Homy, v+ (M",7p(p)). Plus précisément, on définit ci-dessous des ensembles finis S’ C S
de places finies de F, des représentations M, (sur kg) de sous-groupes ouverts compacts
U, C @Lx—,w pour w € S, et des opérateurs de Hecke T, et des scalaires o, € kj pourw € S’

tels que :
v'=1[vw [ 05, M =@M,
wesS wgSU{v} weSs
et tels que m’ est I'idéal maximal de kg [Ty, w € S’] engendré par les T, — a,, pour w € S’.
Si w est une place finie de F', w,, une uniformisante de F;, et n € Z~¢, on écrit modulo w™
pour modulo @}}.
On pose :
5« {w # v,w | pdisc(D) ou bien p|g 7 5, est ramifice},
deéf . _ . .
S = {w#v, w|p} H{w # v, w | disc(D) et Pl 7y 5, €5t réductible} C S.

On définit U,,, M, (pour w € S) et T}, v, (pour w € S’) au cas par cas en distinguant les
quatre cas suivants (pour w € S) :

casl: w|p,
cas II : w [ disc(D) et p|g 75/, €St réductible,
cas III : w { pdisc(D) et PleaiF;/F,,) est reductible (ramifiée),

cas IV : bl g7 /5, et irréductible (donc ramifice).
Notons que w € S’ correspond aux cas I et [T et w € S\S” aux cas Il et IV (par (H2)).

Cas I. — Par (H2), d’une part ’algébre de quaternions D est déployée en w et on a donc un
isomorphisme QIX% &~ GLy(PF, ), d’autre part Plgai#,/F,) est réductible et on peut donc

écrire :
_ o [Euw *
Ploam/rn =7 £

pour des caractéres £, &, : Gal(Fy /Fy) — k.
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Si€,|7, =Elr, et&y ®ﬁ|Gal 7./ F,) est la fibre générique d’un schéma en groupes fini
et plat sur O, on pose U,, = GLQ(@F ). Sinon, on définit U,, C GL2(0p, ) comme le
sous-groupe des matrices triangulaires superieures modulo w.

Envoyant £,,, €,, comme des caractéres de F.X, on pose My, = k(D) oDy : Uy — kS
est le caractére défini par 9,,(g) % Ew(dét(g)) si Uy = GLo(0p,) et 9, (9) S &, (a)E,,(d)

pour g = (&%) mod w sinon.

Pour T, et a,,, on choisit une uniformisante w, de Op,, puis on définit T;, comme la
double classe V,, (5 9) V,, ou V,, = ' ker(d.,) et on pose oy, X E, ().

Cas1I. — Par (H0),0nap|q. 7/ p,) = €w (§ 1) pouruncaractére £, : Gal(F, /Fy,) — ki
De plus, par (Hl) p|Ga1(F /F,) estnon scindée si |k,| = 1 mod p (car alors w = 1).

On pose U, @D et M, L kr(9y,) ou d, & £, o dét (dét désigne ici la norme

réduite). On ch0151t une uniformisante IIp, de Op, puis on définit T,, comme la double
classe V,,IIp, V,, o V,, e ker(1J,,) et on pose av, = £, (dét(Iip,)).

CasIIl. - On fixe un isomorphisme €5 = GLy(0r,) ainsi qu'un caractére
g, : Gal(F,/F,) — k tel que 7, & E;lmcal(ﬁ /1,y st de conducteur minimal parmi
ses tordus. On note n, l’exposant du conducteur de 7, (un entier positif ou nul) et
Ty« FJY — kj le caractére correspondant a dét (@, ).

Si ., est non ramifiée, on pose U, dét GL2(0F,). Sinon, on définit U,, C GLy(OF,)
comme le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures modulo w™». On pose
My Y kp(@,) ou By :U, — k} est le caractére défini par J,(g) < &, (dét( )) si

Up = GLa(0p, ) et ,(g) % €, (dét(g))7,, (d) pour g = (¢%) mod w™ sinon, et V,, = 4 ker(9,).
Cas IV. — Soit p,, : Gal(F,/F,) — GLy(E) un relevé quelconque de ﬁ|Ga1(ﬁ/Fw) et soit
¥, un K-type pour [r, N] (voir début du §3.2) our = p, |5, et N = 0. Par des résultats de
Vignéras, la représentation 9, reste toujours irréductible (si D est déployée en w, cela suit
de [46, 1.6] et [46, 3.11], et si D est ramifiée en w, cela suit de [45, Prop. 9], [45, Prop. 11] et

[45, Cor. 12]). On pose U, < 0, Vi, © ker(d,,) et M, €' 3,

Ayant défini U,,,, V,, et M, pour tout w € S, on pose :

vElv. I 95, Vv'E][ve [I 95,

weS wgSU{v} weS wgSU{v}
et M’ ¥ ®.,cs M. Notons que M est une représentation de U?/V.
LeMME 3.3.1. — Pourw € S', l'action naturelle de T,, sur wp(p)V" induit une action sur :
Hom,., i+ (M ", 7p(p)) = Homy, ;e vy (M, 7p(p)").

Démonstration. — 11 suffit de montrer que (pour w € §’) I'action de U, sur 7p(p)""
commute avec celle de Tr,. Lorsque w | p (cas I), on peut choisir des représentants dans U,
de U, /V,, qui commutent avec ( i 1) et doncpourg € U, ona:

wy, 0 Wy 0
eVy V-
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Comme V,, est distingué dans U,,, on en déduit que g commute avec T,. Lorsque w | disc(D)
(cas II), le caractére ¥J,, sé¢tend a DX. On a donc ¥, (gllp, g~ %) = J,(Ip,) pour
g€eU, =05 dou gHDwg‘ll'[Bi € ker(9,,) N O, = Vi, eten particulier gIlp, g~* € V,,IIp, V.
Donc g commute encore avec T,,. O

Pour w € §’, les opérateurs T, agissent sur Homy, [+ (M",7p(p)) par le lemme 3.3.1 et
ils commutent de plus entre eux puisque tel est le cas sur 7p(p)"" . On a donc une action de

T ¥ & [Ty, w € S'] sur HomkE[Uu](MU, mp(p)) et on pose :

(3.3) 700(p) & Homy, o) (M, 7p () [m']

oum’ est I'idéal maximal de T’ engendré par les T, — a,, pour w € S’. C’est une représen-
tation lisse admissible de D sur kg de caractére central w ™! dét Pleai®/r,)-

REMARQUE 3.3.2. — (i) La définition de 7p ,(p) en I et II ne dépend pas des choix des
uniformisantes w,, et IIp, . Si, danslecas 1, p| Gal(Fy /F,) €St scindée, ses sous-représentations
de dimension 1 sont par hypothese distinctes et il y a donc deux choix possibles pour définir
£, et€,,. Deméme dans le cas IT avec €, si Plaair /F,) est scindéeetssi |k, | = —1 mod p (car
alors w = w™!). Dans ces situations nous choisissons & chaque fois une des deux possibilités.
11 est probable que la représentation obtenue 7p ,(p) soit indépendante de ces choix, mais
nous ignorons comment le démontrer pour 'instant.

(i) I1y a d’autres choix possibles pour les définitions de U, et M,,. Par exemple, on aurait
pu procéder en I1I comme on I’a fait en IV, c’est-a-dire introduire des K -types. Mais il aurait
alors fallu utiliser une notion de type plus étendue de maniére a inclure la représentation
de Steinberg lorsque 5|Ga1(ﬁ /F.,) St spéciale. De plus, pour avoir une représentation M,
irreductible, il aurait fallu choisir un relevé irréductible de p| g, 7, /F,) lorsque Plaai®y/Fu)
est spéciale et |k,,| = —1 mod p. Inversement, on aurait pu aussi utiliser en I'V une définition
similaire & celle de IIT (sauf dans le cas |k,| = —1modp et plg, 7,/ F,) est induite de
Iextension quadratique non ramifiée de F,). Il n’est pas difficile, 14, de vérifier que ces
variantes donneraient la méme représentation wp ().

(iii) Enfin, on peut remarquer que I'opérateur de Hecke T, est vraiment nécessaire dans
le cas I seulement si p|7, est une représentation scalaire, et dans le cas II seulement si
PleaiF, /F,) est scindée et |k, | = —1 mod p.

3.4. Déformations

On définit les anneaux de déformations de représentations galoisiennes locales et globales
que I’on utilisera dans la section suivante.

On suppose dans cette section p > 2, p: Gal(Q/F) — GLy(kg) irréductible et p| Gal(Fy /Fu)
réductible non scalaire pour toutes les places w de F' divisant p.

Soit ¥ un ensemble fini de places finies de F' contenant les places divisant p et les places
ou p est ramifiée. Soit ¥’ un sous-ensemble de X tel que :

— siw | pousiply, estréductible non scindée (donc en particulier Pl 7, /) est alors

réductible ramifiée), alors w € ¥’
—siwtpetw € Y, alors p| Gal(Fy/F,) €St isomorphe a une représentation non scalaire

Epw *

de laformeﬂGal(E/Fw)%( 0 & )

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



944 C. BREUIL ET F. DIAMOND

Donc, pour tout w € ¥’, on peut écrire :

_ o [Ew
p|Ga1(E/Fw): 0 EI

pour des caractéres £,,, ., : Gal(F,/F,,) — k. Lorsqu’ily a plusieurs choix possibles pour
le caractére £, on en fixe un (voir la remarque 3.3.2 (i)).

On commence par les anneaux de déformations de représentations locales. On note &y la
catégorie des ) g-algebres locales noethériennes complétes de corps résiduel kg. Si A est un
objet de Gy, on note m4 son idéal maximal.

On note ¢ : Gal(Q/F) — O le relevé de Teichmiiller de w~=' détp. On rappelle
qu’il existe un anneau de déformation « cadrée » (framed) RL) qui paramétre les relevés
de plga 7,/ F,) de déterminant ev|q, 7/, - Plus précisément R représente le foncteur
de G ¢ vers les ensembles qui envoie A vers 'ensemble des relevés o : Gal(F,,/F,,) — GL2(A)
de plgaFy/F,) tels que dét o = el 77, -

Pour w € X on définit un foncteur D4 de ) vers les ensembles comme suit. Soit
A un objet de Gp. Siw ¢ ¥, alors D% (A) est par définition 'ensemble des relevés
o : Gal(F,/F,) — GLy(A) de Plaamy/F,) tels que dét o = el 7y 5, ot 0 (Lw) 5 o(1y).
Si we Y, alors D5 (A) est par définition I'ensemble des paires ordonnées (o, L) ou
o : Gal(F,/F,) — GL2(A) est un relevé de Plea®, /F,) tel que déto = e¥|q 7 /R, €t
L est un facteur direct de rang un de A? (I'espace de o) sur lequel Gal(F,,/F,,) agit par un
caractére de la forme ne, ou 7 est un relevé de &, tel que n(I,) = £, (I,). Dans le cas ou
wl|p &, =8, et E;l ® Plaa(F/r, €St 1a fibre générique d’un schéma en groupes fini et
plat sur O, , on demande de plus que 7! ® 0 ® 4 A/m" soit aussi la fibre générique d’un
schéma en groupes fini et plat sur @, pour tout n > 1. On définit D% sur les morphismes
de la maniere évidente.

LEMME 3.4.1. — Le foncteur D% pour w € X est représentable par un anneau R% qui
est formellement lisse sur O de dimension relative 3 + [F,, : Q] (resp. 3) siw | p (resp.
w1t p). Siw ¢ X ousiply, nestpas scalaire, alors le morphisme RS — R% est surjectif.
Siw € ¥ et p|, est scalaire, alors R% est topologiquement engendré sur RS par n*™ (g) ou
nunY  Gal(Fy,/Fy) — (RS) est défini par Uaction de Gal(F,, | Fy,) sur L™ pour la paire

universelle ("™, L") sur R% et ou g € Gal(F,,/F,) est un relevé quelconque de Fr,,.

Démonstration. — La preuve est essentiellement dans [31]. On explique ci-dessous com-
ment la déduire des résultats qui y sont énoncés.

(i) Supposons d’abord w ¢ ¥, donc en particulier w { p. Dans ce cas, la représen-
tabilit¢ de D% par un objet RS de €y et lexistence d’un relevé py de ﬁ|DGa1(ﬁ/Fw)
dans D (0g) sont des résultats standards. Considérons la ©pg-algébre R, asso-

s . =0 .
ciée a po dans [31, §2.7]. Comme R, 4 est un quotient de R% (par [31, Prop. 2.11])

et que ES’Oﬁ[l/p] est régulier de dimension 3 (par [31, Prop. 2.10]), il suffit de mon-
trer que I’espace tangent de RS ®p, ke est de dimension au plus 3. Comme p > 2, on
peut identifier cet espace tangent D% (kg[e]/(€2)) avec le noyau de I'application naturelle

ZY(Gal(F, /F,), M) — H'(I,, M) ot M & ado(ﬁ|Gal(ﬁ/Fw)). Le quotient de ce noyau
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par les cobords B(Gal(F,/F,), M) est isomorphe & H'(Gal(F,/F,)/L,, M), qui a
méme dimension (sur kg) que H°(Gal(F,/F,), M). On en déduit que la dimension de
I’espace tangent est bien :

dimy, B'(Gal(F,,/Fy), M) + dimy,,, H(Gal(F,,/F,), M) = dimy, M = 3.

La surjectivité du morphisme RY — R% dans ce cas est claire.
(ii) On suppose maintenant w € %’. Comme D% est isomorphe au foncteur obtenu en
remplagant la représentation ﬁ|Gal(F—w /F,) Par une de ses conjuguées et en la tordant par un

caractére, on peut supposer :
L
Gal(Fy /Fy) 0 1

pour un cocycle z; € Z1(Gal(F,, /Fy), kg (€,w)).

On considére d’abord le cas w | p et £, # 1. On va construire explicitement un relevé

universel ("1, LiV) € D2(R2) ou R Y 0p([T, X1, ..., Xa1, Y] etd € [F, : Q).

Soit ninv : Gal(F,/F,) — Og[[T]] le caractére &nr(l + T) ot & % [€,)]
est le relevé de Teichmiiller de &, et nr(1 + T') est le caractére non ramifi¢ envoyant un
Frobenius géométrique vers 1 + 7. On note =%V = nr(1 + T)n"Ve. Par [31, Lem. 3.7],

le O[[T]]-module des cocycles :
univ déf Snl —univ
Z" = 2N (Gal(Fy [ Fo), Op[[TII(E™))
est libre de rang d + 1 et pour tout morphisme 5 : Og[[T]] — A dans Gy, ona:
Z(Gal(Fy/Fu), A(B o ™)) = Z"™ @,y A.

(Notons que [31, Lem. 3.7] suppose en fait Fy, non ramifiée sur Q,, mais cela n’est pas néces-
saire dans la preuve.) En particulier, on a Z'(Gal(Fy,/F.), kg(§,w)) = Z™™ Qg ke
et on peut choisir un relevé z; € Z"™V de 25 ainsi qu’une base {z1, ..., za41} de Z"™V sur
Or[[T]]). On définit alors :

umv Gal( w/F ) - GLQ(R'L%) = GL?(QE[[Ta Xla cee 7Xd+13 Y]])

e 10\ (2 5,4+ 2! X,z 10
guniv & nr(14 7)1 i ,
Y1 0 1 -Y1

et L' comme le sous-R%-module engendré par () € (Rﬁ)2 (en particulier on a bien
dét(o™Y) = £,€).

Maintenant que nous avons défini un élément oV de D% (R%), nous devons montrer
que, pour Adans Gy et (o, L) € D% (A),ilexiste un unique o : RS — Atel que o = aoo™V
et L = LWV Qpa A. On remarque d’abord qu’il y a des éléments ¢,y € m,4 uniques tels

par:

que L est engendre par () et Gal(F,/F,) agit sur L par ne oun = &,nr(1 + t). Comme

dét(o) = e, ona:
10 10 Funiv
nr(l+1t) ooo po ?
-yl yl 0 1
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pour un z € Z(Gal(F,/F,), A(B o ")) ou B : Og[[T]] — A est défini par 3(T) = ¢
d+1

Comme zestunrelevéde z;,onaz=1® 25+ > .| ¢; @ z; pourdes z1,...,Zqr1 € My
uniques. On en déduit que o : RS — A définipar T +— t,Y — yet X; — x; pour
i=1,...,d+ 1est'unique o transformant (c**V, L") en (o, L).

Les cas restants ou w € ¥’ se traitent par des variantes de ’argument ci-dessus. Si w | p,
£, =1let ﬁ|Gal(ﬁ /F,) St la fibre générique d’un schéma en groupes fini et plat sur O, on
remplace le module des cocycles par le module :

Z}(Gal(Fy/Fy), Op([T])(E™))

comme défini dans [31]. Siw | p, £, = let ﬁ|Ga1(F— /F,) D€ provient pas d’un schéma en
groupes fini et plat, on remplace O [[ 1] par O, ni™Y par le caractére trivial et d+1 par d+2.
Enfin si w { p, argument est le méme que dans le cas précédent mais en remplacant d + 2
par 2.

(iii) Pour montrer la derniére assertion, supposons que p|z, est scalaire et soit S la
sous- RD-algebre de R% topologiquement engendrée par ni™V(g). Alors ni™" est & valeurs
dans S* et 0"V est & valeurs dans I'image de GLQ(R ), donc dans GLy(S). Comme

p(g) n’est pas scalaire, on voit que la matrice B% o—“m"(g) (ninive)(g)I € Mg(S) a une

réduction non nulle modulo mg. Comme dét(B) = 0, on en déduit que L ker(B) est
un facteur direct de S? de rang 1 et donc que L™V = R% ®g L. La propriété universelle
de (o', LuniV) donne donc une section RS — S de Iinclusion S C R%, d’ou il suit que
S—R2.

Si p|r, n'est pas scalaire, soit S I'image de RY dans R%. Alors o™V est & valeurs
dans GLy(S) et ni*V|; dans S*. On choisit g € I,, tel que p(g) n’est pas scalaire et on
montre exactement comme ci-dessus que S = R%. O

REMARQUE 3.4.2. — Si l’on remplace E par une extension finie E’, alors on a une ap-
plication naturelle R>* — Op ®g, R4 ou RIS est défini en utilisant E” au lieu de E. Un
argument standard utilisant le sous-anneau de R/~ des éléments se réduisant dans kg montre
que cette application est un isomorphisme.

. . S s 1
REMARQUE 3.4.3. — Lorsque w | p, 'anneau R coincide avec 'anneau R, considéré
dans [31] saufsip| Gal(Fy /F.) S5t la tordue par un caractére d’une représentation non ramifi¢e

, . ., s L. -0, , ..
réductible non scindée, auquel cas I’application naturelle R, v R% nest pas surjective.

On définit maintenant les anneaux de déformations de représentations globales qui vont
intervenir. Pour un ensemble fini () de places de F, on note D¢ le foncteur de &y vers
les ensembles qui envoie un objet A vers 'ensemble des classes d’équivalence des relevés
o : Gal(Q/F) — GL2(A) de p non ramifiés en dehors de X U @ et tels que dét o = e1, deux
relevés étant équivalents s’ils sont conjugués par une matrice g € GL3o(A) dont la réduction
modulo m 4 est la matrice identité. Comme p est irréductible, le foncteur D¢ est représentable
par un anneau de déformation universelle Rg. On note RS l’objet de G ¢ représentant le fonc-
teur qui associe a A I'ensemble des classes d’équivalence de paires ordonnées (o, { By, }wes)
ol o est un relevé de p comme dans la définition de D (A) et chaque B,, est une base de A?
qui se réduit sur la base standard de k%, et ou (0, {By }wes) ~ (90971, {gBy }wex) pour
toute matrice g € GL2(A) qui se réduit modulo my4 sur 'identité.
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On pose REC & OwexRY et Rﬁc = ®wexR%. On a des applications naturelles

Rq — R3, R, — RGet R, — R{;,. Onnoteenfin Ry « RG®p0. R..Lorsque Q = 2,
on supprime I'indice Q.

3.5. Multiplicité un I

Dans cette section et la suivante, on applique la méthode de Taylor-Wiles comme modifiée
par Diamond, Fujiwara et Kisin (cf. [16] et [32]). Cette premiére section contient essentielle-
ment des préliminaires.

On conserve les notations et hypothéses du § 3.3 et on suppose de plus que la place v | p
fixée est telle que F,, est non ramifiée sur Q,, D, est déployée et ﬁ|Ga1(1~T /F,) €St réductible
générique (cf. §2.1 et rappelons que la généricité implique p > 3). On fixe un isomorphisme
de O, -algébres Op,, = Ms(OF, ) pour chaque place finie w ou D est déployée.

Notons qu’avec (H2), on suppose en particulier que pour toute place w | p, D,, est dé-
ployée et p| ., (Fu/Fy) Ot réductible non scalaire. (Comme déja remarqué au § 3.3, les résul-
tats de [12] devraient permettre de traiter les cas ou ﬁ|Ga1(FT, /F,) est irréductible pour w # v
divisant p, voir la remarque 3.7.2.)

Rappelons qu’au §3.3, on a défini des sous-groupes ouverts compacts U,, O V,, et des
représentations M., de U, /V,, sur kg pour w € S. La place v n’est pas dans S, mais on
définit maintenant de maniére similaire U, comme le sous-groupe de @BU =~ GLy(Pp,) des
matrices triangulaires supérieures modulo v (cf. le cas I ci-dessus). On écrit :

_ o [Eow *
Plaac e = |7 ¢

pour des caractéres €,,&, : Gal(F,/F,) — kJ et on pose V, % ker(d,) et M,
oud, : U, — k est défini par 9,(g) € &, (a)€, (d) pour g = (&%) modulo v.
Pour w € SU {v}, on reléve la représentation M, en caractéristique 0 comme suit. Dans
les cas I, IT et 111 du §3.3, on a défini M,, = kg(J,,) pour un caractére 9, : U, — kg,
on pose alors M, e Or(¥,) ou ¥, est le relevé de Teichmiiller de ¥, et O est supposé
suffisamment grand. Dans le cas IV (ot w { p), on a defini M,, comme la réduction d’un
K-type ¥, pour un relevé o de ﬁlGal(E /Fy) On suppose maintenant que ce relevé est choisi

d:éf kE (av)

telquedét o = ev|g 75/ 5,) et o (Luw) = p(I,) ou v est le relevé de Teichmiiller de w™! dét p
(voir § 3.4). On définit M., comme un modéle de 9., sur O (en supposant O suffisamment
grand pour que 9, ait un tel modele). Dans tous les cas on a M,, = kg ®¢, M, comme
module pour kg[Uy/Vi].

On définit aussi des sous-groupes U,, C U? de @Bw & GL2(BF,) pour les places finies
w ¢ S U{v} qui vérifient la condition :

(Q) le quotient des racines du polynome caractéristique de p(Fr,) n’est pas dans
{1,N(w),N(w)~*}

ou N(w) ¥ |ky| = e~1(Fr,,). Pour une telle place w, on définit U°, ¢ GLy (O, ) comme le

sous-groupe des matrices triangulaires supérieures modulo w et U,, comme ’ensemble des
ge Ul telsqueg=(3?)modw.
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Si maintenant @ est un ensemble fini quelconque de places finies de F' qui ne sont pas dans
S U {v} et qui satisfont toutes (Q), on pose :

o I ve I Oheave®™ [ vl[ve [ .

weSU{v}IuQ wgSU{v}IuQ weSU{v} weQ wgSU{v}IuQ

On voit Ug /Vg = I1, esu(v) Uw/Viw comme agissant sur le £ g-module M « Quwesufvy Muw

(Ie produit tensoriel est sur ). Comme 7 est totalement pair (car p est modulaire), on
peut I'identifier par la théorie du corps de classes a un caractére des adéles finis A;ﬂ’ 7 trivial
sur F’*. Comme ¢ coincide avec ¢,, sur @IX% pour w € S U {v} et est trivial sur @;w sinon,
on peut étendre l'action de Ug/V sur M via ¢ pour obtenir une action du groupe fini
a UQA; 7 /VoF*. Notons que ce groupe est indépendant de () et agit naturellement sur
la courbe de Shimura Xy,,, donc sur la cohomologie H}, (XVQ g+ Or)(1). On pose :

déf
CQ = HOIIlOE[G] (M, Hét(XVQ,@’ @E)(l))

Pour w ¢ {v} US U Q on définit 'opérateur de Hecke T, agissant sur le @g-module
HY(Xy, 5 Or)(1) par la double classe 05, (% 9) 05, pour un choix quelconque d’uni-
formisante w,, de O, . De méme pour w € @, on définit T,, agissant sur H}, (Xy, 3 O6)(1)
par la double classe U, (wow (1’) U, . Attention que I'opérateur T, pour w € Q dépende du
choix de w,,. Pour w € S’ on définit T, exactement comme au § 3.3. On vérifie comme dans
la preuve du lemme 3.3.1 (et plus simplement méme lorsque w ¢ SUQ) que chaque T3, induit
une action sur Cg. De plus, ces opérateurs commutent deux a deux ce qui permet de définir
une action de la )g-algébre commutative T op [Tw,w & {v} U S\S’'] engendrée par des
variables formelles T, pour w ¢ {v} U S\S’. On note Tg I'image de T dans Endg, (Cg) :
c’est un O g-module de type fini.

Rappelons que, pour w € S, on a défini des éléments «,, € kj. Pour w € Q, on

pose L N(w)a, pour un choix de valeur propre «;, de 5(Fr,). On note ¢¢g I’ho-
momorphisme de @g-algebres T — kg défini par ¢g(Ty,) = ay pour w e S'UQ et

¢q(Tw) = N(w) tr(p(Fry)) pour w & {v} U S UQ, et on pose mg = ker(¢q).
On pose maintenant 3 “su {v}et:
5 € 8" U {v} U {w, p|s, est réductible non scindée}.

Rappelons que S contient toutes les places ou p est ramifiée, donc on a ¥/ C %, et notons
que les hypothéses du § 3.4 sont satisfaites pour p, X et ¥’. En particulier, pour tout w € ¥,

on peut écrire :
_ o [Euw *
P|Ga1(ﬁ/Fw) = 0 g/

pour des caractéres £,,,&,, : Gal(F,/F,) — k. De plus, on a toujours £, = £, siwfp
(par (HO) ou car I’extension est non scindée). Lorsqu’il y a plusieurs choix possibles pour le
caractére £, on en fixe un (voir la remarque 3.3.2 (i)).
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__Prorosition3.5.1. = On a des  isomorphismes Q, ®¢, Comg = Do et
Qp®0,Tome = @D Qo Qy®¢, Tg,m, agit composante par composante sur Qp®¢,, CQ m,
et ou les sommes directes sont sur les représentations automorphes 7 de (D ® A)* telles que :

- Too Z g (¢f §3.1),

— dét pr = e,

pPr est un relevé de p,

— pnx est non ramifiée en dehors de ¥. U @,
siw € X\, alors pr(L,) = p(Ly),

- siw € %, alors pr| g p,) =

_ 4 _
siw | p, €ulr, = Eulr, €&y PlaaFy/F,) €t la fibre générique d’un schéma en groupes

Nw€ *

0w, ) pour un caractére 1, relevant &, tel que

fini et plat sur OF,,, alors N, px |Gal(ﬁ /F,) €5t la fibre générique d’un groupe p-divisible
sur O,

De plus, I'ensemble de telles 7 est non vide.

Démonstration. — (1) On a des isomorphismes :
Q@ ®9,, Co,mq = Homp, a1 (M, Q, ®¢, He(Xy, 55 O8)(mg)
@®@E He’lt(XVQ,@a @E)(l)mcg = @ Hélt(XVQ,@vQTp)(l)p
p

ou la derniére somme est sur les idéaux premiers p de Q,® ¢, T tels que pNT C mg et quisont
dans le support de H}, (X Vo 0" Qp). En tant que Q, ®y,, T-module, on a une décomposition :

HY(Xy, 5:@p)(1) = P (pr 05, 7°)

U

ou la somme est sur les représentations automorphes 7 de (D Qg A)* telles que 7o, = 09
et 7y est comme au § 3.1 mais avec les scalaires étendus a Q, au lieu de C. On en déduit que
Qp ®9,, Cqgm, est la somme directe sur de telles 7 des Q,-espaces vectoriels :

1%
pr ®g; Homg,, () (M, P (7;°)p)
p

pour p comme ci-dessus. Comme cet espace vectoriel est nul sauf si ¢ est le caractére central
de 7, ou de maniere équivalente dét p,, = e, on a seulement besoin de sommer sur ces 7 la et
on peut alors remplacer G par Ug / V. Dans le produit tensoriel restreint usuel 7 = ®:ﬂ Tw
Popérateur de Hecke T, agit par 'identité en dehors de w. Comme on a :

i ks
5= (@) o (@t o (@ =)
weS weQ wEBUQ

on en déduit que les idéaux premiers p de Q, ®¢), T tels que (ﬂ}/‘? )p # 0 sont précisément les
noyaux des homomorphismes définis par T, — a,, (w € $\S’) ol a,, € Q,, est une valeur
propre de Ty, sur le facteur en w. Notons que p N T C mg (pour le p correspondant) si et
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seulement si a,, se réduit sur a,, pour w € S’ U Q et sur N(w) tr(p(Fr,,)) pour w ¢ £ U Q.
On en déduit :

Vi ~ !
Hom@E[G](M7@(7TfQ)p) = ® Xuw

p

ou :
Homg,(v,,] (M, 7)) siw e X\
x, Hom@E[Uw](Mu” T )a,) siwes
B (5" e siw € Q
0., .
(™ )N(w)tr(ﬁ(F‘rw)) sinon,

et ou « en indice veut dire la somme des espaces propres généralisés pour T, associés aux va-

X

i 0
leurs propres a,, € Z, qui se réduisent sur o € kg. Pour w ¢ ZUQ, les espaces m,,”* sont de

X

. . 05
dimension 1 et a,, = N(w) tr(p,(Fr,,)), donc la dimension de ®wg2uQ(7rw )N (w) tr(p(Fra))
est 1 si p, se réduit sur p et 0 sinon. On peut donc supposer que p, est un relevé de p en dé-
terminant les autres facteurs.

(i) Supposons d’abord w € S\ S’ (donc en particulier w { p). Si plg, 7/, ) est irréduc-
tible, alors le facteur en w est Hom 0% (0w, Tw), qui est non nul (et nécessairement de dimen-
sion 1) si et seulement si pr|7, = olr,,1.€, px(lw) = (L) (cf. le choix de o au début de
cette section).

Si Plaa/r,) est réductible et w ¢ X', alors plr, =&, €, pour des caractéres

!/

Eur & i Ty — kS et indgiw ¥, est un K-type pour [o,0] (cf. §3.2) o o, 2 [€,] ® [€,]-
On en déduit comme dans le cas précédent que :

(2]
Homy,, (04, Tw) = Hom% (indUi"’ Yy T

est non nul (nécessairement de dimension 1) si et seulement si p (I,,) — p(Iy,).

SiPlgaim /r,) eStréductibleetw € ¥, alors bl g7 r, ) = €, ®(§ 1) pour un caractére
£o Gal(Fy,/F,) — kj et '® PlaaF ) €St ramifiée. Dans ce cas Homy, (193, Tw) est
non trivial si et seulement si 7, est de la forme 7,, o dét @}, ol ,, est un relevé de £, tel que

nw(lw) = &, (L) et 7, est soit une série principale non ramlﬁee soit la représentation de
Stemberg Comme pW'GaI(F IF) releve ol gz, r,) €t que I '® PlGai#,/F,) est ramifiée,
on ne peut avoir pour 7, une série principale non ramifiée. On en déduit que HomU (Y, Tww)
est non nul (nécessairement de dimension 1) si et seulement si pr|g. 75/ 7,) = Mo ® (61).
qui est équivalent a p,- |Gal(ﬁ Fu) de la forme demandée dans I’énoncé.

(iii) Supposons maintenant w € S’. Considérons d’abord le cas w{p. On a alors
E;} =¢,, D, ramifiée et U,, = @Ew. D’aprés les définitions de M, et de Ty, on voit que
Homg, v, (My,Tw)a,, 7 0 (nécessairement de dimension 1) si et seulement si 7, = 7, 0 dét
pour un caractére 7, : FX — Z,  tel que Molgx = [ng@; et a, = 1y (dét(Tlp,)) re-
leve «,, (rappelons que IIp, est une uniformisante de @)p,), ce qui par compatibilité
local-global est €équivalent a p,; |Ga1(H JFu) de la forme demandée.
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Supposons w | p, w # v et &, |1, # &,|7,. Dans ce cas indgi“’ 9, est un K-type pour
[[€.,] ® [€,], 0], et donc Homp, v, (Mw, ™) est non nul si et seulement si WD (pr| 17 /7)) =
| - | ® 1, (avec N = 0) pour des caractéres n,, n, : W — Qp - tels que 1|7, = [€,]1..-
|1, = [EZUHIW et Ny = YlgaF, /r,)- D¢ plus dans ce cas Homg, 17, (Mw, mw) est de
dimension 1 avec T, agissant par a,, = 17, (@), de sorte que Homg, 1y, 1(Muy, Tw)a,, €St
non nul (nécessairement de dimension 1) si et seulement si la représentation de Weil-Deligne
WD (pxlgaFy/F,)) €St comme ci-dessus avec 7y (ww) € ZT,,X relevant a,, = &, (wy)
(et donc avec aussi 7, (wy) € ZT,X). Une représentation potentiellement semi-stable
PrlGai(F, F,) @ une telle représentation de Weil-Deligne si et seulement si pr |17, /5, ) €St
comme dans I’énoncé.

— —/ . . r
Supposons w | p, w # v et &, |1, = &,|1,. La preuve est similaire au cas précédent avec

les modifications suivantes. Si E;l ® ﬁ|Ga1(FT, JFw) n’est pas la fibre générique d’un schéma
en groupes fini et plat sur O, alors on a WD (pr|gamy /F,)) = Ml - | @ 10 avec N # 0 et

T, agissant par 1,,(wwy, ). Si €, ! ® E|Gal(p—w /F,) St la fibre générique d’un schéma en groupes
fini et plat sur Op,, alors U, = GL2(0F,) et on a WD (pr|gums/r,)) = Ml | ©m,
(avec N = 0) pour des 7,7, comme dans le cas précédent, mais maintenant T, agit
par ny (ww) + ., (ww)N(w). Cest une unité p-adique si et seulement si soit 7,,(co,,) soit
0, (ww)N(w) est. Quitte a échanger n,| - | et 1), on voit comme précédemment que
DO |Ga1(Fﬁ /F,,) €St comme dans I’énoncé.

Supposons maintenant w = v. Comme p|Ga1(FT/ F,) ©st (réductible) générique, on a

&,|1, # &,|1, etencore une fois Hom 05[U.] (Mo, m,) non nul (nécessairement de dimension 1)
sietseulement si WD (pr| g7/ 7,)) = Mol - | @ 1y avec N = O et des caracteres 1y, 17, comme
ci-dessus. Comme p,,|Ga1(F—U /F) reléve ﬁ|Ga1(F—U /F,)>onen déduit par la proposition 2.2.3 que
dans ce cas le O g-module fortement divisible qui donne pﬂ|Ga1(F—U /F,) est de type & (cf. dé-
finition 2.2.1), et par le théoréme 2.4.1 que 7,(p) est une unité p-adique qui releve &, (p).
(Notons que le caractére 7' (&) du §2.1 est la restriction a I, du caractére noté ici 7,.) On
conclut exactement comme précédemment.

(iv) Supposons enfin w € @ (donc en particulier w 1 p). Par la condition (Q), on a
Plaary /) Z€w ® €, pour des caractéres distincts £,,%,, : Gal(Fy,/F,,) — k) dont le

quotient n’est pas w*!. Comme p, reléve 5, on en déduit Pl GarF py = e © 1), pour

des caractéres n,, et 1, qui relévent £, et £,. On a donc 7, & Indg?ﬁ(?’“)(nm Tt enl,)

de sorte que Homy,, (M,,, 7,,) est de dimension 2 avec 7y, (w,, )N(w) et 7., (w,)N(w) pour
valeurs propres de T,,. Comme une seule de ces valeurs propres se réduit sur o, on obtient
que Homy, (My,, Ty )a,, €St de dimension 1.

Ceci achéve la preuve de Q, ®¢, Com, = ®pr avec m comme dans I’énoncé. Notons
que T agit sur la composante en 7 via un homomorphisme T — Q, envoyant T,, sur
N(w) tr(pr(Fry)) pour w ¢ ¥ U Q. Comme ces homomorphismes sont tous distincts, la
conclusion concernant T, s’ensuit.

(v) Le fait que ’ensemble de ces 7 est non vide découle du théoréme 3.2.2 appliqué avec
S =X, ¢ = e et T = I'’ensemble des places de F divisant p. Posons fz,, = £,, pour w € ¥’
et choisissons les types de Weil-Deligne [r,,, N,,| pour w € ¥ comme ceux apparaissant dans
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la preuve ci-dessus. Un relevé p,, provenant d’un point a valeurs dans Q, quelconque de
'anneau RS du lemme 3.4.1 est du type demandé. Le théoréme 3.2.2 produit alors un relevé
p = pr qui a les propriétés requises. O

REMARQUE 3.5.2. — Notons que, dans la preuve ci-dessus, le cas w = v se distingue des
casw | p, w # v car nous n’introduisons pas d’opérateur de Hecke 77, en v. Nous aurions pu,
comme pour les places w | p, w # v, rajouter un tel opérateur et remplacer dans I’énoncé les
hypotheses F, non ramifiée, D, déployée et ﬁ|Ga1(FT IF,) réductible générique par juste D,
déployée et p|Ga1(FT /Fy) réductible non scalaire. Mais cela aurait alors compliqué I’énoncé
et la preuve du théoréme 3.7.1 ci-aprés qui, de toute manicre, requi€rent ces hypothéses plus
fortes en v.

Nous aurons besoin d’une variante de la proposition 3.5.1 dans le cas Q = @. Ecrivons :

(3.4) Bl 2 Ew x| _ (&0, w0 x 20
‘ Aascrres = 75 g ) =0 g ) o

ou 6, est 'unique caractére de Gal(F,/F,) qui coincide avec E; sur I'inertie et qui vaut 1
en p (si plga(r/r,) est scindée on fait un choix pour &, €., et donc pour 8, cf. les re-
marques 2.1.2 (ii) et 3.3.2(i)). Notons ¢, 'ensemble des plongements de k, dans kg, ona:

€,0," = nr(\)[T, ey wire et E,0," =nr(u,)

pour Ay, p, €kj et des 7r,,€{0,...,p—3} uniques avec (ry,)o # (0,...,0),
(p—3,...,p—3). Rappelons que I'on a alors défini en (2.4) le caractére n'(J) ® n(J)
de I(OF,) = U, pour tout J C J,. Définissons les & g-modules M (J) et C(J) exactement
comme ’on a défini M et Cy au § 3.5 mais en remplagant M, par M,,(J) L Or(n'(J)en(J))
(en particulier M, (&) = M,). On note T(J) le Og-module de type fini image de T dans
Endg,(C(J)) et on pose m = mg.

PROPOSITION 3.5.3. — Pour tout J C J,, on a des isomorphismes Q, ®¢, C(J)m = @ pr
et @y ®¢, T(J)m = D Q, 0t Q, ®¢,, T(J)wm agit composante par composante sur Q, @, C(J)m
et ou les sommes directes sont sur les représentations automorphes @ de (D @ A)* telles que :
— Moo = 09,
— dét pr = e,
pPr est un relevé de p,
pr est non ramifiée en dehors de ¥,
siw € X\Y, alors pr(I,) = p(Iy),
siw € E\{v}, alors pr|caFy/F,) = (ngs TIZ) pour un caractére 0, relevant €, tel
que My (L) = Ew (Lw),
siw = v, alors pﬂ|Gal(F—v /F,) €St potentiellement Barsotti-Tate de type de Weil-Deligne
[7'(J) @n(J),0],
—siw|p &ylr, = av |1, et E;lm Gal(Fy /F.) 51 la fibre générique d’un schéma en groupes

fini et plat sur OF,,, alors n, px |G31(E /F,) €51 la fibre générique d'un groupe p-divisible
sur O,

De plus, I'ensemble de telles  est non vide.

4¢ SERIE - TOME 47— 2014 - N° 5



FORMES MODULAIRES DE HILBERT ET VALEURS D’EXTENSIONS 953

Démonstration. — La preuve est en tout point similaire a celle de la proposition 3.5.1,
sauf pour la derniére assertion (cf. (v) dans la preuve de loc.cit.) ou, pour pouvoir utiliser le
théoréme 3.2.2, il faut vérifier que la représentation ﬁ|Ga1(F7 JFy) admet un relevé potentiel-
lement Barsotti-Tate de type de Weil-Deligne [n(J) @ n(J),0]. Cela se déduit par exemple
de [4, Thm. 5.1.1(i)] en se souvenant que 7(&) € @(mcal(ﬁ, / FU)) est un constituant de

mdﬁ%(@“ 7' (J) @ 1(J), cf. §2.6 (cela se déduit aussi du lemme 3.2.1 en utilisant que p est
modulaire de poids 7(@) en v par la preuve du théoréme 3.7.1 (i) ci-apres). O

Pour terminer cette section, nous revenons au cadre du § 3.3 (ou il n’y a plus d’hypothése
sur v) pour montrer le corollaire suivant qui compléte le corollaire 3.2.4.

COROLLAIRE 3.5.4. — Supposons p>2,  p:Gal(Q/F) — GLa(kg)  modulaire,
E|Ga1(@/F( 1)) irréductible et, si p =15, l'image de p(Gal(Q/F(¥/1))) dans PGLy(kg)
non isomorphe a PSLo(F5). Supposons également satisfaites les hypothéses (HO0), (H1), (H2)
(cf. §§3.2et3.3). SiD est ramifiée env alors la représentationp ,,(p) en (3.3) est de longueur
infinie.

Démonstration. — Soient 7, ¥, €t ry, ,, comme dans la preuve du corollaire 3.2.4 et

P dﬁf [w™! dét p]. On applique le théoréme 3.2.2 avec pour T I'ensemble des places w # v

divisant p, pour S ’ensemble ¥ = SU{v}, avec i, & &, siw € '\ {v}, avec le type de Weil-
Deligne [r, m, 0] en v et avec les types de Weil-Deligne de la preuve de la proposition 3.5.1
aux places w # v de X, c’est-a-dire :

— [0, 0] comme dans le (ii) de cette preuve si w & ¥,

— [[€L]l - | @ €], Nw] avec Ny, # 0siw € X/ maisw { p, ou bien siw | p, &|1, = &1,
et&, ® Plgar,/r,) Nest pas la fibre générique d’un schéma en groupes fini et plat
sur Op,,

- [[€.] @ [€.,], 0] sinon.

(L’existence des relevés locaux se déduit des lemmes 3.2.1 et 3.4.1.) Soit 7, une représen-
tation automorphe de (D ®g A)* donnée par le théoréme 3.2.2 et la correspondance de
Jacquet-Langlands. Sur une extension suffisamment grande F,, de F, on obtient comme
dans la preuve de la proposition 3.5.1 :

Hom@E[U"](MUa@p®0Em 7T’?n) = @®@ Tm,v

ou Mv Rues Muw, 70, est un O, -réseau de m,, ; comme en (3.2) et T, pour w € S’
agit par multiplication par un scalaire dans @,X; qui se réduit sur o, € kj. On déduit de
la proposition 4.7 que le O, -rang de Hom, o) (M, 70,) est Cq™ pour un entier C stric-
tement positif indépendant de m. Soit wg,, une uniformisante de O, I'injection naturelle

70 /wE, — kg, ®k,7p(p) (cf. lemme 3.1.2) induit des injections compatibles avec ’action
de T, pourw € 5 :

HOHIQE[U@](M 71' )/wE <—>HomkE[Uu](M 7T /’(DE )

— kp,, ®, Homy, (M, 7p(p))

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



954 C. BREUIL ET F. DIAMOND

et 'image de 'injection composée tombe donc dans :
kg, ®ky Homye)(M, 75 (p))[W] = ki, @y, 70,0 (D)-

On en déduit que 7p ,,(p) est de dimension (sur kg) supérieure ou égale a C'g]* pour tout m
et on conclut comme dans la preuve du corollaire 3.2.4. O

3.6. Multiplicité un II

On montre que le module Cy, = Cg 1, est libre de rang 2 sur Ty, = To my, -

Beaucoup des arguments sont similaires a ceux que 1’on trouve dans les articles généra-
lisant [47] et [43]. Une différence cependant est que le but de ces articles étant typiquement
de montrer la modularité de représentations galoisiennes, les méthodes de changement de
base peuvent y étre utilisées afin de simplifier les hypothéses sur le niveau. Nous donnons par
conséquent des preuves complétes aux endroits ou cette différence intervient. On conserve les
notations des sections 3.3, 3.4 et 3.5 et les hypothéses de la section 3.5.

Pour une représentation automorphe 7 de (D ® A)* comme dans la proposition 3.5.1, la
représentation p, est naturellement définie sur un objet de la catégorie & (cf. §3.4) : prendre
par exemple {a € Og/, a € kg} pour une extension E’ suffisamment grande de E. Elle dé-
finit donc un morphisme de O-algébres Rg — Q, qui envoie N(w) tr( pg‘i"(Frw)) surla va-
leur propre de T, agissant sur a2 (Oru) pourw ¢ £ U Q (ou p‘é“i" : Gal(Q/F) — GLa(Rg)
est dans la classe d’équivalence de la déformation universelle de 5 correspondante). Par
la proposition 3.5.1, on obtient donc un morphisme Rg — Q, ®¢, TQ,m, qui envoie
N(w) tr(py™ (Fry)) sur 1 ® Ty, pour w ¢ ¥ U Q. Comme R, est topologiquement engen-
dré sur O par les traces {tr(pb“i"(Frw)), w ¢ ¥ U @}, ce morphisme est donc a valeurs
dans Tq m,. On voit aussi que si Q" C @, on a un diagramme commutatif :

Ro — Ry
1 1
TQ,mQ . PH“Q’,rnQ/
ou la fléche du haut est la surjection canonique, les fléches verticales sont celles que I’on vient
de définir et la fleche du bas peut étre caractérisée comme 1’unique application (surjective)
qui envoie Toy € Tq,m, sur I'unique racine &, € T/ m,, de X% — Ty X + (wy)N(w)
(donnée par le lemme de Hensel) qui se réduit sur «,, siw € Q\Q' et sur Ty, sinon. Pour
voir qu’une telle application existe et rend le diagramme commutatif, notons qu’il suffit de le
vérifier apreés avoir tensorisé la ligne du bas par Q,, et avoir projeté sur chaque composante
de @, ®p, To'm o dans la décomposition de la proposition 3.5.1. L'application de Rq
vers la composante correspondant & 7 se factorise par la composante de Q, ®¢, TQ,mo
correspondant a w ou I'image de T, y est déterminée par p, comme suit :

(i) siw ¢ ¥ U Q alors I'image est N(w) tr(pr (Fry,)),
(ii) siw € S’ alors il existe un unique caractére 7, de Gal(F,/F,,) relevant £, tel que

~

PrlGamy ry) = ("“(‘)’E 7;7 ) et 9y (L) = €, (I,), I'image est alors 1, (w,, ) sauf siw | p
et n;lpw|gal(ﬁ /F,) €St la fibre générique d’un groupe p-divisible auquel cas I'image
est 7w (w@w) + N(w)m, (@w),
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(i) siw € Q alors prlgF/r,) = Mo S Ny OU Ny (ww) reléve oy, mais pas ), (ww)
(voir (iv) dans la preuve de la proposition 3.5.1) et I'image est alors N(w)ny, ().

L : . . déf
Considérons maintenant le morphisme canonique Rg — Tg’mQ = Rg ®Ro TQmeg-

LEMME 3.6.1. — (i) Il y a un unique morphisme de Rg—alge‘bres rag RS — Tg)mQ.
(i) Siw € §’, alors U'application induite RS — ’JI‘E"mQ correspond a une paire (0., L,,) ot
Gal(Fy /Fy) agit sur Ly, par un caractére nye tel que 1, () = Ty.

(iil) Le morphisme o est surjectif.

Démonstration. — Supposons d’abord @ suffisamment grand pour contenir 1’image
du morphisme Tqn, — Q, pour chaque 7 comme dans la proposition 3.5.1 (il n’y a
qu’un nombre fini de telles 7). Donc, pour chaque 7, on a une déformation correspondante
o : Gal(Q/F) — GL2(0g) de p non ramifiée en dehors de XU Q. Soit @% o ®Rq Rg,
on a alors pour chaque w € ¥ un relevé canonique :

ol : Gal(F,/F,) — GLa(0p)

de bl g7/ ) delaforme Ayor|q 7ok, A’ Pour une matrice A, € GLa( 0'5) relevant
la matrice identité de GLy(kz). Montrons que le morphisme correspondant R — @E se
factorise en un unique morphisme R — @E. Siw ¢ ¥, alors o.(l,) = p(Iy), donc
également O'Ew(.[w) = p(I,) et le fait que R — @g se factorise par R%. Siw € ¥/, alors

Orl (T Fy) = (771(’,“S nz ) pour un caractére 7, relevant £, et tel que 1, (I,) = &, (Iw).

On en déduit un unique facteur direct de (65)2 sur lequel Gal(F, /F,,) agit par f,e. De
plus si w € S’ alors 7, (w,,) est I'image de T, dans @z. On en déduit que R — @E se
factorise de maniére unique en R2 — 65, et de plus que 7" (cw,,) € R2 s’envoie vers

I'image de T, dans O pour w € S’ (ni*Y est le caractére Gal(F, /F,,) — R% relevant £,
dans le lemme 3.4.1).
11 suit de la définition de RS que pour chaque 7 comme dans la proposition 3.5.1 la fléche

A

o . N . . O

R — Rg — @5 se factorise de maniére unique en un morphisme R, . — 0, et donc que
. O . - . . O

la fleche Rg — O se factorise de maniére unique en un morphisme RS — @g. Onen

déduit que :
O | 0
Rg = Tome = D Os

. .\ . . O
se factorise de maniere unique en un morphisme Ré — @, Op. Comme, par le lemme 3.4.1,

Ré est topologiquement engendré sur Rg par {ni"V(w,,), w € S'}, on voit que ce dernier
O

Qmqg-

Maintenant ne faisons plus I’hypothése que E est suffisamment grand. Si E est remplacé

par une extension E’, les O g-algébres ’]I‘%va, RCE'2 et RS sont remplacées par leur extension

des scalaires a g (voir la remarque 3.4.2). Donc, pour E’ suffisamment grand, par le
raisonnement précédent le morphisme :

morphisme est encore a valeurs dans T

O O
Or ®9, Rg — Op ®0p T mg
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se factorise de maniére unique en un morphisme Og ®g,, Ré — Op ®y, ']I‘amg vérifiant le
(i1) de I’énoncé. On en déduit que I'image de Ré est contenue dans ’]I‘S,mQ ce qui démontre (i)
et (ii).

Enfin, pour démontrer (iii), rappelons que siw ¢ ¥ U Q alors Ty, € T m,, est 'image de
N(w) tr(pg™ (Fry)) € Rq. Siw € Q, soit g,, € Gal(F,,/F,,) dont 'image dans Gal(FTU/Fw)ab
correspond a 'uniformisante w,,. Le polynome caractéristique de pg‘i"(gw) a une unique
racine dans R qui se réduit sur N(w) ™' ay,, et cette racine s’envoie sur N(w) T, € T m,,-
On en déduit que ’H‘S’mQ est topologiquement engendré sur RE, par les éléments T, que
’on n’a pas considérés, i.e., les T}, pour w € S’. Mais par (ii) ces éléments sont encore dans
I'image de g, donc a est surjectif. O

Notons que si Q' C @, alors Rg/ s’identifie a RS ®Rg/ Rg/, et donc Tg,’le s’identifie
a RS ®Rrg Tq',m,, - De plus la surjection induite ']I‘g’mq — TS’,mQ/ est compatible avec les
applications de source RS pour w € ¥ de sorte que ’on en déduit un diagramme commutatif
ou toutes les fleches sont surjectives :

A A
RQ — RQ,

1 1
O O
TQ,T“Q E— TQI,mQI .

On pose C’S,m o « R% ®ro CqQ,m, que 'on voit comme Ré—module via le morphisme

o du lemme 3.6.1.

Pour w € @, soit A,, le sous-groupe de p-Sylow de k5 et Ag = [T.c o Aw. Largument
de [14, Lem. 2.44] montre que anivk;al(ﬁ /F,) €St la somme de deux caractéres et I’on note
nUnY celui qui se réduit sur &, ou €, (Fry,) = o, = N(w)~!. Comme n""|;,  a une réduc-
tion triviale, donc est d’ordre une puissance de p, il se factorise par I, — Q;w — k. (rap-
pelons que w 1 p). Sil’on restreint ’application induite k5 — Rg a A, on a un homomor-
phisme A,, — Ré pour chaque w € @. En prenant le produit sur w € @ on obtient un ho-
momorphisme Ag — Rg, donc un homomorphisme de Og-algebres Og[Ag] — Rg par le-
quel on voit Cg m, comme un Oz[Ag]-module.

On peut aussi définir une action naturelle de Ay, sur Cg,n, comme suit. On identifie A,

a un sous-groupe de U? /U, via I'isomorphisme U? /U,, = kX défini par :

b
(a > — ad~! mod wyOF,.
cd

Alors I'action naturelle de Uy, /U, sur Hg (X, 5, OF)(1) commute avec celles de G et Tet
donc induit une action sur Cq m,, . La compatibilité avec la correspondance de Langlands lo-
cale nous dit que A, agit via n,, sur (7,,* ), pour chaque 7 comme dans la proposition 3.5.1
(en utilisant les notations de sa preuve) ce qui entraine que les deux définitions de I’action
de A,, coincident. Notons en particulier que, pour chaque représentation automorphe = qui
contribue & la décomposition de @, ®¢, Cg m,. le facteur local 7, est une série principale
qui est non ramifiée si et seulement si U2 agit trivialement sur la composante correspondante
de @, ®0,, CQumq-
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Supposons maintenant Q' C Q. Soit T° la sous-Og-algébre de T engendrée par
les T, pour w ¢ (E\S') U (Q\Q'), Ty (resp. T,) I'image de T° dans Endy, (Cq)
(resp. Endg, (Co)) et soit m® « mg NT° = mg N TO. La preuve de la proposition 3.5.1
est encore valable lorsque Tg/ i, est remplacé par T¢ 1 mo €t montre que T%/7mo et Tg/m,
ont méme rang sur Og, de méme que Cg o et Corm o La construction de la fleche
Rg — Tgm o ost aussi valable, et montre qu’elle se factorise par ’JI‘%, mo- Comme T,
est dans I'image de Rg/ pour chaque w € Q\Q’, on en déduit que I’application naturelle
’H‘%,,mo — Tqrm,, est surjective, donc est un isomorphisme. Comme I'application naturelle
Cq/mo — Cq/,m,,, est automatiquement surjective, c’est aussi un isomorphisme. L'injection
naturelle Cg: — Cg est T%-linéaire, donc induit un morphisme Cg/ mo — Cg mo, et on
considere I’application composée :

Lg : CQf,mQ, = CQ/’mo — CQ,mo — CQ’mQ.
En tensorisant par Q, et en appliquant la décomposition de la proposition 3.5.1, on voit

que Lg est Tq,m,,-lin¢aire ou I'action de Tq,m, sur Cg/m,, est définie via la surjection

Tome = T/ my précédente (envoyant T, sur &, pour w appartenant a @Q\Q’). On pose
déf

A\er = HweQ\Q’ Ay
LEMME 3.6.2. — (i) L'application Lg induit un isomorphisme CQr,mQ,l Cg,%\§/~
(ii) Le module C m,, est libre sur O[Aq)].

Démonstration. — (i) Pour w € Q\Q’, soit U/, la préimage de A,, dans U? (on a donc
Uy, CU., CUP). On pose :

UpcUS Cug [[ v, cug,Eug [[ v cUq=Uq [] 95,
weR\Q’ weQ\Q’ weR\Q’

VocVi €vo [JTu, cvsy v [T vScve =va [ 95.
weR\Q’ weR\Q’ weR\Q’
ainsi que :

" déf
Cg = Homg, g (M, HY (X ve' @ Or)(1))
def
C8'y € Homp, ¢ (M, H} (X g Or)(1)).
L’application Lg est alors la composée des applications :

Q Q'
CQ’J“Q’ - Q,O,mQ - Q,mQ - CvaQ'
D’apres la preuve de la proposition 3.5.1 (et la compatibilité entre les deux descriptions de

Paction de A,,), on voit que les trois premiers &) p-modules ont méme rang que le & g-module
choe
Qmqg -

(i) Montrons que la fleche Cq/m,, — Cg:O,mQ est un isomorphisme. Par induction, il
suffit de montrer que I'application :

.9 Q'
6 ° CQ”,O,mQ// - CQ,O,mQ7
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avec Q' C Q" et Q@ = Q" U {w} pour une place w ¢ Q' est un isomorphisme. Pour cela,

comme les deux @g-modules ont méme rang, on voit qu’il suffit de définir une application
f)g-linéaire :

. 0Q

€e:C3 —

Q'
,0,mqg Q//,O,mQ//

telle que € o § est bijectif. Soit 7 le morphisme naturel X or — X (m n’est pas une
Q,0

’
VS,

représentation automorphe ici!), § provient donc de ’application :
" HL(Xyg 0 06)(1) = HE(Xyer o O8)(1).
Soit g (§ 2 ).onagy'US., C O etdonc gwvaQng C VQN o- Soit 7’ le morphisme

associé ng/o — X o’ . On ne va pas utlhser I’application (7')* sur la cohomologie, mais
> Q.0
plutdt les deux applications trace :

Ty T, Hé}t(XVQQ’O)@’ Op)(1) — Hg(X Op)(1).

VS o@
(Lapplication 7, peut étre vue comme associée a la double classe @Ewg;IUw.) Les
applications 7, et m, commutent avec ’action de G et celle des opérateurs T, pour
w' & (XU {w})\S’. Un calcul standard de doubles classes donne la relation :

() )
7 -1 Ty, ﬂ'fk

entre applications H} (X Or)(1) —» Hi(X @ Or)(1)2, ou le T, a gauche

VQ/ Q’ VQ'
est un endomorphisme de H} (X Ve, Or)(1), le T a droite un endomorphisme de
Hélt(XVQ/ oL Og)(1), et ou Sy, est deﬁm par l'action de w,, € D.S. Notant encore 7, et 7,
Qlly07

les applications induites Cg,’o,mo — 08:/,0,1110 = C'g,/,’o,mQ” , on en déduit que 7, — G, o7, se
factorise par la localisation Cg '0 mo Cg,,o,mQ et on définit e comme I'application induite
CQ

omg 8",0,111@,,' Comme m,7* = N(w) + 1 et w,7* = S;;*T,,, on en déduit :

€06 =N(w)+ 1 —(ww) @l =1 - (@) "6 =1 - N(w)awfy," € Tormg,

ou f,, est autre racine de X2 — T, X + 1)(w,)N(w). Par 'hypothése (Q), on voit que
1—N(w)au, B; I a une réduction non nulle, et donc est une unité dans Tgrm o Donceo §est
un isomorphisme.

— CQ:mQ est un isomorphisme. L’application :

X Q/—>X Q’
v§ Vo

(ii1) Montrons que Cg:o,mQ

— S:O’mQ induite par
Q/
et CF mq

étant de degré premier a p, la composition avec ’application CQ mo

la trace est un automorphisme de C’Q707mQ. Comme les deux @)g-modules CS:OWQ
ont méme rang, on en déduit que CS,O,mQ — CQ,mQ est un isomorphisme.

(iv) On introduit maintenant une place auxiliaire pour simplifier le reste de I’argu-
ment. Par [18, Lem. 3], il y a un nombre infini de places finies w vérifiant (Q) telles que
N(w) # 1 mod p (le lemme de loc.cit. ne dit pas que les racines du polyndme caractéristique

sont distinctes, mais sa preuve montre que I’on peut toujours le supposer lorsque p > 3).
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On peut donc choisir une telle place wy ¢ @ telle que wy ne divise aucun nombre premier g
vérifiant [F(¥/1) : F] < 2. Comme A, est trivial, on a :

CQ/ _ Q' U{wo}
QU{wo},MQU{wy} QU{wo},MQu{wy}

ce qui montre déja (par ce qui précéde) que les applications horizontales dans le diagramme :

Q Q'U{wo}
Ca'ma = Camg ~ Cauiwotman )
l l

CQme - CQU{wO}vaU{wO}

sont toutes des isomorphismes. On peut donc remplacer Q' par Q' U{wy} et @ par QU{wy},
i.e., supposer que Q' contient wy.

L’hypothese sur wg assure que, pour z € D Jf, le groupe :

T, € (DX neUS e AEDL)/F>

n’a pas d’élément non trivial d’ordre fini. (Pour voir cela, notons que si vF* € I', est
d’ordre premier g, alors le quotient des racines du polynome caractéristique de v est une
racine g-iéme de 1 et [F(¥/1): F] < 2. Comme d’autre part 7, € TuwoUwo Tt FY 5 la
réduction de ce quotient est congrue a 1 modulo wy, ce qui implique que wq | ¢ et est im-
possible par choix de wg.) Cela entraine que, dans ’action a droite du groupe G x AQ\Q/ =
U, 8 /A; f [V surla courbe Xy, les éléments non triviaux de G x A\ ne fixent aucun
point géométrique. En effet, il suffit de le vérifier pour I’action sur les points complexes de
D*\((C\R) x D} /Vq). Siu € Ug'AIfﬂ’f fixe le point D* (2, 2Vg) (avec z € C\R, z € DY)
alors (z,zu) = (v-(2), vfxv) pour v € D* et v € Vg ou 5 est I'image de v dans DJf et
v, son image dans DX = GLa(R) (rappelons que 7 est I'unique place archimédienne de F'
ou D est deployée). Comme v = zuv~ 'z~ !, on en déduit que vF* € T, mais I'image
de I';, dans l'injection D*/F* — DX /FX = PGLy(R) est discréte et le stabilisateur de z
est compact, donc vF'* est d’ordre fini, ce qui implique v € F* et donc u € Vo F'*.

On a donc un diagramme commutatif de revétements galoisiens étales de courbes
connexes sur F':
XVQ — XVg,
1 |
Xg — XZ,

déf

ou Xg' det ng, /G, Xq = Xy, /G, les applications horizontales ont comme groupe de

Galois Ag\ ¢, les applications verticales G, et ou on fait agir a gauche les éléments de ces
groupes via ’action a droite de leur inverse.

Soit ¥ le O g-faisceau lisse sur la courbe X, 8 "associé a I'action de son groupe fondamental
wl(XS/,E) sur Homy), (M, Og(1)) ou 7T1(X8/,§) agit sur M via son quotient G (5 est un
point geométrique). On note encore & son image inverse sur Xg pour toutes les courbes X du
diagramme ci-dessus. Notons que C s’identifie alors a H}, (X Vo, )Y, et la suite spectrale
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de Hochschild-Serre donne donc une suite exacte de Ox[Gal(Q/F)]-modules :

0— H'(G x Ag\gr, H, t(XVQ 7)) — HL(X9_, )

QY
A ,
— CQQ\Q — HQ(G X AQ\Q/7H€(’3)(3(XVQ,@7 g))

Comme I"action de Gal(Q/F) sur H (X, 5, 7) se factorise par Gal(Q/F)*" et que Cq,m,,
est un réseau dans une somme directe de représentations pr dont la réduction p est irréduc-
tible, on en déduit que I'application composée :
A ’ A ’
(XG5 7) —~ 037 = Coas
est surjective. Elle se factorise par Cg:mQ — Cg"ﬁ.}g' qui est donc aussi surjective. Cela
achéve la preuve de (i) puisque ces @) g-modules ont le méme rang.

(v) Comme H ((Xgg ) et H (XQ oL
Gal(Q/F) se factorise par Gal(Q/ F)""'D pour Jj = 0,2, la suite spectrale de Hochschild-Serre
appliquée au revétement X535 — X g montre que, pour i > 0, le Og[Gal(Q/F)]-mo-
duleiH (AQ\Q/, et(XQ,Q7
Gal(Q/F)?" sur chaque gradué. De plus la suite spectrale de Hochschild-Serre pour le
revétement X, 5 — X, 7 montre que I’action de Gal(Q/F) sur les noyau et conoyau de
H (X5 9) — Cq se factorise par Gal(Q/F)?b. Onen déduit que H*(Ag\ ¢/, Cq) a une
filtration finie pour laquelle Gal(Q/F) agit via Gal(Q/F)2P sur chaque gradué. Comme
C,m, est un facteur direct de Cq en tant que Op[Ag\ o x Gal(Q/F)]-module, ceci reste
vrai avec Cq m,, au lieu de Cg. Par ailleurs, par dévissage on voit que H*(Ag\ g/, Cq,me)
a une filtration finie par des sous-0g[Gal(Q/F)]-modules tels que chaque gradué est iso-
morphe a p. On en déduit finalement que H*(Ag\ ¢/, Cq,m,) = 0 pour tout i > 0, ce qui
implique que Cq m,, est libre sur O[Ag\ o] par [6, VI (8.7)]. O

&) sont nuls pour j > 2 et comme ’action de

F)) a une ﬁltrdtlon finie pour laquelle Gal(Q/F) agit via

Tous les ingrédients sont maintenant en place pour appliquer le « patching argument » de
Taylor-Wiles et démontrer le résultat principal de cette section. Lorsque Q = &, on omet
I'indice Q.

THEOREME 3.6.3. — (i) Le Ty,-module Cy, est libre de rang 2.

(ii) L'anneau local Ty, est un anneau d’intersection compléte sur Og.

Démonstration. — On le démontre exactement comme dans [32, Thm. 3.4.11]. Aux no-
tations prés, la seule différence est que I’anneau jouant le role de B dans loc.cit., c’est-a-
dire R[_, est ici formellement lisse sur O et il n’y a donc pas besoin d’inverser p dans la
conclusion de [32, Prop. 3.3.1] (et en fait la preuve devient plus simple, voir [16, Thm. 2.1]).
On conclut par conséquent que R® = T = RY @p T, est un isomorphisme d’anneaux
locaux d’intersection compléte sur O et que RY ®g C,, est libre de rang 2 sur ']I‘E. Comme
R est formellement lisse sur @, on en déduit que T, est un anneau local d’intersection
compléte sur O et que Cy, est libre de rang 2 sur Ty,. O
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3.7. Résultats principaux

On montre les deux théorémes énoncés dans I'introduction.
On conserve les notations et hypothéses des sections précédentes. Rappelons ces hypo-
théses. On fixe un corps totalement réel F' et une représentation :

7:Gal(Q/F) — GLy(kg)
continue, modulaire, irréductible en restriction a Gal(Q/F({/1)) (ou kg est une extension
finie de F,, suffisamment grande comme au § 3.1), telle que I'image de 5(Gal(Q/F({/1))) dans
PGLy(kg) est non isomorphe a PSLy(F5) si p = 5, et vérifiant les hypothéses :
1) 5|Ga1(ﬁ /F,) est réductible non scalaire aux places w de F' divisant p,
(i1) il existe une place v (fixée) de F' divisant p telle que F,, est une extension non ramifiée
de Q, et ﬁ|Ga1(FT, /F,) est générique (réductible).
Rappelons que (ii) implique p > 3.
On fixe une algebre de quaternions D sur F' vérifiant les hypothéses :
(iii) D est déployée en une seule des places infinies et aux places divisant p,
(iv) si w est une place finie de F' ou D est ramifiée, alors ﬁ|Ga1(H /F,) ©St soit irréductible
soit non scalaire de la forme fz,, (§ ) pour un caractére &z, : Gal(F,,/Fy,) — k.

Rappelons que (iv) implique 7 (p) # 0 par le corollaire 3.2.3.

On écrit p|g, 7, /x,) comme en (3.4) et on rappelle que 7(2) € D(PlgaF;/F,)) st
I'unique poids de Serre tel que I'action de U, = I(Op,) sur 7(@)1(Pr.) est donnée par
M, = 7(2) @ n(2) = EU|[,€Ux] ® f;hkm (cf. § 2.6). Rappelons aussi que 1'on a défini
Z(Plgaw,/F,)) en (2.2) et F(J) en (2.5) pour J C .

THEOREME 3.7.1. — (i) On a dimy,, Homy, (gL, (05, )] (1(2),mp,(p)) = 1.
(ii) Pour tout J C J,, ona:

.. 1GL2(0OF,) — _ _
Homy (aL, (05, (mdl(@;i)“) 7(J) ®7(J),7p(p)) # 0
et side plus Z (p| g7, /7)) F (J) = D, alors cet espace d’homomorphismes est de dimension 1

sur kg.

Démonstration. — (i) Par le théoréme 3.6.3 (i), on a Cy, /wg libre de rang 2 sur T, /wg.
Par le théoréme 3.6.3(ii), I'anneau artinien Ty, /wg est d’intersection compléte, donc
Gorenstein. Par conséquent (T, /wg)[m] est de dimension 1 sur kg, et donc (Cy,/wg)[m]
de dimension 2 sur kg.

Montrons que I’application naturelle injective :

C/’WE = kE ®QE HOHl@E[G] (M, Hgt(XV,@7 @E)(l))
— Homy,,1q) (M, Hy (Xy, g, ke)(1))
est un isomorphisme apres localisation en m (ou M A /g et ou on omet ) = & en

indice). Posons @) = {wg} ot la place wg est comme dans la preuve du lemme 3.6.2, on a un
isomorphisme Cy, = CQ,mo (lemme 3.6.2) et un isomorphisme défini de maniére analogue :
Homy,, (¢ (M, Hy(Xy 5, ke)(1)),, — Homy,(q) (M, Hy (Xy, 5, kE)(1))

mQ'
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Considérons le diagramme commutatif :

Hy (X5 9) Hi(Xo5 9/wE)

|

Homp, (g (M, H}, (Xy,, 5, Or)(1)) — Homy, ) (M, Hj (Xy,, 5. k£)(1))

|

H?(G,Homy,, (M, HY, (Xy, 3 ke)(1)))

Hgt (XQ,@v g)

avec Xg et & comme dans la preuve du lemme 3.6.2. Comme la ligne du haut et la colonne
de droite sont exactes et que I'action de Gal(Q/F) sur H3 (X, 5, 7) et Hg, (Xv,3 ke(1))
se factorise par Gal(Q/F)2P, on a (comme dans la partie (v) de la preuve du lemme 3.6.2)
que l’application composée :

H} (X5 ) — Hi(Xo5, 9 /wE) — Homy, g (M, Hj (XVQ’@,kE)(l))m

Q,Q QY
est surjective, et donc qu’il en est de méme de :

Q

Cqmq = Homg, g (Ma Hélt(XVQ,@’ @E)(l))mQ
— Homy,, (g (M, Hgt(XVQ @ kE)(l))mQ.
On en déduit avec ce qui précede que :
Cw/wr — Homyq) (M, Hy (X, g, ke)(1)),,
est un isomorphisme et donc que :
dimy,,, Homy a7 (M, H, (X g, ke) (1)) [m] = dimg, (C /@ g) [m] = 2.
Montrons maintenant que Homy, .17, (M,,mp (p)) adimension 1. Par[8, Lem. 4.6] et [8,

Lem. 4.10] (aux changements de convention pres, cf. § 3.1), on a I'isomorphisme d’évaluation
(8, Lem. 4.11]) :

Pk mp(p)Y S Hi(Xy g, ke)(1)[m2]

ou m% est I'idéal de kg[Ty, Sw|wgs engendré par les éléments T, — N(w) tr(p(Fr,,)) et
Sw — N(w) dét(p(Fry,)) pour w ¢ X. On a donc les identifications par (3.3) :

P ®p Homy v, (Mo, 7D, (5) = P @k, Homyy (M, @1y M, 7p (p)) [m]
= Homy,y/v)(My ®kp M5 ®, mp(p)”)[m']
= Homy,,w/v) (M, Hg (Xy, g, ke) (1) [m3]) [m]
= Homy,, (¢ (M, H(Xy g, ke)(1)) m]

o, dans la dernicre égalité, on a identifié I’action des opérateurs S,, avec celle des éléments
correspondants de G = UAIE’ f /V F*. Comme on vient de montrer que ce dernier espace
a dimension 2, on en déduit que Homy,,y,;(My, 7p,»(p)) a dimension 1, ou encore par
réciprocité de Frobenius :

. (2] _ _ _
dimy,,, Homy, , (G1., (0, )] (de(QZ( ™) i (@) @ (), 7p.0(p)) = 1.
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2(01?1,)—/

Par le lemme 2.1.4, le seul constituant de 1ndI( on 7 (2) ® (@) qui est dans D(p| 7/ r,))
est son co-socle 7(2). Le théoréme 3.1.1 1mp11que alors que les homomorphismes :
GL2(0r,) — _
mdl(02( ) 7(2) @M(D) — 7p,o(p)

sont exactement ceux qui se factorisent par le co-socle 7(2). On en déduit que

Homy, ,(cLy (05, ) (T(D), ™D,w (D))
a aussi dimension 1.

(ii) Par la proposition 3.5.3, on a C(J)y # 0 et 'injection :
C(J)m/wr — Homy, g (M(J), Hy(Xy 5, k) (1)),

implique donc en particulier Homy,,(c) (M (J), Hy (X5, ke)(1))[m] # 0. On montre
comme dans le (i) ci-dessus I’identification :

P @k Homyy v, (My(J), 700 (p)) = Homy e (M (J), Hg (X g, k) (1)) [m].

On voit donc que :

OFy) — _ CVIE Y _
Homy,, (GLy(9r,)) (indyi g2 )™ 7 (J) @ 7(J), 7D,0()) = Homy v, (My(J), 70,0 (7))

est non nul. La derniére assertion découle du lemme 2.1.4 et du théoréme 3.1.1. O

REMARQUE 3.7.2. — Cheng dans [12, Thm. 4.1, Thm. 5.3] démontre des résultats si-
milaires aux théorémes 3.6.3 et 3.7.1(i) ci-dessus, mais sous des hypothéses techniques
différentes. Les principales différences sont les suivantes : d’une part ’hypothése que les
représentations |,z r,) sont réductibles non scalaires pour w | p est remplacée par
Endy i@/ ry ) Plea@, /r,)) = ke et Fi, non ramifice, d’autre part tous les poids de
Serre réguliers de ﬁ|Gal(H /F,) Sont considérés (a toutes les places w | p) au lieu du poids de
Serre particulier 7(2) considéré ici. Notons que la conditi’op .qlrle ﬁ|Gal(F— /F,) & Un poids
Les hypothéses imposées dans [12] aux places w ne divisant pas p sont par allleurs plus
restrictives que celles de cet article.

REMARQUE 3.7.3. — Dans le récent travail [20], Emerton, Gee and Savitt montrent une
variante de [15, Conj. B.1] qui entraine en particulier que le théoréme 3.7.1 (i) est vrai en
remplacant 7(&) par un quelconque poids de Serre T € @(ﬁ|Gal<F—v / Fv))’ et aussi que ’'espace
des homomorphismes du théoreme 3.7.1 (ii) est de dimension 1 pour tout J C ¢, (sous
I’hypothése que F' est non ramifiée en p et que ﬁ|Ga1(FTJ /Fy) St générique pour tout w | p).

On en déduit maintenant le corollaire satisfaisant suivant.
COROLLAIRE 3.7.4. — Sila représentation wp(p) se factorise comme en (3.1) (cf. §3.1),

alors la représentation mp 7J(,o) = HomkE[Uv] (M ,mp(p))[m’] (¢est-a-dire définie comme
en (3.3), ¢f §3.3) est nécessairement le facteur local en v de wp(p).
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Démonstration. — Si I'on a np(p) = ., Tp . (P) pour 75, (p) représentation lisse
admissible de DS sur kg, alors mp ,(p) = X Qg Wb’v(ﬁ) ou :

déf Vi -
X = Homy, ) (M ,®;)¢v7rb,w(0))[ml]

(avec action triviale de GLy(F,)). On en déduit par le théoréeme 3.7.1 (i) que le kg-espace
vectoriel :

X ®kp Homy (g, (05, ) (7(9), 7, (9)) = Homy, 1z (05, )1 (T(2), 70,0 (P))

est de dimension 1. Il en est donc de méme du kg-espace vectoriel X. O

COROLLAIRE 3.7.5. — La représentation lisse admissible wp ., (p) vérifie les hypotheéses de
la proposition 2.6.1 (pour la représentation locale ﬁ|Ga1(E /F) ) pour tout J C J, tel que

Z(PleaFy /) NF(J) = 2.

Démonstration. — L’hypothése (i) résulte du théoréme 3.7.1 (1), I’hypothése (ii) du théo-
réme 3.1.1 et du lemme 2.1.4, et ’hypotheése (iii) du théoréme 3.7.1 (ii) et de I’hypothése (ii).
O

REMARQUE 3.7.6. — Il suit de [20] que la représentation 7p ,, (p) vérifie les hypothéses de
la proposition 2.6.3 (pour ﬁ|Ga1(FT /F, )), ce qui contient strictement le corollaire 3.7.5 (voir
la remarque 3.7.3).

Par le corollaire 3.7.5 et la proposition 2.6.1, pour tout J C ¢, tel que
Z(plgaiw;/F,)) N F(J) = @ lareprésentation wp , (p) fournit donc un invariant z(J) € k.
Pour une représentation (lisse avec caractére central) arbitraire 7 de GL2(L) sur kg vérifiant
les hypothéses de la proposition 2.6.1, ces z(J) peuvent étre essenticllement quelconques
(cf. §2.6).

COROLLAIRE 3.7.7. — Pour J C {4, tel que Z(p|g. 7/ r,)) N F(J) = 2, les invariants
z(J) € kj de la représentation wp ., (p) sont donnés par :

H xv,a‘(rv,o + ]-)

oeJ

-1 -1
(‘]) = —Z;(—l) v,0 ﬂv,a oor &
T (UI;IJCX UI;IJ ) H Too(Too+1)
O’gi]
cop~ed

avec (aw,0)oey, (Buo)oey, €1 (Tv,o)ocy, commeen(2.1) pour le module de Fontaine-Laffaille
contravariant de plq 7 /5,y ® 0, (cf. (3.4)).

Démonstration. — On va appliquer le corollaire 2.6.5 a J et # = 7p ,(p), il faut donc
vérifier toutes les conditions de ce corollaire. Notons qu’il suffit de démontrer I’égalité du
corollaire dans n’importe quelle extension finie de kg, et on peut donc agrandir arbitraire-
ment E dans I’application du corollaire 2.6.5, ce que ’on fait de manicére tacite dans la suite
de la preuve.

Soit 7 une représentation automorphe de (D®A)* telle que p, contribue a Q,®¢, C(J)m
comme dans la proposition 3.5.3. Comme dans la preuve de la proposition 3.5.1 (pour
Q = @), on voit que 'on a Homy,, 7+1(M",Q, ®g 77) = Q, ®g m, ol m, est le facteur local
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de w en v, ou S et U” sont comme au §3.3 et M = ®weS M,, avec M,, comme au §3.5.
Soit 7° un Og-réseau de 7y comme en (3.2), alors Homy),, 7o) (M7, 7°) est un Op-réseau )
de m, (stable par GLy(F},)) et le @r-module :

Homy, (7 (M(J), ) = Homg, (17,1 (M, (J), 7)) # 0

est non nul, donc libre de rang 1. On note ¥ € 7 un générateur du sous-f)g-module (de
rang 1) des éléments de 70 sur lesquels U, agit par le caractére M, (J) = n'(J) @ n(J).

L’injection naturelle 7° ey £ ®p, ™ — mp(p) (lemme 3.1.2) induit une injection
Homy, 7o} (M, 7°) < Homy, ;v (M,7p(p)) qui, par construction, tombe dans
Homy, , 1+ (M",7p(p))[m'] = 7p (). On a ainsi des injections :

kg ®g, T = HomOE[UU}(MU,WO)/wE — HomkE[Uu](Mv,ﬁO) — Tp (D)

de sorte que I'image de ¥ dans 7 p ,,(p) est non nulle.

Le fait que p9r|Ga1(F—u/Fv) = Homgpy1 ,, (M, Acis)V (1) (00 p2 est un Op-réseau stable par
Gal(Q/F) dans p,) pour un (unique) & z-module fortement divisible 7 de type n(J) @' (J)
provient de Homy 1, 1(My(J), 7,) # 0 et de la compatibilité avec la correspondance de
Langlands locale ([38]).

On peut donc appliquer le corollaire 2.6.5 avec J, 7p ,(p), M, 72 et ¥, ce qui donne le
résultat (le lecteur pourra vérifier sur toutes nos normalisations que la représentation ,, est
bien alors la représentation 7, du théoréme 2.5.2). O

REMARQUE 3.7.8. — (i) Notons que les valeurs des z(J) du corollaire 3.7.7 ne dépendent
que de ﬁ|Ga1(Fﬁ /F,)- Lorsque la représentation mp ,(p) vérifie les hypothéses de la proposi-
tion 2.6.3 pour ﬁ|Gal(E JF) (ce qui est maintenant connu par [20], cf. la remarque 3.7.6) et
que Z (ﬂ(}al(FT / Fv)) # @, il existe par les résultats de [5] de nombreux autres invariants que
’on peut associer a mp ,(p), par exemple les invariants « cycliques » de [3, Ques. 9.5] lorsque
ﬁlGal(F—v /F,) St (générique) semi-simple. Nous ignorons comment calculer ces invariants cy-
cliques en général, mais on peut se demander si leurs valeurs conjecturales explicitées dans
[3, Ques. 9.5] ne seraient pas aussi celles données par 7p ,,(p). Voir & ce propos les résultats
de [29].

(it) Il est vraisemblable que le corollaire 3.7.7 reste valable dans le cas ou les r,, , sont tous
nuls mais ou p| Gal(Fy /Fy) ® 6, est supposée de plus dans la catégorie de Fontaine-Laffaille.

4. Appendice : Réductions de K -types

On donne des formules explicites pour la semi-simplification modulo p de tous les K -types
pour GLy(L) ou L/Q, est une extension finie quelconque.

On note M lextension quadratique non ramifiée de L, o 1’élément non trivial de
Gal(M/L) et Fy, Fg2 les corps résiduels de L et M. On note I, le sous-groupe d’inertie
de Gal(Q,/L), wy, une uniformisante de L et vy, la valuation sur L telle que vy, (wr,) = 1.

On rappelle que I;(01) C GLy(01) est le pro-p-sous-groupe de Sylow du sous-groupe
d’Iwahori I(@);) des matrices triangulaires supérieures modulo une uniformisante wp,
de @r. On note I(F,) C GL2(F,) le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures et
I, (F,) son p-sous-groupe de Sylow. Pour n > 1, on note I(n) le sous-groupe de I(0)y) des
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matrices triangulaires supérieures modulo w? et I;(n) son pro-p-sous-groupe de Sylow
(donc I(1) =I(Or) et I (1) = 1,(OL)).

Pour un groupe profini G contenant un pro-p-sous-groupe ouvert et pour A € {F, kg},
on note Ry (G) le groupe de Grothendieck des représentations (lisses de dimension finie) de
G sur A. Rappelons que Ry, (G) & Ry, (G/N) pour tout pro-p-sous-groupe normal N de G,
et qu'un élément de Ry, (G) est déterminé par son caractére de Brauer, qui est une fonction
a valeurs dans @ (pour E suffisamment grand) sur ’ensemble des classes de conjugaison
p-réguliéres de G (oude G/N). Siv € Rg(G), onnote 9 I'élément dans Ry, (G) donné par la
réduction de 9. Rappelons que le caractére de Brauer de 9 est juste la restriction du caractére
de ¢ a 'ensemble des éléments p-réguliers de G. On suppose toujours que E est suffisamment
grand pour que tous les caractéres de Brauer prennent leurs valeurs dans O et que toutes
les représentations irréductibles de G en caractéristique p soient définies sur kg.

Pour un caractére ¢ : IFX — kj,, on note ¥(§) I'image dans Ry, (GL2(F,)) (ou dans
Ry (GLy(01))) de la réductlon de la représentation irréductible de GLy(F,) de de-
gré ¢ — 1 sur E associée a [¢] si €9 # & ou bien de ([x] 0 dét) ® (Sp — 1) € Rg(GL2(Fy)) si
E=xo NFq2 JF, (ou Sp désigne la représentation spéciale de GLy(F,) sur E). Le caractére
de Brauer de 9(£) (sur les classes de conjugaison p-régulieres de GL2(FF,)) envoie donc la
classe de g vers (¢—1)[€(c)] sig = c € F, vers —[£(c)] — [§(c)]? si g a pour valeurs propres c,
e IE‘qX2 \FF, et vers 0 sinon.

Si [r, N] est un type de Weil-Deligne (cf. § 3.2), on définit son conducteur essentiel comme
le conducteur minimal parmi tous ses tordus par des caractéres.

On note d’abord la formule suivante :

LEMME 4.1. — Pour tout caractére v : IFX — ké ona:
qCL2(Fq
26(5) = FX121((1F )) Y= me
13

dans Ry, (GL2(Fy)), ou la premiére somme est sur tous les caractéres & : F;z — ky tels que

) = |px, ou la deuxiéme somme est sur toutes les représentations irréductibles T de GL;y(IFy)
q

sur kg de caractere central i et ou :

déf { 2val(q)—val(dim T) sidimT > 1

oval(e) _ 1 sidimT = 1.

Démonstration. — Pour démontrer la premiére égalité, on vérifie facilement que les deux
sommes ont méme caractére de Brauer, qui envoie g vers (¢> —1)[¢(g)] pour g € F* et vers 0
sinon. Il suffit de démontrer la seconde égalité en sommant sur tous les caractéres centraux
possibles ¢ : ¢ — kg, i.e., de démontrer :

. GLy(F,) ;o
Z 1ndI(Fq) X®x = Z M.T
XX T
ol la premiére somme est sur tous les caractéres x, x’ : Fy — kj et la deuxiéme somme
est sur toutes les représentations irréductibles 7 de GL2 (F,) sur kg. Comme les constituants

L () Xx®x’ sont distincts, on doit montrer que m., = m’ oum/

1(F,)
est le nombre de paires ordonnées (, x’) telles que 7 est un constituant de 1ndm]§ 2)(F @) X®x' .

irréductibles de chaque ind
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Quitte a tordre par une puissance de dét, on peut supposer 7 = ®Ued(Sym“’ k%)? ou J
est 'ensemble des plongements F, — kg. Par [17, Prop. 1.1], m/ est le nombre de sous-
ensembles J C  tels que les équations :

Te = Co siceJetoop ted
Te =Co — 1 siceJetoop e J
ro=p—2—c, sic¢Jetoopleld
ro=p—1—c, sic¢Jetocopl¢gJ

aient une solution avec 0 < ¢, < p—1 pour tout o € J et au moins un ¢, < p— 1. On trouve
qu’il y a une solution si et seulement si J est tel que :

1) {o,7o =p—1}NF(J) =2 (ou F(J) est comme en (2.5)),
(ii) sir, = p — 1 pour tout o € Jalors J = &,
(iii) sir, = 0 pour tout o € J alors J # &.

En se souvenant que dim 7 = [, . ,(ro + 1), on déduit facilement m, = m/. O
On fixe dans la suite un type de Weil-Deligne [r, N].

PROPOSITION 4.2. — Supposons que r est décomposable, i.e., r|;, = x1 ® X2 pour des
caractéres lisses x; : O — E*. Soitn le conducteur de x1/xa (i.e., le conducteur essentiel de
[r,0]) et ¥ un K-type correspondant a [r,0] (c¢f. §3.2).

(i) Sin =0, alors ¥ =X o dét ot x = x1 = Xo.
(1) Sin > 1, alors :

n—1

< (e JGLa(0L) . o — q" " — 1. GLyoL)
9= (mdl(m) (X1®X2))+ =1 oo Y

dans Ry, (GL2(0L)), ot ¢ = X1Xo est la réduction du caractére central de 9.

Démonstration. — Si n = 0 alors x; = x2 et ¥ = x o dét, Iassertion est alors claire. Si
n>1 et ¢>2, alors il y a un unique K-type correspondant a [r,0], & savoir
) . 1GLy(0 ) a déf
9 = (détox1) ® ind 72" x ot x ((25)) = (x2/x1)(d) (cf. [28, §A.2.5]). On a donc
9= ind?(I;f)(QL ) resf((gi) X1 ® Xo. Nous allons montrer la formule de I’énoncé :

n—1

. GL2(0r) I(n) — — GL2(0L) (— — q -1 . GL2(01)
4.1) 1ndI(n) resyip, ) X1 ® Xa = (de(QL) X1 ® Xz)) + -1 1nd0§11(0L) )

par récurrence sur n. Le cas n = 1 étant clair, on suppose n > 1 et (4.1) vraie avec n remplacé
par n — 1. On montre d’abord que :

I(n—1) OFf I1(n—1) _

.. 1I(n—1) I(n) — — I(n—1) — — . _
(4.2) indj,, resyp, ) X1 ® Xo = resyg 3 X1 ® X + 1nd0z I (n—1) T8S1(0,) X1 ® X2

dans R, (I(n — 1)). Les classes de conjugaison p-réguliéres de I(n — 1) sont celles des

[a] O

0 d]> pour a,d € Fy. La valeur du caractere de Brauer sur une telle matrice

matrices (
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des deux cotés de (4.2) est donnée par gx1([a])x=2([d]) sia = d et par x1([a])x2([d]) sia # d.
L’égalité (4.2) et ’hypothése de récurrence donnent :

QL2 (0 I(n
1nd1(n)( 2 resl((@)) X1 ® Xo

GL2(0) I(n—1 GL2 (0 OfLi(n-1) _ _ _
= ind, Z(I)L)resl((o ))X1 ® X2 +ind 2((L) 0 res; 1)( )X1 ® Xa

-2
[+ GLa(01) — o — q" GL2(0r)
= (ind; 7)™ (%1 ®X2)) + q—1 Lin d@Xil(OLL)w
. 1GL2(0r) . 0711(0L) 07 I1(n—1)
+md@;11(@m d@;zl(n_l) 07X 1.(01) ¥

Comme, d’une part, les éléments p-réguliers de QZ I;(®1) sont centraux et, d’autre part,
[O071,(01): O L (n—1)] = ¢" 2, onadans R, (0, 1,(01)) :

. 10711(0L) 0FfIi(n—1) ,  p_2
mdogh(n—n res@fll(m) v=q""¢

ce qui donne (4.1). Sin>1et g=2, i y a deux K-types associés a [r,0], 'un donné
par la méme formule que dans le cas ¢ > 2, l'autre par son complément dans détoyx;®
indilrﬁr(i)f)resfgz;rl) x (cf. [28, §A.2.7]). Notons que si g =2 alors I(n) = I1(n) et Xy,
X2, Y sont tous triviaux. Le méme calcul que dans le cas ¢ > 2 montre que la réduc-

tion du premier K-type est 27! mdczlé2 ()@L 1 (comme demand¢). De plus la réduction de

dét ox; ® ind (nz—éi))L) resﬁgz)ﬂ) X est 2" 1nd?(152()0m 1. On en déduit que les deux K-types
ont méme réduction. O

On rappelle que si r est irréductible, alors son conducteur essentiel est pair si et seulement
si r est I'induite d’un caractére du groupe de Weil de M (voir par exemple [33, Cor. 4.1.9]).
Dans ce cas, les réductions des K -types sont aussi considérées dans [40, Thm. 2.3], qui donne
aussi la formule récursive (4.3) de la démonstration ci-dessous.

PROPOSITION 4.3. — Supposons que r est irréductible de conducteur essentiel pair n = 2m
(avec m > 1), de sorte que r|1, = & ® &7 pour un caractere lisse § : Oy — E* tel que £/€°
est de conducteur m. Soit ¥ le K -type correspondant a [r, N] = [r,0]. Ona :

-1 m—1
o ayme1am , 47— (1) G @L)

dans Ry, (GL2(01)), ouyp = ¢| ox est la réduction du caracteére central de 0.

Démonstration. — 1l'y a dans ce cas un unique type ¢ associé a [r, 0] dont nous rappelons
la définition suivant [26, § 3] (voir [28, § A.3] pour son unicité). On identifie My (L) avec
Endp (M) = M & Mo et My(0Or) avec Opr & Opr0. On pose Uy e GL2(81) et on définit
des sous-groupes ouverts compacts de Uy par :

, & {a+bo,a € Oy,b€wh Oy}

pour t > 0. Quitte a tordre, on peut supposer que r est lui-méme de conducteur n.
Donc pour ¢ >m/2, la formule fB¢(a+ bo) = £(a) définit un caractere de U;. Alors
P =10 = 1ndGL2/(2]L) ag ou ag est la restriction a Uy, /o) de la représentation k¢ définie
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en [26, § 3.3]. En particulier, les représentations o, pour 1 # p° sont déterminées par les
formules :
. . .GLy(01) Lo
() o, ®Sp =ind;; 7" By sim =1,
(i) «, = B, sim est pair,
(iii) ind tm—1)/2 Bu = ®uw£10, sim > 1 est impair, ot la somme est sur les caractéres non

Um+1)/2
triviaux w : IF 2 /Fy — E*.

Pour voir 'unicité des o, dans le cas (iii), on note que

qa = (L= q)indy 70 B+ 3 indy D B
wH#1
dans RE(U(m—l)/2)-

On démontre maintenant la proposition par récurrence sur m. Si m = 1, alors o, est
précisément la représentation irréductible de GLo(IF,) associée a £ et la proposition est
immédiate dans ce cas. Si m = 2, alors le caractére de Brauer de J = indgf B¢ vu comme
représentation de GLy(F,) envoie la classe de conjugaison d’un élément p-régulier g vers
(q—1)qlé(c)] sig = c € F5, vers [£(c)] +[£7 (c)] si g a pour valeurs propres ¢, o(c) € F: Foe\Fg,

et vers 0 sinon. On en déduit que ¥ + O(§) = 1ndgfi((@5 )

Supposons maintenant m > 2 et soit £’ : @X/f — E* tel que ¢’ a méme réduction que £ mais
avec &'/(£')° de conducteur m — 1. Nous allons montrer que :

(4.3) Te =Y Do
w#1

ou la somme est sur tous les caractéres non triviaux w : qug / ]F;< — E*.Sim > 2 est pair,

1 (voir la preuve du lemme 4.1).

alors Bg = Bg, et les formules définissant les représentations ci-dessus donnent :

z(OL) Um-2)y/2 73 2(0L) Um-2y/2 7
19 1nd o mdUm/2 Be = 1nd ayy ndU P Ber

_ GL2(@L
Z ind Uim—2)/2 Qgrw Z 195,
wH#1 w#1
comme demandé. Si m > 2 est impair, alors (4.3) découlera de la formule @ = > 21 Bé,w
dans Ry, (Ugmn—1)/2)- Les caractéres de Brauer des @, pour 4 € {{w,w : F;z JFy — EX}
sont déterminés comme ci-dessus par :

- U n/2 g } :
1ndU(m+1)/2 Cpw-
w#1
- Utm . . .
Comme 3, = resUE +3§z B (ot p' = €'wsip = &w), il suffit de montrer :
Um-vy2  Umine gz _ 3
4.4 1ndU( e TS B = E Burwn
w,n#1

pour ¢/ € {€'w W’ : ]’qu2 /5 — E*}. Notons que le terme de droite dans (4.4) est juste
aBe + (¢ — 1) Zw# Be. et que les classes de conjugaison p-régulieres dans U, —1)/2 sont
précisément celles des éléments [c] pour ¢ € IE‘qXQ. Le caractére de Brauer du terme de droite
dans (4.4) envoie un tel €lément vers q(q — 1)§([c]) sic € F et vers {([c]) sinon. En utilisant
le fait que, sic ¢ F et g € Upn—1)/2\U(m41)/2, alors glcg™! ¢ U(m+1)/2, ON trouve que
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le caractere de Brauer du terme de gauche dans (4.4) est le méme. Cela termine la preuve de
(4.3). En appliquant (4.3), I’hypothése de récurrence et le lemme 4.1 donnent alors :

m—2 m—2

s s — "= (=DM GLa(0r)

Je =Y Perw=(—1)""2) OEw)+q- g+ 1 ind g 9,y ¥
w#1 w#l

mfl m—2
_ m—1g(F m—2 3 4GL2(01) — (=1)™q. i6Laon)
- (_1) @(5) + (_1) ind QXI (@L ")[} + q + 1 ind QXII (01) w

m—1
o ym=1a/F 4 4 — (=)™, gCL2(02)
=(-1) o) + | ind 071, (02 )w O
PROPOSITION 4.4. — Supposons que v est irréductible de conducteur essentiel impair
n=2m-+1 (avecm > 1). Soit ¥ le K-type correspondant @ [r, N] = [r,0]. Ona :

9 _ . m—1: GLz(@L)
¥ =q ind 0110 )w

dans Ry, (GL2(0L)), ou ¢ est la réduction du caractére central de 9.

Démonstration. — 1l'y a dans ce cas un unique type o associé a [r, N| dont nous rappelons
la définition suivant [27, § 5] (voir [28, § A.3] pour son unicité). On identifie d’abord My (L)
avec Endy (M’) et Mp(01) avec Endy), (O+) pour une extension quadratique ramifiée M’
de L (qui dépend de r) en chosissant {1, @y } comme base de M’ sur L (ol @y est une
uniformisante de M’). Pour ¢ > 1, on définit des sous-groupes ouverts compacts de GLa(0r)

par :
def

{9 € GLy(0L),9(8) — B € Bwiy Omr sif € Opr}

de sorte que Vi = 11 (O1), [1.(O1) : Vi] = ¢*@ Vet Oy NV, = 1+ @b, Onr, ot Pon
identifie 8 € Oy, avec 'endomorphisme de @y, défini par la multiplication par 3. La seule
chose que I’on a besoin de savoir sur ¢ est qu’il est de la forme ind 2(0L ) pour un caractére
a: Oa Vi — EX. Comme [0;11(0L) : OprVin] = ¢ et que les classes de conjugaison

p-régulieres de O/ V,, et @zll(@L) sont celles des éléments [a] pour a € FX, on voit que le

caractére de Brauer de ind OL11(0:)

o @ est celui de g™ 1. Ceci achéve la preuve. O

Soit maintenant D une algébre de quaternions sur L, @ un ordre maximal dans D, K <
05, Z L px 1 et I; le pro-p-sous- groupe de Sylow de K. On note IIp une uniformisante de

D.Onal; =1+IIp®p eton pose I, Kt I, Op pour n > 1. On choisit un plongement
M — D ce qui permet d’identifier les représentations irréductibles de K sur kg avec les
caractéres de K/I; = quXQ. Notons que I’analogue du lemme 4.1 dans ce contexte dit juste

que indIZ( 1, ¥ estla somme des g + 1 caractéres £ de caractere central 9.
On fixe un type de Weil-Deligne [r, N].

PROPOSITION 4.5. — Supposons que N # 0, de sorte que r|;, = x ® x pour un caractére
lisse x : OF — E*. Soit ¥ le K-type correspondant i [r,N). Ona :

¥ =% odét.

Démonstration. — C’est clair puisque ¥ = x o dét. O
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PROPOSITION 4.6. — Supposons que r est irréductible de conducteur essentiel pair n = 2m
(avec m > 1), de sorte que r|1, = & ® &7 pour un caractére lisse £ : @;f — E* tel que £/£°
est de conducteur m. Soit ¥ un K-type correspondant a [r,N] = [r,0]. Ona :
qul _ (_1)m71

g+1
dans Ry, (K), ot u € {£,£7} et b = €| ox est la réduction du caractére central de 9.

I=(-1)""'p+ indz;, ¢

Démonstration. — Dans ce cas la construction de [26, § 5] montre qu’il y a deux types
associés a r, chacun déterminé par un choix de p € {¢£,£°}. La définition des types est
analogue a celle pour GLy(81), mais avec le role des parités inversé. En particulier, si m est
impair, alors ¥ est induit d’un caractére a,, : @]@I m — E*, et sim est pair, alors 9 est induit
d’une représentation de dimension ¢ de €)5,I,,—1. On omet la preuve de la proposition, qui
est trés similaire a celle de la proposition 4.3. O

ProPOSITION 4.7. — Supposons que r est irréductible de conducteur essentiel impair
n=2m+1 (avecm > 1). Soit ¥ le K-type correspondant a [r, N] = [r,0]. Ona :
9 =¢" " indg, v
dans Ry, (K), ou 1 est la réduction du caractére central de 0.

Démonstration. — Ici encore on omet la preuve car elle est trés similaire a celle de la
proposition 4.4 en utilisant [7, § 54] pour déterminer le type, qui est unique dans ce cas et est
induit d’un caractére de @&Im pour une extension quadratique ramifiée M’ de L plongée
dans D. O

REMARQUE 4.8. — Dans ce cas des algébres de quaternions, des résultats similaires (rédi-
gés avec plus de détails) ont été aussi récemment obtenus par Tokimoto ([44]).
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