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COMPOSANTES CONNEXES GEOMETRIQUES
DE LA TOUR DES ESPACES DE MODULES
DE GROUPES p-DIVISIBLES

PAR MiaoreN CHEN

RESUME. — Soit Ji un espace de Rapoport-Zink non ramifi¢ de type EL ou de type PEL uni-
taire/symplectique. Soit (ﬂv/lK) k la tour d’espaces analytiques de Berkovich classifiant les structures de
niveau au-dessus de la fibre générique de JM. On a défini dans [5] un morphisme déterminant detx de
la tour (ﬂv/lK) K vers une tour d’espaces analytiques de Berkovich de dimension 0 associée au cocentre
du groupe réductif lié a I'espace M. Supposons que les polygones de Newton et de Hodge associés a
JM ne se touchent pas en dehors de leurs extrémités. De plus, supposons vérifiée une conjecture sur
I’ensemble des composantes connexes de la fibre spéciale réduite de JM. Alors on montre que les fibres
géométriques du morphisme déterminant det x sont les composantes connexes géométriques de M.
La conjecture dans ’hypothése sera confirmée en toute généralité dans un article en préparation de
Kisin, Viehmann et 'auteure.

ABSTRACT. — Let Jit be an unramified Rapoport-Zink space of EL type or unitary/symplectic PEL
type. Let (77/1 i )k be the tower of Berkovich’s analytic spaces classifying the level structures over the
generic fiber of Ji. In [5], we have defined a determinant morphism detx from the tower (7IV/ZK) K
to a tower of Berkovich’s analytic spaces of dimension 0 associated to the cocenter of the reductive
group related to the space M. Suppose that the Newton polygon and Hodge polygon related to S do
not touch each other except their end point. And suppose that a conjecture on the set of connected
components of the reduced special fiber of Ji holds. Then we prove that the geometric fibers of the
determinant morphism detx are the geometrically connected components of M. The conjecture in
the hypothesis will be confirmed in a paper in preparation by Kisin, Viehmann and the author.

Introduction

Soient N un entier strictement positif et X (V) la courbe modulaire sur Q associée au
groupe de congruence

N(N):={(2%) €SLy(Z) | b=c=0(mod N), a=d =1 (mod N)}.
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724 M. CHEN

Fixons {xy € C une racine primitive N-ieme de I'unité. Il est alors bien connu qu’on a un
isomorphisme Gal(Q({xy) | Q)-équivariant :

(1) mo(X (N)e) == ¢y,
ou C](\,Z/ ND)* désigne I’ensemble des racines N-iemes primitives de I'unité. Soit (E,n) € X (N)(C)

avec E une courbe elliptique et n : (Z/NZ)? = E[N]. Posons e; := n((1,0)) et ez := n((0,1)).
Alors'image de (E, n) via (1) est (e1, e3) avec (-, -) : E[N] x E[N] — pn(C) 'accouplement
de Weil.

Plus généralement, soient G un groupe réductif défini sur Q et (G, X) une donnée de
Shimura. Notons E le corps reflex de cette donnée. Soit (Shx (G, X))k la tour de variétés de
Shimura associée. Deligne montre dans [11] que si le groupe dérivé G4°* de G est simplement
connexe, il existe une bijection

) m0(Shk (G, X)c) = D(Q)"\D(Ay)/ det(K),
det

ou D = G/G%¥, det : G — D est la projection, et D(Q)' := D(Q) NIm(Z(R) = D(R))
avec Z le centre de G. Cet isomorphisme est compatible a I’action par correspondances de
Hecke.

La cohomologie des variétés de Shimura réalise des cas particuliers de correspondances
de Langlands globales entre représentations automorphes de G et représentations /-adiques
de Gal(Q | E). La description précédente des composantes connexes géométriques se
traduit de maniére cohomologique : le H? de la tour de variétés de Shimura réalise des
correspondances de Langlands entre représentations automorphes de dimension 1 de G, des
caractéres de Hecke de D composés avec la projection det, et des caractéres de Gal(Q | E).

Les deux sont reliés via la théorie du corps de classe de F.

Dans cet article, nous démontrons un analogue local en des places non archimédiennes de
cet isomorphisme. Plus précisément, nous décrivons les composantes connexes géométriques
munies de leur action de Galois de certains espaces de modules p-adiques introduits par
Rapoport et Zink. Traduit de fagon cohomologique cela exprime le fait que le H° de ces tours
d’espaces de modules p-adiques réalise des correspondances de Langlands locales provenant
de la théorie du corps de classe locale via le cocentre du groupe réductif associé a notre
espace.

Fixons une cloture algébrique Q, de Q,. Soit F,, la cloture algébrique de FF,, associée.
Notons W = W (F,) 'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans F,.

On s’intéresse dans cet article aux espaces de Rapoport-Zink non ramifiés i = /”IV/Z(G ,b, 1)
de type EL et PEL unitaires ou symplectiques défini a partir d’'une donnée de Rapoport-Zink
(G, b, u) satisfaisant certaines conditions, ou

— G est un groupe réductif non ramifié sur @, qui est soit une restriction de scalaires d’un
groupe linéaire, soit un groupe de similitudes unitaires ou symplectiques,

— best un élément de G(W ®z Q) dont on note b la classe de o-conjugaison,

- Gm’@p — G@p est un cocaractére minuscule de G dont on note & la classe de
conjugaison.
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COMPOSANTES CONNEXES GEOMETRIQUES DES ESPACES DE RAPOPORT-ZINK 725

Notons E le corps reflex associé (i.e., le corps de définition de 7). Soit E le complété de Iex-
tension maximale non ramifiée de F dans @p d’anneau des entiers £ ;. D’aprés Rapoport et
Zink [23], ’espace JM est un schéma formel localement formellement de type fini sur Spf (0 )
qui représente un certain espace de modules de groupes p-divisibles.

Dans le cas le plus simple (i.e., G = GL,), c’est-a-dire pour un espace de Rapoport-
Zink sans structure additionnelle, le schéma formel i = ﬂv/l(G, b, u) représente I’espace de
modules défini comme un foncteur

M : Nily — &ns

ou Nily, est la catégorie des Spec(W)-schémas S tels que p est localement nilpotent sur S.
Fixons un groupe p-divisible X sur F,,. Le foncteur Ji associe 4 S € Nily I'ensemble des
classes d’isomorphisme des couples (X, p) ou

— X est un groupe p-divisible défini sur S;
- p: X Xg (S mod p) —» X xg (S mod p) est une quasi-isogénie.

L’espace i = JU(G, b, 1) est muni de plusieurs structures (cf. [23]) :

— une application localement constante s : M-z qui est définie par la hauteur de la
quasi-isogénie a un scalaire pres,

— une action a gauche du groupe J(Q,), ou J est un groupe réductif sur Q, défini par b.
En effet, J est une forme intérieure d’un sous-groupe de Levi de G,

— une donnée de descente de E a E. Bien que non effective, cette donnée de descente est
suffisante pour définir une action de Frobenius sur la cohomologie de ces espaces.

Pour des rappels plus détaillés de la notion d’espace de Rapoport-Zink non ramifi¢ en
général, on renvoie a la section 1.1.

Fixons un modgele entier réductif de G et soit G(Z,) le sous-groupe compact hyperspécial
associé dans G(Q,). Soit JMe™ 1a fibre générique de Ji. C’est un E-espace analytique de Ber-
kovich au-dessus duquel il existe une tour d’espaces analytiques (/’IV4K) ,ou K parcourt les
sous-groupes ouverts de G(Z,). Le groupe J(Q,,) agit a gauche sur chaque Mk pour tout K.
De plus, la tour (i) est munie d’une action a droite de G(Q,) par correspondances de
Hecke. Cette action commute a celle de J(Q,).

L’objectif de cet article est d’étudier I’ensemble des composantes connexes géométriques
de la tour (/KIU/ZK) k. Pour cela, on étudie le morphisme déterminant défini dans [5] de cette
tour vers une tour d’espaces analytiques de Berkovich de dimension 0 étale sur E. Le but
du morphisme déterminant est appelé la tour d’espaces de Rapoport-Zink toriques que ’on
rappelle briévement.

Soient (G, b, ) comme précédemment, D = G/G 9 'abélianisé de G, qui est un tore
p-adique non ramifié, et det : G — D la projection. Considérons la donnée (D, det i) induite
par la donnée (G, b, u) via la projection det, ou fi : G, — G est encore un cocaractére de G
qui différe de o par un cocaractére central. On utilise dans la suite i au lieu de v a cause
de la normalisation du Frobenius et de la filtration de Hodge des modules de Dieudonné
covariants. A cette nouvelle donnée (D, det i), on peut définir de fagon ad-hoc une tour
d’espaces analytiques de Berkovich

v

(M(D,det fi)x) kc D(Q,)
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726 M. CHEN

de dimension 0 étales sur E, out K parcourt les sous-groupes compacts ouverts de D(Qy).
On renvoie a la section 1.2 pour plus de détails.
On a défini dans [5] un morphisme de tours d’espaces analytiques de Berkovich

3) (G, b, ) k)i — (D, det i) det i) 5
compatible aux structures additionnelles, ou K parcourt les sous-groupes ouverts de G(Z,).
Soient X le groupe p-divisible universel sur Ji et Z un point géométrique de J*». No-

tons « m; » le groupe fondamental profini des espaces analytiques classifiant les revétements
¢tales finis. On a alors des représentations de monodromie arithmétiques et géométriques

™ (M &C,, T)

™ (e T) Aut (T, (X20V)) ~ G(Z,).

T

L’existence de I’application déterminant (3) induit un diagramme

%) T (M @ Cp, T) —— m1 (U, T) Ig 1
pES J/ me I/Xdet i
1 Gt (Z,) G(Zy) —~ D(Z,)

ol Xdet i : {g — D(Z,) est un caractére associ¢ a det i et Iy = Gal(E | E) désigne le
groupe d’inertie de E.

De Jong a montré dans [10] que p° est surjectif dans le cas des espaces de Lubin-Tate.
Strauch a redémontré ce résultat par une autre méthode dans [28]. On généralise cela aux

espaces de Rapoport-Zink non ramifiés précédents sous la conjecture suivante.

CONJECTURE (6.1.1). — Soit M = /(U%(G, b, ) un espace de Rapoport-Zink non ramifié
simple de type EL ou PEL symplectique/unitaire. Supposons que les polygones de Hodge
et de Newton associés a la donnée de Rapoport-Zink ne se touchent pas en dehors de leurs
extrémités (i.e., (b, u) est HN-irréductible, cf. définition 5.0.4). Alors,

s mo (M) =5 Tm sz

La conjecture est connue dans des cas particuliers. Dans le cas des espaces de Lubin-Tate,
elle est vraie pour des raisons évidentes. Lorsque le groupe G est déploye (i.e., G = GL,
pour le cas EL et G = GSp,,, pour le cas PEL symplectique), elle a été démontrée par
Viehmann ([32], [31]). Dans le cas PEL unitaire basique en signature (1,n — 1) avec une
extension quadratique de Qp, elle a été démontrée par Vollaard ([33]). Dans un travail récent
en préparation de Kisin, Viehmann et I’auteure [6], cette conjecture sera confirmée en toute
généralité.

Remarquons enfin que cette conjecture est un probléme d’espaces de modules en carac-
téristique positive : o (M) = o (Hyea) OU HMyeq est un F,,-schéma réduit localement de type
fini.

Voici donc les résultats principaux de cet article.

4¢ SERIE - TOME 47 — 2014 — N° 4



COMPOSANTES CONNEXES GEOMETRIQUES DES ESPACES DE RAPOPORT-ZINK 727

THEOREME A (6.2.1). — Supposons la conjecture ci-dessus vérifiée. Supposons que les
polygones de Hodge et de Newton associés a la donnée de Rapoport-Zink ne se touchent
pas en dehors de leurs extrémités (cf. définition 5.0.4). Soit Z € ju%an(E). La représentation
de monodromie géométrique

P (T, 3) — GO (Z,)

sur le module de Tate de la déformation universelle spécialisée en Z est surjective.

Dans un travail récent de Shen [27], il montre que si les polygones de Hodge et de Newton
se touchent en un point de rupture du polygone de Newton, alors la représentation de mo-
nodromie se factorise par un sous-groupe parabolique en utilisant la théorie de la filtration
de Harder-Narasimhan des schémas en groupes finis et plats. Cela confirme que ’hypothése
du théoréme A concernant les polygones de Hodge et de Newton est bien nécessaire.

De ce théoréme, on déduit le résultat suivant.

THEOREME B (6.3.1). — On réserve les hypothéses du théoréme A. Alors
1. Les fibres géométriques du morphisme déterminant
ﬂV/LK — /(IV/Z(D, det ﬁ)det K

sont les composantes connexes géométriques de M.
2. Le morphisme déterminant induit des bijections compatibles lorsque K varie

mo(Mx®C,) == D(Q,)/ det K.

L’action de (g1, 92) € J(Qp) x G(Q,) sur les composantes connexes géométriques est
donnée sur D(Q,)/ det K parla translation par det(g;) det(g2). L’actiondey € I sur
les composantes connexes géométriques est donnée par la translation par xget s (7).

On donne une traduction cohomologique du théoréme précédent. Dans le cadre des es-
paces analytiques de Berkovich, il n’y a pas de bonne notion de cohomologie étale £-adique
sans support pour les espaces de Rapoport-Zink. Ainsi on ne peut pas traduire le théo-
réme précédent en termes de H°. On pourrait définir un H° de maniére ad-hoc en po-
sant HO(X,Q,) = 2°(X), mais dans le cas de l'espace de Rapoport-Zink X = J>",
l’action du groupe J(Q,) sur ce groupe ne serait pas lisse. On utilise plutot le point de vue
de [15]. Soit d := dimJi*". Bien qu’on ne puisse définir un bon H°, on peut définir H2¢
qui joue le rdle du dual de Poincaré du H°, méme si ce dernier n’existe pas. Soit donc
H2Y( Mg &C,, Qy) la cohomologie étale £-adique & support compact de degré 2d de 'espace
analytique JMx®C,, a coefficient dans Q. Le systéme projectif (H2%4(Mx&C,, Q) est
muni d’une action de J(Q,) x G(Q,) x Wg, ou W est le groupe de Weil associ¢ a E.

En utilisant le morphisme trace pour les espaces analytiques défini par Berkovich [2]
couplé avec les théorémes précédents, on obtient le théoréme suivant.

THEOREME (7.0.2). — On réserve les hypothéses du théoréme A. Soit T une Q,-représenta-
tion irréductible lisse de J(Q,).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



728 M. CHEN

— Sim = x odet est le composé du morphisme déterminant avec un caractére de D(Qp)

J(Q) <5 D(@Q,) T,
alors la représentation
) lim . Hom j(q, ) (H2* (MK &C,, Qy), )

de G(Qp) x Wg est le caractére suivant :

G(Q,) x Wi — Q,
(g,7) — x o det(g) - X © Raet (V) - Xoyear (V)

oU Xeycl €St le caractére cyclotomique et Xaers : Wi — D(Qp) est défini dans la
remarque 1.2.2.
— Sim # x odet, alors (5) s’annule.

Le reste de cette introduction a pour objectif d’expliquer la stratégie de la démonstration
du théoréme A. Cette démonstration est analogue a celle de de Jong dans le cas des espaces
de Lubin-Tate ([10]). On utilise en particulier les représentations de monodromie du groupe
fondamental « étendu » qu’il a construites sur I’espace des périodes couplées avec une étude
sur le groupe de Mumford-Tate p-adique générique (dans le cas des espaces de Lubin-Tate
ce dernier résultat est facile d’aprés Serre ([25])).

L’étude du groupe de Mumford-Tate p-adique générique marche en fait dans un cadre
plus général que le précédent en ne considérant pas seulement des données de Rapoport-Zink
associées a des groupes p-divisibles. Soient G un groupe réductif non ramifié sur Q, et (b, 7z)
un couple avec b la classe de o-conjugaison de b € G(W (F,)g) et 1z la classe de conjugaison
d’un cocaractére de G. Supposons de plus que b est dans 'ensemble de Kottwitz B(G, )
(cf. [21] section 6). Ici, on ne demande pas que G soit un groupe classique. On ne demande
pas non plus que & soit minuscule. Soit £ C @ le corps de définition de . On associe une
variété de drapeaux & a 7 sur E. Rapoport et Zink ont défini dans [23] chapitre 1, un ouvert
faiblement admissible 7 dans I’espace analythue de Berkovich &*" associé & & sur E.
Si K | E est une extension de degré fini et z € T fa(K), grace a la théorie de Fontaine et
a la trivialité du torseur des périodes, il lui est associé une représentation p-adique cristalline

¢ Gal(E | K) — G(Qyp)
bien définie a G(Q,)-conjugaison pres.
TuEOREME C (5.0.6). — Supposons que les polygones de Hodge et de Newton associés
a fi et b dans la chambre de Weyl positive ne se touchent pas en dehors de leurs extrémités (cf.

définition 5.0.4). Supposons b décent. Soient K | E une extension de degré fini et z € 7 (K)
qui est un point générique de 7. Alors, z € ¥ (K) et 'image de la représentation cristalline

& : Gal(E | K) — G(Q,)

contient un sous-groupe ouvert de G 4°7(Q,).

4¢ SERIE - TOME 47 — 2014 — N° 4



COMPOSANTES CONNEXES GEOMETRIQUES DES ESPACES DE RAPOPORT-ZINK 729

L’énoncé précédent est un ingrédient clé de la preuve du théoréme A qui nous permet de
déduire que I'image de la représentation de monodromie géométrique est ouverte.

L’argument clé de la preuve du théoréeme C est I'utilisation du groupe de Mumford-
Tate. Soitz € (K). Il correspond a un sous-groupe parabolique P, de Gk associé a un
cocaractére p : G, — Gy avec p € fi. Supposons de plus que z € & fa(K). On peut lui
associer deux groupes algébriques du type Mumford-Tate correspondant aux deux facettes
de la théorie de Fontaine : étale et cristallin. Le premier, MT} ,,, est I'enveloppe algébrique
de I'image de &,. D’apres Sen [24], l’algeébre de Lie de 'image de £, est algébrique et donc
I'image de &, est un sous-groupe ouvert de M7}, ,(Q,) C G(Q,). Au point z est associé
canoniquement un cocaractére p27 : G,, — G, donnant la décomposition de Hodge-Tate
de &, et conjugué a p. La composante neutre de MT; ,, est alors le plus petit sous-groupe
de G sur Q, contenant I'image de pf7. Le deuxiéme groupe est le groupe de Mumford-
Tate cristallin MT,%"® qui se calcule en termes du p-module filtré avec G-structure associé a
(b, ). La théorie de Fontaine, qui fournit un dictionnaire entre représentations galoisiennes
et o-modules filtrés, et la théorie des catégories tannakiennes montrent que M Ty , et M Tb‘jﬁs
sont formes intérieures I'un de I'autre. Pour montrer que M7}, est aussi gros que possible,
il suffit donc de le faire pour M Tb‘ffjs. Or, M Tb‘jfjs se calcule en termes de « cycles de Hodge
cristallins ». Par des arguments de théorie des représentations, on montre alors que pour la
filtration générique M befjs est aussi grosse que possible.

La structure de cet article est comme suit. La section 1 contient des rappels sur les es-
paces de Rapoport-Zink, le morphisme déterminant, les espaces de périodes et les représen-
tations de monodromie. Les sections 2-5 sont consacrées a la preuve du théoréme C. Plus
précisément, dans la section 2, on montre que E | E est de degré de transcendance infini
(proposition 2.0.3) qui assure que I’énoncé du théoréme C soit non vide. Dans la section 3,
au couple (b, ), on définit le groupe de Mumford-Tate étale MT; , et le groupe cristallin
M be;is en rappelant la théorie de Fontaine et la théorie de Sen. On donne aussi une descrip-
tion de MT,°7* (proposition 3.3.6) qu’on utilise dans la preuve du théoréme C pour calculer
MT,7.® lorsque p est « générique ». Dans la section 4, on étudie la filtration générique as-
sociée a p d’une représentation de G en termes de plus haut poids (proposition 4.3.2). Cela
servira d’outil principal du calcul du groupe de Mumford-Tate cristallin générique. La sec-
tion 5 contient la preuve du théoréme C. Dans la section 6, les résultats principaux — théo-
rémes A et B— seront démontrés. La section 7 traite de ’application cohomologique (théo-
réme 7.0.2).
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1. Espaces de Rapoport-Zink, morphisme déterminant et représentation de monodromie

Rappelons que W = W (F,). Notons L = W ®z Q le complété p-adique de I’extension
maximale non ramifiée de Q, dans @p. L’automorphisme o est le Frobenius de 'exten-
sion L | Q.

1.1. Espaces de Rapoport-Zink

Rappelons tout d’abord la définition suivante due a Kottwitz.

DErFINITION 1.1.1 ([20]). — Soit H un groupe algébrique sur Q,. On désigne par B(H)
I’ensemble des classes de o-conjugaison dans H(L), ou deux ¢éléments by, by € H(L) sont
dits o-conjugués s’il existe un g € H(L) tel que by = g~ 'beo(g). Pour b € H(L), on notera
b € B(H) sa classe de o-conjugaison.

Un espace de Rapoport-Zink est défini a partir d'une donnée de Rapoport-Zink. On
commence par le cas EL, i.e. le cas des groupes linéaires.

DERINITION 1.1.2. — Une donnée locale de Rapoport-Zink de type EL non ramifiée simple
(F,V,b, 1) consiste en la donnée

— d’une extension finie non ramifi¢e F' de Qp,

— d’un F-espace vectoriel V de dimension n < +o0,

— d’une classe de o-conjugaison b € B(G) avec G = Resp;g, GLr(V),

— d’une classe de conjugaison 1z d’un cocaractére minuscule i : G, M, G@p au sens
suivant : on peut choisir une base de V' telle que

n:G,g — Gg — [] GL.g

n,Q,
TGfF
& H diag(z7..'7z717...71)
~ ——— N——
TElR ar Pr

ou Ip = Homg, (F,Q,) et (pr,qr).c 7, est une collection d’entiers satisfaisant
Pr +4qr =n.
On suppose de plus que ces données sont liées entre elles par la relation b € B(G, ), ou
B(G, ) C B(G) est I'ensemble de Kottwitz (cf. [21] section 6). Notons E le corps reflex
associé, i.e. le corps de définition de 7.

Etant donnée une donnée locale de type EL non ramifiée simple (F, V,b, ), I'espace de
modules est défini comme suit :

DEFINITION 1.1.3. — Soit X un groupe p-divisible sur F, muni d’une action de Op
et d’isocristal covariant muni de son action de F' égal a (V ®q, L,bo). Nous noterons
(G, b, )/ SpE(O ) Vespace de Rapoport-Zink associé, ou E = E™ est le complété p-adique
de I’extension maximale non ramifiée de FE dans @p. C’est un espace de modules de groupes
p-divisibles munis d’une action de @¢. Pour un Spf(®)-schéma S sur lequel p est locale-
ment nilpotent, un S-point de (G, b, 1) est une classe d’isomorphisme de couples (X, p), oul

4¢ SERIE - TOME 47 — 2014 — N° 4



COMPOSANTES CONNEXES GEOMETRIQUES DES ESPACES DE RAPOPORT-ZINK 731

— X est un groupe p-divisible défini sur S muni d’une action de O vérifiant la condition
suivante : si
Lie(X) = €P Lie(X),
TGiF
est la décomposition de Lie(X) suivant P'action de ©p, alors pour tout 7 € I,
Lie(X) est localement libre de rang p,.
- p: Xxg (S mod p) - X x5 (S mod p) est une quasi-isogénie compatible a I’action
de QF.

REMARQUE 1.1.4. — L’espace Ji(G, b, 1) ne dépend que de b et 7.

De méme, un espace de Rapoport-Zink non ramifié de type PEL symplectique ou uni-
taire est défini a partir d’'une donnée de Rapoport-Zink de type PEL non ramifiée simple
(F,*,V,(-,-),b, 1) vérifiant certaines conditions, ou (F, V') est le méme que dans le cas EL,
* est une involution de F, (-,-) : V x V — Q,, est un produit hermitien symplectique tel qu’il
existe un réseau autodual dans V' pour ce produit symplectique, et (b, 1) est défini comme
dans le cas EL avec G, et soit GU(V, (-, -}) le groupe de similitudes unitaire si I'involution
n’est pas triviale, soit GSp(V (-, -)) le groupe de similitudes symplectique si I'involution est
triviale. On suppose de plus que V' posséde un réseau autodual pour le produit symplec-
tique. Notons encore F le corps reflex associé et E = Em. L’espace de Rapoport-Zink as-
socié fl/l(G ,b, ) est un espace de modules paramétrisant les classes d’équivalence de triplets
(X, p, \)avec (X, p) commedanslecas ELet \' : X — XV une polarisation principale com-
patible avec p et ’action de @r. Deux triplets (X1, p1, A1) et (X2, p2, A2) sont équivalents
s’il existe un isomorphisme entre (X1, p1) et (X2, p2) via lequel A et Ao different d’une unité
dans Z,'. Pour la définition précise, on renvoie a [23] ou [5] sections 2.3 et 2.4.

Dans tous les cas EL et PEL, fixons un réseau Ag (autodual dans le cas PEL) dans I’espace
vectoriel V. On note encore G pour le modele entier réductif de G associé a ce réseau.
L'espace Ji = 71%((?, b, 1) est déterminé par le triplet (G, b, 1) obtenu par la donnée de
Rapoport-Zink. Rapoport et Zink ont montré dans [23] que Ji est représentable par un
schéma formel localement formellement de type fini sur Spf(f)z). D’apres la théorie de
déformation de Grothendieck-Messing, M est formellement lisse.

L’espace Ji est muni de plusieurs structures (cf. [23] chapitre 3) :

— une application localement constante s : M— A = HomZ(Xép, Z) ou X@P (G) estle
groupe des caractéres Q,-rationnels de G. En effet A ~ Z dans notre situation et s est
la hauteur de la quasi-isogénie a un scalaire prés ;

— une action a gauche du groupe J(Q,), ou J est un groupe réductif sur Q, déterminé
par b tel que pour tout Q-algebre R,

J(R) = {g € G(R®q, L), g(bo) = (ba)g}.

En effet, J est une forme intérieure d’un sous-groupe de Levi de G ;
— une donnée de descente de Rapoport-Zink U — o5 M par rapport a 'extension
E | E, ot o est le Frobenius de E | E.

DEFINITION 1.1.5. — On désigne par M 1a fibre générique de M sur E au sens des
espaces analytiques de Berkovich.
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— Pour K C G(Z,) un sous-groupe ouvert, on désigne par My P’espace analytique de
Berkovich qui classifie les structures de niveau K sur T,(X "), le module de Tate du
groupe p-divisible universel.

La collection (M) x forme une tour de revétements étales finis au-dessus de /> munie
d’une action a droite de G(Q,). Plus précisément, pour un sous-groupe ouvert K C G(Z,)
et g € G(Q,) tels que g~'Kg C G(Z,), on a un isomorphisme g : M = ﬂu/lgflKg
(cf. [23] 5.34 ou [15] 2.3.9.3). L’action de J(Q,) sur e sétend 4 (Ui )k et commute &
celle de G(Q,). La donnée de descente de Rapoport-Zink pour JM induit aussi une donnée
de descente de Rapoport-Zink pour la tour (H) .

Pour étudier 'ensemble des composantes connexes géométriques de la tour (%K) K, On
souhaite utiliser le morphisme déterminant défini sur cette tour (774 K )k - Avant de rappeler le
morphisme déterminant, il nous faut d’abord rappeler le but de ce morphisme. Il s’agit d’une
tour d’espaces analytiques de Berkovich de dimension 0 étale sur E qui sont appelés espaces
de Rapoport-Zink toriques.

1.2. Espaces de Rapoport-Zink toriques et morphisme déterminant

Soient (G, b, u) comme précédemment, D = G/G 9" 'abélianisé de G, qui est un tore
p-adique non ramifié, et det : G — D la projection. A cause de la normalisation du Fro-
benius et de la filtration de Hodge des modules de Dieudonné covariants, on utilise plutot
dans la suite la donnée (p~1b, i), ou fi := vg - u avec vg : G,, — G le cocaractére cen-
tral z — z~'Id. Cette donnée induit une nouvelle donnée (D, det ji). A cette donnée on
peut associer une tour d’espaces de Rapoport-Zink toriques définis comme suit :

DEFINITION 1.2.1. — Fixons unevcléture algébrique E de E. Soit K un sous-groupe
compact ouvert de D(Q,). On note (D, det fi) k I'unique espace analytique de Berkovich
de dimension 0 étale sur E tel que (D, det ﬂ)(E) = D(Q,)/K et que l'action du groupe
d’inertie Ip = Gal(g | E) soit donnée par : si y € I alors v(zK) = Xdeti(7)K pour
tout z € D(Q,), ou

-1
recy x Naeti

Xdetii : IE — Op — D(Qp)

est le morphisme composé de recgl, I'inverse de I’application de réciprocité¢ d’Artin du
corps FE, avec un analogue p-adique de la norme reflex en théorie de la multiplication
complexe Nget ; qui est le composé :

~ N
Naetz : EX % D(EX) 257 D(Q).

REMARQUE 1.2.2. — D’homomorphisme  xdets : [z — D(Qp) se prolonge en
Xdet i : WEg — D(Q,) avec Wg le groupe de Weil de E, car recg1 : Ip — O peut étre
¢tendu au groupe de Weil recgl :Wg — EX.

Comme les espaces de Rapoport-Zink, la tour d’espaces de Rapoport-Zink torique

v

(M(D,det i) ) ¢ est munie de plusieurs structures :
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— une action de D(Q,) x D(Q,). Pour (a,b) € D(Q,) x D(Q,), on a I'application
(a,b) : (D, det i) x — H(D, det 1) &

donnée par (a,b)zK = abz K pour zK € D(Q,)/K ;

— un morphisme d’espaces analytiques de Berkovich
»: M(D,det fi)g — A = Hom(X¢g (D),Z)
donné par I'application Ig-invariante :
x:D(Qp)/K — A
2K — [x = vp(x(@))]

— une donnée de descente J(D, det i) gk — o, M(D, det i) - par rapporta E | E. Cela

correspond a ’homomorphisme Xqets : W — D(Qp).

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme de ’existence du morphisme détermi-
nant :

THEOREME 1.2.3 ([5] Théorémes 4.1, 5.1 et 5.5). — Via le morphisme
(det, det) : J(Qp) X G(Qp) - D(Qp) X D(Qp)

il existe un morphisme J(Q,) x G(Qp)-équivariant de tours d’espaces analytiques de Berkovich
detg : (774(G, b, W)k )k — (ﬂv/l(D, det 1) det K)K

ou K parcourt les sous-groupes ouverts de G(Zy). De plus, ce morphisme est compatible au
morphisme » et a la donnée de descente de Rapoport-Zink.

1.3. Morphisme de périodes et représentation de monodromie

Fixons un point géométrique = de ", le Z,-systeme local défini par le module de Tate
du groupe p-divisible universel X"V correspond a la représentation de monodromie :

pr - MU, T) — Aut(T,(X2™)

oty (2™, T) est le groupe fondamental algébrique de Ji*® et Aut(T,(X201V)) est le groupe
des automorphismes de T}, (X2"V) compatibles aux actions de & et au produit symplectique
dans le cas PEL. En fixant un isomorphisme Ag — T,(X2"V) compatible aux structures
additionnelles, on a un morphisme continu qu’on note encore pz :

pz = T (U T) — G(Zy).

Soient & I'espace homogene sous G i associé des sous-groupes paraboliques de type u
que I’on voit comme une variété algébrique sur E, et Gan P’espace analytique de Berkovich
sur E associé a . Soit

% ﬂ"/lan _ L(;jam
le morphisme de périodes (cf. [23] chapitre 5). Notons e I’'image de 7, un ouvert de Gan
appelé ouvert admissible. Nous n’utiliserons en fait dans cet article que les points de gea
a valeurs dans une extension finie de E. En particulier, nous n’utiliserons pas la structure
d’espace analytique sur cet ouvert. De plus, d’aprés Colmez et Fontaine [7], de tels points
coincident avec les points a valeurs dans une extension finie de E de I'ouvert faiblement
admissible 7t ([23] chapitre 1 et [8]), ou e c gfa c gon,
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D’apres de Jong [10], le Q,-systéme local défini par le module de Tate rationnel universel
sur ™ descend en un Qp-systéme local sur e que I’on note &. On a alors un diagramme
commutatif :

78 (U0 F) ——= 11 (U, &) —— G(Zy)

(T, ) G(Qy)

ou 7’ désigne le groupe fondamental qui classifie les revétements étales et le morphisme du
bas correspond au Q,-systeme local & sur ¥ d’apres [10].

Rappelons les conséquences immédiates suivantes d’apres 1’existence du morphisme dé-
terminant (théoréme 1.2.3).

COROLLAIRE 1.3.1 ([5], Théoréme 6.3). — Les composés

det

™ (M, ) — G(Z,) = D(Zy)

et
det

W?J(gaag) — G(Qp) — D(Qy)
sont donnés via le morphisme canonique vers Ig par Xaet i : Ig — D(Zp).
Notons C,, le complété de E. Regardons maintenant les représentations de monodromie
géométriques.

COROLLAIRE 1.3.2 ([5], Corollaire 6.2). — Nous avons que :

1. le morphisme 1 (M &C,, &) — G(Z,) est & valeurs dans G I (Z,) ;
2. le morphisme i (7°®C,p, §) — G(Q,) est a valeurs dans G 4°*(Qy).

2. Existence de points génériques sur Q7"

Pour pouvoir appliquer le théoréme 5.0.6 qui suit nous avons besoin de vérifier le résultat
suivant.

PROPOSITION 2.0.3. — Le corps Qp™ est de degré de transcendance infini sur Q.

Démonstration. — Pour i, j € N, posons Nj; = (5°7)! et

Nij =

N{j sij=mn!pourunn e N
0 sinon.

Pour i € N, choisissons
zi=Y Vgl € W(F,)
Jj=0
tel que
— si N;j # 0, z;; est un générateur de IF;NU,
— siNyj; =0,z = 0.
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On montre que la famille (z;);en est algébriquement indépendante sur Q,,.

Un élément 3- 5, V7 [y;] € W (F,) est algébrique sur Q,, si et seulement s’il existe s € N
tel que y; € I, pour tout j € N. L’élément x est donc transcendant sur Q.

Supposons maintenant que o, ..., z;—1 sont algébriquement indépendants sur Q,, on
veut montrer que zo, . . ., ¢; le sont aussi. Soit une relation

amx]’ + am_lx;"_l + -+ axi+ag=0
avec ag,...,am € Zplxo,...,xi—1] et m > 0. Il suffit de montrer que a,, = 0. Soient
ar =Y 450 VPlaks] pour k=0,...,m. Supposons par I'absurde que a,, # 0 et soit r le
plus petit entier tel que a,, ,» # 0.

Remarquons que

bi+1!

li — =
btoo pPm=1)_(bm + 1)l e
bi+1 |
lim ( ) = +o0.

b—-+oo pP(m=1) (ph — 1)i+1]
Choisissons alors b € N tel que b soit de la forme n! avec (n + 1)! > m.n! +r,
b > pPm =D (bm 4 r)® et (B! > pPmDim (b — 1)1
On a donc

—zp#Oetz;; =0pourj=>b+1,....,.bm+r,
- Nijp > pb(m_l)m~maX(Ni,—l,bm+r7Ni/,b—1)'
Posons
ng:=bm-+retM = max(N{_17bm+r, i’,b_l).

De 'inégalité M > N{,bq on tire que pour tout ¢, 0 <t <b—1,0onaz;; € F,m. Cest-a-

dire z; mod p® € Wy (Fyu). De l'inégalité M > N;_, , etdece que ag, ..., am € Zy[To, ..., Ti-1],
on tire que

pour 0 <k<m, 0<t<ng, ars € Fpm
c’est-a-dire

pour 0 < k <m, apmodp™ ™' € Wy i1 (Fpn).

D’aprés le lemme 2.0.4 qui suit,

-1
amx'zm + am—lx';n +--taiz; +ag = E VS[ZS]
s>0

ol z,, est un polyndme en z;, & coefficients dans F,» de degré p™ bm et de facteur
no ,b p p

. bm ng—b . ;o _
dominant aﬁw.mf’b ", Puisque z; 5, est un générateur de F ~,, et que N;;, > p™° bmM,
on en déduit que a,, , = 0. C’est donc une contradiction. O

LEMME 2.0.4. — Soient r € N et m € N\ {0}. Posons

m—1

(ECvix))" (T vimm]) + X (X V"[Xi]>k.(2 VilYi,))
>0 j>r >0 >0

k=0
=Y V°IP) € W(Fp[Xi, i ji s k20)-

s>0
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Alors pour tout b € N,

- sis <bm+r, degy, (Ps) <p*'m;
s—b m
- sis =bm+r, degy, (Ps) = p*~"m. De plus, le coefficient de X;, ™ dans P est Yj,”:r .

Démonstration. — Puisque P, est un polynoéme en les (X;, Y% ;) 0<iy<e s le résultat est clair
si s < bcar alors degy, (Ps) = —oo. On suppose donc dans la suite que b < s.
On raisonne par récurrence sur s. Lorsque s = 0,
Py = {EZ-%XM” oY
reo X&Yio sinon.
On en déduit le résultat dans ce cas la.

Supposons maintenant s > 0. Notons

m—1

(Zvi[xi])m.(zw[ym,j]) +3 (Zvi[xi])k.(Zvj[Yk,j]) =3 V@)
>0 j=>r j=0

k=0 >0 s>0

dans W (Z[Xi, Yj]i,j,kzo) . Pour tout s, le polyndme P; est donc la réduction modulo p de Q.
Appliquant le s-ieme polynome de Witt a cette égalité on obtient

(Zs:pixf”)m(ipfygfjj) + mz_jl (ip”xf”)k(i:w;}j) -y e
i=0 j=r k=0 =0 3=0 t=0

. o pti o
ou, sir > s, la somme Z;zr p'Yyr ; est par définition 0. On a donc

m—1 s s s
s—b . s—i\ k . s—j s—t
wrxy " o) s Y (o) (v ) = v
k=0  i=0 j=0 =0
ou a et 4 sont des polyndmes ne contenant pas la variable X. Si s < bm + r on a donc
S
(6) degx, ( Z Py modps+1) < p*"’m,
t=0
ou

Y p'QY modp™t € (Z/p" L) X;, Vi i ko
t=0

D’autre part, d’apres 'hypothése de récurrence, pour tout ¢ < s, on a degy, (P;) < p'~tm

et donc
) degx, (P'QF modp™!) < ptm

car pour un polynéme f € Z[T] et a € N, deg(f?" mod p*!) = p®deg(f mod p).
Combinant les relations (6) et (7) on obtient

b

(degx, (P°Qs mod p*™) < p*~’m) = (degx, Ps < p°~’m).

4¢ SERIE - TOME 47 — 2014 — N° 4



COMPOSANTES CONNEXES GEOMETRIQUES DES ESPACES DE RAPOPORT-ZINK 737

Sis = bm + r, alors

S

deas, ((Sowxr )" (L)
=0

j=r
m_1 S, s—i\ k . s—j

5 (St ) (o) moas) -
k=0  i=0 >0

s—b s—r m
et modulo p**?, le coefficient de X; ™ dans ce polynéme produit est p*Y,2 " = pSY,ﬁ?T .
D’autre part, pour k < s I'inégalité (7) est encore vérifiée grace a I’hypothése de récurrence.
On obtient donc que

(degx, (pst modps‘H) =pm) = (degx, Ps = p*~bm).
s—b m . s—b
De plus, le coefficient de X ™ dans p*Q; est pSY,f:T et donc le coefficient de X7 ™ dans
PyestYr . O

3. Le groupe de Mumford-Tate p-adique

3.1. Rappels sur la catégorie tannakienne des représentations cristallines

Soient K un corps de valuation discréte extension de @, a corps résiduel k parfait,
et Ko = Frac(W (k)). Désignons par o le Frobenius de k et de Kj. On fixe une cloture
algébrique K de K et on note T'x = Gal(K | K).

On rappelle la définition d’un isocristal filtré ainsi que la définition d’un isocristal filtré
faiblement admissible (cf. [16]) que Fontaine appelle ¢-modules filtrés et p-modules filtrés
faiblement admissibles respectivement.

DEFINITION 3.1.1. — Un isocristal filtré sur K/ Kg est un triplet D = (N, ¢, Fil* Nk ), ou

— N = (N, ) est un isocristal sur %,
— Fil®* N est une Z-filtration décroissante de Ni := N ®, K par des sous-K -espaces
vectoriels telle que Fil' Ng = Nk pour i < 0 et Fil* N = 0 pour i > 0.

La catégorie des isocristaux filtrés sur K/Kj est notée IsocFilk, x,. Cest une catégorie
additive Q,-linéaire exacte quasi-abélienne.

DEFINITION 3.1.2 (Fontaine). — Pour tout isocristal filtré D = (N, ¢, Fil®* Ng), on
définit
tn(D) =vp(detp) € Z
ty(D) =Y i-dimg gr'(Ng) € Z.
i€z
Un isocristal filtré D est dit faiblement admissible sity (D) = ty (D), et pour tout sous-objet
strict D’ de D dans IsocFilg g, tn(D') > tg(D').

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



738 M. CHEN

La sous-catégorie pleine des isocristaux filtrés faiblement admissibles sur K/ K est dési-
gnée par IsocFil‘}?/ x,- Cest une catégorie abélienne. Le produit tensoriel de deux isocristaux
filtrés faiblement admissibles 1’est aussi grace a Faltings ([14]) et Totaro ([30] théoréme 1).
Donc, IsocFil?}i/ K, €st une catégorie tannakienne Q,-linéaire ([12] 2.8) avec comme foncteur
fibre naturel sur Kj :

W' IsocFﬂ?g/Ko — Vectg,
(N, p,Fil* Ng) — N,
ou Vectg, est la catégorie des K-espaces vectoriels de dimension finie.
D’apres Colmez et Fontaine ([7]), faiblement admissible est équivalent a admissible. On a
donc une équivalence de catégories de Fontaine :
Deris : Rep§®(Tx) —— TsocFilf) k.,
Vi— ((V ®Qp BCriS)FK ) Id e, Fil* )7
ou

- Rep&iS(I‘ k) est la catégorie des représentations p-adiques cristallines de I'g,

- Bcris déSigne Bcris(@f)a

— la filtration Fil® est obtenue a partir du plongement

(V ® Beris)'™ @k, K — V ®q, Bar
et de la filtration V ® Fil® Byg.

L’équivalence inverse est donnée par
Veris ISOCFﬂ;‘g/KO N RepéiiS(FK)
(N, ¢, Fil* N ) — Fil’(N @, Bexis)?—.

cris

La catégorie Repg, *(I'k ) est tannakienne neutre sur Q, avec comme foncteur fibre natu-
rel :
. cris
w : Repg,°*(I'kx) — Vectg,
V,p) — V.
Iy a de plus un isomorphisme de foncteurs
(8) w ®Qp Bcris AN (w, o Dcris) ®K0 Bcris
c’est-a-dire que les foncteurs fibres w et
cris

w' 0 Dgyis : Repg, (Tx) — Vectg,

deviennent isomorphes apres extension des scalaires & Beyis.

Soit Isock, la catégorie des isocristaux (N, ¢) ou N est un Ky-espace vectoriel de dimen-
sion finie et ¢ un isomorphisme o-linéaire. Elle est tannakienne sur Q, avec un foncteur fibre
évident

W' : Isocg, — Vectg,
(N, @) — N

4¢ SERIE - TOME 47 — 2014 — N° 4



COMPOSANTES CONNEXES GEOMETRIQUES DES ESPACES DE RAPOPORT-ZINK 739

que I’on note de la méme fagon que le foncteur fibre w’ sur IsocFil%’l/ K, Puisque ce dernier
est obtenu par composition

!
Isoc]i‘ilz}”g/K[J — Isocg, — Vectr,.

Supposons maintenant et dans toute la suite que & est algébriquement clos. Pour un en-
tier s € N'\ {0}, soit Isoc, la sous-catégorie tannakienne des isocristaux dont les dénomi-
nateurs des pentes de Dieudonné-Manin divisent s. On a donc «Isock, = [J >, Isocik, »

/ . . . , . .
avec Isocy, C Isocy, sis | s'. En particulier, toute sous-catégorie tannakienne de Isoc, en-
, . . . s_
gendrée par un nombre fini d’objets est contenue dans Isocy, pour s > 1. Soit Q,« = K§ =Id

I’extension non ramifiée de degré s de Q, dans K. Il y a un foncteur fibre
wy : Isocy, — Vectq,.
(N, ¢) — @ Ne'="
Aelz

/

tel que Wiksocy,

= w; ®q,. Ko. En particulier, Isock, posséde un foncteur fibre sur Q)" Soit

Isocy, ®q, Qps la catégorie des isocristaux dans Isocy,  munis d’une action de Q,-. Un objet
de cette catégorie est noté (N, ¢, ) out : Qp« — End(N, ¢). Elle est tannakienne neutre sur
Qp- car w, induit un foncteur fibre

@y : Isock, ®q,Qps — Vectg,.
(Na 2 L) — N’Y

0
ouN = @%Gal(@ps‘@p) N,avec Ny = {z € N | Va € Qps, t(a)(z) = y(a)x} et v = Id.
Il y a un foncteur d’extension des scalaires (cf. [13])
Isock, — Isock, ®q, Qps
X +— X ®Qp st

et le diagramme suivant commute a un isomorphisme canonique pres

9 Isocj,

|~

Isock, ®q, Qps — Vectg,. ,

ou la fléche verticale est I’extension des scalaires précédente.

Revenons aux isocristaux filtrés admissibles. Soit IsocFﬂ?{/’fKO la sous-catégorie pleine de

IsocFil?fl/K0 dont les objets sont les (NV, , Fil* Nx) avec (N, ¢) € Isock, . On a donc par
composition avec le foncteur oubli de la filtration

IsocFil}l?/’;O — Isocy,
des foncteurs fibres
Wl IsocFil*;?/’;O — Vectg,.

- .ad,
@, : IsocFily )% ®q, Qps — Vectq,,
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avec un diagramme commutatif identique au diagramme (9) et

/ o
w|IsocFilE;?/’§(0 =Ws ®st K.

3.2. Le groupe de Mumford-Tate p-adique

Soit K/ K, comme dans la section précédente ou Ky = W (k) et on suppose k algébri-
quement clos. On note également L = K. Soit G un groupe réductif sur Q. Supposons
donnée une paire (b, u) oub € G(L) ety : G, — Gk.

On note b € B(G) la classe de o-conjugaison de b et fi la classe de G(K)-conjugaison
de pzz : G, — G Supposons que b € B(G, i) 'ensemble de Kottwitz (cf.[21] section 6).
Supposons la paire (b, 1) admissible au sens de la définition 1.18 de [23]. Elle définit donc un
tenseur foncteur exact entre catégories tannakiennes

ﬁb’u : Repg, (G) — IsocFil"}?/KO
(V,p) — (Vi,, p(b).1d ®0, Fil}, Vi)
ou Vg, = V®q, Ko, Vk = V®q, K et siVig = @nez Vi n estla décomposition isotypique
de la représentation po i : G,, — GL(Vk) selon les caractéres de G,,, X*(G,,,) = Z; alors
Fill Vi = @,15, Vicin-
Notons
T b = Veris © ﬁb’p : Repr(G) — Rep&‘s(l"K).
Soit le foncteur fibre canonique
wean : Repg, (G) — Vectq,
(V,p) — V.
Puisque b € B(G, i), le torseur des périodes associé est trivial : le foncteur fibre

cris

7
Repg, G L Repg,*(I'x) — Vectg,

est isomorphe & weap. Le choix d’un isomorphisme wean — wo I,  définit un morphisme
continu de groupes

o T — G(Qp)

et un isomorphisme entre &3 ,, et le foncteur
cris
Repy, G — Repg,”(I'k)

(Vip) — (V,po&pu)-
Un autre choix fournit un morphisme G(Q,)-conjugué. On obtient ainsi une classe de
G(Qp)-conjugaison de morphismes {&,,}. On fixe désormais un isomorphisme de fonc-
teurs fibres et donc une représentation &, ,, dans la classe de G(Q,)-conjugaison précédente.

Voici maintenant une traduction des résultats de Serre ([26] théoréme 1) et Sen ([24] § 4,
théoréme 1). On note

ProposITION 3.2.1. — 1. L'algébre de Lie du groupe de Lie p-adique Im(§, ,) C G(Qp)
est une sous-algebre de Lie algébrique de Lie G.
2. Limage de & ,, est ouverte dans son enveloppe algébrique (i.e. son adhérence de Zariski).
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3. La décomposition de Hodge-Tate d’une représentation cristalline définit canoniquement
un cocaractere
puT G — G2

~

G(K)-conjugué a ph= tel que la composante neutre de [’enveloppe algébrique de Im &, ,
soit le plus petit sous-groupe algébrique de G sur Q, contenant Im pg .

Démonstration. — La décomposition de Hodge-Tate d’une représentation cristalline four-
nit un tenseur foncteur exact

Rep@fs(l“ k) — K-espaces vectoriels Z-gradués.

On en déduit ’existence de pgr tel que pour tout (V, p) € Repg, G, la décomposition de

Hodge-Tate de p o &, , soit donnée par p o ppr, ie. siV ®g, K = @,c; (V ®q, K),
est la décomposition isotypique de la représentation p o p g7 selon les caractéres de G,,, la
représentation semi-linéaire (p o &, ,,) ® Id est isomorphe en restriction a (V ®q, f)l a une

somme directe de %(z)
Soit maintenant p : G — GL(V) une représentation fidéle de G. Appliquant ([26]
théoréme 1') et ([24] § 6) a la représentation p o &, ,, on conclut. O

DEFINITION 3.2.2. — On note MT, , le sous-groupe algébrique de G qui est 'adhérence
de Zariski de Im & .

Bien siir, le sous-groupe MT,, ,, C G n’est défini qu’a G(Q,)-conjugaison prés via le choix
d’un isomorphisme de foncteurs fibres weay — w o & b, que 'on a fixé précédemment.
La proposition précédente affirme que Im & ,, est un sous-groupe ouvert de MT;, ,(Q,) que
MT, , est le plus petit sous-groupe algébrique de G contenant I'image de py7. Voici une
description tannakienne de MT,, ,,. Soit 7, C Rep&iS(I‘ i) la sous-catégorie tannakienne
de Rep(‘iis(I‘ &) engendrée par I'image essentielle de &3 ,,, c’est-a-dire la plus petite sous-
catégorie de Rep@‘:S(I‘ K ) contenantles &3 ,(X), X € Repr G, stable par produit tensoriel,
somme directe, contragrédiente et sous-quotient. Si p : G — GL(V') est une représentation
fidele de G alors Yy, = (S, (V, p)) (catégorie tannakienne engendrée). I y a un foncteur
fibre

W7y, + Tbu — Vectq,.
Le foncteur &, induit un plongement
M(g(wlfh,u) — Aut®(wo T o) = Aut® (wean) = G.
PROPOSITION 3.2.3. — OnaMT, = M®(w‘gw).

Démonstration. — 11 y a un morphisme canonique
T'x — Aut®(wg, ,)(Qp) C G(Qy).

On a donc MT, ,, C Aut®(w;g, ).
D’aprés Chevalley, il existe une représentation p : G — GL(V') et une droite D C V telles
que MT} , soit le stabilisateur de D dans G. C’est-a-dire MT,, , = {g € G | p(g)(D) C D}.
Puisque
p ooy T — MT,(Q,) == GL(V),
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D définit une sous-représentation de dimension 1 de &3 ,(V, p) et donc un objet de la
catégorie tannakienne & ,, qui est un sous-objet de & ,(V, p). 1l est nécessairement stable
par P'action d’un élément de Aut® (w7, ). O

Le foncteur fibre w|s, , fait de &4, une catégorie tannakienne neutre. On a donc le
corollaire suivant.

COROLLAIRE 3.2.4. — On a une équivalence de catégories tannakiennes

o =5 Repr MTy .

3.3. Description cristalline

Notons maintenant 7, s o IsocFil%i/ K, la sous-catégorie tannakienne de IsocFil‘}?/ Ko

engendrée par I'image essentielle de G, ,- Sip: G — GL(V) est fidele, il s’agit de la sous-
catégorie tannakienne engendrée par I'isocristal filtré (VL, p(b)o, Fil; VK). Via la ®-équiva-
lence

Deris : Rep C’”S( K) — IsocFil??/ Ko
on a donc une équivalence de catégories tannakiennes

gb#]‘ g'C!’lS.

Soit s > 1 tel que pour une représentation fidele p : G — GL(V), les pentes de 'isocristal

(VL, p(b)o) aient des dénominateurs divisant s. Alors, 7, e IsocFilaIf/’j(o. Notons
Cris,s L cris
Wy s|7°“s 1Ty, — Vectg,..

DEFINITION 3.3.1. — On note MTy, TS — Aut® (w Crl‘f ).

Soit v, : D — G le morphisme des pentes (cf. [20] section 4) avec D le pro-tore des
pentes, X *(D) = Q. Rappelons ([20] et [23] définition 1.8) que b est décent pour 'entier s s’il

S

vérifie (bo)® = (s.vp)(p)o®.

Si c’est le cas, d’apres le corollaire 1.9 de [23],ona b € G(Qp:) et v : D — Go,..

On vérifie alors aussitot le lemme suivant.

LEMME 3.3.2. — Supposons b décent pour l'entier s. Alors

w0 G, . = Wean ®q, Qps : Repg, G — Vectq,,
(V,p) — V ®q, Qps.

On en déduit que si b est décent pour s alors le foncteur &, u induit canoniquement un

plongement MT;") cris - Go,- -

Notons la proposition suivante qui relie le « groupe de Mumford-Tate cristallin » au
« groupe de Mumford-Tate étale ».

ProOPOSITION 3.3.3. — Il'y a un isomorphisme de schémas en groupes sur Spec(Beyis)
MT cris ®st Bcris e MTb,p, ®Qp Bcris-

De plus, MT}"; S ot MTy,, ®q, Qpes sont formes intérieures l'un de I'autre.
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Démonstration. — C’est une conséquence de ’existence de I'isomorphisme de foncteurs
fibres sur la catégorie tannakienne & ,

cris,s

b, o Dcris ®st Bcris — w|ff¢,’u ®Qp Bcris~ O

Notons

~. CrlS S Lg'Cl‘lS

b ®0, Qps — Vectq,,

le foncteur fibre obtenu par extension des scalaires & partir de of’”s *# (cf. [13] exp.II section 3).
On a alors

MT cris Aut® ( cr;s s)

CI‘lS S

et d’apres ([13] exp.II proposition 3.1 1) le foncteur @,
ries :

induit une équivalence de catégo-

~CI‘IS K] gif:,,s ®Qp st ___> Rep@ . (MT crls)
Avant d’énoncer la proposition qui suit, rappelons qu’un objet X € & gf;f ®q, Qps est
dit de rang 1 si dimescDgr:f (X)=1.Si X = (N, ¢, Fil* N, ) ou (N, ¢, Fil* Ng) € 9“‘5
et : Qp — End(N, ¢, Fil* Nk) cela signifie que dimg, N =

PRrOPOSITION 3.3.4. — Supposons b décent pour [’entier s.

1. Ona

MT cris __ {g € GQPS

V(V,p) € Repg, G, VX C ﬁb,H(V p) ®q, Qps de rang 1 }

plg) 55" (X) € G (X)

2. Soit p : G — GL(V) une représentation fidéle. Pour my,my € N notons T™ ™2 [a
représentation p®™ ® p¥V®™2_ On a alors
Vmy,mg, VX C G, (T™™?) ®q, Qp: de rang 1 }

MT o = 9 € GQPS cris,s ~cris,s
{ p(g)-&y, " (X) C @y* (X)

Démonstration. — Le point (2) résulte du point (1) et de ce que toute représentation
de G se réalise comme sous-représentation de 7™*™2 pour des entiers mq, mo. Passons
au point (1). Soit H C Gg,. le groupe algébrique de droite dans I'égalité cherchée. Par
définition de Aut® (wj, oris, 5) ona MTy} TS — H.D’aprés Chevalley, il existe une représentation
p': Gog,. — GLq,.(V ) et une Qp dr01te D c V telle que

MTy," = {g € Gg,. | £'(9)(D) C D}.
Via I'équivalence Repg, (G) ® st = Repg,. (G), soit p : G — GLg, (V) la représentation

cris

de G munie de son action ¢ de Q,+ associée a p’. Onadonc §, ,(V,p) € 7,

(G0 (V:0), Gy, (1) € Thi @a, Qe

et grace a ¢,

Puisque

g §f,ff ®q, Qps — Reprs MT,f’rlis,
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la droite D définit un sous-objet X C (G5,,(V,0),G,,,(1) derang 1.Si Y € e ®q, Qpe
et Z € 7, est lobjet Y aprés oubli de I'action de @+, on a une décomposition dans la

cris

catégorie I, ®q, Qps
Z ®q, Qps = @ (Z ®q, Qpe)y

v€Gal(Qps |Qp)

qui provient de ce que Z ®q, Qps est muni d’une action de Qs ®g, Qps. Soit
70 = Id € Gal(Qys | Qp). Alors, Y = (Z ®q, Qps), C Z ®q, Qps. On a donc une suite de

cris

sous-objets dans 7, ®q, Qps
X C (ﬁb,u(va P),ﬁb,#(b)) - ﬁb,u(vv p) ®q, Qps-

Soit maintenant g € H. Par définition de H, on a g(cZJZiS’S(X )) C wgf;s’s(X ), mais

Gy (X) =D CV =a,2%(4,,V,0),8,,,1)

etdonc g € MTbCfliS. O

Grace a la proposition précédente et au lemme qui suit on va donner une description
«concrete » de MTy°.

LEMME 3.3.5. — Les objets de rang 1 de IsocFil??/’i(O ®q, Qps sont classifiés par 7°.

A (do,...,ds_1) € Z® est associé (N,p,Fil* Nk, 1) ou (N,¢,Fil* Ng) € IsocFil??/’;(O et
t: Qpe — End(N, ¢, Fil* Ng) sont donnés par :
—onaN = ®i€Z/sZ Qps - €; ou laction v de Qps sur Qps - e; est donnée par le plonge-
ment o',
— laction de ¢ est donnée par

€ir1 si0<i<s—1
p(e;) =

pPey sit=s-—1
ok =3""7d;,
— la filtration est Fil* = @7, Fil* K - ¢; oul

FiV K - e; =
0sij> d;.
Démonstration. — Soit le tore T = Resg,./q, Gm. Les objets de rang 1 dans
IsocFili(d/’j(0 ®q, Qps sont donnés par les paires admissibles (b, 1) dans T' qui se calculent
a isomorphisme prés grace a la proposition 1.21 de [23]. O

cris

by que nous utiliserons dans la suite.

Voici maintenant la description de MT

PROPOSITION 3.3.6. — Supposons b décent pour I'entier s. Pour (V. p) € Repg, G et v € Vi
notons

deg,(v) =sup{k €Z | v € Filﬁ Vk}.
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1. Ona

MT;;S — {g € GQpS

Y(V,p) € Repy, G, Vk € Z, Yv € V ®q, Qps non nul satisfaisant }

(s.povy)(p).v = prver Zf;é deg,, ((p(b)o)i(v)) =k, 3c € G p(g).v = cv '

2. Sip: G — GL(V) est une représentation fidéle, T™™2 = V™ @ VVO™2 ¢t on note
encore p laction de G sur T™™2,

VYmy,my € N, Vk € Z, Yv € T™"™2 ®q, Qps non nul satisfaisant }

MTCris =<yg c G . L A
e { | (s.pom)p) = pruer Y1) deg,, ((p(b)o)i(v)) = k, 3c € Gy p(g)-v = cv

Démonstration. — Avec les notations du lemme 3.3.5, si X € IsocFil'}’(d/’fK0 ®q, Qps est
I'objet de rang 1 associé a (do, . ..,ds—1) € Z°, k=), d;, et

Y = (N, ,Fil* Ni, 1) € IsocFili )5 @, Qpe,

ou ¢ est 'action de s, on a
Hom(X,Y)\ {0} — {1} e N\ {0}

f— fleo).
Cela résulte de ce que, puisque X est de rang 1, un morphisme de X dans Y est un
monomorphisme si et seulement s’il est non nul. De plus, puisque nos isocristaux fil-
trés sont admissibles, un tel monomorphisme est strictement compatible aux filtrations.

Le résultat est alors une conséquence de la proposition 3.3.4 couplé du fait que si

Z = (N,¢,Fil* Ng) € IsocFﬂ;f/*;D, alors

Va € Qpe, t(a).z = az, ¢*(v) = prv }
et si 0 S ) S S — 1, degFﬂo NK((pz('U)) = dz

Z®Qye = (N ®Qpe, 0, Fil*(Ng ® Qpe), 1) € IsocFil?/’j(o
ou
= N ® Qps = ®reqal(,:|0,)Nr avec N = N et l'action ¢ de Qp« sur N, est donnee
parT;
- ¢((ar)r) = (p(ag-1.))r pour (a;); € N ® Qps = &, Ny ;
— la filtration Fil*(Ng ® Q) est induite par les filtrations Fil®(N; ) = Fil*(Ngk) sur
chaque composante. O

4. Filtrations génériques de la catégorie des représentations d’un groupe réductif

4.1. Filtrations de la catégorie des représentations d’un groupe réductif

Soient K un corps et G un groupe réductif sur K. Si p : G,,, — G est un cocaractére, on
note P, C G le sous-groupe parabolique défini par

P,={geq| lin%) p(2)gu(z)~" existe }.

Le centralisateur de p dans G est un sous-groupe de Levi de P,,. Soit p : G — GL(V) une
représentation de G dans un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit V' = ,,., Vi, ou
p o p agit sur V, par le caractere z + 2™. On pose alors Fil}, V' = EB"Z. V., qui est une
filtration décroissante de V' par des sous-représentations de P,,. Les gradués de cette filtration
sont des représentations triviales du radical unipotent de P, et sont donc des représentations
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du groupe de Levi M, = Cg (). Par exemple, pour la représentation adjointe de G sur Lie G
on a Lie P, = Fil), LieG.

La correspondance (V, p) — Fil}, V' définit une filtration scindée de la catégorie tanna-
kienne Repy G (cf. par exemple [8] chapitre 5). Soit R une K-algebre et Repy G la catégorie
des représentations de G dans des R-modules libres. Pour g € G(R), gug~! définit une filtra-
tion de la catégorie Repr G. Sig € P,(R), cette filtration est identique a celle définie par p
(mais le scindage est différent si g ne centralise par u).

Notons X, = G/P, la variété de drapeaux associée a P,. Elle paramétre des filtrations
de la catégorie des représentations de G. Ainsi, si K’ | K, a chaque élément de X, (K') est
associée une filtration de Repy G.

DErFINITION 4.1.1. — Soitz € X, (K'), z = gP, avec g € G(K') (ou I'existence de g est

d’apreés [3] Théoréme 4.13(a)). Pour (V, p) € Repy- G, on note
Fill V = Fil}, . V = p(g) Fil, V

la filtration associée.

4.2. La filtration générique associée a p

DEFINITION 4.2.1. — Soit (V, p) € Repy G. On note
FiLv= () FilV
z€X,(K)

que I’on appelle la filtration générique associée a u.

Cette filtration ne dépend que de la classe de G(K)-conjugaison de p. Ainsi, si A est
un tore déployé maximal dans G, Py un sous-groupe parabolique minimal contenant A et
X, (A)* la chambre de Weyl positive associée, a chaque élément de X, (A)* est associée une
filtration générique de V.

Cette filtration est invariante sous ’action de G et définit donc une filtration de la repré-
sentation p par des sous-représentations. On a

FiL,V= () plg).FilV
geG(K)

——k . . .
et Fil, V' est la plus grande sous-représentation de p contenue dans Fllﬁ V. Soit deg,, la
fonction degré associée a la filtration Fil; v,

deg, : V — ZU {+oo}
v—sup{keZ | ve FilﬁV}.

Alors la fonction degré dT:-gH associée a la filtration générique est
dog,(v) = inf _deg, (p(0) v).

On prendra garde au fait que le foncteur (V, p) — Fil,V ne définit pas en général une
filtration de la catégorie tannakienne Rep ;- G (cette filtration n’est pas en général compatible
au produit tensoriel).
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LEMME 4.2.2. — Soit n le point générique de X,,, soit k(n) son corps résiduel, soit K' une
extension de k(n) et soit v € X, (K') le point correspondant. Pour (V,p) € Repg G on a
Fil,V = V N Fil} Vi

Démonstration. — Soit &, le Ox ,-module localement libre de réalisation géométrique le
fibré vectoriel G xp, , V. La filtration Fil}, V de V forme une filtration de V par des sous-
représentations de P,. On a donc une filtration Fil® £, de &, par des sous-Ox, -modules
localement libres localement facteur direct de réalisation géométrique le fibré vectoriel filtré
G XPM,p Fll; V.

Soient maintenant v € V et k € Z. Voyons v comme une section globale de &,. Considé-
rons le foncteur

H, 1 : K-Schémas — Ensembles
Y — {f:Y =X, | ffvel(y,f Fil*&,)}.

Puisque la filtration Fil® &, est formée de sous-0x,-modules localement libres localement
facteurs directs, H, j est un sous-schéma fermé de X,.

Soit maintenant v € V N Fil¥ V. Le sous-schéma fermé H, 5, de X,, contient donc le
point générique de X,,. On a donc H, ; = X, ce qui implique que X, (K) = H, (K) et
doncwv € ﬁﬁv.

Réciproquement, siv € ﬁZV, ona H, ;(K) = X,(K).Puisque X, (K) est Zariski dense
dans X, on a alors H, = X,,. En particulier, z € H, (K’) ou encore v € Fil}, Vi. O

4.3. Caractérisation en termes de plus haut poids

Supposons maintenant K de caractéristique 0 et G déployé sur K. Soit T' C B un tore
maximal de G dans un sous-groupe de Borel. Si ® C X*(T") désigne les racines de T dans
Lie G, on note ®* les racines positives c’est-a-dire celles dans Lie B. On note ® C X, (T) les
coracines. Soient

X*(T)* = {x € X*(T) | Va € &*, (x,a) >0}

les poids dominants. On suppose, ce que I’on peut toujours faire, que p est dans la chambre de
Weyl positive, u € X, (T)T, c’est-a-dire pour tout o« € T, (a, u) > 0. On note wo ’élément
de plus grande longueur dans le groupe de Weyl. Ainsi, wq.u est le représentant dans la
chambre de Weyl négative de la classe de conjugaison de p. Rappelons également que wg = 1
et doncsi x € X*(T'), (wo-x, p) = (X, Wo-W)-

Rappelons le théoréme suivant.

THEOREME 4.3.1 (Tits, [29], Théoréme 2.5). — Les K-représentations irréductibles de G
sont classifiées, a K-isomorphisme prés, par les poids dominants. De plus, elles sont toutes
absolument irréductibles.

Soit p : G — GL(V) une représentation de G sur K. Notons V' = @, cx-(1)+ VA la
décomposition isotypique de V selon les représentations de plus haut poids A de G, c’est-a-
dire V* est une somme directe de représentations irréductibles de plus haut poids \.
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PRrROPOSITION 4.3.2. — La filtration générique de V associée a y est donnée par
=k, A
FiL,v= @ VM
XEX*(T)T
(M wo.pu)>k
Démonstration. — Soit 'V =@, cx(r) Vx la décomposition de pr. On a alors
1k .
Fil, V.=, .y>i Vx- Soit
=k =k A A
Fil,v = € (Fi,V)
AeX*(T)+

la décomposition isotypique suivant les plus hauts poids de la représentation ﬁﬁV de G.
Si (ﬁﬁV)’\ # 0, I'espace de plus bas poids (ﬁﬁV)/\ N Vi, €st non nul contenu dans
Filﬁ V et donc (A, wp.u) = (wo. A, gy > k. On en déduit que

—k B\

FiLvc @ Vv
xex (Tt
(Awo.p) >k

On a pour tout A € X*(T')*
Vi= P vy

XEX™(T)
wo A<

ou nous rappelons que x; < xo signifie que x2 — x1 est une combinaison linéaire a coeffi-
cients positifs de racines positives. Puisque p € X, (T)7, si x > wq.A et {(wg.\, u) > k alors
(x, 1) > k et donc V;, C Fil} V. Si (X, wo.u) > k. alors V> C Fil’ V. Mais puisque V* est
stable sous I’action de G cela implique que
. =k
Vrc () g¢.FiljV =Fi,V.
9E€G(K)

On en déduit le résultat. O

REMARQUE 4.3.3. — 1l résulte de la proposition précédente que la filtration générique
de (V, p) associée a u est canoniquement scindée, ce qui n’était pas a priori évident.

5. Le groupe de Mumford-Tate p-adique générique

Soit G un groupe réductif non ramifié sur Q. Soitb € G(L) et u : G,,, — G . Supposons
que la classe de o-conjugaison b de b est dans I’ensemble de Kottwitz B(G, ). Soit E C L
le corps de définition de la classe de conjugaison de p.

Soit A C T' C B un triplet ou B est un sous-groupe de Borel de G, T" un tore maximal
et A un tore déployé maximal. Supposons que u € X, (T)*. Soient v; € X, (A)a le point
de Newton associé a b dans la chambre de Weyl positive et i € X *(A)a le point de Hodge
défini par le barycentre de I'orbite de Galois de pu, c’est-a-dire

) 1 .
] A

T€Gal(E|Qp)

4¢ SERIE - TOME 47 — 2014 — N° 4



COMPOSANTES CONNEXES GEOMETRIQUES DES ESPACES DE RAPOPORT-ZINK 749

DEFINITION 5.0.4. — On dit que le couple (b, ) est HN-irréductible si pour tout sous-
groupe de Levi standard propre M de G, on n’a pas v, < i dans la chambre de Weyl positive
de M dans X, (4)g.

Dans le cas des données de Rapoport-Zink de type EL et PEL précédentes, la condition de
HN-irréductibilité est équivalente a dire que les polygones associés de Newton et de Hodge
ne se touchent pas en dehors de leurs extrémités. Plus précisément, cela se traduit de la fagon
suivante. Soient n = dimgV et d = [F : @,]. A tout élément

(v1,...,vn) €Q"
vérifiant v; < --- < v, on associe le polygone convexe

P1,.--yvp): [0,n] — R
i— v+ -+ siie[l,n]NN
0—0

de pentes v1,...,v, et d'origine (0,0). Puisque I'isocristal (V ®q, L,bo) est muni d’une
action de F', les multiplicités de ses pentes sont des multiples de d. Soient

AM==< <= =< < Ay=--= A,
—_——— —_—— —_———
d fois d fois d fois

les pentes du polygone de Newton (V ®q, L, bo). On pose alors
Pn =P(A1, - An).
Soit

@Hzg)(g > 0,01,0, 1)),

——
TEIR
pr qr

Puisque b € B(G, ), Pn et Py ont mémes points terminaux et Py (z) > Py () pour tout
0 < z < n. On demande alors que

Vz €]0,n], Pn(z) > Pu(x).

REMARQUE 5.0.5. — 1. Pour les espaces de Rapoport-Zink sans structures addition-
nelles, la condition précédente sur les polygones signifie que nos groupes p-divisibles
n’ont pas de pente 0 et 1. Dans ce cas-la la condition sur les polygones est nécessaire
afin qu’il existe un point dans I’espace des périodes tel que I'image de la représentation
de monodromie associée contienne un sous-groupe ouvert de G 4°7(Q,). En effet, s’il
existe une pente 0 ou 1, une telle représentation se factorise automatiquement par un
sous-groupe parabolique propre de G(Q,).

2. Bien que nous ne I’ayons pas vérifié, il est en fait probable que cela soit toujours le cas
pour des G-structures additionnelles générales : si les polygones de Newton et Hodge
au sens précédent se touchent en dehors de leurs extrémités alors les représentations
de monodromies &, se factorisent par un sous-groupe parabolique propre.

Rappelons que L = Ky = W (k) avec k algébriquement clos et K | K de degré fini.
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THEOREME 5.0.6. — Soit (G, b, u) comme dans le début de cette section. Soit F la variété
de drapeaux sur E associée a p. Supposons que b est décent, (b, ) est HN-irréductible et le
sous-groupe parabolique P, € J(K) est un point générique de la variété algébrique F. On a
alors

1. la paire (b, u) est admissible ;

2. le groupe de Mumford-Tate MTy, ,, contient G et MTy, ,,/G 4° est le plus petit sous-
tore du cocentre contenant l'image de u. En particulier, I'image de la représentation
&, Gal(K | K) — G(Q,), bien définie a G(Qy)-conjugaison prés, contient un sous-
groupe ouvert de G4 (Qy).

REMARQUE 5.0.7. — Le résultat précédent est un analogue p-adique de résultats d’André
([1] section 6) sur le groupe de Mumford-Tate générique en théorie de Hodge usuelle sur C.

REMARQUE 5.0.8. — Afin d’appliquer le théoréme 5.0.6 au cas des espaces de Rapoport-
Zink de type EL et PEL, a cause des normalisations concernant les filtrations de Hodge
des modules de Dieudonné covariants, afin que le morphisme &, : Gal(E | K) — G(Q,) soit
bien celui associé au module de Tate il faut I’appliquer non pas a (b, u) mais a (p~'b, i). La
condition concernant les polygones associés a (b, u) énoncée ci-dessus est la méme que celle
associée a (p~1b, fi).

Preuve du théoréeme 5.0.6. — Soit s un entier tel que b soit décent pour s. Choisissons s
suffisamment grand de telle maniére que G soit déployé sur Qps. On a donc £ C Qp+. De
plus, b € G(Qps) et vy : G, — Go,.. Soient A un tore déployé maximal dans G et B
un sous-groupe de Borel contenant A. Notons 7' = C(A), un tore non ramifié qui est un
sous-groupe de Levide B. Onadonc A C T' C B. Puisque G est quasi-déployé et la classe
de G(Qp-)-conjugaison de v, définie sur Q,, il existe g € G(Q,+) tel que grpg™t : D — A.
Quitte a remplacer b par gbg—“ et p par gug ' (ce qui ne change pas ’hypothése de généricité
concernant p) on peut supposer que v, € X, (A) 6 , la chambre de Weyl positive.

Commengons par le point (1). Soient Jq,. la variété de drapeaux sur Qs et & &‘;

I’espace analytique de Berkovich associé. Soit & Sps Cc 9 8; Iouvert qui est le lieu de
faible admissibilité de Iisocristal filtré associé a Iisocristal avec G-structure défini par b €
G(Qp+). Si (V,p) € Repg, G est une représentation etz € & 8; on lui associe I'isocristal

filtré (Vg, ., p(b)o, Fil}, Vi(zy). Alors, 7 Sps est le lieu de faible admissibilité de ces isocristaux
filtrés (il suffit en fait de le tester pour une représentation fidele de GG). Puisque b est décent,
I'extension des scalaires de Q- & L induit une bijection

{sous isocristaux de (Vg,., p(b)o)} — {sous-isocristaux de (Vz, p(b)o)}.
En particulier, si K’ | L est une extension de degré finiet z € F(K'),

(Va,=» p(b)o, Fil;, Vi) est faiblement admissible
< (V1, p(b)o, Fil} Vi) est faiblement admissible .

Puisque b € B(G, ), d’aprés le théoréeme 3 de [17], 978;75 (L) # @ et donc 978}78 #o. 1
existe donc un point fermé de la variété algébrique Y, . qui soit un point de I'ouvert
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analytique & Sps. Notons z € Yq,. un tel point. Soit p : G — GL(V) une représentation
fidéle de V. Soit N C Vg,. un sous-isocristal de (VQ,,S ,p(b)o). La fonction

|F el — Z
T+—ty (N, p(b)o, Fil; Vk(z) NN ®Q,s k(l’))
(point terminal du polygone de Hodge) est semi-continue supérieurement et en particulier
croit par spécialisation. Puisque p : G,, — G définit un point générique de Fg,. on a
donc
a(N, p(b)o,Fil}, Vg N N ®q,. K) <ty (N, p(b)o, Fil Vi(,) NN ®q,. k(z))
ou la seconde inégalité résulte de la faible admissibilité de z. Cela €tant vrai pour tout N,

on en déduit que I'isocristal filtré (Vg,., p(b)o, Fil?, Vi) est faiblement admissible et donc
(VL, p(b)o, Fil}, Vi) I'est aussi. La paire (b, u) est donc admissible.

Passons au point (2). On utilise la description donnée dans la proposition 3.3.6 de la
version cristalline du groupe de Mumford-Tate, MT;”, TS Soit (V, p) € Repg, G. Soit

Vo, = D V.
AeX*(T)*
la décomposition isotypique suivant les plus hauts poids de I’extension des scalaires de @,
a Qps de p (cf. section 4.3). On note o pour Id ®c agissant sur Vg, .. Notons ¢ = p(b)o le
Frobenius. On a alors ¢ : V@,s — V@\; ou A — A% est donné par I’action de Gal(Qp- | Qp)
sur X*(T). Notons u’ € X,.(T)" le représentant de la classe de conjugaison de p dans la
chambre de Weyl positive. Soit

deg, : Vo,. — ZU {+o0}

la fonction degré associée a la filtration Vg,. N Fil}, V. D’aprés le lemme 4.2.2 et la pro-
position 4.3.2, siv € Vg,. \ {0} se décompose suivant les plus hauts poidsenv = 7, 5 v
ot A C X*(T)* et pour tout XA € A, v* # 0, on a deg,,(v) = ini()\,wo.u’y

€

On a donc pour tout A € A,

=

s—

(10) S deg, (#1(0)) < SO wo.s!) = s(A, wo.)
=0

i=0

ouj=1%") Lt e X, (A)q est le point de Hodge associ¢ a p. Regardons maintenant la
decomposmon de p sur Q- selon I'action de Ty, : Vo,. = @B, cx-() Va,s x-

Pour k € Z,
@ VQp3 X"
XEX™(T)
(xvp)=E

Soit maintenant v = Y, _, v* comme précédemment vérifiant

(11 {soS(v) = pFv
S5y deg,, (¢7(v) = k.
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Pour A € A décomposons v* = 35 . () vy OU vy € Vg, - Soit x tel que v} # 0. On a
donc (x,vp) = f et puisque le poids  intervient dans la représentation de plus haut poids A,
X = wp.A. Combinant cela on obtient que (wq.\, vp) < % Cette inégalité et 'inégalité (10)
donnent

(12) (wo. A, vp) < (wo.A, ).
Puisque b € B(G, ), on a fi > v, et donc, étant donné que wg.\ est un poids antidominant,
(13) (wo.\, i — vp) < 0.

De (12) et (13) on déduit que (wg.A, i — vp) = 0. HN-irréductibilité¢ de (b, ) se tra-
duit maintenant en ce que si Ag C X*(A) sont les racines simples de A dans Lie B et
o—vp = ZaeAB a& avec, puisque i = vy, a, > 0, alors pour tout « € Ap, a, > 0.0Ona
donc
Z aq{wo.\, &) =0
a€EAB
mais puisque (wo.A, @) < 0, cela signifie que pour tout a € Ap, (wp.A, &) = 0 soit encore
A € (®(A,G)V)*, ou ®(A,G) C X*(A) sont les racines de A dans Lie G.
Soit maintenant & € (7', G)" une coracine de T dans Lie G. On a alors

s—1 s—1
<Z /\f’i,a> - </\,Zd"“> 0.
=0 1=0

On a donc Y-, A" € (®(T,G)V)*. Mais, pour tout i, A° € X*(T)*. On en déduit
que A € (®(T,G)V)* .

La représentation de plus haut poids associée a A est donc une représentation de dimen-
sion 1 de Go,.-

On a donc démontré que si v =, x vt € Vg, avec pour tout A € A, vy # 0 et v sa-
tisfait les équations (11) alors pour tout A € A, V@\ps est une somme directe de représenta-

tions de dimension 1 de Gst i.e. de caractéres GQPS — G,,.OnadoncVyg € G&j’g, guv=v

soit encore G, C MT

cris
b,u

forme intérieure de MTlfjs, onaGd C MT,, -

On calcule maintenant MTy, ,/G 9°". Si det : G — G/G9°" = D, cela revient a calculer
MT get(b),det o € €st-a-dire les groupes de Mumford-Tate associés a un tore non ramifi€. Plus
précisément, si T' est un tore non ramifié¢ sur Q, et py € X, (T), soit by € B(T) I'unique
élément tel que by € B(T, po). On vérifie alors que MTy, ,,, est le plus petit sous-tore
de T contenant I'image de . Cela résulte par exemple du lemme 1.22 de [23] qui montre

que MTy, ,, est le plus petit sous-tore de T' contenant I'image du morphisme x/,.

d’aprés la proposition 3.3.6. Mais puisque MT} , ® Qs est une

La derniére assertion est due a la proposition 3.2.1. O

6. Composantes connexes géométriques des tours de Rapoport-Zink

On reprend les notations de la section 1. Soit M= ﬂu/l(G, b, 1) un espace de Rapoport-
Zink non ramifié¢ simple de type EL ou PEL symplectique ou unitaire.
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6.1. Une conjecture

Avant d’énoncer les résultats principaux de cet article, on a besoin d’une conjecture
concernant les composantes connexes des espaces de Rapoport-Zink.

CONJECTURE 6.1.1. — Supposons que (b, 1) est HN-irréductible. Alors s : M — A =
Hom(X¢ (G),Z) induit une bijection

s mo (M) == Tm s.
On a le théoréme suivant de Viehmann.

THEOREME 6.1.2 (Viehmann [32, 31]). — La conjecture précédente est vérifiée lorsque
F = Qy dans le cas EL et PEL symplectique.

La conjecture est également vérifiée pour des raisons évidentes dans le cas des espaces
de Lubin-Tate. Il résulte également des travaux de Vollaard ([33]) que cette conjecture est
vérifiée dans le cas PEL unitaire basique lorsque F' est une extension quadratique de Q, et
la signature est (1,n — 1). Cette conjecture sera confirmée en toute généralité dans [6].

Soit Myeq la fibre spéciale réduite de JM, un F,,-schéma localement de type fini. Puisque
|71u/l| = |ﬁ4red| la conjecture est un probléme d’espaces de modules de groupes p-divisibles en
caractéristique positive. Il s’agit de montrer que si z,z’ € 7vl/lred(7 F,) sont associés a (X, p)
et (X', p') avec htp = htp alors z et 2’ sont dans la méme composante connexe.

Rappelons que T est la variété de drapeaux associée sur £ vue comme F- -espace ana-
lytique de Berkovich et 7 : e T e morphisme de périodes avec I'image F* = Im# T,
cf. section 1.3.

v a
LEMME 6.1.3. — Supposons la conjecture 6. 1.1 vérifiée, alors F  est connexe. De plus, pour
v v _a
toute composante connexe X de M**, #(X) =& .

Démonstration. — Pour i € Im 3 C Z, posons JU(i) = s~ (i). 1l suffit de montrer
que pour tout i,z € Im s, #(M(i1)*™) = #(M(i2)*™). Soit K, := gG(Z,)g~* N G(Zy),
pour g € G(Q,). Considérons le diagramme commutatif :

g

g g
/%Kg /l/lg—lKgg

\ T
va
g .

Pour (X, p,n) € f%Ky dans le cas EL (resp. (X, A\, p,n) € ﬂu/lKg dans le cas PEL), soit p’ la
quasi-isogénie apparaissant dans g - (X, p,n) (resp. g - (X, A, p,n)). Alors

el — {htp dv,(det(g)) cas EL
p

htp — 2v,(c(g)) cas PEL

oud = [F : Q)etn = dimgV si (F,V,b, i) (resp. (F,V,(,-),b, 1)) est la donnée de
Rapoport-Zink dans le cas EL (resp. PEL).
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Donc pour ¢ € Im s,

Tg=1K,.9,G(Zp) © 7"[_(;@(2?)( (4)*") =

v

M(i + vp(det(g)))®™  cas EL
M+ vp(c(g)))™ cas PEL.

On en déduit que

v

oS an (M@ + vp(det(g)))*™) cas EL
ROUE)™) = o
(M@ + vp(e(g)))?™) cas PEL.
Le résultat s’en déduit du fait que I'image du morphisme composé naturel
G(Qy) — D(Qy) — A = Hom(Xg, (D), Z)
9= [x = up(x(9))]

est I'image de s, puisque I'image de D(Q,) — A est I'image de », et G(Q,) — D(Q,) est
surjectif d’aprés Kneser [19]. O

6.2. L’image de la monodromie géométrique des espaces de Rapoport-Zink

Rappelons que ’on note 71 pour le groupe fondamental classifiant les revétements étales
finis d’un espace analytique de Berkovich et 7’ pour le groupe fondamental défini par de
Jong. On note C,, le complété de E. Rappelons que ’on note I = Gal(E | E) D’apres les
corollaires 1.3.1 et 1.3.2, étant donné un point z € J>" (E), on a un diagramme commutatif

(14) m (M, T) — my (", 7) Ig 1

péé"‘/ J/Pz Lxdet i

1—— Gder(ZP) G(Zyp)

donné par les représentations de monodromie sur le module de Tate de la déformation
universelle spécialisée en Z.

Voici le théoréme principal. Dans le cas des espaces de Lubin-Tate ce théoréme a été
démontré par de Jong ([10], cf. proposition 7.4). Nous suivons sa stratégie de preuve.

THEOREME 6.2.1. — Supposons la conjecture 6.1.1 vérifiée. Supposons que (b, 1) est HN-ir-

réductible. Soit T € ﬂv/éa“(E ). La représentation de monodromie géométrique
P%éo F T (/%an@)(cpa ) — Gder(Zp)
sur le module de Tate de la déformation universelle spécialisée en T est surjective.

Démonstration. — Premiére étape : I'image est ouverte. — Commengons par montrer que
I'image de p%éo est ouverte. On peut supposer que b € G(L) est décent. Soit X la composante
connexe de I'image de z dans J#?®. D’aprés le lemme 6.2.2 qui suit, elle est géométriquement
connexe. Son image par 'application de périodes, 7 (X ), est un ouvert de g Puisque I'on
suppose la conjecture 6.1.1 vérifiée, on a #(X) = Im % grace au lemme 6.1.3. D’apres la
proposition 2.0.3 il existe un point a valeurs dans Ede o qui est un point générique de la

variété de drapeaux sur E. D’aprés le point (1) du théoréme 5.0.6 un tel point est dans 7 (X).
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Soit K | E de degré fini avec K C et y € X(K) s’envoyant sur un tel point par I'applica-
tion de périodes. Soit 7 le point géométrique associé au plongement K C E. L'image de p%éo

coincide avec celle de p%éo a G 4°7(Z,)-conjugaison pres. Il y a de plus un diagramme

Gal(E | K)
1 (%%I;)y) — T (j%an’y) IE 1
p%éo ‘/ Lﬁy Xdet i
er de
1——G (Zp) G(Zyp) - D(Zy)

ou s est la section donnée par le point rationnel y € /’lu/la“(K ). D’apres le théoreme 5.0.6,
I'image de

pgos: Gal(E | K) — G(Zy)

contient un sous-groupe ouvert de G 4¢*(Z,,). L'image de pg contient donc un sous-groupe
ouvert de GI°*(Z,). Or, Imp%® < Impy et donc Lie (Im p&%) <1,LieGder. D’aprés le
lemme 6.2.3 qui suit, Lie G 4°* est simple. On a donc que soit Im p?—jeo est un sous-groupe
ouvert de G 9°*(Z,), soit c’est un groupe fini. Supposons par ’absurde que c’est un groupe
fini. Soient A une ©)z-algébre topologiquement de type fini sans p-torsion intégre non nulle
et Spf(A) — Ji un morphisme tel que I'image de Sp(A[%]) — JU*™ soit contenue dans
la composante connexe de Z. Soit X le groupe p-divisible sur Spf(A) tiré en arriére de la
déformation universelle sur 7. Quitte & remplacer A par son normalisé dans une extension
de degré fini de Frac(A) on peut supposer que A est normale et le morphisme composé

1 o geo
m(Sp(AL ], 2) = m(M,, 7) = G(z,)

s’annule. Soit K | E une extension finie telle que Sp(A[%])(K ) # &. Soit A’ le normalisé
de A dans le corps des fractions de A®y_ 0. Alors le K-espace analytique Sp A’ [%] est
géométriquement connexe. Soit 2’ un point géométrique de Sp A’[1] au-dessus de Z. On a

1
p
un diagramme commutatif avec les lignes exactes
m1(Sp ATc, ") — mi(Sp A'[2], &) — Gal(K | K) —— 1

| | |

1 G (Z,) G(zZ,) —*—~ D(z,)

ou le morphisme vertical au centre est induit par la représentation de monodromie p; et

le morphisme vertical a gauche s’annule. Alors le morphisme 7 (Sp A’ [%], z') — G(Zp) se
factorise par Gal(K | K). Cela implique qu’il existe un groupe p-divisible Y sur K tel que

B

. 1
(15) xunvoan o Sp(A’ p]) ~Y Xgpk) Sp(A’[;)]).
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Comme Sp(A’[%])(K) = Spf(A")(Ok) # &, Y possede un modele Y sur Ok. Alors (15)
entraine un isomorphisme

. 1 / 1

Xunlv,an Xj%an Sp(A/[;]) ~ Y an XSp(K) Sp(A/[;])

Puisque A’ est noethérienne normale, d’aprés le théoréme de pleine fidélité de Tate,

X univ X 5, SPE(A") 2 Y Xgpt ¢, SPE(A').
Or, I'application de Kodaira-Spencer pour Y’ s’annule car Q})K 0y = 0, mais celle pour X univ
est 'isomorphisme

Qi spico,))” — Lie(X"VP) @y Lie(X"™V).

On en déduit que le morphisme naturel
* 1 1
F 2 spr0,)) — Dsptcar/ spt(0,)
s’annule, ot f : Spf(A’) — Jit. Donc

1 ~ 1
Qsprcarn sot(0) — Lsprcan, i

1 an ° : ml 7san : : A
Or, (QSpf (an/ ;%) s’annule puisque Sp(A’[;]) — ™" est une immersion ouverte composée

avec un morphisme fini étale. On en déduit que

1 an __ 1 —
(Dspecany/spt0)™ = Lspariyeny spy = O

D’ou Jit est de dimension 0. Cela n’est pas possible puisque ’on suppose que les polygones
de Newton et de Hodge n’ont pas de point commun en dehors de leurs extrémités.

Deuxieéme étape : utilisation des représentations de monodromie de de Jong. — Soit main-
tenant § = 7 (Z), un point géométrique de I’espace des périodes. Rappelons (cf. section 1.3)
qu’il existe un diagramme commutatif

géo
o (e, 7) —2 oy (D, 7) e G (Z,)

| )

(T, ) G (Qy).

Notons I' = Im 3. Dans le diagramme précédent on a :
— les groupes 75 (J &, z) et i’ (7 ZP, 7) sont prodiscrets,
— le groupe m ( o Z) est profini,
— I'image de « est dense, )
—onal' NG (Z,) = Im(ps° o a).
Soit T' I'adhérence de I' dans G'9°*(Q,) pour la topologie p-adique. On a un diagramme
d’inclusions
géo

> Im(pE% 0a) C Imps
dense
duquel on déduit que Im pg%éo C T. Puisqu’on a montré que Im p%éo est ouvert dans G 9°*(Z,)),

on en déduit que T est un sous-groupe ouvert de G 4°7(Q,).
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Comme remarqué au début de cette démonstration, si X est une composante connexe
de J*™ alors Im# = #(X) et donc Im # est connexe. Il résulte alors de la description de
de Jong de I’espace M en termes de réseaux dans le Qyp-systeme local sur le lieu admissible
Im # et du lemme qui suit que 7o (#*") ~ I\G(Q,)/G(Z,). Puisque mo (H*")/p” est fini, on
en déduit que

IP\G(Qp)/G(Zy)-p"| < +00

et que donc [T\G " (Q,)| < +oo en utilisant le fait que T est ouvert. Alors T est de co-
volume fini dans G 9°(Q,). D’aprés ([22] 1I théoréme 5.1), T étant ouvert, on en déduit
que T’ = G9°(Q,). Mais puisque G 4°7(Z,) est ouvert dans G 4*(Q,), on a

L NGder(z,) =T NGY*(Z,) = GI(Z,).
Puisque I' N G 47(Z,) = Im(p&° o a) et Im p&° est fermé dans G 9% (Z,) on conclut que

Im p&° = G9°°(Z,,). O

LEMME 6.2.2. — 1. Soit Myeq la fibre spéciale réduit du schéma formel M, un Fp,-schéma
localement de type fini. L'application de spécialisation induit une bijection
Wo(ﬂu/lan) = ﬂo(ﬂu/lred).

2. Toute composante connexe de U™ est géométriquement connexe.
Démonstration. — Le point (1) résulte de ce que M est formellement lisse et du théo-

réme 7.4.1 de [9]. Le point (2) résulte du point (1) et de ce que Ji étant formellement lisse,
toute composante connexe de " posséde un point E-rationnel. O

LEMME 6.2.3. — L'algébre de Lie de G 9°" est simple.

Démonstration. — Dans tous les cas,

LieG @, T, = [] o

Tefp
ou g est simple et Gal(Q, | Q,) agit par permutation des composantes. Si b C Lie G 9" est
un idéal on a donc b@ = HTG ygouJ C Ir. Mais’ensemble J est nécessairement invariant
P

par I'action de Gal(Q, | @,). On a donc soit J = &, soit J = Ip. O

6.3. Composantes connexes géométriques des tours de Rapoport-Zink

Du théoréme 6.2.1 on déduit le suivant qui est le théoréme principal de cet article.

THEOREME 6.3.1. — Supposons la conjecture 6.1.1 vérifiée. Supposons que (b, u) est HN-ir-
réductible.

1. Les fibres géométriques du morphisme déterminant
My — det(M)aes k = (D, det fi)det x

sont les composantes connexes géométriques de M.
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2. Le morphisme déterminant induit des bijections compatibles lorsque K varie
To( MK ®C,y) == D(Q,)/ det K.

L'action de (g1, 92) € J(Qp) x G(Qp) sur les composantes connexes géométriques est
donnée sur D(Q,)/ det K par la translation par det(g1) det(gz). L'action de v € Ig sur
les composantes connexes géométriques est donnée par la translation par xget i ().

REMARQUE 6.3.2. — Via le théoréme d’uniformisation de Rapoport-Zink ([23] cha-
pitre 6) le théoréme 6.3.1 fournit une description des composantes connexes géométriques
du tube au-dessus du lieu basique de certaines variétés de Shimura de type PEL.

6.4. Composantes connexes des tours de Rapoport-Zink

Bien str, si on connait les composantes connexes géométriques ainsi que I’action du
groupe de Galois dessus, on connait les composantes connexes.

COROLLAIRE 6.4.1. — Soit Dy le plus petit sous-tore de D contenant [l'image de
detofi € X,.(D). Il y a des bijections naturelles lorsque K varie

mo( M) == D(Qp)/Do(Z,) det K.

L'action de (g1,92) € J(Qp) x G(Qp) sur les composantes connexes est donnée sur
D(Qp)/Do(Z,) det K par la translation par det(g1) det(gz).

Démonstration. — On a
mo(Mx) = Ip\mo(MK&C,).

Rappelons (cf. section 1.2) que Xqet 5 : I — D(Q)) est donné par I'application de récipro-
cité d’Artin composée avec le morphisme de groupes @E — D(Q,) induit par le morphisme
de tores Nyet 5 : Resg/q, G — D. On vérifie facilement que Do = Im Nget, 5. Remarquons
que tous nos tores sont non ramifiés sur Q. On note encore D pour le mode¢le entier cano-
nique de D sur Z,. Alors, Ng4et 5 st induit en fibre générique par un morphisme de tores

Ndetﬂ : ReS@E/Zme — D.

On vérifie par un calcul explicite que le noyau de ce morphisme de tores est connexe et est
donc un tore. D’aprés le théoréme de Lang, cela implique que I'image de Ngey j; : @E — D(Z,)
est égale a Do (Zy). O

EXEMPLE 6.4.2. — Soient § € Im s et My = ~(8). Si Do = D, |mo ()| est borné
lorsque K varie. Si Dy C D, KliH{l }|7r0 (/’lv/l[g,])| = +o00.
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6.5. Sur ’hypothése concernant les polygones de Hodge et de Newton

Supposons que ’on regarde un espace de Rapoport-Zink de type EL lorsque F' = Q,,
C’est-a-dire sans structures additionnelles. On a alors G = GL,, /g, . Dans les théorémes pre-
cédents, la condition concernant les polygones de Hodge et Newton signifie simplement que
le groupe p-divisible que 1’on déforme ne possede pas de partie étale, ni de partie multipli-
cative. Si ¢’était le cas, la représentation de monodromie du théoréme 6.2.1 se factoriserait
par un sous-groupe parabolique propre de G(Q,). De plus, la tour de Rapoport-Zink serait
«induite parabolique » a partir d'une tour de Rapoport-Zink de dimension inférieure. Dans
le cas des espaces de modules de déformation de groupes p-divisibles de dimension 1, il s’agit
de «’astuce de Boyer » (cf. [4] et [18]). Donc, lorsqu’il n’y a pas de structures additionnelles,
I’hypothése concernant les polygones de Hodge et Newton est nécessaire afin que les théo-
rémes précédents soient vrais.

Dans le cas général, cette hypothése est encore nécessaire d’aprés Mantovan et Shen. Plus
précisément, Mantovan montre que si non seulement les polygones de Hodge et de Newton
se touchent en un point de rupture du polygone de Newton mais également « ils coincident
avant », alors la représentation de monodromie se factorise par un sous-groupe parabolique
et la tour de Rapoport-Zink est induite parabolique. Dans un travail récent, Shen [27] montre
les mémes résultats lorsque les polygones de Hodge et de Newton se touchent en un point de
rupture du polygone de Newton en utilisant la théorie de la filtration de Harder-Narasimhan
des schémas en groupes finis et plats.

7. Applications cohomologiques
On conserve les notations de la section précédente. Dans cette section, on donnera une
traduction cohomologique du théoréme 6.3.1.

La tour (Mx®C,)x est munie d’une action de J(Q,) & gauche et d’une action
de G(Qp) x Ig a droite. De plus, pour K C G(Z,) et pour un relévement de Frobenius
op € Gal(E | E), I'espace f%K®Cp est muni d’une action de 6 induite par la donnée de
descente de Rapoport-Zink :

ax®Cp

/;I/ZK®CP — O’E/(IV/ZKQAZ)CP 2z, ﬂv/lKQA@(Cp
ol ag : ﬂv/lK — O’E/ﬁ/l k est la donnée de descente de Rapoport-Zink. Donc I’action de Ig

a droite sur la tour (Jx )k prolonge en une action de W qui commute encore aux actions
de J(Qp) et de G(Qp). Posons d := dim M>".

DEFINITION 7.0.1. — On définit
H} (Mg ®5Cp, Q1) :=lim, lim H?(U&5C,, Z/I"Z) @ Qu,

la cohomologie a support compact [-adique de I’espace analytique Mr® #Cp, ouU parcourt
les ouverts relativement compacts de M. Définissons

H(:(ﬂv/lK@Cpa@é) = Hc.(/;%K(ng:Ql) ®@4'
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Considérons le systéme projectif (H2¢(Jix,Q;)) x avec les morphismes de translation :
(i k@Cp)1 : H2 (i &Cp, Q) — HZ (M ®Cy, Qy)

ou K' C K C G(Zp) et g+ ik c My — My le morphisme naturel. Ce systéme est muni
d’une action de J(Q,) x G(Q,) x Wg a gauche, avec I'action de J(Q,) donnée par (g~1)*
pour g € J(Qp).

THEOREME 7.0.2. — Supposons la conjecture 6.1. 1 vérifiée. Supposons que (b, u) est HN-ir-
réductible. Soit T une Q,-représentation irréductible lisse de J(Q,).

— Sim = x odet est le composé du morphisme déterminant avec un caractére de D(Qp)

det

™ J(Q) = D(Qy) S Qs
alors la représentation
(16) lim . Hom (g, (H2* (MK &C,, Qy), )
de G(Qp) x Wg est le caractére suivant :
G(Qy) x W — T
(9,7) — x o det(g) - X © Xaet a () - X%ar (7)

0 Xeyel €St le caractére cyclotomique et Xaern : Wg — D(Qp) est défini dans la re-
marque 1.2.2.
— Sim # x odet, alors (16) s annule.

Pour montrer ce théoréme, on a besoin du lemme suivant :

LEMME 7.0.3. — L'action de J(Q,) x G(Qp) x Wg sur
Vi=lim, H2 (i &C,, Qr)
factorise par
J(Qp) X G(Qp) X Wg D(Qp) x D(Qp) x WE.

— Désignons par p : J(Qp) — GL(V) l'action de J(Q,) sur'V qui factorise par D(Qy,). Par
l'abus de notation, on note encore p : D(Q,) — GL(V). Alors on peut décrire explicitement
laction de J(Qp) x G(Qp) X Wg comme suit : pour (g1, g2,7) € J(Qp) x G(Qp) x Wg
etveV,

(det,det,Id)
_—

(91,92,7) - v = Xy (V)p(det(g1)) © p(det(g5 ")) © p(Raet (Y ))0-

Démonstration. — Posons
(J(Qp) x G(Qp))" = {(g1,92) € J(Qy) x G(Qy) | det(g1) = det(gz) € D(Qy)}
(J(Qp) x G(Q@p))1 = {(91,92) € J(Qp) x G(Qp) | det(gy ') = det(g2) € D(Qp)}-
On déclare que (J(Q,) x G(Qp))* agit trivialement sur V.
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Soient (g1, 92) € (J(Qp) x G(Qp))1 et K C G(Z,) un sous-groupe compact ouvert tels
que g, 'Kgy C G (Z,). Considérons la correspondance de Hecke :

o (91,92) 5
— —_— —
ﬂ/legngZ 1 /I/lg2 UK ganK

s — m
KngaKgy 'K 95 ' KganK, K

v v

My M.

Comme le morphisme déterminant est compatible aux actions de J(Q,,) et G(Q,,), cela induit
une identité sur les composantes connexes géométriques de My :

A {91,92) o

D(Qy)/ det(K N gaK g3 ") = mo( Mg, 41 OCp) == To (M1 0, 1 8Cy) = D(Qy)/ det(gy K g2 N K)
L ﬂO(ﬂKngngz_lyK®(cp) LWO(WKWZ)_IK%K@Q) L
D(Q,)/ det K =———— my(Mg&C,) = mo (Mg §C,) === D(Q,)/ det K.
Berkovich montre dans [2] théoréme 7.2.1 que le morphisme trace :
Trg : HX(Mr&Cp, Qp) = EB Qu(—4d)
mo (MK &Cp)

est un isomorphisme pour tout K C G(Z,) sous-groupe ouvert compact. De plus le mor-
phisme trace est compatible a la composition (i.e., pour K'C K C G(Zp),
Trgs = Trg o (ks k)1). Alors le diagramme précédent couplé avec le morphisme trace
pour la tour (ﬁ4K) k entraine le diagramme suivant de groupes de cohomologies en de-
gré 2d :

—1yx _*
2dr & ~ 73(91 ) s92 2ds & ~ —_—
Hc (/%ngng;1®Cp7@€ < c (mgz_lngﬁK@Cpan)
(WK092K9;1‘K®CP)! J/ \L(ﬂglegme,K(@(Cp)!
Id

H2 (G &C,, Qy) < H2 (g &C,, Q).

D’ou (J(Qp) x G(Q,))* agit trivialement sur V. En particulier, I'action de J(Q,) x G(Q,) x Wg
factorise par D(Q,) x D(Q,) x Wg et de plus pour g € G(Q,) etv € V, g-v = p(det g~!)wv.
De méme, on définit
(J(Qp) x We)' :={(9,7) € J(Qp) X Wg | det g = Xaeta(7)}
(J(Qp) x We)1 == {(g:7) € J(Q) x W | (97,7) € (J(Qy) x Wg)'}.
On montre de la méme maniere que (J (@p) x Wg)1 agit trivialement sur 7 (71V/ZK®(CP) les

composantes connexes géométriques de M. Donc 'action de (J(Q,) x Wg)! est donnée par
le caractére Xc_y(f:l composé avec la projection (J(Q,) x Wg)* ™ Wg. Do le résultat. [

Preuve du théoréeme 7.0.2. — Remarquons que

~

(17) lim  Hom g, ) (H:* (MK &Cy, Qy), w) — Hom (g, (lim . H*(HMx&C,), )
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car tous les morphismes de translation dans le systéme projectif (H24(x®C,))x sont
surjectifs. D’apres le lemme 7.0.3, Hom (g, (lim H2(U&C,), ) s’annule si w ne factorise
pas par D(Q,), d’ou le point (2).

Maintenant supposons que m = x o det avec x : D(Q,) — @Z un caractére lisse. En uti-
lisant le morphisme trace, on a

H2 (M &Cp, Q) = ¢ — Ind 2% (1404 1)
en tant que Q,-représentation de J(Q,) qui factorise par D(Q,). Donc

Hom y(q,) (H24 (M &C,, Qp), ) ~Homp g, (c — Ind 2% (1ot ), X)

=Homget k (Ldet K> X|det &) = (X]det KK

et
lim HomJ(Qp)(HZd(/’IU/ZK@Cp,@Z), ) = ]i_r>nK(X|detK)detK — .

Donc (16) est de dimension 1, et le caractére est obtenu par I'inclusion (17) couplée avec le
lemme 7.0.3. O
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