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RESUME. — Dans cet article, nous construisons des foncteurs de réalisation étale définis sur les ca-
tégories DAt (X, A) des motifs étales (sans transferts) au-dessus d’un schéma X . Notre construction
est naturelle et repose sur un théoreme de rigidité relatif a la Suslin-Voevodsky que nous devons établir
au préalable. Nous montrons ensuite que ces foncteurs sont compatibles aux opérations de Grothen-
dieck et aux foncteurs « cycles proches ». Au passage, nous démontrons un certain nombre de propriétés
concernant les motifs étales.

ABSTRACT. — In this article, we construct étale realization functors defined on the categories
DA (X, A) of étale motives (without transfers) over a scheme X. Our construction is natural and
relies on a relative rigidity theorem a la Suslin-Voevodsky that we will establish first. Then, we show
that these realization functors are compatible with Grothendieck operations and the “nearby cycles”
functors. Along the way, we prove a number of properties concerning étale motives.
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Introduction

Soient k un corps parfait et n un entier inversible dans k. On note DM (k, A) la catégo-
rie des motifs de Voevodsky sur & a coefficients dans un anneau commutatif A. Le théo-
réme de rigidité de Suslin-Voevodsky (cf. [30, Th. 7.20 et Th. 9.35]) fournit une construc-
tion simple et naturelle de la réalisation étale a coefficients dans Z/nZ. C’est la suivante.
Etant donné un motif M € DM(k,Z), on peut former le motif étale & coefficients finis
ac(M ® Z/nZ) € DM® (k,7/nZ) obtenu en tensorisant M par Z/nZ et en faisceauti-
sant pour la topologie étale. D’aprés le théoréme de rigidité de Suslin-Voevodsky on dispose
d’une équivalence de catégories Li* : D(Shy(Et/k, Z/nZ)) ~ DM® (k, Z/nZ). L'image de
ast(M ® 7Z/nZ) par un quasi-inverse de Lo* est un complexe de faisceaux de Z/nZ-modules
sur Et/k, le petit site étale de k. C’est donc essentiellement un complexe de Z/nZ-modules
muni d’une action continue du groupe de Galois absolu de k. Ce complexe est la réalisation
étale de M.

L’objectif de cet article est d’obtenir une version relative de la construction esquissée ci-
dessus, et de vérifier que les foncteurs de réalisation qu’on obtient sont compatibles aux opé-
rations de Grothendieck et aux foncteurs « cycles proches ». Pour ce faire, nous devons établir
au préalable une version relative du théoréme de rigidité de Suslin-Voevodsky. Plus précisé-
ment, nous devons prouver que le foncteur évident Le* : D(Shg (Et/S, Z/nZ)) — DM (S, Z/nZ)
est une équivalence de catégories pour des schémas S suffisamment généraux. Malheureuse-
ment, une preuve directe semble difficile et la tentative naive de ramener le cas général a celui
connu ou la base est le spectre d’un corps parfait est vouée a ’échec puisque ’axiome de
localité pour les catégories de Voevodsky n’est pas disponible dans une généralité suffisante.
On est donc naturellement amené a travailler avec les catégories DA*(S, A), la variante sans
transferts de la catégorie des motifs étales sur S. Pour ces catégories, I’axiome de localité
est connu (cf. [5, Cor. 4.5.44]) et on verra qu’elles vérifient toutes les propriétés requises
et notamment la variante relative du théoréme de rigidité de Suslin-Voevodsky. De plus,
on a un foncteur évident DA® (S, A) — DM®(S, A) qui est souvent une équivalence de
catégories (cf. 'annexe B). On ne fait donc que gagner en travaillant avec les catégories
DA (S, A).

Passons en revue le contenu de article.

Le théoréme de rigidité relatif. — Notre premiére tache est d’obtenir une version relative du
théoréme de rigidité de Suslin-Voevodsky pour les catégories DA (—, A). Précisons de quoi
il s’agit. Pour un schéma .S, on dispose d’un foncteur

(1) Le* : D(She (Et/S,A)) — DA (S, A)

induit par l'inclusion Et/S < Sm/S de la catégorie des S-schémas étales dans celle des
S-schémas lisses. (Ce foncteur est noté L% dans le corps du texte.) L’énoncé optimal d’un
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théoréme de rigidité relatif a la Suslin-Voevodsky serait que le foncteur L¢* ci-dessus est une
équivalence de catégories si A est une Z /nZ-algébre avec n un entier inversible dans Og. C’est
ce que nous démontrerons modulo une condition technique sur S qui est toujours vérfiée en
pratique. Pour un énoncé précis, on renvoie le lecteur au théoréme 4.1.

Notre preuve du théoréme de rigidité relatif utilise la propriété de semi-séparation pour
les catégories DA (=, A) (cf. le théoreme 3.9). Cette propriété a été introduite dans [4] dans
le cadre d’un 2-foncteur homotopique stable général H. On dit que H est semi-séparé si le
foncteur e* : H(X) — H(X’) est une équivalence de catégories pour toute : X' — X
fini, surjectif et totalement inséparable. Les sections 1 et 2 sont consacrées a la notion de
semi-séparation. On y travaille dans le cadre abstrait d’un 2-foncteur homotopique stable H
sur une base S ; le but étant d’identifier des conditions simples qui assurent que H est semi-
séparé. On y arrive en deux temps. D’abord, on introduit la condition (SS,), avec p un
nombre premier, et on montre qu’elle entraine que H est semi-séparé si de plus S est le spectre
d’un corps parfait de caractéristique p (cf. le théoréme 1.2 pour un énoncé précis). Ceci est
Pobjectif de la section 1. La preuve repose d’'une maniere essentielle sur le formalisme des
quatre opérations de Grothendieck comme il a ét¢ développé dans [4, Chap. 1]. Ensuite,
dans la section 2, on démontre que la condition (SS,) est une conséquence de deux autres
conditions faciles a imposer, a savoir :

1. Hest Z[1/2p]-linéaire;
2. le foncteur e* est conservatif si e un revétement étale d’ordre 2.

C’est le théoréme 2.8 qui s’applique &4 DA% (—, A) dés que A est une Z[1/2]-algébre. Fort
heureusement, pour le 2-foncteur homotopique stable DA (—, A), une méthode directe ba-
sée sur des résultats de F. Morel [32, 35] permet de vérifier la condition (SS,) sans hypothese
sur A ; ceci est expliqué dans ’annexe C.

La preuve proprement dite du théoréeme de rigidité relatif occupe la section 4. On dé-
montre d’abord que (1) est une équivalence de catégories lorsque S est le spectre d’un
corps de p-dimension cohomologique finie pour les nombres premiers p pertinents. C’est le
lemme 4.6. A part la propriété de semi-séparation, un ingrédient essentiel dans la preuve de
ce cas particulier est le théoréme de rigidité de Rondigs et Ostveer [42, Th. 1.1] qu’on adapte
aux motifs étales. Le reste de la preuve consiste a se battre pour ramener le cas d’une base
générale a celui ou la base est le spectre d’un corps ; notre outil principal étant le triangle de
localisation (cf. [5, Cor. 4.5.44]) dans les catégories DA (—, A).

La réalisation étale et les opérations de Grothendieck. — Une fois que la version relative
du théoréme de rigidité de Suslin-Voevodsky est démontrée, il est aisé de construire des
foncteurs de réalisation étale RS : DA®(S,Z) — D(Shg;(Et/S,Z/nZ)) par la méthode
esquissée au début de 'introduction. Bien entendu, on doit supposer certaines conditions et
il est possible d’utiliser des anneaux de coefficients plus généraux. On peut aussi définir une
variante ¢-adique a la Ekedahl. Ces constructions font I’objet de la section 5.

Ensuite, on s’intéresse dans la section 6 aux compatibilités des foncteurs de réalisation
étale avec les six opérations de Grothendieck, a savoir les quatre foncteurs f*, f., fi et f'
associés aux morphismes quasi-projectifs, ainsi qu’aux bifoncteurs — ® — et Hom(—, —). En
gros, tout fonctionne bien et on a les isomorphismes de commutation que ’on pense lorsque
certaines conditions techniques, souvent satisfaites en pratique, sont supposées.
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4 J. AYOUB

Enfin, dans la section 9, on explique comment obtenir des réalisations étales définies sur
les motifs a coefficients rationnels. Plus précisément, pour tout nombre premier ¢, on définit
un foncteur R : DA (S, Q) — DE(S,Q,) ot DA (S, Q) est la sous-catégorie des mo-
tifs constructibles & coefficients rationnels et D¢ (S, Q) est la catégorie dérivée des faisceaux
£-adiques sur S. Bien entendu, certaines conditions techniques doivent étre satisfaites. Nous
renvoyons le lecteur a la section 9 pour les énoncés précis. Ensuite, nous vérifions que ces
foncteurs de réalisation commutent aux six opérations de Grothendieck. Si la construction
de la réalisation étale a coefficients rationnels est une extension facile des constructions de la
section 5, I’énoncé de cette commutation suppose le théoréme de constructibilité des quatre
opérations f*, f., fiet f' (cf. le théoréme 8.10), et des opérations — ® — et Hom(—, —) (cf. le
théoréme 8.12). C’est pour cette raison que la réalisation étale a coefficients divisibles a été
repoussée a la suite des sections 7 et 8.

Motifs et cycles proches. — Dans la section 10, on se propose d’étudier la compatibilité de la
réalisation étale avec le formalisme des cycles évanescents. Dans la section 11 on pousse cette
étude un cran plus loin en montrant une compatibilité avec, d’une part, I’opérateur de mo-
nodromie sur la partie unipotente du motif proche et, d’autre part, ’action de monodromie
sur les cycles proches modérés.

Les foncteurs « motif proche » ont ¢té construits et étudiés dans [5, Chap. 3]. Toutefois,
une grande partie de la théorie était confinée a la caractéristique résiduelle nulle. Motivés par
des applications arithmétiques potentielles, nous nous sommes efforcés dans la section 10
d’étendre la théorie des motifs proches au-dessus d’un anneau de valuation discréte de
caractéristique résiduelle positive. Cette extension est désormais possible grace a la pureté
absolue pour les catégories DA®*(—, A) obtenue dans la section 7 en se basant sur des
résultats de Gabber, de Quillen et de Morel-Voevodsky, et en s’inspirant de la méthode de
Cisinski-Déglise [11].

Soient S le spectre d’un anneau de valuation discréte hensélien et f: X — S un
S-schéma quasi-projectif. On note X, et X, les fibres génériques et spéciales de X. On
dispose alors de deux foncteurs

Yy, UPod: DA%(X,,A) — DA% (X,,A).

Si M € DA®(X,, ), alors T s(M) est la partie du motif proche de M sur laquelle la mono-
dromie est unipotente et \I!?Od(M ) est la partie du motif proche de M sur laquelle la mono-
dromie est modérée. Lorsque S est d’égale caractéristique nulle, on retrouve respectivement
les foncteurs T et Wy de [5, §3.4 et §3.5]. (On fera attention que les foncteurs T ¢ ne sont
raisonnables qu’a coefficients rationnels alors que les foncteurs \I/IJPOd se comportent bien en
inversant les nombres premiers problématiques.) Lorsque la caractéristique résiduelle de S
est non nulle, on construit un troisi¢éme foncteur ¥ : DA®(X ml) — DA% (X5 A) ou X5
est la fibre géométrique au-dessus du point fermé de S. Si M € DA (X, A), alors ¥ (M)
est le motif proche total de M.

Sous certaines conditions techniques, nous construisons aussi des isomorphismes de com-
: ét mod ~, ymod ét ét ~ &t : :
paraison Ry o UFoT ~ WPt o Ry et Ry o ¥y ~ Uy o Ry qui font le lien entre le
formalisme des cycles évanescents dans le monde motivique et celui en cohomologie étale.
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REALISATION ETALE ET OPERATIONS DE GROTHENDIECK 5

Compléments a4, 5]. — Tout au long de cet article, le lecteur trouvera des résultats d’un inté-
rét indépendant de I’objectif poursuivi qui est la construction de la réalisation étale et I’étude
des compatibilités avec les six opérations de Grothendieck et les foncteurs cycles proches.
Dans la mesure du possible, nous nous sommes efforcés d’inclure des preuves complétes de
tous les résultats utilisés. Logiquement parlant, a part le théoréme de rigidité de Rondigs
et Ostver [42], les techniques de résolution des singularités (de Hironaka, de Jong et Gab-
ber), les travaux de Gabber en cohomologie étale [14] et [24], les travaux de Quillen [37] et de
Morel-Voevodsky [36] sur la K -théorie algébrique, I’article ne dépend que de [4, 5] (pour la
théorie des motifs, des six opérations de Grothendieck et du formalisme des motifs proches)
et de [2, 3] (pour les résultats standards en cohomologie étale). Ainsi, cet article pourrait étre
considéré comme un complément précieux a [4, 5] contenant des résultats spécifiques aux
catégories DA® (—, A). Faisons une liste (non exhaustive) de quelques-uns de ces résultats :
la propriété de séparation (cf. le théoréeme 3.9), le théoreme de rigidité relatif (cf. le théo-
réme 4.1), la pureté absolue qu’on obtient en s’inspirant de la méthode de Cisinski-Déglise
[11] et en combinant des résultats de Gabber, de Quillen et de Morel-Voevodsky (cf. le théo-
réme 7.4), une extension (suivant une méthode de Gabber) des résultats de constructibilité
de [4, §2.2.2] a des schémas de bases plus généraux (cf. le théoréme 8.12), et bien siir, I’exten-
sion du formalisme des cycles évanescents dans le monde motivique au-dela de la caracté-
ristique résiduelle nulle. Pour finir, nous n’avons pas résisté a la tentation d’inclure une ex-
tension d’un résultat important de Cisinski-Déglise [11] affirmant que le foncteur évident
DA®(S,A) — DM® (S, A) est une équivalence de catégories lorsque S est normal et uni-
versellement japonais. Dans [11] on devait supposer que A est une Q-algébre ; notre extension
est valable pour des anneaux de coefficients plus généraux. Nous I’obtenons comme une ap-
plication de notre théoréme de rigidité relatif pour DA% (—, A).

Un mot sur d’autres constructions. — 1l y a au moins deux constructions antérieurs d’une
réalisation étale. La premiére construction est due a Huber [22, 23] qui se restreint aux
motifs géométriques de Voevodsky au-dessus d’un corps parfait. La seconde construction
est due a Ivorra [25] qui construit sa réalisation sur la catégorie de motifs effectifs et géo-
métriques de Voevodsky sur un schéma de base général. Les constructions de Huber et
Ivorra sont géométriques alors que la notre est de nature homologique. Leur réalisation
est contravariante : elle envoie le motif d’'un S-schéma lisse f : X — S sur le complexe
f+(Z/nZ) € D(Sh¢(Et/S,Z/nZ)). Notre réalisation est covariante : elle envoie le motif
de X sur fif'(Z/nZ). Nous renvoyons le lecteur a la proposition 5.9 pour la relation précise
entre notre réalisation étale et celle d’Ivorra.

Commentaires et remerciements. — Cet article contient un certain nombre de résultats
techniques et ennuyeux, souvent connus mais parfois dans une généralité insuffisante. Nous
prions les spécialistes de nous excuser et nous espérons que les autres lecteurs trouveront notre
présentation utile. Nous avons été guidés par une intuition trés simple. C’est la suivante : si on
combine le théoréme de rigidité de Suslin-Voevodsky [30, Th. 7.20] et le théoréme de localité
de Morel-Voevodsky [36, Th. 2.21] on doit pouvoir obtenir par un dévissage, éventuellement
long et pénible, une version relative de la rigidité. Le probleme était que les théorémes de
Suslin-Voevodsky et de Morel-Voevodsky appartenaient a des mondes apparentés mais
tout de méme différents : le premier était valable dans DM (k, Z/nZ) avec k parfait et
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6 J. AYOUB

n € N inversible dans k, et le deuxiéme était valable dans les catégories Al-homotopiques
des S-schémas, voire dans DA (S, A). Cette intuition est devenue un « pré-théoréme » le
jour ou j’ai pris connaissance de 'article [42] de Rondigs et Ostver ou ils démontrent une
forme de rigidité dans SH(k) pour les extensions de corps algébriquement clos. Dés lors, je
« savais » qu’un théoréme de rigidité relatif pour DA (=, A) était accessible, mais je n’avais
aucune intention de me lancer dans ce projet jusqu’au jour ou Bruno Kahn m’avait fait
savoir qu’il avait besoin d’une réalisation €tale qui soit compatible aux six opérations pour
des questions liées aux fonctions L de motifs. Or, un théoréme de rigidité relatif fournissait
une construction d’une réalisation étale pour laquelle les compatibilités avec les six opéra-
tions semblaient immédiates. Comme je venais de terminer la rédaction de mon travail sur le
groupe de Galois motivique, je me suis dit que je pourrais me changer les idées en écrivant
une petite note sur le théoréme de rigidité relatif et la réalisation étale. Les détails techniques
se sont avérés plus sérieux et la petite note s’est vite transformée en un long article. Je tiens
a remercier Bruno Kahn de m’avoir encouragé a entreprendre ce projet et de m’avoir incité
a inclure un paragraphe sur les motifs proches en inégale caractéristique. Une partie de cet
article a été rédigée pendant un agréable séjour a I’Université d’Oslo ou j’ai visité Paul-Arne
Ostver. Je le remercie pour son invitation et pour les discussions que nous avons eues sur le
théoréme de rigidité.

Conseils et remarques pour le lecteur. — Les références a [4] et [5] étant nombreuses, le
lecteur est avisé d’en avoir une copie sous la main. Nous utiliserons parfois la terminologie
2-catégorique comme dans [4]. Ainsi, « 1-morphisme » et « 2-morphisme » sont synonymes
de « foncteur » et « transformation naturelle » respectivement. Tous les schémas considérés
dans ce texte sont noethériens méme si cela est parfois superflu. Ainsi, « schéma » sera
synonyme de « schéma noethérien ». La caractéristique d’un anneau A est ’entier naturel
qui engendre le noyau de I'unique morphisme d’anneaux Z — A. La caractéristique d’un
schéma S est la caractéristique de ’anneau Og(.S). La caractéristique du corps résiduel d’un
point de S est appelée une caractéristique résiduelle de .S. Ainsi, S est de caractéristiques
résiduelles nulles si et seulement si Og(.S) est une Q-algébre. Enfin, lorsque S est local, on
conviendra d’appeler la caractéristique résiduelle de S la caractéristique du corps résiduel
de 'unique point fermé de S.

A plusieurs endroits dans le texte, on peut remplacer les expressions « quasi-projectif »
et « projectif » par « séparé de type fini » et « propre ». Souvent, il s’agit d’'une exten-
sion immédiate et quelquefois, il faudrait se servir du lemme de Chow. A titre d’exemple,
nous renvoyons le lecteur a [11] pour une extension du théoréme de changement de base
[4, Cor. 1.7.18] du cas d’un morphisme projectif a celui d’un morphisme propre; ce type
d’argument figure également dans [3, Expo. XII]. Notons aussi que les opérations f et f',
construites dans [4, Chap. I] pour les morphismes quasi-projectifs, ont été étendues aux
morphismes séparés et de type fini dans [11] en suivant la construction de Deligne dans [3,
Expo. XVII]. Dans le texte, nous nous bornerons aux S-schémas quasi-projectifs pour rester
fidele a Iesprit de [4, 5].
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REALISATION ETALE ET OPERATIONS DE GROTHENDIECK 7

1. Semi-séparation pour les 2-foncteurs homotopiques stables

On fixe un schéma de base S, et on note Sch/ S la catégorie des S-schémas quasi-projectifs.
Un S-morphisme est une fleche de Sch/S. Soit H : Sch/S — ¥R un 2-foncteur homo-
topique stable au sens de [4, déf. 1.4.1] (3R étant la 2-catégorie des catégories triangulées).
Rappelons les deux notions suivantes (cf. [4, déf. 2.1.160]).

DErFINITION 1.1. — (a) On dit que H est semi-séparé si pour tout S-morphisme fini,
surjectif et totalement inséparable e : X' — X, le foncteur e* : H(X) — H(X') est
conservatif.

(b) On dit que H est séparé si pour tout S-morphisme surjectif f :' Y — X, le foncteur
f*H(X) — H(Y) est conservatif.

Si H est semi-séparé, le foncteur e* est une équivalence de catégories pour e fini, surjectif
et totalement inséparable (cf. [4, Prop. 2.1.163]). Autrement dit, on ne change rien en rempla-
gant « conservatif » par « une équivalence » dans la définition 1.1, (a). Lorsque S est de ca-
ractéristiques résiduelles nulles, H est automatiquement semi-séparé (cf. [4, Rem. 2.1.161]).()
En général, il est facile de voir que si H est semi-séparé, alors il vérifie la propriété suivante
pour tout nombre premier p.

(SS,): Notonsq : Gmg .,y — S/(p) laprojection canonique et Fy, : Gmg;y — Gmg)
lendomorphisme de Frobenius relatif donné par I'élévation a la puissance p™ (avec
n € N). Alors, les endomorphismes de q.q* et qiq* induits par F,, i.e., les compositions
de®

* %k * 6
00" — @FnFiq" ~q.q" et qd ~qFuFid —5 ad
sont des 2-isomorphismes.

Le résultat principal de ce paragraphe affirme que, réciproquement, H est semi-séparé si
S est le spectre d’un corps parfait de caractéristique p > 0 et si H vérifie la condition (SS,)
ainsi qu’une petite condition technique.

THEOREME 1.2. — Soient k un corps parfait de caractéristiquep > 0 et H : Sch/k — IR
un 2-foncteur homotopique stable qui vérifie la condition (SSp). On supposera aussi que H est
engendré par la base au sens de [4, déf. 2.1.155]. Soite : X' — X un morphisme fini, surjectif
et totalement inséparable. Alors, le foncteur e* : H(X) — H(X') est une équivalence de
catégories. Autrement dit, H est semi-sépareé.

(1 Une erreur bénigne s’est incrustée dans [4, Rem. 2.1.161]. En effet, on y affirme qu’un morphisme fini, surjectif et
totalement inséparable e : X’ — X, entre schémas de caractéristiques résiduelles nulles, induit un isomorphisme
sur les schémas réduits associés. Ceci est bien entendu faux : prendre par exemple X = Spec(Q[z,y]/(z? — y3))
et X'/ le normalisé de X. Cependant, on peut trouver une stratification § = (X;);er de X, par des sous-schémas
localement fermés, telle que X ; = X' xx X; — X; induit un isomorphisme sur les schémas réduits associés.
En utilisant ’axiome de localité, il est alors possible de vérifier que id — e«e* est inversible. D’autre part, le
morphisme e*e. — id est inversible par le Sous-lemme 1.4. Ceci montre que e* est une équivalence de catégories.
@ Bien entendu, les 2-isomorphismes F*q* ~ q*, qxFpnx =~ qx, @ =~ q1Fy et ¢' ~ F),¢' utilisés sont ceux déduits
de I’égalité ¢ = g o F,.
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8 J. AYOUB

La preuve du théoréme 1.2 ne sera obtenue qu’a la fin de ce paragraphe a la suite d’un
certain nombre de réductions et de résultats intermédiaires. La condition (SS,) n’intervien-
dra que dans la preuve de la proposition 1.11 (et de son corollaire 1.12). Rappelons que H est
engendré par la base si pour tout k-schéma quasi-projectif X la catégorie H(X) posséde les
sommes infinies et coincide avec sa plus petite sous-catégorie triangulée stable par sommes
infinies et contenant les objets de la forme fymj- Aavec A € H(k), f : Y — X un morphisme
lisse et 7y la projection de Y sur Spec(k). Cette hypothése ne servira que dans la preuve de
la réduction suivante.

LEMME 1.3. — Pour démontrer le théoréme 1.2, il suffit de démontrer la propriété P(e) ci-
dessous pour tout k-morphisme fini, surjectif et totalement inséparable e : X' — X.
P(e): Le 2-morphisme 0 : m% — ee*m, induit par l'unité de l'adjonction (e*,e.), est
un 2-isomorphisme.

( Bien entendu, mx est la projection de X sur Spec(k).)

Démonstration. — On fixe un k-morphisme fini, surjectif et totalement inséparable
e : X' — X. Vu le sous-lemme 1.4 ci-dessous, il reste & montrer que le 2-morphisme
d’unité n : id — e,e* est inversible.

Or, le foncteur e* commute aux sommes infinies puisqu’il admet un adjoint a droite. Il en
est de méme de e, puisqu’il est isomorphe a e (cf. [4, Th. 1.7.17]) qui posséde un adjoint a
droite, a savoir ¢'. Puisque H est engendré par la base, il suffit de prouver que n : id — e,e*
est inversible lorsqu’on I’applique aux objets de la forme fymj Aavec A € H(k), f: Y — X
un k-morphisme lisse et 7y la projection de Y sur Spec(k). Formons le carré cartésien

vy <y

]

X —X.
On a un diagramme commutatif (cf. [4, Prop. 1.1.9])

fy i

HJ' Jj?
Exy . Ex}

:
frele* — e gye” — ee* fy.

Le 2-morphisme d’¢échange Ezj : gye’* — e* fy est inversible. Il en est de méme du 2-mor-
phisme d’é¢change Exy . : fye, — e,gy. En effet, modulo les égalités f; = fﬁTh_l(Qf) et
g = gnTh_l(Qg), et les 2-isomorphismes de compatibilité avec les équivalences de Thom,
ce 2-morphisme d’échange correspond & Ex . : fie, — e.g. Or, modulo les 2-isomor-
phismes e; ~ e, et e] ~ €/,, le 2-morphisme d’échange Ex, . correspond a I’échange trivial
Ex) : fie] ~ eigr.

D’apres la discussion précédente, on voit donc qu’il suffit de montrer que le 2-morphisme
n: fymy — fyele*m} est inversible. Ceci est une conséquence de la propriété P(e/). O

Sous-LEMME 1.4. — Soit e : X' — X un k-morphisme fini, surjectif et totalement
inséparable. Le 2-morphisme de co-unité ¢ : e*e, — id est inversible.
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Démonstration. — On forme le carré cartésien a nil-immersion pres :

(2) X =X
X' =5 X.

Le théoréme de changement de base [4, Cor. 1.7.18] appliqué au morphisme projectif, en
I’occurrence fini, e, fournit un 2-isomorphisme e*e, ~ id,id*. Or, ce 2-isomorphisme est
la composition de

L b ..
e*e, — id,id*e*e, — id,id".

~

Le résultat recherché s’en découle. O
On a aussi besoin du fait suivant.
LEMME 1.5. — Soiente : X' — X ete' : X" — X' des k-morphismes, finis, surjectifs
et totalement inséparables.
(a) La propriété P(e o €') entraine la propriété P(e).

(b) Les propriétés P(e) et P(e’) entrainent la propriété P(e o €').

Démonstration. — En effet, par P(e o ¢’), on a un 2-isomorphisme 7% =~ e.ele*e*n%.
Pour montrer P(e), il suffit alors de vérifier que le 2-morphisme 7 : id — e.e* appliqué au
1-morphisme e.e, e’ *e*n% est inversible. Ceci découle du sous-lemme 1.6 ci-dessous.

Inversement, le 2-morphisme d’unité 7% — (eoe’).(eoe’)*n% est la composition de
Ty — ewe¥my — e.eleFef Ty
modulo les 2-isomorphismes évidents. La partie (b) de I’énoncé découle immédiatement de

cette factorisation. O

SOUS-LEMME 1.6. — Soit e : X' — X un k-morphisme fini, surjectif et totalement insé-
parable. Le 2-morphismeid — e.e* devient inversible lorsqu’on l'applique au 1-morphisme e..

Démonstration. — Le 2-morphisme 7 : e, — e,e*e, admet un inverse a droite, a savoir
le 2-morphisme § : e,e*e, — e,. Or, ce dernier est inversible d’aprés le sous-lemme 1.4. [

Le lemme suivant s’obtient facilement en utilisant le théoréme de changement de base [4,
Cor. 1.7.18] appliqué au morphisme fini e.

LEMME 1.7. — Soite: X' — X un k-morphisme fini, surjectif et totalement inséparable.
Soit f 1Y — X un k-morphisme et notons ¢’ : X' xx Y — Y le changement de base de e
suivant f. Alors, la propriété P(e) entraine la propriété P(e').

On établit maintenant une deuxiéme réduction.

PROPOSITION 1.8. — Supposons que la propriété P(F,) est vraie avec F,, : A} — A¢ le
morphisme donné par Fy,(z1,...,zq) = (2 ,..., &% ), et cela pour tout n, d € N. Alors, la
propriété P(—) est vraie pour tout morphisme fini, surjectif et totalement inséparable.
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Démonstration. — Soit e : X’ — X un morphisme fini, surjectif et totalement insépa-
rable. On cherche a montrer P(e) sous ’hypothése de I’énoncé. On raisonne par récurrence
sur la dimension de X. On ne restreint pas la généralité en supposant que X et X’ sont ré-
duits. Lorsque dim(X) = 0, le morphisme e est inversible puisque k est parfait ; il n’y a donc
rien a montrer.

Supposons que dim(X) > 0. Puisque k est parfait et que X est supposé réduit, on peut
trouver un ouvert U C X tel que dim(X — U) < dim(X) ainsi qu'un morphisme étale
f:U — A¢ (avecd = dim(X)). Onnote Z = X —U et on forme le diagramme commutatif
a carrés cartésiens

vl x
U AN X P Z.
Par I’axiome de localité, pour montrer P(e) il suffit de montrer que

J'rx — jrese’my et my — ifese’ Y
sont des 2-isomorphismes. Or, le théoréeme de changement de base pour un morphisme
projectif (cf. [4, Cor. 1.7.18]) fournit des 2-isomorphismes

Jrese* ~ep.jet ~epsefi* et i*ere” ~eg.ifet ~ eg.eli

qui sont compatibles aux 2-morphismes d’unit¢ des adjonctions du type image inverse et
image directe. Vu que j*n% ~ 7} et i*7% ~ 7}, on est ramené a montrer P(ey) et P(ez).
L’hypothese de récurrence permet de conclure quant au morphisme ez.

Pour montrer P(er), on se sert du morphisme étale f : U — A¢. Puisque k est parfait,
il existe un entier n suffisamment grand tel que

/ d d
U XAZ7FTL Ak — UXA%,FH Ak

induit un isomorphisme sur les schémas réduits associés. En particulier, ey est dominé par
la projection sur le premier facteur p : U x A, Ag — U. Par le lemme 1.5, (a), il suffit de
montrer la propriété P(p). Or, d’apres le lemme 1.7, P(p) est une conséquence de P(F,,). La
proposition est démontrée. O

Vus le lemme 1.3 et la proposition 1.8, il reste & montrer la propriété P(F, : A — AY)
pour tout n,d € N afin d’établir le théoréme 1.2. En utilisant le lemme 1.5, (b) et le
lemme 1.7, on voit aussitot qu’il suffit de considérer le cas d = 1.

Avant de continuer, nous avons besoin d’introduire une transformation naturelle
a : e — e*, pour e : X’ — X un morphisme fini et totalement inséparable. (Le cas

qui nous intéresse est celui de e = F),.) Pour ce faire, on utilise encore une fois le carré
cartésien a nil-immersion preés :
(3) X =X
|
X <5 X.

Le 2-morphisme « est alors la composition de

1 . 1 Ex* L
) e ~id*e' =5 id'e* ~e*.
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On note la propriété suivante.

LEMME 1.9. — On garde les notations et les hypothéses précédentes. Alors, le 2-morphisme
a:éee, — e*e, (resp. a:e'ey — e*er) est inversible.

Démonstration. — Vu le 2-isomorphisme e, ~ e, (cf. [4, Th. 1.7.17]), il suffit de traiter le
cas non respé. Il s’agit de montrer que le 2-morphisme d’échange Ez'* : id*e'e, — id'e*e,
est inversible. Par [4, Prop. 1.1.9], on dispose d’un carré commutatif

[ Ed, |
id*e'e, — id™id.id

~

[P

5

id!e*e* —id'
et on a déja vu que la co-unité § : e*e, — id était inversible (cf. le sous-lemme 1.4). Ceci
termine la preuve du lemme. O

LEMME 1.10. — On garde les notations et les hypothéses précédentes. On a un diagramme
commutatif

(5) eue 4)&6 —)e*

Démonstration. — Le 2-morphisme e, — e, utilisé dans 1’énoncé est celui de [4,
déf. 1.7.1]. C’est un 2-isomorphisme d’apres [4, Th. 1.7.17]. Puisque e est totalement in-
séparable, il est donné par la composition de

. El‘!y* .
el ~ eid, — e, id) ~ e,.
Ainsi, modulo les 2-isomorphismes canoniques, la composition de la ligne horizontale du
diagramme (5) est ¢gale a la composition de
Ly oeaw 0 BExbr o Broe
eiid,id* e’ —— ejidiid’e* — e idjid’e*.
En utilisant [4, Prop. 1.1.9], on peut former le diagramme commutatif

eve 4> eue e.e

Nln NJ(Ex

]

Z’
erid,id* e’ Bz erid,id'e* 4> e idiid'e*
NJ{Ez; Nl(;
! * é *
ee e’ — e.e

On en déduit aussitot que la composition de la ligne horizontale du diagramme (5) est égale

a la composition de
p " ! w0 *
el — ejeeet — eqe

)

qui est aussi la composition des fléches obliques du diagramme (5). O

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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PROPOSITION 1.11. — Notons F,, : A}, — A} le morphisme de Frobenius relatif donné
par lélévation a la puissance p™ et w la projection de A}, sur Spec(k). Supposons que la
condition (SSy) est satisfaite dans H. Alors, le 2-morphisme o F'n* — F*7* est inversible.

Démonstration. — On montrera seulement que le 2-morphisme o : Fim* — Fir*
admet une section (i.e., un inverse a gauche). Ceci est suffisant pour conclure. En effet, la
condition (SS,) est auto-duale. Plus précisément, elle est satisfaite dans H si et seulement si
elle I’est dans le 2-foncteur homotopique stable H(—)°P, ou les foncteurs « image inverse » et
« image directe » suivant un k-morphisme f sont donnés par (f')°P et (f;)°P respectivement.
Ainsi, par 2-dualité, on déduit que le 2-morphisme o : F,7' — F*n' admet une rétraction
(i.e., un inverse a droite). Il en est alors de méme du 2-morphisme qui nous intéresse puisque
7t =1 (1)[2].

Clairement F7* ~ 7*. De méme, on a un 2-isomorphisme F,7* =~ 7*. Clest la
composition de

Fir* ~ FETh ' (Q,)n' ~ Fir'(=1)[-2] = 7' (=1)[-2] =~ 7.
D’autre part, I'invariance par homotopie entraine que le 2-morphisme d’unité id — m,7*
est inversible. Ainsi, tout endomorphisme 5 de 7* est de la forme 7* 5y ou Gy est un endo-
morphisme de I'identité de H(k). De plus, 8 admet une section si et seulement si il en est

ainsi de By ou encore de 7. (). Pour prouver la proposition, il suffit donc de montrer que le
2-morphisme
6) a: 7T*F7!L7T* — m it
admet une section.

Notons j : A} < Pj linclusion canonique et co : Spec(k) — P; I'immersion
complémentaire. Notons encore F,, le Frobenius relatif de P} donné par I’élévation a la
puissance p™. La projection de P}, sur Spec(k) sera notée 7. Le 2-morphisme

(7 o: T F. 7" — T, F Tt
rend le carré
T F T — T FrT*
W*FT!Lﬂ'* —m T
commutatif. Or, la fléche verticale de droite dans ce carré admet une section. Il suffira donc
de montrer que (7) est un 2-isomorphisme.
Par le lemme 1.10, on a un diagramme commutatif

) n
— | — J — —
T F, 7" TeT* TP ™

- |

— 1 — ~ — 1 — (&3 — —
T Fp By " — T F, 7 —— m Frm™.

11 suffit donc de montrer que les deux 2-morphismes
N T — TuFp Fi7* et 8T FFLTt — 7.1t

sont des 2-isomorphismes.
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Le cas de n : On utilise le recouvrement standard de P}, par deux copies de la droite affine A},
dont l'intersection est Gmy. En notant ¢ la projection de Gmy, sur Spec(k) et F;, le Frobe-
nius relatif de Gmy, donné par I’élévation a la puissance p™, on obtient un morphisme de
2-triangles distingués (dans la terminologie de [4, déf. 1.4.5]) :

= /% * * *
T —— @ mew 4+q

I | §

T Fii* — 1 Fp Fn* @ o Frn FEm* —— qu Fo Frq* — .

Il est facile de voir que le 2-morphisme 1 : m.7* — m. F,. F 7" est inversible. On utilise
pour cela le carré commutatif

id —— (1 0 F,).(m 0 F,,)*
[ 5
T —7 T Fp Frm™

et 'invariance par homotopie. Il reste a voir que 7 : g.q* — ¢.Fp.F, ¢* est un 2-isomor-
phisme. C’est la premiére moitié de la condition (SS,).

Le cas de 6 : On garde les notations utilisées pour traiter le cas de 7. Puisque le mor-
phisme 7 est projectif, on a un 2-isomorphisme 7 ~ 7,. Il suffit donc de montrer que
§: mFF. 7 — m7* est inversible. Or, on dispose d’un morphisme de 2-triangles distin-
gues :
qun!F;lq* — W!Fn!F;LW* @ WIFn!F;lW* — ﬁ[Fn!F;lﬁ'* E—
I | |

q¢* —— mr* P mr* mT*

De plus, puisque O, et 2, sont libres de rang 1, on a des 2-isomorphismes 7* ~ 7'(—1)[—2] et
q* ~ ¢'(—1)[-2]. Il suffit donc de montrer que § : mFy Fin' — m7' et §: qFFlqd — qd'
sont des 2-isomorphismes. On termine comme dans le cas de n (en utilisant la seconde
moitiée de la condition (SS,)). O

Dans la suite, on utilisera seulement la conséquence suivante de la proposition 1.11.

COROLLAIRE 1.12. — Gardons les hypothéses et notations de la proposition 1.11. Le 2-mor-
phisme m* — F, F}m* admet une section.

Démonstration. — La composition de F, F,m* — 7* — F,, F*7* est inversible. En
effet, par le lemme 1.10 elle coincide avec « : Fn*F}lw* — F,. F 7 modulo le 2-isomor-
phisme F,; =~ F,,.. De plus, a : Fin* — F7* est inversible par la proposition 1.11. [

Rappelons que pour terminer la preuve du théoréme 1.2, il reste a montrer que
m* — F,.F}7* est un 2-isomorphisme. On vient de voir que ce 2-morphisme admet une
section. Il existe donc un projecteur p de 7* dont I'image s’identifie a F,. F, 7*, et il suffit de
voir que p est I'identité. En utilisant I'invariance par homotopie, i.e., que n : id — 7™ est

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



14 J. AYOUB

inversible, on se raméne & montrer que 7, (p) est I'identité de 7, 7*. Il suffit donc de montrer
quen : mm* — m F Fim* est inversible. On a déja établi cette propriété lors de la preuve
de la proposition 1.11.

2. Vérification de la condition (SS,) et orientation

L’objectif principal de ce paragraphe est de montrer que la condition (SS;) est satisfaite
dans tout 2-foncteur homotopique stable, Z[1/2p]-linéaire et séparé pour les revétements
étales d’orde 2 (cf. le théoréme 2.8 ci-dessous pour un énoncé précis). Cependant, les tech-
niques développées servent aussi a montrer, suivant une méthode de Voevodsky [49], qu'un
2-foncteur homotopique stable Q-linéaire et séparé est automatiquement orienté (i.e., ses
équivalences de Thom sont des twists de Tate convenablement shiftés). Nous n’avons pas
résisté a inclure cette application bien qu’elle ne servira pas dans la suite.

Les résultats de ce paragraphe ne sont pas franchement nouveaux. En effet, les travaux de
Morel [31] sur les groupes d’homotopie stable des sphéres motiviques devraient entrainer des
résultats similaires et méme plus précis pour les catégories Al-homotopiques stables SH(k)
au-dessus d’un corps k (cf. ’'annexe C). En fait, notre méthode est basée sur des arguments
géométriques empruntés a [31, §6] et adaptés au langage fonctoriel qui convient pour traiter
le cas général d’un 2-foncteur homotopique stable. Aussi, pour DA (—, A) (cf. §3), la sépa-
ration est connue lorsque A est une Q-algébre d’aprés Cisinski-Déglise [11]. Toutefois, pour
nous il sera vital de savoir que DA*(—, A) est séparé pour des anneaux de coefficients plus
généraux et notamment des anneaux de torsion.

Certes, le degré de généralité quasi-maximal adopté ici est une raison d’€tre pour ce
paragraphe, mais aussi notre traitement nous semble étre le plus simple et le plus direct. (Par
exemple, pour I'orientation, aucune mention du cobordisme algébrique ou de la K-théorie
n’est nécessaire.)

On fixe un schéma de base S et un 2-foncteur homotopique stable H : Sch/S — TR.
Pour le moment, on ne suppose rien sur H. Etant donné un S-schéma quasi-projectif X,
on pose M. n(X) = mx.mx, oumx : X — S est le morphisme structural de X. C’est
un endofoncteur de H(S) qui sera notre substitut au « motif cohomologique » de X en
I’absence d’un objet distingué dans H(S). Un morphisme de S-schémas f : Y — X induit
un 2-morphisme M, (X) — M ., (Y). C’est la composition de
Y).

n
(8) Mcoh(X) = WX*W;} — 7'rX>i<,f:oef*ﬂ-;{ =~ 7TY*7T;=/ == Mcoh

On obtient de la sorte un foncteur contravariant de Sch/S dans la catégorie des endofonc-
teurs triangulés de H(.S). Notons le fait suivant.

PROPOSITION 2.1. — Pour n € N, on a un 2-isomorphisme :

Mo, (B5)") =~ P D id(—7)[-24].

0<i<n IC[1,n],card(I)=i
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Laction naturelle du groupe symétrique S, sur (PY)" induit une action sur le foncteur
M. n ((P5)™). Cette action préserve les facteurs directs
b id(—4)[—2i]
IC[1,n], card(l)=i

pour tout 0 < i < n. En fait, ¥, agit trivialement sur 1d(0)[0] et en permutant les facteurs
directs de @, ., ., id(—1)[-2].

Démonstration. — Cette proposition n’a rien d’étonnant. Toutefois, nous incluons une
preuve par souci d’exposition. On a id(—i)[—2i] = s'7* avec 7 : (PL)® — S la projec-
tion canonique et s le produit des sections [0 : 1] : S — P5.® On a un 2-morphisme
id(—i)[—2i] — M., ((PL)?) donné par la composition de

1% 1% s *

ST N T8 ST — MWt .
Pour I C [1,n] de cardinal ¢, on définit alors un 2-morphisme ay : id(—i)[—2i] — M., ((P5)™)
en prenant la composition de

id(=1)[~2i] — Mon((P5)") — Meon((P5)"),
ou la seconde fléche est induite par la projection canonique (P§)™ — (P)! (modulo I'iden-
tification (P§)! = (P%)? induite, par exemple, par I'unique bijection croissante I ~ [1,1]).
Nous affirmons que
©) > ar: P D A2 — Mo (P)")
IC[1,n] 0<i<n IC[1,n],card(l)=1
est un 2-isomorphisme. On démontre ceci par induction sur n. Lorsque n = 0 ceci est clair.
On note j : A} — PL 'immersion complémentaire de s : S < P%. On a alors un 2-triangle
distingué
s 8t — mert — Tes) T —

et 'unité n : id — m.7* est une section a la seconde aréte de ce 2-triangle. Ceci permet de

conclure pour n = 1. Supposons maintenant que n > 0. Le théoréme de changement de
base (par un morphisme lisse ou pour un morphisme projectif) appliqué au carré cartésien

(Bh)yr — P}
|
@y —5

fournit un 2-isomorphisme M., (PL)") ~ M., ((P5)"™) o M, (PY). 11 est facile de
conclure a partir de la. (Les détails sont laissés en exercice.) Les autres assertions sont
immédiates a partir de la construction du 2-morphisme (9). O

Dans la suite, il sera commode d’introduire les conditions suivantes.

HYPOTHESE 2.2. —  (a) H est Z[1/2]-linéaire (cf. [4, déf. 2.1.153]).
(b) Le foncteur e* est conservatif sie : X' — X est un revétement étale d’ordre 2 entre
S-schémas quasi-projectifs.

® La définition originelle de id(—)[— 23] utilise 'espace affine A% et sa section nulle au lieu de (Pg)*. Toutefois, il
est clair que les deux définitions sont équivalentes.
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On considere le morphisme fini surjectif
[Pt xs Py — P%

donné sur les coordonnées homogenes par f([a : bl,[c : d]) = [ac : ad + bc : bd].
Le morphisme f identifie P4 au quotient (P§ xg PL)/Ss, ou X = {1,7} est le groupe
symétrique d’ordre 2. Il est donc étale sur V. = Py x g Py — A(Pg). En fait, la restriction
de f a V induit un revétement étale g : V. — U, ou U C P% est le complémentaire du sous-
schéma fermé Q d’équation z? — 4zoz2 = 0. On a donc un diagramme commutatif  carrés
cartésiens (2 nil-immersion pres) :

-/
J A

1 1 1

V Pk xgPL «— PL

o ng e

U J 1 Q

On note le lemme suivant.

LEMME 2.3. — On suppose que H satisfait aux conditions de 'hypothése 2.2. Le 2-mor-
phisme id — f.f* induit un 2-isomorphisme entre le foncteur identique de H(P%) et I'image

du projecteur ”TT agissant sur fif*.

Démonstration. — Notons p = 1+7T le projecteur de I’énoncé. Il s’agit de montrer que
id — Im(p) est inversible. Par I'axiome de localité, il suffit de faire cela apres application
de i* et 5*.

Lorsqu’on applique ¢*, on se rameéne a identifier le foncteur identique de H(Q) avec
I'image du projecteur p agissant sur t,t*. Or, ¢ est un isomorphisme de sorte que le 2-mor-
phisme d’unité id — ¢,¢* est inversible. De plus, 7 agit par I'identité sur A(PY) de sorte
que le projecteur p est I'identité sur ¢,t*. Ceci permet de conclure dans ce cas.

Lorsqu’on applique j*, on se raméne a identifier le foncteur identique de H(U) avec
I'image du projecteur p agissant sur g,g*. On obtient ceci en reprenant la preuve de
[4, Lem. 2.1.165, (2)] et en utilisant la condition (b) de I’hypothése 2.2 au lieu de la pro-
priété de séparation. Pour la commodité du lecteur, nous reproduisons la preuve. Puisque
g est un revétement étale d’ordre 2, le foncteur g* est conservatif. On se raméne donc a
montrer que n : g* — ¢g*g.g* induit un isomorphisme entre g* et I'image de p agissant sur
9+9" g«. Or, le revétement étale g est trivialisé par lui-méme, i.e., on a un carré cartésien

idur

VIV Sy

iduidl ig

VLU.

Le théoréme de changement de base (par un morphisme lisse ou pour un morphisme pro-
jectif) fournit un 2-isomorphisme Xo-équivariant g*g.g* ~ g* € g*, ou 7 agit en permutant
les facteurs sur g* € g*. Modulo cet isomorphisme, le 2-morphisme 1 : g* — g*g.g* est
donné par le morphisme diagonal V : g* — g* @ g*. Le résultat recherché est maintenant
clair. O
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COROLLAIRE 2.4. — On suppose que H satisfait aux conditions de I'hypothése 2.2. Alors, le
2-morphisme

coh(P2 ) — —coh(PS Xs Ps)

induit un 2-isomorphisme entre M, (P%) et M, (PY x sP%)*2 (i.e., l'image du projecteur 25T

agissant sur M., (P x5 P%) ).

D’apres la proposition 2.1, on a
(10) Mo, (P§ x5 Pg)™ =id(0)[0] @ id(~1)[~2] @ (id(~2)[-4])™.

(D’aprés la proposition 2.10 qui sera établie plus tard, 3o agit trivialement sur id(—2)[—4].)

COROLLAIRE 2.5. — On suppose que H satisfait aux conditions de I'hypothése 2.2. Alors, le

2-morphisme M, (P%) — M., (PL), induit par l'immersion linéaire 1 : Py — P% donnée

sur les coordonnées homogenes par I([a : b]) = [0 : a : b], admet une section.

Démonstration. — On a un triangle commutatif

S

P}S«HP}SV Xs]P)}S
\ J,f
l
P

lorsque s est donné par s([a : b]) = ([a : b], [0 : 1]). Il est facile de voir que la composition

M s
M., (Pk xg P52 — M, (PL xg PL) *“’%‘()

=~=coh

MCOh (]P),IS')

identifie M, (PL) ~ id(0)[0] ®id(—1)[—2] avec la somme directe des deux premiers facteurs

dans la décomposition (10). On conclut a I’aide du corollaire 2.4. O
La section unité de Gmg induit une décomposition canonique

(11) coh(GmS) = ld@Mcoh(Gm371)'

Le recouvrement standard de Py par deux droites affines qui s’intersectent en Gmg, induit
un 2-triangle distingué
M., (PY) — id@id — M, (Gmg) — .

==coh

On en déduit aussitot un 2-isomorphisme M, (Gmg, 1) ~ id(—1)[—1]. De méme, on a une
décomposition canonique

(12) —coh(GmS Xg Gms) ~id D Mcoh(Gms, ) (5] Mcoh(GmS7 1) D Mcoh((Gms, 1)/\2).

Comme avant, on a un 2-isomorphisme M__, ((Gmg, 1)"?) ~ id(—2)[—2].

PROPOSITION 2.6. — On suppose que H satisfait aux conditions de I'hypothése 2.2. Soit
m: Gmg Xs Gmg — Gmg le morphisme de multiplication. Modulo les décompositions (11)
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et (12), le 2-morphisme M, (Gmg) — M., (Gmg x g Gmg) induit par m est donné par la
matrice

id 0

0 id

0 id

00

Démonstration. — Toutes les entrées de la matrice sont claires sauf celle qui se trouve sur
la derniére ligne et la derniére colonne. Autrement dit, il reste a montrer que la composition
de

(13) Mcoh(GmS7 1) — Mcoh(GmS) — Gms Xg Gms) — Mcoh((GmS’ 1)/\2)

—coh(

est nulle. Etant donné que z ~» 2! définit un automorphisme de Gmg qui fixe la sec-
tion unité, on peut remplacer le 2-morphisme au milieu dans (13) par celui induit par
d:Gmg xg Gmg — Gmg donné par d(z,y) = vy~ !.

Suivant [31, §6], nous considérons la fibration de Hopf h : A% — 05 — P4 donnée par
h(z,y) = [z : y]. On dispose de deux carrés cartésiens

A,IS' XsGmsL)A?g—OS Gms XsA}SLA%—OS
| [ E [
AL, ———PL AL, ———PL

ot u(z) = [z : 1] et/ (z) = [1: x], v et sont les inclusions évidentes, et d(z,y) = zy~!

et d'(z,y) = x~'y. En écrivant les triangles de Mayer-Vietoris associés aux recouvrements
(u,u’) de Pk et (v,0') de A% — 0Og, on arrive a la conclusion que la composition de (13)
coincide, a un shift prés, avec la composition de

(14) id(=1)[~2] — Moy (P) — Moy (AG —0s) —

~=coh

(A% —0g,1) ~id(-2)[-3].

coh

(Ci-dessus nous avons utilisé la décomposition canonique

A% —05) ~id® M, (A% — 0g,1)

—Coh(

induite par la section unité de A% — 0g.) Par ailleurs, le morphisme de Hopf se factorise de
la maniére suivante

054>IP’2 [1:0:0]s

\

avecj(z,y)=[1:z:yletp(la:b:c])=[b: .1l sufﬁt donc de prouver que le 2-morphisme
M, (j) composé avec la projection M, (A% — 0g) — id(—2)[—3] est nul.

Or, p est un fibré en droites de section nulle n donnée par n([z : y]) = [0 : = : y].
L’invariance par homotopie entraine que M, (P5) — M., (P% — [1 : 0 : 0]g) est un
2-isomorphisme. Ainsi, par le corollaire 2.5, le 2-morphisme M, (w), induit par 'inclusion

évidente w : P%Z — [1 : 0 : 0] — P%, admet une section. 11 suffit donc de montrer que le
2-morphisme M, (w o j) composé avec la projection M, (A% — 0g) — id(—2)[—3] est
nul. Mais ceci est clair puisque w o j se factorise par A%. O
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COROLLAIRE 2.7. — On suppose que H satisfait aux conditions de I'hypothése 2.2. Le
2-morphisme M, (Gmg) — M., (Gmg), induit par I'élévation a la puissance n, est donné

par la matrice
10
on/)’

Démonstration. — On raisonne par induction sur n ; le résultat étant vrai pour n = 1. Le
morphisme e,, d’élévation a la puissance n est la composition de

dn
Gmg — Gms Xg Gms L Gms

avec d(z) = (z"~1,z). Il résulte de I’hypothése de récurrence que le morphisme M, (d,,)
est donné par une matrice de la forme

1 0 00

On—11x%
dans les décompositions (11) et (12). Le résultat recherché découle maintenant de la propo-
sition 2.6. O

On arrive maintenant au résultat principal de ce paragraphe.

THEOREME 2.8. — Soient S un schéma de base et H : Sch/S — TR un 2-foncteur
homotopique stable. On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites (avec p un nombre
premier).

(a) H est Z[1/2p]-linéaire (cf. [4, déf. 2.1.153]).
(b) Le foncteur e* est conservatif sie : X' — X est un revétement étale d’ordre 2 entre
S-schémas quasi-projectifs.
Alors, H satisfait a la condition (SSp).

Démonstration. — Notons F,, Iélévation a la puissance p" sur Gmg/) et
q : Gmg/p) — S/(p) la projection évidente. Le corollaire 2.7, appliqué au schéma de
base S/(p), entraine que M}, (Fy,) : M, (Gmg(py) — M., (Gmg,(py) est donnée par la

matrice
10
0p" ’

Comme H est supposé Z[1/p]-linéaire, ce 2-morphisme est inversible. En revenant a la défi-
nition du foncteur M_;, (—), on voit qu’on vient de prouver que la composition de

n * sk *
0" — @ FniFrq" ~ q.q

est inversible. C’est la premiere moitié de la condition (SS,). L’autre moitié¢ s’en déduit par
2-dualité en remarquant que les hypothéses (a) et (b) de I’énoncé sont autoduales. O

COROLLAIRE 2.9. — Gardons les hypothéses du théoréme 2.8 et supposons que S = Spec(k)
avec k un corps parfait de caractéristique p > 0. Alors, H est semi-séparé.

Démonstration. — C’est la conjonction des théorémes 1.2 et 2.8. O

Notons le résultat intéressant suivant.
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PRrOPOSITION 2.10. — On suppose que H satisfait aux conditions de I'hypothese 2.2. Pour
n € N, une permutation o € ¥, de [1,n] agit sur

(15) M, ((P5)") ~ €D id(—card(l))[—2card(1)]

IC[1,n]
(cf. la proposition 2.1) en envoyant identiquement le facteur correspondant a la partie
I C [1,n] sur celui correspondant a la partie o=1(I).

Démonstration. — On peut supposer que o est une transposition puisque toute permuta-
tion est un produit de transpositions. En examinant la construction du 2-isomorphisme (15)
(cf. 1a preuve de la proposition 2.1), on voit qu’il suffit de traiter le cas n = 2 et, plus précisé-
ment, de montrer que I"action de X5 sur le facteur direct id(—2)[—4] de M., (P} x s PL) est
P'action triviale. Cela revient & dire que le projecteur 4 agissant sur id(—2)[—4] est inver-
sible. Cette formulation permet d’utiliser ’axiome de localité pour distinguer le cas ou 2 est
inversible sur S et celui ou S est de caractéristique 2.

Cas ou 2 est inversible sur S : Considérons le carré cartésien (a nil-immersion preés)

(16) § -5 PL x5 PL

| b

S ——— P2
avec s et s’ les sections [0 : 0 : 1] et ([0 : 1],[0 : 1]). Notons w : P% — S la projection
structurale de P%. Il suffit de montrer que le 2-morphisme s'm* — §" f*r*, donné par la
composition de

! ! Ez'*
! s 3% ! Al
st ~id*sn* — " f*n",

est un 2-isomorphisme. (En effet, ce 2-morphisme est Yo-¢quivariant et le groupe X5 agit
trivialement sur s'7*.) La question est locale au voisinage de la section s pour la topologie
de Zariski (et méme pour la topologie de Nisnevich). Puisque 2 est inversible sur .S, on peut
remplacer le carré (16) par le carré suivant

17 S — A2
| | L
S —— A%,

ou h(z,y) = (z,y?) et o est la section nulle. En effet, le morphisme f : A% — A%, donné
par f(z,y) = (x + y,zy), vérifie la relation f o u = v o h avec u et v les automorphismes
de A% donnés par u(z,y) = (z +y,z — y) et v(a,b) = (2a,a® — b).

Notons 7 : A2 — S le morphisme structural. Nous prétendons que la composition de

(18) ol ~id*olr* 255 o hrat ~ ol
est la multiplication par 2. Ceci permet de conclure puisque H est Z[1/2]-linéaire.

L’endomorphisme de id(—2)[—4] donné par la composition de (18) coincide, modulo le
2-isomorphisme de composition des équivalences de Thom inverses (cf. [4, Rem. 1.5.12]),
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avec le 2-morphisme obtenu en appliquant id(—1)[—2] a 'endomorphisme de id(—1)[—2]
induit par carré cartésien (a nil-immersion pres)

(19) S — AL

|, L

S —25 AL,
avec e(x) = z2. Il suffit donc de montrer que la composition de

Ex'™*
1 . | ! 1
(20) orm* ~id*o'nt* — o'e*n* ~ o'7*

est la multiplication par 2. (On a encore noté w : A}, — S la projection structurale.) Notons
j : Gmg — A} 'immersion canonique, complémentaire de la section nulle o : S — Aj.
On a un endomorphisme du 2-triangle distingué

&
7'('*0*0!71'* —_— 71'*71'* L) (ﬂ' Oj)*(ﬂ' O])* —.

Sur le premier sommet, c’est la composition de (20) modulo le 2-isomorphisme
TL0.0'T* ~ o'm*. Sur les deux autres sommets, il est induit par 1’élévation a la puissance 2
sur A} et Gmg. Le résultat recherché découle maintenant du corollaire 2.7.

Cas ou 2 est nul sur S : Notons 7 la permutation des facteurs sur A%, 7 : Ay — Sla
projection structurale et o : S — A% la section nulle. Nous allons montrer que I'action de 7
sur o'm* est I'identité.

On introduit 'endomorphisme h : A% — A% donné par
h(t,z,y) = (tz +tz +y),y +tz +y)).

Puisque 2 est nul sur S, on a h(0,z,y) = (0,z,y) et h(l,z,y) = (1,y,z). Notons
7:AY — S la projection structurale et 6: AL — A% le S-morphisme donné par
6(t) = (t,0,0). Alors, h induit un 2-morphisme o : 6'#* — 6'7* donné par la com-
position de

Em!*
~| ~ . ~| ~ ~1 ~ ~| ~
ot ~id* ot — O h* T ~ o'Tr.

On note 0, 1 : S — A} la section nulle et la section unité. Modulo le 2-isomorphisme
de commutation 1*6'#* ~ o'7* (cf. [4, Rem. 1.5.10]), le 2-morphisme 1*« est celui induit
par 7. Il suffit donc de montrer que « est I'identité. Puisque le foncteur 6'7* est 2-isomorphe,
aux shift et twist prés, au foncteur image inverse suivant le morphisme structural AL, — S,
Iinvariance par homotopie entraine que tout endomorphisme de 6'7* est induit par un
endomorphisme de idy(s). Par ailleurs, en utilisant le 2-isomorphisme de commutation
0*6'7* ~ o'm* (cf. [4, Rem. 1.5.10]), on déduit que le 2-morphisme 0*« est I'identité. Ceci
entraine que a = id. O

Pour n € N, on a un S-morphisme f : (P)" — P% donné par

(21) fxy : z1], ..., [2h, 27]) = le(S)H-Ti‘| ’
s=1 s=1
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ou ’entrée a la i-eéme place (avec 0 < 7 < n) est donnée par I'expression :

Z foHa:(t)

IC[1,n],card(I)=i s€I  t&I

Le morphisme f identifie P% avec le quotient (P§)™/%,,. On a le résultat suivant.

LEMME 2.11. — Gardons les notations ci-dessus. Supposons que H est Q-linéaire et séparé.
Alors, le 2-morphisme n : id — fi f* induit un 2-isomorphisme entre le foncteur identique
de H(PY) et I'image du projecteur % Y ex,, O agissant sur f. f*. Enparticulier, le 2-morphisme
Mo (P2) — Moon (P)™)*" est un 2-isomorphisme.

~=coh

Démonstration. — La preuve est standard. Le cas n = 2, i.e., le lemme 2.3 contient tous
les ingrédients de la preuve dans le cas général. En effet, on utilise ’axiome de localité pour se
ramener au cas d’un revétement étale galoisien et on applique alors la méthode de la preuve
de [4, Lem. 2.1.165, (2)]. Les détails sont laissés au lecteur. O

COROLLAIRE 2.12. — Supposons que H est Q-linéaire et séparé. Il existe un 2-isomorphisme

(22) M., (P8) ~ @ id(—i)[-2i].

0<i<n
Démonstration. — C’est immédiat a partir de la proposition 2.10 et du lemme 2.11. [

THEOREME 2.13. — Supposons que H est Q-linéaire et séparé. Soient M un O g-module
localement libre de rang r+ 1, L un O s-module localement libre de rang 1 et p : L& —» M
un morphisme surjectif de O g-modules. Notons | : P(M) — P(L®") ~ PL l'immersion
induite par p. Alors, la composition de
(23)

. ) ) . ) 5,22 M., (1)

Do<ic, 1d(=0)[-2i] — Docic,, 1d(=1)[21] = Mo, (PE) — M, (P(M))

est un 2-isomorphisme.

Démonstration. — La question est locale pour la topologie de Zariski sur .S. On peut donc
supposer que M = (‘)f;rl et que L = Og. On raisonne par induction noethérienne sur S en
supposant que le théoréme est vrai lorsque S est remplacé par un sous-schéma fermé 7' C S
strict. (Le cas ou S est vide est trivial.) Par I’'axiome de localité, il suffit donc de prouver qu’il
existe un ouvert nonvide U C S tel que la composition de (23) est inversible apres application
de j*,ouj : U — S est I'inclusion.

Or, on peut trouver un ouvert U C S affine et non vide tel que le morphisme
p: OZ‘H —» O@“ est le composé pr o a avec pr la projection canonique sur les premiers
7 + 1 facteurs de O7"! et a un automorphisme de O™, Quitte & rétrécir d’avantage U, on
peut supposer que a = a’ouy o- - -ou,, avec a donné par une matrice diagonale (a coefficients
dans 05 (U)) et les u; unipotents. Un argument standard montre que les P(u;) induisent
'identité sur M, (P;). D’autre part, M., (P"(a)) préserve la décomposition (22). On peut
donc supposer que a est I'identité. Autrement dit, on peut supposer que  : Py — P% est
donnée par I([zg : --- : x,]) = [®o : --- : 2 : 0 : --- : 0]. Dans ce cas le résultat recherché
découle immédiatement de la construction du 2-isomorphisme (22). Les détails sont laissés
au lecteur. O
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COROLLAIRE 2.14. — Supposons que S posséde un fibré inversible ample. Supposons aussi
que H est Q-linéaire et séparé. Alors, si M est un O g-module localement libre de rang r, il existe
un 2-isomorphisme Th(M) ~ id(r)[2r].

Démonstration. — 11 suffit bien entendu de construire un 2-isomorphisme
Th™'(M) ~ id(—r)[—2r]. Puisque S posséde un fibré inversible ample, on peut trouver
un Og-module L localement libre de rang 1 et des surjections

LOnHL —» M et L™ —» Og.
Or, on dispose d’un 2-triangle distingué
Thil(M) — Mcoh(P(M D OS)) — Mcoh(P(M)) — -

D’apres le théoréme 2.13, le second et le troisiéme sommet de ce 2-triangle sont isomorphes
a @<, id(—1)[—2i] et Py<;<,_; id(—i)[—2i]. De plus, modulo ces identifications, la se-
conde aréte dans ce 2-triangle est le 2-morphisme évident. Le résultat est maintenant clair.

O

REMARQUE 2.15. — Nous n'avons pas essayé de rendre le 2-isomorphisme du corol-
laire 2.14 canonique. Toutefois, dans le cas qui nous intéresse le plus, a savoir celui ou
H(—=) = DA®(—,A), il est possible de spécifier un tel 2-isomorphisme. On renvoie le lec-
teur a la remarque 11.3 pour plus d’indications.

3. Le 2-foncteur homotopique stable DA% (—, A)

Soient S un schéma et A un anneau de coefficients (i.e., un anneau commutatif quel-
conque). On dispose d’une catégorie DA® (S, A) du type Morel-Voevodsky. C’est la catégo-
rie notée SHiy (%, J) dans [5, déf. 4.5.21] ot on prend :

— M = Cpl(A), la catégorie des complexes de A-modules;

— Jla catégorie a un objet et une fléche, et .# le foncteur qui pointe S ;

- T = (P§,005) ®A;

— et 7 = ét la topologie étale (cf. le début de [5, §4.5]).

Rappelons briévement la construction de la catégorie DA% (S, A). Le point de départ
est la catégorie Sm/S des S-schémas lisses. Sauf mention explicite du contraire, un préfais-
ceau sur Sm/S (ou ailleurs) prend ses valeurs dans la catégorie des A-modules. On note
PSh(Sm/S, A) la catégorie des préfaisceaux sur Sm/.S et Cpl(PSh(Sm/S, A)) la catégorie
des complexes de préfaisceaux sur Sm/S. Si U est un S-schéma lisse, on a les opérations
U ® — et hom(U, —) sur les complexes de préfaisceaux (cf. [5, §4.4]). Elles sont données par
les formules

UeK)()= @ K e  hom(U K)(f)=K(U xs1)
homs (1,U)
ou f est un S-schéma lisse et K" un complexe de préfaisceaux sur Sm/S. En fait, hom(U, —)
est ’adjoint a droite du foncteur U ® —.

La catégorie Cpl(PSh(Sm/S, A)) posséde une structure de modeéles projective ou les
équivalences faibles sont les quasi-isomorphismes et les fibrations sont les surjections. Une
localisation de Bousfield de la structure projective fournit la structure projective ét-locale
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sur cette catégorie (cf. [5, déf. 4.4.33]). Les équivalences ét-locales sont les morphismes de
complexes de préfaisceaux sur Sm/S induisant des isomorphismes sur les faisceaux étales
associés aux préfaisceaux d’homologie. Le foncteur de faisceautisation induit alors une
équivalence de catégories triangulées

ag: : Hog, (Cpl(PSh(Sm/S, A))) —~ D(She (Sm/S, A))

entre la catégorie homotopique de la structure ét-locale et la catégorie dérivée de la catégorie
abélienne She;(Sm/S, A) des faisceaux étales sur Sm/S.

On localise d’avantage la structure projective ét-locale suivant la classe des morphismes
AL ® Aln] — X ® An] avec X € Sm/S etn € Z. On obtient ainsi la structure de modéles
(A1, ét)-locale sur Cpl(PSh(Sm/S, A)) (cf. [5, déf. 4.5.12]). On note

DA™ (S, A) = Ho_« (CpI(PSh(Sm/S, A))),

sa catégorie homotopique. C’est la catégorie triangulée des S-motifs étales effectifs (version
sans transferts) a coefficients dans A. Le S-motif effectif étale associé¢ a un S-schéma lisse X
est simplement le préfaisceau X ® A vu comme un objet de DA€ (S, A).

La derniére étape consiste a stabiliser la construction précédente. Notons Tg, ou simple-
ment T s’il n’y a pas de confusion possible, le préfaisceau quotient

(Pg,005) ® A = (Ps ® A)/(c0s @ A).

On considére la catégorie Spt>(Cpl(PSh(Sm/S, A))) des T-spectres symétriques en com-
plexes de préfaisceaux sur Sm/S (cf. [5, déf. 4.3.6 et 4.5.18]). On munit cette catégorie
de la structure de modeéles stable déduite de la structure projective (A, ét)-locale (cf. [5,
déf. 4.3.29]). C’est la structure projective (Al, ét)-locale stable. On note

DA(S,A) = Hopi s (spt:%(cpl(PSh(sm/s, A))))

sa catégorie homotopique. C’est la catégorie triangulée des S-motifs étales (version sans
transferts) a coefficients dans A. Le S-motif étale associé a un S-schéma lisse X est simple-
ment le T-spectre symétrique Sus(%)E (X ®A) vu comme un objet de DA (S, A). (Rappelons
que le p-ieme foncteur de suspension infinie Sus%E est 'adjoint & gauche du foncteur Ev,, qui
envoie un T-spectre symétrique E = (E), ¢y sur le complexe de préfaisceaux E,. Pour plus
de détails, nous renvoyons le lecteur a [5, déf. 4.3.10].) Voici quelques notations standards
qu’on utilisera couramment.

NOTATION 3.1. — (i) Les catégories DA®T¢*(S, A) et DAY (S, A) sont monoidales, sy-
métriques, unitaires et fermées. Leur produit tensoriel sera noté — @5 — ou simplement
— ® — lorsqu’il n’y a pas de confusion possible sur I'anneau de coefficients. Le bifoncteur
« homomorphisme interne » est généralement noté Hom(—, —).

(i) On notera Ag(0) l'objet de DA*(S, A) donné par SusOT,E(Acst) avec Acg, le préfaisceau
constant de valeur A sur Sm/S. Autrement dit, Ag(0) est le motif étale de S € Sm/S
et cest l'objet unité pour la structure monoidale sur DA®(S,A). On pose aussi
As(l) = SusOT’E(TS[—Z]). C’est un objet inversible pour le produit tensoriel de
DA (S, A) et son inverse est Ag(—1) = SuslTL(Acs‘E [2]). Ceci permet de définir les
motifs de Tate Ag(n) pour tout n € Z. Lorsqu'il n’y a pas de confusion possible, nous
omettrons la mention de la base et nous noterons simplement A(n) les motifs de Tate.
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(iii) Enfin, si M € DA (S, A) est un motif étale, les twists de Tate de M sont définis par
M ® A(n) pour tout n € Z, on les notera aussi M (n).

Pour les constructions complétes et de nombreux compléments, le lecteur est prié de
consulter [5, Chap. 4] ou I'on considére une situation nettement plus générale. Notons ce-
pendant la proposition suivante dont la partie essentielle, a savoir ’axiome de localité, est
due a Morel et Voevodsky [36], méme si ces derniers considérent le contexte non linéaire,
instable et local pour la topologie Nisnevich de la théorie A'-homotopique des schémas.

PROPOSITION 3.2. — Le 2-foncteur DA (—, A), restreint a Sch/S, est un 2-foncteur ho-
motopique stable au sens de [4, déf. 1.4.1].

Démonstration. — C’estla conjonction de [5, Cor. 4.5.47] et des résultats de [5,§4.5.4]. O

Les résultats de [4] s’appliquent donc au 2-foncteur DAét(—, A) : Sch/S — TR pour
tout schéma de base S.

REMARQUE 3.3. — Dans la construction des catégories DA®T €4 (S, A) et DA (S, A) on
peut utiliser la topologie Nisnevich au lieu de la topologie étale. On obtient alors les variantes
Nisnevich DA (S, A) et DA(S, A) de ces catégories. Le 2-foncteur DA(—, A) : Sch/S — TR
est lui aussi un 2-foncteur homotopique stable.

Le lemme suivant renforce [4, Prop. 1.4.3]. Il est propre a la variante étale.

LEMME 3.4. — Soit (u; : U; — S); un recouvrement étale d'un schéma S. Alors, les
foncteurs ui : DA®(S,A) — DA (U;, A) forment une famille conservative.

Démonstration. — Soit E un T-spectre symétrique en complexes de préfaisceaux sur Sm/S.
Supposons que Lu}(E) est nul dans DA%(U;, A) pour tout indice i. On cherche a montrer
que E est nul dans DA*(S, A). On ne restreint pas la généralité en supposant que E est
projectivement stablement (A, ét)-fibrant. Le foncteur

uf : SptZ(Cpl(PSh(Sm/S,A))) — SptF(Cpl(PSh(Sm/U;, A)))
est de Quillen a droite puisque u; est lisse (cf. [5, Th. 4.5.23]). On en déduit aussitot que
u;E est encore projectivement stablement (Al, ét)-fibrant. En particulier, les complexes de
préfaisceaux u}E, sont acycliques pour tout n € N. Puisque la famille (u; : U; — 5);

est un recouvrement étale, on déduit aussitot que les complexes de faisceaux ag;(E,,) sont
acycliques. Il s’ensuit que E est nul dans DA(S, A). O

D’aprés [4, Cor. 1.7.18], le théoréme de changement de base pour un morphisme projectif
est valable dans DA®*(—, A) pour les carrés cartésiens de S-schémas quasi-projectifs. En fait,
il est aussi valable pour les changements de base généraux.

PROPOSITION 3.5. — Supposons donné un carré cartésien de schémas

y 2o x

Jf’ , J{f

T—S
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avec f projectif. (On ne suppose pas que g est de type fini!) Alors, le 2-morphisme

! _Ix

Exi:9"f« — fig
est un 2-isomorphisme entre foncteurs de DA (X, A) dans DA (T, A).

Démonstration. — 11s’agit de vérifier que la preuve de [4, Cor. 1.7.18], ainsi que les preuves
des résultats intermédiaires sur lesquels elle repose, gardent un sens lorsque g n’est pas
nécessairement quasi-projectif. Pour le lecteur qui souhaite entreprendre cette vérification,
nous reprenons les grandes lignes de la preuve en indiquant les points essentiels.

En factorisant f par une immersion fermée suivie de la projection d’un espace projectif
relatif, on se raméne a traiter le cas ou f est une immersion fermée et celui ot le morphisme f
est supposé lisse.

Cas d’une immersion fermée i : 11 suffit de remarquer que 'argument de [4, Lem. 1.4.14] ne
fait usage d’aucune hypothése sur le morphisme g.

Cas ou f est projectif et lisse : On utilisera I'opération f, = fyo Th™(Q ) ainsi que le 2-mor-
phisme fi — f, qui est inversible puisque f est projectif. La commutation avec les équiva-
lences de Thom, établie dans [4, Prop. 1.5.2] pour les foncteurs « image inverse » suivant des
morphismes quasi-projectifs, s’étend aux foncteurs « image inverse » suivant des morphismes
des schémas arbitraires. (On utilise pour cela le cas d’une immersion fermée, considéré ci-
dessus, ainsi que le lemme 3.6 ci-dessous.) On a donc un 2-isomorphisme canonique
g"Th™'(Qy) ~ Th™" (Q)g".

Ceci permet de définir un 2-morphisme Ez : f{¢g"™ — g¢* fi comme dans [4, Prop. 1.5.19 (4)]
qui est un 2-isomorphisme par le lemme 3.6 ci-dessous. La preuve de [4, Prop. 1.7.7] s’étend
sans modification au cas ou g n’est plus supposé quasi-projectif pour fournir un diagramme
commutatif

Ex{ .
g fre——flg"”
g fr— flg"™
(Cette preuve repose en fait sur la commutation de I'isomorphisme de pureté avec les fonc-
teurs « image inverse » (cf. [4, Cor. 1.6.23]) qui s’étend, elle aussi, au cas d’'un changement

de base non nécessairement quasi-projectif.) Ceci termine la démonstration de la proposi-
tion. O

LEMME 3.6. — Supposons donné un carré cartésien de schémas

y 2o x

Jf' , J/f

Tr—S

avec f lisse. (On ne suppose pas que g est de type fini!) Alors, le 2-morphisme
Baj: fig" — g'F,

est un 2-isomorphisme dans DA®*(—, A).
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Démonstration. — 11 suffit de remarquer que ’argument de [5, Prop. 4.5.48] ne fait usage
d’aucune hypothése sur le morphisme g. O

On aura également besoin du résultat suivant.

PROPOSITION 3.7. — Pour tout schéma S, la catégorie DA% (S, A) coincide avec sa plus
petite sous-catégorie triangulée stable par sommes infinies et contenant les objets de la forme
Sus7 (X ® A) avecn € Net X € Sm/S.

Démonstration. — On note provisoirement 7 ¢ DA (S, A) la plus petite sous-catégorie
triangulée stable par sommes infinies et contenant les objets de la forme Sus7 5, (X ® A) avec
n € Net X € Sm/S. Soit E un T-spectre symétrique en complexes de préfaisceaux sur Sm/S
et supposons que E est projectivement cofibrant. Alors, le morphisme 0 — E est un rétract
d’un morphisme de la forme 0 — F appartenant a

Cell ({Sus?5(c® X); n €N, X € Sm/S, ¢ € Cof i (Cpl(A))}) .

(Pour la signification de Cell(—), nous renvoyons le lecteur a [5, déf. 4.2.24].) Autrement dit,
E est un facteur direct de la colimite d’un systéme inductif (F,) ¢, indexé par un ordinal limite
et vérifiant les conditions suivantes :

(a) Fy =0.

(b) F, — F, 41 est un « push-out » d’un coproduit de morphismes de la forme
Susy »(c® X) avecn € N, X € Sm/S et c une cofibration projective de complexes de
A-modules.

(c) F,, = colim,¢,F, si u € v est un ordinal limite.

Une induction transfinie permet alors de montrer que F,, appartient a J pour tout 4 € v+1.
Le passage de u a u+ 1 découle immédiatement de (b). Le passage a un ordinal limite utilise
le fait qu'une colimite homotopique d’un diagramme ayant ses sommets dans T est un objet
de 7. (La preuve de cette propriété est standard ; elle est laissée au lecteur.) O

Le résultat suivant est une conséquence immeédiate de la proposition 3.7.

COROLLAIRE 3.8. — Soit S un schéma de base. Le 2-foncteur homotopique stable
DA®(—,A) : Sch/S — TR est engendré par la base au sens de [4, déf. 2.1.155].

On arrive maintenant au résultat clef suivant.

THEOREME 3.9. — Soient S un schéma de base et A un anneau. Alors, le 2-foncteur homo-
topique stable DA (—, A) : Sch/S — TR est séparé.

Démonstration. — Par le lemme 3.4, joint a [4, Prop. 2.1.162], il reste a montrer que le
2-foncteur homotopique stable DA®(—,A) : Sch/S — TR est semi-séparé. On fixe un
morphismee : S — S fini, surjectif et totalement inséparable. Vu le sous-lemme 1.4, qui est
encore valable sans que e soit un morphisme quasi-projectif sur un corps, il suffit de montrer
que le 2-morphisme 7 : id — e,e* est un 2-isomorphisme. Soit U C S le plus grand
ouvert Zariski tel que k(z) ~ x(e~!(z)) pour tout z € U. (Bien entendu, x(—) désigne
le corps résiduel d’un point.) Puisque S est noethérien, on peut écrire U comme [’'union d’un
nombre fini de sous-schémas localement fermés T4,...,T. C U tels que T; xg 8" — T;
induit un isomorphisme sur les schémas réduits associés. L’axiome de localité et le théoréme
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de changement de base pour un morphisme fini entrainent alors que 1 : id — e,e* est
inversible pour e : e71(U) — U et qu’il reste & montrer que ce 2-morphisme est inversible
poure : S — e (U) — S — U. Or, par maximalité de U, le schéma S — U est de
caractéristique non nulle. Quitte a remplacer .S par une composante connexe de S — U, on
peut donc supposer depuis le départ que S est de caractéristique p > 0. D’aprées le lemme 3.10
ci-dessus, DA (—, A) est alors Z[1/p]-linéaire.

On ne restreint pas la généralité en supposant que S est affine. Les foncteurs e* et e, étant
des adjoints & gauche de e, et €', ils commutent aux sommes infinies. Par la proposition 3.7,
il suffit donc de prouver que 7 : id — e,e* est inversible aprés évaluation sur des objets de
la forme Sus7 (X ® A), avecn € Net X € Sm/S. Or, on peut trouver un FF,,-schéma affine
de type fini Sy, un morphisme de schémas g : S — Sy et un schéma lisse Xo € Sm/Sy
tels que X ~ X, xg, S. Il est alors suffisant de prouver que  : g* — e.e*g* est un
2-isomorphisme. Quitte a raffiner Sy, on peut aussi supposer que e est le changement de
base d’un morphisme fini, surjectif et totalement inséparable ey : Sj — Sp. En notant
g : 8" — S} le morphisme canonique, on a alors les 2-isomorphismes

* * % % * %
greoxen X eg eg e g,

(Pour le premier 2-isomorphisme, on utilise la proposition 3.5 appliquée au morphisme
fini eg.) Il est donc suffisant de prouver que n : id — ep.ef est un 2-isomorphisme.
Autrement dit, on peut supposer que S est un [F,,-schéma quasi-projectif. Dans ce cas, on est
en mesure d’appliquer le théoréme 1.2. On est alors ramené a vérifier la propriété (SS,) pour
DA (—,A) : Sch/F, — TR. Cette propriété est bien satisfaite par le théoréme 2.8 joint
au lemme 3.4 (si A est une Z[1/2]-algébre ou p = 2) ou par le théoréme C.1 (sans hypothése
sur A ni p). O

LEMME 3.10. — Soient S un F,-schéma et A un anneau. Alors, DA (S, A) est Z[1/p)-linéaire.

Démonstration. — 1l est suffisant de montrer que le morphisme
p X —: Sush(Aesy) — Sush(Acgt)

est inversible dans DA®(S,A). (En effet, DA® (S, A) est une catégorie monoidale et
Sus (Acst) est son objet unité.) Il est donc suffisant de montrer que le morphisme
p x — : A — Agg est inversible dans DA ét(S, A). 11 est méme suffisant de mon-
trer que le faisceau étale constant Z/pZ est isomorphe au faisceau nul dans DA ¢t (Fp, Z).
Or, on dispose d’une suite exacte de faisceaux étales sur Sm/F), :

TP —x
0 —Z/pZ — O —— 0 —0
et le faisceau O est bien A'-équivalent au faisceau nul. O
En utilisant le corollaire 2.14, on déduit le résultat suivant.
COROLLAIRE 3.11. — Soit S un schéma de base et supposons que A\ est une Q-algébre. Alors,

le 2-foncteur homotopique stable DA (=,A) : Sch/S — TRest orienté. Autrement dit, pour
tout O g-module M localement libre de rang r, il existe un 2-isomorphisme Th(M) ~ id(r)[2r].
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Le reste de ce paragraphe est consacré a quelques compléments techniques sur les catégo-
ries DA (S, A). On rappelle d’abord des notions de dimension cohomologique suivant [3,
Expo. X] et [43, §3].

DEFINITION 3.12. — Soit p un nombre premier.

1. La p-dimension cohomologique cd, (k) d'un corps k est le supremum (dans N U {+o00})
de I'ensemble des entiers n pour lesquels le groupe abélien H™ (Gal(k*°P /k), M) est non nul
pour au moins une Gal(k°P / k)-représentation M de p-torsion. ( Bien entendu, k*°P est une
cloture séparable de k et Gal(k*°P /k) est son groupe de Galois.)

2. Lap-dimension cohomologique ponctuelle ped,, (S) d'un schéma S est le supremum (dans
N U {+o00}) des nombres cd,(k(s)) quand s parcourt les points de S. ( Bien entendu, k(s)
est le corps résiduel du point s € S.)

REMARQUE 3.13. — Soient k un corps de nombre et p un nombre premier. Si p est impair,
onacdy(k) = 2 par un théoréme de Poitou et Tate. Ceci reste vrai pour p = 2 lorsque k n’admet
pas de plongements réels. (Voir [43, Chap. 11, §4.4, Prop. 13].)

Les deux lemmes suivants sont bien connus.

LEMME 3.14. — Sipcd, (S) est finie, il en est de méme de pcd,,(T') pour tout S-schéma de
type fini T.

Démonstration. — 11 s’agit de [43, §4, Prop. 11]. O

LEMME 3.15. — Soient S un schéma et F un faisceau de p-torsion sur le petit site étale de S.
Alors H (S,5) = 0sin > (1 + pcd,(S))(1 + krdim(S)).®

Démonstration. — Cecidécoule de[3, Expo. X, Th.4.1 et 5.1]joint a [43, §4, Prop. 10]. O
Du méme tonneau, on a le résultat suivant.

LEMME 3.16. — Soient S un schéma et F un faisceau de Q-espaces vectoriels sur le petit site
étale de S. Alors H, (S, ¥F) = 0 si n > krdim(S).

Démonstration. — On utilise I'isomorphisme Hg, (S,F) ~ Hy (S, F), vrai pour tout
faisceau F de Q-espaces vectoriels sur le petit site étale de S, et le fait que HY, (S, F) = 0
pour n > krdim(.S) (cf. [47]). O

Pour un schéma de base S et un anneau de coefficients A, nous introduisons ’hypothése
suivante.

HYPOTHESE 3.17. — La dimension de Krull de S est finie et les p-dimensions cohomolo-
giques ponctuelles de S sont uniformément bornées lorsque p parcourt les nombres premiers
non inversibles dans A.®

) Nous ne prétendons pas donner la borne optimale.

® Pour la suite, on peut se contenter de demander que les p-dimensions cohomologiques ponctuelles soient finies
individuellement. Toutefois, I'existence d’une borne finie commune permet de simplifier les arguments et c’est
souvent satisfait en pratique.
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LeEmME 3.18. — Soient S un schéma et A un anneau vérifiant 'hypothése 3.17. Alors, les
deux propriétés suivantes sont satisfaites :

(a) les colimites filtrantes préservent les objets projectivement ét-fibrants de
Cpl(PSh(Et/S,A)) ;

(b) pour tout U € Et/S, le foncteur HY, (U, —) : Cpl(PSh(Et/S,A)) — Mod(A) com-
mute aux colimites filtrantes.

Démonstration. — L’'implication (b) = (a) est standard. (L’argument est contenu dans
la preuve de [5, Prop. 4.5.62].) La propriété (b) se démontre de la méme manicre que [5,
Cor. 4.5.61]. On doit uniquement faire attention au fait que le petit site étale Et/S n’est pas
nécessairement de dimension cohomologique finie au sens de [5, déf. 4.5.57]. Cependant,
les lemmes 3.15 et 3.16 entrainent que les foncteurs H:, (U, —), pour U € Et/S, restreints
aux faisceaux de A-modules, sont tous nuls pour ¢ suffisamment grand. Il en découle que les
conclusions de [5, Prop. 4.5.58, Cor. 4.5.60 et Cor. 4.5.61] restent valables pour 8§ = Et/S et
M = Cpl(A). O

PRrROPOSITION 3.19. — Soient S un schéma et A un anneau satisfaisant a I’hypothése 3.17.
Alors, la catégorie triangulée DA (S, A) est compactement engendrée par les objets de la forme
Susy (X ®A)oun € Net X € Sm/S.

Démonstration. — La preuve de cette proposition est essentiellement la méme que celle de
[5, Th. 4.5.67] qui traite le cas de la topologie Nisnevich. On utilise le lemme 3.18 pour obtenir
I’analogue de [5, Prop. 4.5.62] pour le site Sm/S, muni de la topologie étale, et la catégorie
de modeéles M = Cpl(A). Les preuves de [5, Prop. 4.5.63, Cor. 4.5.64] se transportent alors
sans difficulté au cas de Cpl(PSh(Sm/S, A)) munie de la structure de mode¢les projective
(A, ét)-locale (au lieu de (A, Nis)-locale comme dans loc. cit.). Ceci permet de reprendre la
preuve de [5, Th. 4.5.67] dans la situation qui nous intéresse. O

Voici un autre énoncé connu pour les catégories DA (S, A) (cf. [6, Prop. 1.A.1]) et que nous
étendons au cas de DA®*(S, A).

PROPOSITION 3.20. — Soient I une petite catégorie cofiltrante et (X;);cy un pro-schéma.
On suppose que les morphismes de transition f;_; : X; — X; sont affines de sorte que la
limite projective X = lim;c; X; existe dans la catégorie des schémas. On suppose aussi que
X et les X; sont noethériens et qu'ils satisfont a 'hypothése 3.17 relativement a un anneau de
coefficients A.

Pour i € I, notons fooi : X — X; le morphisme canonique. Soient iqg € I, et M et N
deux objets de DA® (X;,, A). Si M est compact, alors 'homomorphisme

*

colimjer /i, hompaei(x, Ay (fiigM, fi—i,N) — hompaex ) (foomio M, foomiyN)
est bijectif. L'énoncé analogue vaut aussi pour les catégories effectives DA™ %t (— A).

Démonstration. — La preuve suit la méme stratégie que celle de [6, Prop. 1.A.1]. Pour la
commodité du lecteur, nous reprenons les arguments.

On traite uniquement le cas stable. On peut supposer que ig € I est 'objet final, qu’on
notera o. On peut aussi supposer que M = Susy 5(Y, ® A) avecn € Net Y, € Sm/X,. On
choisit un T’x_-spectre symétrique projectivement cofibrant N = (N,, ), ey qui représente N.
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On peut considérer le pro-schéma (X;);c; comme un diagramme de schémas (X, I) en
posant X (i) = X;. Onnote 7 : (X,I) — X, la projection évidente et on considére le
Tg-spectre symétrique 7*N, un objet de Spt7(Cpl(PSh(Sm/(X,I),A))). Pour i € I,

*

on a *(7*N) = f* N (ou 'on note par ¢ le morphisme de diagrammes de schémas
i: (X;,e) — (X, I) qui est I'identité sur X;). On choisit ensuite une cofibration projec-
tive stablement (A', ét)-triviale 7*N — R avec R un T'g-spectre symétrique stablement
(A, ét)-fibrant. Pour tout i € I, le morphisme évident f;, N — i*R est une cofibration
stablement (A!, ét)-triviale et i*R. est stablement (A!, ét)-fibrant. En particulier, on a des
isomorphismes canoniques

24

homp get(x, 2) (fim oM, fi,oN) = mo(Susy 5 (Yo X x, Xi) ® A),i"R) =~ Ho(i" R (Y, X x, Xi))-

Par ailleurs, pour une fléche j — 7 dans I, on a un morphisme de T’y -spectres symétriques
"R — j*R. C’est une équivalence (A, ét)-locale stable comme il découle immédia-

tement de la propriété 2 de 3 appliquée a la suite

w.e.

* N w.e. *

j—o Jj—t

*R— j*R.
De plus, on dispose d’un carré commutatif

(25) homp et (x, ) (F7o oM, fimoN) & Ho(i*Ra (Y, x x, Xi))

| |

hOmDAét(Xj7A)(f;_,OM7 4 N) <L> Ho(j*Rn(YO ><AXo XJ))

j—o
Considérons a présent le T'x -spectre symétrique R = colim;e s fo _;#*R.Ondispose d’'un
morphisme évident £, N — R quiest une équivalence (A, ét)-locale stable. En effet, les
morphismes f% _ N — f* .i*R sontdes cofibrations stablement (A, ét)-triviales (étant
donné que les f* _ . sont des foncteurs de Quillen a gauche) et le foncteur

colim; : Spt>(Cpl(PSh(Sm/(X,I),A))) — SptZ(Cpl(PSh(Sm/X,A)))

préserve les équivalences (A, ét)-locales stables (étant donné qu’il est de Quillen a gauche
et qu’il préserve les quasi-isomorphismes de complexes de préfaisceaux niveau par niveau).

Nous allons voir maintenant que le T'x-spectre symétrique R est stablement (A, ét)-fibrant.
Soientn € NetY € Sm/X. On peut trouveri € IetY; € Sm/X; telsqueY ~ Y; xx, X
(cf. [6, Lem. 1.A.2]). Il est facile de voir que

(26) R, (Y) = colimjer/; j R (Yji)

avec Yj_; = Y; xx, Xj. A Taide de cette formule et du lemme 3.21 ci-dessus, on dé-
duit que R, est ét-fibrant pour tout n. La formule (26) montre aussi que le morphisme
R, YY) — RMA%,) est un quasi-isomorphisme, ’analogue de ceci étant vrai pour les com-
plexes j*R,,. Autrement dit, R est projectivement (A1, ét)-local niveau par niveau. Il reste &
voir que c’est un -spectre, i.e., que Ry, (Y) — Ry 11(PL, 0oy ) est un quasi-isomorphisme.
Ceci est encore une conséquence immédiate de la formule (26) et du fait que les j*R sont
des Q-spectres.
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A présent, il est facile de conclure. En effet, par la discussion précédente, on a
homp s e (x Ay (oo oM foooV) = mo(Susy 5 ((Yo xx, X)®A), R) =~ Ho(R (Yo X x, X))
Mais par (26), on a

Ho (R, (Y, xx, X)) ~ colim;e; Ho(i* R (Y, xx, X;)).

Par (24), le i-éme terme de la colimite ci-dessus s’identifie @ homp et x, 2) (i, M, £ ,N).
La proposition est démontrée. O

LeEmMME 3.21. — On garde les hypothéses et les notations de la proposition 3.20 concernant
le pro-schéma (X;);cy. On note (X, I) le diagramme de schémas donné par X (i) = X;. Soit
K un complexe de préfaisceaux de A-modules sur Et/(X,I). Alors, I'homomorphisme évident

27 colim;er HE (X, " K) — H (X, colim;er f " K)

OO—”L

est bijectif. De plus, si les complexes de prefaisceaux i* K sont projectivement ét-fibrants pour
tout i € I, il en est de méme de colim;cy f* _ i*K.

OO—>Z

Démonstration. — On prouve d’abord que (27) est bijectif. Lorsque K est un préfaisceau
(placé en degré zéro), il s’agit de [2, Expo. VII, Th. 5.7]. Une récurrence facile permet
de traiter le cas ou K est borné. Pour le cas général, on écrit K = colim,ey K™ avec
K™ = 15, (0<n(K)), une troncation béte suivie d’une troncation canonique de K. Par
le lemme 3.18, les homomorphismes évidents

colim, ey HS, (X5, * K™) — H3, (X;,i*K)  pourie
i*K™) — Hg, (X, colimges £

OO—?Z

et colim, ey HE, (X, colim;ey f5

OO—”L K)
sont des bijections. Ceci démontre la premiére assertion de 1’énoncé.

La seconde assertion s’en déduit par la méthode standard. Soit w : colim;er & _,;i*K — L
une équivalence ét-locale avec L un complexe de préfaisceaux ét-fibrant sur Et/X . Nous al-
lons montrer que u est un quasi-isomorphisme de complexes de préfaisceaux, ce qui permet-
tra de conclure. Soit U € Et/X. On peut trouveri € I etU; € Et/X; telsque U ~ X x x, U;.
En utilisant que (27) est bijectif pour le pro-schéma (U;_; = X; xx, U;);j_ic1/; et la res-

triction de K a (U, I /i), on obtient que I’homomorphisme
colim;_,;er/; H (X xx, Us, 7" K) — HE (U, L)
est bijectif. Puisque j* K et L sont supposés ét-fibrants, on déduit que
COlimj—>ieI/i K(X] XX, Ul) — L(U)

est un quasi-isomorphisme. Or, le membre de gauche s’identifie a I'(U, colim,cs f2 _, j J*K).

Ceci termine la preuve du lemme. O

L’énoncé ci-dessus se déduit de la proposition 3.20 de la méme maniére que [6, Cor. 1.A.3]
se déduit de [6, Prop. 1.A.1].

COROLLAIRE 3.22. — Gardons les hypothéses et les notations de la proposition 3.20. La
sous-catégorie pleine DA (X, A) des objets compacts de DA (X, A) est équivalente a la
2-colimite des sous-catégories DAY (X;, N) des objets compacts de DA®*(X;, A). L'énoncé
analogue vaut aussi pour les catégories effectives DA ét(—, A).
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REMARQUE 3.23. — L'analogue du corollaire 3.22 pour les catégories
Ho (Cpl(PSh(Et/—, A)))
est également vrai. On peut l'obtenir a l'aide du lemme 3.21. On laisse les détails au lecteur.

On termine avec un dernier résultat bien utile en pratique.

PRrROPOSITION 3.24. — Soient S un schéma et A un anneau satisfaisant a ’hypothése 3.17.
Alors, les foncteurs z* : DA (S,A) — DA (x,A), pour x € S, forment une famille
conservative.

Démonstration. — On divise la preuve en trois étapes.

Etape A : Etant donné un point z € S, on note z' : DA**(S,A) — DA®'(x, A) le foncteur
composé gt ot! out, : {x} — S est'immersion fermée évidente et g, : © < {z} I'inclusion
du point générique de {z}. On prouve ici que la famille (z'),cs est conservative. Pour cela,
on raisonne par induction noethérienne en supposant que le résultat est prouvé pour tout
sous-schéma fermé strict de S. (Lorsque S est vide, il n’y a rien a prouver!)

Soit P € DA®(S,A) tel que z'P = 0 pour tout z € S. On cherche 2 montrer que
P = 0. Puisque DA% (S, A) est compactement engendrée (voir la proposition 3.19), il suffit
de prouver que toute fléeche @ : M — P, partante d’un objet compact M € DAét(S, A),
est nulle.

Soit i un point générique de S. Puisque n*(a) = n'(a) = 0, la proposition 3.20 montre
qu’il existe un voisinage ouvert U C S de 7 tel que j*(«) = 0 avec j : U — S l'inclusion
évidente. Autrement dit, la composition de jyj*M — M — P est nulle. Il vient que « se
factorise par le morphisme d’unité M — i,i*M avec i : Z < S I'immersion fermée
complémentaire a j. Il suffit donc de prouver que toute fléche de la forme 3 : i,i*M — P
est nulle. Par adjonction, cette fleche correspond a 3’ : i*M — i'P. Or, pour tout z € Z,
ona z'(i'P) ~ (i(2))'P = 0. L’hypothése d’induction entraine que i'P = 0. Ceci prouve le
résultat recherché.

Etape B : Pour tout z € S, on note j, : Spec(Og,) — S le morphisme évident. Considé-
rons le carré cartésien

‘TL)@

-
Spec(Ox ¢) s

L’isomorphisme de changement de base j}t,. ~ o0..g5: (cas facile de la proposition 3.5)
induit une transformation naturelle Ez*' : gt — o). Il est facile de voir qu’elle est
inversible. Pour cela, on peut utiliser la proposition 3.20 et raisonner comme dans la preuve

de [6, Cor. 1.A.4]. Vu I’étape A, on déduit aussitot que la famille (j2).es est conservative.

Etape C : On peut maintenant démontrer que la famille (z*),cs est conservative. D’aprés
I’étape B, on peut supposer que S est local et donc en particulier de dimension de Krull fini.

Dans la suite, on raisonne par récurrence sur la dimension de Krull de S. Lorsque cette
dimension est nulle, S posséde un nombre fini de points qui sont tous ouverts dans S. Le
résultat est alors clair.
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Supposons que krdim(S) > 1. Par I’étape B, on peut supposer que S est local de point
fermé s. Notons j : U = S — {s} — S l'inclusion de I'ouvert complémentaire a s. Soit
P € DA% (S, A) tel que z* P = 0 pour tout z € S. Alors, j*P est tel que u*(j*P) = 0 pour
tout u € U. Comme krdim(U) < krdim(X), on peut utiliser ’hypothése de récurrence pour
déduire que j* P = 0. D’autre part, on a par hypothese s* P = 0. On conclut que P = 0 par
I’axiome de localité. O

4. Le théoréme de rigidité relatif

Soit S un schéma de base. Rappelons que Et/S désigne la catégorie des S-schémas étales.
On munit Cpl(PSh(Et/S,A)) de la structure projective ét-locale dont les équivalences
faibles sont les morphismes de complexes de préfaisceaux induisant des isomorphismes sur
les faisceaux étales associés aux préfaisceaux d’homologie. La catégorie homotopique de
cette structure sera notée D (S, A). Elle est équivalente 2 D(Shg(Et/S, A)), la catégorie
dérivée de la catégorie abélienne des faisceaux étales de A-modules sur S.

L’inclusion évidente ¢s : Et/S < Sm/S est un morphisme de sites. En effet, la catégorie
Et/S posséde les limites finies et le foncteur g y commute (cf. [1, Expo. IV, Prop. 4.9.4]). On
en déduit aussitot que le foncteur

/5 : Cpl(PSh(Et/S,A)) — Cpl(PSh(Sm/S,A))

préserve les équivalences ét-locales. Comme il préserve aussi les cofibrations projectives, il est
de Quillen a gauche. En composant avec Sus%z, on obtient le foncteur de Quillen a gauche

i = Sus%z o1 : Cpl(PSh(Et/S,A)) — Spt%(Cpl(PSh(Sm/S, A))).
Son adjoint a droite est g, = tg« © Evg. On en déduit aussitot une adjonction
(L%, Rigy) : D®(S,A) == DA®(S,A).

Le but de ce paragraphe est d’établir le résultat suivant qu’on peut considérer comme une
version relative (stable et sans transferts!) du théoréme de rigidité de Suslin-Voevodsky
(cf. [30, Th. 7.20 et Th. 9.35]).

THEOREME 4.1. — Soient S un schéma et A une 7./ N Z-algébre avec N € N un entier inver-
sible dans Og. On suppose qu’en tout point géométrique T de S la p-dimension cohomologique
ponctuelle de I'hensélisé strict de S en T est finie si p est un nombre premier divisant N. Alors,
le foncteur Li% : D¢¢(S,A) — DA (S, A) est une équivalence de catégories.

L’hypothése de dimension cohomologique dans I’énoncé ci-dessus est trés faible. Elle est
vérifiée lorsque S est un corps ou un anneau de Dedekind. Elle aussi vérifiée si la p-dimen-
sion cohomologie ponctuelle de S est bornée pour tout diviseur premier de N. Dans [3,
Expo. X], il est conjecturé qu’elle est vérifiée pour tout schéma excellent et les travaux de
Gabber en cohomologie étale [14] permettent maintenant d’établir cette conjecture (cf. [24,
Expo. XVIII-A, Th. 1.1 and Cor. 1.2]). Ceci dit, cette hypothése servira dans la suite a
travers le résultat suivant.
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LEMME 4.2. — Soient S un schéma et A un anneau de coefficients. On suppose qu’en tout
point géométrique T de S les p-dimensions cohomologiques ponctuelles de I'hensélisé strict de S
en I sont uniformément bornées lorsque p parcourt les nombres premiers non inversibles dans A.
Alors, pour tout S-schéma de type fini X, de morphisme structural f : X — S, le foncteur

Ho o Rf, : Cpl(PSh(Et/X,A)) — Shg (Et/S, A)

commute aux colimites filtrantes.

Démonstration. — En effet, soit (K;);c; un systeme inductif filtrant de complexes de
préfaisceaux sur Et/X. On note K = colim;¢; K;. On cherche a montrer que le morphisme
canonique

COlimie] Ho(Rf*KZ) — Ho(Rf*K)
est un isomorphisme. Par [5, Cor. 4.4.42], on dispose d’une équivalence de Quillen

(act, 0¢t) : Cpl(PSh(Et/X,A)) = Cpl(She (Et/X, A))

lorsqu’on munit la source de sa structure projective (ou injective) ét-locale et le but de sa
structure injective, ou les cofibrations sont les monomorphismes et les €équivalences faibles
sont les quasi-isomorphismes de complexes de faisceaux étales. On ne restreint pas la géné-
ralité en supposant que les K; sont des complexes de faisceaux étales injectivement fibrants.
On choisit également un quasi-isomorphisme de complexes de faisceaux étales K — L
avec L injectivement fibrant. Il suffit maintenant de montrer que colim;cy f. K; — fiL est
un quasi-isomorphisme de complexes de faisceaux étales. La topologie étale étant quasi-
compacte, le foncteur f, commute aux colimites filtrantes. On cherchera donc a montrer
que f. K — f.L est un quasi-isomorphisme de complexes de faisceaux étales.

Le résultat recherché se vérifie fibre par fibre dans le topos étale de S. Soient donc Z un
point géométrique de S et T' = SP* I’hensélisé strict de S en Z. Formons un carré cartésien

y 2 x

lf’ , lf

T—8.

11 suffit alors de prouver que f.g"*K — f.g'*L est un quasi-isomorphisme de complexes
de faisceaux étales. Puisque ¢* K — ¢’* L est un quasi-isomorphisme, il suffira de voir que
fig™ K ~ Rf.g"*K et de méme pour L. Vu le lemme 3.18, (a), il est donc suffisant de prouver
que si M est un complexe de faisceaux étales injectivement fibrant sur Et/ X, alors g"* (M)
est au moins un complexe de préfaisceaux projectivement ét-fibrant.

Ecrivons M = colim, ey o<, M, avec o<, 1a troncation béte. En appliquant une deuxi¢me
fois le lemme 3.18, (a), on voit qu’il suffit de montrer que g"* (o<, M) est projectivement
ét-fibrant pour tout n. Puisque M est injectivement fibrant, les faisceaux M,., pour r € Z,
sont injectifs. En particulier, H, (U, M,) = 0 pour tout U € Et/X et s € N — {0}. En utili-
sant [2, Expo. VII, Th. 5.7] (et le fait que g est pro-étale) on déduit aussitot que les faisceaux
9'* M, sont acycliques. En particulier, ils sont projectivement ét-fibrants, vus comme com-
plexes de préfaisceaux sur Et/Y. Une récurrence simple montre alors que les complexes de
préfaisceaux o> _m g™ (o<, M) sont projectivement ét-fibrants pour tout m € N. En écrivant
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9 (0<nM) = limpen 0>—mg™* (0<n M), il ’ensuit que g"* (o<, M) est lui-méme projective-
ment ét-fibrant. Ceci termine la preuve du lemme. O

Le point de départ de notre preuve du théoréme 4.1 est un résultat de rigidité a la
Suslin-Voevodsky obtenu par Rondigs et Ostver [42]. Nous présentons ici une forme re-
maniée de ce résultat, mieux adaptée a nos besoins. Pour cela, nous devons reprendre
quelques arguments de [42]. Soient &k un corps algébriquement clos et C' une k-courbe affine
et lisse. Le groupe Div(C), des diviseurs de C, est le Z-module librement engendré par
I’ensemble C'(k) des points fermés de C. Un tel point ¢ € C(k) induit un morphisme de
préfaisceaux c: Spec(k) ® A — C ® A. Par linéarité, on déduit un homomorphisme de
groupes abéliens

(28) Div(C) — hompse 0, (Spec(k) ® A,C ® A).

(Ci-dessus, on désigne par abus de notation X ® A le motif dans DAét(k,A) associé
a X € Sm/k, ie., le T-spectre symétrique Sus%E(X ® A).) Soit C' une compactifi-
cation lisse de C' (unique a un isomorphisme prés). On dispose alors d’une surjection
Div(C) —» Pic(C, Z), ou Pic(C, Z) est le groupe de Picard relatif de la paire (C, Z) avec
Z = C — C (cf. [30, Def. 7.10]). L’énoncé suivant ne fait aucune hypothése sur I’anneau A.

LEMME 4.3. — Lhomomorphisme (28) se factorise a travers Pic(C, Z).

Démonstration. — 11 s’agit d’une conséquence immédiate de [42, Th. 4.6]. En effet, il existe
un foncteur évident SH(k) — DA (k, A) qui envoie X, sur X ® A pour tout X € Sm/k.
(C’est le foncteur (164) (avec T = ét) composé avec le foncteur de changement de topologie
aet : SH(S) — SH(S).) De plus, on a un triangle commutatif

Div(C) —— homgpx)(Spec(k)+, Cy)

|

homp s et (5, 2)(Spec(k) ® A,C ® A).
Or, [42, Th. 4.6] affirme que la fléche horizontale se factorise a travers Pic(C, Z). O

COROLLAIRE 4.4. — Soient k un corps séparablement clos et A une Z/NZ-algébre avec
N € N un entier inversible dans k. Soient X un k-schéma quasi-projectif, lisse et connexe, et
xo, x1 € X (k). Alors, pour tout objet M € DA (k, A), les deux homomorphismes

Ty, o7 hompaer 2) (X ® A, M) — homp ey 2)(Spec(k) ® A, M)

sont égaux.

Démonstration. — Soit I /k une extension finie et donc nécessairement totalement insépa-
rable. On désigne par e : Spec(l) — Spec(k) le morphisme associé¢. D’aprés le théoreme 3.9
(joint & [4, Prop. 2.1.163]), le foncteur e* : DA®*(k, A) — DA®(I, A) est une équivalence
de catégories. On peut donc remplacer k, X et M parl, X ®j!l et e* M. En utilisant la propo-
sition 3.20, on peut méme remplacer k, X et M par k, X ®y k et le « pull-back » de M suivant
Spec(k) — Spec(k), avec k une cloture algébrique de k. Autrement dit, on ne restreint pas
la généralité en supposant que k est algébriquement clos.
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Par ailleurs, on peut aussi supposer que X est une courbe affine, lisse et connexe que I’'on
notera C'. (En effet, il existe une telle courbe C C X qui contient les points zq et x1.) Le
diviseur [zg] — [z;] appartient au noyau de I’homomorphisme deg : Pic(C, Z) — Z, que
I'on note Pic’(C, Z). D’aprés le lemme 4.3, il suffit alors de prouver que la classe de [zq] — 1]
est nulle dans Pic®(C, Z) ® Z/NZ. Mais ce groupe est lui-méme nul puisque Pic’(C, Z) est
divisible. En effet, ce dernier s’identifie au groupe des k-points d’une variété semi-abélienne,
la variété d’Albanese de C'. Le corollaire est démontré. O

Nous arrivons maintenant au théoréme de rigidité de Rondigs et Ostveer [42, Th. 1.1]
adapté au contexte qui nous intéresse.

PROPOSITION 4.5. — Soient k un corps séparablement clos et A une 7 /N Z-algébre avec
N € Nun entier inversible dans k. Soit K / k une extension avec K séparablement clos et notons
e : Spec(K) — Spec(k) le morphisme associé. Alors, le foncteur e* : DA®*(k, A) — DA% (K, A)
est pleinement fidéle.(®

Démonstration. — Soient M et P des objets de DA®*(k,A). Il s’agit de montrer que
I’homomorphisme

(29) hOHlDAéc(k,A)(M, P) — homDAét(K,A)(e*Mv e*P)

est une bijection. D’aprés la proposition 3.19, la catégorie DA (k, A) est compacte-
ment engendrée. Etant donné que e* commute aux sommes infinies, on voit que si ’ho-
momorphisme (29) est inversible pour M compact il I’est aussi pour tout M. On peut
alors supposer que M est un objet compact et donc fortement dualisable (voir [38] ou
encore [6, Lem. 1.3.29]). Puisque e* est un foncteur monoidal, on peut méme supposer
que M = Sus%’E(Spec(k) ® A), I'objet unité de DA®*(k, A), quitte a remplacer P par
Hom(M, P).

Soient [/k une extension finie totalement inséparable de k et L/K I’extension composée
de K et . En utilisant le théoréme 3.9 (joint a [4, Prop. 2.1.163]) on voit qu’on peut rempla-
cer ket K parlet L. En utilisant la proposition 3.20, on peut méme remplacer k par sa cloture
algébrique. En particulier, on ne restreint pas la généralité en supposant que I’extension K /k
est séparable, i.e., que K est 'union filtrante de ses sous-k-algeébres lisses.

Le reste de la preuve est une application standard du corollaire 4.4. Rappelons qu’on
cherche a montrer que ’homomorphisme

(30) homp g et (1,4 (Spec(k) ® A, P) — hompaeck a)(Spec(K) ® A, e*P)

est une bijection. L'injectivité est facile. Soit & € homp et (g, o) (Spec(k) ® A, P) un élément
du noyau de (30). D’apres la proposition 3.20, il existe une sous-k-algebre lisse A C K telle
que I'image de « est dans le noyau de ’'homomorphisme

31 homp g et (5,2)(Spec(k) ® A, P) — hompaeia,a)(Spec(4) ® A, e P)

avec ey : Spec(A) — Spec(k) le morphisme évident. Or, ’homomorphisme (31) admet des
rétractions induites par les k-points de la k-variété lisse Spec(A). (De tels k-points existent
puisque k est séparablement clos.) Il en découle que a = 0.

(®) En fait, d’apreés le théoréme 4.1, le foncteur e* est méme une équivalence de catégories. La situation est différente
de celle de [42, Th. 1.1] ou le foncteur analogue n’est pas essentiellement surjectif.
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Pour montrer la surjectivit¢ de (30) on fixe B € hompyet(k,p)(Spec(K) @ A, e*P).
D’aprés la proposition 3.20, il existe une sous-k-algébre lisse B C K et
Bo € homp e a)(Spec(B) ® A,epP) qui est un antécédent de 3 par le morphisme
évident. Dans la suite, on note X = Spec(B) et f =ep: X — Spec(k) le morphisme
évident. On note aussi fx : Xx — Spec(K) le changement de base de f suivant e et
e’ : Xig — X la projection évidente. Onaeo fir = foe'.

Fixons un k-point z € X (k). Il induit un K -point xx € X (K). D’autre part, I'inclusion
B — K induit un K-point « générique » n € X (K). D’aprés le corollaire 4.4 (et un petit
jeu d’adjonction), les deux morphismes

Th, N hompaerx, A (XK ® A, fre"P) — hompaex a)(Spec(K) ® A, e"P)

coincident. Or, il est clair que 5 = n*e’*(8p). On en déduit alors que 5 = z}.e"*(8y) = e*z* .
Autrement dit, 3 est égal a 'image de x* 3y par ’'homomorphisme (30). O

La discussion précédente nous permettra d’établir le théoréme 4.1 lorsque S est le spectre
d’un corps (vérifiant une condition technique dont on se débarrassera plus tard).

LEMME 4.6. — Le théoréme4.1 est vrailorsque S = Spec(k) avec k un corps de p-dimension
cohomologique finie pour tout nombre premier p divisant N.

Démonstration. — Pour la preuve nous travaillerons avec les T-spectres non symé-
triques en complexes de préfaisceaux sur Sm/k. Ceci est possible par [5, Th. 4.3.79].
En effet, I'analogue de [5, Lem. 4.5.65] est vrai dans DA% (k A) ™ et le foncteur
RHom (T}, —) = Rhom((PP}, o), —) commute aux compositions transfinies (cf. [5, Hyp. 4.3.56])
sous I’hypothése de finitude cohomologique de ’énoncé.

Nous divisons la preuve en trois étapes. A la fin de la troisiéme étape, nous obtiendrons que
le foncteur Riy, est une équivalence de catégories ce qui démontre bien le résultat recherché.

Etape A : Soit E un T-spectre (non symétrique) en complexes de préfaisceaux sur Sm/k
et supposons qu’il est projectivement stablement (A!, ét)-fibrant. Soit K/k une extension
séparable de type fini. Fixons des clotures séparables kP et K*°P de k et K, ainsi qu'un
morphisme de k-extensions k%P < K5°P. Pour n € N, considérons le morphisme de
complexes

32) E, (k5?) — E, (K*P).

(Etant donnés un préfaisceau F' sur Sm/k et une k-algébre A qui est la réunion filtrante
de ses sous-k-algebres lisses, nous notons F'(A) la colimite filtrante des F'(Spec(A4)) ou A
parcourt les sous-algébres lisses de A.) Sur le m-iéme module d’homologie (pour m € Z) le
morphisme (32) s’identifie, aux isomorphismes canoniques pres, avec I’homomorphisme
(33)

homp g ét (gsen 2) (Susy (Acst[m]), Ejgser) — homp aee(gsen p) (Sust(Acst[m]), Ejgeeen).

(Ci-dessus, Acs; est le préfaisceau constant de valeur A, et Ejgser €t E|geer sont les « pull-
back » de E suivant les morphismes associés aux extensions k%P /k et K*°P /k.) Pour obtenir

(M Notons au passage que la preuve de [5, Lem. 4.5.65] contient une erreur. En effet, le groupe G£g(3) n’agit pas
sur Cof (Gm¥ ® 1 — A3 ® 1). Il agit toutefois sur Cof (A% — 0g) ® 1 — A% ® 1) et ceci est suffisant pour
conclure puisque cette cofibre s’identifie d’'une maniére X3-équivariante a la précédente modulo un shift.
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cette identification, nous avons besoin de la proposition 3.20 (d’ou I'utilité de la finitude
de certaines p-dimensions cohomologiques de k). Elle permet d’écrire (33) comme une
colimite d’homomorphismes qu’on identifie, par adjonction, avec les homomorphismes
H,.(E,()) — H,,(E,(L)) ou I/k est une extension finie contenue dans kP et L est une
l-algebre lisse contenue dans K*°P. Ceci dit, on peut maintenant appliquer la proposition 4.5
pour déduire que le morphisme de complexes (32) est un quasi-isomorphisme.

Considérons a présent le morphisme de complexes de préfaisceaux

(34) titix(En) — Ep.

D’apres la discussion précédente, ce morphisme est un quasi-isomorphisme lorsqu’on
I’évalue sur la cloture séparable K*°P d’une extension séparable K/k. (En effet, on a un
isomorphisme canonique (¢ ik« (Ep))(K*P) =~ E,, (k*°P).) Par ailleurs, les complexes de
préfaisceaux E,, et ¢} i, (Ey,) sont tous les deux Al-locaux. Pour le premier, c’est clair
puisque E,, est supposé (A, ét)-fibrant, et pour le second, on utilise le lemme 4.7 ci-dessous.
En considérant le cone du morphisme (34) et en utilisant le lemme 4.8 ci-dessous on déduit
en fin de compte que (34) est une équivalence ét-locale.

Etape B : On prouve ici que le foncteur Riy, : DA®*(k, A) — D% (k, A) est pleinement fi-
dele. Soient E et F des T-spectres (non symétriques) en complexes de préfaisceaux sur Sm/k,
et supposons qu’ils sont projectivement stablement (A, ét)-fibrants. Supposons aussi que
E est projectivement cofibrant niveau par niveau. On cherche a calculer homp g et 4, a) (E, F).
Pour r € N, on note E(") le T-spectre défini par :

E, si n<r,
(E(T))n = .
T2 " @E,sin>r+ 1.

(Les morphismes d’assemblage sont ceux que I’on pense.) On a alors des morphismes évi-
dents E — E(+1D et on peut écrire E = colim,cy E(). Or, les N-colimites préservent
les équivalences (A!,ét)-locales. (Pour démontrer cela, on peut utiliser [5, Lem. 4.2.69]
et le fait que les N-colimites préservent les quasi-isomorphismes de complexes de préfais-
ceaux.) On en déduit que la colimite des E(") coincide avec leur colimite homotopique.
Autrement dit, on a un isomorphisme canonique

E ~ hocolim,cy E™
dans la catégorie triangulée DAét(k, A). Ceci fournit un triangle distingué

(35) @E(” — @E(” — E —.
reN reN

On en déduit facilement une suite exacte courte (de Milnor)

0— 111111\11 homDAét(k A) (E(T), F[—].]) — hOI’IlDl,g‘ét(/C A) (E, F) — hn]\ll homDAét(k A) (E(T), F) —0.
re ’ ’ re )

Il suffira alors de montrer que les morphismes de transition dans les systémes projectifs

(36) (homDAét(k’A)(E(T),F))TGN et (homDAét(k,A)(E“‘),F[—1]))

sont des isomorphismes. En effet, si c’est le cas, on obtient des isomorphismes canoniques

reN

homDAéc(kJ\) (E, F) ~ homDAét(k,A) (E(O), F) >~ hOInDAeff,ét(kJ\) (EQ, FO)
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Or, d’aprées I’étape A, le morphisme de co-unité ¢}t Fo — Fg est une équivalence ét-locale.
On en déduit un isomorphisme canonique homp s e, & (Eo, Fo) = hompet (g, o) (tr+Eo, tr+Fo).
Il en découle que ’'homomorphisme

hOmDAét(k,A) (E, F) — homDét(k7A)(Lk*E0, Lk*Fo)

est inversible. Et c’est ce qu’on cherchait a démontrer dans cette étape.

Il nous reste a vérifier que les systémes projectifs (36) sont constants. Bien entendu, il suffit
de considérer le premier systéme. On dispose d’un morphisme canonique Sus}(E,) — E(")
qui est un isomorphisme & partir du r-iéme niveau. C’est donc une équivalence (A', ét)-locale
stable d’aprés [5, Lem. 4.3.59]. Ceci fournit des isomorphismes canoniques

homDAét(k,A) (E(T), F) >~ homDAét(k’A) (S].ISTT(]'ET)7 F) ~ hOHlDAeff, ét (k,A) (E’m FT)

Modulo ces identifications, le r-iéme morphisme de transition du systéme projectif (36) est
donné par
(37)

hOIIlDAeff, &t (k,A) (ET+1 y FT+1) — hOIIlDAeff, ét(k,A) (M(Tk, ET+1), M(Tk, FT+1))

compos¢ avec I'isomorphisme
hOIIlDAeff, 8t (k,A) (Hom(Tk, ET+1), Hom (Tk, Fr+1)) ~ hOIIlDAeff, 8t (k,A) (Er, FT)

déduit du fait que E et F sont des Q2-spectres. Pour terminer, il nous reste donc a voir que (37)
est un isomorphisme. Pour cela, on utilise I’étape A pour réécrire ce morphisme de la maniére
suivante :

(38) hompper, ev (2 (L3 A, 1, B) — homp e, et g, o) (RHom(T, 1 A), RHom (T, 1 B))

avec A =t E, 11 et B = 1, F, 1. Or, il est immédiat de voir que RHom(T}, ¢ A) =~
15 (A(—1))[—-2] et de méme pour B. (Ici, —(—1) désigne le twist de Tate usuel pour les
faisceaux étales.) Ceci permet de conclure.

Etape C : Pour terminer la preuve du lemme, il nous reste & montrer que Riy, est essen-
tiellement surjectif. Pour cela, on fixe un complexe de préfaisceaux K sur Et/k. On ne res-
treint pas la généralité en supposant que K est projectivement cofibrant. Pour tout n € N,
on choisit une équivalence ét-locale ¢}, (K (n))[2n] — L, avec L,, un complexe de préfais-
ceaux projectivement ét-fibrant sur Sm/k. Alors, d’apres le sous-lemme 4.7, L,, est projec-
tivement (Al, ét)-fibrant. De plus, il est aussi projectivement cofibrant. Par ailleurs, dans
DA™ € (k. A), on a un isomorphisme

1y (K (n))[2n] ~ RHom(T}, 1 (K (n + 1))[2n + 2)).

Il existe alors un quasi-isomorphisme de complexes de préfaisceaux L,, — Hom(Tk, Ly, +1)
qui réalise cet isomorphisme. Par adjonction, on déduit un morphisme 7, : Tp, ® L, — Ly41.
Le T-spectre (non symétrique) L = (L., vn)nen €st projectivement stablement (A, ét)-fi-
brant. De plus, Rig. (L) = t.Lo est isomorphe a K dans D®(k, A) par construction. [

SoUS-LEMME 4.7. — Soient S un schéma et A une 7Z/NZ-algébre avec N € N un entier
inversible dans Og. On suppose qu’en tout point géométrique T de S la p-dimension cohomolo-
gique ponctuelle du hensélisé strict de S en T est finie si p est un nombre premier divisant N . Soit
K un complexe de préfaisceaux sur Et/S. Alors, J5(K) est un objet A'-local de la catégorie
Ho (Cpl(PSh(Sm/S, A))).
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Démonstration. — 11s’agit essentiellement d’une reformulation de I'invariance par homo-
topie de la cohomologie étale [3, Expo. XV, Cor. 2.2]. En effet, dire que ¢%(K) est Al-local
revient a dire que ’homomorphisme

(39) HZ (X, 05 (K)me/x) — He (A, 05(K) geyan)

est inversible pour tout X € Sm/S. (On utilise ici implicitement [5, Th. 4.4.60] appliqué
au pré-morphisme de sites induit par I'inclusion Et/X < Sm/S pour s’assurer que la
restriction a Et/X d’un complexe de préfaisceaux projectivement ét-fibrant sur Sm/.S est
encore projectivement ét-fibrant.) Or, il est clair que ¢5(K)ge/ar = p*(L5(K)me/x) o0
p : Al — X est la projection évidente et p* : PSh(Et/X,A) — PSh(Et/AL A) le
foncteur image inverse. Avec L = 15(K) gt/ x il nous faut donc prouver que I’homomor-
phisme Hg, (X, L) — Hg, (Ak,p*(L)) est inversible. Il est en fait suffisant de prouver que
le morphisme d’unité L — Rp.p*(L) est un isomorphisme dans D**(X, A). En utilisant le
lemme 4.2 et en écrivant L = colim, ey 0<, (7>_5 (L)), on se ramene au cas ou L est borné.
Une récurrence immédiate nous raméne au cas ou L est concentré en degré zéro. On peut
maintenant appliquer [3, Expo. XV, Cor. 2.2] pour conclure. O

SOUS-LEMME 4.8. — Soit k un corps et supposons que les p-dimensions cohomologiques de k
sont uniformément bornées lorsque p parcourt les nombres premiers non inversibles dans A. Soit
M un complexe de préfaisceaux sur Sm/k. Supposons que M est A'-local et que pour toute
extension séparable de type fini K/k, M (K3P) ~ 0 dans D(A). ( Bien entendu, K*°P est une
cléture séparable de K.) Alors, M ~ 0 dans DA®™ ¢ (k, A).

Démonstration. — On peut supposer que M est projectivement (A, ét)-fibrant. La fini-
tude des p-dimensions cohomologiques assure que M (K) ~ RT'(Gal(K*®?/K), M (K*°P))
ce qui montre que le complexe M (K') est contractile. Dans la suite, nous allons considérer M
comme un objet de DAeg(k, A), la catégorie des motifs sans transferts et pour la topologie
Nisnevich, et nous montrerons que M est isomorphe a I’objet nul dans cette catégorie.

Par le théoréme de A'-connexité stable de Morel [33], les foncteurs de troncations de
la t-structure usuelle sur D(Shyis(Sm/k, A)) préservent la sous-catégorie DA (k, A). Ils
induisent donc une t¢-structure sur cette derniére. Elle est appelée la ¢-structure homoto-
pique et son ceeur est canoniquement équivalent a la catégorie des faisceaux Nisnevich
strictement invariants par homotopie. Il suffit de montrer que les faisceaux Nisnevich
h;(M) = anisHi(—, M) sont nuls pour tout ¢ € Z. D’aprées ce qui précéde, on sait que
h;(M)(K) = 0 pour toute extension de type fini K de k. Or, si F' est un faisceau Nisnevich
strictement invariant par homotopie, les morphismes de restrictions F'(X) — F(U) sont
injectifs pour toute immersion ouverte d’image dense U < X. (On se rameéne pour cela au
cas ol Z = X — U est lisse de faisceau normal libre de rang d > 1. On a alors par pureté
une suite exacte

hOmDAeff(kJ\)(MeH(Z)(d)[2d],F) — F(X) — F(U)

avec M (Z) le motif effectif de Z, i.e., le préfaisceau Z ® A vu comme objet de DA™ (k, A).
Le membre de gauche de cette suite exacte est nul. En effet,

M (2)(d)[2d] = [Z xx (Gmy, 1)"] @ Ald]
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est strictement positif pour la ¢-structure homotopique alors que F' est dans le ceeur.) Ceci
entraine que les h; (M) sont nuls. Le sous-lemme est démontré. O

Notons le résultat suivant qui nous sera utile plus tard.

COROLLAIRE 4.9. — Soient k un corps et A une Z/NZ-algébre avec N € N un entier
inversible dans k. On suppose que la p-dimension cohomologique de k est finie pour tout nombre
premier divisant N. Soit K un complexe de préfaisceaux sur Et/k. Alors, pour tout r € N, il
existe un isomorphisme canonique ¢} (K (r))[2r] ~ REv,(Li5(K)) dans DA€ (k, A).

Démonstration. — En effet, Li} (K) est un antécédent (2 isomorphisme pres) de K par
I’équivalence Riy,. Un tel antécédent a été construit dans ’étape C de la preuve du lemme 4.6.
Le résultat recherché est une conséquence immédiate de cette construction. O

La preuve du résultat ci-dessous repose sur le lemme 4.6.

PROPOSITION 4.10. — Soient S un schéma et A une 7 /NZ-algébre avec N € N un en-
tier inversible dans Og. Il existe un morphisme canonique ag:Ts — v5(A(1))[2] dans
DA€ (S ). 1l est donné par la composition de

(Ps,005) ® A = (Ag = 0s,15) ® A[1] — 0 @z A[1] = J5(A(1))[2],

ol la fleche du milieu envoie un X -point f : X — Ay —0g = S[t,t™ ], pour X € Sm/S, sur
la fonction inversible t o f € O*(X) et le dernier isomorphisme est déduit de la suite exacte
courte de faisceaux étales
0 — (un) — 0% 5 0% 0.
De plus, le morphisme
Sust (Ts) — Lis(A(1))[2],

obtenu en appliquant LSusga’E a ag, est un isomorphisme dans DAét(S, A).

Démonstration. — Seule la derniére assertion nécessite une preuve. Remarquons d’abord
que ag est compatible au changement de base, i.e.,sig : T — S est un morphisme de sché-
mas, alors g*(as) = ar. Il suffit donc de prouver la proposition pour S = Spec(Z[1/N]).
En utilisant la proposition 3.24, on se raméne au cas ou S = Spec(k), avec k un corps de
p-dimension cohomologique finie pour tout nombre premier p divisant N. (Si N est pair, il
faut ¢également utiliser le lemme 3.4 afin de remplacer QQ par une extension totalement ima-
ginaire.)

Encore une fois, nous pouvons travailler avec les T-spectres non symétriques (cf. le début
de la preuve du lemme 4.6) et c’est ce que nous ferons. L’endofoncteur hom((Py, o), —) de la
catégorie Spt,(Cpl(PSh(Sm/k, A))) est une équivalence de Quillen a droite relativement
a la structure (Al, ét)-locale stable (cf. [5, Th. 4.3.38]). II suffit donc de prouver que le
morphisme

Rhom (P}, 00), Susy(Tx)) — Rhom((Py, 00), Ly (A(1))[2])
est un isomorphisme dans DAét(k, A). Par ailleurs, le morphisme canonique

Susy (Aes;) — Rhom((P}, 00), Susy (7)),
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avec A, = 11 (A) le préfaisceau constant de valeur A, est inversible dans DA (k, A). Il suffit
donc de prouver que le morphisme

(40) Lj(A(0)) = Susf(Acst) — Rhom((P}, 00), Lk (A(1)[2]),

donné au niveau zéro par le morphisme «;, : Ay — RHom (T}, ¢;(A(1))[2]) qui envoie 1
sur ay, est inversible dans DA (k, A). Or, le calcul de la cohomologie étale de la droite pro-
jective montre que le morphisme o, est un isomorphisme dans DA ¢ (k,A). En utilisant le
corollaire 4.9, on déduit aussitot que le morphisme (40) devient un isomorphisme lorsqu’on

lui applique REvy. Il est donc lui-méme un isomorphisme puisque Rig, = Rigs o REvq est
une équivalence de catégories par le lemme 4.6. O

COROLLAIRE 4.11. — Avec les notations et sous les hypothéses du théoréme 4.1, le mor-
phisme d’'unité id — Lig, o RTE est inversible.

Démonstration. — Comme dans la preuve du lemme 4.6, nous pouvons travailler avec
les T-spectres non symétriques. (On utilise le lemme 4.2 pour s’assurer que RHom(Ts, —)
commute aux compositions transfinies.) Soit X un complexe de préfaisceaux sur Et/S que
nous supposerons projectivement cofibrant. D’apres [5, Th. 4.3.61], il s’agit de montrer que
le morphisme évident

(41) sK — hocoll\%m RHom (T$™, T&" ® L5 K)
ne

est inversible dans DA™ ¢*(S, A). Vu le lemme 4.2, il revient au méme de montrer que le
morphisme évident

42) K — hocolim RHom <T§3’", hocolim RHom (T$™, TS ® Lj;K)>
ne me
est inversible dans DA™ €(S, A). D’apreés la proposition 4.10, on dispose d’un morphisme
ol i TE" @ K — G5(An))[2n] ® 5(K) = i5(K (n))[2n]
qui devient un isomorphisme dans DA (S, A) aprés I'application du foncteur Sus. Ceci
entraine, par une deuxiéme application de [5, Th. 4.3.61], que le morphisme

hocolim RHom (T$™, T&™ " ® 15K) %5 hocolim RHom (TE™, TE™ ® v5(K (n))[2n])

meN meN

est inversible dans DA™ ¢* (S, A). 1l suffit donc de prouver que le morphisme
43) K — hocolim RHom (Tg’”,hocggm RHom (T§™, TE™ ® Lg(K(n))[Qn])> ,

obtenu en composant (42) avec le morphisme déduit des ag, est inversible dans DA é (S,A).
En commutant les foncteurs RHom (T, —) avec les colimites homotopiques de N-suites, ce
qui est justifié par le lemme 4.2, on peut réécrire le morphisme (43) de la maniére suivante :

44) K — hocolim RHom (Tk;@m,ho%l\lim RHom (T&", TE™ ® Lg(K(n))pn])) :

Pour tout n € N, on choisit une équivalence ét-locale ¢ 5 (K (n))[2n] — L, avec L, un
complexe de préfaisceaux projectivement ét-fibrant sur Sm/S. Alors, d’aprés le sous-
lemme 4.7, L,, est projectivement (A, ét)-fibrant. Puisque ¢ (K (n))[2n] est projectivement
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cofibrant, on peut aussi supposer que L,, est projectivement cofibrant. Par ailleurs, dans
DA°T€ (S, A), on a un isomorphisme

5(K (n))[2n] ~ RHom (T, 5 (K (n + 1))[2n + 2])..

Il existe alors un quasi-isomorphisme de complexes de préfaisceaux L,, — Hom(T’s, Ly, 1)
qui réalise cet isomorphisme. Par adjonction, on déduit des morphismes v, : Ts @ L,, — Ly, 41
et donc un T-spectre (non symétrique) L = (Ly,, 7, )nen qui est projectivement stablement
(A%, ét)-fibrant. Considérons maintenant le morphisme de T-spectres non symétriques

ad (T[?m ® L")neN — (t5(A(m))[2m] ® Ln) ey -

Ce morphisme correspond dans DA® (S, A) a SusoTj (o) ®idy,. I1'y est donc inversible par
la proposition 4.10. Joignant ceci a [5, Th. 4.3.61], on obtient que la colimite homotopique
suivant n € N des morphismes

RHom (72", 7™ ® 15(K (n)[2n]) > RHom (TZ", (K (m + n))[2(m + n)])

est un isomorphisme dans DA% ét(S, A). En injectant ceci dans (44), on se rameéne a mon-
trer que le morphisme

(45) sK — hocggm RHom (Tg’m, hocggm RHom (T&", 5 (K (m + n))[2(m + n)]))

est inversible dans DA ét(S, A). Il est équivalent de montrer que

(46) K — hocg%}im RHom (T&", u5(K (n))[n])
n
est inversible dans DA™ €% (S, A). Ceci est clair. O

On continue avec deux lemmes faciles traitant de la commutation des foncteurs Li% avec
certaines opérations de Grothendieck.

LEMME 4.12. — (a) Soit f : Y — X un morphisme de schémas. 1l existe des isomor-
phismes canoniques
47 Lf* oLy ~ Lij oLf" et Rfs« o Riy. ~ Rix, o Rf..

( Ci-dessus, Lf* et Rf, désignent les foncteurs « image inverse » et « image direct » pour
les catégories D¢ (—, A) et DA (—, A).)
(b) Soitu:U — X un morphisme étale. 1l existe alors un isomorphisme canonique

(48) Lug o Lif; ~ Li% o Luy et Lu* o Rixs ~ Riy, o Lu™.
( Ci-dessus, Luy désigne 'adjoint a gauche du foncteur Lu* pour les catégories D (—, A)

et DA% (-, A).)

Démonstration. — 11 suffit de construire les isomorphismes (47) et (48) au niveau des
catégories de modeéles, ce qui est immédiat. O

Le résultat suivant est plus intéressant. Il repose d une manicre essentielle sur ’axiome de
localité qui est satisfait dans DA (—, A) et D% (—, A).
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LEMME 4.13. — Soient s : Z — X une immersion fermée. Alors, le morphisme canonique
(49) Li% o Rsx — Rs, o Li%

est inversible.

Démonstration. — Soit j : U — X I'immersion ouverte complémentaire a s. La paire
(Lj*,Ls*) est conservative sur D®*(X, A). Il suffit donc de prouver que (49) est inversible
aprés application de Lj* et Ls*. Or, Lj*Li% Rs, ~ ij;Lj*Rs, ~ 0 et Lj*Rs,Li}, ~ 0. D’autre
part, Ls*Li% Rs, >~ Li;,Ls*Rs, ~ Li}; et Ls*Rs,Li} ~ Li},. Le lemme est démontré. O

On est maintenant en mesure d’achever la preuve du théoreme 4.1.

Démonstration. — On suppose d’abord que S est de dimension de Krull finie et de p-di-
mension cohomologique ponctuelle finie pour tout nombre premier p divisant N. On mon-
trera que le foncteur LZ% est une équivalence de catégories par induction noethérienne. Ainsi,
on supposera que le résultat correspondant est vrai pour tout sous-schéma fermé strict de S.
D’apres le corollaire 4.11, le foncteur Li% est pleinement fidele. 11 suffit donc de voir que
DA®(S, A) est égale a sa plus petite sous-catégorie triangulée, notée provisoirement T, stable
par sommes infinies et contenant L (Dét (S, A)) .Puisque DA (S, A) est compactement en-
gendrée (cf. la proposition 3.19), il suffit de prouver que tout objet compact appartient a J.
On fixe donc M, un objet compact de DA (S, A). Soit n un point générique de S. D’apreés le
lemme 4.6, 'objet * M € DA (k(n), A) appartient 4 I'image du foncteur LZy, qui est méme
une équivalence de catégories. On peut donc trouver un objet compact K € D% (k(n), A)
tel que Liy (K) ~ n*M. En utilisant la remarque 3.23, on peut aussi trouver un objet com-
pact L € D*(S,A) tel que n*(L) ~ K. En utilisant le lemme 4.12, on obtient en fin de
compte un isomorphisme n*(Li5L) ~ n* M. Par la proposition 3.20, il existe alors une im-
mersion ouverte j : U <— S dont I'image contient 7 et un isomorphisme j*(L{5L) ~ j*M.
On en déduit, a I'aide du lemme 4.12, un triangle distingué

Lig(jys* L) — M — s.s"M —

ou s: Z — S est 'immersion fermée complémentaire a j. Or, par 'hypothése de récur-
rence appliquée & Z, I'objet s* M est dans I'image de Li%, i.e., il existe E € D¢ (Z, A) tel
que s*M ~ Li}, E. Du lemme 4.13, on déduit que s.s*M ~ Li%(s.E). Ceci démontre le
résultat recherché.

Il reste encore a nous débarrasser de ’hypothese de finitude des p-dimensions cohomo-
logiques ponctuelles de S pour ne retenir que la finitude des p-dimensions cohomologiques
ponctuelles des hensélisés stricts de .S. Vu le corollaire 4.11, il s’agit de prouver que le mor-
phisme de co-unité Li§ o Rig, — id est inversible. Cette question est locale pour la topo-
logie étale sur S. (Utiliser pour cela le lemme 4.12.) On peut donc supposer que S est affine
et que v/—1 € O(S) si N est pair. On raisonne ensuite comme au début, i.e., on utilise le
corollaire 4.11 pour se ramener a prouver que DAét(S, A) est égale a sa plus petite sous-
catégorie triangulée stable par sommes infinies et contenant Li (Dét (S, A)) . D’apreés la pro-
position 3.7, il suffit de prouver que M = Sus} 5,(X ® A) est dans Li (D (S, A)) pour tout
n € Net X € Sm/S. On peut trouver un schéma affine Sy de type fini sur sur Z[1/N], et
méme sur Z[v/—1,1/N] si N est pair, et Xy € Sm/Sy tels que X ~ S x5, X pour un certain
morphisme g : S — Sp. Onaalors M = ¢* My avec My = Susy 5 (Xo ® A). Puisque Sy est
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de p-dimension cohomologique ponctuelle finie pour tout diviseur premier p de NV, on sait
d’apres ce qui précede que My ~ Lig Ko pour un certain Ko € D®(Sy, A). En utilisant le
lemme 4.12, on obtient en fin de compte que M ~ Li%(g* Ky). Ceci termine la preuve. [

Le corollaire suivant est utile.

COROLLAIRE 4.14. — Gardons les notations et les hypotheéses du théoréme 4.1. Soit F
un T-spectre symétrique en complexes de préfaisceaux de A-modules sur Sm/S. Supposons
que F est projectivement stablement (Al, ét)-fibrant. Alors, pour tout n € N, le morphisme
canonique t515.F,, — Fo, est une équivalence ét-locale et il existe un isomorphisme canonique
t5+Fpn =~ (15.F0)(n)[2n] dans D (S, A).

Démonstration. — Montrons d’abord que ¢5ts.F,, — F,, est une équivalence ét-locale.
Quitte a remplacer F par s™ F, on peut supposer que n = 0. Soit X un S-schéma lisse et notons
f: X — Slemorphisme structural. Il suffit de montrer que (¢5t5+Fo) |5/ x — (Fo)jgs/x
est une équivalence ét-locale de préfaisceaux sur le petit site étale de X. Or, (¢5t5+Fo) e/ x
s’identifie & f*(t5.Fo) = f*is«F alors que (Fo) g/ x s'identifie & tx.f*Fo = ix.f*F. De
plus, modulo ces identifications, le morphisme qui nous intéresse coincide avec le morphisme
f*Rig«F — Rix.f*F déduit de I'isomorphisme Lf*Lig ~ Li%Lf* du lemme 4.12. Or,
d’aprés le théoréme 4.1, Li% et L% sont des équivalences de catégories et Rig, et Rix, sont
leurs quasi-inverses. Le résultat recherché s’ensuit.

Pour démontrer la seconde assertion, on utilise que s™ F est isomorphe a Sus%Z (T")QF
dans DA (S, A). Il s’ensuit que ¢5,F,, = Rig,s"F est isomorphe a Ris, (F(n)[2n]) qui a
son tour est isomorphe a (Rig.F)(n)[2n] = ts.Fo(n)[2n]. O

On a la conséquence suivante du théoreme 4.1.

COROLLAIRE 4.15. — On garde les notations et les hypothéses du théoreme 4.1. Alors,
le 2-foncteur D¢ (—,A) : Sch/S — IR, qui envoie un S-schéma quasi-projectif X
sur D®(X,A) et un morphisme de S-schémas quasi-projectifs f:Y — X sur
f*:D¥(X,A) — D(Y,A), est un 2-foncteur homotopique stable. De plus, les foncteurs
Li* : D% (—,A) — DA®(—, A) définissent une équivalence de 2-foncteurs homotopiques
stables.

REMARQUE 4.16. — Le corollaire 4.15, et plus précisément le fait que
D®(—,A) :Sch/S — TR

est un 2-foncteur homotopique stable, permet de retrouver une bonne partie des résultats clas-
siques en cohomologie étale [3, Expo. XII, XIII, XVI, XVII et XVIII] par une voie partiel-
lement nouvelle. Ainsi, la propriété que le foncteur f* : D*(X, A) — D (Y, A) posséde un
adjoint a gauche lorsque f est lisse fait partie de la définition d’un 2-foncteur homotopique stable.
11 s’agit la d’une propriété profonde qui découle de [3, Expo. XVIII]. De méme, le théoréme de
changement de base par un morphisme lisse est ['une des propriétés de base que doit vérifier
un 2-foncteur homotopique stable. Par ailleurs, en appliquant les résultats de [4], on retrouve
aussi le théoréme de changement de base pour un morphisme projectif ainsi que le formalisme
de dualité. De plus, ce n'est pas circulaire! En effet, dans la preuve du théoréme 4.1 on utilise
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trés peu de résultats de [3), a savoir : I'invariance par homotopie de la cohomologie étale et le
calcul de Rp..p* lorsque p : P%, — X est la projection de la droite projective relative.

5. La réalisation étale des motifs étales

Dans cette section, nous utiliserons le théoréme 4.1 pour construire la réalisation étale
dont il est question dans cet article. On fixe un schéma de base S et un anneau de coeffi-
cients A. On se donne aussi un idéal J C A. Vu les conditions d’application du théoréme 4.1,
nous sommes amenés a introduire I’hypothése suivante.

HYPOTHESE 5.1. — L'anneau A/ J est de caractéristique N > 0 inversible dans O g. En tout
point géométrique T de S la p-dimension cohomologique ponctuelle de I’hensélisé strict de S en T
est finie si p est un diviseur premier de N.

Le foncteur « changement de coefficients » (—) ® A/J : Cpl(A) — Cpl(A/J) est de
Quillen a gauche. Par la proposition A.2, il induit un foncteur de Quillen a gauche sur les
catégories des T-spectres symétriques en complexes de préfaisceaux sur Sm/S. En le dérivant
a gauche, on obtient un foncteur triangulé, monoidal symétrique et unitaire

(=) ®a A/J : DA%(S,A) — DA(S,A/J).
DEFINITION 5.2. — Soient S un schéma, A un anneau et J C A un idéal. On suppose que
Ihypothése 5.1 est satisfaite. La réalisation étale RE : DA®(S,A) — D(S,A/J) est la
composition de

Risx

DA%(S,A/J) —5 D*(S,A/J).

~

DA(s, A) —227

C’est un foncteur triangulé, monoidal symétrique et unitaire.

Nous voudrons aussi définir une réalisation étale a coefficients J-adic a la Ekedahl [13].
(Pour une introduction rapide a la catégorie d’Ekedahl, on renvoie le lecteur a [25, App. A.1]
duquel nous empruntons quelques notations.) On note A/J* le diagramme d’anneaux indexé
par N°P :

{--v — AT S NI — - — AT — 0}
On pensera a A/J* comme a un anneau dans le topos des préfaisceaux d’ensembles sur
I’ensemble ordonné (N, <). En particulier, on peut parler de modules sur A/J* ; ils forment
une catégorie abélienne de Grothendieck qu’on notera Mod(A/J*). Concrétement, un
A/J*-module est un diagramme de A-modules M = (M;)sen, indexé par NP et tel que
I'idéal J* est contenu dans 'annulateur de M pour tout s € N. En particulier, chaque M,
est naturellement un A/J*-module et les morphismes M, ; — M, sont A/J**!-linéaires.

Pour s € N, on dispose d’un foncteur évident s* : Mod(A/J*) — Mod(A/J®) qui en-
voieun A/J*-module M = (My);en surle A/J*-module M. Ce foncteur possede un adjoint
a gauche s et un adjoint a droite s,. Ils envoient un A/J°-module @ sur les A/J*-modules

{ — 0 — .- HOHE)HQ/JS*QH HQ/JQ—)O}
ot {...gQL...LQgg)HOH...HO}
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respectivement. On dispose par ailleurs d’un foncteur (—) ® A/J* : Mod(A) — Mod(A/J*)
qui & un A-module M associe la suite (M/J*M)scn. Son adjoint & droite est le foncteur
limgen qui envoie un A/J*-module (M;)sen sur le A-module limgey M.

On note Cpl(A/J*) la catégorie des complexes de A/J*-modules. Elle admet une
structure de modeles qualifiée de semi-projective : les équivalences faibles sont les quasi-
isomorphismes et les cofibrations sont les morphismes qui induisent des cofibrations pro-
jectives dans Cpl(A/J*) en appliquant le foncteur s* pour tout s € N. Un morphisme
M = (My)sexn — N = (Ns)sen dans Cpl(A/J*) est une fibration semi-projective si et
seulement si My, — M,_1 Xn,_, N; est surjectif pour tout s € N (avec la convention que
M_; = N_; = 0). Avec la structure semi-projective, le foncteur

(50) s*: Cpl(A/J*) — Cpl(A/J?)
est de Quillen a gauche et a droite pour tout s € N. De méme, le foncteur
(51) (=) ®a A/J* : Cpl(A) — Cpl(A/JT¥)

est de Quillen a gauche.

On considére maintenant la catégorie DA (S, A/ J*). C’est la catégorie notée SHiy, (.7, 7)
dans [5, déf. 4.5.21] ou on prend :

- 9M = Cpl(A/J*), la catégorie des complexes de A/J*-modules;

— Jla catégorie a un objet et une fleche, et .# le foncteur qui pointe S';

-T= (Pg,ws) ® (A/J*);

— et 7 = ét la topologie étale (cf. le début du §4.5 de [5]).
Par la proposition A.2, les foncteurs de Quillen (50) et (51) induisent des foncteurs de Quillen
sur les catégories des T'-spectres symétriques en complexes de préfaisceaux sur Sm/S. En les
dérivant, on déduit des foncteurs triangulés, monoidaux symétriques et unitaires

(52) s* : DA®(S,A/J*) — DA (S,A/J*) pour s € N

(53) et (=) ®aA/J* : DA®(S,A) — DA (S,A/J*).
On a le lemme utile suivant.

LEMME 5.3. — Lorsque s parcourt I'ensemble des entiers naturels, les foncteurs (52) forment
une famille conservative.

Démonstration. — Les foncteurs
s* : SptZ(Cpl(PSh(Sm/S,A/J*))) — SptZ(Cpl(PSh(Sm/S, A/ J*)))

sont de Quillen a gauche et a droite. De plus, ils préservent les quasi-isomorphismes de com-
plexes de préfaisceaux niveau par niveau. On déduit aussitot qu’ils préservent les équiva-
lences (A1, ét)-locales stables et les objets stablement (A!, ét)-fibrants.

Ceci dit, soit f une flecche de DAY(S, A/J*) et supposons que s*(f) est un isomorphisme
pour tout s € N. On cherche a montrer que f est un isomorphisme. On ne restreint pas la
généralité en supposant que f est la classe d’'un morphisme f : E — F entre T-spectres sy-
métriques stablement (A, ét)-fibrants. Alors, s*(f) : s*(E) — s*(F) est une équivalence
(A1, ét)-locale stable entre T-spectres symétriques stablement (Al, ét)-fibrants. C’est donc
un quasi-isomorphisme de complexes de préfaisceaux niveau par niveau. Puisque les fonc-
teurs s* : D(A/J*) — D(A/J®), pour s € N, forment une famille conservative, on déduit
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que f est aussi un quasi-isomorphisme de complexes de préfaisceaux niveau par niveau. Ceci
termine la preuve du lemme. O

On considére ensuite la catégorie D¢t(S, A/J*). C’est la catégorie homotopique, relative-
ment a la structure ét-locale (cf. [5, déf. 4.4.33]), de Cpl(PSh(Et/S, A/J*)). Comme avant,
on a des foncteurs
(54) s* : D¥(S,A/J*) — D(S,A/J?)
pour s € N. L’analogue du lemme 5.3 est également vrai. Sa preuve est laissée au lecteur.

LEMME 5.4. — Lorsque s parcourt 'ensemble des entiers naturels, les foncteurs (54) forment
une famille conservative.

Enfin, on a une adjonction de Quillen
(t§,ts«) : Cpl(PSh(Et/S,A/J*)) —— Cpl(PSh(Sm/S,A/J*))
eton pose iy = sus%,z 01§ et ig. = tg« 0 Evg. En dérivant ’adjonction de Quillen (%, is.),
on obtient I’adjonction
(L, Rigy) : D(S,A/J*) = DA®(S,A/J*).
THEOREME 5.5. — Soient S un schéma, A un anneau et J C A un idéal. On suppose

que Uhypothése 5.1 est satisfaite. Alors, L, : D®(S,A/J*) — DA (S,A/J*) est une
équivalence de catégories.

Démonstration. — 11 faut montrer que I'unité et la co-unité de I’adjonction (Li%, Rig.)
sont inversibles. D’aprés les lemmes 5.3 et 5.4, il suffit de faire cela aprés applications des
foncteurs s*, pour s € N. Or, on dispose de deux carrés commutatifs

n ~ ~ N ~ ~ ~
§* — 8" oRig, o Li% Lig 0 s* o Rigy — Lig o Rigs 0 s*
| | | L
“ o R o o R 3
Rigy o Lig os* — Rigy, 08" o Lig s*oLifoRigy — s*.

Par le théoréme 4.1, n : s* — Rig, o Li§ o s* et § : Li§ o Rigs o s* — s* sont
inversibles. Il reste donc & montrer que les transformations naturelles s* oLig — Ligos™ et
s$* oRig, — Rigy o s* sont inversibles. Puisque les foncteurs s* sont de Quillen a gauche et
a droite, il suffit de faire cela au niveau des catégories de mod¢les. Ceci est alors évident. [

On arrive enfin a la construction de la réalisation étale J-adique.
DEFINITION 5.6. — Soient S un schéma, A un anneau et J C A un idéal. On suppose que

Ihypothése 5.1 est satisfaite. La réalisation étale RS : DA®'(S,A) — D (S,A/J*), est la
composition de

Ris«

—OMT DA, AT B DS, A/ T,

DA(S, A)
C’est un foncteur triangulé, monoidal symétrique et unitaire.

Le foncteur de réalisation J-adique que 1’on vient de définir se factorise par une sous-
catégorie pleine de D®(S, A/J*), la catégorie dérivée des faisceaux J-adiques d’Ekedahl
qu’on introduit maintenant.
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DEFINITION 5.7. — Soient S un schéma, A un anneau et J C A un idéal. On note
D®(S,A;) c D(S,A/J*) la sous-catégorie pleine formée des complexes de préfaisceaux
de N/ J*-modules K tels que pour tout s € N, le morphisme canonique

(8 + 1)*K L®A/Js+1 (A/Js) — S*K

est une équivalence ét-locale.

PROPOSITION 5.8. — Soient S un schéma, A un anneau et J C A un idéal. On suppose
que Uhypothése 5.1 est satisfaite. Alors, 'image de RE : DA®(S,A) — D(S,A/J*) est
contenue dans D(S, A ;).

Démonstration. — On définit une sous-catégorie triangulée DA (S, A ;) ¢ DA%(S, A/J*)
en retenant les objets A € DA®* (X, A/J*) tels que les morphismes

(8 + 1)*14. ®A/Js+1 (A/JS) — S*A

sont inversibles pour tous les s € N. L’équivalence Li§ : D*(S,A/J*) ~ DA®(S,A/J*)
induit alors une équivalence Leg : D®(S,A;) ~ DA®(S,A;). Il est donc suffisant de
montrer que I'image du foncteur

—®a (A/J*) : DA®(S,A) — DA% (S, A/J*)

est contenue dans DA (S, A;). Or, pour E € DA%(S,A), on a s*(E ®x (A/J*)) ~
E ®4 (A/J?). On est donc ramené & montrer que les morphismes

(B ®x (AT @nygors (M) T*) — E@n (A/T%)

sont inversibles. Ceci est clair. O

Dans [25], Ivorra construit une réalisation étale sur une catégorie de motifs géométriques
a la Voevodsky. Nous allons expliquer le lien entre sa construction et la notre. Ceci ne sera
pas utilisé dans la suite de article et le lecteur non intéressé peut ignorer le reste de cette
section.

Rappelons briévement la construction d’Ivorra. Soit S un schéma de base. On note
Cor(9) la catégorie ayant pour objets les S-schémas lisses et ayant pour morphismes les
correspondances finies au-dessus de S. C’est une catégorie additive et on peut former la
catégorie triangulée K®(Cor(S)) des complexes bornés et des morphismes de complexes a
homotopie prés. La réalisation étale d’Ivorra est définie sur DM;E](S ), 'enveloppe pseudo-
abélienne du quotient de Verdier de K®(Cor(S)) par sa sous-catégorie triangulée engendrée
par les complexes de la forme :

- [AY — X] pour X € Sm/S, et
- [V —U®Y — X] pour un carré Nisnevich de S-schémas lisses

Ve—Y

| ]

U—— X.
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Pour la suite, on retient également la variante « sans transferts » de la catégorie DM;?;(S )
qu’on obtient en remplagant Cor(S) par (Sm/S) ® Z, la catégorie ayant pour objets les
S-schémas lisses et ayant pour morphismes les combinaisons linéaires de S-morphismes.
Cette variante « sans transferts » sera notée DAZ?H(S).

Soit £ un nombre premier inversible sur S. Le point de départ de la construction
d’Ivorra consiste a se donner un remplacement projectivement ét-fibrant du préfaisceau
constant Z/¢* dans la catégorie Cpl(PST (Sm/S,Z/¢*)) des préfaisceaux avec transferts en
Z/¢*-modules sur Sm/S. En fait, beaucoup d’effort dans [25] est consacré a montrer qu’on
peut remplacer Z/¢* par sa résolution de Godement ; le point difficile étant de construire
des transferts sur le complexe de Godement. Mais pour nous, il sera inutile d’avoir un
remplacement particulier. Ainsi, on peut invoquer une structure de mode¢les ét-locale sur
Cpl(PST(Sm/S,Z/¢*)) pour obtenir une équivalence ét-locale de complexes de préfais-
ceaux avec transferts Z/¢*7Z — G* avec §* ét-fibrant. En particulier, pour tout X € Sm/S
etn € Z, on a un isomorphisme canonique HY, (X,Z/¢*) ~ H_, (§*(X)).

En utilisant §*, on obtient maintenant un foncteur Cor(S)°® — Cpl(PSh(Et/S,Z/¢*))
qui envoie X € Sm/S sur (7 X)*(STEt / ) avec mx : X — S le morphisme structural. C’est un
foncteur additif. Il se prolonge donc en un foncteur triangulé K?(Cor(S))°? — D®(S,Z/¢*).
Il est facile de voir que ce foncteur passe au quotient de Verdier et a la pseudo-abélianisation
pour fournir le foncteur de réalisation étale d’Ivorra

(59) Ry : DM (8)°° — D(S,Z/¢").

Il est clair que le foncteur RY est indépendant du choix de G* & un isomorphisme canonique
pres. On peut maintenant énoncer la proposition suivante qui décrit le lien avec la réalisation
étale de la définition 5.6.

PROPOSITION 5.9. — Soient S un schéma de base et £ un nombre premier inversible sur S.
On suppose qu’en tout point géométrique T de S la £-dimension cohomologique ponctuelle de
Uhensélisé strict de S en T est finie. Alors, on a un diagramme commutatif a un isomorphisme
canonique pres

eff eff
DAST (S) DM, (S5)

J/SUS%,E JRT";
‘& R " o Hom(=Z/£%) .
DA(S,7Z) —- D(S, Z/0*) ———— D (S, Z,/t*).

Démonstration. — Nous donnerons seulement une esquisse de la preuve. Remar-
quons d’abord que la restriction de RY a DAgff](S), que I'on notera encore RY, ad-
met une description similaire a celle de (55). Plus précisément, on part d’un rempla-
cement ét-fibrant G* de Z/¢* dans la catégoriec Cpl(PSh(Sm/S,Z/¢*)). (Cette fois-
ci on ne suppose pas que §* posséde des transferts.)) On a alors un foncteur additif
(Sm/S)®Z — Cpl(PSh(Et/S,Z/*)) quienvoie X ®Z sur (mx ) (5w, x )- Ce foncteur se
prolonge aux complexes bornés, et passe au quotient de Verdier et a la pseudo-abélianisation
pour fournir le foncteur

(56) RY : DA (5)°° — D(S,z/¢").
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On se donne maintenant un remplacement projectivement stablement (A, ét)-fibrant G*
du T-spectre symétrique Sus%z(Z/é*) dans SptZ(Cpl(PSh(Sm/S,Z/¢*))). On prendra
dans la suite §* = G¢. (Pour voir que Z/¢* — G est une équivalence ét-locale, on utilise
la généralisation du corollaire 4.9 au cas d’un schéma de base S qui découle aussitot du
théoréme 4.1.)

Soit K un complexe borné dans (Sm/S) ® Z que ’on considére comme un complexe de
préfaisceaux sur Sm/S de la maniére évidente. En revenant aux définitions, on voit que

(57) Hom (RS (Sus. . (K)), Z/1*) ~ Hom(Ris,Sus 5 (K ® Z/*),Rig.G*).

Puisque Rig, est une équivalence de catégories monoidales fermées, le second membre de
I'isomorphisme (57) s’identifie canoniquement a

(58) RES*Hom(Sus?p,E(K ® Z/t*), G*) = Rug,Hom(K ® Z/¢*,5*) = RIV(K).

On obtient de cette maniére un zigzag fonctoriel (en K) d’équivalences ét-locales entre les
complexes Hom(i)‘{f‘qf(Sus%E(K ), Z/£*) et RIY(K). Ceci termine notre esquisse de preuve.
O

6. Compatibilité avec les six opérations

Le but de ce paragraphe est de montrer que les foncteurs de réalisation étale Sf{est des
définitions 5.2 et 5.6 commutent aux six opérations de Grothendieck. Nous commengons
par traiter le probléme analogue pour les foncteurs « changement de coefficients ».

On fixe un schéma de base S et un anneau de coefficients A. On se donne aussi un
morphisme d’anneaux ¢ : A — A’. On note a* : DA®(— A) — DA®(— A) les
foncteurs déduits du foncteur de Quillen a gauche — ® A’ : Cpl(A) — Cpl(A’). (Voir le
début de ’'annexe A et plus particulierement (146).) Leurs adjoints a droite seront désignés
par a.. On a le résultat suivant.

LEMME 6.1. — Les foncteurs a* : DA% (—, A) — DA% (—, A') définissent un morphisme
de 2-foncteurs homotopiques stables au-dessus de S au sens de [7, déf. 3.1].

Démonstration. — Ceci est le contenu du lemme A.3. O

Si f est un morphisme de schémas, on note 6 : f* o a* — a* o f* I'isomorphisme
canonique.

PROPOSITION 6.2. — Pour tout morphisme de S-schémas quasi-projectifs f : X' — X, il
existe des transformations naturelles canoniques
yria*ofi — fioa*, ppifioat — a*ofi et ff:a*ofI — floa*
compatibles a la composition des S-morphismes de schémas, et telles que

(a) vy est inversible pour f projectif ;
(b) py est inversible sans hypotheses sur f ;
(c) &5 est inversible pour f lisse.

Démonstration. — 11 s’agit de [7, Th. 3.4] appliqué au morphisme de 2-foncteurs homoto-
piques stables du lemme 6.1. O
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THEOREME 6.3. — On suppose que S et A satisfont a 'hypothese 3.17. Alors, les transfor-
mations naturelles 5 et {¢ de la proposition 6.2 sont inversibles.

Démonstration. — Vu la proposition 6.2, il suffit de montrer que ; et &; sont inversibles
lorsque j est immersion ouverte et ¢ est une immersion fermée. Si ¢ et j sont complémentaires,
le 2-triangle distingué de localité [4, Prop. 1.4.9] montre que ces deux propriétés sont équiva-
lentes. (On utilise pour cela que 4, est conservatif, que j* est essentiellement surjectif, et que
les foncteurs a* commutent aux opérations i, et 5*.) Il suffit donc de traiter le cas de ;.

Dans la suite, on fixe un morphisme quasi-projectif f et on montre que 7y est inversible.
D’aprés le lemme A.6, les foncteurs a, sont conservatifs. Il suffit donc de montrer que
vf ¢ a«a”fi — a.f.a” est inversible. Vu I'isomorphisme naturel a.f. ~ f.a., on est
ramené a montrer que la transformation naturelle a,a*f, — f.a.a* est inversible. Or,
I'endofoncteur a,a* de DA®(—, A) est donné par — ®, A’ ou A’ est considéré comme
un A-module. Il suffit donc de prouver que f.(—) @y M — f.(—®x M) est inversible pour
tout M € D(A). Or, le foncteur f, commute aux sommes infinies d’apreés [4, Lem. 2.1.159] et
la proposition 3.19. Puisque la catégorie triangulée D(A) est compactement engendrée par A,
il suffit de traiter le cas M = A. Le résultat recherché est maintenant clair. O

Les foncteurs a* : DA®(—, A) — DA®(—, A’) sont monoidaux, symétriques et uni-
taires. Autrement dit, le morphisme de 2-foncteurs homotopiques stables du lemme 6.1 est
monoidal symétrique et unitaire au sens de [7, déf. 3.2].

THEOREME 6.4. — Soit X un S-schéma quasi-projectif. 1l existe une transformation bina-
turelleen A, B € DA (X, A) :

Si S et A satisfont & Uhypothése 3.17, alors (59) est inversible dés que A € DA (X, A) est un
objet compact.

Démonstration. — La transformation binaturelle (59) est un cas particulier de [7, (3.1)]. On
passe a la seconde partie de I’énoncé. D’apres la proposition 3.19, la catégorie DAét(X , ) est
compactement engendrée par les objets de la forme fyA(n) avec f : U — X un X-schéma
lisse et n € Z. On peut donc supposer que A = fyA(n). Par ailleurs, on dispose d’un isomor-
phisme binaturel Hom( fy(—), —) ~ f.Hom(—, f*(—)). Le théoréme 6.3 et [7, Lem. 3.18] en-
trainent aussitot qu’il suffit de prouver que a*Hom(A(n), f*B) — Hom(a*(A(n)),a* f*(B))
est inversible. Or, la source et le but de cette fleche sont canoniquement isomorphes a
a* f*(B)(—n). Ceci termine la preuve du théoréme. O

Etant donnés un schéma S, un anneau A et un idéal J C A, on introduit I’hypothése
suivante qui est équivalente a la conjonction des hypothéses 3.17 et 5.1.

HYPOTHESE 6.5. — Ladimension de Krull de S est finie et les p-dimensions cohomologiques

ponctuelles de S sont uniformément bornées lorsque p parcourt les nombres premiers non
inversibles dans A. L'anneau A/ J est de caractéristique N > 0 inversible dans O g.
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THEOREME 6.6. — Soient S un schéma de base, A un anneau de coefficients et J C A un
idéal. On suppose que I'hypothése 6.5 est satisfaite. Alors, les foncteurs de réalisation étale
R . DA (=, A) — D (—,A/J) commutent aux six opérations de Grothendieck. Plus
précisément, on a les propriétés suivantes.

(A) Pour tout morphisme de S-schémas quasi-projectifs f : Y — X, onades isomorphismes
naturels canoniques

Hf:f*oiﬁét:%%ﬁof*, fyfzi)‘{égof*:f*om%f,
pr:fioRG ~REofi et & Mo f > flomE.
De plus, ils sont compatibles a la composition des S-morphismes de schémas quasi-

projectifs.
(B) Pour tout S-schéma quasi-projectif X, on a un morphisme binaturel en A, Be DA (X,A):

R (Hom(4, B)) — Hom(R§(A), RE(B)).

De plus, ce morphisme est inversible si A est un objet compact.

Démonstration. — Ceci est une conséquence immédiate du corollaire 4.15, de la proposi-
tion 6.2, et des théorémes 6.3 et 6.4. O

PROPOSITION 6.7. — Soient S un schéma de base, A un anneau de coefficients et J C A un
idéal. On suppose que I'hypothése 6.5 est satisfaite.

(a) Soit f :' Y — X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Alors, les foncteurs f*,
fer fret f' préservent les sous-catégories D% (—, A ;) € D (—, A/J*).

(b) Soient X un S-schéma quasi-projectif et A un objet de D¢t (X, A/ J*) qui est I'image d'un
objet constructible de DAét(S, A) par le foncteur de réalisation étale. Alors, 'endofonc-
teur Hom(A, —) de D*(X, A/ J*) préserve la sous-catégorie D*(X, A ;).

Démonstration. — En utilisant les équivalences de catégories
D(—,A/J*) = DA% (=, A/J"),

on se raméne 4 montrer ’énoncé correspondant pour les catégories DA (—,Ay) (cf. la preuve
de la proposition 5.8). Alors, (a) résulte de la commutation des foncteurs — ®y/ys+1 (A/J?)
avec les quatre opérations f*, f,, fi et f' (cf. le théoréme 6.3). De méme, (b) résulte de
la commutation des foncteurs — ®y,ss+1 (A/J*) avec 'opération Hom(—, —) (cf. le théo-
réme 6.4). O

REMARQUE 6.8. — D’apreés ce qui précéde, les sous-catégories ljét(—, Ay) définissent un
sous-2-foncteur homotopique stable de D¢ (—, A/J*) lorsque certaines conditions techniques
sont satisfaites. Le 2-foncteur homotopique stable ljét(—, A y) ainsi obtenu est monoidal, sy-
métrique et unitaire. Il est aussi fermé. Toutefois, on fera attention que les opérations Hom (A, —)
calculées dans D (—, A ;) peuvent différer de celles calculées dans D (—, A/ J*). Cependant,
elles coincident lorsque A est la réalisation étale d’'un objet constructible de DA (—, A) par la
proposition 6.7, (b).
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THEOREME 6.9. — Soient S un schéma de base, A un anneau de coefficients et J C A un
idéal. On suppose que I'hypothése 6.5 est satisfaite. Alors, les foncteurs de réalisation étale
R : DAY (—,A) — ﬁét(—,AJ) (cf. la proposition 5.8) commutent aux six opérations de
Grothendieck pour les S-schémas quasi-projectifs. Plus précisément, les proprié¢tés (A) et (B)
du théoréme 6.6 sont satisfaites pour ces foncteurs.

7. Pureté absolue

Dans cette section on montre comment déduire la pureté absolue dans les catégo-
ries DAét(—,A) en combinant la pureté absolue en cohomologie ¢tale, démontrée par
Gabber, et la pureté absolue en K-théorie algébrique, démontrée par Quillen. Pour cela, il
est utile de reformuler la pureté absolue comme une propriété de changement de base dans
des carrés transversaux d’'immersions fermées (cf. la définition 7.1 et le théoréme 7.4). Le
résultat de Gabber, joint au théoréme 4.1, permettra de traiter le cas des coefficients de tor-
sion (cf. la proposition 7.8). La méthode de Cisinski-Déglise [11] qui repose sur des travaux
de Morel-Voevodsky [36] et d’autres, permet de ramener le cas des coefficients rationnels a
la pureté absolue de Quillen en K-théorie algébrique.

DEFINITION 7.1. — Soient S un schéma de base et H : Sch/S — IR un 2-foncteur
homotopique stable. On se donne un carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs

’
S

7' —
(@) : lt' Jt
X' = X.
Un objet A € H(X) est dit pur relativement au carré (C) si le morphisme d’échange
Ez™ : s™*t'(A) — t"'s*(A)

est un isomorphisme.

Le cas le plus intéressant est celui ou (C') est un carré transversal d’immersions fermées.
Rappelons de quoi il s’agit.

DEFINITION 7.2. — Un carré cartésien (C') comme dans la définition 7.1 est appelé un carré
transversal d’immersions fermées lorsque les conditions suivantes sont satisfaites :

(a) X, X', Z et Z' sont des schémas réguliers ;

(b) s et t sont des immersions fermées ;

(¢) la codimension dans X' d’une composante irréductible de Z' est égale a la codimension
dans X de la composante irréductible de Z qui la contient.

Dans un carré transversal d’immersions fermées (C), on a tor$ (s.0x/,t.0z) = 0 pour
i # 0. Précisons aussi qu’un tel carré est supposé cartésien et pas seulement cartésien a nil-
immersions prés. Autrement dit, on veut que X’ x x Z soit réduit.

Avant d’énoncer le résultat principal de cette section, nous introduisons les conditions (sur
le schéma de base S et 'anneau de coefficients A) sous lesquelles le résultat principal de ce
paragraphe est valable.
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HyPOTHESE 7.3. — Tout nombre premier p est inversible dans A ou dans Og. La dimension
de Krull de S est finie et les p-dimensions cohomologiques ponctuelles de S sont uniformément
bornées lorsque p parcourt I'ensemble des nombres premiers non inversibles dans A.

D’apres la proposition 3.19, ’hypothése 7.3 entraine que le 2-foncteur homotopique
stable DA% (—, A) : Sch/S — TR est compactement engendré par la base au sens de [4,
déf. 2.1.155]. En utilisant [4, Lem. 2.1.159], on déduit que les opérations f, et f' commutent
aux sommes infinies pour f un S-morphisme quasi-projectif. Il en est de méme de f* et fi;
pour ces opérations cette commutation est toujours vraie puisque ces derniéres admettent
des adjoints a droite. On peut maintenant énoncer le résultat principal de cette section.

THEOREME 7.4. — Soient S un schéma régulier et A un anneau de coefficients. On suppose
que I'hypothése 7.3 est satisfaite. On se donne un carré transversal d’immersions fermées

’
S

T ——

(@) : J{t’ Jt

S 58

Alors, l'objet unité Ag(0) € DA (S, A) est pur relativement au carré (C). Autrement dit, le
morphisme d’échange Ex"™ : s"*t'Ag(0) — t"s*Ag(0) est inversible.

Notons tout de suite le corollaire suivant qui explique le lien entre le théoréme 7.4 et la
notion usuelle de pureté, du moins localement.

COROLLAIRE 7.5. — Soit i : Z — S une immersion fermée de schémas réguliers. On
suppose que Z est partout de codimension d et que son idéal de définition est engendré par
d sections globales g1, . . ., g4 € T'(S, Og). On se donne un anneau de coefficients A et on suppose
que ’hypothése 7.3 est satisfaite. On a alors un isomorphisme i'As(0) ~ Az(—d)[—2d] dans
DA% (Z,A).

Démonstration. — On applique le théoréme 7.4 au carré transversal d’immersions fer-
mées :
zZ-'55
L, b
S Ad
ol o est la section nulle et g est le graphe du morphisme (g1, ..., g4) : S — A% O

REMARQUE 7.6. — Lorsque A est une Q-algéebre, le corollaire 7.5 est dii a Cisinski-
Déglise [11]. Lorsque A = 7Z/p avec p un nombre premier, le corollaire 7.5 est dii a Gabber
(cf. [24, Expo. XVI]) modulo les équivalences D (—,Z/p) =~ DAét(S, Z/p). 1l est en-
visageable que ces deux cas particuliers suffisent pour déduire le cas général par dévissage.
Cependant, pour réaliser ce dévissage il est nécessaire d’établir une compatibilité entre 'isomor-
phisme de pureté de Gabber et celui de Cisinski-Déglise. Nous avons choisi de faire autrement
en reformulant la pureté absolue comme une propriété de changement de base. Avec cette
reformulation, il est plus aisé de se ramener aux cas A = Q et A = Z/p comme le montre le
résultat suivant.

4¢ SERIE - TOME 47 — 2014 —N° 1



REALISATION ETALE ET OPERATIONS DE GROTHENDIECK 57

LEMME 7.7. — Le théoréme 7.4 découle de ces deux cas particuliers :

(1) A =Z/pZ avec p un nombre premier inversible sur S ;
(i) A =Q.
Démonstration. — En effet, vu la suite exacte de A-modules
0 — Ater m A — ARQ —- A®Q/Z — 0,

il suffit de montrer que I'objet Sus%z(Mcst) € DA (S, A) est pur relativement a (C) pour
M un A-module vérifiant I'une des conditions suivantes :

(1) M est de torsion (en tant que Z-module).
(i) M est uniquement divisible, i.e., ¢’est un module sur A ® Q.

Dans le cas (i), on peut écrire M comme une somme directe M = @p M, ou p parcourt
I’ensemble des nombres premiers non inversibles dans A et ou M, C M est le sous-module
des éléments annulés par une puissance de p. Vu que les foncteurs s*, s*, t' et " commutent
aux sommes infinies, on peut traiter le cas de chaque M, séparément. Autrement dit, on peut
supposer que M = J,, oy ker(p™ - idas). Pour la méme raison évoquée ci-dessus, on peut
méme supposer que M est annulé par p™ pour un certain n € N. En utilisant la filtration
(exhaustive et finie) de M donnée par les noyaux des multiplications par p” (avec r € N), on
se rameéne en fin de compte a traiter le cas

(i) M est un A/pA-module.

au lieu du cas (i) ci-dessus.

Notons A’ la A-algébre A/pA ou A ® Q selon qu’on s’intéresse au cas (i') ou (ii). D’aprés
le corollaire A.5, le foncteur d’oubli DA®*(—, A’) — DA®(—, A) commute aux opé-
rations s*, s*. Il commute aussi aux opérations t' et ¢"'. En effet, par adjonction on est
ramené a montrer que le foncteur — ®4 A’ : DA% (—,A) — DA®(—, A’) commute
aux opérations t, et t,. Ceci découle aussitot de I'axiome de localité et du lemme A.3.
Ainsi, si A € DA®(S,A’) est pur relativement a (C), il en est de méme de son image
dans DA®(S, A). Il est donc suffisant de prouver que Sus%z(Mcst) € DA% (S, \') est pur
relativement a (C).

Enfin, notons A I'anneau Z/pZ ou Q selon qu’on s’intéresse au cas (i') ou (ii). Comme
avant, le foncteur d’oubli DA% (—, A’) — DA% (—, Ay) commute aux opérations s*, s*,
t' et t". De plus, d’aprés le lemme A.6, ce foncteur est aussi conservatif. Il suffira donc de
prouver que I’objet Sus%vz(Mcst) e DA% (S, Ag) est pur relativement a (C). Puisque A est
corps, M est une somme directe de copies de Ayp. Etant donné que les foncteurs s*, s™, ¢
et "' commutent aux sommes, il suffit de traiter le cas M = Ay. Ceci termine la preuve du
lemme. O

Le cas A = Z/pZ du théoréme 7.4 découle du résultat plus général suivant.

PROPOSITION 7.8. — Soient S un schéma régulier et A une Z/NZ-algébre avec N € N
un entier inversible dans Og. On suppose qu’en tout point géométrique T de S la p-dimension
cohomologique ponctuelle de 'hensélisé strict de S en T est finie si p est un nombre premier
divisant N. Soit (C) un carré transversal d’immersions fermées comme dans le théoréme 7.4.
Alors, lobjet Ag(0) € DAY(S, A) est pur relativement a (C).
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Démonstration. — D’aprés le théoréme 4.1, on a des équivalences D¢ (—, A) ~ DA% (—, A)
qui commutent aux opérations de Grothendieck (cf. le corollaire 4.15). 1l suffit donc de mon-
trer que A € D (S, A) est pur relativement au carré (C). 11 s’agit alors d’une conséquence
facile du théoréme de pureté absolue de Gabber (cf. [24, Expo. X VI, Th. 3.1.1]). Expliquons
comment ’obtenir.

D’abord, I’énoncé a prouver est local pour la topologie étale sur .S. On ne restreint donc
pas la généralité en supposant que S est affine et que Og contient les N-iémes racines de
I'unité.

Supposons que le carré (C) est la composition verticale de deux carrés transversaux d’im-
mersions fermées (C7) et (C2) ; cette décomposition étant alors uniquement associée a une
factorisation ¢t = tyot; avec ty et to des immersions fermées de schémas réguliers. La face car-
rée Ex*'(C) s’écrit alors comme la composition horizontale des deux faces carrées Ex*' (C;)
et Ex*'(Cy). D’aprés le théoréme de pureté absolue de Gabber, ¢} A est canoniquement iso-
morphe a A(—c1)[—2¢1] ol ¢ est la codimension de I'immersion ¢;. Puisque Qg est supposé
contenir les N-iémes racines de I’unité, on voit que s} A est non canoniquement isomorphe
a un shift du faisceau constant A. Il en découle que si A est pur relativement aux carrés (Cy)
et (Cy), il ’est aussi relativement au carré (C).

La discussion précédente, jointe a I’aspect local du probléme, montre qu’il suffit de traiter
le cas ou I'immersion fermée ¢ est partout de codimension 1 et définie par ’annulation d’une
fonction f € I'(S,Og), i.e., Og/(f) = t.O7. Dans ce cas, on a une description explicite de
I’'isomorphisme de pureté. C’est la suivante. Notons u : U < S I'immersion complémentaire
atet[f]laclasse de f dans O*(U)/O0*(S). On a alors une suite exacte courte de faisceaux
étales sur Et/S :

0 — Gmgs — u.Gmy — t.Z[f] — 0.
Elle détermine une fleche [f] : t.Z — Gmg[1] dans D*(S, Z). L'isomorphisme de pureté
A ~ t'A(1)[2] correspond, via I'adjonction (t.,t'), & la composition de

¢ toh = (6.2) "0 A TS Gmgl1)'e A ~ A2,

A partir de la construction, il est clair que le diagramme

st Ay —— D A2

#8" Ay — /A —— A (1)[2]

est commutatif. On déduit aussitot un diagramme commutatif

st hr D sttt A g (1)[2] ~ s st Ag(1)[2]

! /\L ~ / ®) il i

tLs*Np ———— tL A ———— i t" Ag/ (1)[2]
ou les fleches (a) et (b) sont déduites de cy et cfos par adjonction. D’apres le théoreme de
pureté absolue de Gabber, ces fléches sont inversibles. (On utilise ici que f o s € T'(S’, Og/)

est un générateur de 1'idéal de définition de 'immersion ¢'.) Il s’ensuit que la fléche (c) est
inversible. Cette derniére est la composition du 2-isomorphisme Ex*(C) appliqué a t'Ag, et
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du 2-morphisme Ez"*(C) appliqué a Ag et auquel on applique t.. Ceci termine la preuve de
la proposition puisque le foncteur ¢/, est pleinement fidele. O

Vu le lemme 7.7 et la proposition 7.8, il reste a prouver le théoréme 7.4 lorsque A = Q.
Comme dans [11] nous utiliserons la pureté en K-théorie algébrique. Les propriétés fon-
damentales de la K -théorie algébrique dont nous aurons besoin se trouvent déja dans [37]
et [17]. Le lecteur pourra aussi consulter [52, Chap. IV] pour une présentation plus lisible.
On commence par quelques préliminaires.

On désigne par Coh(X) une petite catégorie équivalente a la catégorie des O x-modules
cohérents sur un schéma noethérien X. Les objets de Coh(X) seront appelés des O x-mo-
dules cohérents. On supposera que Coh(X) est strictement contravariante en X. Autrement
dit, si f : Y — X est un morphisme de schémas, on dispose d’un foncteur « image in-
verse » f* : Coh(X) — Coh(Y)etsig: Z — Y estun autre morphisme de schémas, on a
(f o g)* = g* o f*.® Etant donnée une immersion fermée ¢t : Z — X, on note Coh’(X)
ou Coh?(X) la sous-catégorie pleine de Coh(X) formée des O x-modules M tels que
torh (M,t.0z) = 0 pouri # 0. C’est une sous-catégorie exacte de Coh(X) stable par
extensions. On note aussi LL(X) < Coh(X) la sous-catégorie pleine des Ox-modules
localement libres. On a clairement LL(X) c Coh?(X).

Soient S un schéma de base et Z C S un sous-schéma fermé. On définit un préfaisceau
de categories exactes Coh /g (resp. @/ZS) sur Sm/S en associant 8 X € Sm/S la plus petite
sous-catégorie exacte Coh,g(X) C Coh(X) (resp. mes(X ) € Coh™*$%(X)) stable par
extensions et contenant les O x-modules cohérents qui sont localement pour la topologie
de Zariski isomorphes a des images inverses d’objets de Coh(S) (resp. Coh” (S)) suivant le
morphisme structural X — S. Si f : Y — X est un morphisme de S-schémas lisses, le
foncteur f* : Coh,g(X) — Coh,g(Y) est exact. On note aussi LL /g(—) C mes(—) le
sous-préfaisceau donné en X € Sm/S par LL(X).

Etant donnée une petite catégorie exacte &, on note Q(&) la catégorie ayant les mémes
objets que & et ou les fleches de A € &€ vers A’ € & sont données par des classes d’iso-
morphismes de triplets (B, s: B — A, i: B — A’) avec B € &, s un épimorphisme ad-
missible et ¢ un monomorphisme admissible. Deux tels triplets (B, B — A, B — A’) et
(C, C - A, C — A’) sont isomorphes s’il existe un isomorphisme B ~ C' faisant commu-
ter le diagramme qu’on pense. Pour plus de détails, le lecteur est renvoyé a [37, §2, p. 100] (voir
aussi[52, Chap. IV, §6]). L’espace de K -théorie de Quillen associé a € est ’ensemble simplicial
RQ,(N(QE)) qu'on notera K(&). Ici, N(—) est le nerf d’une catégorie et RQ; = Q5 0 (=) i
avec 0y = hom(A' /A, —) et (=) s un foncteur de remplacement fibrant dans la catégorie
des ensembles simpliciaux pointés A°PEns, munie de sa structure de modéles usuelle. (On
peut prendre pour (—) f;, le composé du foncteur « réalisation topologique » avec le foncteur

®  On peut prendre pour Coh(X) la catégorie suivante. Un objet est un uplet
((Ui)1<i<n, (di)1<i<n, (Ki)1<i<n, (Wij)1<ij<n) tel que n € N, (Ui)1<i<pn €St un recouvrement ou-
vert de X, (di)i1<i<n € N, K; C O‘Z,i_ un sous-Oy,-module cohérent pour tout 1 < ¢ < net
- - k2
. d; . .
Ugj : (O‘Lif./xi)Wnt ~ ((‘)U]_/Kj)w.ﬁUj un isomorphisme de Oy, ny,;-modules pour tout 1 < 4, j < n.
k2 2 J k2
Bien entendu, les u;; sont supposés satisfaire a la relation de cocycle habituelle. A un tel uplet, on peut associer
par recollement un O x-module cohérent. Les morphismes dans Coh(X) sont alors les morphismes entres les
O x -modules cohérents associés a ces uplets.
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«ensemble simplicial singulier associé ».) La K -théorie de Quillen K(—), ainsi définie, est co-

variante par rapport aux foncteurs exacts. On en déduit ainsi des préfaisceaux d’ensembles
simpliciaux K(LL,5(—)), K(Coh/ZS(—)) et K(Cohg(—)) sur Sm/S.

LEMME 7.9. — Supposons que S est régulier et de dimension de Krull finie. Alors, les
inclusions LL,g(—) — Coh/ZS(—) — Coh,s(—) induisent des équivalences d’homotopie
simpliciales de préfaisceaux

K(LL,4(—)) — K(Coh7s(-)) — K(Coh,4(-)).

Démonstration. — Cecli est une conséquence immédiate de [37, §4, Cor. 1] et du fait que
tout O x-module cohérent sur X € Sm/S admet une résolution de longueur finie par des
O x-modules localement libres. O

ProPOSITION 7.10. — Supposons que S est régulier et de dimension de Krull finie. Les
préfaisceaux d’ensembles simpliciaux K(LL,g(—)), K(Coh/ZS(—)) et K(Coh,g(—)) sont
(A, Nis)-fibrants.

Démonstration. — Ceci est essentiellement bien connu. D’aprés le lemme 7.9, il suf-
fit de considérer le cas de K(LL,g(—)). Vu [37, §6, Cor. of Th. 8], il suffit de montrer
que K(LL,5(—)) posséde la propri€té de Brown-Gersten dans les carrés distingués Nis-
nevich. Cette propriété se vérifie sur le petit site étale Et/X de chaque X € Sm/S. Or,
d’apres [37, §4, Cor. 1], on dispose d’une équivalence d’homotopie simpliciale de préfais-
ceaux K(LL,g(—))e/x — K(Coh(—))gt/x. On utilise alors [37, §7, Prop. 3.2] pour
conclure. O

Notons Grg(d|r) la grassmannienne relative sur S qui classifie les quotients localement
libres de rang » du module libre de rang d 4+ r. On dispose d’une suite exacte universelle de
modules localement libres sur Grg(d|r) :

0 — Ugr — O — Vy, — 0.

On a des inclusions évidentes Grg(d|r) — Grs(1+d|r) et Grg(d|r) — Grg(d|r+1) qui
correspondent respectivement a V,;,, comme un quotient de OlFd+r ot 3 Va,r @ O comme
un quotient de 947+, Ces inclusions déterminent un systéme inductif filtrant paramétré
par (d,7) € N x N. La colimite de ce systéme, prise dans la catégorie des préfaisceaux
d’ensembles sur Sm/S, sera notée Grg(oo|oo). L’énoncé suivant est essentiellement di a
Morel et Voevodsky (cf. [36, Th. 3.13]). Il apporte toutefois une précision supplémentaire
qui sera utile dans la suite. Cette précision figure également dans [39, Prop. 3.1.5].

THEOREME 7.11. — Soit S un schéma régulier de dimension de Krull finie. Il existe un
isomorphisme canonique

(60) Z x Grg(ooloo) — K(Q/S(—))

dans He(S) = Hopi_nis(PSh(Sm/S, A°PEns,)). Pour n € Z et (d,r) € Nx N, la
composition de

Grs(d|r) ~ {n} x Grs(d|r) — Z x Grg(co|oo) — K(Q/S(—))
correspond an — d + [Ug ] dans Ko(Grg(d|r)).
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Démonstration. — Soit X un S-schéma lisse. Notons LL'(X) la catégorie exacte ayant
LL(X) comme catégorie sous-jacente mais ou les suites exactes sont données par les suites
exactes courtes scindées. On obtient ainsi un préfaisceau de catégories exactes Q’/ s(=)
sur Sm/S. Le morphisme identité Q'/ s(=) — LL,g(—) fournit un morphisme de préfais-
ceaux en ensembles simpliciaux pointés :

(61) K(LL)s(-)) — K(LL/g(—))-

Lorsqu’on évalue (61) en un S-schéma affine et lisse, on obtient un isomorphisme. (En effet,
sur un schéma affine toute suite exacte de modules localement libres est scindée.) 11 s’ensuit
que (61) est une équivalence Nis-locale.

Par ailleurs, la K-théorie d’une catégorie additive admet une autre description fournie
par la construction S~1S de Quillen. Expliquons de quoi il s’agit. Soit € une petite catégorie
additive. On note S~S(€@) la catégorie ayant pour objets des couples (A, B) d’objets de € et
pour morphismes entre (A4, B) et (C, D) les classes d’isomorphismes de triplets

U,a:AdU~C,b0:BaU ~ D).

Ce triplet est isomorphe a (U', a"A® U’ ~C,b:B® U’ ~ D) s’ill existe un isomor-
phisme e: U ~ U’ tel que a=a'o(id®e)etb="0 o (id@e). (Pour plus de détails, le
lecteur est renvoyé a [17] ou a [52, Chap. IV, §4].) On pose alors K®(€) = N(S71S(€)).
D’aprés [17] (voir aussi [52, Chap. IV, Th. 7.1]), il existe un isomorphisme K®(€) ~ K(€)
dans Ho(A°P(Ens,)). La construction de cet isomorphisme est suffisamment fonctorielle
pour fournir un isomorphisme

(62) K®(LL,5(X)) ~ K(LL) (X))

dans Ho,(PSh(Sm/S, A°PEns,)).

On considére a présent les sous-catégories additives pleines L(X) C LL(X) ayant pour
objets les modules libres standards O% pour n € N. On obtient ainsi un sous-préfaisceau de
catégories additives L g(—) C LL,g(—). D’ou un morphisme de préfaisceaux d’ensembles
simpliciaux :

(63) K®(L,5(X)) — K®(LL,5(X)).

Etant donné que tout module localement libre sur un schéma local est libre, on déduit
aussitot que (63) est une équivalence Nis-locale.

On note GY,, g le groupe linéaire relatif sur .S. On dispose d’inclusions G¢,, s — Glp41 5
données par —®id. On note G/, s la colimite suivant n € Ndes G¢,, s prise dans la catégorie
des préfaisceaux de groupes sur Sm/S. On dispose d’un morphisme évident

(64) [ N(Gtn,s) — KL, 5(X)).

neN
Sur N(G/,,s), il est induit par I'identification de G/, s(X) avec endg-15((x))(0%,0).
D’apres [17] (voir aussi [52, Chap. IV, Th. 4.9]) le morphisme (64) est un groupe-complétion.
On déduit alors un isomorphisme

(65) RON(J] N(Gln,s)) — KP(L,5(X))
neN
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dans H, (S). Or, d’aprés [36, Prop. 3.7 et Prop. 3.10], on a des isomorphismes canoniques

(66) Z x Grg(oo|oo) = Z x NGloo,s — RIN(]J[ N(Gtn.s))
neN

dans H,(S). En composant les isomorphismes (61), (62), (63), (65) et (66) dans H,(S), on
obtient I'isomorphisme (60) de I’énoncé. La seconde assertion découle des constructions. Sa
vérification est laissée au lecteur. O

Soit s : S” — S une immersion fermée. On dispose d’un morphisme de préfaisceaux de
catégories exactes :

(67) Coh7g(—) — s.Coh s ().
En X € Sm/S, il est induit par le foncteur exact
~ ®os 8.0 : Cohjg(X) — Coh,g (X x5 5").
En passant a la K -théorie de Quillen, on obtient un morphisme de préfaisceaux d’ensembles
simpliciaux sur Sm/S :
(68) K(Cohjs(~)) — s.K(Cohyg/(~)).
Le résultat ci-dessous est une conséquence facile (et bien connue) du théoréme de Morel et

Voevodsky [36, Th. 3.13] comme énoncé¢ dans le théoréme 7.11.

COROLLAIRE 7.12. — Supposons que S et S’ sont des schémas réguliers et que la dimension
de Krull de S est finie. Alors, le morphisme canonique Ls*K(Coh‘/gs(—)) — K(Coh,s(—)),
déduit de (68) via I'adjonction (Ls*, s.), est inversible dans Hq(S").

Démonstration. — D’apres le lemme 7.9 et le théoréme 7.11, on a un carré dans H, (S)

Z x Grg(oo|oo) —— K(@%(_))

| |

$4(Z x Grg:(o0]|00)) — 8K (Coh,g/(—))
ot les fleches horizontales sont inversibles. Etant donné que le préfaisceau Z x Grg(oo|co)
est une colimite filtrante de préfaisceaux représentables, on a des isomorphismes
(69) Ls*(Z x Grg(oo|oo)) ~ s*(Z x Grg(oco|oo)) = Z x Grg/(oo|oo).

Autrement dit, le morphisme canonique Ls*(Z x Grg(oco|oo)) — Z x Grg/(co|oo) est
inversible. Pour conclure, il suffit donc de savoir que le carré ci-dessus est commutatif. Or,

homgg, (s) (Z x Grg(o0|oo), S*K(@/S,(_))) lim homg, (s) (z x Grg(d|r), s*K(@/S,(—))) .

- d,reN
Ceci découle de [39, Lem. 1.2.1 et Lem. 1.2.10] en utilisant I’adjonction (Ls*, s,), 'isomor-
phisme (69) et le théoréme 7.11. On est ainsi ramené a montrer que les carrés

{n} x Grg(d|r) — K(Cohg(-))

| |

s«({n} x Grs/(d|r)) — s.K(Coh/s (-))
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commutent pour tous les triplets (n, d, r) € ZxNxN. Cecidécoule trivialement de la seconde
partie du théoréme 7.11. O

Dans la suite, on prendra pour RQ!(X) 'ensemble simplicial singulier associé a I'espace
des lacets dans la réalisation topologique de X € A°P(Ens,). On dispose alors d’une loi de
composition interne

(70) +: RQH(X) x RQL(X) — ROQL(X),

fonctorielle en X, induite par la concaténation des lacets. Le lacet constant induit un mor-
phisme d’ensembles simpliciaux 0 : A — Q! (X) qui est une unité & homotopie prés pour
la loi (70). Autrement dit, on a des homotopies simpliciales 0 + idra1(x) ~ idro1(x) et
idra1(x) +0 ~ idra1(x) qui sont d’ailleurs fonctorielles en X . La loi (70) admet aussi des in-
verses canoniques & homotopie prés. Ainsi on a un morphisme invy : RQL(X) — RQL(X)

et des homotopies idro:(x) +invx ~ 0etinvy +idroi(x) ~ 0; le tout est fonctoriel en X.
Le morphisme composé + o (idra1(x) X invx) sera simplement noté

(71) —:RQLX) x ROL(X) — RQL(X).

Lui aussi, il est fonctoriel en X.

Etant donnée une catégorie exacte &, I'espace de K-théorie de Quillen K(&) = RQL(N(Q(€)))
acquiert les structures décrites ci-dessus. De plus, elles sont fonctorielles en les foncteurs
exacts. Nous utiliserons ceci pour construire des T-spectres de K-théorie K(LL,g(—)),
K(@fs(—)) et K(Coh,g(—)). La construction étant la méme dans les trois cas, nous
nous concentrerons sur celui du préfaisceau LOh/Zs(—)' Nous prendrons pour T le rem-
placement projectivement cofibrant du préfaisceau pointé (P, cog) donné par A [] 0 Pk
pointé par 0 € A ; la somme amalgamée est prise suivant 1 : A — Al et oo : A — PL.
Pour X € Sm/S, on dispose de deux foncteurs exacts f%, f% : @/ZS(X ) — Cioh/ZS(P}().
Si m: Py — X est la projection évidente et Op1, (1) est le Op1, -module tautologique
sur PY, alors f§ = 7*(—) et {5 = Op1 (1) Q0,1 7*(—). On en déduit deux morphismes de
préfaisceaux d’ensembles simpilciaux

£0, f! : K(Coh’s(~)) — hom(P§, K(Coh7s(-))).
En utilisant (71), on peut alors former le morphisme de préfaisceaux d’ensembles simpliciaux
£0 — £ : K(Coh’s(—)) — hom(P§, K(Coh’s(-))).

Le choix d’une identification co*(Op1) = o00*(Op1(1)) fournit une homotopie simpliciale
entre I’application nulle et la composition de

0_gl

K(Coh%s(—)) — hom(Pk, K(CohZs(-))) - K(CohZs(-)).
Il s’ensuit un morphisme canonique
(72) 7" : K(Cohfs(~)) — hom(Ts, K(Cohfs(-))).

Le T-spectre K(Coh/ZS(—)) est donné en tout niveau par K(Coh/ZS(—)) et admet le mor-
phismey : Ts A K(Coh/ZS(—)) — K(Coh/ZS(—)), déduit par adjonction de (72), pour mor-
phisme d’assemblage.
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PRrOPOSITION 7.13. — Soit S un schéma régulier de dimension de Krull finie. Le T-spectre
K(Coh/ZS(—)) est projectivement stablement (A', Nis)-fibrant. Il en est de méme de K(LL,s(-))
et K(Coh g(—)).

Démonstration. — Vu la proposition 7.10, il reste a montrer que (72) est une équivalence
d’homotopie de préfaisceaux simpliciaux. Ceci est une conséquence immédiate du théoréme
du fibré projectif (cf. [37, §8, Th. 2.1]). O

Soit ¢t : T — S une immersion fermée. Pour tout X € Sm/S, le foncteur « image
directe» (idx X gt)« : Coh (X xsT) — Coh,g(X) est exact. On a donc un morphisme de
préfaisceaux de catégories exactes ¢, : Coh p(—) — Coh g(—) qui induit un morphisme
de T-spectres

(73) t. K (Coh,p(—)) — K(Coh,s(—)).

On a le résultat suivant qui n’est rien de plus qu'une reformulation de la pureté de Quillen
en K -théorie algébrique des schémas.

LEMME 7.14. — Soit t : T <— S une immersion fermée entre schémas réguliers de
dimension de Krull finie. Alors, le morphisme K(Coh ,r(—)) — t!K(Coh/S(—)), déduit par
Uadjonction (t.,t") du morphisme (713), est un isomorphisme dans SH(T).

Démonstration. — Soit j : U — S I'immersion ouverte complémentaire a ¢. Vu que
K(Coh,;(—)) est projectivement stablement (A, Nis)-fibrant (cf. la proposition 7.13), on a
un isomorphisme j,.K(Coh ;;(—)) ~ Rj.K(Coh ;(—)) = Rj.j*K(Coh,5(—)). D’apres [4,
Prop. 1.4.9], il suffit donc de montrer que le morphisme canonique

t.K(Coh -(~)) — HoFib {K(Coh/s(—)) = j*K(Coh/U(—))}
est inversible dans SH(.S). Il suffit de faire cela niveau par niveau et au-dessus de X € Sm/S.
SiY =X xgTetV =X xgU,ilsuffit alors de montrer que
K(Coh(Y)) — HoFib {K(Coh(X)) — K(Coh(V))}

est une équivalence d’homotopie. Ceci découle aussitot de [37, §5, Th. 4 et Th. 5]. O

REMARQUE 7.15. — Strictement parlant, le T-specire K(Coh g(—)) n'est pas un objet de
la catégorie SHay(S) (pour M = Spt3 (A°PEns,)) construite et étudiée dans [5, Chap. 4]
(¢f- l'annexe A). C’est plutét un objet de la catégorie SH(S) construite par Jardine dans [26)].
Toutefois, en pratique, il n'est pas dangereux de confondre ces deux catégories. En effet, le
foncteur

Spt;(PSh(Sm/S, A°P&ns,)) — Spt,(PSh(Sm/S, Spt3i (A°PEns,))),

induit par le foncteur de suspension infinie au niveau des ensembles simpliciaux, est une équi-
valence de Quillen a gauche. Il induit alors une équivalence entre la catégorie SH(S) de [26] et
celle de [5]. Dans la suite, nous passerons sous silence cette distinction.

THEOREME 7.16. — Soit S un schéma régulier. Alors, K(Coh,s(—)) € SH(S) est pur
relativement a tout carré transversal d'immersions fermées (C) comme dans le théoréme 7.4.
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Démonstration. — On a un carré commutatif de T'-spectres :

(74) £ K(Cohp(~)) — t.s,K(Coh 7 (-))

K (Cohjs(—)) — s.K(Coh,s ().
Les fléches verticales sont induites par les foncteurs images directes
(idx x 1), : CohJp(X x5 T) < Cohfg(X) et (idxs x '), : Coh g (X" xg T') < Coh g (X)

avec X € Sm/S et X’ € Sm/S’. Les fleches horizontales sont induites par les foncteurs
images inverses

(idy x 8')* : CohJp(Y) — Coh (Y x T') et (idx x s)* : Cohg(X) — Coh /(X x5 5")

avecY € Sm/T et X € Sm/S.
En utilisant les adjonctions (t.,t') et (,,t"*), on obtient un diagramme commutatif

K (Cohr(-)) 5. K(Coh,7.(-))
'K (Cohs(~)) — t's.K(Coh,g (-)) — s,t"K(Coh s/ (~))

ou les fléches verticales sont inversibles d’aprés le lemme 7.14. En utilisant les adjonctions
(s*, s.) et (s'*, s,), on obtient le diagramme commutatif

LK (CohTh(~)) i K (Coh,r(-))

Ls"¢'K(Coh? Bz . s ® l
s (Coh7g(—)) == t"Ls*K(Cohs(~)) — t"K(Coh & (-)).

Le corollaire 7.12 et la construction des foncteurs « image inverse » montrent que les mor-
phismes (a) et (b) ci-dessus sont inversibles. Il vient que le morphisme Ez'* ci-dessus est in-
versible. Ceci termine la preuve du théoréme. O

Dans la suite, nous notons BGLg un objet dans SH(.S) qui représente la K-théorie
algébrique des schémas lisses au-dessus d’une base réguliere S, i.e., qui est isomorphe
a K(Coh / s(—)). On pourra prendre par exemple le T-spectre introduit par Voevodsky
(cf. [48, §6.2]).

D’apres I'annexe A, on dispose d’un foncteur de localisation SH(S) — SHg(—) et
d’une équivalence de catégories T o N(— ® Q) : SHp(S) ~ DA(S, Q) (cf. (165)).

COROLLAIRE 7.17. — Soit S un schéma régulier. Alors ToON(BGLg®Q) € DA(S, Q) est
pur relativement a tout carré transversal d’ immersions fermées (C) comme dans le théoréme 7.4.

Démonstration. — Ceci découle immédiatement du théoréme 7.16 et du corollaire A.14.
O

Le résultat qui suit est une reformulation d’un fait bien connu, a savoir que
la K-théorie étale et la K -théorie algébrique coincident a torsion pres.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



66 J. AYOUB

LEMME 7.18. — Soit S un schéma régulier. L'objet T o N(BGLg ® Q) € DA(S,Q) est
ét-local.

Démonstration. — 11 s’agit de montrer que le complexe de préfaisceaux de Q-espaces
vectoriels K = REv,(T o N(BGLg ® Q)) est ét-local pour tout n € N. Autrement
dit, il faut montrer que HY(K (X)) ~ H: (X,K) pour tout X € Sm/S. Puisque K
est Nis-local, il suffira de montrer que Hi, (X, K) ~ H. (X, K). Le foncteur d’oubli
ogt : Shgt(Et/X,Q) — Shyis(Et/X, Q) est exact. Il suffit alors de montrer que le mor-
phisme canonique K — ogag(K) est un quasi-isomorphisme. Ceci se vérifie sur les
schémas henséliens. On est alors ramené a montrer la propriété suivante. Sie : X' — X est
un revétement étale galoisien (entre S-schémas lisses et connexes) de groupe de Galois G,
alors K(X) — K(X’)¢ est un quasi-isomorphisme. Ceci est équivalent & montrer que
pour touti € N, K;(X) ® Q — (K;(X’) ® Q)¢ est inversible. (On utilise ici la proposi-
tion A.13 et le fait que T o N : SHp(S) — DA(S, Q) est une équivalence de catégories.)
Cette propriété découle aussitot de ’existence et des propriétés des transferts en K-théorie
algébrique (cf. [37, §7]). O

COROLLAIRE 7.19. — Soit S un schéma régulier. Alors T o N(BGLg ® Q) € DA%(S,Q)
est pur relativement a tout carré transversal d'immersions fermées (C) comme dans le théo-
réme 7.4.

Démonstration. — Notons ag : DA(S, Q) — DA (S, Q) le foncteur de localisation,
donné par I'identité sur les objets, et Rog; son adjoint a droite. Posons

Es = T oN(BGLs ® Q) € DA(S, Q).

Vu le corollaire 7.17 et le fait que ag commute aux foncteurs « image inverse », il suffit de
montrer que les morphismes canoniques

aétt!Es — t!aétES et aétt’!ES/ — t'!aétES/

sont inversibles. (Utiliser I'isomorphisme s*Eg ~ Eg/ déduit du corollaire 7.12.) Il suffit bien
entendu de se concentrer sur le premier morphisme. D’aprés le lemme 7.18, Eg est ét-local.
Il s’ensuit que Eg — Rogtag Eg est un isomorphisme. En appliquant t' et en utilisant la
commutation t'oRog; ~ Rogtot', on déduit un isomorphisme canonique ' Eg ~ Rogt'ag Eg.
En appliquant a4 et en utilisant que le morphisme de co-unité ag;Rog, — id est inversible,
on déduit un isomorphisme canonique agt'Eg ~ t'agEg. On laissera au lecteur le soin de
vérifier que cet isomorphisme coincide avec le morphisme qui nous intéresse. O

Le théoréme 7.4 découle maintenant du fait bien connu suivant.

PRrOPOSITION 7.20. — Soit S un schéma régulier de dimension de Krull finie.
Dans DA (S, Q), l'objet unité Qg(0) est un facteur direct de T o N(BGLg ® Q).

Démonstration. — 11y a plusieurs fagons de procéder. Nous prendrons une voie rapide et
facile qui repose sur le modéle de BGL fourni par [15] et [44]. Rappelons de quoi il s’agit.
Pour n € N, on a une inclusion canonique P% — Pg“ donnée par

[o: - :1@p]~[zo:- i xy 0]
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On note P la colimite des P% dans la catégorie des préfaisceaux sur Sm/S. Les plongements
de Segre P x gP2 — P2 ™™ fournissent un morphisme m : P x sP¥ — PY. Consi-
dérons le T-spectre symétrique X = Sus%E(IP’go). Le morphisme m induit un morphisme
m: X®X — X dans SH(S). Par ailleurs, on dispose d’un morphisme 3 : 1(1)[2] — X,
appelé le morphisme de Bott. Il est donné par la composition de

1(1)[2] — Susy 5 (P§) — Susy 5 (PF).

La premiére fleche est induite par la décomposition Sus%z(]P’lS) ~ 1@ 1(1)[2] du motif
de P et la seconde fleche est induite par I'inclusion évidente Py — PZ. On peut alors former
la N-suite

(75) {X — X(-1)[-2] — -+ — X(-n)[-2n] — X(-n—-1)[-2n—2] — ---}

ou la n-iéme fléche est donnée par la composition de

X (~n+1)[~2n+2] = (X@1(1)[2])(-n)[~2n] 5 (X©X)(~n)[~2n] - X(~n)[~2n]

La colimite homotopique (dans SH(S)) de (75) sera notée X[37!]. Avec ces notations,
un résultat principal de [15] et [44] affirme qu'on a un isomorphisme X[3~!] ~ BGLg
dans SH(S).

Expliquons comment conclure. Il faut prouver que Qg(0) est un facteur direct
de T o N(X[671] ® Q) dans DA®*(S, Q). Or, on a un isomorphisme canonique

ToN(X ® Q) ~ colim,ey Sus(:]p,z(P’SL ® Q).

Le lemme 7.21 ci-dessous, fournit un isomorphisme canonique

ToNX®Q) ~ @ Qs(n
neN
dans DA® (S, Q). La partie (b) du méme lemme montre que la multiplication sur T o N(X ® Q)
correspond a la structure d’algebre naturelle sur ,, .y Qs(n)[2n]. Enfin, il est clair que le
morphisme de Bott identifie Qs(1)[2] avec le second facteur de P,y Qs (n)[2n]. 1l s’ensuit
immédiatement que T o N(X[87!] ® Q) est isomorphe & @,, ., Qs(n)[2n] dans DA%(S,Q).
Ceci termine la preuve de la proposition. O

LEMME 7.21. — Soient S un schéma de base et m, n € N. On a une décomposition en somme
directe dans DA (S, Q) :

(76) Sus s (PE @ Q) ~ P Qs(i)
0<i<m
De plus, modulo cet isomorphisme on a :
(a) Le morphisme @<, Qs(1)[21] — Bocicmys Qs(9)[2i], induit par l'immersion

évidente PF — Pg‘“, envoie le i-ieme facteur identiquement sur le i-ieme facteur pour
tout 0 < i < m.

(b) Le morphisme @< ;< 0<j<n Qs(m+n)[2m +2n] — DBocr<mnimen Qs(k)[2k],
induit par le plongement de Segre P§ x P% — ]P’ng”"J’", envoie le (i, j)-ieme facteur
identiquement sur le (i + j)-ieme facteur pour tout 0 < i <met0 < j < n.
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Démonstration. — Simpr : P§ — S estla projection structurale, on a un couple de fonc-
teurs adjoints ((mpr )3 (mpm )*, (7pr )« (7pz )*). En notant que M, (Pg) = (mpm )« (mpm )", le
corollaire 2.12 fournit alors un 2-isomorphisme

(e )y (TR )" =~ @ idpast(s,0) (4)[21].
0<i<m
11 suffit alors de ’'appliquer a Qg (0) pour obtenir I'isomorphisme (76).

Pour la suite, nous reprenons le morphisme f,, : (P5)™ — P (cf. (21)). Par construc-
tion, le morphisme

D Qs(eard(D)[2card(1)] = (Qs(0) @ Qs(D[2)*™ — P Qs(d)[2i],
IC[1,m] 0<i<m
induit par f,,, envoie identiquement le I-iéme facteur sur le card(I)-iéme facteur. L’asser-
tion (a) découle aussitot. Passons a I’assertion (b). On utilise pour cela le diagramme com-

mutatif

(]P)l )m XS IP)I M ]P)m Xg ]P)S ]P)mn—i-m—i-n HS

\ J{fm:/
fm+n

+
Pyt

ou les morphismes f,, ,, et g sont donnés sur les coordonnés homogeénes par

izl o) = | >, |
[ 0<i<m, 0<j<n, i+j=I 0<l<m+nJ
et g([(zi5)o<i<m,o<j<n]) = Z #ig
0<i<m, 0<j<n, i+j=I 0<i<m+n

Bien entendu Hys est le sous-espace linéaire défini par les équations 3, ., z;; = 0. Ilest de
codimension m + n + 1 et n’intersecte pas I'image du plongement de Segre. Le morphisme g
est la projection d’un fibré vectoriel. L’invariance par homotopie entraine alors que I'image
dumorphisme o<, 0<j<n Qs(m+n)[2m+2n] — Bocrcmnimin Qs(k)[2k], induit
par le plongement de Segre, est contenue dans le facteur direct @<, 4., Qs (1)[2(]. De plus,
le morphisme <<, o<j<n Qs(m +n)[2m +2n] — @OSZS;J; Qs(1)[21] ainsi obtenu
coincide avec le morphisme induit par f,, ». Le résultat recherché est maintenant clair. I

8. Constructibilité et dualité

Commengons par rappeler la notion de constructibilité pour les motifs étales.

DEFINITION 8.1. — Soient S un schéma et A un anneau de coefficients. Onnote DASE (S, A)
la plus petite sous-catégorie triangulée de DAét(S, A) stable par facteurs directs et contenant
les objets de la forme Susy (U ® A) avec U € Sm/S et n € N. Un S-motif étale est dit
constructible lorsqu’il appartient d DA (S, A).
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REMARQUE 8.2. — Sig: U — Sestun S-morphisme lisse etn € N, on aun isomorphisme
gi(Au(—n)[—2n]) =~ Susy (U ® A) dans DA% (S, A). Ainsi, la notion de constructibilité
introduite dans la définition 8.1 est un cas particulier de celle de \-constructibilité de [4,
déf. 2.2.3] ; on la retrouve en prenant pour X le sous-ensemble {As(—n); n € N} ¢ DA®(S, A).

ProproSITION 8.3. — Soient S un schéma et A un anneau de coefficients. On suppose que
I'hypothése 3.17 est satisfaite. Alors, un objet de DA*(S, A) est constructible si et seulement
si il est compact.

Démonstration. — Ceci découle de la proposition 3.19 jointe a [4, Prop. 2.1.24]. O
On note le corollaire suivant qui nous sera utile plus tard.

COROLLAIRE 8.4. — Soient S un schéma et A un anneau de coefficients qui satisfont a
Uhypothése 3.17. Soit M € DA (S, A) et supposons que pour tout nombre premier £ inversible
sur S il existe un entier e premier a £ tel que M @5 Ale™'] € DA®(S, A[e~!]) est constructible.
Alors M est constructible.

Démonstration. — On peut reformuler la condition de ’énoncé est disant qu’il existe
une famille finie d’entiers naturels (e;)1<;<n qui engendre A comme idéal et telle que
Mle;'] = M ®, Ale;'] € DA®(S, Ale;!]) est constructible pour tout 1 < i < n. Vu
la proposition 8.3, il s’agit de montrer que M est compact en sachant que les Me; ! sont
compacts.

Soit (Aq)aers une famille d’objets de DA (S, A). Il faut montrer que I’homomorphisme
¢vident
(77 @ homp pee (g 0y (M, A [r]) — hompaer(g py (M, @ Aalr])

acl a€cl
est bijectif pour tout r € Z. Vu les triangles distingués
Ao — Ao @2 Zle; ] — Aa ®z (Zle;']/Z) —

il suffit de prouver que les homomorphismes (77) sont bijectifs pour les familles
(A, ®z Z[ei_l])ael et (Ay ®z (Z[ei_l]/Z))aeI (lorsque 1 < ¢ < n). Or, Z[e[l]/Z est
la somme directe des Q/Z,), ou p parcourt 'ensemble (fini) des diviseurs premiers de e;, et
chaque A ®7z Q/Z,) est un A[ej_l]-module pour au moins un 1 < j < n. On voit alors qu’il
suffit de prouver que 'homomorphisme (77) est une bijection pour les familles (Bg)sc.s
d’objets de DA®(S, A) provenant d’une famille (B}) e s d’objets de DA®'(S, Ale; ']) par le
foncteur évident DA*(S, Ale;']) — DA®(S, A). Par adjonction, I'homomorphisme (77)
s’écrit dans ce cas

(78) €D homp ges (g a1y (Mle; '], Bylr]) — homp e g o1y (Mle; '], D Bslr))-
ped BeJ

Ce dernier est une bijection puisque M([e; '] € DA® (S, Ale;!]) est supposé compact. [

PROPOSITION 8.5. — Soient S un schéma de base et A un anneau de coefficients. Soit
f Y — X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Alors, les objets constructibles dans
DA% (—, A) sont préservés par :

(a) lopération f* sans hypothése supplémentaire sur f ;
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(b) lopération f, lorsque f est projectif ,
(c) lopération fi sans hypothése supplémentaire sur f ;
(d) lopération f* lorsque f est lisse.

Démonstration. — 11 s’agit d’un cas particulier de [4, Scholie 2.2.34, A et B]. O

Notre tache principale dans ce paragraphe est d’expliquer comment le théoréme d’unifor-
misation locale de Gabber [14] (voir aussi [24, Expo. IX, Th. 1.1]) permet de se débarrasser
des hypotheses « f projectif » et « f lisse » dans la proposition 8.5, (b) et (d). Rappelons
d’abord I’énoncé du théoréme d’uniformisation locale de Gabber.

THEOREME 8.6 (Gabber). — Soient X un schéma excellent et Z C X une partie fermée
partout de codimension non nulle. On fixe un nombre premier £ inversible sur X. Il existe alors
une famille finie de diagrammes commutatifs, indexée par i € I,

(79) V,— Y,

I B

U—5 X X

(le morphisme e : X' — X étant le méme pour tous les diagrammes de la famille) telle que
les propriétés suivantes sont satisfaites.

(a) LesschémasY; sont réguliers et connexes ; chaque Y; domine une composante irréductible
de X.

(b) Les morphismes f; sont génériquement finis et fi_1 (Z) est le support d'un diviseur
Strictement a croisements normaux.

(c) Le morphisme e est une modification, i.e., il est projectif et induit un isomorphisme d’un
ouvert dense de X' sur un ouvert dense de X.

(d) Les schémas U; sont irréductibles, les morphismes u; sont étales et la famille (U;);c est
un recouvrement Nisnevich de X'

(e) Les schémas V; sont irréductibles, et les morphismes r; sont finis, plats et de degré
générique premier a £.

PROPOSITION 8.7. — Onsuppose que le schéma de base S est excellent et que I'hypothése 7.3
est satisfaite. Soient X un S-schéma quasi-projectif et j : X — Z — X linclusion de I'ouvert
complémentaire d’un fermé Z C X. Alors, l'opération j, : DA (X-2Z,A) — DA%(X, A)
préserve les objets constructibles.

A quelques détails techniques prés, la preuve de cette proposition suit fidélement la mé-
thode trés astucieuse mise au point par Gabber dans sa démonstration du résultat analogue
en cohomologie ¢tale (cf. [14, second proof of Th. 0.1] et [24, Expo. XIII, Th. 1.1.1]). Les
ingrédients essentiels sont le théoréme de pureté absolue (cf. le théoréme 7.4) et le théoréme
d’uniformisation locale de Gabber (cf. le théoreme 8.6). Par souci d’exposition, nous repre-
nons les détails. On commence par une réduction standard.

LEMME 8.8. — Pour démontrer la proposition 8.7, il suffit de vérifier que
§«A(0) € DA (X, A) est constructible pour tout S-schéma quasi-projectif X et tout fermé
Z CX.
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Démonstration. — La proposition 3.19 et [4, Lem. 2.2.23] entrainent que DA®* (X — Z, A)
est compactement engendrée par les motifs de la forme 7, A(n) avec 7’ : Y/ — X — Z un
morphisme projectif et n € Z. (Remarquons que ces objets sont constructibles d’aprés la
proposition 8.5, (b).) Il suffit donc de prouver que j.7. A(0) est constructible.

On fixe une compactification ' : Y/ — Y au-dessusde X avecn : Y — X un X-schéma
projectif et Y’ dense dans Y. (Puisque 7’ est projectif, ona Y’ = Y — 7~1(Z) mais ceci est
inutile pour la suite.) Vu que jon’ = moj’, il suffit de montrer que .. j, A(0) est constructible.
Or, d’aprés la proposition 8.5, (b), le foncteur . préserve les objets constructibles. Il est donc
suffisant de montrer que 5, A(0) est constructible. Le lemme est démontré. O

Le théoréme 7.4 sera utilisé a travers le résultat suivant.

LEMME 8.9. — On suppose que I'hypothese 7.3 est satisfaite. Soient X un S-schéma quasi-
projectif et j © X — Z — X linclusion de 'ouvert complémentaire d’'un fermé Z C X.
On suppose que X est régulier et que Z est le support d’un diviseur strictement a croisements
normaux. Alors, j.A(0) € DA® (X, A) est constructible.

Démonstration. — Notons i : Z — X I'immersion complémentaire a j. Vu le 2-triangle
distingué de localité (cf. [4, Prop. 1.4.9]), il suffit de montrer que i'A(0) est constructible.
Notons Zi,...,Z, les composantes irréductibles de Z et posons Z; = (),c; Z; pour
@ # 1 C[1,n].Sius: Zr — Z est l'inclusion évidente, [4, Lem. 2.2.31] entraine que i'A(0)
est dans la sous-catégorie triangulée de DA®*(Z, A) engendrée par les ur, (i o ur)' A(0) pour
@ # I C [1,n]. On est donc ramené & montrer que s'A(0) est constructible pour I'inclusion
s : Y — X d’un sous-schéma régulier. D’aprés [4, Cor. 2.2.6], le probléme est local. On
peut donc supposer que I'idéal de définition de s est globalement engendré par d sections
avec d la codimension de Y dans X (supposée constante le long de Y). On applique enfin le
corollaire 7.5 pour conclure. O

On donne maintenant la preuve, suivant la méthode de Gabber, de la proposition 8.7.

Démonstration. — On raisonne par induction sur krdim(X), la dimension de Krull de X .
Lorsque cette dimension est nulle, il n’y a rien a prouver. On fixe un entier d > 1, et on
suppose que la proposition 8.7 est prouvée pour X lorsque krdim(X) < d — 1.

Pour X un S-schéma quasi-projectif, Z C X une partie fermée et n € N, on introduit la
propriété P(X, Z, n) suivante.

P(X, Z,n): Il existe une partie fermée T C Z de codimension plus grande ou égale a n
telle que (j+A(0))|x—r est constructible.
(Bien entendu, j est I'inclusion de X — Z dans X et (=) x—7 : DA®(X,A) — DA%(X —T,A)
est le foncteur « image inverse » suivant I'inclusion X — T — X.)

Par la récurrence sur la dimension de Krull de X, la propriété P(X, Z, n) est vraie pour
toutn € Nlorsque krdim(X) < d—1. Par ailleurs, la propriété P(X, Z, 0) est toujours vraie;
il suffit de prendre T = Z. Pour n > krdim(Z), la propriété P(X, Z, n) est équivalente a
la constructibilité de j.A(0). Ainsi, pour démontrer la proposition 8.7 il suffit de montrer
que la propriété P(X,Z,n — 1) pour tout S-schéma quasi-projectif X de dimension de
Krull d entraine la propriété P(X, Z, n) pour tout S-schéma quasi-projectif X de dimension
de Krull d. On divise la preuve en plusieurs étapes.
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Etape A : Fixons un S-schéma quasi-projectif X de dimension de Krull d et une partie
fermée Z C X. On ne restreint pas la généralité en supposant que Z est de codimension
non nulle. (En effet, on peut remplacer X par 'adhérence de X — Z.) Nous cherchons un
fermé T de codimension plus grande ou égale a n tel que (j.A(0)) x—r soit constructible. Il
suffit pour cela de trouver, pour tout nombre premier ¢ inversible sur S, un entier naturel
e € N — {0} premier a £ et un fermé 7, C Z de codimension plus grande ou égale
an tels que (j.Ale; '](0))x—7, est constructible dans DAY (X — Ty, Ale;']). En effet, si
cela était possible, nous obtiendrions alors une famille finie d’entiers naturels (e;)1<;<m qui
engendre A comme idéal et une famille finie de fermés (7)1 <;<n, de codimension plus grande
ou égale a n dans Z telles que (j*A[ei_l](O))|X,Ti est constructible dans DA (X, Ale; !])
pour tout 1 < ¢ < m. D’apres le corollaire 8.4, (j.A(0))x_r est alors constructible dans
DA (X, A) si nous prenions T = Uy <j< T

A partir de maintenant, on fixe un nombre premier / inversible sur S. On applique le théo-
réme d’uniformisation locale de Gabber a X et Z pour obtenir un diagramme commuta-
tif (79) vérifiant les propriétés (a) a (e) du théoréme 8.6. Appelons e, le plus petit multiple
commun des degrés génériques des morphismes finis ;. C’est un entier premier a ¢ et nous
allons construire T C Z de codimension plus grande ou égale a n tel que (j.Ale; '](0)) x—7
est constructible dans DA*(S, Ale;]). A ce stade, on peut remplacer A par Ale; '] et sup-
poser que les degrés génériques des morphismes finis r; sont inversibles dans A. C’est ce que
nous ferons dans la suite.

Etape B : On fixe une fois pour toutes un ouvert dense X° € X — Z. On note X0, U?,
V0 et Y0 les images inverses de X° dans X', U;, V; et Y; (avec i € I). Les inclusions
X% — X, X% — X' etc., seront désignées par ¢. On supposera que la restriction de e
a X' induit un isomorphisme €® : X° ~ X° On suppose aussi que pour tout i € I,
le morphisme r{ : V2 — U? est le composé d’un revétement étale suivi d’'un morphisme
totalement inséparable.

Notons D = X — X%et D’ = X’ — X'O. Par I’hypothése de récurrence appliquée aux
couples (D, Z) et (D', Z"), on voit que les cones des morphismes

(80) GuA(0) — GA(0) et jLuA(0) — 7.A(0)

sont constructibles. (On utilise ici le 2-triangle de localité [4, Lem. 1.4.6].) En particulier, la
propriété P(X, Z, n) équivaut a I'existence d’un fermé 7' C Z de codimension plus grande
ou égale a n tel que (j.1A(0))|x —r soit constructible.

Remarquons aussi que le morphisme canonique
(81) J«t1A(0) — e, jluA(0)
est un isomorphisme. En effet, e o j' = joe' avece’ : X' — Z' — X — Z le morphisme
déduit de e. En particulier, e,j, ~ j.e. et il est suffisant de montrer que le morphisme ca-

nonique t;A(0) — el u1A(0) est inversible. Puisque e’ est projectif, on a un 2-isomorphisme
canonique e] ~ ¢!, (cf. [4, Th. 1.7.17]). Il en découle une chaine d’isomorphismes canoniques

el A (0) =~ eju; A(0) ~ el A(0) =~ 4y A(0).

(Rappelons que €° est un isomorphisme entre X’° et X°.) Etant donné qu’un endomor-
phisme de ¢;A(0) est inversible si et seulement si sa restriction & X° est inversible, on est
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ramené a montrer que le morphisme canonique t*1;A(0) — t*e, 11 A(0) est inversible. Ceci
est clair puisque les deux membres sont canoniquement isomorphes a A(0).

Etape C : Le but de cette étape est d’introduire quelques notations. La propriété P(X’, Z/,n—1)
fournit un fermé F’ C Z’ de codimension plus grande ou égale an — 1 tel que (j;A(0))x/—p
est constructible. Vu que le cone du morphisme de droite dans (80) est constructible, on
déduit que (4,1 A(0))|x/—p est constructible. On pose F' = e(F"). La proposition 8.5, (b)
entraine aussitot que (e,j,uA(0))x_p est constructible. Vu que (81) est inversible, il en est
de méme de (j.u1A(0)) x—p.

En utilisant le 2-triangle distingué de localité de [4, Lem. 1.4.6], on voit que pour établir
P(X, Z,n), il faut et il suffit de trouver un ouvert F° C F dont le complémentaire est de
codimension plus grande ou égale a n dans Z et tel que (j.u1A(0))|Fo est constructible. (Ici
encore, nous avons noté (—) o le foncteur « image inverse » suivant I'inclusion FO— X))
En effet, le fermé T = F — F° conviendra alors. Ceci montre qu’on peut remplacer X par un
voisinage ouvert d’un point générique d’'une composante irréductible de F' de codimension n
dans Z. (Bien entendu, tous les autres X -schémas en jeu seront remplacés par 'image inverse
de ce voisinage.)

En choisissant ce voisinage suffisamment petit, on peut supposer que F est irréductible,
que F’ est I'union disjointe de ses composantes irréductibles et que chacune de ces compo-
santes irréductibles est finie et surjective sur F'. On peut aussi supposer que pour chaque ¢ € I
il existe un fermé H; C Uj; tel que les u; induisent un isomorphisme % : Hz’e 1 H; = F.
Pour i € I, on pose alors G; = ri_l(Hi).

Etape D : Notons b’ : F' — X’ I'inclusion évidente. D’aprés les choix de I’étape C, le cone
du morphisme j.,uA(0) — b0 5.1 A(0) est constructible. D’aprés la proposition 8.5, (b),
il en est du méme du céne du morphisme

(82) exjutiA(0) — e bLb"™ jLuA(0).

Notons U = [[;c; Ui, H = [l;c; Hivw : U — X' le morphisme déduit des u; et
¢ : H — U linclusion évidente. Notons aussi 5 le changement de base de I'inclusion
j: X —Z — X suivant le morphisme U — X. Puisque % est un isomorphisme et que
u est étale, on a une chaine d’isomorphismes canoniques

b 5L A(0) = G, t*b™* 5L A(0) = Guc*u* 5L A(0) = Guc™ 5l 1 A0).
Il s’ensuit un isomorphisme canonique
(83) e b i A(0) ~ e uscic* i) uA(0).

Par ailleurs, si ¢ € I, le morphisme canonique vtA(0) — (7;).0tA(0) admet une rétrac-
tion. En effet, il s’identifie avec le morphisme A(0) — (r?).A(0) auquel on applique ¢;.
Or, le morphisme r{ est le composé d’un revétement étale de degré inversible dans A et
d’un morphisme totalement inséparable. Le résultat recherché découle maintenant de [4,
Lem. 2.1.165]. Posons V' = [[;;Vi. G = [l;c;Gi,7 : V. —Uet7 : G — H les
morphismes déduits des r;, d : G — V I'inclusion évidente et j/ le changement de base de
j: X — Z — X suivant le morphisme V' — X. D’aprés ce que I’on vient de dire, le mor-
phisme 57t A(0) — 7.5’ 1tA(0) admet une rétraction. Vu I'isomorphisme de changement

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



74 J. AYOUB

de base ¢*r, ~ 7.d*, on déduit aussitdt que le morphisme c.c*j 11 A(0) — rod.d*j 11 A(0)
admet une rétraction. Au final, on voit que le morphisme canonique

(84) estleCiC* 5 A (0) — exusradd* 5. 11 A(0)
admet une rétraction.

Etape E : Finissons la démonstration. Nous allons montrer que j,4A(0) € DA (X, A)
est constructible. A I'instar de [24, Exp. XIIL § 3.4], nous nous placerons dans le quotient
de Verdier V de DA®*(X, A) par sa sous-catégorie triangulée DA (X, A) formée des objets
constructibles. Dans V, on a les isomorphismes (81), (82) et (83) et un monomorphisme
scindé (84). En les composant, on voit que le morphisme canonique

(85) Jetth — et ridyd* 52 1A (0)

admet une rétraction dans V. Il suffit donc de prouver que la fleche (85) est nulle dans V.
Or, en utilisant le diagramme commutatif (79), on voit que la fleche (85) se factorise a
travers f.p.d.d*p*(jy)«uA(0). (Ici, onanoté Y = [[,.;Yi, f : ¥ — X le morphisme
déduit des f;, p : V — Y le morphisme déduit des p; et jy le changement de base de
j: X — Z — X suivant le morphisme Y — X.) Il suffit donc de montrer que cet objet est
nul dans V, i.e., qu’il est constructible. Comme dans 1’étape B, I’hypothése de récurrence
sur la dimension de Krull entraine que le cone du morphisme (jy ).u1A(0) — (jy)«A(0)
est constructible. D’autre part, d’aprés le lemme 8.9, d*p*(jy).A(0) est constructible. Il
en est donc de méme de d*p*(jy )«t1A(0). Enfin, remarquons que f opod : H — X
est un morphisme fini. Il vient que fip.d.d*p*(jy).uA(0) est constructible d’apres la
proposition 8.5, (b). Ceci termine la preuve. O

On obtient maintenant facilement le résultat suivant.

THEOREME 8.10. — On suppose que le schéma de base S est excellent et que ’hypotheése 7.3
est satisfaite. Soit f :' Y — X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Alors, les objets
constructibles dans DA (—, A) sont préservés par les opérations f*, f., fi et f*.

Démonstration. — Vu la proposition 8.5, il reste & montrer que

— Jj« préserve les objets constructibles lorsque j est une immersion ouverte ;

— 4 préserve les objets constructibles lorsque i une immersion fermée.
Lorsque i et j sont complémentaires, le 2-triangle distingué de localité [4, Prop. 1.4.9] montre
que les deux propriétés ci-dessus sont équivalentes. Par ailleurs, le cas d’'une immersion
ouverte est assuré par la proposition 8.7. O

REMARQUE 8.11. — Lorsque S est un schéma excellent de caractéristiques résiduelles
nulles, on dispose de la résolution des singularités par éclatements d’aprés Hironaka [19)]. Dans
ce cas, le théoréme 8.10 est une conséquence directe de [4, Scholie 2.2.34] et du théoréme 7.4
qu’on peut alors prouver sans recours a la K-théorie algébrique.

On a aussi le résultat suivant.

THEOREME 8.12. — On suppose que le schéma de base S est excellent et que I'hypothése 7.3
est satisfaite. Soient X un S-schéma quasi-projectif, et A et B deux objets constructibles dans
DA (X, A). Alors, les objets A® B et Hom(A, B) sont aussi constructibles.
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Démonstration. — Le cas du produit tensoriel est immédiat (cf. [4, Prop. 2.3.60]). On se
concentre sur le bifoncteur Hom(—, —). Il suffit de traiter le cas ou A = fyA(n) avecn € Z
et f: U — X un S-morphisme lisse. Or, d’aprées la formule de projection [4, Prop. 2.3.52]
on a des isomorphismes canoniques Hom(fyA(n), B) ~ f,Hom(A(n), f*B) ~ f,f*B(—n).
Le théoréme 8.10 permet maintenant de conclure. O

La définition suivante est un cas particulier de [4, Def. 2.3.66].

DEFINITION 8.13. — Soit S un schéma de base. Un objet R € DA® (S, A) est dit dualisant
s'il est constructible et si le morphisme canonique M — Hom(Hom (M, R), R) est inversible
pour tout objet constructible M € DA® (S, A).

Le résultat suivant est un cas particulier de [4, Th. 2.3.73]; nous l'incluons pour mé-
moire. Notons aussi que les méthodes introduites par Gabber dans ses travaux récents sur
la cohomologie étale (voir notamment [24, Expo. XVII]) devraient nous permettre de nous
débarrasser de certaines hypothéses encombrantes. Ainsi, le résultat ci-dessous devrait étre
vrai pour un schéma de base excellent .S muni d’une fonction de dimension (au sens de
[24, Expo. XVII]) et un anneau de coefficients A tels que I'hypothése 7.3 est satisfaite.

THEOREME 8.14. — Soient S un schéma de base et A un anneau de coefficients. On suppose
que l'une des deux alternatives ci-dessous est satisfaite.

— S est régulier, excellent et de caractéristiques résiduelles nulles. Sa dimension de Krull
est finie et les p-dimensions cohomologiques ponctuelles de S sont uniformément bornées
lorsque p parcourt I'ensemble des nombres premiers non inversibles dans A.

— S est un trait excellent et A est une Q-algeébre.

Alors, on a les propriétés suivantes.

(a) Soit X un S-schéma quasi-projectif avec X régulier. Alors, I'objet Ax(0) € DA% (X,A)
est dualisant.

(b) Pour tout S-schéma quasi-projectif a : X — S, l'objet a'Ag(0) € DAét(X, A) est
dualisant.

(c) Soient f :' Y — X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs et R € DAét(X, A)
un objet dualisant. Alors, I'objet f'R € DA% (Y, A) est dualisant.

9. La réalisation étale des motifs étales (suite)

Dans cette section, on étend la réalisation étale construite dans la section 5 aux motifs
constructibles a coefficients rationnels. On commence par des préliminaires catégoriques.

Etant donnée une catégorie additive C, on note € ® Q la catégorie ayant pour objets ceux
de Cet telle que home g g(A, B) = home (A4, B) ®z Q pour tout A, B € €. La composition
dans € ® Q est déduite de celle de € par linéarité. La catégorie C ® Q est additive et on a un
foncteur additif évident € — C®Q qui est un isomorphisme de catégories si € est Q-linéaire.
Le résultat suivant est certainement bien connu.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



76 J. AYOUB

PROPOSITION 9.1. — Soit T une catégorie triangulée. On note Ty, la sous-catégorie pleine
de T formée des objets A € T tels que n - id 4 = 0 pour un certainn € N — {0}. Alors, Tyor est
une sous-catégorie triangulée de T et le foncteur évident T — T ® Q identifie T ® Q avec le
quotient de Verdier T/Tior. En particulier, T ® Q est naturellement une catégorie triangulée.

Démonstration. — La catégorie Ty, est clairement stable par les foncteurs de suspension
et de désuspension. Supposons donné un triangle distingué dans 7 :

A— B — C — A[l].

Sim-idg = 0etn-idg = 0, la multiplication par mn dans le triangle distingué ci-dessus est
nulle sur les deux premiers sommets. Il vient que (mn) - id¢ se factorise par C — A[1] et
B — C. Il en découle aussitot que son carré est nul. Autrement dit, on a (mn)? - idg = 0
et C € Tior. Ceci montre que Tyo, €St une sous-catégorie triangulée de 7.

Par ailleurs, pour tout M € Tetn € N — {0}, on peut former un triangle distingué

M MY M — Qu(M) — MI1].

Par construction, le morphisme n - idg, (ar) composé avec Q,(M) — M[1] est nul. II se
factorise donc par M — @, (M). Or, le n-iéme multiple de cette fleche est nul. On en déduit
que n? -idg,, (m) = 0 et donc que @, (M) est dans Ty, Il s’ensuit aussitot que V = T/Tyop est
Q-linéaire. Le foncteur évident T — 'V induit alors un foncteur T®Q — V quiest 'identité
sur les objets. Il reste a montrer que ce foncteur est pleinement fidele.

D’aprés la construction du quotient de Verdier, une flécche a : A — B dans V est une
classe d’équivalence de diagrammes de la forme

A A -5 B
avec Cone(u) € Tior. Sin-idcsne(u) = 0, le morphisme n-id 4 composé avec A — Céne(u)
est nul. 11 se factorise donc par u. Autrement dit, il existe une fleche v : A — A’ telle que
uowv =mn-id4. On peut donc supposer que A’ = Aetu = n-ids. Dansce cas,n -« = a.
Ceci montre que le foncteur T ® Q — V est plein.

D’autre part, pour montrer que homg(A, B) 2 Q — homy (4, B) est injectif il suffit
de voir que le noyau de homy(A, B) — homy (A, B) est un sous-groupe de torsion. Soit
b € homg (A, B) une fléche et supposons qu’elle devient nulle dans V. D’apreés la construction
du quotient de Verdier, il existe une fleche u : A’ — A telle que Cone(u) € Tior etbou = 0.
Comme ci-dessus, on peut trouver une fleche v : A — A’ telle que u o v = n - id 4 pour un
certain n € N — {0}. Il en découle alors que n - b = 0. La proposition est démontrée. O

Par ailleurs, on a le fait suivant.

PROPOSITION 9.2. — Soient S un schéma et A un anneau de coefficients. Le foncteur
—®Q:DAS(S,A) — DAS(S, A ® Q) induit un foncteur triangulé

(86) DA% (S,A) ® Q — DA(S,A® Q).

Si de plus 'hypothése 3.17 et satisfaite, le foncteur (86) induit une équivalence de catégories
entre DA (S, A ® Q) et l'enveloppe pseudo-abélienne de DAL (S, ) ® Q.
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Démonstration. — Remarquons que — ® Q préserve les objets constructibles. La premiére
partie de I’énoncé découle formellement du fait que DAfE(S,A ® Q) est Q-linéaire. On
passe a la seconde partie. Notons a* : DA®*(S,A) — DA®(S,A ® Q) le foncteur — ® Q
et a, son adjoint a droite. Pour 4, B € DA®(S,A), ona

homDAét (S,A®Q) (a*A, CL*B) ~ hOmDAét(S’A) (A, a*a*B) .

D’aprés le lemme A.4, on voit que a,a*B = B ® Q vu comme un objet de DA®(S, A).
C’est donc la colimite filtrante du systéme (B),,cnx ol les morphismes de transition associés
a m divisant n sont donnés par - - idg. Or, si A est constructible il est compact par la
proposition 8.3 et on obtient des identifications canoniques

hOIIlDAét (S,A) (A, a*a*B) ~ COlimneNx homDAét(S,A) (A, B) ~ hOInDAét(S’A) (A, B) X Q

Ceci montre que le foncteur DA (S, A) ® Q — DA (S, A ® Q) est pleinement fidéle. De
plus, ¢’est un foncteur triangulé par la proposition 9.1. Par ailleurs, I'image de ce foncteur
contient des générateurs de DA (S, A ® Q) comme catégorie triangulée stable par facteurs
directs (cf. la définition 8.1). Il en découle que tout objet de DAiE(S, A ® Q) est un facteur
direct d’un objet de I'image de DA (S, A) ® Q. Ceci termine la preuve de la proposition
puisque DAiE(S, A ® Q) est pseudo-abélienne. O

DEFINITION 9.3. — Soient S un schéma, A un anneau et J C A un idéal. On note
]ADfE(S, Ay) la sous-catégorie pleine de ﬁét(S, A ) dont les objets sont les complexes de pré-
Saisceaux de A/J*-modules K tels que pour tout s € N, le complexe s*K est constructible
au sens suivant. Les faisceaux étales de A/J°-modules ag(H,(s*(K))) sont constructibles
au sens de [3, Expo. IX, déf. 2.3] et ils sont nuls pour |n| suffisamment grand. On définit
alors D& (S, Ay ® Q) comme étant Uenveloppe pseudo-abélienne de DE (S, A ;) ® Q. Lorsque
A C Zyy et J = (£), pour un nombre premier £, on note simplement DE(S, Q) la catégorie
ainsi définie.

REMARQUE 9.4. — Remarquons que D& (S, Ay ® Q) est naturellement une catégorie tri-
angulée. En effet f)gf(S, Ay) ® Q, est une catégorie triangulée d’aprés la proposition 9.1. De
plus, lenveloppe pseudo-abélienne d’une catégorie triangulée est encore une catégorie triangulée
d’apres [9].

PROPOSITION 9.5. — Soient S un schéma, A un anneau et J C A un idéal. On suppose
que I'hypothése 5.1 est satisfaite. Alors, la réalisation étale RS : DA (S, A) — D (S, A ;)
envoie la sous-catégorie DAS (S, A) dans DE(S, A ;). Elle induit donc un foncteur

87) NG : DAZ(S,A) — DE(S,A)).

Démonstration. — D’aprés [4, Lem. 2.2.23], DAS(S, A) est la plus petite sous-catégorie
triangulée de DA®(S, A) stable par facteurs directs et contenant les motifs de la forme
fiAx(n) avecn € Zet f : X — S un morphisme projectif. Or, il est immédiat que
R (Ax(n)) =~ (A/J*)(n) est dans D¥(X, A ;). D’autre part, 'opération f, commute a la
réalisation étale d’aprés le théoréme 6.9. 1l est donc suffisant de montrer que ’opération f,
préserve les sous-catégories D¢ (—, A ;). Ceci revient 2 montrer que f, préserve les complexes
constructibles de faisceaux étales de A/J*-modules. Puisque f est projectif, ceci découle
facilement de [3, Expo. XIV, Th. 1.1]. O
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DEFINITION 9.6. — Soient S un schéma, A un anneau et J C A un idéal. On suppose que
Uhypothese 6.5 est satisfaite. Le foncteur (87) induit un foncteur triangulé entre DA‘iz (S,A)®Q
et lA)f;E(S, Ajy) ® Q. En passant aux enveloppes pseudo-abéliennes et en utilisant la proposi-
tion 9.2, on obtient un foncteur triangulé, monoidal symétrique et unitaire

(88) RE : DAL(S,A® Q) — DE(S,A, 2 Q).

Ce foncteur est la réalisation étale a coefficients uniquement divisibles.

THEOREME 9.7. — Soient S un schéma de base excellent, A un anneau de coefficients et
J C A un idéal tel que A/J est de torsion (en tant que Z-module). On suppose que I'hypo-
these 7.3 est satisfaite. Alors, les foncteurs de réalisations étales

R DAY (-, A2 Q) — D% (-, A;2Q)

commutent aux six opérations de Grothendieck pour les S-schémas quasi-projectifs. Plus
précisément, les propriéetés (A) et (B) du théoreme 6.6 sont satisfaites pour ces foncteurs.

Démonstration. — On a des foncteurs triangulés
R*®Q: DA®(—,4)®Q — D*(—,4,)®Q

qui commutent aux six opérations de Grothendieck d’apres le théoréme 6.9. Or, les six
opérations de Grothendieck préservent les sous-catégories des objets constructibles d’apres
les théorémes 8.10 et 8.12. Il suffit alors de passer aux enveloppes pseudo-abéliennes et
d’utiliser la proposition 9.2 pour conclure. O

10. Motifs proches et cycles évanescents

Dans ce paragraphe nous nous proposons d’étudier le lien entre le formalisme des mo-
tifs proches de [5, Chap. 3], et le formalisme des cycles évanescents de [18, Expo. I] et [12,
Expo. XIII] a l'aide de la réalisation étale construite dans les sections 5 et 9. Nous commen-
¢ons d’abord par des rappels et des compléments sur le formalisme des motifs proches.

Soit S un schéma de base. (Plus tard, S sera le spectre d'un anneau de valuation discréte.)
Onnotei : S — A} lasectionnulleet j : Gmg — Af 'immersion ouverte complémentaire.

Rappelons d’abord la construction du foncteur « partie unipotente du motif proche ». Elle
repose sur un S-schéma cosimplicial 7s. Il est donné par /s(n) = (Gm)2*" pourn € A,
les faces sont induites par le morphisme diagonal A:Gmg — (Gm)% et la section
unité¢ 1: S — Gmg, et les dégénérescences sont des projections partielles. Pour la descrip-
tion exacte du diagramme de S-schémas (75, A), nous renvoyons le lecteur a [5, déf. 3.4.4].
Nous disposons d’'un morphisme canonique de A-diagrammes de schémas

(89) 07 : (g, A) — (Gmg, A).
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Il est donné en n € A par la projection sur le premier facteur de (Gm)gﬂ. Etant donné un
morphisme de S-schémas quasi-projectifs f : X — A}, on forme le diagramme commuta-
tif a carrés cartésiens :
o7 J i pa
(g, A) — (X, A) — (X, A) — (X5, A) — X,
| A |4 |5

(5, A) 7= (Gmg, A) = (A, A) ' (S,4) == .
On définit alors le foncteur T : DA (X, A) — DA% (X,,A) par
(90) Ty = (pa)ei®5.(07)+ (07 )" Pa-
On obtient ainsi un systéme de spécialisation pseudo-monoidal T au-dessus de (A§, j, ) au
sens de [5, déf. 3.1.1 et déf. 3.1.12]. Les foncteurs Y ; sont appelés les foncteurs « partie uni-
potente du motif proche ». Par construction, on a un morphisme de systémes de spéciali-
sation pseudo-monoidaux y — T ou x est le systéme de spécialisation canonique donné

par x5 = " j.. Le S-schéma cosimplicial <75 est spécialement désigné pour que le résultat
suivant soit vrai.

PROPOSITION 10.1. — Appelonsp : Ay, — Setq=poj: Gmg — S les projections
canoniques. Alors, la composition de

. Sk ok n Sk ek ok * *
id~di*p* — i"5,5"'p" 2 xia0¢" — Tiaogq
est un 2-isomorphisme.
Démonstration. — 11 s’agit d’un cas particulier de [5, Prop. 3.4.9]. O
Le résultat suivant est désormais possible grace a la pureté absolue pour les motifs étales.

THEOREME 10.2. — Soient S un schéma de base et A un anneau de coefficients. On suppose
que lhypothése 7.3 est satisfaite. On se donne un morphisme de S-schémas quasi-projectifs
[+ X — Ak avec X régulier. On suppose que (X, )rea est régulier et que les longueurs des
anneaux locaux de X, en ses points génériques sont inversibles dans A. Alors, la composition
de

(91) AXU — XfAXT, — 'I‘fAXn
est un isomorphisme dans DA% (X, A).

Démonstration. — Quitte a remplacer S par X, on peut supposer que le schéma de
base S est régulier. Soit ¢t : X — W une immersion fermée dans un A}-schéma lisse
g:W — AL. Le morphisme de changement de base g:Tiq — Tyg, est inversible
puisque g est lisse et que T est un systéme de spécialisation (cf. [5, déf. 3.1.1]). D’aprés
la proposition 10.1, le théoréme est donc vrai pour W. Autrement dit, la composition de

AWU — XgAWT, — TgAWn
est un isomorphisme. Pour conclure, il suffira alors de montrer que le morphisme naturel

t;TgAWn — Tft;;AWn
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est inversible. En revenant a la définition du morphisme de changement de base ¢; Y, — Tyt;,
on voit qu’il suffit de montrer que le morphisme naturel

est inversible. Il s’agit 1a d’un morphisme de DA®*((X, A), A) et pour montrer qu’il est inver-
sible il suffit de le faire aprés application des foncteurs n* : DA®*((X, A),A) — DA®(X,A)
pour n € N. Vu que Hf (n) : W, xg (Gm)%§ — W, est la projection sur le premier facteur,
on a une identification canonique

(6, ()« A =~ (A @ A(-1)[-1])®"

et le morphisme naturel t;"](ﬁf ) — («93‘? )«t; A est inversible. Les propri€tés basiques des
dérivateurs algébriques et notamment [’axiome DerAlg 3d de [4, page 441], nous raméne
alors a vérifier que le morphisme t*j.A(r) — j.t;A(r) est inversible pour tout r € Z.
Ceci découle de la proposition 10.3 ci-dessous et du 2-triangle distingué de localité de [4,
Prop. 1.4.9]. O

PropPOSITION 10.3. — Soient S un schéma de base et A un anneau de coefficients satisfai-
sant a 'hypothése 7.3. Supposons donné un carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs

Z/ L} VA
lt’ lt
;9

X' — X
tel que X, X', Z et (Z')req sont réguliers, t et t' sont des immersions fermées partout de
codimension 1, et les longueurs des anneaux locaux aux points génériques de Z' sont égales
ar € N — {0}. Supposons aussi que les idéaux des immersions fermées t : Z — X et
toq i (Z")rea — X' sont libres engendrés respectivement par f € T'(X,0) et f' € T'(X',0).
Alors, la composition de

AZ/(—l)[—Z] ~ g/*t!AX — t,!g*AX ~ AZ/(—]_)[—Q]

est la multiplication par v dans DA% (Z', N). ( Ci-dessus, les isomorphismes t' Ax ~ Az(—1)[—2]
et t"Ax: ~ Ay (—1)[—2] sont ceux du corollaire 7.5.)

Démonstration. — Considérons le morphisme « : t,Az — Ax(1)[2] donné par la com-
position de
thz ~ tt'Ax(1)[2] — Ax(1)[2]
(Iisomorphisme Az =~ t'Ax(1)[2] étant celui du corollaire 7.5) ainsi que le morphisme
analogue o' : t, Az — Axs(1)[2]. Il suffit de prouver que la composition de

92) # Ay ~tg" Ay = gt Ay — g*Ax(1)[2] ~ Ax:(1)[2]

estéégalear - o'

Le lemme 10.4 ci-dessous fournit une description explicite du morphisme a. On en déduit
aussitot que la composition de (92) s’identifie canoniquement a la 7T-suspension infinie du
morphisme de préfaisceaux

X' ®A fog A, ®@ A
(X'=Z)®A (AL, —0x/ ) ® A

93)
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Par ailleurs, on a une relation fog=wu- f" avec u € I'(X’, 0*). En utilisant la proposi-
tion 2.6, en fait sa version homologique, on obtient que la T-suspension infinie de (93) est
égale dans DA% (X', A) 4 la T-suspension infinie de la somme
(94)

X' @A f AL, ®A
(X'=Z"Y®A (AL, —0x)®A

X' @A u AL @A

" [(X’—Z’)@A (AL, —0x)®A]|"

Or, le morphisme u : X’ — Al se factorise par AL, — 0x-. Il en découle que le second
membre de (94) est la fléche nulle. Une seconde application du lemme 10.4 ci-dessous permet
alors de conclure. O

LeEMME 10.4. — Soient S un schéma régulier et A un anneau de coefficients satisfaisant a
Uhypothése 7.3. Soit s : T — S une immersion fermée partout de codimension 1 avec T un
schéma régulier. On suppose que l'idéal de I'immersion s est libre engendré par f € T'(S,0).
Alors, la composition de

5. A7 (0) ~ s,s'A(1)[2] — Ag(1)[2],
avec Ar =~ s'A(1)[2] lisomorphisme de pureté du corollaire 7.5, s’identifie canoniquement
dans DA (S, A) a la T-suspension infinie du morphisme

S®A f Ay ®A
(S—-T)®A (AL —05)®A

induit par la section f : S — A,

Démonstration. — D’apres le théoréme 7.4 et la construction de I'isomorphisme de pureté
du corollaire 7.5, il suffit de traiter la cas ou S = Al et s : T — Al la section nulle. (Bien
entendu, on prendra pour f I'indéterminée r telle que AL = Spec(Or[n]).)

Notons p : AL, — T la projection canonique. Alors A(1)[2] = pys.A(0) est canoni-
quement isomorphe a la T-suspension infinie de AL ® A/(AL — 0r) ® A. (Ceci résulte
du triangle de localité de [4, Lem. 1.4.6].) On cherche a déterminer le morphisme de
co-unité s,Ar — p*pys.Ar modulo cette identification. En retournant a la construc-
tion des opérations py et p*, on voit qu’il s’agit de la T-suspension infinie du morphisme de
préfaisceaux

AL ®A A (AL xr ALY ® A
AL —0r)®A (AL —0p) xr AL)®A

induit par le le morphisme diagonal A : AL, — AL x7 AL Lelemme est démontré. O

REMARQUE 10.5. — Le lecteur attentif a peut-étre remarqué un usage abusif de la proposi-
tion 2.6 dans la preuve de la proposition 10.3 ci-dessus. En effet, le cas ou 2 n'est pas inversible
dans A n'est pas couvert par la proposition 2.6 (a moins que S ne soit un Fy-schéma). Heu-
reusement, pour les catégories DAét(—, A) on peut s’en sortir grace au théoréme B.1. En effet,
on a besoin de savoir que la T-suspension infinie du morphisme

(A}; X g A,lS') QAN m—pi—p2 A}g QA
(Gms Xg Gms) ® A Gmg ® A
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est nulle dans DA®*(S, A). (Bien entendu, m est la multiplication et p; est la projection sur
le i-ieme facteur.) 1l suffit de faire cela pour S le spectre d'un sous-anneau de Q et on peut donc
supposer que S est régulier. Grace au théoreme B.1, il est suffisant de montrer que
Ztr(A}g Xs Aé) m—p1—p2 Ztr(Aé)
Ztr(Gms Xs Gms) Ztr(Gms)

est nul dans DM®® (S, Z). I revient au méme de montrer que le morphisme
m—p1 —pa : Zip(Gm%, 1 x 1) — Z;,(Gmg, 1)

est nul. Cette propriété découle aussitét du fait que le morphisme Zi.(Gmg,1) — O est
inversible dans DM (S,Z). Une preuve de cela s obtient en calquant la preuve de [30, Th. 4.1]
(ce qui ne présente pas de difficulté en supposant S régulier ).

Passons maintenant a la construction des foncteurs « partie modérée du motif proche ».
Nous disposons d’un diagramme de S-schémas (&s, N*) défini de la maniére suivante. La
catégorie N* est I'ensemble N — {0} ordonné par ’opposé de la relation de divisibilité.
Pourn € N* ona &s(n) = Gmg et sim | n, le morphisme &s(n) — &s(m) est I'élévation
a la puissance nm ! sur Gmyg. Dans [5, §3.5.1] nous avions introduit un diagramme de sché-
mas (Zs, A x N*). Il est construit a partir de (s, N*) de la méme maniere que (<75, A) est
construit a partir de Gmg. En particulier, on a un morphisme de diagrammes de S-schémas
(#s,A x N*) — (&,N*). En composant avec le morphisme (&s,N*) — Gmg,
donné en n € N* par I’élévation a la puissance n sur Gmg, on obtient un morphisme
de (A x N*)-diagrammes de S-schémas

(95) 07 : (#s, A x N*) — (Gmg, A x N¥).
Notons N’ le sous-ensemble ordonné de N* formé des entiers inversibles sur S. Soient

&% et A les restrictions de &g et Zg a N’ et A x N'* respectivement. Nous déduisons de
(95) un morphisme de (A x N'*)-schémas

(96) 07 (R, A x N*) — (Gmg, A x N'¥).

Etant donné un morphisme de S-schémas quasi-projectifs f : X — AL, on forme le
diagramme commutatif a carrés cartésiens

%/
[ PN X

(B, A x N*) — (X, A x N¥) — (X, A x N*) —— (X,, A x N¥) 25 X,

| . |4 |7 |5 gfn

(@, A x N¥) 25 (Gmg, A x N¥) — (AL, A x N'*¥) —— (S, A x N'*)

Paxnx
—

On définit alors le foncteur ¥4 : DA®(X,,,A) — DA(X,,A) par

97) U = (pa i )52 (07 ) (07 ) (D)™

On obtient ainsi le systéme de spécialisation pseudo-monoidal ¥™°¢ au-dessus de (A}, 5,1).
Les foncteurs \Il;{“’d sont appelés les foncteurs « partie modéré du motif proche ». Par
construction, on a une chaine de morphismes évidents Yy — YT — ¥™°9 On a le résultat
suivant.
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THEOREME 10.6. — Soient S un schéma de base et A un anneau de coefficients. On suppose
que Uhypothese 7.3 est satisfaite. On se donne un morphisme de S-schémas quasi-projectifs
f:X — Al telque X et (X, )rea sont réguliers. On suppose que f = u-g¢ avecu € I'(X, 0),
g € T(X,0) un générateur de l'idéal de définition du sous-schéma fermé (X,)rea C X et
e € N—{0}. Soit d le plus grand diviseur de e qui soit dans N'* (i.e., qui soit inversible sur S ).
Il existe alors un isomorphisme canonique dans DA (X, A) :

\Il?“’d/'x)g7 ~ {XU[’U]/(’Ud —u) — XU}* A.

Démonstration. — On commence d’abord par des considérations générales. Pourn € N'*,
on note k, : N'* — N'* le foncteur qui envoie m € N’* sur m - n. On note aussi &,
I’endofoncteur ida X &, de A x N'*, D’aprés [5, Lem. 3.5.5], le diagramme de S-schémas
R o ky s'identifle canoniquement & Z4. De plus, on a un carré commutatif

2!

(98) (Zly, A x N*) 2 Gmyg

lnn en
2!

(Zly, A x N*) L= Gmyg

avec e, ’élévation a la puissance n sur Gmg. On note aussi e, ’élévation a la puissance n
sur Ag. On pose alors X, = X x . Af le changement de base du Ag-schéma X
suivant e,. La projection sur le second facteur fournit le morphisme f, : X, — Af.
Comme dans [5, Prop. 3.5.9], le carré commutatif (98) induit un isomorphisme canonique
\I/;rifd(id X X en)y = \I/IJPOd. 11 suffit donc de construire un isomorphisme canonique

\Il;c‘;"dA ~ { X, [v]/(v* —u) — X,}, A

Notons X}, la normalisation de X4, r : X; — X4 le morphisme canonique et f; = fqor.
Puisque (X4), est étale au-dessus de X, il est normal. Il s’ensuit que r,, est un isomorphisme.
On a alors une chaine d’isomorphismes canoniques

dA ~ d ~ d
q;;g:o A~ \Il}‘;o ToelA >~ ra*\Iﬂf‘}f A.

Par ailleurs, on a X4 ~ X[t]/(t? — u - g°). Puisque d divise e, un calcul immédiat montre
que X ~ X[v]/(v% — u). Le morphisme X,[v]/(v? — u) — X, s’identifie ainsi & r,. Il
est donc suffisant de construire un isomorphisme \Il;f:,i"dA ~ A. Pour cela, remarquons que
X [v]/(v? — u) est étale sur X. 1l s’ensuit que X/, et ((X})s)rea sont des schémas réguliers, et
que le sous-schéma fermé ((X))o)rea C X est défini par I'annulation de la fonction g vue
comme élément de T'(X/;, 9). De plus, nous avons la relation f = t = v-g*/¢ dans (X, O).
Nous sommes donc ramenés au cas d = 1 du théoréme. Dans ce cas, on a un résultat plus
précis décrit dans le théoréme 10.7 ci-dessous. O

THEOREME 10.7. — Soient S un schéma de base et A un anneau de coefficients. On suppose
que I’hypothése 7.3 est satisfaite. On se donne un morphisme de S-schémas quasi-projectifs
f:X — Al telque X et (X, )rea sont réguliers. On suppose que f = u-g¢ avecu € I'(X, 0%),
g € T'(X,0) un générateur de l'idéal de définition du sous-schéma fermé (X,)rea C X et
e € N — {0}. Si e est premier a tout élément de N'*, la composition de

AXU — XfAXn — \I/I;IOdAXn
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est un isomorphisme dans DA®*(X,, A).

Démonstration. — Remarquons d’abord que e est inversible dans A puisqu’aucun de ses
diviseurs premiers n’est inversible sur S. On a un diagramme commutatif de diagrammes de
S-schémas (cf. [5, Lem. 3.5.4])

(99) (s, A) —= (R, A x N'X)

b e

en
Gmg —— Gmyg

avec 7, le morphisme déduit de 'inclusion A ~ A x {n} — A x N'* et ¢, ’élévation a la
puissance n sur Gmg. Comme dans la preuve ci-dessus, on pose X,, = X X AL en A} eton
note f, : X, — A} la projection sur le second facteur. Le carré commutatif (99) induit un
morphisme T, (idx xe,);, — \Il’}“Od. De plus, \II?OdA s’identifie a la colimite homotopique
suivant n € N'* des Ty, (idx x en);A. Ainsi, il suffira de montrer que la composition de

Ax,y, — XA, — YA,

est inversible.

Notons X/ le normalisé¢ de X,, et r : X, — X le morphisme évident. On a X,, ~ X[t]/(t" — u - g°).
I1 s’ensuit que (X,,), est normal et que 7, est inversible. Choisissons une relation de Bézout
a-n+b-e=1avec (a,b) € Z% Un calcul facile montre que X/, = X[s]/(s" — u’ - g).
Le morphisme r envoie ¢ sur u® - s°. En fait, le schéma X[s]/(s" — u® - g) est régulier
puisque I'ouvert (X,,), ~ X[s,s71]/(s™ — ub - g) est régulier et son complémentaire est un
diviseur de Cartier régulier. Ce diviseur de Cartier est défini par ’annulation de s et il est

canoniquement isomorphe a (X, )red-

Il est a présent facile de conclure. En effet, on vient de voir que r,, est un isomorphisme et
que r, est inversible a nil-immersions pres. 1l est donc suffisant de montrer que la composi-
tion de

Ay — xn oy, — Trhog),
est inversible avec f, = f o r. Or, le morphisme f} : X, — A} satisfait aux conditions
d’application du théoréme 10.2. O

A partir de maintenant, S = Spec(R) sera le spectre d’un anneau de valuation discréte
excellent et hensélien R d’idéal maximal m. On fixe une uniformisante 7 € m qui définit un
morphisme 7 : § — A}. Onnotenet o aulieude S, et S, de sorte que i est le point ouvert
de S et o est son point fermé.

DeriNITION 10.8. — Soit f : X — S un S-schéma quasi-projectif- Lorsque cela n'en-
traine pas confusion, on notera Y y et \Il}n"d :DA®(X,,A) — DA®(X,,A) aulieude Yoy
et \Ilg‘ffd les foncteurs « motif proche partiel » définis ci-dessus. Il nous arrivera aussi de noter
Y x et WB°4 ces foncteurs.

Le résultat suivant montre que nos foncteurs Yy et \I"J}‘Od sont raisonnables lorsque les
bonnes conditions sont assurées.
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THEOREME 10.9. — Supposons donné un S-schéma quasi-projectif f : X — S.

(1) Le foncteur \Il‘]{“’d : DA% (Xy,A) — DA® (Xo, A) préserve les objets constructibles
lorsque 'hypothése 7.3 est satisfaite.

(i) Le foncteur Yy : DAét(Xn,A) — DA® (Xo,A) préserve les objets constructibles
lorsque A est une Q-algebre.

Démonstration. — On démontre uniquement la propriété (i). La preuve de (ii) est la méme
en plus simple. En effet, pour (i) nous aurons besoin d’utiliser la version ¢-primaire due a
Gabber de la résolution des singularités par altérations de de Jong [28] alors que pour (ii) la
version originale de de Jong est suffisante.

Il suffit de montrer que \I!}“OdA est constructible pour tous les S-schémas quasi-
projectifs X . En effet, pour X fixé, la proposition 3.19 et [4, Lem. 2.2.23] entrainent que la ca-
tégorie DA®*(X,,, A) est compactement engendrée par les motifs de la forme (g,).A(n) avec
g : Y — X un S-morphisme projectif et n € Z. (Ces objets sont constructibles d’apres la
proposition 8.5, (b).) Il suffit donc de prouver que \If‘}“’d (gy)«A est constructible. Or, le mor-
phisme \II;“Od(gn)* — (ga)*\Il‘}loogd est inversible et (g, ). préserve les objets constructibles.

11 suffit donc de prouver que \I/‘}“fgdA est constructible, ce qui établit la réduction souhaitée.

Pour montrer que \IJ}HOdA est constructible nous allons raisonner par induction sur la
dimension de Krull de la fibre générique X,,. Supposons d’abord que cette dimension est
nulle. On ne restreint pas la généralité en remplagant X par I'adhérence de X, et ensuite par
son normalisé. On peut donc supposer que X est le spectre d’un anneau de valuation discréte
hensélien fini sur S. On peut alors utiliser le théoréme 10.6 pour conclure.

Supposons maintenant que krdim(X,) > 1. Fixons un nombre premier ¢ inversible sur S.
D’apres le corollaire 8.4, il suffit de montrer qu’il existe un entier e € N premier a ¢ tel que
\Il}“Od(A[e‘l]) est constructible dans DA®*(X,,, A[e~!]). Un dévissage standard (utilisant
I’hypothése d’induction) nous rameéne au cas ou X est intégre et plat sur S. D’aprés [24,
Expo. X, Th. 2.4], il existe un carré commutatif

X 2o x

e s

S ——S
avec S’ le spectre d’un anneau de valuation discréte hensélien, X’ un schéma intégre qui est
a réduction semi-stable au-dessus de S’ (au sens affaibli de [5, déf. 3.3.33]), » un morphisme
fini et p une altération de degré générique premier a £. La condition de semi-stabilité sur X’ est
la suivante. Localement pour la topologie étale, X’ est isomorphe a S'[to, ..., ¢,]/(t° - - -t — 7')
avec ' une uniformisante de S’ (cf. [5, Lem. 3.3.37 et 3.3.38]). Dans la suite, on prendra
pour e le degré générique de p. Quitte a remplacer A par Ale~1], on peut supposer que e est
inversible dans A. C’est ce qu’on fera dans la suite.

Pour démontrer que \I/}“OdA est constructible, il suffit par I’hypothése d’induction de
montrer que \I!?Odu!A estinversibleavecu : U — X, I'inclusion d’un ouvert dense au-dessus
duquel p est la composition dun revétement étale suivi d’un morphisme fini totalement
inséparable. Notons U’ = p~*(U), v’ : U’ — X Iinclusion évidente et ¢ : U’ — U le
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morphisme déduit de p. D’apres [4, Lem. 2.1.165] et puisque e est supposé inversible dans A,
le morphisme Ay — ¢. Ay admet une rétraction. Vue la chaine d’isomorphismes

(pg) }n;)pd IAU/ ~ \I/mOd(pn)*u.AU/ ~ \IlmOd(pn)vu.AU/ ~ \I’mOdUlQlAU/ ~ \I/m UIq*AU/

on déduit que \IImOde est isomorphe a un facteur direct de (p, )« \IlmOd 1A Il est donc suf-
fisant de montrer que \Il}ncf’pdu{ A est constructible. En utilisant une deux1eme fois I’hypothése
de récurrence, on se ramene a prouver que \I/;‘})OﬂA est constructible. Cette propriété est lo-
cale pour la topologie étale sur X! . Le résultat recherché est maintenant une conséquence
de [5, Th. 3.3.48] et du cas d’un S-schéma fini, i.e., celui ou la dimension de Krull de la fibre
générique est nulle. (Pour se débarrasser dans [5, Th. 3.3.48] du cas des )", on utilise que,
modulo un revétement pseudo-galoisien de degré inversible dans A et localement pour la
topologie étale, le morphisme b™ : S'[U, U [T]/(T™ — U™ - n') — S’ est isomorphe &
b, : S'[T)]/(T™ —«') — S') O

Pour faire le lien avec les constructions correspondantes en cohomologie étale, nous
avons besoin d’introduire un autre systéme de spécialisation ¥. Il est défini a partir du dia-
gramme de S-schémas (&g, N'*). (Rappelons que ce dernier s’identifie a la restriction de #g
4 0 x N’%.) Etant donné un morphisme de S-schémas quasi-projectifs f : X — AL, on
forme le diagramme commutatif a carrés cartésiens

ag’ .
(&, NX) = (X, NX) — (X, N%) e (X,,N¥) =5 X,

|5 lfn ‘ J{f ' Jfa . lfo

(&L, N<) 2 (GmS,N’X) L (AL, NX) 1 (§,NX) —5 6.

i Pryrx

On définit alors le foncteur X : DA®(X,,, A) — DA®(X,, A) par

(100) X = (o< )yi* 5 (05 )i (05" ) D

Par construction, on a une suite de morphismes de systémes de spécialisation pseudo-
monoidaux y — ¥ — ¥™°d Comme avant, le choix de I'uniformisante m € m per-
met de restreindre le systéme de spécialisation pseudo-monoidal X au-dessus de la base
(S,j:n—S,i:0—S5). Ainsi, si f: X — S est un S-schéma quasi-projectif, nous
écrirons Xy au lieu de Xrof.

THEOREME 10.10. — Supposons que l'anneau de coefficients A est de torsion et qu’il sa-
tisfait a U'hypothése 7.3. Soit f : X — S un S-schéma quasi-projectif. Alors, le morphisme
Xf — \I";‘Od est un isomorphisme.

Démonstration. — La preuve que nous présenterons dépend, elle aussi, de la version £-pri-
maire due a Gabber de la résolution des singularités par altérations de de Jong [28].

11 suffit de montrer que XA — \I/‘JPOdA est inversible pour tous les S-schémas quasi-
projectifs X. En effet, pour X fixé, la proposition 3.19 et [4, Lem. 2.2.23] entrainent que
DA®(X,,A) est compactement engendrée par les motifs de la forme (g,).A(n) avec
g:Y — X un S-morphisme projectif et n € Z. Puisque les foncteurs X et \Il‘}md com-
mutent aux sommes infinies, il est donc suffisant de montrer que x'¢(g,)«A — \If}nc’d( Gn)« A
est inversible. Puisque g est projectif, les morphismes X(gn)x — (g5)«Xfog et
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U (gy)s — (9o)« Fod sont inversibles. Ceci nous rameéne a prouver que X rogA — WEAIA
est inversible, ce qui établit la réduction souhaitée.

On ne restreint pas la généralité en supposant que A est de caractéristique une puissance
d’un nombre premier ¢ inversible sur S. On montrera que xyA — \Il‘f“‘)dA est un isomor-
phisme par induction sur la dimension de Krull de X,,. On divise la preuve en deux parties.

Dans la premiére, nous établirons le cas ou krdim(X,) = 0.

Partie A : On suppose ici que X, est de dimension nulle. On ne restreint pas la généralité
en remplagant X par I’adhérence de X, et puis par son normalisé. Autrement dit, on peut
supposer que X = T est le spectre d’un anneau de valuation discréte @ fini sur R. Soit w
une uniformisante de @ et supposons que m = u - w® avec u inversible dans Q.

Soit d le plus grand diviseur de e qui est dans N'*. D’aprés le théoréeme 10.6, on a un
isomorphisme canonique :

\I/?Od(A) ~ {TU[U]/(Ud —u) — T,,}* A.
Nous prouverons une formule similaire pour ¥g:A et nous laisserons au lecteur le soin de
vérifier que modulo ces identifications, le morphisme qui nous intéresse est I’'identité.
En remplacant « ' » et « ¥ ™% par « &' » et « X » dans la preuve du théoréme 10.6 on

obtient une réduction au cas d = 1. Pour traiter ce cas, nous montrerons que la composition

de
(101) Ar, — xrAT1, — XTAT,

est un isomorphisme.

Pour n € N, on pose T, = T[w'/"]. Vu que n et e sont supposés premiers entre eux,
T! est le normalisé de T' x g S[r'/"]. De plus, on a une identification canonique (77), ~ T,,.
Modulo cette identification, la composition de (101) est donnée par :

(102) A — hOCOhmneN/x Xt A.
Or, puisque 77, est le spectre d’un anneau de valuation discréte, on a
xr, Ay, = gAy), = Ar, @ Az, (=1)[-1].

D’apres la proposition 10.3, le morphisme x7; A — x7: A, pour m divisant n, est donné

par la matrice
1 0
0nm=t )’

Puisque £ € N’* et qu'une puissance de £ est nulle dans A, on voit aussitot que (102) est
inversible.

Partie B : On suppose ici que krdim(X,) > 1. Par un dévissage standard, on peut supposer
que X est intégre et plat sur .S. D’aprés [24, Expo. X, Th. 2.4], il existe un carré commutatif

X 2o x

s

Sl L) S
avec S’ le spectre d’un anneau de valuation discréte hensélien, X’ un schéma intégre qui est
a réduction semi-stable au-dessus de S’ (au sens affaibli de [5, déf. 3.3.33]), » un morphisme
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fini et p une altération de degré générique premier a £. La condition de semi-stabilité sur X’
est la suivante. Localement pour la topologie étale, X’ est isomorphe & S'[to, ..., t,]/(tg° - - -t — ')
avec 7’ une uniformisante de S’ (cf. [5, Lem. 3.3.37 et 3.3.38)).

Pour démontrer que XA — \Ilrf“‘)dA est inversible, il suffit par I’hypothése d’induction
de montrer que XyuA — WPedu A est inversible avec u : U < X, I'inclusion d’un ouvert
dense au-dessus duquel p est la composition d’un revétement étale suivi d’un morphisme
fini totalement inséparable. Notons U’ = p~!(U), w' : U’ — X, linclusion évidente
et ¢ : U — U le morphisme déduit de p. D’aprés [4, Lem. 2.1.165] et puisque le degré
de q est inversible dans A, le morphisme Ay — ¢.Ays admet une rétraction. On a un carré
commutatif

(Do) X fopuiAyr —— g Ay

| l

(Po) Vs ui Ay — WFlug Ay,

ou les fleches horizontales sont inversibles. Il est donc suffisant de montrer que le morphisme
X fopt A — \If’}loopdu{A est inversible. En utilisant une deuxieme fois I’hypothese de récur-
rence, on se ramene a prouver que x fopA — \Il}noopdA est inversible. Or, cette propriété est
locale pour la topologie étale sur X/ . Le résultat recherché est alors une conséquence de
[5, Th. 3.3.45] et du cas d’un S-schéma fini, i.e., celui ou la dimension de Krull de la fibre
générique est nulle. (Pour se débarrasser dans [5, Th. 3.3.45] du cas des )", on utilise que,
modulo un revétement pseudo-galoisien de degré inversible dans A et localement pour la
topologie étale, le morphisme b7 : S'[U, U |[T]/(T™ — U™ - 7’) — S’ est isomorphe &
by : S'T]/(T™ —7') — S') O

Rappelons que S = Spec(R) avec R un anneau local hensélien de corps de fraction K.
On note R la normalisation de R dans I'extension K = K[r*/™|n € N'%] de K. On pose
alors 7 = Spec(K) et § = Spec(R). Etant donné un S-schéma f : X — S, on forme le
diagramme de schémas a carrés cartésiens

X;— X X,

ifﬁ} ls F

= 7

——S¢——o.
Soit J C A unidéal tel que A/J est de caractéristique non nulle et inversible sur S. On définit
alors des foncteurs

Uped: DX, A/T) — DX, A/T) et POt DX, A/JF) — D*(X,, A/T*)

par la formule \I!?Od(A) = Z*E*Aﬁ. Ce sont les foncteurs « cycles proches modérés » en
cohomologie étale. 11 est facile de voir que le second foncteur \II;’“Od envoie la sous-catégorie
D% (X,,As) dans D**(X,, A ;) induisant ainsi un foncteur « cycles proches modérés »

wred . DU(X,, Ay) — D¥(X,,Ay).

Le résultat suivant est immédiat.
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THEOREME 10.11. — On suppose que I'hypotheése 6.5 est satisfaite. Soit f : X — S un
S-schéma quasi-projectif. Il existe alors des faces carrées inversibles (de foncteurs pseudo-
monoidaux)

DA®(X,, A) 2 D (X,,A/J) DA (X, A) 2 Dé(X,,A)
JV\III;IOd N/ l\l/x;]od J(\I,xfnod N/ JV\II?OC[
DA (X,,A) 20 D¥(X,, A/J) DA(X,, A) 25 D (X, Ay)

qui sont compatibles aux morphismes de changement de base associés aux S-morphismes.

Démonstration. — On traite uniquement le cas des coefficients dans A/J. Vu le théo-
réme 10.10 et la construction de la réalisation étale, on est ramené a construire des faces
carrées inversibles

, —QAN/JT , , ¥ .
DAY (X,,A) L DA(X,, A/T)  D(X,,A/J) S5 DA(X,, A/])

J(\Iirfnod N/ ermed J'\I,rfnod N/ Ji\f

DA% (X,, A) O p e (X,,A/J) D (X,,A/J) “ DAY (X,, A/ ).

La premicre face ci-dessus est la composition de 2-morphismes de type v et £, comme
dans la proposition 6.2, associés a des morphismes de diagrammes (au lieu de morphismes de
schémas), et d’un isomorphisme de commutation de —®, A/J avec la colimite homotopique
suivant A x N’*_ Il découle aussitot du théoréme 6.3 que cette face carrée est inversible.

La deuxiéme face ci-dessus est obtenue directement a partir des constructions. En effet,
remarquons que \D;‘Od(A) = 7*3*A7~, est canoniquement isomorphe a i* j*gf*g;-A avec
6 : 7 — n le morphisme canonique et §f : Xz — X,, son changement de base sui-
vant f,. Par ailleurs, §f*§}A est canoniquement isomorphe a (pysx )n(ﬁf/)*(ﬁj‘?@,)*(pN/x )*A.
Tout ceci est valable aussi bien dans les catégories DA (—, A/J) que dans les catégories
D®(—, A/J) et c’est compatible aux équivalences Li*. Pour conclure on utilise encore que le
foncteur j, commute aux sommes directes infinies et donc aussi aux colimites homotopiques
suivant N’ O

En tensorisant par Q et en passant aux enveloppes pseudo-abéliennes, on obtient égale-
ment le résultat suivant.

THEOREME 10.12. — On suppose que l'hypothése 7.3 est satisfaite. Soit f: X — S
un S-schéma quasi-projectif. 1l existe alors une face carrée inversible (de foncteurs pseudo-
monoidaux )

P R g
DAc:(Xﬂ7A®Q) DCE(X"]’A'J ®Q)
J/qﬂfnod N/ J,‘I};Cnod
. REt .,
DA (X,, A ® Q) — D (X,, A7 ® Q)

qui est compatible aux morphismes de changement de base associés aux S-morphismes.

Démonstration. — On utilise que les foncteurs \III]P"d préservent les objets constructibles.
O
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On arrive maintenant a la construction des foncteurs « motif proche total » dans le
contexte motivique et la comparaison avec leurs analogues en cohomologie étale. Lorsque
S est d’égale caractéristique nulle, les foncteurs \Ilj{“)d définis ci-dessus sont les foncteurs
« motif proche total ». On les notera simplement ¥ ¢.

Dans la suite, on supposera que la caractéristique résiduelle de S est non nulle et on
la notera p. Fixons une extension séparablement close K%¢P /K et notons K™ I’extension
maximale non ramifiée de K contenue dans K5°P. Le groupe de Galois de K5°?/ K™ s’insére
dans une suite exacte de groupes pro-finis

1 — Gal,(K*?/K"™) — Gal(K*?/K™) —*5 7/(1) — 1
o0 Z/(1) = lim,envx fin (K5°P), qu’on peut décomposer en

H Zy(1) = H lim,en per (K5P),

L#p L#p
et ¢ ’lhomomorphisme qui envoie ¢ € Gal(K®P/K™") sur (o(7/")/7'/"),cvx . Le noyau
de ¢, noté Gal,(K®°?/K""), est un pro-p-groupe. C’est 'unique p-sous-groupe de Sylow
de Gal(K®P/K""). D’apreés le théoréme de Schur-Zassenhaus (cf. [46, Th. 8.10]), le mor-
phisme ¢ est scindé. On fixe une section 6 : @(1) — Gal(K®°P/K"™") et onnote My C K5
le sous-corps des invariants par §(Z'(1)). Le corps M est une union filtrante d’extensions
finies de K™ de degré une puissance de p.

THEOREME 10.13. — On suppose que I'hypothése 7.3 est satisfaite. Soient f : X — S
un S-schéma quasi-projectif et A € DA (Xy, A) un motif constructible. 1l existe alors une
extension finie L/ K contenue dans Mj telle que pour toute extension finie L' /K, contenue
dans Mg et contenant L, la suite de I'énoncé est vérifice. Notons T et T' les spectres des
normalisés de R dans L et L', ett : T — Setu: T — T les morphismes évidents. Notons
aussit : X xgT — Xetu: X xgT' — X xg T les morphismes déduis de t et u par
changement de base suivant f. Alors, le morphisme canonique

d d
est un isomorphisme dans DA% (X xgT"),, A).

Démonstration. — 11 suffit de montrer le théoréeme pour A = Ax, et pour tous les
S-schémas quasi-projectifs X . En effet, pour X fixé, la proposition 3.19 et [4, Lem. 2.2.23]
entrainent que la catégorie DA®(X,,A) est compactement engendrée par les motifs
de la forme (g,).A(n) avec ¢ : Y — X un S-morphisme projectif et n € Z. (Ces
objets sont constructibles d’aprés la proposition 8.5, (b).) Il suffit donc de prouver le
théoréeme pour A = (gy).A. Or les morphismes WRL 1(gy)e — (90)- UYLy et
TR 1 (gn)x — (90)« TP 1 sont inversibles pour T' et T/ comme dans I’énoncé. (Ici,
on a encore noté g les changements de base de g par ¢ et ¢ o w.) Il suffit donc de prouver le
théoréme pour Ay, et fog:Y — S, ce qui établit la réduction souhaitée.

Pour montrer le théoréme dans le cas A = Ax,, on raisonne par récurrence sur la
dimension de Krull de X,,. On suppose d’abord que cette dimension est nulle. On ne restreint
pas la généralité en remplagant X par I'adhérence de X, et ensuite par son normalisé. On
peut donc supposer que X = S’ est le spectre d’un anneau de valuation discrete hensélien R’
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fini sur R. Notons K’ le corps des fractions de R’. On peut trouver une sous-extension
finie L/ K de M telle que les algebres K’ ® i L et K’ @ i M5 ont les mémes nombres d’idéaux
premiers. Notons F et E’ les normalisés des schémas T' xg S’ et T’ x g S’ respectivement,
etv : E/ — E le morphisme induit. Il suffit alors de montrer que v} ¥ReIA — YmedA
est inversible. Par construction, £ = ]_[ie ;Eiet B = ]_[ie ; B} ou I est un ensemble fini,
E; et E] sont les spectres d’anneaux de valuations discrétes finis sur S, et v est le coproduit de
morphismes v; : E, — E; quisont une composition d’un morphisme non ramifié suivi d’un
morphisme totalement ramifié de degré générique une puissance de p. Le résultat recherché
découle maintenant du théoréme 10.7.

Supposons maintenant que krdim(X,) > 1. Fixons un nombre premier ¢ inversible sur S.
Nous montrerons qu’il existe un entier naturel e premier a £ tel que le théoréme est vrai pour
Ale™1] € DA®(X,,, Ale™1]). Ceci est clairement suffisant.

Un dévissage standard (utilisant I’hypothése d’induction) nous rameéne au cas ou X est
intégre et plat sur .S. D’aprés [24, Expo. X, Th. 2.4], il existe un carré commutatif

X 2o x

Jf’ Jf

S-S

avec S’ le spectre d’un anneau de valuation discréte hensélien, X’ un schéma intégre qui est
a réduction semi-stable au-dessus de S’ (au sens affaibli de [5, déf. 3.3.33]), » un morphisme
fini et p une altération de degré générique premier a £. La condition de semi-stabilité sur X’
est la suivante. Localement pour la topologie étale, X’ est isomorphe a S'[to, ..., t,]/(tg° - - -t — ')
avec ' une uniformisante de S’ (cf. [5, Lem. 3.3.37 et 3.3.38]). Dans la suite, on prendra
pour e le degré générique de p. Quitte a remplacer A par Ale~1], on peut supposer que e est
inversible dans A.

Pour démontrer le théoréme pour Ax, , il suffit par I’hypothese de récurrence de le dé-
montrer pour wiA avec u : U — X, I'inclusion d’un ouvert dense au-dessus duquel p est
la composition d’un revétement étale suivi d’'un morphisme fini totalement inséparable. No-
tons U’ = p~'(U), v’ : U' — X] linclusion évidente et ¢ : U’ — U le morphisme dé-
duit de p. D’aprés [4, Lem. 2.1.165] et puisque e est supposé inversible dans A, le morphisme
Ay — ¢.Ays admet une rétraction. Il est alors facile de voir qu’il suffit de montrer le théo-
réme pour ujA € DA% (X 7’7, A). D’hypothése de récurrence nous raméne a prouver le résultat
pour Ax;.

Le probléme étant local pour la topologie étale, il suffit donc de prouver le théoréme
pour Ax; avec X' le S’-schéma donné par S'[to, ..., ta]/(t5° - - - t3* — 7). Comme pour le
cas d’'un S-schéma fini, on prendra L/K une sous-extension de M telle que K’ ®k L et
K'®p Mg ont les mémes nombres d’idéaux premiers. (Ici K’ est le corps des fonctions ration-
nelles de S’.) Notons E et E’ les normalisés des schémas T x g .S’ et T x 5 S’ respectivement,
etv: B — Eetr : E — S’ les morphismes induits. Le résultat découle alors aussitdt
de [5, Th. 3.3.4] appliqué aux transformations naturelles v;V_x , pry — V_x, pvyry
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vues comme un morphisme de structures de spécialisation au-dessus de S’. (Pour se dé-
barrasser dans [5, Th. 3.3.48] du cas des b}, on utilise que, modulo un revétement pseudo-
galoisien de degré inversible dans A et localement pour la topologie étale, le morphisme
b S'U, U [T) /(T —U™-7') — S’ estisomorpheab,, : S'[T)/(T"—=') — S'.) O

On note 7 le spectre du corps résiduel de K*°P et on pose X = X Xg & pour tout
S-schéma X.

DEFINITION 10.14. — On suppose que 'hypothése 7.3 est satisfaite. Soient f : X — Sun
S-schéma quasi-projectif. Le foncteur « motif proche total » ¥y : DA®(X,,A) — DA (X7, A)
est défini par

(103) W (A) = hocolimpc sy (TRY7(A1x,0x1)) 1 xs

ot L/K parcourt l'ensemble des sous-extensions finies de Ms/K et T est le spectre de la
normalisation de R dans L. On obtient ainsi un systéeme de spécialisation pseudo-monoidal au-
dessus de (S,n,7).

REMARQUE 10.15. — On laissera au lecteur le soin de donner une formulation précise de
la colimite homotopique dans (103) a l'aide du formalisme des dérivateurs algébriques. Dans la
suite, nous serons surtout intéressés par le cas ou A est constructible. Le théoreme 10.13 affirme
alors que le systeme inductif en question est essentiellement constant ; il se calcule donc a l'aide
d’une extension finie L C Mjs suffisamment grande.

On note R la normalisation de R dans K*°P. On pose 7j = Spec(K*°?), S = Spec(R) et
7 le spectre du corps résiduel de K3°P. Etant donné un S-schéma f : X — S, on forme le
diagramme de schémas a carrés cartésiens

V—
g X ——
fa _

J

1

Soit J C A unidéal tel que A/J est de caractéristique non nulle et inversible sur .S. On définit
alors des foncteurs

U, D¥(X,,A/J) — D¥*(Xz,A/J) et U;:D¥(X,,A/J*) — D¥(X7,A/J*)

par la formule ¥;(A) = i*j, A x,. Ce sont les foncteurs « cycles proches » en cohomologie
étale. Tl est facile de voir que le second foncteur ¥ ; envoie la sous-catégorie Dt (X n, Ay) dans
D% (X,, A ;) induisant ainsi un foncteur « cycles proches »

U DH(X,,Ay) — D(X5, Ay).

Le résultat suivant est immédiat.
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THEOREME 10.16. — On suppose que I'hypotheése 6.5 est satisfaite. Soit f : X — S un
S-schéma quasi-projectif. Il existe alors des faces carrées inversibles (de foncteurs pseudo-
monoidaux)

DA(X,, A) 25 D (X, A/J) DA% (X,, A) 25 D*(X,, Ay)
J‘l’f 7 J/‘I’f J‘I’f 7 J‘I’f
DA% (X, A) 25 D (X, A/ ) DA(Xs, A) 25 D (X, A )

qui sont compatibles aux morphismes de changement de base associés aux S-morphismes.

Démonstration. — Le résultat découle du théoréme 10.11 et de I'isomorphisme évident
U (A) = colimpen,; (PR 1 (A1x,xL)) x5 POUr A € D(X,, A/ J). O

En tensorisant par Q et en passant aux enveloppes pseudo-abéliennes, on obtient égale-
ment le résultat suivant.

THEOREME 10.17. — On suppose que ['hypothése 7.3 est satisfaite. Soit f : X — S
un S-schéma quasi-projectif. 1l existe alors une face carrée inversible (de foncteurs pseudo-
monoidaux)

DAY (X,,A® Q) 2 DE(X,,A; ®Q)

J‘I’f v l‘l’f
DAiE (Xﬁv A ® Q) ﬁ) ]A)S't: (XF7 AJ ® Q)

qui est compatible aux morphismes de changement de base associés aux S-morphismes.

Une des propriétés bien connues des foncteurs « cycles proches » en cohomologie étale
est leur commutation avec le produit tensoriel extérieur. En égale caractéristique nulle, I’ana-
logue motivique de cette propriété est également vrai (cf. [5, Cor. 3.5.18]). On se propose dans
le reste de cette section de généraliser cette propriété pour les foncteurs « motif proche total »
lorsque la caractéristique résiduelle de S est positive. On commence par le résultat suivant.

PropPOSITION 10.18. — On suppose que I’hypothése 7.3 est satisfaite. Soit F' un S-schéma
fini et plat. On note F"°" le normalisé de F = F xg S. Alors, il existe un isomorphisme
canonique dans DA (Fz, \)

vph = {F" x55 > B} A

%
De plus, cet isomorphisme est compatible de la maniére évidente aux morphismes de S-schémas
finis et plats.

Démonstration. — Un dévissage facile nous rameéne au cas ou F' est normal et connexe.
Autrement dit, on peut supposer que F est le spectre d’un anneau de valuation discréte
fini sur R. Soit . C Mjs une extension finie de K suffisamment grande de sorte que
UpA ~ (\II}?‘;dSTA)‘ r. avec T le spectre du normalisé de R dans L. (Une telle extension
existe d’apres le théoréme 10.13.) Notons E le normalisé¢ de F' x5 T'. Alors, E = [[,.; E;
avec I un ensemble fini, E; = Spec(Q;) et Q; des anneaux de valuation discréte finis sur R.
On se donne des uniformisantes m; € @;. On a des identités 7 = u, - 7;* avec u; un élément
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inversible dans @; et e; € N—{0}. On note d; le plus grand diviseur de e; premier a p. Alors,
le théoréme 10.6 fournit un isomorphisme
wA = {(B)o o)/ (o —w) = (B | A.
On en déduit en fin de compte un isomorphisme canonique
d;
UpA ~ <{Hi€I(Ei)U[vi]/(Uz‘ —u;) = (F xg T)cr}* A) .

Pour conclure, il suffit de remarquer que le morphisme F°" xg & — F5 s’identifie au
changement de base du morphisme ]_[iel(Ei)g[vi]/(vfi — u;) — (F xg T), suivant
Fy — (F xg T), lorsque L C M, est suffisamment grand. La compatibilité avec les
morphismes de S-schémas finis et plats est laissée au lecteur. O

Etant donnés deux S-schémas quasi-projectifs f : X — Setg : Y — S, on dispose
d’un morphisme

(104) U (A) RV, (B) — sy (AR B)
binaturel en A € DA®(X,, A) et B € DA (Y;, A). Il est donné par la composition de
privp(A)@pryWy(B) — Wixsq(pri(A) @V xse(pra(B)) — Wrxsq(pri(A)@prz(B))

ou pry et pro désignent la projection sur le premier et le second facteur d’un produit fibré.
On a le résultat suivant.

THEOREME 10.19. — Onsuppose que 'hypothése 7.3 est satisfaite. Alors le morphisme (104)
est un isomorphisme. ( En particulier, Vg : DA*(n, A) — DA (G, A) est monoidal, symé-
trique et unitaire. )

Démonstration. — On suit la preuve de [5, Th. 3.5.17]. On fixe d’abord le S-schéma X et
I’objet A. On obtient alors un morphisme de systémes de spécialisation

(105) (A RT_ (=) — Tpy, (AR ).

On cherche a montrer que ce morphisme de systémes de spécialisation est inversible. Un
dévissage similaire a celui utilisé¢ au début de la preuve du théoréme 10.13 nous raméne au cas
ou B = A. (On utilise ici que les foncteurs ¥(—) et — ® — commutent aux sommes infinies.)

Ensuite, on affirme qu’il suffit de traiter le cas ou g est fini et plat. (On suppose toujours
que B = A.) En effet, supposons que (104) est inversible lorsque g est fini et plat (et
B = A). On raisonne alors par récurrence sur la dimension de Y;, comme dans la preuve
du théoréme 10.13. Les grandes lignes du raisonnement sont les suivantes. Un dévissage
standard permet de supposer que Y est integre et plat sur S. On applique ensuite [24,
Expo. X, Th. 2.4] et un dévissage pour se ramener au cas ol Y est a réduction semi-stable
(au sens affaibli de [5, déf. 3.3.33]) au-dessus de S’ = Spec(R’) avec R’ un anneau de
valuation discréte fini sur R. Le résultat recherché découle alors de [5, Th. 3.3.4] appliqué
au morphisme de systémes de spécialisation (105) restreint a S”’.

Par symétrie, on peut aussi supposer que f est fini et plat, et que A = A. Le résultat
recherché découle alors de la proposition 10.18. En effet, si F' et G sont deux S-schémas finis
et plats, et H = F x g G, on a un morphisme canonique H*~~ — F """ x5 G """ quiest un
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—=mnor

, . . .. =mor — nor .
homéomorphisme universel. En particulier, H ~ xgo — (F' xgG ) xgo induit un
isomorphisme sur les schémas réduits associés et le morphisme

({F xs7-F} AR ({G x57-Go} &) — {H™ xgo— Hs} A
est alors un isomorphisme. La compatibilité de I'isomorphisme de la proposition 10.18 avec

les morphismes de S-schémas finis et plats permet maintenant de conclure. O

THEOREME 10.20. — On suppose que I'hypothése 7.3 est satisfaite. Soit f : X — S un
S-schéma quasi-projectif. On définit des opérateurs de dualité sur DA®*(X,,, A), DA®(X,, A)
et DA®(X,, A) par D, (—) = Hom(—, f}), Dy (=) = Hom(—, f1A) et Dy(~) = Hom(, fLA).
On a alors des morphismes canoniques

(106) UPoiD,(A) — Do UPY(A) et UsD,(A) — Dz¥y(A)

qui sont inversibles lorsque A € DA®*(X,,, A) est constructible.

Démonstration. — Pour les foncteurs « motif proche total », le morphisme en question est
obtenu par adjonction a partir de la composition de
(107)
UHom(4, fiA) ® ¥s(A) — ¥p(Hom(A, fiA) @ A) — Upfy A — foUgA~ fLA.

Pour les foncteurs « motif proche modéré », c’est donné par adjonction a partir d’une
composition similaire ou ¥ est remplacé par \I/;“‘)d et fz est remplacé par f,. Dans la suite,
on suppose que A est constructible et on cherche a montrer que les morphismes (106) sont
inversibles.

Soit L C My une extension finie de K suffisamment grande. On note T le spectre du
normalisé de R dans L ett : T — S le morphisme évident ainsi que son changement de
baset: X xg T — X.D’aprés le théoréme 10.13, on peut supposer que

(TREr 1 Dn(4)) x5 = (TR 7 Dy (t74)) x-

(Lisomorphisme de commutation ¢;D,, ~ D,t; est justifié par le fait que ¢, est un mor-
phisme étale.) L’accouplement composé (107) s’identifie alors a 'image inverse suivant le
morphisme Xz — (X Xg T, de ’'accouplement composé

1R

UpA o~ (PR rtyA)x, et UpDy(A)

WL D, (15 4) ® WL 1 (85 A) — (f x5 T)hthA = (f x5 T), oA

XsT o

(On utilise ici que ((f xs T),t:A) x, sidentifie canoniquement a fLA étant donné que le
morphisme T — (X xg T), est le composé d’'un morphisme pro-étale suivi d’un mor-
phisme entier, surjectif et totalement inséparable.) On en déduit aussitdt que le morphisme
U;D,(A) — Dz¥(A) s’identific a un changement de base d’'un morphisme du type
\I/}’“Od D,(4) — D(,\IIIJPOd(A). Ainsi, il est suffisant de traiter le cas des foncteurs « motif
proche modéré ».

On suit la preuve de [5, Th. 3.5.20]. Ainsi, on considére le morphisme de systémes de
spécialisation

(108) gmed oD, — D, o ¥™med
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et on cherche & montrer que c’est un isomorphisme apres restriction 8 DAS(—, A). Un
dévissage similaire a celui utilisé au début de la preuve du théoréme 10.13 nous raméne au
cas ou A = A. Il s’agit alors de montrer que ’accouplement composé

(109) (TPl fIA) @ (BFOIA) — UFOIfiA — fLUFIA ~ fIA

est un accouplement parfait, i.e., induit un isomorphisme \Il‘f“"d f,!?A ~ M(@?OdA, ff,A).

On raisonne par récurrence sur la dimension de Krull de X,,. Lorsque cette dimension est
nulle, on peut supposer que X = Spec(Q) avec ) un anneau de valuation discréte fini sur S.
Dans ce cas, f}lA = Aet foA = A.Soitw € Q une uniformisante et supposons que 7 = u-w®
avec u € @ inversible et e € N — {0}. Comme dans la preuve du théoréme 10.6 et celle de [5,
Th. 3.5.20], on peut remplacer X par le normalisé de X x 5 S[7'/"] pour tout n € N'*. Ceci
nous ramene au cas ou e est une puissance de p. Dans ce cas, le théoréme 10.7 fournit des
isomorphismes canoniques \I/I]}‘OdA ~ A et ’accouplement (109) s’identifie a 'isomorphisme
canonique A ® A ~ A. Ceci permet de conclure.

On passe maintenant au cas krdim(X,,) > 1. On raisonne comme dans la preuve du théo-
réme 10.13. Les grandes lignes du raisonnement sont les suivantes. Un dévissage standard
permet de supposer que X est intégre et plat sur .S. On applique ensuite [24, Expo. X, Th. 2.4]
et un dévissage pour se ramener au cas ou X est a réduction semi-stable (au sens affaibli de [5,
déf. 3.3.33]) au-dessus de S = Spec(R’) avec R’ un anneau de valuation discréte fini sur R.
Le résultat recherché découle alors de [5, Th. 3.3.4] appliqué au morphisme de systémes de
spécialisation (108) restreint a .S’. Les détails sont laissés au lecteur. O

REMARQUE 10.21. — L'analogue du théoréeme 10.20 est également vrai pour le systéme de
specialisation Y. Le lecteur vérifiera facilement que la preuve de [5, Th. 3.4.20] s adapte au cas
ou la caractéristique résiduelle de S est positive.

11. Comparaison de monodromie

Dans cette section on étend I’opérateur de monodromie pour les foncteurs « partie unipo-
tente du motif proche » construits dans [5, §3.6] du cas ou S est d’égale caractéristique nulle
au cas ou la caractéristique résiduelle de S est quelconque. Ensuite, on explique le lien entre
cet opérateur de monodromie et son analogue en cohomologie étale. Au passage, nous cor-
rigeons une erreur dans [5, Th. 3.6.10] liée a la construction de 'opérateur de monodromie
motivique.

Comme dans [5, §3.6], 'opérateur de monodromie sera d’abord construit sur le systéme de
spécialisation logarithmique. Ce systéme a été construit dans [5, §3.6.3] pour S de caractéris-
tiques résiduelles nulles. Notre premicre tache sera donc de nous assurer que cette construc-
tion s’étend sans probléme au-dessus d’une base plus générale. Nous aurons d’abord besoin
de calculer certains groupes de cohomologie motivique. Nous donnons un énoncé plus précis
que nécessaire.

ProrosITION 11.1. — Soient S un schéma, A un anneau de coefficients et M un A-module.
On pose Mg = SusOT(MCSt) € DAét(S, A) avec Mg le préfaisceau constant de valeur M
sur Sm/S.
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(a) On suppose que I'hypothése 7.3 est satisfaite. Alors, on a :

homDAét(S,A)(A57 Ms(m)[n]) =

M7™S) si m=n=0,
0 sim<0etn<0.

( Ci-dessus, 7o (S) est I'ensemble des composantes connexes de S.)
(b) On suppose que A est une Q-algébre. Alors, on a :

homppet(g py(As, Ms(m)[n]) =0 si m <O0.

Démonstration. — On divise la preuve en plusieurs étapes.

Etape A : Le but de cette étape est de se ramener au cas A = Q et M = Q. On se concentre
sur la partie (a) de ’énoncé ; pour la partie (b) ceci est plus facile.

Supposons d’abord que M est de torsion en tant que groupe abélien. Alors, M est une
colimite filtrante, suivant N € N*, de ses sous-modules formés des éléments annulés par N.
Etant donné que Ag(0) € DA®'(S, A) est compact, on se raméne aussitot a traiter le cas ol
M est lui-méme annulé par un certain N € N — {0}. Dans ce cas, M est un A/NA-module
et on a un isomorphisme d’adjonction

homp g et (g,a)(As, Ms(m)[n]) ~ homp et (s a/na) ((A/NA)s, Ms(m)[n]).

Par ailleurs, le théoréme 4.1 fournit une équivalence D¢ (S, A/NA) ~ DA*(S,A/NA). On
est donc ramené a prouver le résultat analogue en cohomologie étale, ce qui est une trivialité.

Reprenons le cas général. On a une suite exacte courte de A-modules
0 — Myoy —m M — M — 0

avec Mo, C M le plus grand sous-module de M qui soit de torsion en tant que groupe abélien.
Cette suite exacte induit une suite exacte longue apres application de homp s et (g 4)(As, (=)s(m)).
Vu que le cas de My, est connu, on se ramene a traiter le cas de M’. Autrement dit, on peut
supposer que M est sans torsion (en tant que groupe abélien). Ceci permet de considérer
une autre suite exacte courte de A-modules

0 — M —>MeQ — Me(Q/Z) — 0.

Comme avant, le cas de M ® (Q/Z) est connu. La suite exacte longue obtenue en appliquant
homp pet (g 4y (As, (—)s(m)) nous raméne a traiter le cas de M ® Q. Autrement dit, on peut
supposer que M est uniquement divisible (en tant que groupe abélien). Dans ce cas, on a des
isomorphismes d’adjonction

homDAét(s,A)(Asv Mg (m)[n]) ~ homDAét(s,A®@) (A®Q)s, Ms(m)[n])
~ hOIIlDAét (5,Q) (QS, Ms(m) [n])

Ainsi, on peut supposer que A = Q. Mais alors, M est une somme directe de copies de Q et
on peut aussi supposer que M = Q.
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Etape B : Dans la suite, on pose Hy;™ (S, Q) = homp s ¢t(s,0y (Qs, Qs(m)[n]). Les propriétés
a démontrer sont locales pour la topologie de Nisnevich. En effet, étant donné un carré
Nisnevich

U/ y SI

|, [

U—155

(i.e., un carré cartésien avec j une immersion ouverte et e un morphisme étale induisant un
isomorphisme S’ — U’ ~ S — U), on a une suite exacte longue de Mayer-Vietoris

(110) --- — HY™(S,Q) — Hy"(5,Q) P Hy"(U,Q) — Hy"(U',Q) — ---.

Il en découle aussitot que si I'énoncé est vrai pour S’, U et U’, il l'est aussi pour S. En
particulier, on peut supposer que S = Spec(A) est affine. Or, d’aprés la proposition 3.20,
on a un isomorphisme

H);™ (Spec(A), Q) =~ colim 4. Hy;™ (Spec(4), Q)

ou A parcourt ’ensemble filtrant des sous-algébres de A de type fini sur Z[1/p, p € P 4] avec
P 4 'ensemble des nombres premiers inversibles dans A. Il est donc suffisant de considérer
le cas ou S est un D-schéma de type fini avec D le spectre d’'un anneau de Dedekind contenu
dans Q.

On raisonne maintenant par induction sur la dimension de Krull de S. Lorsque
krdim(S) = 0, on peut supposer que S = Spec(k) avec k un corps parfait (en fait, une
extension finie de Q ou un corps fini). Or, d’aprés le théoréme B.1, on a une équivalence de
catégories DA% (k, Q) ~ DM® (k, Q). Vu le « cancellation theorem » de Voevodsky [50], il
suffit donc de montrer que

Qsi r=n=0,
homp et (1, ) (Qor ((Gmg, D), Qe (Spec(k))[n]) =4 0sir=0etn#0,
0 si r > 0.
Or, le faisceau avec transferts constant Q = Qy,(Spec(k)) est invariant par homotopie. Il

est donc (A, ét)-local. Les groupes de morphismes en question se calculent donc dans la
catégorie dérivée des faisceaux étales. Le résultat recherché s’ensuit.

On suppose a présent que krdim(S) > 1. Appelons S’ le normalisé de S, et fixons un
fermé Z C S partout de codimension non nulle et tel que (S — Z),eq est normal. On pose
Z' = S'xgZ. Lemorphisme (8" — Z') — (S — Z);eq est alors un isomorphisme. L’axiome
de localité et le théoréme de changement de base pour un morphisme fini fournissent un
triangle distingué

Qs — {8 = SHQs P {2 — 54Qz — {Z' - S}HQz —
qui induit une suite exacte longue
- — HY™(S,Q) — Hy™(S, Q) P HY"(Z,Q) — HY™(Z,Q) — -+
D’aprés I'hypothése de récurrence sur la dimension de Krull, il suffit de traiter le cas de S”.

Autrement dit, on peut supposer que S est normal. C’est ce qu’on fera dans la suite.
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Etape C : Dans cette étape, on traite le cas ou S est de caractéristique positive. On ne restreint
pas la généralité en supposant que S est connexe. Puisque .S est normal, ¢’est donc un schéma
de type fini sur I, pour un certain nombre premier p non inversible sur D.

D’apres de Jong [28], il existe un morphisme propre et surjectif f : T'— S tel que T
est intégre et régulier, et e est génériquement un revétement pseudo-galoisien de groupe de
Galois G. On peut donc trouver Z C S un fermé de codimension non nulle tel que S — Z
estnormalet f: T — f~1(Z) — S — Z est la composition d’un revétement étale galoisien
et d’un morphisme fini, surjectif, totalement inséparable. Notons S’ le normalisé de S dans
T — f~1(Z). Cest un S-schéma fini muni d’une action de G et S'/G — S est totalement
inséparable puisque S est normal. D’apres [4, Lem. 2.1.165], on a un isomorphisme cano-
nique As — ({S" — S}Ag)C. 1l Sensuit que Hy:™ (S, Q) — Hy™ (S, Q). Il est donc
suffisant de considérer le cas de S”.

Quitte a remplacer S par S’, on peut donc supposer que f : T — S est un isomorphisme
au-dessus de S — Z. L’axiome de localité et le théoréme de changement de base pour un
morphisme projectif fournissent un triangle distingué

Qs — {T - ShQrP{Z — 5hQz — {F71(2) > S}hQp-1(z) —

qui induit une suite exacte longue
(111)

. — HY™(S,Q) — Hy™(T,Q) D HE™(2,Q) — Hy™(f71(2),Q) — -

D’apres ’hypothése de récurrence, il est suffisant de traiter le cas de 7. Autrement dit, on
peut supposer que S est lisse sur un corps parfait k.

En utilisant le théoréme B.1 et le « cancellation theorem » de Voevodsky [50], on se raméne
a montrer que

Q™®) si r=n=0,
homDMe“(k,Q) (Qtr(s X (Gmka 1)/\7")7 Qtr(o)[n]) = 0 Si r=0etn 7é 07
0 st r > 0.

Or, le faisceau avec transferts constant Q = Qy,(Spec(k)) est invariant par homotopie. Il
est donc (A, ét)-local. Les groupes de morphismes en question se calculent donc dans la
catégorie dérivée des faisceaux étales. Le résultat recherché s’ensuit.

Etape D : On suppose ici que S — D est dominant avec S connexe et normal. La résolution
des singularités de Hironaka [19] appliquée a S ® Q = S x p Spec(Q) fournit un morphisme
propre et surjectif f : T' — S tel que T’ ® Q est lisse et f est un isomorphisme au-dessus
d’un ouvert dense de S. On peut aussi supposer que 7" est normal et connexe. En reprenant
I’argument de I’étape C, et notamment I’analogue de la suite exacte longue (111), on voit qu’il
suffit de traiter le cas de T'. Autrement dit, on peut supposer que S ® Q est lisse. Il existe alors
un ouvert dense Dy C D tel que Sy = S X p Dy est lisse sur Dy. Pour x € D — Dg, notons
D! I'hensélisé de D en z et S* = S xp D". En passant  la colimite dans (110) suivant les
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voisinages étales de D — Dy dans D, on obtient une suite exacte longue de Mayer-Vietoris

— Hy"(5,Q) — < D HW(S&@))@HW(SO,@
z€D—Dg

— P HE"(SheQQ) — .

zeD—Dog

11 est donc suffisant de traiter les deux cas suivants :

— S est lisse sur D,
— Destlespectre d’un corps de caractéristique nulle ou d’'un anneau de valuation discréte
hensélien.

Le second cas est traité en suivant la méthode de I’étape C qui est basée sur la technique de
désingularisation de de Jong [28]. On laisse les détails aux lecteurs.

Dans le reste de la preuve, on explique comment traiter le cas ou S est lisse sur D. L’ingré-
dient clef est la pureté absolue (cf. le corollaire 7.5). Soit p un nombre premier non inversible
sur D et notons i, : Spec(FF,) < D P'inclusion canonique. Notons aussi jg : Spec(Q) — S
I'inclusion du point générique. On a alors un triangle distingué dans DA*(S, A)

@ Z;)AS — Ag — (j@)*AS@;Q —
p
ou p parcourt I'ensemble des nombres premiers non inversibles sur D. Ce triangle est obtenu
en prenant une colimite, suivant les ouverts non vides de D, de triangles distingués de localité
(cf. [4, Prop. 1.4.9]). Or, d’apreés le corollaire 7.5, on a un isomorphisme i;AS ~ Ag, (—1)[-2]
avec S, = S x p Spec(Fp). Il s’ensuit une suite exacte longue

- — PHETT(S,,Q) — HY(S,Q) — Hpt"(S®Q,Q) — -
p

D’apres ’hypothéese de récurrence sur la dimension de Krull appliquée aux Sy, il suffit de
traiter le cas du schéma S ® Q. Autrement dit, on peut supposer que D = Spec(Q). Ce cas
est trait¢ comme dans I’étape C. Ceci termine la preuve de la proposition. O

REMARQUE 11.2. — On peut utiliser la proposition 11.1 pour démontrer le fait suivant.
Soient S un schéma intégre et L € DA (S, A). On suppose que localement pour la topologie
de Zariski, L est isomorphe a Ag(n) avec n € Z fixé. Alors, il existe un isomorphisme global
L ~ Ag(n) dans DA®(S,A). En effet, soit (U;)1<i<, un recouvrement Zariski et suppo-
sons donnés des isomorphismes a; : Ly, ~ Ay, (n). Nous allons construire un isomorphisme
L ~ Ag(n) en raisonnant pas récurrence sur r. Lorsque r = 1, il n’y a rien a faire. On suppose
donc que r > 2 et on pose V = U::_ll U;. L'’hypothése de récurrence fournit un isomorphisme
b: Ly ~ Ay (n). La composition de

~

[ -
Avau,(n) == Livau, =% Avho, (n)

définit un élément inversible de A™(V"Ur) ~ homp et vy, (A(n), A(n)). (On utilise ici la
proposition 11.1.) Puisque S est intégre, wo(V N U,.) est un singleton. Ainsi, quitte a multiplier
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lisomorphisme a, par un scalaire inversible, on peut supposer que b et a,. coincident sur VNU,..
Le carré solide dans le diagramme

wyLyyay, — vyLyy @urLiy, — L ——

J{b:ar lb@ar

wyh(n) — v A(n) @ upgA(n) — A(n) —

est donc commutatif. ( Ci-dessus, w, v et u, désignent les inclusions de VU,V et U, dans S.)
On peut donc compléter le diagramme ci-dessus en un morphisme de triangles distingués. Ceci
Jfournit I'isomorphisme recherché L ~ A(n).

Comme application de la discussion précédente, on obtient une globalisation de I'isomor-
phisme de pureté du corollaire 7.5. Ainsi, sii : Z — S est une immersion fermée de schémas
réguliers avec Z partout de codimension d, on a un isomorphisme i'Ag ~ A z(—d)[—2d).

REMARQUE 11.3. — Onpeut aussi utiliser la proposition 11.1 pour montrer que DA®*(S, A)
est orienté. En effet, soit M un Og-module localement libre de rang d. On note
th(M) = Th(M)(As) de sorte que Th(M) ~ th(M) ® —. Nous allons construire un iso-
morphisme canonique

(112) homp pet(s,4) (th(M), A(d)[2d]) =~ A0(S)

Lorsque M est libre, un isomorphisme (112) est fourni par la proposition 11.1. Cet iso-
morphisme est indépendant de la trivialisation M ~ O?d choisie. (Pour démontrer cela, on
remarque que les différentes trivialisations fournissent un morphisme de faisceaux de groupes
GLs(d) — AZ du groupe linéaire vers le groupe des éléments inversibles de A vu comme
un schéma en groupe constant sur S. Or, un tel morphisme est nécessairement trivial puisque
GLg(d) est connexe alors que A est discret.)

Le cas général s’obtient par induction sur le nombre d’ouverts dans un recouvrement trivia-
lisant de M. Cette induction est possible par ce qui suit. Supposons que S = U UV est un
recouvrement ouvert tel que (112) est construit pour U, V et U N'V. La proposition 11.1 en-
traine facilement I'annulation : homp s v,a) (th(M), A(d)[2d — 1]) = 0. La suite exacte
longue de Mayer-Vietoris fournit alors une suite exacte

0 — hompye (s ) (th(M), A(d)[2d]) — A™ ) @HA™D) — AmUNV),

Ceci permet de déduire (112) pour S.

Limage de 1€ A™S) par lidentification (112) fournit un isomorphisme canonique
th(M) ~ A(d)[2d] dans DA (S, A). Le lecteur se convaincra facilement que cet isomor-
phisme est compatible aux changements de base.

COROLLAIRE 11.4. — Soient S un schéma régulier et A un anneau de coefficients. On
suppose que I'hypothése 7.3 est satisfaite et que A est plat sur 7. Alors, on a

OX(S) Qz Asin=1,

homp a6t As,As(1)[n]) =
paé(s,a) (As, As(1)[n]) { 0 sin <0,
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Démonstration. — On ne restreint pas la généralité en supposant que S est connexe. Soient
j : U < S I'inclusion d’un ouvert non vide. Montrons que le morphisme

(1 13) hOmDAét(S’A) (As, As(l)[’n]) — hOmDAét(U’A) (AU, AU(].)[TL])

est injectif si n < 1. Pour cela, on considére I'immersion fermée i : Z — U avec Z = S —U.
On peut filtrer Z par des sous-schémas fermés & = Z, € Z; C --- C Z, = Z de
sorte que Z; — Z;_1 est régulier pour tout 1 < i < n. Or, il est suffisant de montrer que
le morphisme (113) est injectif pour les immersions ouvertes S — Z; — S — Z;_;. Cecl
nous ramene au cas ou Z est régulier de codimension ¢ > 1. D’apreés le corollaire 7.5 (et la
remarque 11.2), on a un isomorphisme de pureté i'Ag ~ Az(—c)[—2c]. A I'aide du triangle
distingué de localité (cf. [4, Prop. 1.4.9]), on déduit une suite exacte

hom(Az,Az(1 —¢)[n — 2¢]) — hom(Ag,As(1)[n]) — hom(Ag, As(1)[n]).
La proposition 11.1 permet de conclure.
En passant a la limite suivant les ouverts non vides U C S, on déduit de (113) un
morphisme injectif

(114) homp e (g a)(As, As(1)[n]) — hompas g a)(Ax, Ax(1)[n])

avec K le corps des fonctions rationnelles sur S. Par ailleurs, si KP*f désigne la cloture
parfaite de K, on a des équivalences de catégories (cf. les théorémes 3.9 et B.1)

DA®(K,A) ~ DA (KP™, A) ~ DM®(KP*, A).
En utilisant le « cancellation theorem » de Voevodsky [50] et le calcul de la cohomologie
motivique en poids un [30, Th. 4.1 et Cor. 4.2] on déduit que
KX ®Z A Si n = 1,
homppnret gpar A, A(D)[n]) =
pme (kvart 4) (A, A(1)[n]) { 0 sin<o.

(Ci-dessus, nous avons utilisé que I’exposant caractéristique de K est inversible dans A pour
déduire que KX ®@zA ~ (KP*H)X@,A.) A ce stade, le corollaire est démontré lorsquen < 0.

Dans la suite, on supposera que n = 1. L’argument précédent montre que (113) est un
isomorphisme lorsque Z C S est partout de codimension plus grande ou égale a 2. (En effet,
la proposition 11.1 entraine que homp aet (5 4)(Az, Az(1 — ¢)[n — 2¢ + 1]) = 0 pour ¢ > 2
etn <1.)

Soit z € S un point de codimension 1 et notons Z = {x}. Quitte & remplacer S par le
complémentaire d’un fermé de codimension plus grande ou égale a 2, on peut supposer que
Z est lisse. Par pureté (cf. le corollaire 7.5) et le triangle de localité (cf. [4, Prop. 1.4.9]), on a
une suite exacte

3
homDAét(S’A) (AS, As(l) [1]) — hOHlDAét (U,A) (AU7 AU (1) [1]) 4Z) homDAét(Z’A) (/\Z7 AZ)
Ceci montre que homp g et (g a)(As, As(1)[1]) est contenu dans le noyau du morphisme

az : homDAét(KJ\) (AK,AK(l)[].]) — homDAét(K(w)J\) (A,A) ~ A.
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Modulo l'identification homp e (g 2)(Ax, A (1)[1]) =~ K* ®z A, ce morphisme est donné
par la valuation normalisée v, associée a ’'anneau de valuation Og , C K. Mais alors, on a
une suite exacte bien connue

0 05(S)eA — Koh =5 @ A
zeSM

ou SN désigne ’ensemble des points de codimension 1 dans S. On en déduit une inclusion
homp et (g,4)(As, As(1)[1]) = 07(S) @z A.

Par ailleurs, il existe un homomorphisme naturel
07(8) ®z A — hompaei(s,a)(As, As(1)[1]).

Il provient du fait que dans DM®® (S, A) on a un isomorphisme A¢;(Gmg,1) ~ 0% @z A.
Ceci permet de conclure. O

On commence maintenant la construction du systéme de spécialisation logarithmique.
Soit S un schéma de base régulier. (Plus tard, S sera le spectre d’'un anneau de valuation
discréte, hensélien et excellent.) On dispose d’un morphisme dans DA (Gmg, A)

eK - AGms(_l)[_l] — A(Gms

définie comme dans [5, déf. 3.6.22]. Lorsque A est plat sur Z, ce morphisme correspond a
lindeterminée m € 0% (Gmg) =~ homp e gmg,a) (A(=1)[=1], A) telle que Ag = S[x]. On
forme un triangle distingué

—ex|[1
(115) Acme — H5 — Aems(—1) W Acn11].
(A une rotation prés, c’est le triangle distingué de [5, Lem. 3.6.28].) Le motif .#5 est appelé

Pextension de Kummer. Lorsqu’il n’y a pas de confusion possible, on le notera %" au lieu
de #5s.

LEMME 11.5. — On suppose que A est une Q-algébre. Le triangle distingué (115) satisfait
aux conditions de [5, Hyp. 3.6.1].

Démonstration. — Les objets Agmg et Agm(—1) sont clairement inversibles. Aussi, la per-
mutation des facteurs agit par I'identité sur Agmg ® Agmg (C’est clair!) et Agmg (—1) ® Agmg(—1)
(d’apreés la proposition 2.10). Il vient Alt*(Agm, ) et Alt*(Agm(—1)) sont nuls.

Les groupes homp ¢t (Gmg,a) (A, A(—n)[k]) sont nuls pour n > 1etk € {—1,0} comme
le montre la proposition 11.1, (b). De méme, le groupe homp a ¢t (Gm g, a) (A(—1), A) est nul
d’apres le corollaire 11.4. Enfin, 'annulateur de ex dans A = endpaet(gmg,a)(A) est nul
comme le montre la preuve de [5, Lem. 3.6.27]. O

Lorsque A est une Q-algebre, nous disposons donc des résultats et constructions de [5,
§3.6.1] pour le triangle distingué (115). En particulier, ce triangle est unique a un unique

isomorphisme prés d’aprés [5, Lem. 3.6.3].
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DEFINITION 11.6. — On suppose que A est une Q-algébre. Le logarithme Log¥=Sym™ (%)
est la colimite homotopique de la N-suite (Log))nen dans DA% (Gmg,A) donnée par
Fog,! = Sym"(X) (cf. [5, déf. 3.6.29]). D’apres [5, Cor. 3.6.19], cet objet est bien défini
a un unique isomorphisme pres. De plus, il est naturellement muni d’une structure d’algébre
associative, commutative et unitaire.

D’une importance capitale pour la suite est le triangle distingué (cf. [5, Cor. 3.6.21]) :

(116) A0) — Fog¥ =5 Log¥(—1) — A(0)[1].

Malheureusement, une erreur de « calcul » s’est incrustée lors de sa construction dans
[5, §3.6]. Nous devons la corriger pour le bon fonctionnement de la preuve du théoréme
principal de cette section (a savoir le théoréme 11.17). L’origine de cette erreur se trouve tout
au début de I’étape 4 de la preuve de [5, Th. 3.6.10]. Nous y affirmons a tort que le carré
évident

(117) v®" @ Sym" & —— v®" @ Sym" & @ \¥™

| l

Sym"t"t™mE ———— Sym" " E @ A®™
est commutatif. En fait, on a plutot la propriété suivante.

LeEmMME 11.7. — On reprend les hypothéses et les notations de [5, §3.6.1], et notamment
celles de [5, Th. 3.6.10]. Alors, le carré (117) commute au facteur G /CIE" prés. Plus
précisément, si on multiplie dans (117) la fleche horizontale supérieure par C* +m €t la fleche

. .o L Pr4n . , .
horizontale inférieure par G 17 ., on obtient un carré commutatif.

Démonstration. — On veut comparer les deux fléches entre v®" ® Sym"t™& et
Sym"t"& @ A®™ obtenues en prenant les deux compositions possibles dans (117). 11 suffira
de les comparer aprés composition a droite et a gauche par

VO @ £y 18T @ Sym"™ T E et Sym" & @ A& s £OTTN @ \&™,

Les deux fleches a comparer sont alors données comme suit. Celle obtenue en composant
dans (117) la fleche horizontale supérieure avec la fleche verticale de droite est donnée par :
(118)

1 / . Qr s s Qm : 1 "
m Z g ®ld O(a ®1d)o(ld®b )O ld® m Z g
0'ESrin 0" €Xntm

Celle obtenue en composant dans (117) la fleche verticale de gauche avec la fléche horizontale
inférieure est donnée par :

(119) (id ® b®™) o m Y o] o@® ®id).

OEX rfntm—1

Il est clair que (118) est aussi égale a :

1

1
m Z O'l ®ld [¢] ld® D a— Z 0'” o(a®r®id).

(1d®b®™)o
|
'€ in (n +m)! 0" €S nim
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D’autre part, (id ® b2™) o g o (a®” ® id) = 0sio([1,7]) ¢ [1,r + n]. On peut donc
réécrire (119) de la maniére suivante :

1
; ®@m § : BT 3
(id® ™) (r+n+m)! o | (e @id).

0E€S tntm—1,0([1,r]C[1,7+n]

Or, lapplication X, 1, X ¥yt — pintm, donnée par
(0',0") ~ (o' x idy,) o (id, x o),

induit une surjection de X, X X4, sur lensemble des o € X, 1,4, tels que
a([1,7]) C [1,r + n]. Le cardinal des fibres est constant et égal a n!. Il en découle que (118)
multipliée par (r + n)!(n + m)! vaut (119) multipliée par n!(r + n + m)!. Or,on a:

nl(r+n+m) oA

Le lemme est démontré. O

On peut maintenant corriger I’énoncé de [5, Th. 3.6.10]. L’erreur décrite ci-dessus n’affecte
que la partie 2 de cet énoncé. Toutefois, il sera plus pratique pour la suite de modifier
¢galement le triangle distingué de la partie 1. On retient donc 1’énoncé suivant.

THEOREME 11.8. — On reprend les hypothéses et les notations de [5, §3.6.1], et notamment
celles de [5, Th. 3.6.10].

(@) Pour (m,n) € (N — {0})?, il existe un unique triangle distingué :

n-l
n4m—1"Yn—-1,m

e C
v®" @ Sym™ & e Sym" T 1 Sym"'& @ ™ —

( Ci-dessus ap m—1 et by m—1 sont les morphismes évidents induits par a : v — & et
b:& — \)
(b) Pour (m,n,r) € (N—{0})2 x N, on a un morphisme de triangles distingués :

n—1
i1 bn—1,m

v @ Sym" T E @ A —

Lar,nl

Sym"™ " lg @ A ——

VO @ ¥ @ Symmflg M) VO ® Symn+m71£>

Jar,ni»ml
cr+n—1

bryn
_ Ar4n,m-—1 _ r4+n+m—1"Yr+tn—-1,m
VO @ Sym™ & Sym™Ttm-le

Démonstration. — D’apres [5, Th. 3.6.10], il existe un triangle distingué comme dans (a)
au facteur 0"} _; prés. Comme 7 est supposée Q-linéaire, ceci démontre la partie (a). Pour
la partie (b), il faut reprendre 1’étape 4 de la preuve de [5, Th. 3.6.10] en partant dun carré
commutatif comme celui fourni par le lemme 11.7. O
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Retournons a la situation qui nous intéresse et supposons que A est une Q-algebre.
D’apreés le théoréme 11.8, on a des morphismes de triangles distingués dans DA*(Gmg, A) :

A ——— Zogy —""— Log¥_;(~1) —

H J, (n+1).b Jr

A—— Zog, | —— Zog; (1) ——

avec a et b les morphismes déduits de A(0) — % et # — A(—1). Le triangle dis-

tingué (116) est obtenu en passant a la colimite homotopique suivant n € N. Méme si

la construction du triangle (116) dans [5, §3.6] est erronée, la preuve de [5, Cor. 3.6.21]

est correcte lorsqu’on utilise les triangles distingués du théoréme 11.8. Le triangle (116)

est donc bien défini a un unique isomorphisme prés et en particulier le morphisme

N : %og¥ — Zog"(—1) est uniquement déterminé. (Voir aussi le lemme 11.9 ci-dessous.)
Plus généralement, le théoréme 11.8 fournit des morphismes de triangles distingués

n—1
n+m-—1 b

5097\%71 >$097\£7,+n71 >gog'r\{71(_m) ?

o]

En passant a la colimite, on obtient les triangles distingués

Nm
(120) Log), | — Log¥ — Log¥(—m) — Log), ,[1].
On a également le résultat suivant.

LEMME 11.9. — Les triangles distingués (120) sont bien définis a un unique isomorphisme
pres. En particulier, les morphismes N,,, sont uniquement déterminés.

Démonstration. — On montre d’abord que la colimite homotopique des morphismes
0™ 2 ZLogy, ., — Zog, (—m) est uniquement définie. En effet, soit

N/ Log" — Log¥(—m)

En

n+m

une autre colimite. Alors, e = N/, —N,, est une fleche fantome entre Zog" et Log" (—m) au
sens que la composition de

Log! — Log¥ — Log"(—m)
est nulle pour tout r € N. D’apres [5, Prop. 3.6.18],® la fléche € est nécessairement nulle
puisque Log¥ (—m) est un module unitaire sur I’algébre ZogV.
Il reste a voir que la fleche connectante ZLog¥ (—m) — ZLog,,, _,[1] est unique. Pour cela,
on raisonne comme dans la preuve de [5, Cor. 3.6.21]. On voit alors qu’il est suffisant de

montrer que homp g ¢t (Gmg, ) (£09y,—1,£0g" (—m)[r]) = 0 pour tout r € Z. Etant donné
que Log,, _; est dans la sous-catégorie triangulée engendrée par les motifs de Tate Agp o (—%)

©) La preuve de [5, Prop. 3.6.18] contient une erreur de frappe a la quatriéme ligne qui risque de compromettre sa
compréhensibilité : il faut remplacer (Sym™"&)®E — (Sym™&)®F par (Sym"&)RF — (Sym"H186)QF.
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pour 0 < i < m — 1, on se raméne & montrer que homp s ec(Gmg,4) (A, ZLog" (i — m)[r]) = 0
pour i < m. Ceci est une conséquence de la proposition 11.1, (b). O

LeEMME 11.10. — On a la relation m! - N,,, = N°™.

Démonstration. — En effet, il est clair que N°™ est donné par la colimite homotopique de
la composition de

(m4n)b (m+4+n—1)b (n+1)b
Dg/ﬂogf\:z+n jog;)/q—n—l(_l) e

Fog,, (—m).

Le résultat découle maintenant de la formule (m + n) - -+ (1 4+ n) = m!C?,,, et de 'unicité
des colimites homotopiques en question. O

LeEMME 11.11. — Onsuppose que A est une Q-algebre. Onnoteq : Gmg — S la projection
canonique. On a des triangles distingués canoniques dans DAét(S, A):

As(=n = 1)[~2] = As(0) — g.Log) — As(~n —D[-1].

De plus, les diagrammes suivants commutent .

As(—n — 1)[=2] =5 As(0) — ¢..Z0g} — As(—n — 1)[1]

ls H | l°

0
As(—n = 2)[~2] -2 As(0) — q.Log,, — As(—n — 2)[1].
Démonstration. — C’est la méme preuve que [5, Lem. 3.6.30]. O

COROLLAIRE 11.12. — Gardons les hypothéses et les notations du lemme 11.11. La compo-
sition de A(0) — q.A(0) — q.ZLog" est un isomorphisme.

On suppose que A est une Q-algebre. Soit f : X — AL un morphisme de S-schémas
quasi-projectifs. On définit un foncteur log; : DA% (X, A) — DA®(X,, A) par
(121) log;(A) = xs(A® f;fogv) =" (A® f;fogv).

Ceci définit un systéme de spécialisation de base (A}, j,4). En utilisant le triangle distin-
gué (116), on obtient un triangle distingué, dit de monodromie :

(122) Iogf(A)(—l)[—l] — xf(4) — Iogf(A) X, Iogf(A)(—l).

La transformation naturelle N : log, — log;(—1) est appelée I'opérateur de monodromie.

THEOREME 11.13. — Soient S un schéma de base de dimension de Krull finie et A une Q-al-
gébre. On se donne un morphisme de S-schémas quasi-projectifs f : X — AL avec X régulier.
On suppose que (X, )req est régulier. Alors, la composition de

(123) Ax(7 — Xfoy7 — |ngAXn

est un isomorphisme dans DA% (X, A).
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Démonstration. — La preuve est identique a celle du théoréme 10.2. On peut supposer
que S est régulier. Soit ¢ : X — W une immersion fermée dans un A}-schéma lisse
g + W — A}. Le morphisme de changement de base gflog,y — log g, est inversible
puisque g est lisse. D’aprés le corollaire 11.12, le théoréme est donc vrai pour W. Il suffit
alors de montrer que le morphisme naturel ¢7log,Aw, — logst; Aw, est inversible. Ce
morphisme est donné par t}x,9;Z0g" — x;fyZog". Or, Log¥ € DA% (Gmg, A) est
dans la plus petite sous-catégorie triangulée stable par sommes infinies et contenant les
motifs de Tate Agmgs(—n), pour n € N. Il suffit donc de montrer que t*j, A — j.t; A est

inversible. Ceci découle de la proposition 10.3. O

A partir de maintenant, on suppose que S = Spec(R) avec R un anneau de valuation
discréte, hensélien et excellent. On fixe une uniformisante 7 € R. Ceci permet de restreindre
le systeme de spécialisation log a la base (S, n, o).

THEOREME 11.14. — On suppose que A est une Q-algebre. Il existe un isomorphisme cano-
nique de systémes de spécialisation log —— Y au-dessus de (S,n, 7).

Démonstration. — 11 s’agit de calquer la preuve de [5, Th. 3.6.44].

Appelons % = (pA)ﬁG;f{A € DA% (Gmg, A). (Cf. (89).) La premiére condition de [3,
Hyp. 3.6.40] est clairement satisfaite. La preuve de [5, Lem. 3.6.41] fournit alors un isomor-
phisme naturel Yy ~ x;(— ® fy%) pour tout morphisme de S-schémas quasi-projectifs
f: X — A}. D’autre part, on dispose d’un morphisme canonique ¢; : % — %. Il est
construit comme dans [5, pp. 134 a 136]. Etant donné que % est une algébre associative et
unitaire, on peut appliquer [5, Cor. 3.6.19] pour déduire un morphisme £ : Log"¥ — % .
Ceci fournit un morphisme de systémes de spécialisation log — Y. Pour montrer que c’est
un isomorphisme au-dessus de (5,7, 0), on applique [5, Th. 3.3.47] et les théorémes 10.2
et 11.13. O

REMARQUE 11.15. — La preuve du théoréme 11.14 que nous venons de présenter n'est
pas la meilleure. Elle est non élémentaire puisqu’elle repose sur des techniques de résolution
des singularités. On peut obtenir une preuve plus élémentaire du théoreme 11.14 en montrant
directement que le morphisme Log” — U est inversible. C’est ce que fait Levine dans [29].
Nous nous sommes retenu d utiliser la méthode de Levine pour ne pas allonger encore plus la
discussion.

THEOREME 11.16. — On suppose que A est une Q-algébre. Soient f : X — S un
S-schéma quasi-projectif et A € DA (X,,A). 1l existe alors un triangle distingué, dit de
monodromie,

T (A)(=1)[=1] — x(A4) — Tp(4) == Tp(A)(-1).

1l est compatible a la dualité au sens de [5, Th. 3.6.46]. De plus, si A est constructible, alors
lopérateur N : T p(A) — Y (A)(—1) est nilpotent.
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Démonstration. — Le triangle de monodromie est obtenu a partir (122) via 'isomor-
phisme log ~ 7T. La nilpotence de 'opérateur de monodromie est une conséquence de [5,
Lem. 3.6.48] et du théoréeme 10.9, (ii). La compatibilité avec la dualité se vérifie au niveau
de log comme dans la preuve de [5, Th. 3.6.39]. Vu l’erreur dans [5, Th. 3.6.10] corrigée
ci-dessus, il est en fait nécessaire d’apporter quelques changements dans 1’étape 1 de la
preuve de [5, Th. 3.6.39]. En effet, avec la bonne définition de N : Zog¥ — Zog"(-1),
le second diagramme de la page 131 de [5] ne commute pas. On doit donc raisonner de la
maniére suivante. On fixe (m,n) € (N — {0})? et on remplace le premier diagramme de la
page 131 de [5] par :

(m-b)®id
Xid(Zog), 1 ® Alt? ¥ ® Log)_1) — xid(Log), @ Log,)) — xia(Logy,_1(—1) @ Log!)

lid@(n-b) l

Xid(Zogy, ® Zogy_1(—1)) — xia(ZLog" (—1)) =~ A(-1).

Par un passage a la limite suivant (m,n) € (N — {0})?, on voit qu’il est suffisant de
montrer que les deux compositions possibles du diagramme ci-dessus sont égales a un fac-
teur (—1) prés. On peut bien entendu se limiter au cas n = m ce qui nous permet d’éliminer
les facteurs m et n multipliant les morphismes évidents id ® b et b ® id dans le diagramme
ci-dessus. Ensuite, on utilise [5, Lem. 3.6.13] pour obtenir le diagramme commutatif :

Log) 1 ® A’ ¥ ® Fog,_, *>~l Fog),_1 @ A(—1) ® Zog'_,

J{ J{a@id
id®b

Fog,! @ Log, ————— Log, ® Logy _1(—1) ——— Log" (-1).

Le reste de I’étape 1 de la preuve de [5, Th. 3.6.39] est valable avec les modifications évidentes
qui consistent a remplacer certains « Log" » par « ZLog,, » ou « Logy_; ». O

Jusqu’a la fin de la section, nous supposerons que R contient les n-iémes racines de I'unité
pour n premier a p. Ceci entraine que K=K [71/™ | n € N'¥] est une extension galoisienne
de K et son groupe de Galois s’identifie a A (1) via le caractére cyclotomique qui envoie
o € Gal(K/K) sur (o(x'/™)/7/™), cpvx. Lanneau A sera fixé et nous supposerons que
I’hypothése 7.3 est satisfaite. Enfin, on se donne un idéal J C A tel que A/J est de torsion
(en tant que Z-module).

Soient f : X — S un S-schéma quasi-projectif et A un objet de D¢! (X5, A;®Q). Alors,
le groupe Z/ (1) agit naturellement sur \P;‘Od(A) =", (A|x,) de la maniére suivante. Fixons
¢ € Z/(1) et notons Spec(¢) les automorphismes de 77 et S déduits de £. Par changement de
base, on obtient un diagramme commutatif aux carrés cartésiens

X7 X e X,

Spec(ﬁ)l _ lSpec(ﬁ)

X—ﬁ%fé){g.
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L’action de & sur \II?Od(A) est alors définie par la composition de
(124)

A x, = 1d7 A x, - i*Spec(§)" 7. A|x - i*j.Spec(§)* Ajx, ~ i A x, -
C’est ’action par monodromie sur \Il‘}‘Od(A). Le résultat principal de cette section s’énonce
alors comme suit.

THFEOREME 11.17. — Soient M € DA (S, A ® Q) un motif constructible et £ € 7!(1).
Alors, le diagramme suivant est commutatif :

%étTf(M) N métq,;cnod(M) EEAN \I/rand(%étM)

[ I

REY f (M) — REWRed (M) — Wped(RE M),

(Bien entendu, exp(§-N) = 300 n!l=1(&-N)°" avecN : T¢(M) — Y (M) (—1) l'opérateur
de monodromie motivique. )

Dans ce qui suit, 'image inverse du motif 2" € DAét(GmS, A) suivant 7 : n — Gmg
sera notée abusivement .. On fera de méme pour les motifs Zog, et Zog". s seront donc
considérés comme objets de DA (n, A® Q). D’ailleurs, les anneaux A® Q et A; ® Q seront
désignés par II et I ; respectivement.

On commence par quelques résultats préliminaires.

LEMME 11.18. — On fixe n € N U {oo} et on convient que Log’, = ZLog”. On a les
propriétés suivantes.

(a) Ilexisteun isomorphisme canonique Y s(ZLog, ) ~ @;_, o (—i) et lemorphisme évident
Ys(Log,) — WEHod(LogY) est inversible.
(b) Pour tout S-schéma quasi-projectif f : X — S, les transformations naturelles suivantes
sont inversibles :
= Ty(—) W Ys(Logy) — Ts(—® f; Logy), et
— Uped(—) KW god(Logy) — WIod(— @ frLogy).
(¢) Pour tout S-schéma quasi-projectif f : X — S, on a des isomorphismes canoniques :
- Ti(=® frLogy) =~ @iy Tr(—) (=), et
- UPod(= @ frLogy) ~ Dy TP (=) ().

Démonstration. — La partie (¢) s’obtient par conjonction de (a) et (b). On démontre
d’abord la partie (b). Puisque .Zog,’ appartient a la plus petite sous-catégorie triangulée
stable par sommes infinies et contenant les motifs de Tate II, (—¢) pour ¢ € N, il suffit de
montrer que les transformations naturelles

Ti(—)RTs) — Tp(—) et UPH—)RUFYID) — oY (-)

sont inversibles. Or Y5 (II) ~ IT et W2°4(IT) ~ IT d’apres les théorémes 10.2 et 10.7. Ceci per-
met de conclure pour (b). Un argument similaire montre que Yg(ZLogy) — W24 (Logy)
est inversible.
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Il reste a calculer Y g(Zog,,). Pour cela, on considére le morphisme

(125) (b m'd) s H ® Log¥ — LogV @fagv(—l)
&1

ou m est induit par le morphisme canonique ¥ — Zog" et la multiplication de Zog".
D’apres [5, Cor. 3.6.8], le morphisme (125) est inversible. Il s’ensuit que

Ts(A) = Ts(I) P Ts(I(-1)) ~ TEPII(-1).
Or, la partie (b) appliquée a ¢ et une récurrence entrainent que Y g(Sym".%") ~ Sym" Y g(.%).
Ceci permet de conclure. O

LeEmME 11.19. — Soient f : X — S un S-schéma quasi-projectif et M € DAét(X,],H)
un motif constructible. Pour m > 1 suffisamment grand, le triangle distingué

* Nm
X (M ® f;.Zogy, 1) — Tp(M) = Ty(M)(—m) — ,
déduit de (120), est canoniquement scindé. Autrement dit, il existe un isomorphisme canonique
XM ® frLogy, 1) =T p(M)@ Y s(M)(—m)[-1].
Démonstration. — D’apres le théoréeme 10.9, (ii) et [5, Lem. 3.6.48], on a
homp et (x, 2) (T (M), Ts(M)(=m)[r]) =0  VreZ

lorsque m est suffisamment grand. En particulier, N,,, : T (M) — Y ;(M)(—m) est nul et
le triangle de I’énoncé est scindé. La canonicité de la section Y (M) — x (M ® fxZLog,, 1)
provient aussi du fait que tout morphisme Y s(M) — T (M)(—m)[—1] est nul. O

PROPOSITION 11.20. — Soient f : X — S un S-schéma quasi-projectif et M € DA®* (X, TI)
un motif constructible. Soit m > 1 suffisamment grand de sorte que la conclusion du lemme 11.19
est assurée. Alors, la composition de

m—1
Yy (M) — x5 (M ® f; Logy,_y) — (M & fr Logy,_y) = @) Tp(M)(—i) — Y p(M)(-r)
=0

est égale a N, pour tout 0 < r < m—1. (Ci-dessus, la premiere fleche est donnée par le scindage
canonique du lemme 11.19 et I'avant-derniére fléche, celle qui est inversible, est fournie par le
lemme 11.18, (c).)

Démonstration. — Pour démontrer la proposition, on peut faire tendre m vers I'infini.
Autrement dit, il est suffisant de calculer la composition de
(1206)
Yp(M) = x5 (M & fr.%og") — Yy(M® fr.Log") =~ DT s(M)(—i) — Y (M)(—r).

i=0

Nous allons d’abord construire un morphisme d’algébres Log¥ ® Zog" — @, Log" (—1)
qui induit I'isomorphisme Yg(Zog") ~ @;,I(—i) du lemme 11.18. Pour cela, on part
du morphisme

(127) ( can ) : A — Zog¥ @) Log¥ (~1)

canob
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(ou « can » désigne un morphisme canonique). D’apres [5, Cor. 3.6.19], ce morphisme se
prolonge d’une maniére unique en un morphisme d’algébres commutatives et unitaires

(128) 9 : ZLog” — @) Log"¥(—i).
=0

En utilisant l'inclusion évidente ¢ : ZLog¥ — @2, -Log"(—i), on déduit alors un mor-
phisme d’algebres

(129) 91 Log¥ ® Log¥ — @Xogv(—i).
i=0

On peut montrer que ce morphisme est inversible, mais nous n’aurons pas besoin de cela.
Remarquons plutot que le carré

125
H ® LogV LN Zog" @ LogV(—1)

|

9-
Fog¥ ® Log¥ ——— @, Log" (—i)
est commutatif. En appliquant x g, on déduit alors un carré commutatif

Ts(#) —— MDI(-1)

| l

Ts(Log¥) — @2, TI(—i).

Il en découle que ¥ - ¢ : Tg(ZLog") — P, II(—i) coincide avec I'isomorphisme du
lemme 11.18, (a) (avec n = o0). En effet, les deux sont des morphismes d’algeébres qui
coincident sur YTg(.%").

Vu la construction des isomorphismes du lemme 11.18, (c), on déduit de ce qui précede
que la composition de (126) est égale au morphisme obtenu en appliquant x (M ® f;(—))
a la composition de

(130) ZLog" ey ZLog" @ Log" SEN @Zogv(—i) — Log" (—r).
i=0

(Ci-dessus, on a noté u I'unité de I'algébre Zog"'.) Or, la composition de (130) est égale a
celle de

(131) ZLog" 2, @fogv(—i) — Log" (—r).

i=0
Pour terminer, il reste donc a montrer que la composition de (131) est égale a N,.. Ceci fait
I’objet du lemme 11.21 ci-dessous. O

LEMME 11.21. — La composition de (131) est égale a N,..
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Démonstration. — Rappelons que ¢ : Zog" — @2, ZLog"(—i) est I'unique mor-
phisme d’algébres dont la restriction a .#" est donnée par (127). Nous allons calculer la
composition de

(132) HET —y Logy ., — Log" AN @fogv(—i) — ZLog" (—r).
i=0

D’aprés la construction de 1, la composition de (132) est égale a celle de

(133) AT ) Q) Log"(—6i1) — Log"(-r)

IC[l,n+7r],card(I)=n i=1

avecd; 1 = 0sii ¢ Ietd, 1 = 1sii € I. La I-iéme composante de la premiére fléche ci-dessus
est le produit tensoriel des fleches .7 — Zog¥ (—d; 1) égalesa cansii ¢ I eta cano bsi
i € I (cf. (127)). Puisque I'algébre @;- , Log" (—i) est commutative, les compositions de

H O — Q) Log"¥ (=6i,1) — Log¥(—)
=1

sont indépendantes de I et elles sont données par le morphisme évident, a savoir la compo-
sition de

I AL — fog,VL_H LN Log,! (—r) — Log" (-r).

Ainsi, la composition de (132) est égale a celle de

[}2 r’ "
(134) HET —» Logy . " Logl(—r) —— ZLog (—r).
Le résultat recherché découle maintenant de la construction des morphismes N,.. O

Les deux lemmes qui suivent décrivent ’action par monodromie sur les cycles proches
modérés dans des cas simples.

LEMME 11.22. — Il existe un isomorphisme WE°4 (R () ~ Ay & Ay(—1) modulo
lequel & € 7/ (1) agit par la matrice
1¢71
01 )

Démonstration. — 11 suffit de prouver le résultat analogue pour les coefficients finis. Ainsi,
nous travaillerons dans D (—, Z/¢") avec n € N et £ un nombre premier différent de p. La
réalisation étale de I’extension de Kummer est un faisceau de Z/¢"-modules sur Et/n qui
s’inscrit dans une suite exacte courte

(135) 0 — Z/t" — R ¥ — 7/0"(-1) — 0.
L’extension ci-dessus est déterminée par I'image de

(—ex[1]) € hompper(y 7,y (Ze)(—1), Ze)[1])

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



114 J. AYOUB

dans le groupe ext!(Z/¢"(—1),Z/¢"). Or, on a un diagramme commutatif

homp p ¢t (. 7,y (Ze) (=1), Zg[1]) — homp ¢t (. 7,y (Zey Ziey (1)[1]) — K* ®z Z)

| ! |

ext (Z/0%(—1), 2/ ") ¢ ext (Z/L*, 7/ 0" (1)) ¢————— K< /4"

et (—ek[1]) correspond a m ' ®1 € K* ®zZ(y) par les identifications de la ligne horizontale
supérieure. (Rappelons que 7 € K* est 'uniformisante.) Il s’ensuit que (135) est isomorphe
a l’extension

0 — pem(-1) — F(-1) — 2/¢"(-1) — 0,
avec JF le faisceau étale associé au préfaisceau qui envoie le spectre d’une K -algébre étale L
sur le groupe

{a e L*|a"" € WZ} /ml.
(Ci-dessus, on a noté 7 le sous-groupe {7" |7 € Z} C L*.) Par construction, on a un iso-
morphisme canonique F(7) ~ pugn (7) @ Z/€" -7~ 1/*" et I'action de € € Z'(1) est donnée par
la matrice de I’énoncé. On en déduit aussitot un isomorphisme W24 (F) ~ 7,/¢"(1) @ Z /"
et il est facile de voir que la composition de (124) est encore donnée par la matrice de
I’énoncé. Ceci démontre le lemme. O

COROLLAIRE 11.23. — Pourn € N, le lemme 11.18, (a) et l'isomorphisme de commutation
Ymed Rét( LogY) ~ RE Wmed( LogY) fournissent un isomorphisme canonique :

(136) wrod (|E LogV) EB I, (—

Modulo cet isomorphisme, € € 7/ (1) agit par la matrice triangulaire supérieure

1gh g2 e &
01 2-613.¢672... p.gntl
0 1 3.5—1...%.5—7&2
LN(O: 1
n-&1
1

ou la (i, j)-ieme entrée, avec 0 < j < i < m, est donnée par Cz raar)

Démonstration. — Lorsque n = 0, il n’y a rien a montrer. Lorsque n = 1, le résul-
tat découle du lemme 11.22. Toutefois, nous devons faire attention au probléme suivant.
Nous avons deux isomorphismes U304 Ré () ~ I1; @ I1;(—1), le premier est déduit du
lemme 11.18, (a) et le second est celui construit dans la preuve du lemme 11.22 par passage
a la limite et extension des scalaires a A ;. Or, il n’est pas clair que ces deux isomorphismes
sont les mémes. Voici comment on peut s’en sortir. En composant I'inverse du premier iso-
morphisme avec le second isomorphisme, on obtient un automorphisme 6 de IT; @ I1,;(—1)
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et il suffira de montrer que # commute a la matrice du lemme 11.22. Or, il est facile de voir
qu’on a un diagramme commutatif

I, —I,pu,;-1)
|0
II; @ HJ(_l) — HJ(_l)
ou les fleches horizontales et obliques sont des inclusions et des projections évidentes. Ainsi,

0 est donné par une matrice triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale. En particulier,
elle commute avec la matrice du lemme 11.22.

Enfin, pour le cas général, on remarque que I'isomorphisme (136) est donné par la com-
position des isomorphismes Z’(1)-équivariants suivants :

Tred | (Sym™.#) ~ Sym™ W R (L) ~ Sym™(IT @ TI(—1)).
Ceci permet de conclure. O
On peut maintenant donner la preuve du théoréme 11.17.
Démonstration. — Soitm > 1 un entier suffisamment grand de sorte que la conclusion du
lemme 11.19 est vérifiée. Le morphisme canonique :
(137) X REM ® f7 Logy, 1) — VFIRYM @ f;Logy, 1)

est 2/ (1)-équivariant lorsqu’on fait agir 7 (1) par I'identité sur la source et par monodromie
sur le but. Par ailleurs, on a un isomorphisme canonique de Z'(1)-représentations :

(138)  WPIRE(M @ frLogy,_1) = (TFIRE(M)) @n, (D1, TLi(—i)).

Il est construit comme dans la preuve du lemme 11.18. D’autre part, on a des isomorphismes
canoniques (cf. le lemme 11.19) :
(139)
REYL (M) & REY (M) (—m)[—1] = Rx (M & [y Logy, 1) = Xy RE(M & fy Logy, _4).
On en déduit alors un morphisme Z’(1)-équivariant
(140) REY (M) — (TP RE(M)) @, (D1 T (—1)).
Le groupe Z/(1) agit par Iidentité sur 3% ; (M), par monodromie sur TPed RE (M) et via
les matrices L,, 1 (—) du corollaire 11.23 sur @:Zol I, (—9).

Pour 0 < r < m — 1, onnote o, : R4T (M) — WP RE(M)(—r) la r-iéme
composante de (140). D’aprés les constructions, ¢,. est égale a la composition de

ROT (M) — RExf (M ® f*Logy, ) — ROT (M @ f*Logy, 1)
m—1
~ P KT (M)(—i) — RETPI(M)(—r) 0 TP RE(M)(—).
i=0
D’aprés la proposition 11.20, cette composition est égale a

RET ; (M) 5 RET  (M)(—r) — REGmA(M)(—r) = Gmod RE (M) (—r).
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Ainsi, en notant can : R4 (M) — P4 R (M) la composition de la seconde et troi-
sieme fléche ci-dessus, on a la formule : ¢, = can o N,..

Fixons ¢ € 7/ (1) et notons T(£) 'automorphisme de \I/IJPOd Ré (M) égal a l'action par
monodromie de £. Puisque (140) est équivariant, les deux compositions suivantes sont
égales :

m—1
REL (M) — @D WP R (M)(—i) — TP RE(M)
=0

m—1 m—1
. . T(€)®Lm-1 4 6
REL (M) — @) v mE (M) (—i) S ) wmed et (1) (—i) — @Rt RE (M),
=0 i=0
(Ci-dessus, les deux dernieres fleches sont les projections sur les 0-iémes facteurs.) Un calcul

facile donne alors la relation : can = ZT:_OI (T(€) ®E™") 0 .. Vule calcul précédent, on a :

(TE)®& M ow, =(T(¢)®E ")ocano N,
=T({)ocano (" -N,).

On trouve alors la relation can = T(£) o can o Z:’;_Ol &~" - N,. En utilisant le lemme 11.10
et en multipliant a gauche par I'inverse de T(£), on obtient en fin de compte la relation
T(¢) locan = canoexp(£~1-N). Puisque exp(£6~1-N) est I'inverse de exp(&-N), le théoréme
est démontré. O

Annexe A

Changement de coefficients

Soit 2t une catégorie de modeles monoidale, symétrique et unitaire (voir par exemple [5,
déf. 4.1.57]), munie d’un ensemble d’objets € C 9. On suppose que les conditions suivantes
sont satisfaites.

1. 91 est propre a gauche, présentable par cofibrations et stable.

2. Les équivalences faibles et les fibrations de 9t sont stables par coproduits et colimites
filtrantes.

3. Lesobjets de € sont cofibrants, homotopiquement compacts et engendrent la catégorie
triangulée avec sommes infinies Ho(901). De plus, € est stable (a isomorphisme prés
dans Ho(¢&)) par les foncteurs de suspension et cosuspension.

Une telle catégorie 90t sera appelée une catégorie de coefficients. 11 s’agit d’une notion plus
restrictive que celle adoptée dans [4, déf. 4.4.23] auquel nous renvoyons le lecteur pour la
signification des termes employés. Le choix de I’ensemble £ importe peu ; on peut toujours
supposer que € est un systéme de représentants des classes d’isomorphismes dans Ho(90)
des objets compacts.

On fixe un schéma S et le choix d’une topologie 7 € {Nis, ét} sur Sm/S. Etant donnée une
catégorie de coefficients 91, on dispose de deux catégories de S-motifs a coefficients dans 1.
La premiére, appelée la catégorie effective, est donnée par :

(141) SHIT™(S) = Hoyi . (PSh(Sm/S, ).
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Cest la catégorie homotopique, relativement a la structure (A, 7)-locale [5, déf. 4.5.12], de
la catégorie des préfaisceaux sur Sm/.S a valeurs dans 9t. La seconde, qualifiée de stable, est
donnée par :

(142) SH;(S) = Hopi - (Spt7(PSh(Sm/S,9M))).

C’est la catégorie homotopique, relativement a la structure (Al, 7)-locale stable [5, déf.
4.5.21], de la catégorie des T-spectres symétriques en préfaisceaux sur Sm/S a valeurs
dans M. (Ici T = T est un remplacement projectivement cofibrant du préfaisceau quotient
(Ps@1)/(cos ® 1).)

Lorsque 9t = Compl(A), avec A un anneau commutatif, on retrouve les catégories
DA°T7(S A) et DA"(S,A) auxquelles nous nous sommes intéressés dans cet article.
Lorsque 7 = Nis, on omettra la mention de la topologie et on notera simplement SHgH (S),
SHyy(S), DAT(S, A) et DA(S, A) ces catégories.

Dans cet appendice, on étudie la dépendance des catégories des S-motifs vis-a-vis de la
catégorie des coefficients 9J1. Ainsi, on se donne une deuxiéme catégorie de coefficients 91 et
un foncteur de Quillen a gauche a : 9t — 91, monoidal, symétrique et unitaire. On note b
son adjoint a droite. Sauf mention explicite du contraire, on prendra pour remplacement
projectivement cofibrant de (P ® 1)/(cos ® 1) € PSh(Sm/.S, M) le préfaisceau a(T's) que
I’on notera simplement T's ou méme 7. On commence par un résultat général.

LEMME A.1. — Soit (8, top) un site et supposons qu’il admet suffisamment de points. Alors,
le foncteur a : PSh(8,9) — PSh(8,M) est de Quillen a gauche relativement aux structures
injectives (resp. projectives) top-locales (cf- [5, déf. 4.4.33]).

Démonstration. — 1l est clair que a : PSh(8, M) — PSh(8,M) est de Quillen a gauche
relativement aux structures injectives (resp. projectives) non localisées. 11 suffit donc de prou-
ver que ce foncteur préserve les équivalences top-locales entre préfaisceaux injectivement co-
fibrants.

Soit f : F — G une équivalence top-locale entre préfaisceaux injectivement cofibrants
sur 8 a valeurs dans 9. On vérifie que le morphisme a(f) est une équivalence top-locale
en montrant qu’il induit des équivalences faibles (dans 1) sur les fibres (cf. la preuve de [5,
Prop. 4.4.62]).

Soit z un point du site (8, top). On cherche a prouver que

(143) COtheS,eEm*(U) a(F(U)) — colimUE& ecz*(U) a(G(U))

est une équivalence faible dans 91. Or, les colimites filtrantes préservent les équivalences
faibles dans 91. Il vient que les colimites ci-dessus sont des colimites homotopiques. Par
ailleurs, les colimites homotopiques commutent avec La. On peut donc réécrire le mor-
phisme (143) dans Ho(91) de la maniére suivante :

La (colimyes, ece+ ) F(U)) — La (colimpes, cer= () G(U)) -

Ceci prouve le résultat recherché. O
ProrosiTiION A.2. — (a) Le foncteur
(144) a : PSh(Sm/S,9M) — PSh(Sm/S,MN)

est de Quillen a gauche relativement aux structures projectives (A, )-locales.
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(b) Le foncteur
(145) a : SptZ(PSh(Sm/S,9M)) — Spty(PSh(Sm/S, M)
est de Quillen a gauche relativement aux structures projectives (A, )-locales stables.

Démonstration. — Pour voir que (144) est de Quillen a gauche, relativement aux structures
(A, 7)-locales, on utilise le lemme A.1, et le fait qu’il envoie la fleche A, ® A — U ® A
sur la fleche A}, ® a(A) — U ® a(A) pour tous U € Sm/Set A € M. De méme,
pour montrer que (145) est de Quillen a gauche, relativement aux structures (A, 7)-locales
stables, on utilise que ce dernier envoie la fléche wf : Sus?frz1 (Ts® F) — Susy s (F) (cf. [5,
page 239, (82)]) sur la fleche wy py - Sus;le(Ts ® a(F)) — Susy n(a(F)) pour tousn € N
et F' € PSh(Sm/S,9M). O

D’apreés la proposition A.2, on dispose donc de deux adjonctions
(146) (La,Rb): SHim "(S) — SHE"(S) et (La,Rb) : SHy(S) — SH(S).
De plus, les foncteurs La sont monoidaux, symétriques et unitaires. Notons aussi le fait
suivant.

LeEmMME A.3. — Soit f : T — S un morphisme de schémas.

1. Alors, les carrés suivants

SHT7(5) +% sHET 7 () SHT,(S) —% SHE,(S)
J{Lf* J{Lf* J{Lf* J{Lf*
sH 7 (1) L% sHT T (T) SH,(T) —% SHL,(T)

commutent a des isomorphismes (de foncteurs monoidaux, symétriques et unitaires)
canoniques pres.
2. Supposons que f est lisse. Alors, les carrés suivants

sH 7 (1) L% sHT T (T) SH, (T) —% SHY,(T)
lqu iqu iqu lqu
SHST7(5) -4 sHET 7 (S) SH,(S) —% SH,(S)

commutent a des isomorphismes canoniques pres.

Démonstration. — Les foncteurs a, f* et fy de 'énoncé sont tous de Quillen & gauche. Il
suffit donc de vérifier les compatibilités recherchées au niveau des catégories de modeles ou
elles sont trivialement satisfaites. O

LEMME A.4. — On suppose que b : N — I préserve les équivalences faibles et qu'il
commute aux colimites arbitraires. Alors, le foncteur

(147) b: SptZ(PSh(Sm/S,M)) — SptZ(PSh(Sm/S,M))

préserve les équivalences (A, T)-locales stables. L'énoncé analogue est vrai pour les catégories
effectives.
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Démonstration. — Montrons d’abord que le foncteur b : PSh(Sm/S,9) — PSh(Sm/S, )
préserve les équivalences 7-locales. Soit f : F — K une équivalence 7-locale entre pré-
faisceaux sur Sm/S a valeurs dans 9. Pour montrer que b(f) est une équivalence 7-locale,
il suffit de montrer que z*(b(f)) est une équivalence faible dans 9t pour tout point du site
(Sm/S, 7). Vu que b commute aux colimites, et en particulier au colimites filtrantes, on
obtient que z*(b(f)) = b(z*(f)). Or, b préserve les équivalences faibles. Ceci entraine le
résultat recherché.

Montrons maintenant que le foncteur b : PSh(Sm/S,9) — PSh(Sm/S, M) préserve
les équivalences (A, 7)-locales. Pour cela, on utilise un résultat général sur les localisations
de Bousfield, a savoir [5, Prop. 4.2.74]. Dans le cas qui nous intéresse, ce résultat affirme que
la classe W 51 _, des équivalences (A, 7)-locales est la plus petite classe € de fléches vérifiant
les trois conditions suivantes :

— les équivalences T-locales sont dans € ainsi que les fléches de la forme A, ® B — U ® B
pourU € Sm/S et B € M;

— C vérifie la propriété 2 de 3;

— les fléches de € qui sont aussi des cofibrations projectives forment une classe qui est
stable par « push-out » et par composition transfinie.

Vuque b(A}, ® B — U ® B) s’identifie a A}, ® b(B) — U ® b(B) qui est une équivalence
(A, ét)-locale, il est suffisant de prouver le résultat suivant. Soient f : F — Getg: F — F'
deux fléches dans PSh(Sm/S, 91), et supposons que f est une cofibration projective et que
b(f) est une équivalence (Al, 7)-locale. Alors, le « push-out » de b(f) par b(g) est encore
une équivalence (Al, 7)-locale. Pour prouver cette propriété, formons un carré cocartésien
de préfaisceaux :

r-1a

o, Is

Lo
Puisque I est stable, ce carré est homotopiquement cartésien relativement a la structure
projective non localisée. Puisque le foncteur b : 91 — 9N est de Quillen a droite et qu’il
préserve les équivalences faibles, le carré

b(F) 2 )

[ECR e
b(s')

b(EF") == b(G)

est encore homotopiquement cartésien relativement a la structure non localisée. En utilisant
que M est stable, on déduit qu’il est aussi homotopiquement cocartésien. Or, les équivalences
(A, ét)-locales sont stables par « push-out » homotopique. Ceci prouve que b(f’) est bien
une équivalence (A1, ét)-locale.

Il reste & montrer que le foncteur (147) préserve les équivalences (Al 7)-locales stables
sachant qu’il préserve les équivalences (A, 7)-locales niveau par niveau. Pour cela, on utilise
une deuxieme fois [5, Prop. 4.2.74] qu’on applique a la localisation de Bousfield responsable
du passage de la structure (Al,7)-locale niveau par niveau a la structure (A!,7)-locale
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stable. L’argument est trés similaire a celui qu’on a utilisé ci-dessus pour traiter le cas des
équivalences (A, 7)-locales. Les détails sont laissés au lecteur. O

COROLLAIRE A.5. — On suppose que b : 0 — I préserve les équivalences faibles et qu’il
commute aux colimites arbitraires. Soit f : T — S un morphisme de schémas. Alors, les faces
carrées suivantes

SHT7(5) =% sHET 7 () SHT,(S) —2 SHZ,(S)
lLf* 7 iLf* JLf* 7 JLf*

eff, 7 Rb eff, 7 T Rb T
sH (1) — sHE™(T) SHJ,(T) —— SHp,(T)

sont inversibles.

Démonstration. — On traite uniquement le cas stable. Les foncteurs L f* commutent aux
sommes infinies. Il en est de méme des foncteurs Rb comme il découle aussitot du lemme A.4.
11 suffit donc de prouver que la transformation naturelle Lf* o Rb — Rbo L f* est inversible
apres application sur les objets de la forme Sus7 (U ® B) avecn € N, U € Sm/S et
B € M. En utilisant encore une fois le lemme A.4, on trouve que Lf* o Rb(Susy (U ® B))
et Rbo Lf*(Sust 5 (U ® B)) sont canoniquement isomorphes a Sust 52 (U ® b(B)). O

Les deux résultats suivants sont faciles mais bien utiles.

LEMME A.6. — Sile foncteur Rb : Ho(M) — Ho(IM) est conservatif, il en est de méme du
oncteur Rb : SHY(S) — SH,(S). (Le méme énoncé est vrai pour les catégories effectives.
. N o p

Démonstration. — Soit f : E — F un morphisme de T'-spectres symétriques en préfais-
ceaux sur Sm/.S a valeurs dans 9t. On suppose que Rb( f) est inversible dans SHyy, (.5). 1l faut
montrer que f est inversible dans SH; (.S). Pour cela, on ne restreint pas la généralité en sup-
posant que E et F sont stablement projectivement (A!, 7)-fibrants. Alors, b(E) et b(F) sont
encore stablement projectivement (A!, 7)-fibrants. Il vient aussitot que b(f) est une équiva-
lence faible de préfaisceaux niveau par niveau. Puisque Rb est conservatif, il vient que f est
aussi une équivalence faible de préfaisceaux niveau par niveau. Ceci termine la preuve du
lemme. O

LEMME A.7. — Supposons que a : M — N est une équivalence de Quillen a gauche. Alors,
il en est de méme des foncteurs (144) et (145).

Démonstration. — On traite uniquement le cas stable. On montre que les morphismes
d’unité et de co-unité de l’adjonction (La,Rb) sont inversibles. Soit E un T-spectre
symétrique en préfaisceaux sur Sm/S a valeurs dans 9. On cherche a montrer que
E — Rbola(E) est inversible. Pour cela, on ne restreint pas la généralité en supposant que
E est projectivement cofibrant et qu’il est projectivement stablement (A!, 7)-fibrant. Dans
ce cas, La(E) ~ a(E) et le T-spectre symétrique a(E) est un 2-spectre qui est (A!, 7)-local
niveau par niveau. (On utilise ici que (a, b) est une équivalence de Quillen relativement a
la structure projective non localisée, i.e., ou les équivalences faibles sont les équivalences
faibles de préfaisceaux niveau par niveau.) Ainsi, si f : a(E) — F est une équivalence
(A, 7)-locale stable avec F stablement (A, 7)-fibrant, le morphisme f est en fait une
équivalence faible de préfaisceaux niveau par niveau. Ceci montre que la composition de
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E — b(a(E)) — b(F) est une équivalence faible de préfaisceaux niveau par niveau. On a
donc montré que I'unité de (La, Rb) est inversible. Pour la co-unité, on raisonne de la méme
maniere. Les détails sont laissés au lecteur. O

Dans le reste de cet appendice, nous considérons un cas particulier que nous avions
utilisé dans la section 7. Notre but est de définir le foncteur « homologie rationnelle »
SH™(S) — DAT(S,Q) et de I'identifier avec un foncteur de localisation. Il s’agit 1a d’un
résultat bien connu que nous reprenons pour la commodité du lecteur. (Des analogues avec
transferts d’une partie des constructions ci-dessous figurent dans les travaux de O. Rondigs
et P.-A. Ostver sur les modules au-dessus du spectre de la cohomologie motivique [40, 41];
voir notamment la remarque A.10 ci-dessous.)

Nous commengons par rappeler les constructions topologiques (ou plut6t simpliciales)
que nous cherchons a étendre au contexte motivique. (Nous recommandons I’article [27]
au lecteur qui souhaite voir plus de détails.) On note A°PEns la catégorie des ensembles
simpliciaux munie de sa structure de modeles canonique : les cofibrations sont les monomor-
phismes et les équivalences faibles sont les morphismes dont les réalisations géométriques
sont des équivalences d’homotopie. On a aussi la variante pointée de cette catégorie de
modéles qu’on notera A°PEns,. Etant donné un anneau A, on note A°®Mod(A) la ca-
tégorie des A-modules simpliciaux. On dispose d’une structure de mode¢les projective sur
A°PMod(A). Une fleche K — L est une fibration si K(n) — L(n) est surjective pour
n € A — {0}. C’est une équivalence faible si C,(K) — C, (L) est un quasi-isomorphisme.
(Bien entendu, C,(—) désigne le foncteur « complexe de chaines associé ».) Avec ces struc-
tures, on dispose d’un foncteur de Quillen a gauche (et de sa variante pointée) :

(148) — @A : A%Ens — A°PMod(A) (et — ®A : AEns, — APMod(A)).

Il est monoidal, symétrique et unitaire lorsqu’on munit A°?&ns du produit cartésien (et
A°PEns, du smash produit). Son adjoint a droite est le foncteur d’oubli Oub qui associe
a un module simplicial ’'ensemble simplicial sous-jacent (pointé par 0).

Notons Cpl.(A) la catégorie des complexes de A-modules qui sont nuls en degrés
homologiques strictement négatifs. C’est aussi naturellement une catégorie de modeles : les
fibrations sont les surjections en degrés strictement positifs et les équivalences faibles sont les
quasi-isomorphismes. On dispose d’un couple d’équivalences de catégories inverses I'une de
lautre

(149) (N,T) : A®Mod(A) 7 Cplsy(A).

C’est la correspondance de Dold-Kan (cf. [16, Chap. III, Cor. 2.3]). Elle respecte les struc-
tures de mode¢les. Autrement dit, le foncteur N préserve et détecte les équivalences faibles,
mais aussi les fibrations et les cofibrations. Par contre, on fera attention que les foncteurs N
et I' ne sont pas monoidaux. Ils le sont toutefois & homotopie prés. En effet, on a des quasi-
isomorphismes

(150) m : N,(E)®N,(F) — N,(E®F) et cm:N,(E®QF) — N,(E)®N,(F),
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binaturels en E, F' € A°®Mod(A) et quasi-inverses I'un de 'autre. (En fait, on a aussi
cmom = id.) De plus, les morphismes m (resp. cm) ci-dessus font de N un foncteur pseudo-
monoidal, symétrique et unitaire (resp. pseudo-comonoidal et unitaire). Pour plus de détails,
on renvoie le lecteur a [51, §8.5].

Etant donné un entier naturel n € N, on note, comme de coutume, A" ’ensemble
simplicial représenté par n € A. (On conviendra aussi que A~! est I’ensemble simplicial
vide.) L’ensemble simplicial 0A™ est alors défini comme étant 'union des images des n + 1
inclusions A"~! — A", Le quotient A™/9A™, vu comme ensemble simplicial pointé, est
noté S™. C’est la sphére simpliciale de dimension n.

On forme les catégories de Sl-spectres symétriques Spt§1 (A°PEns,) et
Spt§1 (A°PMod(A)) munies de leurs structures de modeles projectives stables (cf. [20, 21]).
On a alors un foncteur de Quillen a gauche

(151) — ®A : Spti (A°PEns,) — Spti (A°PMod(A)).

Il est monoidal, symétrique et unitaire.
On forme aussi la catégorie Spt/Z\[l] (Cpls((A)) des A[1]-spectres symétriques. Elle admet
une structure de mod¢les stable. On dispose d’un foncteur monoidal, symétrique et unitaire

(152) T : Sptypy;(Cplsy(A)) — Cpl(A)

qui envoie un A[1]-spectre E sur la colimite de la N-suite
’ ’ ’7;7 ;,,
{EO Yo El[—l] o 1 En[—n] v }’

ouv! : E, — E,1[—1] est le morphisme déduit du n-iéme morphisme d’assemblage du
spectre E. Ce foncteur est une équivalence de Quillen a gauche lorsqu’on munit Cpl(A)
de sa structure projective. Son adjoint a droite associe a un complexe de A-modules K le
A[1]-spectre symétrique (7>_n, K[n])nen oU X, agit au niveau n par multiplication par la
signature.

Par ailleurs, le foncteur pseudo-monoidal symétrique N induit un foncteur pseudo-
monoidal symétrique

(153) N : Sptg: (A°PMod(A)) — Spty};;(Cplsg(A)).

(Remarquer en effet que N(S! ® A) = A[1].) Ce foncteur N n’est pas une équivalence
de catégories. Cependant, il ’est au niveau des catégories homotopiques. Autrement dit, il
préserve les équivalences faibles stables et le foncteur induit

(154) N : Ho(Sptgi (A°°Mod(A))) —— Hog (Spty(Cplso(A)))

est une équivalence de catégories monoidales, symétriques et unitaires.
En mettant ceci ensemble, on obtient la chaine d’équivalences de catégories monoidales
symétriques et unitaires

Ho,;(Spt3 (A®®Mod(A))) —— Ho,(Spt}y(Cplso(A))) —— D(A).

En composant avec le foncteur dérivé a gauche de (151), on obtient en fin de compte un
foncteur monoidal, symétrique et unitaire

(155) ToN(— ®A) : SH = Ho,, (Spt3: (A°PEns,)) — D(A).
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On termine la discussion « topologique » avec un fait spécial au cas A = Q. Pour
I’énoncer, nous devons d’abord définir la structure de mode¢les rationnelle sur la catégo-
rie SptZ: (A°PEns,). Soit € un ensemble de représentants des classes d’isomorphismes des
objets compacts de la catégorie triangulée SH = Hog; (Spt§1 (A°PEns,)). On supposera que
tout objet de € est projectivement cofibrant et stablement fibrant. Pour chaque n € N — {0}
et E € &, on choisit un morphisme de S!-spectres e,, : E — E qui reléve 'endomorphisme
n-idg dans SH. La structure projective rationnelle sur Sptg: (A°PEns, ) est alors la localisa-
tion de Bousfield suivant I’ensemble des fleches Z = {e¢, : E — E, n ¢ N—{0} et E € £}.
Cette structure ne dépend pas des choix effectués. On note SHg sa catégorie homotopique.
Un objet F € SH est #-local, et on dira alors Q-local, si et seulement si n - idg est un
isomorphisme pour tout n € N — {0}. La Q-localisation Locg(A) d’un objet A € SH est
donnée par la colimite homotopique d’une N-suite

no-id 4 ni-ida ng_1-ida ng-id 4
{A A A }

olu (ns)sen est une suite d’entiers naturels non nuls telle que (ng - - - ns)sen est finale dans
I’ensemble N* = N — {0} ordonné par la relation de divisibilité. Le résultat suivant est bien
connu.

ProrosITION A.8. — Le foncteur
(156) — ®Q: Sptz: (A°PEns,) — Sptz (A°PMod(Q))

est une équivalence de Quillen a gauche lorsqu’on munit Sptgl(AOPé'ns.) de sa structure
rationnelle.

Démonstration. — Toute fleche de Z est envoyée sur un isomorphisme par le foncteur
T o N(—® Q) : SH — D(Q). Ceci montre que le foncteur (156) est un foncteur de
Quillen a gauche lorsqu’on munit la source de sa structure rationnelle. Il reste donc a voir
que le foncteur T o N(— ® Q) : SHg — D(Q) est une équivalence de catégories. Or, il
est bien connu que la catégorie triangulée SH est compactement engendrée par le spectre
unité 1 = Susgl’E(SO). Vu la description du foncteur de localisation rationnelle, SHq est
encore compactement engendrée par 1 et on a homgg, (1, 1[n]) = homgg (1, 1[n]) ® Q. Or,
les groupes d’homotopie stables des spheres sont de torsion excepté en degré 0. Il vient que

Qsin=0,

Le résultat recherché s’ensuit puisque hompqg)(Q, Q[n]) est donné par la méme for-
mule et que D(Q) est aussi compactement engendrée par Q[0]. (Utiliser par exemple [6,
Lem. 1.3.32].) O

On cherche maintenant a étendre la discussion « topologique » ci-dessus au cadre moti-
vique. On notera dans la suite 91 (resp. M) la catégorie de modeles Spt§1 (A°PEns,) munie
de sa structure projective stable (resp. de sa structure projective rationnelle). On notera aussi
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M (A) et Na(A) les catégories de modéles Spt3i (A°PMod(A)) et Sptfm(Cplzo(A)) mu-
nies de leurs structures projectives stables. La catégorie SHgy, (S) (resp. SHgy, (S)) des S-mo-
tifs a valeurs dans 9 (resp. Mg) sera simplement notée SHT (.S) (resp. SHE)(S)). On com-
mence par le résultat suivant.

LEMME A.9. — Soit S un schéma. Le foncteur
(157) N : Spt2(PSh(Sm/S, 9 (A))) — SptF(PSh(Sm/S, My (A)))
préserve les équivalences (A, T)-locales stables. De plus, le foncteur induit
(158) N: SHgy, (2)(S) — SHi,(4)(5)

est une équivalence de catégories monoidales, symétriques et unitaires. ( La variante effective de
cet énoncé est aussi vraie. )

Démonstration. — La preuve de ce lemme est trés technique et inélégante. Les difficultés a
surmonter sont causées par le fait que I’équivalence de catégories (154) ne provient pas d’une
équivalence de Quillen. Nous sommes donc obligé de faire des détours.

Puisque les catégories 917 (A) et Mo (A) sont additives, le préfaisceau (Py, cog)®1 a valeurs
dans ces catégories est projectivement cofibrant. (En effet, il est facteur direct de P{ ® 1.) On
peut donc prendre Ts = (Pg,00s) ® 1. Les T-spectres symétriques (ou pas) s’identifient
alors aux ((Pk, cos) ® —)-spectres symétriques (ou pas).

On pose M (A) = Sptgi (A°PMod(A)) et Ny(A) = Spty[;;(Cplso(A)). Ce sont les
catégories de spectres non symétriques qu’on munit de leurs structures projectives stables.
On a des équivalences de Quillen a gauche —®13 ¥ : 9 (A) — N;(A), pourd € {1,2}. On
en déduit, en raisonnant comme dans la preuve du lemme A.7, des équivalences de Quillen
a gauche

— ®(1} T : SPt{1 o) (PSh(Sm/S, 9 (A))) — Spt{: ooy (PSh(Sm/S, 9;(A))).

(Ci-dessus, le symbole Spt(zplyoo) désigne la catégorie des ((P§,c0s) ® —)-spectres symé-
triques ; cette distinction est nécessaire puisque les catégories D) (A) et 91, (A) ne sont pas
monoidales symétriques.) Sachant que (157) préserve les équivalences faibles de préfaisceaux
niveau par niveau, on se ramene aussitot a montrer que le foncteur

(159) N : Spt {31 o) (PSh(Sm/S, M (A))) — Spt(pi o) (PSh(Sm/S, My(A)))

,00) ,00)

préserve les équivalences (Al, 7)-locales et qu’il induit une équivalence entre les catégories
homotopiques.

Via la correspondance de Dold-Kan (N, I'), la transformation binaturelle cm de (150) dé-
termine une transformation m : I'(E) @ I'(F) — T'(E ® F) binaturelle en E, F € Cpls,(A).
Le foncteur I" devient ainsi un foncteur pseudo-monoidal et unitaire. (On fera attention,
qu’il n’est pas symétrique!) On peut alors ’étendre a un foncteur sur les spectres (non
symétriques)

(160) T :M(A) = Sptyp (Cplsg(A)) — M (A) = Sptg: (A°PMod(A)).
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De plus, vu que cm o m = id, on a un isomorphisme canonique N o I' ~ idgy () entre
endofoncteurs de DM, (A). (Ceci n’est pas le cas pour I'endofoncteur composé I' o N.) Le
foncteur I' induit un foncteur

(161) T : Spt(p1 o) (PSh(Sm/S, 9 (A))) — Sptiz: o) (PSh(Sm/S, 9] (A))),

et on a encore la relation N o I ~ id entre les foncteurs (159) et (161). Par ailleurs, ces deux
foncteurs préservent les équivalences faibles de préfaisceaux niveau par niveau. On en déduit
des foncteurs triangulés

(162)

N
Ho,,:,(SPt3: o) (PSh(Sm/S, My (A)))) — Ho,,;, (Spt: o) (PSh(Sm/S, 9M2(A))))

qui vérifient la relation N o I' ~ id. (Ci-dessus, Ho,, désigne les catégories homoto-
piques ou I'on a inversé les équivalences faibles de préfaisceaux niveau par niveau.) Les
catégories triangulées dans (162) sont compactement engendrées par les objets de la forme
Sus(p1 o), s(U® 1) avecn € N,U € Sm/Setoul € {Susd: (A), Sus?\[l] (A)}. Par ailleurs,
si E est un ((P}, cog) ® —)-spectre symétrique, on a

To(Susfir ooy, £ (U ® 1), B) = m0(En(U)).

Vu les isomorphismes N(1) ~ T et I'(1) ~ 1 dans Ho(92(A)) et Ho(91(A)), on déduit des
isomorphismes

N(SuS?Pl,oo),Z(U X ]1)) ~ SuS?Pl,oo),Z(U ® IL) et F(Sus?ﬁ‘l,oo),Z(U X ﬂ)) ~ SuS?IF’l,oo),Z(U X Il)

dans les catégories homotopiques qui figurent dans (162). Il en découle aussitot que les
foncteurs N et I" dans (162) sont pleinement fidéles. La relation N o I' ~ id entraine alors
qu’ils sont des équivalences de catégories.

Il est maintenant aisé de conclure. En effet, les équivalences de catégories (162) préservent
la classe des Q-spectres symétriques qui sont (A!, 7)-locaux niveau par niveau. Ceci découle
immédiatement des définitions. Il s’ensuit que les équivalences de catégories (162) préservent
aussi les équivalences (A!, 7)-locales puisque ces derniéres sont caractérisées par la propriété
d’induire des isomorphismes en leur appliquant le foncteur homgy, ,  (....)(—, E) avec E un
Q-spectre symétrique (A!, 7)-local niveau par niveau. O

REMARQUE A.10. — Dans[41, Th. 11(1)] le lecteur trouvera un analogue avec transferts du
lemme A.9 ci-dessus. Toutefois, faisant abstraction des transferts, il est utile de noter la différence
technique suivante. Nous travaillons avec des T-spectres de préfaisceaux a valeurs dans les
catégories de modeéles stables de S*-spectres ou de A[1]-spectres. Dans [41], les auteurs suivent
de plus pres la recette de Jardine [26] consistant a prendre des T-spectres a valeurs dans des
catégories de modeéles instables. Bien entendu, les deux recettes aboutissent a des catégories de
modéles Quillen-équivalentes : le point est que T est A'-équivalent & une suspension. Néanmoins,
cette différence explique les complications techniques rencontrées dans la preuve du lemme A.9.

Par le lemme A.7, I’équivalence de Quillen a gauche (152) induit une équivalence de
Quillen sur les catégories de T-spectres symétriques en préfaisceaux sur Sm/S. Etant donné
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que ce foncteur préserve les équivalences faibles de préfaisceaux niveau par niveau, il préserve
aussi les équivalences (A!, 7)-locales stables. Il induit donc un foncteur

(163) T : SH, ) (S) — DAT(S,A)
qui est une équivalence de catégories monoidales, symétriques et unitaires. Par le lemme A.9,
on a donc une chaine d’équivalences de catégories monoidales, symétriques et unitaires

SHY, (1) (S) — SH, (1) (S) —— DA™ (S, A).

Par ailleurs, le foncteur de Quillen a gauche (151) induit un foncteur monoidal symétrique
et unitaire SH™ (S) — SHgy (4)(S5). De ce qui précéde, on déduit un foncteur monoidal,
symétrique et unitaire

(164) ToN(-®A) : SH™(S) — DA"(S, A).

C’est le foncteur « homologie a coefficients dans A ». Le résultat suivant est une conséquence
immeédiate des constructions.

LEMME A.11. — Soit f : T —> S un morphisme de schémas.
(a) Le carré

(164)
SH"(S) —— DA"(S,A)
JVLf* JVLf*
(164)
SH™(T) —— DA™ (T,A)
est commutatif a un isomorphisme canonique pres.

(b) Supposons que f est lisse. Alors, le carré

(164)
SH(T) —— DA™ (T, A)

lqu oo iqu

SH"(S) —— DA™ (S, A)

est commutatif a un isomorphisme canonique preés.

A partir de maintenant, on se concentre sur le cas A = Q. On rappelle que SHg(S)
désigne la catégorie SH;RQ(S) des S-motifs a coefficients dans la catégorie de modéles
Mo = Sptgl(A"pEns.) munie de sa structure projective rationnelle. Etant donné que
- ® Q : My — M(Q) est une équivalence de Quillen a gauche (voir la proposi-
tion A.8), on déduit une équivalence de catégories monoidales symétriques et unitaires
—®Q : SHp(S) — SHy, (g)(S). On obtient ainsi une équivalence de catégories monoi-
dales symétriques et unitaires

(165) ToN(-® Q) : SH5(S) == DA’(S, Q).

On aura besoin du résultat suivant.

4¢ SERIE - TOME 47 — 2014 —N° 1



REALISATION ETALE ET OPERATIONS DE GROTHENDIECK 127

LEMME A.12. — La catégorie Spt7.(PSh(Sm/S,Mg)), munie de sa structure projective
(A, 7)-locale, est la localisation de Bousfield de la catégorie SptZ.(PSh(Sm/S,9M)), munie
de sa structure projective (A, 7)-locale, suivant 'ensemble des fléches

Susy (U ®ey) : Sust (U ® E) — Susy (U ® E)
pourU € Sm/S, E € & meNetn e N-—{0}.

Démonstration. — Ceci est une conséquence immédiate de la commutativité des localisa-
tions de Bousfield. O

PrOPOSITION A.13. — Supposons que 'une des deux conditions suivantes est satisfaite :

(1) ™ = Nis et la dimension de Krull de S est finie ;
(i) 7 = ét, la dimension de Krull de S est finie et la p-dimension cohomologique ponctuelle
de S est uniformément bornée pour p parcourant ['ensemble des nombres premiers.

Alors, la Q-localisation, Locg(E), dun objet E € SHT(S) est donnée par la colimite
homotopique d’une N-suite

no-idg ni-idg ns—1-idg ns-idg

ot (ng)sen est une suite d’entiers naturels non nuls telle que (ng---ng)sen est finale dans
lensemble N* = N — {0} ordonné par la relation de divisibilité.

Démonstration. — Notons Z(S) la classe des fleches Susy (U ® e,,) comme dans le
lemme A.12. Appelons F la colimite homotopique de la N-suite de I’énoncé. Nous montrons
d’abord que le T-spectre symétrique F est QQ-local. Par le lemme A.12 ceci revient a dire
qu’il est Z(S)-local, i.e., que les groupes homgys- () (Susy 5, (U ® E), F) sont des Q-espaces
vectoriels pour tous U € Sm/S, m € Net E € &. Or, sous les hypothéses de ’énoncé,
les objets Susy' s (U ® E) sont compacts dans SH"(S) (cf. [S, Th. 4.5.67]). Il vient que nos
groupes sont les colimites des N-suites

{homgg-(s)(SusT (U ® E), E); n, ~id}sEN .

La condition sur la suite des entiers (n;)sen entraine que ces groupes sont uniquement
divisibles.

Il reste a voir que E — F est une équivalence Z(S)-locale. Or, la classe des équiva-
lences Z(S)-locales est stable par la composition des N-suites. Il suffit donc de prouver
que m - idg est une équivalence Z(S)-locale pour tout m € N — {0}. Pour cela, il suffit
de prouver que I'image de m - idg par le foncteur T o N(— ® Q) est un isomorphisme. Or,
dans DA"(S,Q), le morphisme m -id : To N(E ® Q) — T o N(E ® Q) est clairement
inversible. O

COROLLAIRE A.14. — Gardons les hypotheses de la proposition A.13.
(a) Soit f : T —> S un morphisme de type fini. Alors la face carrée
SH™ (T) — DA™ (T,Q)

lRf* 7 lRf*

SH™(S) — DA™ (S, Q)

est inversible.
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(b) Soiti: Z — S une immersion fermée. Alors, la face carrée

SH'(S) — DA"(S,Q)

JVRi! % lRi!

SH(Z) — DA™ (Z,Q)

est inversible.

Démonstration. — Bien entendu, il suffit de prouver la commutation de Rf, et Ri' avec les
foncteurs de localisation SH™ (—) — SHg(—). Soit E € SH™(T). Il faut alors montrer
que le morphisme canonique Rf.E — Rf.Locg(E) est un isomorphisme dans SHg(S).
Sous les hypothéses de la proposition A.13, le foncteur Rf,. : SH” (T)) — SH"(S) com-
mute aux sommes infinies. (Utiliser [4, Lem. 2.1.159] joint a [5, Th. 4.5.67].) En utilisant
la proposition A.13, on déduit alors que Locg(Rf.E) ~ Rf.Locg(E). Or, le morphisme
Rf«E — Locg(Rf«E) est clairement inversible dans SH,(S). Ceci démontre la premicre
moitié du corollaire.

Pour la seconde moiti€, on utilise le triangle distingué de localisation associé a I'immersion
fermée ¢ et son immersion ouverte complémentaire j. On se raméne ainsi & montrer la
commutation avec le foncteur Rj,, ce qui est un cas particulier de la premiére moiti¢ du
corollaire. O

Nous avons en fait le résultat plus complet suivant.

THEOREME A.15. — Gardons les hypothéses de la proposition A.13. Alors, les foncteurs
ToN(-®Q) : SH (=) — DA™ (—,Q) commutent aux opérations f*, f., fi et f' pour
tout S-morphisme quasi-projectif f.

Démonstration. — On donne une esquisse de démonstration. D’aprés le lemme A.11 et
le corollaire A.14, ces commutations sont établies pour les opérations f*, f., gy et i' avec
f quasi-projectif, g lisse et ¢ une immersion fermée. On en déduit la commutation avec les
équivalences de Thom. En utilisant que g' ~ Th(Q,)g* pour g lisse, on obtient alors la
commutation avec 'opération f' pour f quasi-projectif. En utilisant que fi ~ f. pour
f projectif et que j1 = jy pour j une immersion ouverte, on obtient la commutation avec
lopération f, pour f quasi-projectif. O

Annexe B

Motifs étales avec et sans transferts

Dans ce deuxiéme annexe, nous présentons une preuve du résultat suivant qui est di a
Cisinski-Déglise [11] dans le cas ou A est une Q-algebre.
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THEOREME B.1. — Soient S schéma normal et universellement japonais'9, et A un anneau
commutatif. On suppose que 'hypothése 7.3 est satisfaite. Alors, le foncteur

(166) Lag : DA®(S,A) — DM® (S, A)
est une équivalence de catégories.

Lorsque A = Q et S est le spectre d’un corps parfait, un résultat plus précis a été
annoncé par Morel dans une note non publié¢e (cf. [34]). Toujours pour A = Q, Cisinski
et Déglise en donnent une preuve dans [11, §15.2] lorsque S est excellent et unibranche.
Leur méthode utilise la K-théorie algébrique comme prévu par Morel. Dans [8, Ann. B]
nous avons simplifié la méthode de Cisinski-Déglise dans le cas ou S est de caractéristiques
résiduelles nulles, ce qui nous a permis d’obtenir également la variante effective. La encore,
nous avons supposé que A était une Q-algebre.

L’ingrédient nouveau qui nous a permis d’obtenir une variante « entiére » du théoréme de
Cisinski-Déglise est le théoréme de rigidité relatif (cf. le théoréme 4.1). Ce théoréme permet
de traiter le cas ou A est de torsion (cf. la proposition B.2 ci-dessous). Un dévissage simple
nous raméne alors au cas ou A est une Q-algebre. Au lieu d’invoquer [11], nous reprenons la
méthode simplifiée de [8, Ann. B] en éliminant I’hypothése sur les caractéristiques résiduelles
de S. Ceci est désormais possible grace au théoréme 3.9 qui nous oblige cependant de
travailler stablement.

PROPOSITION B.2. — Soient S un schéma normal et A une 7Z/NZ-algébre avec N € N
un entier inversible dans Og. On suppose qu’en tout point géométrique T de S la p-dimension
cohomologique ponctuelle de I'hensélisé strict de S en T est finie si p est un nombre premier
divisant N. Alors, le foncteur Lay, : DA®(S,A) — DM (S, A) est une équivalence de
catégories.

Démonstration. — D’aprés la proposition 3.7, DA®'(S, A) coincide avec sa plus petite
sous-catégorie triangulée stable par sommes infinies et contenant les objets de la forme
Sus7 (X ® A) avec n € N et X € Sm/S. De méme, DM (S, A) coincide avec sa plus
petite sous-catégorie triangulée stable par sommes infinies et contenant les objets de la
forme Sus7.r (At (X)) avecn € Net X € Sm/S, et la preuve de ceci se calque sur celle
de la proposition 3.7. (Bien entendu, T%" = a,(T) est le motif de Tate avec transferts et
A (X) = Z(X) ®z A est le préfaisceau avec transferts représenté par X.) Par ailleurs, le
foncteur Lag, commute aux sommes infinies et on a Lag, (Sus? 5 (X ® A)) = Susf.. 5(Au(X)).
Il est donc suffisant de montrer que le foncteur Lag, est pleinement fidéle.

D’aprés le théoréme 4.1, le foncteur évident L% : D (S, A) — DA (S, A) est une équi-
valence de catégories. En particulier, DA® (S, A) coincide avec sa plus petite sous-catégorie

(10) Rappelons qu’un schéma S est dit universellement japonais si pour tout S-schéma de type fini et intégre X, le
normalisé de X dans son corps de fraction est encore un S-schéma de type fini. A vrai dire, cette propriété de S n’est
pas indispensable pour la validité du théoréme B.1. En effet, il est facile de voir qu’il suffit de montrer que (169)
induit une équivalence entre les sous-catégories triangulées de objets constructibles, et cela dans le cas ou S est
supposé affine. Or, on peut écrire un tel S comme une limite projective cofiltrante de schémas affines, normaux et
essentiellement de type fini sur Z, et donc en particulier universellement japonais. Le corollaire 3.22 et son analogue
avec transferts permettent ainsi de ramener le cas général au cas universellement japonais. Nous laisserons les détails
au lecteur intéressé.
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triangulée stable par sommes infinies et contenant les objets de la forme Sus?-(U ® A) avec
U un S-schéma étale. Pour terminer la preuve, il est donc suffisant de montrer que ’homo-
morphisme

(167) homDAét(S,A) (SUS%,E(U ® A), F) — hOIIlDMét (S,A) (Susgﬂtnz (Atr(U))y LatrF) ;

induit par le foncteur Lay,, est bijectif pour tous U € Et/S et F € SptZ(Cpl(PSh(Sm, A))).

On ne restreint pas la généralité en supposant que F est projectivement cofibrant et
stablement (A, ét)-fibrant. Nous allons montrer que le morphisme F,, — o a¢, F,, est
une équivalence ét-locale de préfaisceaux pour tout n € N. Or, d’aprés le corollaire 4.14,
le morphisme naturel .*¢, F,, — F,, est une équivalence ét-locale pour tout n € N. (On
rappelle que ¢ : Et/S — Sm/S est I'inclusion évidente.) Il suffit donc de montrer que le
morphisme naturel (¢*¢, F,) — oy lay (0¥ Fy,) est une équivalence ét-locale de com-
plexes de préfaisceaux. Il est plus général de montrer que t*G — oy a,t*G est une
équivalence ét-locale pour tout complexe de préfaisceaux projectivement cofibrant G
sur Et/S. Or, le morphisme ag(¢*G) — ag(0qraet™G) est un isomorphisme. Pour voir
cela, on peut supposer que G = V ® Aavec V € Et/S. Il s’agit alors de montrer que
V®A — Ay (V) induit un isomorphisme sur les fibres. Mais si X est un S-schéma lisse
et T est un point géométrique de X, Spec((f)’}{s’ =) Xg V est une somme disjointe de co-
pies de Spec(O’}é -) et d’'un morphisme étale non surjectif. Il s’ensuit immédiatement que
Corg(Spec(0%;),V) = homg(Spec(0%¢ ), V) ® Z. (On utilise ici que Spec(0%¢ ;) est nor-
mal et intégre de sorte qu'une S-correspondance finie de Spec((‘)é‘é -) dans V est donnée par
une combinaison linéaire des copies de Spec((‘)’}é =) qui se trouvent dans Spec((‘)’}é =) xs V)
Ceci démontre le résultat recherché.

Sachant que les morphismes F,, — oy.a4.F,, sont des équivalences ét-locales de pré-
faisceaux, il est aisé de conclure. En effet, le T -spectre a;, F est stablement (Al, ét)-local
puisque ceci se vérifie aprés application de oy, et que F est stablement (Al, ét)-fibrant. Le
morphisme (167) s’écrit alors

hOmDAeff, (9, A) (U A, Fo) — hOmDMeff, (5, A) (Atr(U), a.trFo).
Par adjonction, le second membre peut aussi s’écrire homp gerr, st (g 4) (U ® A, 0grae Fo). Le
lemme en découle puisqu’on a montré que Fg — og.a¢.F( est une équivalence ét-locale. [
On utilisera la proposition B.2 pour établir la réduction suivante.

COROLLAIRE B.3. — Il suffit de démontrer le théoréme B.1 lorsque A est une Q-algebre.

Démonstration. — D’apres la proposition 3.19, DAét(S, A) est compactement engendrée
par les objets de la forme Susy (X ® A) oun € Net X € Sm/S. De méme, DM (S, A)
est compactement engendrée par les objets de la forme Susyer (A (X)) ou n €N et
X € Sm/S, et ceci se démontre en calquant la preuve de la proposition 3.19. Vu que Lay,
commute aux sommes infinies et que Lag, (Susy 5 (X ® A)) = Suster 5(Ae (X)), il est suffi-
sant de montrer que Las, est pleinement fidéle et plus précisément que I’homomorphisme

(168) homDAét(S,A) (A, M) — homDMét(S,A) (Latr(A), Latr(M))
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est bijectif pour tous A, M € DA®(S,A) avec A compact. Il suffit méme de prendre
A = Susy 5(X ® A) de sorte qu’on peut supposer que A = Ay ®a, A avec Ag C Q un
sous-anneau satisfaisant a I’hypothése 7.3 et Ay € DA®*(S, A) un objet compact. Or, on a
un isomorphisme d’adjonction homp ser(s,4)(Ao ®a, A, M) =~ hompae(g ay) (Ao, M) et
de méme pour DM (S, —). On peut donc remplacer A par Ag. Quitte a faire cela, on peut
supposer que A est plat sur Z.

Vu le triangle distingué¢ Z — Q — Q/Z — Z[1], on voit qu’il suffit de prouver
que (168) est inversible pour M ®z Q et M ®z Q/Z. Par ailleurs, Q/Z = ®,Z[1/p]/Z
avec p parcourant ’ensemble des nombres premiers et Z[1/p|/Z = colim,enZ/pYZ.
Puisque A et Lat, (A) sont compacts, le cas M ®z Q/Z découle de celui de M ®z (Z/NZ)
pour N € N — {0}. Autrement dit, on peut supposer que M provient, par restriction des
scalaires, d’un objet M’ € DA (S, A’) pour A’ = A ® Qou A’ = A/NA. Dans ces deux cas,
on a un isomorphisme d’adjonction homp g et (g p) (A, M) = homp per (g 2y (A @A A, M) et
de méme pour DM®(S, —). Ceci permet de remplacer A par A’. Or, le cas de A’ = A/NA
découle de la proposition B.2. Ceci termine la preuve du corollaire. O

Dans le reste de I’annexe nous démontrerons le résultat suivant, ce qui permettra d’établir
le théoreme B.1. Cette partie de la preuve est largement inspirée du travail de Cisinski-Déglise
et nous ne prétendons pas a 'originalité. (Notre schéma de base sera appelé B pour faciliter
la comparaison avec [§, Ann. B].)

PROPOSITION B.4. — Soit B un schéma normal, japonais et de dimension de Krull finie. Soit
A une Q-algebre. Alors, le foncteur

(169) Lag, : DA (B,A) — DM (B, A)
est une équivalence de catégories.

Dans la suite, B et A seront comme dans 1’énoncé de la proposition B.4. Notons Nor/B
la catégorie des B-schémas de type fini de source normale que I’on munit de la topologie
¢tale. L’hypothése que B est japonais entraine que le normalisé d’un B-schéma de type fini
est encore de type fini. Ceci sera utilisé librement dans la suite.

La catégorie Cpl(PSh(Nor/B, A)) possede une structure de modeles projective ét-locale
pour laquelle les équivalences faibles sont les morphismes de complexes induisant un isomor-
phisme sur les faisceaux étales associés aux préfaisceaux d’homologie . Comme d’habitude,
on localise cette structure pour obtenir la structure projective (Al, ét)-locale pour laquelle
les fleches AL ® A[n] — X ® A[n] sont des équivalences faibles pour tous X € Nor/B
et n € Z. La catégorie homotopique de la structure projective (Al,ét)-locale sera notée
Dy1, ¢ (Nor/B, A).

L’inclusion ip : Sm/B — Nor/B induit un foncteur de Quillen a gauche

(170) iz : Cpl(PSh(Sm/B,A)) — Cpl(PSh(Nor/B, A))

pour les structures projectives (A, ét)-locales. (On se sert pour cela de [5, Th. 4.4.60] et on
reprend I’argument de la preuve de [5, Th. 4.5.14].) On a le résultat suivant.

LEMME B.5. — Le foncteur Li%y : DA ¢(B A) — Dy ¢ (Nor/B, A) est pleinement
Sfidéle.
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Démonstration. — Le lecteur vérifiera que la preuve de [8, Lem. B.2] est valable sans
hypothése sur les caractéristiques résiduelles de B. O

Posons T = (PL,005) ® A qu’on considére comme un préfaisceau sur Sm/B ou
sur Nor/B. Le foncteur (170) induit un foncteur de Quillen a gauche

(171) i : Spt,(Cpl(PSh(Sm/B, A))) — Spt,(Cpl(PSh(Nor/B, A)))

pour les structures projectives (A, ét)-locales stables. (Pour des raisons techniques, nous
travaillerons avec les T-spectres non symétriques ; ceci est possible grace a [5, Th. 4.3.79].)
Notons D1§§7ét(Nor/B, A) la catégorie homotopique de Spt,(Cpl(PSh(Nor/B, A))). On
a le résultat suivant.

COROLLAIRE B.6. — Le foncteur Lily : DA®(B,A) — D}t .. (Nor/B, A) est pleine-
ment fidele.

Démonstration. — Les deux catégories de modeles dans (170) vérifient [5, Hyp. 4.3.56]. On

peut donc appliquer [5, Th. 4.3.61] pour obtenir des isomorphismes
homp get (g 2)(Susy (X ® A), Sus7(Y ® A)[i])
o~ >coli(m : homp pett, et (g 2) (T @ (X @A), T®" ™" @ (Y ® A)[i])

(pour tous X,Y € Sm/B et (m,n,i) € Nx N x Z), ainsi que des isomorphismes ana-
logues pour D &(Nor/B, A). Puisque DA% (B, A) est compactement engendrée par les
SusT (X ® A) pour m € N et X € Sm/B, et que Lij; commute aux sommes infinies et
préserve les objets compacts, le lemme B.5 permet de conclure. O

Soit g : B’ — B un morphisme de type fini entre schémas normaux. On dispose d’un
foncteur g o — : Nor/B’ — Nor/B qui induit une adjonction de Quillen (g4, g*) relative-
ment aux structures projectives (A, ét)-locales stables

(172) Spt,(Cpl(PSh(Nor/B’, A))) (gju Spt,(Cpl(PSh(Nor/B, A))).

g9

L’argument de la premiére moitié de la preuve de [§, Lem. B.2] s’applique aussi bien a g*
pour montrer que ce dernier préserve les équivalences (A!, ét)-locales stables. Il se dérive
donc trivialement : Rg* ~ ¢g*. On a le résultat suivant.

LEMME B.7. — Il existe un carré commutatif a un isomorphisme canonique prés

PSh(Sm/B, A) —— PSh(Sm/B/, A)

b ls
g

PSh(Nor/B, A) —— PSh(Nor/B’, A).

De plus, cet isomorphisme est compatible de la maniéere évidente a la composition des mor-
phismes de schémas normaux.

Démonstration. — Le lecteur vérifiera que la preuve de [8, Lem. B.3] est valable sans
hypothése sur les caractéristiques résiduelles de B. O
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COROLLAIRE B.8. — [l existe un carré commutatif a un isomorphisme canonique preés

DA“(B,A) —~—— DA®(B', A)

J{Lig Ju;,

t 9 t
D;i «(Nor/B,A) — D1 (Nor/B’, A).
De plus, cet isomorphisme est compatible de la maniére évidente avec la composition des

morphismes de schémas normaux.

Démonstration. — Ceci découle immédiatement du lemme B.7 et du fait que le foncteur
de Quillen a droite g* de (172) se dérive trivialement. O

ProPOSITION B.9. — Soit X un B-schéma de type fini normal, et notons f : X — B le
morphisme structural. Pour tout M € DA (B, A), on a un isomorphisme canonique

(173) homDﬁ, (Nor/B’A)(SuS%(X [ A), Ll*BM) ~ hOmDAét(XJ\) (AX, Lf*M)

ét
Démonstration. — La preuve de [8, Prop. B.5] s’étend littéralement. O

Rappelons que la topologie fh (cf. [6, §2.2.1]) est la topologie de Grothendieck la moins
fine sur Nor/B pour laquelle les familles suivantes sont couvrantes :

— la famille des inclusions des composantes connexes de X € Nor/B,
— le singleton formé d un morphisme fini surjectif entre B-schémas normaux et intégres.

Un préfaisceau F' sur Nor/B est un fh-faisceau si et seulement si il est additif (i.e., trans-
forme un coproduit fini de B-schémas en un produit direct de A-modules) et pour tout
revétement pseudo-galoisien de B-schémas normaux intégres X’ — X, le morphisme
F(X) — F(X')»t(X'/X) est inversible. De méme, un complexe K de préfaisceaux sur
Nor/B est fh-local si et seulement si il est additif (a quasi-isomorphisme prés) et si les mor-
phismes K(X) — RT'(aut(X’/X), F(X')) sont des isomorphismes dans D(A). Puisque
A est une Q-algebre, le foncteur T'(aut(X'/X), —) est exact et la condition précédente est
équivalente 4 ce que le morphisme K (X) — K (X')2u(X"/X) 5oit un quasi-isomorphisme.
Enfin, un objet E € D7  (Nor/B, A) sera dit fh-local, s’il en est ainsi des F, (avecm € N)
pour tout remplacement stablement (A!, ét)-fibrant F de E. Il est clair que la sous-catégorie
pleine des objets fh-locaux est une sous-catégorie triangulée de D Aﬁ, «(Nor/B, A). Puisque
A est une QQ-algebre, E est fh-local si et seulement si les homomorphismes

(174)
homp o (Nor/p,) (SusT (X ® A), E) — homp st (Nor/B,a) (Susy (X' ® A), E)ut(X'/X)

sont inversibles pour tout m € N. Ceci permet de vérifier le résultat suivant.

PROPOSITION B.10. — L'image de Li%y : DA®(B,A) — D3 . (Nor/B, A) est conte-
nue dans la sous-catégorie triangulée des objets fh-locaux.
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Démonstration. — C’est ici que nous avons besoin de savoir que le 2-foncteur homoto-
pique stable DA®(—, A) : Sch/B — TR est séparé (cf. le théoréme 3.9). Comme dans
la preuve de [8, Prop. B.6], on se raméne & montrer que id — (r,r*)2ut(X '/X) est un iso-
morphisme pour r : X’ — X un revétement pseudo-galoisien entre schémas normaux et
integres de type fini sur B.

On peut trouver une stratification § = (X;);cr de X par des sous-schémas localement
fermés, connexes et normaux, et telle que r; : X! = (X' xx X;) — X est la composi-
tion d’un revétement étale et d’'un morphisme fini, surjectif et totalement inséparable. Par
I’axiome de localité, il est alors suffisant de montrer que id — (r,r)*utX '/X) est inver-
sible. Or, aut(X’/X) agit transitivement sur les composantes connexes de X/. On en fixe une
qu’on notera X/, et on appellera auto(X’/X) son stabilisateur et ;o sa projection sur X;. Il
est alors suffisant de montrer que id — ((7i0)«(750)*)2 0 X /X) = ((r40) 4 (10)* )22t (Xio/ X3)
est inversible. Ceci découle maintenant de [5, Lem. 2.1.165]. O

On note fhét la topologie sur Nor/B engendrée par la topologie étale et la topologie fh.
Un préfaisceau sur Nor/B est un fhét-faisceau si et seulement si ¢’est un faisceau étale et un
fh-faisceau. On a le résultat suivant (cf. [8, Lem. B.8]).

LEMME B.11. — Soit F un fh-faisceau de A-modules sur Nor/B. Alors, le faisceau étale
agt (F) associé a F est un fhét-faisceau.

Considérons maintenant la catégorie Shyj,(Nor/B, A) des fh-faisceaux de A-modules
sur Nor/B. On dispose d’une structure de mod¢les fhét-locale sur Cpl(Shyy,(Nor/B, A))
pour laquelle les équivalences faibles sont les morphismes de complexes de fh-faisceaux
induisant des isomorphismes sur les fhét-faisceaux associés aux préfaisceaux d’homologie.
Vu le lemme B.11, il est loisible de qualifier cette structure de ét-locale et nous ferons cela
dans la suite. On localise cette structure pour obtenir la structure projective (A, ét)-lo-
cale pour laquelle les fleches asn (AL ® A)[n] — apn(X ® A)[n] sont des équivalences
faibles pour tous X € Nor/B et n € Z. La catégorie homotopique de la structure projective
(A1, ét)-locale sera notée Dﬁi «(Nor/B, A). La variante stable, notée Dj;’f: z(Nor/B, A),
est la catégorie homotopique de Spt;(Cpl(Shy,(Nor/B, A))) munie de sa structure pro-
jective (A, ét)-locale stable.

PROPOSITION B.12. — Le foncteur aysp, : Cpl(PSh(Nor/B, A)) — Cpl(Shy,(Nor/B, A))
est de Quillen a gauche. 1l préserve les équivalences (A, ét)-locales et il en est de méme de
son adjoint a droite op. L'énoncé analogue pour les catégories de T-spectres, munies de leurs
structures projectives (A1, ét)-locales stables, est également vrai.

Démonstration. — Le lecteur vérifiera que la preuve de [8, Prop. B.9] est valable sans
hypothese sur les caractéristiques résiduelles de B. Le passage aux catégories de spectres se
fait sans difficulté. (Notons tout de méme ’'utilisation de [5, Prop. 4.2.74] pour vérifier que
osp, préserve les équivalences (A, ét)-locales stables.) O

La proposition B.12 fournit un foncteur ag, = Lays; : D5t
On a le résultat suivant.

(Nor/B,A) — DIV#/(Nor/B, A).

6t
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PROPOSITION B.13. — Le foncteur agy, o Lily : DA®(B,A) — DI $(Nor/B, A) est
pleinement fidele.

Démonstration. — Vu le lemme B.5, il suffit de montrer que Li; — oyspag,Lig; est inver-
sible. Soit M € DAét(B, A). D’apres la proposition B.10, Lij; M est fh-local. Il en découle
que le morphisme E — o¢paz,E est un quasi-isomorphisme niveau par niveau pour tout
remplacement projectivement stablement (A, ét)-fibrant E de Lij; M. Ceci démontre la pro-
position. O

Rappelons que Cor(B) désigne la catégorie ayant pour objets les B-schémas lisses et pour
morphismes les correspondances finies. Les foncteurs contravariants additifs de Cor(B) a
valeurs dans Mod(A) sont appelés les préfaisceaux avec transferts. Ils forment une catégo-
rie abélienne notée PST(Sm/B, A). D’apres [45], on peut identifier Cor(B) ® Q avec la
sous-catégorie pleine de Shy,(Nor/B, Q) dont les objets sont les fh-faisceaux de la forme
arn(X ® Q) avec X un B-schéma lisse. Puisque A est une Q-algebre, ceci permet de définir
un foncteur

ip 4 PST(Sm/B,A) — Shy,(Nor/B, A)

adjoint & gauche du foncteur ip ¢+ qui & un fh-faisceau F' associe le préfaisceau avec
transferts : X € Sm/B ~» hom(as, (X ® Z), F'). On a le fait suivant.

LemME B.14. — Le foncteur iy 4. : Cpl(PST(Sm/B,A)) — Cpl(Shy,(Nor/B, A))
est de Quillen a gauche relativement aux structures (A, ét)-locales.

Démonstration. — Le lecteur vérifiera que la preuve de [8, Lem. B.11] est valable sans
hypothése sur les caractéristiques résiduelles de B. O

LemME B.15. — Le foncteur Lig 4, DM®*(B,A) — Dg’f’gé(Nor/B, A) est pleinement
fidéle.

Démonstration. — Comme pour [8, Lem. B.12], il s’agit d’adapter la preuve de [8,
Lem. B.2]. Ensuite on raisonne comme dans la preuve du corollaire B.6. O

Expliquons maintenant comment terminer la preuve de la proposition B.4. Il est facile de
voir qu’on a un carré commutatif a un isomorphisme canonique pres

PSh(Sm/B, A) —— PST(Sm/B, A)

x S
ltB J{lB,tr

PSh(Nor/B, A) — Sh , (Nor/B, A).

(En fait, la commutativité se vérifie plus facilement sur les adjoints a droite.) En passant aux
catégories de T-spectres de complexes et en inversant ensuite les équivalences (A, ét)-locales
stables, on obtient un carré commutatif a un isomorphisme canonique pres

DA(B,A) ——=— DM* (B, A)

J{Lig JUE, -

afh

D;t . (Nor/B,A) — DJ}"5(Nor/B, A).

t
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La proposition B.13 et le lemme B.15 entrainent alors que Lay, : DA®*(B,A) — DM (B, A)
est pleinement fidéle. Or, il commute aux sommes infinies et son image contient des généra-
teurs compacts de DM®™€* (B, A). C’est donc une équivalence de catégories !

Annexe C

Vérification de la condition (SS,) : deuxiéme méthode

Dans cet annexe, nous donnons une vérification directe de la condition (SS,), introduite
a la section 1, dans le cas du 2-foncteur homotopique stable DA®*(—, A).(1D L’argument
est plus court que celui présenté dans la section 2 et a ’avantage de ne pas nécessiter que
2 soit inversible dans A. En revanche, il est moins « self-contained » puisqu’il repose sur des
résultats de F. Morel sur les groupes d’homotopie des sphéres motiviques [31, 32, 35].

THEOREME C.1. — Soit S un schéma de base. Alors, la condition (SS,) est satisfaite dans
le 2-foncteur homotopique stable DA (—, A) : Sch/S — IR pour tout nombre premier p.

Avant de donner la preuve du théoréme C.1, nous établissons un point technique qui n’a
rien d’étonnant mais pour lequel nous ne disposons pas de référence. On rappelle que Sus%z
désigne le 0-ieme foncteur de suspension infinie comme dans [5, déf. 4.3.10].

LEMME C.2. — Soit S un schéma de base, et soit f :' Y — X un morphisme de S-schémas
quasi-projectifs et lisses. Notons q : X — S le morphisme structural. Alors, le morphisme

(175) (g0 filgo £)'As(0) = q.fif'a'As(0) —— ad'As(0)
s’identifie canoniquement au morphisme

Sus%z(f) : Sus%’E(Y ®A) — Susgﬂ’z(X ®A).

Démonstration. — Cet énoncé est non trivial car la construction des « morphismes de
connexions » pour les 2-foncteurs H' et H, est compliquée (voir [4, §1.6]). Une fagcon économe
de s’en sortir est de se ramener a [4, Prop. 2.3.53] en utilisant le bifoncteur « homomorphismes
internes ».

Vu que ¢' = Th(Q,) o ¢* et ¢ = g3 o Th™'(£,), on a les identifications :
014’ As(0) = g34"As(0) = gz Ax (0) = Susy 5 (X ® A).

Il en est de méme pour g o f. Ainsi, on dispose de deux morphismes de SusOT,E(Y ® A) vers
Sus%’E(X ®A):

— le premier, noté Sus%’z( f), est induit directement de f ;
— le second, qu’on note §(f), est déduit de la composition de (175) et des identifications
ci-dessus.

(1 Nous avons trouvé ce moyen direct pour vérifier la condition (SSp) a la fin de mai 2013, bien aprés ’acceptation
de larticle en novembre 2012. Afin de minimiser les changements nous présentons I’argument en annexe.
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Il s’agit de montrer que §(f) = Sus%,z( f). Pour cela, il suffit de montrer que le fonc-
teur contravariant Hom(—, N) transforme ces deux fléches en des fléches égales pour
tout N € DA® (S, A). En effet, puisque

RF(S, REVOHOJ(-, N)) = hOmDAét(S’A)(—, N),
le lemme de Yoneda permettrait de conclure.

Donnons-nous donc un motif N € DA (S, A). D’apres [4, Prop. 2.3.53] et le sous-
lemme C.3 ci-dessous, on dispose d’un diagramme commutatif

Hom(gig'A(0), N) —"— Hom(g: fif'¢*A(0), N) ——— Hom((q 0 f)i(g © /)'A(0), N)

g.Hom(g'A(0), ¢'N) —>— g.Hom(f,'¢'A(0), ¢'N) ~

~

g.fo-Hom(f'q'A(0), f'¢'N) == (g o f)«Hom((g o £)'A(0), (g0 f)'N)

~

g.Hom(q'A(0), ¢'N) —= g, f. f*Hom(q*A(0),¢'N) ~

¢.q"Hom(A(0), N) —— g, f. f*¢*Hom(A(0), N) —— (g o f).(q o f)*Hom(A(0), N)
g+q"N ! Q*f*f*q*N = (qu)*(qu)*N.

(Le sous-lemme C.3 assure la commutation du grand carré de gauche et fournit aussi les
fleches verticales partant de la deuxiéme ligne d’en bas.)

Par ailleurs, on a des identifications canoniques
g+«q" N ~ Rhom(X, N) et (go f)«(go f)*N ~ Rhom(Y, N).

(Ci-dessus, Rhom est le foncteur dérivé de ’extension aux T'-spectres symétriques du foncteur
hom rappelé au début de la section 3.) De plus, modulo ces identifications et celles d’avant,
I'isomorphisme Hom(qiq'A(0), N) ~ gq.q¢*N, composé des isomorphismes verticaux a
gauche dans le diagramme ci-dessus, est donné par I'isomorphisme canonique

Hom(Susgﬂ’E(X ® A),N) ~ Rhom(X, N).

Il en est de méme pour g o f et Y au lieu de ¢q et X. Le diagramme commutatif ci-dessus
montre alors que le morphisme

Hom(8(f), N) : Hom(Sus} 5;(X ® A), N) — Hom(Sus}. 5;(Y ® A), N)

correspond au morphisme Rhom(f, N) : hom(X, N) — hom(Y, N). Or, par construction,
il en est de méme du morphisme Hom(Sus%Z( f), N). Ceci permet de conclure. O

Sous-LEMME C.3. — Soit f : Y — X un morphisme quasi-projectif. 1l existe alors une
transformation binaturelle en M, N € DA (X, A) :

(176) f*Hom(M, N) — Hom(f'M, f'N).
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De plus, le carré suivant est commutatif
Hom(M, N) —— f. f*Hom(M, N)
| |
Hom(fif'M, N) —— f.Hom(f'M, f'N).
Enfin, si f est lisse, (176) est inversible et elle est donnée par la composition des isomorphismes
£*Hom(M, N) ~ Hom(f*M, f*N) ~ Hom(Th(S;) f*M, Th(52;) f*N) = Hom(f'M, f'N).

Démonstration. — Le morphisme en question est déduit via ’adjonction (f*, f.) de la
composition de

Hom(M, N) —%5 Hom(fif'M, N) ~ f.Hom(f'M, f'N).

(L’isomorphisme utilisé ci-dessus est celui de [4, Prop. 2.3.53].) La commutation du carré est
immeédiate. Il en est de méme de la derniére assertion. O

Revenons maintenant a la preuve du théoréme C.1. Avec les notations utilisées dans la
formulation de la condition (SS,), on a la réduction suivante.

LemME C.4. — Pour démontrer le théoréeme C.1, il suffit de montrer que, pour tout nombre
premier p, il existe une extension finie k/F, telle que, pour tout n € N, l'endomorphisme

(177) F, : Sus} 5 ((Gmy, 1) ® A) — Sus 5 ((Gmy, 1) ® A)

est un isomorphisme dans DA (k, A).

Démonstration. — Vu le lemme 3.4, on peut supposer que (177) est un isomorphisme
pour k = F,. Il s’ensuit que le morphisme

(178) F, : Sus} ¢ (Gmp, ® A) — Sus} 5,(Gmg, ® A)

est aussi un isomorphisme. En appliquant le foncteur « image inverse » suivant le morphisme
structural S/(p) — Spec(F,), on déduit que le morphisme

(179) F, : Sus} (Gmg) ;) ® A) — Susy 5 (Gmg,(,) ® A)
est un isomorphisme dans DA (S/(p), A). On divise le reste de la preuve en deux étapes.

Etape I : Pour M € DA®(S/(p), A), on dispose d’un diagramme commutatif

id® ~
M ® quq*A(0) — M & q.Fu Frq*A(0) = M ® g,q*A(0)

| | |

n ~
G@M ———— @ Fo "M ——————— "M

ou les fleches verticales sont déduites des morphismes de coprojection. Ces fleches verticales
sont des isomorphismes. (Remarquer que les deux membres sont canoniquement isomorphes
a M @® M(-1)[-1].) Il s’ensuit que la transformation naturelle 1 : g.q* — ¢. F,,.F}q¢* est
inversible si et seulement si le morphisme

(180) N qq" As/(p)(0) — @ FnuFq" Mgy ()(0)
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est inversible. Pour conclure, il reste a remarquer que le morphisme (180) s’obtient du mor-
phisme (179) en appliquant Hom(—, Ag/;)(0)).

Etape 2 : Dualement, en utilisant [4, Th. 2.3.38 et Cor. 2.3.39], on dispose d’un diagramme
commutatif

M ® g A(0) = M ® quFu FLq'A0) 225 M ® g1 A(0)

I~ |- [~

~ 5
Q!q!M — Q!Fn!FT!Lq!M — (I!q!M

ou les fleches verticales sont inversibles. L’isomorphisme M ® q¢'A(0) ~ qq¢'M est la
composition de

M ® q¢'A(0) — q(¢*M ® ¢'A(0)) — q¢'M;

la premiere fleche est inversible par [4, Th. 2.3.40] et la seconde fléche est inversible
par construction (voir [4, déf. 2.3.27]). Ainsi, comme avant, la transformation naturelle
§:qFuF.¢ — qq' estinversible si et seulement si le morphisme

(181) §: qFuFyq'A0) — qg'A(0)

est inversible. Or, d’aprés le lemme C.2, le morphisme (181) s’identifie au morphisme (179).
O

A partir de maintenant, on fixe un corps k. (Nous sommes intéressés par le cas ou k est
un corps fini et en particulier parfait, mais pour les besoin de la preuve, nous sommes amené
a considérer des corps plus généraux, notamment k(t).) Notons e,, : Gmp — Gmy, le
morphisme d’élévation a la puissance m € Z. (Lorsque k est une extension de IF, on a
F, = e,n.) Par construction, on a un isomorphisme Susf. 5;((Gmg, 1) ® A) =~ Ay (1)[1] dans
DA (k, A). Ainsi, ’endomorphisme e,,, définit un élément

[em] € endpaet,2)(A(1)[1]) = endp etk 4) (A(0)).

Le théoréme C.1 est maintenant une conséquence directe des lemmes 3.10 et C.4, et du
résultat suivant.

ProrosiTION C.5. — Supposons que —1 est un carré dans k. L'élément [e,,] est égal a
m - idA(O).

REMARQUE C.6. — Dans [’énoncé de la proposition C.5, I'hypothése —1 € (k*)? est
superflue. En effet, on peut obtenir I'égalité [en,] = m -id (o) dans endpae: i, p)(A(0)) en toute
genéralité comme conséquence du théoreme B.1 et du calcul de la cohomologie motivigue en
bidegré (0,0). Toutefois, pour éviter un cercle vicieux, nous devons fournir une preuve directe de
la proposition C.5, i.e., qui ne repose pas sur le théoréme B. 1. En effet, la preuve du théoréme B. 1
repose sur le théoréeme de rigidité relative (théoréme 4.1) qui lui-méme repose sur la vérification
de la condition (SS,) et donc en particulier sur la proposition C.5 (du moins si 2 n'est pas
inversible dans A ).
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Pour démontrer la proposition C.5, nous aurons besoin d’une digression A!-homoto-
pique.(!? Introduisons d’abord quelques notations.

Considérons les catégories A'-homotopiques SH™ (k) et SH(k), aka., les catégories des
motifs & coefficients dans la catégorie des S*-spectres symétriques M = Sptgl (A°PEns,)
(voir le début de 'annexe A). Pour p € Net g € Z, on pose SP7 = (Gmy, 1)"? ® S97P avec
S7-7 a sphére simpliciale stable de dimension ¢ — p ; ce sont des objets de SH* (k). On note
encore SP¢ le spectre SusOTvz(Sp’q ) et on étend les SP¢ aux p < 0 de la manicre usuelle; ce
sont des objets de SH(k). (Sil’on désigne par 1 I’objet unité de SH(k), alors S = 1(p)[q].)
Nous aurons besoin du résultat suivant de F. Morel.

THEOREME C.7. — Pour tout n € 7, on a un isomorphisme canonique
homgg (k) (1, 1(n)[n]) ~ K37 (k)
o KMW (k) est le groupe de K-théorie de Milnor-Witt.

Ce théoréme de F. Morel est énoncé dans [32, Th. 6.2.2] (voir aussi [31, Th. 6.4.1]) sous
I’hypothése que le corps k est parfait, ce qui est malheureusement trop restrictif pour nos
besoins. Heureusement, en utilisant des résultats de [35], il est possible d’obtenir ce théoréme
en toute généralité (voir le corollaire C.9(b) ci-dessous). Expliquons comment.

Pour M € SH*¥ (k) eti € Z, onnote wfl (M) le faisceau Nisnevich associé au préfaisceau
X € Sm/k ~~ hOmSHcff(k)(X®Si, M). D’apres [33, Lem. 6.4.4], c’est un faisceau Nisnevich
strictement invariant par homotopie. Le résultat suivant est bien connu.

LEMME C.8. — Pour M € SH*® (k) etn >0, ona

homggger () (S, M) == (" (M) _n (k)
ou (—)_y, désigne la n-iéme contraction.(®

Démonstration. — Par la suite spectrale induite de la t¢-structure homotopique sur
SH*® (k) (voir [33]), il suffit de montrer que

Al ..
) > (M))_p(k)st j=0
i, (G, 1) (o)) = § (7 D) (B85
0 sij#0.

Il sera donc plus général de montrer que
Rhom((Gmy, 1), F[0]) 2 (F)—n[0]

pour tout faisceau Nisnevich strictement invariant par homotopie F'. Ceci permet d’em-
ployer une récurrence pour se ramener au cas n = 1.

11 reste donc a montrer que G = R'hom((Gmyg, 1), F) est nul pour j > 1. D’aprés [33,
Th. 6.2.7], appliqué & Rhom((Gmy, 1), F), les faisceaux G? sont strictement invariants par
homotopie. D’aprés [33, Lem. 6.4.4], siU C X est un ouvert dense d’un k-schéma lisse X,

(12) En fait, vu le contexte, il aurait été plus naturel de faire une digression A-homologique. Toutefois, pour faciliter
les références aux travaux de F. Morel, il sera plus pratique de parler de A'-homotopie au lieu de A'-homologie.
(13) Rappelons que, pour un préfaisceau de groupes abéliens F' sur Sm/k, le préfaisceau (F')_1 est défini comme
étant le noyau du morphisme 1* : hom(Gmyg, F) — F induit par la section unité de Gmyg. Autrement dit, on a
(F)-1 = hom((Gm,1), F). Pour n > 0, le préfaisceau (F')_,, est défini par récurrence a 'aide de la formule
(F)—n = ((F)~(n=1)) -1 (et la convention que F_o = F"). On a encore (F') _,, = hom((Gm, 1)"", F").
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le morphisme de restriction G7(X) — G7(U) est injectif. Ainsi, pour démontrer que G7 est
nul, il suffit de montrer que G7 (K) = 0 pour toute extension ind-lisse K /k. Etant donné que
(Gmg,1) ® Z ~ (Pk, 00) ® Z[—1] dans DA (K, Z), on trouve que

GJ(K) = H{\Iis((GmKa 1), F) ~ H‘Ij\lfsl((P}(a 00), ).

Or, le membre de droite est un facteur direct de H/ 1 (PL., F') qui s’annule, pour j > 1, car
L est dimension cohomologique 1 relativement & la topologie Nisnevich.(14) O

Lorsque p > 1, [35, Cor. 6.43] fournit un isomorphisme de faisceaux Nisnevich stricte-
ment invariants par homotopie

(182) o (SPP) = KMW,

avec Kﬁ/[ W le faisceau de K -théorie de Milnor-Witt non ramifiée (voir [35, §3.2]). A vrai dire,
dans [35], le corps de base est supposé parfait ; mais puisque SPP et K;‘,/I W proviennent par
« image inverse » du sous-corps premier kg C k, il est facile de déduire I'isomorphisme (182)
pour k de celui pour k.

La partie (b) de ’énoncé suivant est une reformulation du théoréme C.7.

COROLLAIREC.9. — (a) Pour n > 0etp > 1, on a un isomorphisme canonique
hOmSHeff(k,) (Sn’n, Sp’p) ~ KMW(k)
(b) Pour toutn, p € Z, on aun isomorphisme canonique homggy (i) (S™", SPP) ~ Kﬁ{‘f{(k)

Démonstration. — La partie (a) découle aussitot du lemme C.8, de I'isomorphisme (182)
et du fait que (K;W Wy o~ KM W (ce qui doit découler de [35, §3.2] a en croire la preuve de
[35, Cor. 6.43]). La partie (b) decoule de (a) et du fait que le groupe homgyy () (S™", SPP) est
la colimite suivant » > max(0, —p, —n) des groupes homSHeff(k)(S”“’*”*T, Sp+”’p+”). (Ceci
découle par exemple de [5, Th. 4.3.61].) O

On est maintenant en mesure de démontrer la proposition C.5. L’endomorphisme e,,
de Gmy, induit un élément
{em} (S endSH(k)(Sl’l) ~ endSH(k) (SO’O).
La classe [e,,,] est égale a I'image de {e,, } par le foncteur composé
SH(k) — SH® (k) — DA% (k,A)
(cf. (164)). Il suffit donc de montrer que {e,, } = m - idg1.1.
Soit I /k une extension ind-lisse. Un élément a € [* définit une classe
[a] € homgg (5>, S™)
qui correspond, via I'isomorphisme du corollaire C.9(b), au symbole [a] € KMW (]) associé
a a (voir [35, Def. 3.1]). L’¢lément {e,,} € endgm)(S™°) agit sur [a] par la formule
{em} - [a] = [a™)]. Etant donné que Iisomorphisme du corollaire C.9(b) est compatible au

changement de corps de base et a la multiplication, il s’ensuit que {e,, }, vu comme élément
de K}W (k), agit sur KMW (1) par la méme formule.

(14) P°aj appris cette preuve de 'annulation de HY

Nis(Gm, F), pour j > 1, lors d’une discussion avec F. Morel qui
avait attribué ladite preuve a M. Hopkins.
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Considérons maintenant I’élément m. € K}V (k) donné par
me= Y (=),
i=1
ou, pour u € k*, (u) = 1+ nfu]. Pour terminer la preuve de la proposition C.5, il suffit
de vérifier que {e;,} = m. dans KW (k). En effet, puisque —1 est un carré dans k, on a
(—1) = (1) = 1 (voir [35, Lem. 3.9]) ce qui assure que m, = m.

Par [35, Lem. 3.14] et puisque KMW (I) est engendré (comme groupe abélien) par les
classes [a] des a € I* (voir [35, Lem. 3.6)), les éléments {e,, } et m. dans K}¥W (k) agissent
de la méme maniére sur KW (1). Pour prouver Iégalité {e,,, } = m., il suffit donc de trouver
une extension I/k telle que KW (k) agit fidélement sur KW (1). L’extension [ = k(t), avec
t une indéterminée, convient. En effet, d’aprés [35, Th. 3.15], KMW (k(t)) contient une copie
de K}W (k) qui est fournie par les deux applications inverses 'une de I'autre

[t — : K¥W (k) — KMW(k(t) et 8 :KMW(k(t)) — KXW (k)

avec v la valuation t-adique de k(¢).

REMARQUE C.10. — Pour la preuve de la proposition C.5, nous avons besoin d’une petite
partie des travaux de F. Morel [31, 32, 35]. En fait, quitte a travailler un peu plus, on peut
vraisemblablement remplacer lutilisation de [31, 32, 35] par les résultats trés concrets et
relativement élémentaires de Cazanave [10)] sur le calcul de I'ensemble [P, PN des classes
d’homotopie naive d’endomorphismes de la droite projective pointée.
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