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DE LA

RÉDUCTION DES FORMES OUADRATIQUES
QUATERNAIRES POSITIVES,

PAR M. LÉON CHARVE,
P R O F E S S E U R A LA F A C U L T É DES S C I E N C E S DE M A R S E I L L E .

Je me propose d'appliquer aux formes quadratiques quaternaires
positives la m é t h o d e ' d e rédaction donnée par M. Selling [Journal de
Borchardt, t. LXXVIL ^t Journal de M. Resal, 3e série^ t. III), pour les
formes quadra t iques ternaires positives. Dans un travail inséré au sup-
p l émen t du tome VIII des Annales de V École Normale, année 1880, j 'ai
reproduit la méthode très remarquable de M. Selling et j'ai fait en-
sui te l'étude des substitutions qui conduisent à la réduite équivalente
à une forme donnée.

Je vais reprendre pour les formes quaternaires la même méthode et
la même étude.

Je montrerai d'abord quT/ya toujours une et une seule forme réduite
équivalente à une forme donnée; je montrerai ensuite que la réduction
peut toujours être obtenue par l'emploi répété de deux substitutions seu-
lement.

1. Soit
/= A.^4- liy2-!- C^H-1)^4- âE^/ - ^ r ^ ' V x z -r^Qxt +2Hy^ -+- aKj^-i- ̂ Lzt

une forme quadratique quaternaire que je suppose positive et dans la-
quelle les coefficients A, B, .. . 5 K,' L sont quelconques, rationnels ou
irrationnels.
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Si dans la forme f on remplace <z\y, ^, ^ - p a r les valeurs fournies
par la subs t i t u t i on

je -== aX 4- a'Y 4- o^Z 4- a^T,

y == (3 X + ̂  Y' -4- y Z + î  T,
^^^X+^Y+y'Z+^T,
^ ^ÔX-i-S^^- ^Z+ô^T,

où -x, .3, Y, ?;, . . . , y^, ?T sont des nombres entiers, on obt iendra u n e
forme

F -= /VX2 + B^2 4- CVZ2 4- DT^ aE^XY 4- a F7 XZ 4- 2 C^XT
-4- a H7 YZ -h a K/ YT + 2 L^ ZT,

q u i sera équivalente à la forme/si le dé le rminant de la •subsli lutkm
est égal à ± î .

2. Cela posé, introduisons dans/une cinquième variable u, eh rem-
plaçant x, y, z^ t respectivement par x — u, y — u, z •— u, l — u, on
obtiendra une forme qu'on peut écrire

o = a{x —y)2^ b {x — zY^r c[^ — tY+ d{x —- uy ̂  e{y — ^Y +/(;/ -- tY

4- g (j — ^/ )2 + h ( ̂  — ^)2 + A- (^ — u Y -h- / ( t.- ̂  )2,

dans laquelle a, 6, .. , ^ A, / ont des relat ions faciles à établ ir avec A,
B, . , . , K, L, et qui devient ident ique à/quand on fait u == o.

Et de même , si nous introduisons dans F une c inqu ième variable U
en changeant X, Y, Z, T, respectivement en X — L', Y — U, Z — U,
T — V , nous obtiendrons une tonne

<t> ==. ̂ (X - Y)2-}- ^(X - Z)2^ ^(X - Ty2^ ̂ (X - U)2^ ^(Y "• Z)^

4„^(Y-T)^-h,^(Y--U)2+^ /(Z~T)2+^(Z-U)24-^

el il est évident que l'on passerait directement de y à ^ en posant

(^)

.y = aX 4- a7 Y 4- a^Z 14- CE^T --r % ̂ U,

j = pX -h ̂  Y -h y 7. + p^T -h p^U,
.- =: 7 X -j- T' Y -h /Z 4- -fT + y 'T U,
t = $X + ̂  Y 4- ^Z 4- ^11 4- ̂  [,],

l // = o.
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les quant i tés a^, p^, y^, S17 é tan t définies par les relations

a 4- ̂  4- ̂  4- a^ -i- 0^== o,

p^ p/4-^4-[^+;3xv^o,

^^+^+\^xv^

S^. 8^ S^^4,^v^^

et, coff îme ^,j, s, t n 'ent rent dans o que par leurs différences, la
s u b s t i t u t i o n ( 2 ) est équivalente à la subs t i tu t ion

;' x :—. oc^ X -h- a 3 Y -4- a;$ Z 4- a", T 4- a 5 L',

\ y = p,X 4- ^Y + P^ -1- P.4Ï 4- (VU.

( 3 1 , ] ^=J ,X4-T2Y4~T3X- l -Y4Ï+^ l T , •

i ^ == o, X 4- Sa Y 4- 03 % 4" 3, T 4- S, IL

1 a •==. si X -i- £3 Y + s;} ̂  '+" Ê4 T "4" £?> '̂

dans laquel le a,, a^, . . . , £ 4 , £5 sont liés à %, a\ . .., ^/, ^'/, par les rela-
tions suivantes :

a =ai—£i, ? :=:[Bi—^, Y r=Y, i—£i , ^ z=5i—,,,

a' r=a,--£2, ^ p^ =:p2~-£2, -Y' ^ - fa—^ 5/ -=82~£^

a^ =: a^ — 53, p^ ̂  p, - £3, T^ ̂  Y3 -- £3, ^ ̂  ̂  - ̂  •

a^ ^= a, - £„ y = P, - s,, ^ := y, — £4, ^ = ̂ , - £4,

a^^a,—^, p^^iâs—s,, y^^Y.—s,, S^-^S.—Ê;;,

de sorte que les coefficients de l 'une des lignes, par exemple e , , £3, s.-i,
£^ £5, restent complètement arbitraires.

Nous pourrons donc remplacer la forme/et toutes les formes équi-
valentes par des formes à cinq variables; nous passerons d ' une forme
à une aut re par des subst i tu t ions analogues à la subs t i tu t ion (3) ; il est
d'ailleurs toujours facile de revenir de la subs t i t u t i on (3) à la substi-
t u t i o n ( i ) : il suffit de retrancher des coefficients de chacune des lignes
les coefficients de la cinquième et de faire ensuite u == o, U== o. On
voit donc que la substitution (3) donnera une forme <I» équivalente à o,
toutes les fois que la substitution ( i ) aura son dé terminant égal à ± i .

3. Considérons donc la forme
'. :=::: a {x — yY 4- b (.r "- zf 4- c (.r -- t)2 4- d {x -- uY 4- e ( y •— z )2 4-/0" -- t ' ) ' 1

^ g (y ̂  uY 4- //, (^ — tf 4" À- (3 — /./ )2 4- l ( t — U-y- ;

Ann. de l ' É c . Normale. 2e Série. Tome Xï. — AVRIL 1882. Io
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je dirai que celle forme est réduite, si elle sat isfa i t ,à l 'une des Irois
conditions suivantes, que j 'ai publiées l'an dernier dans les Comptes
rendus des séances de F Académie des Sciences.

i° Ou bien tous les coefficients a, b, . . . , k, l sont positifs ;
2° Ou bien a est seul négatif et il est inférieur en valeur absolue à l ) ,

c, d, e,f, g ' ,
3° Ou bien a et h sont. seuls négatifs, de plus a est inférieur en valeur

absolue à b, c, d^ e,f, g-, en même temps h est inférieur en valeur absolue
à è, c, e,f, k, l\ enfin a -+- h est inférieur en valeur absolue à b, c, e,f.

Ces condi t ions p e u v e n t s 'énoncer ainsi :
i ° Ou bien tous les coefficients sont positifs.
2° Ou bien un seul est négatif et il est inférieur en valeur absolue au.r

six coefficients qui multiplient de.s différences contenant une des deux
lettres de la différence dont le coefficient est négatif.

3° Ou bien deux coefficients sont négatifs et deux seulement. De plus ^ les
différences multipliées par ces deux coefficients n'ont aucune lettre com-
mune; chacun d'eux est inférieur en valeur absolue aux six coefficients
des différences qui ont une lettre commune avec la différence multipliée
par ce coefficient négatif. Enfin la somme de ces deux coefficients négatifs
est inférieure en valeur absolue à l'un quelconque des quatre coefficients
des différences formées avec deux des quatre lettres contenues dans les
deux différences dont les coefficients sont négatifs,

Pour que celle d é f i n i t i o n de la réduite soit précise, i l f a u t démon-
trer ; i° qu'i l y a tou jours une forme équ iva len te à la forme donnée et
vérifiant P u n e des trois conditions précédentes; 2° que cette forme est;
u n i q u e ( 1 ) , par quoi i l f a u t b i e n en tendre que, si l 'on trouve une forme
vérifiant l 'une des c o n d i t i o n s de réduction, il n'existera a u c u n e forme
équivalente satisfaisant soit à cette première condi t ion , soit à l ' une
des deux autres.

4. Je commence par démontrer que la réduite ainsi définie existe
toujours.

( 1 ) Nous considérerons comme identiques les termes qu'on déduit d'une forme donnée par
la permutation des variables.
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Je dis que si, parmi les formes équivalentes à une forme donnée, on
choisit celle pour laquelle la somme des coefficients

a 4- b -4- c 4- d -h e 4- f-h ff 4- h 4" À- -+- l

est la plus petite possible, cet te forme vérifie l 'une des conditions de
réduct ion .

Supposons en effet que ç soit cette forme pour laquel le la somme des
coefficients est mini rna ; si cette forme y a quelque coefficient négatif,
une permutat ion des variables permet toujours de supposer que a est
négatif , faisons alors la substitution

.r:=T-Z,
T—X— Lî,
^ ^Y—U,
/ :=: T -1 •[j,
( / •=:: 0,

nous iiurons la t ransformée

(I> ,::, a ( T — Z — X -l- U ) ' 4- b ( T — Z — Y -h U )2 4" c ( Z — il )î 4- d ( Z — T ) î

+ ^ (X - D^h.AX - T)^- g (X ~ U) 2 4- A (Y ~ T^
..4„.„^(Y. . - - (J)^4- / (T -U)2,

qu'on peut écrire t>

<l, .̂  e (X — Y)2 -- a (X — Z)' •+- (a 4- /) (X — ''S')2 -h (^ -h g) (X — U)2 — b (Y — Z) ^
+ (A .,4,. ^) (Y ~. T)2 4- (A- + h) (Y ~ U) 4" (a. + ^ 4- ^) (Z — T)'
4-" ( a 4- ^ •1•-11- c) (Z — U)2 4- ( ^ — a -" ^) (T — U ) 2 ,

et la somme des coefficients de ^ surpasse de

a 4-- />

la somme des coefficients de y; si donc a+b est négatif , 9 n'est pas,
contrai rement à l 'hypothèse, la forme pour l a q u e l l e la somme des coef-
ficients est min ima .

Donc non seulement b doit être positif, mais encore supérieur à hi
va l eu r absolue de a; et là même chose peut être d i t e de c, d, e^f, g ,
car une permutat ion des variables permet toujours d'amener l 'une de
ces lettres à la seconde place, pendant que a reste à la première.



Donc, outre ^, les seuls coefficients qui puissent être encore négatifs
sont/?, /", /; s'ils ne sont pas tous positifs ou nuls, on peut tou jours
supposer que À est négatif, et si alors on amène h à la première place
par une permutation des variables, la démonstration précédente mon-
trera que k et / do ivent être positifs, et que de plus h doit être infér ieur
en valeur absolue à b, c, e,f, k, /.

Par conséquent, dans la forme, dont la somme des coefficients esl
m i n i m a , il ne peut y avoir au plus que d e u x coefficients négatifs, sa-
voir a et /2, et ces coefficients, déjà limités comme on vient de le voir, le
sont encore par les considérations suivantes.

5. Faisons dans <p la s u b s t i t u t i o n

^::Y-X,
y = lî — T,
s •== U — Z,
t^ Y -.- T,
u =:: o,

nous obtiendrons la transformée

a (Y „ x — U + T)2 -+- b (Y — X. - II + Z)2 4- e (X — T f •+• d (X — Y}2 4- e (Z -1') ̂
4-/(Y - U) 2 + ̂  (I1 - U ) 2 4- h (U - Z - Y -h T)2 4- k (Z ~ U)2 4- / (Y - T^,

qu'on peut écrire

(a + b 4- d) (X — Y)^ b (X — Z)2 4- (« 4" ̂  (X — Tf ~- (a + h) ( X - IJ ^
- ̂  4- /z) (Y - Z)2 4- (A 4- / - a) (Y — T)2 4- (^ 4- ^ 4" h 4-/) ( Y — lî f
4- ( e 4- A ) (Z - T)2 -h ( /^ -h /< + /c) ( Z — lî )2 4- ( a 4- ̂  — À ) ( T — U ̂  ,

et la somme des coefficients de cette dernière forme surpasse la soninu1

des coefficients de 9 de la quan t i t é

a 4" Ii -i- b.

Donc, pour que la somme des coefficients de <p soit en effet m i n i m a ,
il est nécessaire, si a et h sont négatifs, qu'en valeur absolue a 4- //
soit inférieur a 6, c'est-à-dire à l'un quelconque des coefficients des dif-
férences autres que ^ — j et z — t qu'on peut former avec les quaire
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lettres ^, y, s, /. En d 'aut res termes, il faut que a 4- h soit infér ieur en
valeur absolue à b, c, e^f,

l! est donc main tenant démontré que si, parmi les formes équiva-
lentes à une forme donnée, on choisit la forme dont la somme des
coefficients est m i n i m a , cette forme vérifiera tou jours l 'une des con-
d i t i ons de r éduc t ion .

6. On voit en ou t re qu'on pourra toujours parvenir à une forme
dont les coefficients vér i f ient les condit ions de réduct ion en employant
les subst i tut ions qui permutent les variables et aussi les d e u x subst i-
tu t ions

x = T ~ Z, x ••=. Y — X,
j=X-U, y^U-T,
s =: Y -- U, z == U — Z,
t := T — U, t = Y — T,
U "-= 0, U '== 0,

car leur emploi permet de réduire indéf iniment la somme des coeffi-
cients des formes qui ne sat isfont pas aux condi t ions de r éduc t i on .
Nous reviendrons plus loin (n° 8) sur ce sujet .

7. Je vais enfin démont re r q u e , abstraction faite des permuta-
tions possibles entre les variables ^*,J, -s, t, u, il n'existe qu'une seule
forme capable de vérifier l'une des conditions de réduction.

La démonstra t ion résultera de ce que toute substi tut ion appl iquée
a u n e telle forme augmente nécessairement 1a somme des coefficients,
à moins qu 'el le ne produise qu 'une permutation des variables; de
sorte que , si deux formes équiva len tes non ident iques é ta ient eu
même temps réduites , la somme des coefficients augmentera i t en pns-
sant, soit de la première à la seconde, soit de la seconde à la pre-
mière, ce qui est é v i d e m m e n t impossible.

Pour le prou ver, je remarque d'abord que la somme a •+•& +-... 4- k 4- /
des coefficients est égale à la moitié de la somme des coefficients de .x"',
y2, <s2 , t'\ u2, lorsqu'on développe les différences contenues dans y.

Je partage main tenant la démonstrat ion en trois parties correspon-
dant aux trois conditions de réduction ;
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i° Je suppose que la forme y vérifie la première des condit ions de
réduct ion, c'est-à-dire que tous les coefficients soient positifs.

Soit une forme $ équiva lan t à y et ne s'en déduisant pas par une
permutation des variables. La subs t i t u t ion qu i permet de passer de y à
<D remplace alors certaines différences par des expressions contenant
plus de deux lettres. Supposons que x — y soit, par exemple, rem-
placé par x 4-y— z — t\ alors, au lieu de a{x — y ) 2 , on aura

a ^ x - ^ y — z — £Y\

et, quand on fera la somme des coefficients de . r2 ,^2 ,^2 ,^2 ,^2 , I; i
quant i té a entrera quatre fois dans cette somme au lieu de n'y entrer
que deux fois; la somme des coefficients sera donc augmentée.

Ainsi, pour que la somme des coefficients n ' augmente pas par l'em-
ploi d'une subs t i tu t ion , il est nécessaire que t o u t e différence don t le
coefficient n'est pas nu l , c'est-à-dire toute différence entrant effective-
ment dans y, soit remplacée par une différence, ce qui exige que la
substitution se réduise à une permutat ion des variables oc, y , z, l, u.

2° Supposons que la forme ç? vérifie la seconde des condit ions d(;
réduct ion, c'est-à-dire que le coefficient a soit seul négatif et infér ieur
en valeur absolue à &, c, à, e,f, g.

De P i d e n l i t é
(.r 4-y — s — / y=:— (,:y —j)2— (,̂  — / )2-l.- (,r — zf + (.r — / )2+ ( j- ~ ̂ ."l" (r --- if,

on tire
(,/._.y)2^__(^+^__^__^^.^__^24,(^__^2^(^.,^^

et, par conséquent, si nous pesons a = — a\ la forme y deviendra

a'{x 4-j — z — tY+{b — ̂ y^ — ̂ -f- (c — a') (.r — /Q2

• + d{x - ̂ -t- (e ~ a') (y ~ ,^)2 - (/-- a') {y - ̂ + ̂ (r --- uY
-h (h -+- a') {z — ^-(-•i k{z — ^)2.4- /(/ — /Q2,

et, in t roduisan t des coefficients Y , c\ d\ e\f\ g\ h ' , k\ V , nous écri-
rons cette forme

o^ a\x 4-7 — z — ('Y^' V (^.— •3)2-+- c'{x — t ) " 1 4 - (.f'{x ~ ^)'2
+C/(^_^)^yv(^_^2^^(^_^y2

-h /// ( ^—^24- /^ ( .5 — II V -4" l'{t— U )\
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où tous les coefficienis a\ V , . . . , K ' , l' sont positifs. De plus, d\ g-' et
h' sont tous trois supér ieurs à a ' ' .

Faisons m a i n t e n a n t une subs t i tu t ion S quelconque; si cette substi-
t u t i o n remplace X+ y — z — t par un po lynôme de quatre lettres, i l
sera nécessaire, si la somme des coefficients de ^%y2, s2, t2, u2 n'aug-
mente pas, que les différences de deux lettres soient remplacées par
de simples différences de deux let tres, ce qui exige que la subs t i tu -
t ion se réduise à une p e r m u t a t i o n .

Si le po lynôme x +y — z — t était remplacé par un po lynôme conte-
nan t trois lettres, la plus simple expression possible de ce polynôme
serait x -+- y — 2t, et la somme des coefficients de .r2,^2, s2, t2, u2

croî t ra i t nécessairement.
Enfin, si x-^r y — -s — t était r emplacé par une différence de deux

lettres, la l e t t r e a' qui entre qua t r e fois dans des coefficients de x2.
y2, ^2, ^, 11^ n 'ent rera i t p lus que deux fois. Quelqu 'une des lettres
//,</, . . . , /c\ V pourra i t a lors entrer plus de deux fois, et, par consé-
quen t , q u e l q u e d i f férence pour ra i t ê tre remplacée par un polynôme
contenant plus de deux le t t res ; mais il sérail nécessaire, p o u r que la
somme des coefficients de ^.y2, s2, t2, u^ n ' augmenta i pas, que les
différences x — u, y — u et z — l fussent remplacées par de simples
différences, en môme temps que x-^-y — s — t', mais cette hypothèse
est inadmiss ible .

En effet, nous pouvons tou jours supposer que, dans la subs t i tu-
t i o n S, la q u a n t i t é u est remplacée par zéro; et , comme x — u ety — u
doivent être remplacés par de simples différences, il f au t que, dans
la subst i tut ion S, x et y soient exprimés par des différences de deux
lettres.

Soient d'abord x c t j exprimés au moyen de trois let tres d i f f é r e n t e s
seu lement

x == X — Y,
j^X—Z;

appelons a et f3 les différences qu i rcmplaceni x d-j — z — t et z — t',
on aura

^ .4- j/ ,̂ z — t -^ a,

s ~-~ t •=•- 3 "
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oo en conclura

et, par conséquent,

L. CHARVE.

^+^=:2X-Y-Z-a,

z-t-=^

2 . ^ : = 2 X — Y - - Z — a -4- p,

îU == 3 X ~ Y -- Z — a — p.

Comme z et ^ sont des fonctions à coefficients ent iers de X, Y, Z, T, U ^
on devra avoir, en désignant p a r m , / ^ p , y , r d c s nombres ent iers ,

a — p ::=: 2 /7l X 4- ( 2 /À 4- l ) Y 4- ( ̂ p 4- l ) Z 4- ^ <7 T -1- 2 /'• (J,

a 4- ? == 3 m' X. 4- ( 2 /^ 4- l ) Y 4- ( 2/./ 4- J ) Z -h- 9. € / ' T 4- a /•' U.
»
On lire de là

a"r::(//i -4- /^r) X 4-( /Z 4- ^' 4- l) Y 4" {? 4-y-?'4- l )Z4-(</ 4" </) T 4-( / " 4" /"'' ) l.',

3 -̂ :: (m '-+- m ) X 4- ( n' — n ) Y 4- (// — p ) Z + ( </ — /y ) 1' -h ( /- / -. /• ) [J ;

et , comme os. et f3 sont de simples différences, il faut que les seconds
membres se réduisent à des différences de deux lettres. Remarquons
que, si a contient X ou T ou U, p le contient aussi nécessairement ; car
on ne peut avoir m -r- m' =± i avec m — m! -==. o. D'ailleurs, T et U
devant nécessairement entrer dans la subs t i tu t ion S. il f a u t que a et (î
contiennent ces deux le t t res T et U; de sorte que Y et Z do iven t dis-
paraître des expressions de a et ^3, ce qu i est impossible; car on no
peu t avoir à la fois

S

S

, \j ci r

n' — n == o, / i 4- n1 4- i = o, // — p •=:. o, p 4-j/ 4- ï :.= o.

Supposons main tenant que x et y s 'expriment avec quatre let tres
différentes

1 .T^X-Y,
j==Z-.T;

si on appelle toujours a et f3 les différences q u i doivent remplacer
,r — j — ^ — ^ et js — ^, on aura

a^(m+m f4-I)X4-(/^4-^4"ï)y4-(/>+•^4-ï)Z4~(^--^^ /4-,r)T4-(r+r0^j^
?= (m^- m) X 4- {n1— n) Y 4- (//-/>) Z 4- (^— ^) T 4- (r^-. r) II ;

comme U doit nécessairement entrer dans la subst i tut ion S et que a et



RÉDUCTION DES FORMES QUADRATIQUES QUATERNAIRES POSITIVES, î 2C]

jS sont des différences de deux lettres, il faut annu le r à la fois, par
exemple, les deux coefficients de X dans a et ^3, ce qui est impossible.
' Donc toute substitution qui ne se rédui t pas à une simple permu-

tation augmente nécessairement la somme des coefficients,
3° Supposons que a et h soient seuls négatifs; que a soit in fé r ieur

en valeur absolue à 6, c, d, <?,y, g\ h infér ieur en va l eu r absolue à 6, c,
e,/, k, l\ enfin que a -+- h soit inférieur en valeur absolue à b, c, e,f.

Nous pouvons toujours supposer en outre a supérieur à A en va leur
absolue.

Si dans la forme ç on remplacé a par — a', et si l'on remplace
(.y—y)2 par la valeur fournie par l ' iden t i té

(.z—./)2 =:— (.r 4-y— ^ — ̂ 4- {x. -" O2-)- (^ — ^-Kr—^)2 -h(,r— O2 — ̂  — ̂ ,

on obtiendra, en désignant par &', c\ ..., /^, ^ de? coefficients positifs
dont les relations avec a, h, c, .. ., /c, l sont évidentes,

^ == a^r +j — ^ — O2-^ ^'(^ ~- ^)(i -+- c\x — ̂ -\- cV{x ~ u )3 + e'{y — zf

^~f'{y — iy.+ ff'{y — u )2 -+" Â'( ̂  — ^)2 -h Â-^ — ^)2 4- ^(^ -- ^)2,

et remarquons que ^, g\ /c\ l' restent iden t iques à d, g, À, l, do sorte
que à' et ^ sont supérieurs à ^/ pendan t que k' et // son t supérieurs à
la valeur absolue de h'

Cela posé, je dis que, -si l'on fai t une subst i tut ion conservant à la
forme y le caractère d 'une forme rédui te , cette substitution ne peut
que permuter les variables.

En effet, si cette substi tution remplace œ 4-y -— z -- t par un poly-
nôme-contenant quatre lettres, les différences ne pourront, être rem-
placées que par des différences, de sorte que la substitution ne produit ,
comme il est facile de le voir, qu 'une permutat ion.

Si cette subst i tut ion remplace x + y — z — t par un polynôme à
deux lettres, il faudra d'abord que,z* — uely — u soient remplacés par
de simples différencef, puisque cl' et g ' sont supérieurs à a\ De plus,
nous avons vu tout a l'heure que, si x --h y — z — t, oc — u, y — u
étaient remplacés par des différences, il n'en pourrai t pas être de
même pour z — l, de sorte que l'expression par laquelle sera remplacé
z — t accroîtra la somme des coefficients des carrés des variables au

Ann, de V Éc, Normale, 'i^ Série. Tome XL — Avili L 1882. l r ]
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moins de s.h\ c'est-à-dire au moins da double de la valeur absolue
de 2 ( 0 — À ) ; il faudra alors que z — u et t — u soient remplacés par
des différences, puisque k' ett sont supérieurs à h en valeur absolue.
Enfin, les coefficients b\ c\ e!,f, q u i sont respectivement égaux à
h — a\ c — a\ e — a\ f — a\ sont par conséquent supérieurs à la
valeur absolue de h : donc x — z, x — t, y — z , y — t devront être
remplacés par des différences.

Ainsi, dans le cas où x -4- y — -s — t est remplacé par un binôme, i l
en est de même de tontes les différences» à l 'exception de x — y et
T ___ /

Or, dans la subst i tut ion que nous considérons, on peut toujours
supposer u = o, et, comme x — u, y — u, z ~- u, t — u doivent être
remplacés par des différences, il faut que x , y , z , t s 'expriment par
des différences de deux lettres.

On peut donc toujours poser
X r= X -• [J,

et, comme .r — s doi t s 'exprimer par une différence, il faut que l'ex-
pression de z a i t une let t re commune avec celle de x; on peut donc
écrire

^:==z—u.
Comme t doi t avoir une le t t re c o m m u n e avec x, puisque x — i s'ex-

pr ime par u n e différence, mais non avec s, il faudra écrire

^X.-T.

Enfin y ~ / et y — z devant s'exprimer par des différences de deux
lettres, il faut que y a i t une l e t t r e commune avec z et une le t t re com-
mune avec i, et, comme on ne peut a v o i r y = = = X — U, ce qui rendrait y
ident ique à x, il faut poser

• r^Z-T;

mais alors x +y — z — t, qui devrait être remplacé par une différence
de deux lettres, est iden t iquement nul . Ajoutons encore que le déter-
minant de la subst i tu t ion est nul au lieu d'être ±: i.

La supposition que nous avons faite est donc impossible.

En résumé, il est démontré que, si une forme vérifie, l'une des conditions
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de réduction, il n'existe aucune/orme équivalente qui puisse vérifier aussi
quelqu'une des. conditions de réduction, pourvu que l'on fasse abstractiûn
des formes que l'on obtiendrait par la permutation, des variables.

8. Nous avons remarqué au n° 6 qu'on pouvait réduire une forme
en employan t , outre les subs t i tu t ions qui permutent les variables, les
deux substi tutions suivantes

^= T—Z, .r"-=Y~.X,

.y.-=X-Ù, j=:u-T,
z = Y — U, z := U - Z,

t == Ï ~ U, t -= Y - T,
u •;"= o, r i "=:o,

car leur emploi permet de d iminuer indé f in imen t la somme des coeffi-
cients des formes qu i ne sont pas réduites. D'ail leurs cet te somme des
coefficients ne peut pas, dans les formes positives, descendre au-des-
sous d 'une certaine l imi te , puisqu'elle est égale à la demi-somme des
coefficients de a?2, y2, z2, t2, U1.

Il faut cependant démontrer encore que la suite des opérations qui
d iminuen t la somme des coefficients ne se poursui t pas indéf iniment .
Soit donc y une forme non rédui te que l'on veut réduire; supposons
qu'on lui appl ique les subst i tut ions qui d iminuent la somme des coeffi-
cients et qu'après plusieurs opérations on l'ait transformée en une
forme <I>; la série des substi tutions employées pour passer de y à <P
peut se remplacer par une substitution un ique

(S)

x == aX + y/Y 4- y/Z -r- a^T -h- a^U,
y ̂  sx 4- i^Y + y'i 4- [^T 4- p^u,
z = yx 4- ̂ Y + i'ï 4- ̂ r 4- -ru,
t = SX 4- ^Y 4- ^Z 4- o^T 4- ô^U,
II == 0,

et le coefficient de X2 dans <I> s 'obtiendra en remplaçant dans y les
variables^, y, z , t respectivement par a, ?, 7, rî; on obtiendrait d'une
manière analogue les coefficients de Y2, Z2 , P, U2 dans$ ; mais la
somme des coefficients de X2, Y\ Z2, T2, U2 est le double de la somme
des coefficients d*fe la forme $ et cette somme a été constamment dimi-
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nuée par les substitutions qui ont conduit d e < p à < I > ; donc les coefficients
de la substitution S restent nécessairement limités. Il en résulte que
les opérations de la réduction sont en nombre fini. En effet, supposons
que, clans la suite des opérations de la réduction, on cherche chaque
lors la substitution par laquelle on peut remplacer toutes les substi-
tutions déjà employées; on obtiendra ainsi des substitutions analogues
a S et qui ne pourront pas être indéfiniment différentes puisque les
coefficients ce, a ' , a" , . . . sont limités. Si donc la série des opérations se
cont inua i t indéfiniment, elle conduiraifnécessairement à deux formes
^et î'.qu'on pourrait déduire de y l'une et l 'autre par la même substi-
tution et qui seraient par conséquent ident iques l 'une à l'autre, ce qu i
est impossible, puisque les opérations de réduct ion d iminuen t constam-
ment la somme des coefficients. Donc la/orme réduite peut toujours être
obtenue par un nombre fini d'opérations.

9. N.ous avons vu que les substitutions qui opèrent la réduction sont
les substitutions qui permutent les variables et les deux substitutions
que nous avons écrites plus haut. Et comme les substitutions qui per-
mutent les variables sont au nombre de cent vingt, nous avons donc en
tout cent vingt-deux substitutions. Ces cent vingt-deux substitutions
peuvent se ramener à deux seulement.

Pour le démontrer, je remarque d'abord que les cent vinqt-deux
substitutions qui permutent les variables s'obtiennent toutes en combi-
nant les unes avec les autres :

i° La permutation qui change x , y , z , i, u respectivement en

A y, ac, s, t, u.

2° Les deux permutations qui changent^, y, z, t, u respectivement
en

B y, s, ,v, t, u,
B' s, x, y, t, u ;

3° Les trois permutations qui changent x , y , z, t, u respectivement

/•iG y, ^, t, x, u,
c/ ^ t, ^, y, u,
V t, x, y, z, u ;
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4° Les quatre pe rmuta t ions qui changent x ^ y , z, l, ^respectivement
en

1) y, z, t, u, <r,

D' z, t, u, x, y,

iV t, u, x, y , z,

:ir u, x, y, z, t.

On voit en outre que la pe rmuta t ion qui p rodu i t la suite B' s'obtient
en répétant deux fois la permutat ion B.

De même. G' et C7 s 'obtiennent en répétant deux et trois fois-là per-
muta t ion C. Enfin IV, W et W s'obtiennent eii répétant deux, trois el
quatre fois la permutat ion D.

Et si nous convenons d ' indiquer par un exposant la répétition d 'une
même permutat ion, nous pourrons écrire

B/ = W, (7 -r: G\ (7 =: G3, W-=-1)2, IV r= D», iy" -=: D4.

Les cent vingt substitutions qui permutent les variables peuvent
donc être déjà ramenées aux quatre permutations

" A, B, C, I).

10. Mais je vais démontrer que B et C peuvent être ramenés à AetD., . ,
En effet, on a

(^D^D4,

en indiquant par là qu'on obtient C en faisant d'abord deux fois la per-
mutation D, puis une fois la permutat ion A et ensuite quatre fois la
permutation D.

On a de même
B=VAC\

c'est-à-dire qu'on obl ient B en faisant deux fois la permutation C, pu i s
u n e fois Li pcrrnula t ion A et trois fois la permutation C.

Les subst i tut ions par lesquelles la réduction d 'une forme peut s'ob-
tenir sont donc les deux subst i tut ions qui donnent les permutations A
et B et les deux subst i tut ions données au commencement du n0 8.
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Ce qui fait en tout les quatre subst i tut ions suivantes

. ^ = Y, ' .r == Y, .r = T — Z, ^ -. Y — X,
r = X, y =r. Z, y == X — U, y = II — T. .
^ -==- Z, ^ ^ T, , ^ :-=.- Y --- U, s •=: U — 7,
r==T, ^ ==U, ^ ==ï — U , / = Y — T ,
^ ~= U, it -•=- X, ^ == o, /•/ •:;-= o.

Si nous les désignons respectivement parles lettres A, D, E, F, nous
trouverons

A "^-'êPE3 I)2,
F ==:E D'-E,

de sorte que les cent vingt-deux substi tutions qu i opèrent lo r é d u c î i o n
des formes quaternaires se rédaiseni aux deux subs t i tu t ions I) et E,
qu'on peut écrire ainsi

^ =- Y — X, x -:.::. T — Z,
^ •== z — X, - ^ y ^ X -- U,
z - ^ T — X , s :::-:1:Y .— U,
/1 = = U ~ X , ' t :=;T — U , •
/^ —. o, // :-;:; o.

Ces deux substitutions ne peuvent être ramenées à une seule subst i -
t u t i on S, dont D et E seraient des puissances. Car supposons que l 'on
ait S" == D, on aurai t S5" == D5; et, comme D5 est une subs t i tu t ion iden-
tique, i l faudrait que S5" fût une substitution identique. Alors les cal-
culs de réduction d'une forme ne pourraient jamais comporter plus de
5n — î opérations; en d'autres termes, quels que soient a, &, . . . , /: ,/ ,
il n'y aurait que 5n — î types de formes réduites, ce qui est absurde.

Donc les éléments nécessaires et suffisants de toute réduction sont les
deux substitutions D et E.


