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SUR LA TRANSFORMATION

D E S I N T É G R A L E S A B É L I E N N E S ,
PAR M. ELLIOT,

PnOFESSEUK A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE BESANÇON.

Transformations réversibles.

1. Soit une équation algébrique irréductible de degré a en x et /3
en y
(i) \ /(^,r)=o.
A chaque point {x,y) de celte courbe répond en général un seul
point (^'1,7)) défini par les formules

, . ' ,, ^'r)2 OC{ :=:-;-.;————-51 / M(^r)
m „ p^) a(3) ^-Q^T)5 aè

M, N, P» Q étant'des polynômes quelconques. La valeur de x^ se pré-
sente sous une forme indéterminée pour un point m de/si les courbes
M= o, N = o passent par ce point. Mais, en supposant que le point
{oc, y} se rapproche du point m sur une branche déterminée d e / ( 4 ) ,
;r, aura une limite qu^on trouvera en remplaçant y par une valeur ap-
prochée contenant un riombre suffisant de termes de son développement
en série qui répond à la branche considérée. Autrement, les poly-

(1 ) rappelle, pour abréger, branche de la courbe (i), l'ensemble des solutions ^, y quand
on a choisi une des racineâ de l'équation (x) qu'on suit par continuité.
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nomes M et N miraient avec/une racine commune y, quel que soit x,
et l'équation ( i ) ne serait pas irréductible. Si les coordonnées x ety du
point m annulent les quat re polynômes M, N, P, Q, et si m est un point
m u l t i p l e de la courbe/== o, on pourra trouver différentes limites
(^nji) suivant que l'on considère les différentes branches répondant à
ce poin t ; mais il y en aura toujours un nombre fini. Nous dirons qu'à
une solution analytique {^, y) répond toujours un seul point (^,jJ,
une solution ana ly t ique é tan t définie non seulement par les valeurs de x
et y pour le point considéré, mais par le développement en série dej
pour la branche considérée qui passe en ce point. L'ensemble des
poinis [x^ yj ainsi définis consti tue une courbe/i (^,ji ) = o, qui est
la transformée de ( r ) et dont nous allons chercher l 'équation.

2. Remarquons que pour un point (^,j^) de la courbe transformée
les équations ( ^ ) et (3} ont une ou plusieurs solutions communes (^,y)
appartenant à l 'équation (i), outre les solutions communes répondant
aux points d e / d o n t les coordonnées annulen t s imultanément M, N,
P, Q et qui sont indépendantes de x^ ety^

Réciproquement , tout système {x^ y^) , tel que les équations (2) et (3)
aient parmi leurs solutions communes? en nombre f ini ou inf in i dans
certains cas (1) , une solution appartenant à /= o, donne un point de
la courbe transformée. Il n'y a exception que si pour la .solution (^,r)
en question l'une des formules ( ^ ) ou (3) se présente sous une forme
indéterminée, car, d'après la définition, nous faisons correspondre à là
solution [x, y) un seul point , ou du moins un nombre limité, et les for-
mules (2) et (3) en donnent une in f in i t é .

Pour trouver l'équation transformée, posons, en appelant î, une indé-
terminée,
(4) ^4-À7=^,

et él iminons x et y entre les équations (2), (3) et (4), L'équation (4)

(* ) Ces équations n'auront un nombre infini de solutions communes que dans des cas ex-
ceptionnels, puisque le résultat de l'élimination dej', par exemple, devra se réduire à une
identité, et que x\ et ;ri sont les seules quantités variables. Le polynôme -^, ordonné par
rapport aux puissances de / e tX, devra avoir dans ce cas des coefficients qui, égalés à zéro,
ont une solution commune (,ri,j*i).
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étant du premier degré, on remplacera x par t — \y dans les équa-
tions (2) et (3), et FOU sera ramené à l 'élimination d'une inconnue y
entre deux équations algébriques. Soit

<?( / , \x^,y^} ==o

le résultat de l 'élimination. Appelons £,,, ï? , , £2. "/h? . • " les coordonnées
des points de /qu i annulent à la fois M, N, P, Q, c'est-à-dire les solu-
tions communes aux équations {^) et (3) indépendantes de <x^ e t y < , et
û^, |3i, û^, ?2» • • - les autres solutions des équations (2 ) et (3). Il est
clair que, pour une valeur quelconque attribuée à X, l'équation en t,
y == o, admetira les solutions

^+^7îi, ^2+^2? • • • ? ûci-h^(3i, a^-l-^pa» • • • •

Si maintenant on ordonne le polynôme <p par rapport aux différentes
puissances de ̂  et d e y ^ , tous les coefficients contiendront un facteur
commun en t et X qui, égalé à zéro, donnera les solutions ^+^1.
Ê2-+- ^2» • • • - Apres la suppression de ce facteur, qui n'exige que des
recherches de plus grand commun diviseur, il restera un polynôme.
^(£,1, '^njj ̂ n? ég^6 à zér0' n'admettra plus comme racines que

ai-l-Àpi, aa-t-XjSa» • • • '

La condition nécessaire et suffisante pour que les équations ( 2 ) et (3)
aient actuellement une ou plusieurs solutions communes appartenant
à ( i ) est évidemment

/(^,M/(^p2)...==o.

Ce produit est une fonction symétrique des solutions a< , f^, ^2, ^2» - • • •
On pourra donc l'exprimer en fonction entière des coefficients des
équations ( i ) , ('2), (3) par la méthode connue de Poisson, en se servant
comme auxiliaire de l'équation 4* = = o ( 1 ) .

3. D'après la remarque faite au numéro précédent» le résultat auquel
on parvient peut encore différer de l'équation de la courbe transformée

( 1 ) SERRET, Algèbre supérieure, Sédition, p. 597*
Ann. de FÉc. Normale. 3e Série. Tome IX.— MAI 1880. ^
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par un facteur qu'on devra supprimer, si les polynômes M et N ou bien
P et Q s ' annulen t pour certains po in t s de la courbe (i) . Si par exemple
M et N s 'annulent pour les coordonnées x, y d 'un point de la courbe ( i ) ,

p
la fraction.-, prenant la valeur k, les équa t ions (2 ) et (3) a u r o n t une
solution commune appar tenant à ( i) pour j^= k, quel que soit x ^ . Le
résultat de l 'él imination contiendra donc le facteur y ^ — k. Après la
suppression de facteurs indépendants de ̂  ou dey , , on arrivera enf in
à une équation de degré a^ en ^, et R ^ en y , ,

( 5 ) ..- /i(.r,,^):=o,

qui sera celle de la courbe cherchée.

4. Supposons que dans Féqual ion ( 5 ) on remplace x^ Qty^ par leurs
valeurs tirées des équa t ions (2) et (3). Le résultat de la subs t i tu t ion
s'annulera pour tous les systèmes (^?r) d o n n a n t à x^ e t r ^ des valeurs
satisfaisant à Péquai ion (5) , c'est-à-dire en par t icul ier pour tous les
points de la courbe/= o. Mais i l s 'annulera pour une i n f î n i l é de points

•étrangers à cette courbe; car, pour un système <To y, v é r i f i a n t l'équa-
t ion (5), les équations ( 2 ) et (3) ont un certain nombre de so lu t i ons
communes, dont une seule appar t i en t , en généra le à/=--(). On en
conclut aisément, par les propriétés des polynômes entiers,

/ g ) ' f / M .P\^/(^r) .F(^r)[b) . f,^^^^^^—,

F étant un polynôme dont le degré est généralement beaucoup p lus
élevé que celui de/1

On peut conclure de là que réqualion (5) est i r réduct ible; car, si elle
se décomposaiten deux facteurs rationnels/^ et f^\ on pourrai t faire
dans chacun d'eux la substitution précédente- Pour tous les points oc^, y^
de /^ '^o» les équat ions ( 2 ) et (3) ont une solu t ion commune appar-
tenant à ( i ) . Le numérateur du résultat de la substitution doit donc
avoir une racine y commune avec /quel que soit x,et, comme /est.
irréductible, il doit être divisible par/ II n'y aurai t exception à ce
raisonnement que si tous les points de/^^ o répondaient à des points
en nombre limité de/== o, c'est-à-dire si, pour certains points [x, y} de
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celte dernière courbe, ^ ou y^ se présentaient sous la forme °î et
" . 0

nous avons suppr imé les facteurs correspondants. Il en résulte que les
polynômes/^ et/^ s 'annuleraient pour toutes les sol u lions oc^y^ ré-
pondan t à tous les points de/=== o; ils seraient donc tous deux divi-
sibles par/ i , ce qui est impossible, puisque ce sont des facteurs de/^ .

5. Pour une solution que lconque ^,, y , de l 'équation transformée
, / i==o, les équations (2 ) et (3) n 'auront , ea général, qu 'une seule
solution commune appar tenant à /== o. C'est à cette cond i t i on seu-
lement que la t ransformat ion sera réversible. Rien n'empêche que, pour
des valeurs particulières de x,, y , , les é q u a t i o n s ^ ( 2 ) et (3) aient p lu-
sieurs solut ions communes appar tenant à/== o; c'est ce qu i arrivera si,
les fonctions -^ ^ reprennent .leurs valeurs pour différents systèmes
de valeurs x, y satisfaisant à l 'équation ( ï ) .

On pourra, dans le cas d'une transformation réversible, exprimer x
ety ra t ionne l l emen t par rapport à x ^ ' et y^ en vertu du théorème sui -
v a n t :

Quand trois équations algébriques à deux inconnues ont une seule
solution commune, cette solution s'exprime rationnellement en fonction
des coefficients.

Soient, en effet,/== o, /(<) == o, fw === o les trois équations contenant
les inconnues x etj. Posons y +• \x r= t, et é l iminons successivement x
et y d'abord entre cette dernière équation et/=== o,/^:^ o, puis entre
cette même équation et/*= o, fw= o. Soient

P(^X)==o , Q(U)=o

les résultats de ces éliminations. Si l'on appelle x ' , y ' la solution com-
m u n e aux équations proposées, les équations P==o, Q==o admettront
évidemment, quel que soit5i, la racine commune y ' -+"^;z1'. Il faut dé-
montrer qu'elles n'en admettent pas d'autres. Remarquons, pour ce'h,
que toute racine 'de ^équation P===o est de la forme ^ -f--).^, ^, ^
étant une solution commune aux équations/'== o,/^0^: o. De même»
toute racine de l'équation Q =:<) est de la formel •+• ^2» ̂  ^2 é tant
une solut ion commune aux deux équat ions /'•==<), yw:^ o. Pour que
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les équations P === o, Q == o aient une solution commune quel que soit
},, on doit avoir, quel que soit À,

(3,4- Xûi.{ == i32-4-Àa2,

et cela ne peut avoir lieu que si l'on a a^ == ^2? ^3i == jS^ car Oîi ti^
de Inéquation précédente

^^Pir-Êi.
a a— ai

Le second membre est le coefficient angulaire changé de signe de
la droite qui jo'int les deux points réels ou imaginaires (^,^) , (a^,^),
et, comme il n'y a qu'un nombre limité de ces points, il faut que l'on
ai t séparément o^ = 0:2, ^ = ̂ . On voit donc que les équations pro-
posées auront autant de solut ions communes que les équations P == o,
Q = = o auront de racines communes quel que soit L II résulte de l'hy-
pothèse que les équations P= o, Q= o auront une seule racine com-
mune;.on pourra donc l 'exprimer rat ionnel lement par rapport à X et
aux coefficients des équations données. En faisant À nu l , on trouvera
l'expression dey, et, en faisant X infini, la valeur de ^ fournira l'expres-
sion de x. En prenant pour/^o,/^^ O y / ^ ^ o les équations ( ï ) ,
( a ) et (3), on en conclura les expressions rationnelles

(7 ) , • .̂

(8) y-

^ M \[^\.y\ ^
' N i ( ^ , ; n )
_ P i ( ^ ,y< '

Qi(^?y^
6. Les équations ( 7 ) et (8) ont été déduites de la résolution de deux

équations algébriques qui ont une racine commune. Or on sait que,
quand, le résultant a une racine double, l 'équation du premier degré
qui fournit la racine commune se réduit à une identité, et qu'il y a
deux ou plusieurs racines communes égales ou inégales données par une
équation du second degré ou d'un degré supérieur (1) . Nous pouvons
donc faire sur les formules ( 7 ) et ( 8 ) les mêmes remarques que pour
lesformules(2), (3), c'est-à-dire que, pour certaines solutions deréqua-

( 1 ) BRIOT, Âl^èbre^ 8e édition, p. 396.
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lion/, ==o, ces formules se présenteront sous une forme indéterminée.
Mais, comme Vi est une fonction algébrique de x^ qui sera déterminée
quand on fera mouvoir le point (^,ji) sur une branche connue de
f\ ==o, il y aura toujours pour oc et y des limites qui, à cause de -la
continuité, appartiennent à la courbe/== o.

Si dans l 'équation/= o on substitue les valeurs de oc et y tirées
des équations ( 7 ) et (8), on trouvera, de même que précédemment,

i ^ ^(m{ M ^(^.n)Fi(^,.n)• ( 9 ) ANT orr' ——MW——5

Fi étant un polynôme entier.

Transformations rationnelles quelconques.

7. Reprenons l 'équation
f(^,y)=o,

et supposons qu'on y remplace oc et y en fonction de deux nouvelles
variables ^i,Ji au moyen des formules ( 7 ) et (8) , mais où l 'onsuppose
que Mu No Pô (h sont maintenant des polynômes quelconques, L'é-
quation transformée résultera de la substitution, et l'on aura

jw^ P<\_^^ri)IK)) J \N, 1 oTy^ moi;
Pour toute solution x, y de l'équation ( i ) , les équations ( 7 ) et (8)

ont un certain nombre de solutions communes ;r,i, r, dont l'ensemble
constitue la courbe transformée, et réciproquement, si dans les équations
(7 ) et (8) on regarde x^ ety^ comme une solution de l 'équation F, ==o,
elles donneront pour oc et y, d'après l'équation (10), une solution de
/'== o. Si pour des valeurs convenablement choisies de.r etyles équations
(7 ) et (8) avaient, une infinité de solutions communes, les solutions en
question appart iendraient à u n e courbe dont on trouverait le premier
membre en facteur dans le résultat de la substitution. Appelons/, le
quotient de F^ par ces facteurs qui donnent des courbes répondant à
des points particuliers de/== o,/, =o sera l'équation de la courbe
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t ransformée. On fait correspondre ainsi à un point (.y, y) de/== o un
nombre .déterminé de points (^i,ji) de/ == o.

8. L'équation/ = o peut être irréductible ou non. Si elle est ré-
(iuctib.le et se décompose par exemple en deux équa t ions rationnelles
^•"^^y^)^^ ^ p^ 'regarder indif féremment chacune des deux
équat ions comme la transformée de/= o. Nous allons prouver en
effet que, en subst i tuant dans les équat ions (7) et (8) l'ensemble des
solutions x^ y^ répondant à la courbe/15^ o, on obtiendra pour x
ety toutes les solutions de/== o. Cherchons, par la méthode de Poisson
qui a été indiquée au n° 2, la condit ion pour que les équations ( 7 ) ,
(8) et/^o aient une on plusieurs so lu t ions communes x^ j<; on ,
arrivera à u n polynôme eniier en x e t j qui , d'après la remarque faite
au numéro précédent, ne peut avoir d'autres solutions que celles de
/== o. Ce polynôme, égalé à zéro, aura , quel que soil <r, des racines
coîïiiBunes y avec/(^,j)== o et, par su i te , sera nécessairement/ou
une puissance de/ puisque l 'équat ion (i) est i r réduct ib le . Il n'y aura i t
exception à ce raisonnement que si la courbe /".^o répondait à
un nombre l imi té de points de /=== o, c'est-à-dire si, pour certains
points [x, y ) de/== o, les équations (7) et (8) avaient une in f in i t é de
solut ions communes, et nous avons écarté ces facteurs. Où en conclut
que, quand le point (^,j) décrit la courbe/== o, un certain nombre
de solutions des équations (7) et (8) décrivent la courbe/^^ o, tandis
que les autres décrivent la courbe/2^ o. Même raisonnement s'il
y avait décomposition de / en un plus grand nombre de facteurs ra-
tionnels.

9. Ce qu i précède permet d'éclaircir la notion des transformations
réversibles. Il faudra d^abord que l 'équat ion/=== o ne soit pas irré-
duct ib le et en outre que l 'une des courbes,/^=== o par exemple,
qu'on peut regarder comme la transformée de /== o, soit décrite
par une seule so lu t ion des équations (7 ) et (8), sauf pour des valeurs
part iculières de oc, y qu i répondront à des points communs aux
courbes/1^ o,/2^ o, . . . . Dans ce cas, d'après le théorème du n° 5,
on pourra exprimer rat ionnel lement ^,i,j< par rapport à a) ety, et l'on
rentrera dans le cas des transformations précédemment étudiées. 11
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peut arriver que les solutions communes aux équa t ions ( 7 ) . et (8)
soient i ndépendan t e s de <r etj, sauf une seu le - Dans ce cas; on peul
tirer de ces équations ^,, etj., en fonction rat ionnelle de x etj sans se
servir de l ' équat ion/== o. C'est ce qui résulte immédiatement de. la
résolution de deux équa t ions algébriques. Ces t ransformat ions sont
celles de M. Crenwna.

Supposons que l 'équation /i = o soit i r réduct ible , et cherchons,
par la méthode de Poisson, la condi t ion nécessaire et suff isante pour
qu'el le ait des so lu t ions cornn'nincs avec les équations (7) et (8); ou
retrouvera la courbe/= o, mais pour chaque point (^,y) dè/== o il y
aura plusieurs solut ions communes a p p a r t e n a n t à/ i == o. On vo i t donc
qu ' i l était nécessaire, au n° 5, de faire entrer dans la déf in i t ion des
transformations réversibles la condition que les équat ions ( - 2 ) et (3 )
eussent en, général une seule s o l u t i o n commune .

Transformation des intégrales algébriques.

10. Nous a l lons é tud ie r l ' app l ica t ion des t ransformat ions précé-
dentes aux intégrales qui dépendent d 'une équa t i on algébrique, et en
particulier aux intégrales de première espèce.

Soit l ' in tégrale
^A

( ï î ) f y(^)<te,

y(.r) étant une fonct ion déterminée de .r< Substi tuons à la va r iab le <r
une nouvelle variable x^ l iée à x par l 'équation

(12) x^^[oc^,

où ^ désigne une fraction rat ionnelle. On sait que, si l 'on divise le
chemin /d ' in tégra t ion en un nombre i n f i n i m e n t grand de parties dont
les extrémités sont a, a\ a\ . . . , A, l 'intégrale ( i r ) sera, par d é f i n i t i o n ,
la l imite de la somme
( ï3 ) ^'-^^{^^{a^a^^^1}^.^.

^
Appelons a^ a^ a^ ... les racines de l 'équation (i^) pour ,1;==^,
d^ a^, a^, ., . les racines de cette équation pour x = a\ etc. Ces racines
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varient d'une façon continue avec x. Nous supposerons que a\ est la
valeur in f in iment voisine de a,, a', la valeur infiniment voisine de a^
et ainsi de suite.

Si pour aucune valeur de x r épondant au chemin / l 'équation (12)
n'a de racines mult iples, le chemin l donnera les nouveaux chemins/, , ,
4^ • • • » qu i ont leur origine aux points a^ a^, . . . » et qu'on pourra
suivre par continuité sans qu'ils se confondent jamais les uns avec les
autres. La définition précise de l'intégrale transforï)iée prise le long du
chemin ^ résultera des identités suivantes ( 1 ) ,

a' - a = ̂ [a\] - ̂  (^) == (n\ ~ a,) (̂  ^r e^ ,

i l4 j ^ a / /-a /^^(a /;)-^(^)==(^-^)^+E^,

£1, ÊJ, ... é tant des quantités infiniment petites.
L'intégrale transformée sera la limite de la somme

(^-^)^9[^(^)]+(a /;-^)^ç[^(^)]+...;

on pourra l'écrire
f^}}^d.i ?

" d i )

et elle sera égale à la proposée.
Pour le chemin 4, les identités ( ï 4 ) seront remplacées par les sui-

vantes,
( ^-^ = ̂ (4)-^H^) =(^-02)^^+6^,

(I5i ' ^-^-4J(<)--^(4)=(^---4)(^^+^V,\aaa; /
* . . . . . . . . • . « . . . . , . . . . . . . . , . . . . . » . . » . . • . . , . . ,

et ainsi de suite. 11 est important de remarquer que les éléments de la
nouvelle intégrale relatifs aux différents chemins l^ 4? -• et ré-
pondant à un même élément de la somme ( ï3) peuvent être remplacés

( r) BRIOT et BOUQUET, Théorie des fonctions elliptiques•y p. ta6.
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les uns parles autres sans changer la valeur del'intégrale. Par exemple,
on peut remplacer l 'une par l 'autre les expressions

(a^^,]^o[^)], (^^)^<?[^)].

car elles ne différent de (a'— a)cp{a} que par des quantités infiniment
petites par rapport à elles. Ainsi l'on pourrai t , sans changer la valeur
de l'intégrale transformée, suivre d'abord le chemin/ , , puis continuer
l'intégration en adoptant le chemin 4 a partir du point correspondant,
et ainsi de suite. Cela nous montre que, si le chemin / contient des
valeurs de x pour lesquelles l'équation ( 1 2 ) a des racines multiples,
c'est-à-dire si dans le cours de l'intégration les chemins /,, 4» • < -
viennent à se rencontrer, on pourra poursuivre avec une quelconque
des racines de l 'équation (12), ou plutôt , afin d'avoir un chemin con-
t inu, avec une de celles qui étaient égales au point considéré.

1 1 . Con-sidérons maintenant l'intégrale
A, ït/»A, U

( ï 6 ) , ^ ^[x,Y}dx,
^ (i, ii

ou y est une fonct ion algébrique de x définie par l 'équat ion
( 1 7 ) f(x,y]-.=o.

Substituons à x et y de nouvelles variables <r,, j\ définies par les
formules
;i8) x-:-.^[x^y^,

( 1 9 ) .r^x^.yv)»
^ et ^ étant des fractions rationnelles. L'équation ( ( 7 ) aura pour
transformée (n0 7) une au t re équat ion algébrique
;^o) j\[x^y^-=.Q.

Pour chaque point x=- a, y == b de la courbe ( 1 7 ) » les équations (18)
et ( (9) ont un certain nombre de solutions communes ( a< , b\},
(^2, b^}, • * • qui appartiennent à la courbe (20), en sorte que dans la
substitution on devra regardera comme une fonction de^r, satisfaisant
à cette équation (20). Nous avons vu qu'on pouvait toujours supposer

Ann. de l 'Éc . j^orm/ile. ^ Série* Tome ÎX. — MAI 1^80. ^-3
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fini le nombre des solutions (a, , b^\ {a^ &a) , . . . . On sait de plus, par
la résolution de deux équations algébriques à deux inconnues, que eus
solutions varient d 'une façon continue quand la solution (a, b) varie
elle-même d'une façon continue.

Pour définir complètement l'intégrale (16), il faut se donner non
seulement le chemin /d ' intégrat ion qui représente la succession des
valeurs de la variable imaginaire x, mais encore pour chaque valeur
de x la valeur de y correspondante ; en d'autres termes, il faut se donner
la suite des solutions analytiques qui constituent ce chemin. La
fonction (p(a?,y) devient alors déterminée en chaque point de l, et l 'on
est ramené au cas précédent. Au chemin l répondront des chemins ^,,
4, ... qui auront leur origine aux points analytiques ( a , , & i 5 ,
(02 ,62 )» - • • • Si l'on adopte un de ces chemins, ^ par exemple, la fonc-
tion ^(^»jrJ sera une fonction algébrique de x\ ayant une dérivée
déterminée, excepté si l'on arrive à des points de / pour lesquels les
équations (18) et ( r g ) ont plusieurs couples de solutions égales. Mais,
d'après ce qui a été dit plus haut, on pourra continuer l ' intégration en
adoptant une quelconque des solutions qui étaient égales entre elles,
s^ns changer la valeur de l'intégrale transformée.

Si l'intégrale (16) est de première espèce, elle a, par définition, la
propriété de rester finie pour tous les chemins possibles d'intégration
et pour toutes les racines de l 'équation f= o qu'on veut adjoindre à .r
le long de ces chemins. L'intégrale transformée jouira évidemment de
la même propriété.

12. Pour effectuer la transformation d'une intégrale de première
espèce, nous la prendrons sous la forme ordina i re

r9 ( x^ r) dx
y ' . 1 1 ! , 1 1

J aï

Soient les formules de transformation

l-l —^^-^..r,),

'"•' ^K^r^-^
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et
1^3) /,(.r.,,y,)==o

réquation transformée. On aura, par les formules de transformation,

(.4) /(^7)=/(^^)-^(^,7<)<&.(^.r«).

<I^ étant une fraction rat ionnelle dont le dénominateur est N ^ Q ^ . Si le
résultat de la substitution est irréductible, le numérateur deJE^se ré-
dui ra à une constante (n° 7). Si le résultat de la substitution est réduc-
t ible , on sait qu'il faut prendre un des facteurs f^ qui, égalé à zéro,
donnera par définition la courbe transformée ; le numérateur de î^sera
le produit de tous les autres facteurs. Si la transformation est réver-
sible, le numérateur de <î^ sera la fonction désignée par F, dans le n° 6.

On aura, en différentiant la formule ( ^ x ) ,

/ fà^f <H, rfn\ ,c/^= ^ + ^ ^ 1 ^.
\àXi ày^ d x ^ )

Le point ^1, j\ étant toujours, par hypothèse, sur la courbe/i == o, on
on conclut

^L
rfrj àoc\
~dx\ ~ ̂  ~àf[ ?

^
et par suite

^^-f^b Èû^^ÈfA ̂ i.
~\â^t àf^ à}-i àxj àj\

^

Pour calculer v^ prenons les dérivées partielles par rapport à .Z(
et j^ de l 'équation (24), en regardante et y comme des fonctions de x^
7i définies par les formules (21) et ( ^ s%) . On aura

^$^<y^+^^, , •
àx\ àx àx\ à y ôx\

' ' ^Ld) ^y^+VM,
6^*1 l 'àx àyi ày ~àf\î
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\f^

et, en é l i m i n a n t — ' ?àx

^ff0!! à^^ôlL ()^\=( à^- àil^àf± ̂ W.
ày\ô^i ()}"i à}r^ à^J \^, ày^ ^i àx^ [ î

iVoîi
à^i ^i c)^ <bp

J.z- ().ri on an àx\ âx\
ôf ̂  $. ^_
57 ^n

e l e n f i n
, . /^ d^ __ à^_ ()y^\

y(^,y)rf^ , C P I T < ? X I ) l̂  ^r^ 5r^ î.
^f ~ ' ' <Ï»i ^ *
ày ()}^

Le second membre ne contient plus que les variables nouvelles^ et 7^,
1/intégrale de ce second membre a la propriété de rester finie pour
toutes les valeurs de^. Pour prouver que c/est une des intégrales de
première espèce de l'équation f^ = o, il suffit de montrer que l'on
pourra profiter de l'équation/, == o de façon à rendre entière la fraction
rationnelle qui mu l t i p l i e—^ i -

^

13. Pour simplifier l'écriture, supprimons les indices et appelons •,.
dxla fraction rationnelle qui mult ipl ie -r/r dans l'intégrale. On sait, par

' • ^r ! ; . • . ,la théorie de l'élimination, qu'il est toujours possible de déterminer
deux polynômes G et D en x ety tels que CB + D/soit un polynôme X
indépendant de y. Puisque oc et y sont liés par réquation/(,r,j) == o,
on pourra remplacer la fraction ., par —, ou par —" On peut en outre,
en se servant de Féquation/^y) == o, qui est du degré ^3 eny, faire
en sorte que le polynôme AC ne contienne plus que des puissances de
y inférieures à p. L'intégrale aura alors la forme suivante,

f/4^ r^1 -+• A^.2 r^""2 4-... 4- AO dx
' J———x—————y .

1 1 ! : - 1 1 - , ! ! , ! ! ! 1 ' 1 1 àr 1 , !



SUR LÀ TRANSFORMATION DES INTÉGRALES ABÉLÏEKNES. 1 8 S

les coefficients Àp-i,/^-^ • • • ? ^o étant des polynômes en oc. Soit;r== a
une racine de X pour laquel le les ^ racines y,, ya, ..., yp tirées de
l'équation y == o sont inégales. L'intégrale étant finie pour x-==a, il
faut que le polynôme numérateur s'annule pour ;r-== a et pour les f3 ra-
cines correspondantes de y. Comme il est seulement du degré ? — i, il
faudra qu'il se réduise à une identité pour x= a^ c'est-à-dire que les
coefficients soient tous divisibles par oc—a. Après la suppression du
facteur x — a, on pourra répéter le même raisonnement pour les autres
facteurs de Xy dif férents ou non de x — a.

Supposons maintenant que pour x^=- a l'équation /•=- o ait un cer-
tain nombre /ule racines égales à b. Pour que la conclusion précédente
subsiste, il suffit évidemment de faire voir que le polynôme numéra-
teur et ses n — ï premières dérivées par rapport à y doivent s'annuler
pour x = a ety"== b. Or, l 'intégrale proposée étant finie, il en est de
même pour,r = a de la suivante :

F lï»..-1 /Y^•-l •4- /^-,-...2 r^-"2 -4" .. -4- fto dx_j ^ _ ^ . ^ ^ .
àr

En posant ^ = a 4" x'\y= b 4-y, les dérivées du polynôme numé"
rateur par rappor t à y sont, pour x == a, j= &, les coefficients des dif-
férentes puissances de y ' dans les termes indépendants de ^\ et les
coefficients des n — \ premières puissances dey doivent être nuls ( 1 ) .

Il résulte de là que les polynômes /^^Ap^, ..., ho seront tous divi-
sibles par X, et le coefficient de — se réduira à un polynôme. Si Foc

àf
est un point ordinaire de la courbe /== o, on aura a == ?, et le poly-
nôme sera du degré a — 3,

14. Nous venons de voir qu'une intégrale de première espèce de
/== o se transformait toujours en une intégrale de première espèce de
f^ ==o. Mais on n'obtient pas ainsi toutes les intégrales de première
espèce de/, = o, à moins que la transformation ne soit réversible.

( 1 ) Vow ma Thèso {Annales de l'École Normale supérieure, ï 877 ).
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Soit, par exemple, la courbe
1^5) ^ ^^(i_^)^_/,-2^

et faisons la substitution
^==^î, T=y^

La courbe transformée sera

(^6) ^^-^\}^-^^\^

Cette équation est irréductible, en sorte que la t ransformation n'est
pas réversible. La seule intégrale de première espèce relative à l 'équa-
tion (25) est

Ç____^-^L-.^..^.j '̂T^^ry^-F^y'
^(i — x^)^ -— /r2^2)

^i rf.r^
\/(I~< [̂̂ :^:^

et elle se transforme en
ç___^\dx\__

J ^(T^r^y(rzr/^^"

qui est une intégrale de première espèce de l'équation (aô). Mais l ' in-
tégrale

r^^^^^^__
J ^^^y -̂̂ ^^^

est toujours finie et est une intégrale de première espèce de (^6). Or,
en revenant à la variable oc, elle donne

dx;̂(i^x^^'zr^r^rj

qui a bien la propriété d'être toujours finie, mais qui n'appartient pas
à la courbe (a5), à cause du facteur^ introduit par la résolution des
équations de transformation.

15. Au contraire, si la transformation est réversible, on n'introduira,
en revenant de la variable^ a la variable x, aucune autre irrationnelle
que celle qui provient de l 'équation/== o. Toute intégrale de pre-
mière espèce de/== o se transformera en une intégrale de première
espèce de/i ==o, et réciproquement.
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Une intégrale de première espèce def-= o est de la forme

( 2 7 ) a, lCî-4- a 2 l < ^ + . . . -4-a^IW,

a,, ^2, . . . , Op étant des constantes arbitraires. Chacune des intégrales
I^, I^, ..., I^ se changera en âne intégrale de première espèce de
/, == o. On obtiendra ainsi les intégrales ï^\ ï^\ ..., I^» qui sont d is -
linctes les unes des autres, puisqu'on peut passer de ces dernières a u x
précédentes par une transformation rationnelle. Il n'y en aura pas
d'autres distinctes, car la transformation donnerait une intégrale de pre-
mière espèce dey=o, qui serait distincte de F0, I^, . . .yl^. Le nombre
p est donc le même dans les deux cas, et l'intégrale (27) aura pour
transformée

a. I,"-!--^!^^... 4-^1,^

16. Le théorème de Jacobi qui sert de base à la théorie de la mms-
format ion des fonctions elliptiques est un cas particulier de ce qu i
précède.

Soit en effet
r^ dx __j ̂ ^^^^

l 'intégrale de première espèce relative à la courbe

r2^--^)^-^2)-
Soient IJ, et V ^ deux polynômes en ^,, et effectuons la transtbr-

malion
0,

x^ ̂  y'^y,.

^Ydmettons que les coefficients des polynômes U ^ et V, yient été choisis
de telle façon que l'on ai t

' (28) (Vf-UîHVî-^U^PïQ,,

P( et Qi étant des polynômes en x^ dont le second est du qua t r ième
degré. La courbe transformée aura pour équation

^-(.-^V,-^)^^.
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Les intégrales relatives à cette dernière équat ion ne contiendront
d'autre irrationnelle que \/Q<, et la seule intégrale de première espèce
est

fcrf^
J ^ 1

C étant une constante. L'équation (28) entraine donc celle-ci :

. r__ _ ̂ ___ _ p rdx^j ^^^^^^^ ̂  .j ^.

17. 11 existe un théorème analogue pour les radicaux'cubiques por-
tant sur un polynôme du troisième degré. Transformons la courbe

(29) ^==A.r3 4-B.y24-C.y 4- I)

au moyen des formules

^^V1 ' r^r^
et supposons que les coefficients de Ui et de V< aient été choisis de
telle façon que l'on ait
(30) AU? + BU? Vi + CV, V? -+• DV? =: P? Q,,

Pi et Qi étant des polynômes dont le second est du troisième degré.
L'équation de la courbe transformée sera

,. , , PÎOi( 3 1 ) ^^^-.

On voit que la courbe (29) est du genre i. II n'y a donc qu'une seule
intégrale de première espèce, qui est, d'après la règle générale,

f^- C—.- i ——
J y J (A^

ïdx. r €lx

y2
(A.r;ï4- B^2 4- C^4- D)3

Les intégrales qui dépendent de la courbe ( 3 s ) ne contiennent pas
d'autre irrationnelle que v Q ^ - II n'y a donc qu'une seule intégrale de
première espèce pour la courbe transformée, et elle est

dx\r"îi.
j ot
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L'équation (3o) entraînera donc celle-ci,

F dx___ _ , rdx\

J (A^-^B^-^~C^-+-D) i ' J QÎ

/: étant une constante,
II est facile de le vérifier, comme on le fait pour les radicaux carrés.

En différentiant.r == —i on trouve

d^-^-^dxuj^ — - ..^ • uj.
T \

d'où

dx V .U—ILV , dx,

(A^MB^+C.^!))^ VT / . U? , ^V] , .U, -.V'
^A^ 4-ii^^L^ +DJ

_ (v,ir,^-u,v^^,
PÏ QÎ

et il suffit de montrer que le polynôme Vi U'^ — U i V \ est du même
degré que P^ et divisible par lui.

Posons

AU? + BU? V< -h CUi V2 + OV-'; =. A (U, - ̂ V. ) (U, - (BV, ) ( U, - yV. ),

a, |S, 7 étant supposés inégaux* Les polynômes Ui — a V \ , 11, — R V , ,
U , — ' ^ ¥ 4 n'ont pas de facteurs communs» car ces facteurs devraient
appartenir à U< et V < , et la f ract ion— serait réductible, ce que nous
ne supposerons pas. Il en résulte que tout facteur de Pi entre au cube
dans l 'un des polynômes, dans U, — aV, par exemple. Or on a iden-
t iquement

u, r, - v< v\ ̂ :( u, - ̂  )Y, - (u', - ar, ) v,.

ce qui montre que tout facteur de P< entre au carré dans U< V'i — Vi V\.
Si U< e tVi sont tous deux du degré n, ou bien l'un d'eux du degré /?, et

Ânn. de l'Éc. Normale, 2e Série. Tome IX. — JUIN 1880. ^4
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l 'autre ( lu degré /^ — i. P( sera évidemment do degré n^ — r , et l'on
voit aisément que U,Vi —V, V\ estda degré ^n, — 2; il en résulte que
le coefficient de — est une constante. On en conclut que, pour toute

Q?
autre hypothèse sur les degrés de U, et V, , il est impossible de satis-
faire à l 'équation (3o).


