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SUR

L E S N O M B R E S DE B E R N O U L L I ,
PAR M. GOHIERRE DE LONGCHAMPS,

PROFESSEUR DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES AU LYCÉE DE POITIERS.

PREMIÈRE PARTIE.

L'objet de ce travail est le développement, suivant les puissances
décroissantes de oc, de la somme

I/-' .4-. ;>/• 4- 3/*-4- . . .-)- jA

Nous désignerons cette somme par S^» ^t nous poserons

S^^V^.-s'
Nous nous proposons d'arriver au résultat connu ( ^ ) par une méthode
nouvelle, ne s'appuyant que sur des identités faciles a démontrer.
Notre analyse nous conduira, comme on va le voir, non aux nombres
de Bernoulli, mais à des nombres que nous croyons nouveaux, et qui
jouissent d'un développement en série récurrente plus simple qu'aucun
de ceux qui ont été trouvés jusqu'ici pour exprimer le nombre B(" en
fonction des nombres inférieurs Bi, Ba. . . . , B^ ,.

( * ) Voir BERTRAND, Calcul différentiel y p. 349-
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Nous partons de ce principe évident : Si les différentes cases d'une

figure renferment des nombres, quel que soit l'ordre adopté pour compte
ces nombres, on armera au même résultat, chacun de ces nombres étant
compté une fois et une fois seulement.

Imaginons donc un carré

A

dont les côtés ont été partagés en (^+1) parties; menons, par les
points de division, des parallèles aux côtés du carré, et, dans chacune
des [x 4-1)2 cases ainsi obtenues, écrivons Fumté. Faisons abstraction
des unités renfermées dans la diagonale AB, et comptons les unités du
tableau par tranches parallèles à AB. Avant d'arriver à la diagonale,
on trouve

l 4- 2 4- 3 •4" . . » + X

ou S^i unités; au delà de AB, on trouve encore S^, et Fon a l'identité

[x^lY^ [x 4-ï) 4--2^,1

x [ x 4-
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Considérons maintenant le tableau suivant :

A ,-

^

-^

^

^

^

^

D

(.r-

<P

.̂

- l)

2

0

4

.%•

i

3

4

5^

i

2/

(•«-

X

1'

(.y-

(..-

- l )

-3)*

2)*

.y

i/

a*

(a.-

(.Z--

-2)

-l'/

C Q î)

que nous séparons, par le trait plein, en deux parties, comme le montre
la figure. En comptant par lignes horizontales, la somme des nombres
écritsdans ce tableau est

^S^h;

d'autre part, les nombres renfermés dans la partie ABPQC, nombres
comptés par tranches parallèles à la diagonale CB, donnent une somme
égale à

i7'. x + ̂ . 2 4- 3^. 3 -h... + ̂ . x == S^+i-

Considérons maintenant les nombres renfermés dans la seconde par-
tie PQD, nombres que nous compterons par lignes horizontales, et
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58 GOIIIEÏUŒ DE LONGCHAMPS.
nous aurons pour leur somme

Si,A -h Sa,A 4- Ss,k 4- * . • -4- S.c~i,Â.

Nous avons donc l'identité

M ŝ .+, ~= (^ + 1 ) s^ - (S.,A 4- s../, 4-.. .4- s^).
Cette identité sert de base à notre t ravai l ; nous la nommerons identité
fondamentale.

THÉORÈME. — Le nombre S^ est une fonction entière de a', de degré
(^4-1) ; elle ne renferme pas de constante.

La formule (i) permet de vérifier ce théorème pour S^, et nous
allons faire voir que, si la propriété que nous venons d'énoncer appar-
tient a S^ elle subsiste pour <&x^\ *

On a, par hypothèse,

S^ = A^' 4- B^- 4- . . . 4- L^$

par suite,
S.̂ ,̂ . = A (^ — ï)^' 4- B (^ - ï ) ^ 4- . . . 4" L(^ — l) ,

S^/i .-= A (^ — 2)^' 4- B (.y ~ a)71- 4-.. . 4- L (.r - 2),
»• " • • • • • • « « • • • • • » * • ' . • . * » . • . * . . * . . . . . * . . . . » » ,

S^ =:Aï^1 4 - B ï ^ - 4" . . .4-L l .

Ajoutant et tenant compte de l'identité (2) , on a

( 3 ) ( i4-A)S^,^(^4"i-B)S^~ (CSu.~> 4-.. .4- L.S^),

formule de laquelle on conclut le théorème énoncé.

1. Nous poserons donc

S,,A == AA^'4-1 4- B^4- (PA,.^' 4- P^2^~-2 4-, . .4" P^^"/4-. . . 4- PU-.^).

On verra, par la suite, pourquoi les deuxpremiers coefficients reçoivent
une notation particulière, et, cette exception une fois signalée, il est
dope entendu que

- ^ ! , „ .1 ! , p^ !

désigne le coefficient de ̂  dans S^ ((3 notant ni - i ni %éro 5.
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D'après celte notation, l'identité (3) doit s'écrire

( 4 ) ( I+AA)S^-H= [x 4-i- B/.)S^.-- (P^S^-i+P^Sx,/^+. ..+ Pu->^)-

Égalant les coefïïcients de .a^"2 dans les deux membres, on a

( l -h A A ) A / . + I = = A ^

OU
T r

A^,"" ~Kk ==IÎ

T î

AA A/(-

T T

A". ~~ A"; = = I *

D'ailleurs, d'après la formule ( t ) ,

A.=i;
donc

T

'"+"1 """""' k 4- % '*A

par suite,

^rrp
donc :

THÉOBÈME. ~ jDan^ fe développement de S;y ,̂ ^ coefficient de ^/H"1 ^y/
c^a/ a T—1— *b /f + ï

2. Cherchons ma in t enan t le coetiicient de A?\ L'identité (4), en te-
nant compte du résultat précédent, peut s'écrire /

(5) ^-^s,,i+,=(a?+i—B^^^^ -^(^4-...^ -(Pt_,S..,(-i+...);

égalant les coefficients de a;'1"'"', on a
(A) (Â-+2)B^.,==i+-/rB* ( • ) .

( ' ) L'égalité (A) forme, coœnnî on lo voit, une équation uiix différences finies, .dont
nous évitons l'intégration pour ne pas sortir du programme que nous nous sommes imposû

8.
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La formule ( i ) donne d'ailleurs
B.=i.

D'après (A) ,
3 B a = = i + y ou B,=I.

Ainsi les deux premiers termes de la suite récurrente

B., B., ..., Bk

sont égaux. Je dis que : si deux termes consécutifs sont égaux, tous
ceux qui suivent sont égaux à ceux-ci.

En effet, les deux égalités

(^4-2)B^»=: I 4- fcB,,

(/f-î- i )B/ , ==i + ( / f - . i jBA- ,
donnent

(/r + •2) B^, == (a/f + I ) B A - [k ~ i) B/^,,
et si

B,^B^,,
on a bien

B^==B^
donc :

THÉORÈME. — Dans le développement de S;̂ , le coefficient de ^ est
toujours égal à -H-.

3. Nous passons à la recherche du troisième coeflicient, celui
de x^. L'identité fondamentale, qui est main tenant devenue l ' iden-
lité (5), peut s'écrire, d'après les résultats obtenus jusqu'ici,

( k -4- 2 ^ / -̂H ^k \^ n-r6-'" =(«•+*] (i-^7 + ï + P».,»<-+...)

__\_ -M-î^-)^^ -..)-...
au début de ce travail. L'intégrale est

•n ^ , _ €
, , , ^c ? Jp- ĵî

<-• est uae constante arbitraire ; quand <? == o, on a

,; , ' B^i:
C'est le cas particulier qui nous occupe.
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Égalant les coefficients de ^/(, on trouve

P, ___ (7f- l )( / f -M) , 1 ^ + ï .1^- /r( / r+2) -"^''^^/T^rï^
on en déduit

_ ( / r— 2)/f p ^ _?L»
^'—[F^TT^T)'^'-'^ ^TTTî'

p I - 3 p .4- I 3
1 3,1 == ———7 1-2,1 -t- —— -712.4 2' 4
p — T 2p^^.

Multiplions ces égalités respectivement par
(^-4-T)(/^r) / r ( / f _2 ) 3.^ a_.i _

/r(/r-+-2) '' / r ( / r+2)5 ""' /* - ( / r -4- -2) ' / r ( / r -+-a) '

A partir de la seconde, celle qui donne P^i, il vient, âpres un calcul
facile,

_ ï l . 2 -I" 2 . 3 •+ . . . 4- 1î ( /f -4" t )
î i,i — — ————————/,/ /. , .\————————." ̂  /r(/r-i~3)

Nous allons faire usage ici, et nous nous servirons, dans la suite,
d'une identité due à M. Haton de la Goupillière ( f ) . L'identité en ques-
tion est

m (m 4- i ) (m 4- a)... (m 4- n) -t- (m -+" ï ) (m -4- 2). .. (w + n -h ï ). ..
+(p —n) (P—/Î -H) . . .(p-i)p

_ (^ -4" i)/^. ..(/? — n) — (m4-n).. ,m[m — ï )
^ -4- 2

Supposons 772 == ï , et nous aurons

S i . 2 . . . [n — ï ) -h 2.3. . , [n 4- 2) 4-... -l- ( p "- ^) ( p — n + ï ) . . . p
{ 1 ) ^LM ÎJ^Z .̂

n -t- %

( l) 'Nowelles Annales de Mathématiques, 187%, p. 4 76.
La démonstration de cette identité est directe; elle SB fait, comme dans beaucoup d'autres

cas semblables: i° en vérifiant qu'elle est vraie pour n === x ; a0 en reconnaissant que, si elle
est établie pour une certaine valeur de /z, elle subsiste pour la valeur ( n -+•• ï). Nous pouvons
donc l'utiliser sans sortir des limites que nous nous sommes fixées.
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C'est cette dernière identité, cas particulier de celle de M. Haton, que
nous allons utiliser. Si l'on y fait

n == i, p == k 4" x ,

, / r ( / r ^ ï ) ( / r 4 - ^
1 . 2 -j- 2 .3 -+•.. . +^ ( / f+ ï )= ——————^-—————-?

elle donne

donc

et, par suite,

p /f +1p^^^^-,

12

donc :
THÉORÈME. — Dans le développement de S ,̂ le coefficient de ,ïA"l esl

. , . /r
^a "«T

4. Nous terminerons cette première partie de noire travail on dé-
montrant le théorème suivant :

THÉORÈME. — Dans le développement de S.̂ , tous les coefficients de$.
termes

y/c—a w/i'—4
Jb y ^ f . . .

sont nuls.
L'identité fondamentale peut maintenant s^écrire

]f -1-. -> / -y^-+-( yA' //• \

7^ s.̂ .= (- +.) ( r^ + -. -4- À a;t-1) -1- l^ï -+- • •
(8) ( -l^^^^"^ \ p ( x'~' , \...) -p^

I2 \ / i - • 2 • • " ^-'U-I T • • •

Egalant les coefficients de a;*"1, on trouve

p. _ .^-2)^+1) ,
FA+1>2- ( / r - i ) ( / f+2)1* ' "

faisant
/r=2,
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on a
I\.==o,

et, par suite,
P^ -== 0, Ps,2 ==0, . . . , P/.4-1/2 = 0.

Tenant compte de ces relations, on tire de nouveau de l'identité (8)
__( / ^ - . i ) ( / f -4 )p

t ^-+-1,4—— 7-r————~'2\ / f.—;—~~; "•Â-. ' i ,
[ li — 3 j ( /l -h 2J

par conséquent
P^==0, . . . , P/ .^ ,^^==0,

et ainsi de suite.
Le théorème est donc démontré; et, avant déborder la deuxième

partie de ce travail, nous résumons les résultats obtenus jusqu'ici
dans l'énoncé suivant :

THÉORÈME. — Le développement de S^,h es^ une /on c lion entière de
degré {k -;- î ) en x, mais dépourvue de constante. Dans ce développement :

i° Le terme en ^/î"1"1 a pour coefficient -,—— \1 vv h - î - 1
2° Le terme en x^ a pour coefficient±;

3° Le terme en xh~{ a pour coefficient—\

4° Les termes en ̂ ^2,^/•~"\ ... ont pour coefficients o.

DEUXIÈME PARTIE.

Il nous faut maintenant, et c'e^t le point délicat, étudier la loi sui-
vant laquelle se succèdent les coefficients

•l h î ? *- f i y î f • . . *

Le premier, seul, a été calculé; nous l'avons t rouvé égal à — -

1. ï/identité fondamentale, d'après les propriétés démontrées et
que nous venons de résumer, peut maintenant s'écrire

Ïf -4... î) / y.N-1 -y./f ]/• \
^S^,=(^) {^^^--^^-^ ...)

-^(^-^^.,)-p,,(^l^,.U,..1% \k 2 I \k — a /
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Égalant les coefficients de a?*"2, on trouve

( / f -3 ) (Â -+ i ) / f ( / f - i ) ( Â + , )
"^ ' ' '—"' ' ( / f -aî t / r+a) i2 ' ( / r -h2) '

par suite,
p -p (/f-4)/r (/,-,)^-,.)/,-
1 ^;! — "-''3 (A- -- 3) (/f -l- i) is^/f + i)

_ i.5 3.4.5
1,,3-.U3^ ~"ï^6"'

_ 2.3.4.
l"3- ~72^

Multipliant ces égalités, à partir de la seconde, celle qui donne P/^,
respectivement par

( A - - 3 ) ( / f + i ) ( / f—4) / r 2.6 __ _ __i_.5
( / f - 2 ) (À -+a ) ' ( / r—2) ( / f - i - a ) ' • " ' (/r — 2) (F-l- 2)' (F- 2)^4^')'

on trouve
_ I .2.3.4+2.3.4.5+.- .+(^-2)( / f - l ) / f ( / f -H)

1 ̂ ,, 3 — , 2' ( /f _ 2 ) ( /7Ï"2]—————————————-..,

et, d'après l'identité (7), dans laquelle nous supposerons

n = 3, p = /r + i,
on a

_ (7f - 2) [It — ï ] / r ( l f + i )(/r+ a)1 ̂ , _ - ——5.^(/,_^(/,.,-^——— '

ou
p, _ (^- i )Â-(/r+r)1^,,_-———^———,

ou encore
p. - • Î̂ -r̂ K r̂̂ ].i^-^--,——^——;

donc :
THÉORÈME . — Dans le développement de S^, le coefficient de x1'"* est

égala
, 7 f ( / f — î ) ( / f — 2 )

I22———~'

2. Si nous comparons ce résultat avec celui que nous avons trouve
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plus haut pour le coefficient de ^~\ coefficient qui a été trouvé égal a
h_
I2 5

on peut? dès maintenant, soupçonner la loi des coefficients

• P^,,, P^.3, P^5, . . . .

Nous supposerons qu'à un facteur près, ^, le coefficient de P/^-i est
/ f (A-- l ) .,. ( / f—2 j f -+ -a )

ï2*

et nous allons démontrer que
/ f ( / r—i ) . . . ( f r~? , / )

P^,-2/4-1 = ̂ '4.

Nous chercherons ensuite la loi de récurrence des coefficients
a,, oc;, . . ., a/.

Supposons donc

(9)

^P^

P,

P, .

==: a,

'. OC'2

1== a,

/r
12 '

1t [ ! t

J([k

-i)(
I22

-•)•

7/</i ——

..(/-
12 '

2)
*1

— 9,/ 4- 2)

L/identité fondamentale peut maintenant s'écrire
./f-Mk -i- a

F;
•y

-̂3JY S ,̂̂ , == (^ -h 7) ^ ̂ ——^ -h . . . -1- P/,,^,^^2 '̂ + PA.2/-M ̂ //-2'-' -4- . . .
v t

- P,,, (^ -(-...+ p^l,,;_, ̂ -" +... )
( ^k-—'l \—1^3 ^r7 -+- . . . -i~ â:^^^^-' + . . .

-{" P/^.^^, x1^1 + .

^--2i+•••)

///^. de l ' E c . Normale. 2e Série. Tome Vin. — FÉviumi 1879.
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' Égalant les coefficients de oc^1 dans les deux membres, on t rouve

^'4-2 p __ / f~- 2 / - I p, .
/7qr7 1 Â••+-l/-•'-h• - -̂ r̂ r 1 ̂ +l

—— (P^PA~,,2.-1 4- P/^ P/r-3,2/-3 4- . . • 4-P/.^..-, P^,..,Hj.

Mais, d'après les égalités (9),
_ Z - ( ^~ i ) . . . (Â - -2 /4 . - . i )

1 /,,( l k-^/îi^t -- dl^f — — - ' — - — — — — - y - ^ ^ - " 7

/ f ( / f — — ï ) . . , ( / f — — 2 / - . i - l)

I:\:l P/i-iî^-3 -^ ̂  ̂ •-1 --—————-..-.,..-.--....-.. _ _ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . y

' h i l t ' — î ) . . . ( / ; •—îu .+ ï ,
1^,2^-1 PÂ- -2/+i,i= ai ai ~————^̂ .̂ .-.,..̂ ,.--ï ^«

et, si nous posons

(a/ 4- 3 ) a/-i...i =-;: — (ai a/ 4- aa .̂,̂  4-. . . -i •• ^/^i j
OU

p-^ l

( ï o) (2 / 4- 3 ) a/4.1 =:: — ̂  a;, a,..t,,.i -,./„
/;=!

on aura
•p _ ( k + ï ) ( h — a / - î ) (/r "41- ï ) k . . . ̂  - 2 / -l- ̂ {k - ^ i \
rÂ+i,2/-+-t ̂  ——/————/———^— A/,yH.-i — ( ^ ^ 4- .:) ^4.1 .—.....——..-.-.,.,,,..,,...............-,.,.,., ^ .„...,„„

l ff 4- a) ( /r -- 2 ^ ) • / ï y/4-l ( /r -)~ 2) ( /r - -1 a ^ »

on en déduit
^ ( ̂  _ a ̂  — 2) /r ( le -. ï ) . . . (/;• ...„-... ^ ; . . . .-1,p,,,, ̂  ̂ ^^^^ p̂ ,,,,, .„.,.. ̂ , ̂  3^ ̂ , ..^^ ,

" • * " ' ' " • • • • • • ' ' * ' " • • • • • ' • " * " • " * • • • • • • • • * • • • • • • • • » • < • * . * < * . « . . * . < « .., ,

( a < " 4 ~ 3 ) . ï . f ^ / 4 - 3 ) - . .3.2I ̂ ^, ̂  ̂ ^ p^,^^^ ^ („ + 3 ) ̂ ,, ^^^^^^^ ,

P i . .>, ( 9. l -l1- ît i. . . y,, ï
. 2;+2,Î<+1 == ~ 2 < + j 1 a;̂ ., l-.——.. .,.„..,',„.„.....„..,...——.« .

/ ï^- l l"• l('2^ "4- 3). I

Multiplions ces égalités, à partir de la deuxième, celle qui donne
P/w+i » respectivement par

' ^^L^Gr" ilr"ï ) ^A î̂Lr l̂L (a /: -1{" 4 ) " t } l ^14- 3,. î
( /^ + ̂  ( k - Ï?T? (/r + 2) (/r «-• 2 / ) 5 ' * * 5 (FTi)"'̂  î ( l̂i: ̂ yf^'-' ', /; '
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et nous obtenons

p, -.-.- ( ^ i , 3^ . (/r 4-1 )... [k - 2 ̂ , 4- /r(/r ̂  i ) . [7f - -2 ̂  i )+ . ̂ (a^ 4- a ) . . . 2. i
1/.4--, 3,4-1 — -— [ 2 1 -}- ô iX/4-, •———————-—-—-"——————"^rr/————-77————^————--^—————•————

12^' (/f 4- 2J ( / f— Ïl]

et; en ayant recours à l'idenlilé ( 7 ) , dans laquelle nous ferons

! n == 2 ; 4- i,

^ == A- 4- ï ,

nous obtenons, après s implif icat ion,

p. „ ' „ / r ( / f - . ) . . . ( / f - -^ . / )i. /•-(-i.ï/.+.i — — y.i-i-\ ———-————^———»,-,_......
I 2'"1"1

Nous arrivons donc f ina lement , et, il f au t le remarquer , sans autre
secours que celui des identités, ident i tés d'une démons t ra t ion é l é rnen -

- taire et immédia te , au théorème s u i v a n t / q u i résume tout ce q u i
précède :

THÉORÈME. — Le développement de S,,.̂ , nwan.l les puissances dé-
croissantes de x, est une fonction entière de x de degré i k 4- i), dépour-
vue de constante et jouissant des propriétés suivantes :

î ° Le coefficient de x^ est égal à —— ;

2° Le coefficient de x^ est égal à 1 ;
3° Les coefficients de x^, .i/'-3, .., sont respectivement égaux à

h /r(/r-^)(A--.)
^7^ ^——^r—— --

les nombres a,, ̂ , . . . éteint definù par l'égalité

/i = i -1
( ;u4 - ï )a ,—~ •̂  ^^^;

40 Les coefficients de x^~\ x 1 ' '\ . . . sont tous mih.

9«
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Ce théorème est résumé par les formules

-̂H ^ ^ / i , ^^LzzJ'Ii!^^ .y^4~...(ii).S.^^+^^a^^^a.--——^———

/ r ( / f — i ) . . . ( / r — 2 i + i ) /,^^+ ^ — — — — — - ^ — — - ^

'v 1 ' 1-( 1 2 , (2Z'-4-iJa;-+- ^ a/,a,^—o.

3 Nombres de Bernoulli. - Apres avoir trouvé directement le déve-
loppement de S,, comme on vient de le voir, il est intéressant de
comparer notre résultat avec celui qui est bien connu ( )

o-„^ l+^+B l - k^- ^^^(/r-iiîfr-^^-
^ 7 ( — ^ + ï • 2 Ï . 2 1 . 2 - 3 . 4

+ ̂ Jh— /r(/r-i).. .(/r-- 4)^"">r•+• • •
i.2...6

± _IL_. /r(/r - i) . . . ( /f - 2/ + ̂ )^-^' 4- . . . .
i. 2 . . . ai

On conclut de ce rapprochement

°L — JLi s i . a

a, ____B,_
I 2 2 Ï * 2 . 3 - 4

^_^_Bj_
121 1 ,% . . - a^ '

le signe + étant pris lorsque i est pa i r , le signe — quand i est
impair.

Les deux formules
px, i—i
V -J T> t . î>. . . . ̂  <

(2 î -4-1 ) ff.i -+- ^ ocp a^p =o, =t lïi == a, ——^,—^.p^i^p — v?

/j==i

( l ) BERTBAKD, C^^/ différentiel, p. 349. B,, B,, , . . , B, sont nommés wmbres de Ber.
noidU,
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permettent de calculer les nombres B quand on connaît les nombres a.
Les deux tableaux suivants donnent une idée des calculs nécessaires,
calculs que, pour des raisons que nous allons donner, nous croyons
plus simples que ceux qu'on employait jusqu'ici pour trouver tes
nombres de Bernoulli .

PREMIER TABLEAU. — Calcul des nombres a^ GC^, . . . , ag, . . . .

Loi de récurrence des nombres a ( ^ ) :

( a i -h i ) y.i 4- y y.p ca^p = o.

Premiers termes de la série :
ï

a , = = i , 0:2.-=— —
MesultiUs.

2aia.î 9, , ?••^--r^ô-r • . ^•-^•ô-^
•?.aia;i-h a2, _ . 3 _ * ï_

a l i 9 5\ 7 ) "' "'" 5^. 7'1

_ 2a,a^ 4- 2aa^3 __ ^ __ ,,,,„, 0 ^
a:> ~" i i ' 5 . 7 . i i 5 "" """"' 5 .7. 1 1 ?

_ 2û;iû:s+ 9.5^4-4-^_ ^ .691 l̂̂ ilL̂ .
^ „ _ —————^^————— _ - ̂ ^ .̂.̂  , afl = " Ô3. 72. 1 1 . 1 3 '

2 ( ai <%(; 4- ciï a; 4- a-i Of, ) _ 22. 3 ?.'•'. 3^^ ——————^————.- _ + -^^^ ,̂ ^ + ̂ y^^3.

_ aa, a? 4- ̂ gaOti+a^^^^ ^^ _ __...^^11...__ ^^'^12^^ _ - ^ „ — ̂ ^^^^, an = - ̂ ^ ̂ -̂  ^ ̂  ̂ ^ '

SECOND TABLEAU. — Calcul des nombres de JBernoulliîî^ By, ..., Bg,

Formule de passage des nombres a aux nombres B :

T> -4- l ' 2 • • • a lB,=: ±: ———.—— a/.
12'

( l) Les nombres a, pour une raison facile à trouver, sont altemativemenfc positils cl
négatifs.
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Les deux premiers termes sont :

Bi == TT-) Ba "̂  o '6 3o
Résultats.

T . 2 . . . 6 2 _ ï -gt „.... _^T . 2 . . . 0 2 _ 1 8$.—————,.Dg ........ --——-——-. ——— — ————— 5 . . „ - ,., ,^̂ .._ ̂  „ ̂ .̂  ̂  5 . . . s , ^ ,

I . 2 . . . 8 3 _ i _ ^ ï
.̂ = —3r^r- 57^ ~ ̂ -3:5? •^ • • - 1 307

n . Li?' '-'-."JL0 _2_ _ ^ - B =-• -^ ,^ ^ ..,„. ^-^^^-^ ^ ^ ^ ^ , ., ;. _.. ̂  ^

^ ( . 2 . . . 12 2 .69 ï (H) 1 ^ ^ X) 1
B.; == —^-^^— ^̂ .̂,̂ ..̂  ,":;: ̂ -^ ̂ "^y^ ^ ^ . < • 1 - 1 - 1 1 1 1 - 1 ̂ ^ ^

ï , 2 . . . i4 ^.3 7 , _ 7^ „. _^̂ ,.̂ ..,.,,.,- ^^^-^ ,,„ ̂ , „, _ ^,

ï . % . . . 16 3.3617 _ 3617 • ^ .̂) » 7
^^ -^^.^,,- 1^^.^. ^ 1 1 • 3 ^ 5 - ; 1 . _ - ^.^ ^7- '

Ce sont les nomlïres coanus ^ J .

TROISIEME PARTÏE.

Il nous reste maintenant à exp l iquer p o u r q u o i le c H i c u l q u e nous
venons de proposer nous paraî t plus simple et p lu s ( ;ommode que ceux
qui ont été employés jusqu'ici p o u r t rouver les nombres de HernouUi,

Ces nombres de Bernou l l i , é tant rationnels, peuven t être cdculés
exactement par l 'une ou. l ' aut re des trois mélliodes suivantes :

1° En développant B^ en fonction de i ;
2° En cherchant une série récurrente entre les nombres H^ B.», ... ,

B^,,B^
3° En liant d'abord B; à un autre nombre X.i et calculant X/ par I/ une

ou F autre des deux méthodes précédentes.

( ' ) Voir Tables de Gicî^cr ( Tmtî.wct'ions (la td Sori^u'' p h i ( . de Cf/nfhnd^1, ï^î).
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1. Première méthode. — II existe, croyons-nous, deux développe-
ments seulement de B/ en série. L'un a été donné par Laplace ( 1 ) :

l/3^-)
^.a\ i /û-.a \ i

î . 3 /5.4. 5,,,_3-..-i^.5.<-.
a". 2.4 \ r . •2 ï

4- I ' 3 - 5 fil6!5 __ Zl6 3«-> .4- lô^i-. __ n^

a' j.2. -î .6 \ ï .9.. 3 ï .û î

B,==:
I j'4-' 2!

^ 2 ? — î ) ( 2 l — 3 ) . . . ( l^/^/__ î )
i . 2 . . . ( i. — 1 1

f 9< < — I. 1 f % / —— '2 ) . . . ( / ; ' - ) • - 2H32'-ij ^ -^ <

1 . 1 . . . ( l — 2 }_ _ ^ . . . ( 2 / — 3 ) ^
^^'""^^.^...la/— a) 1 -+-• •

lLr:2(^-^3^.

1 s'2'''~"t.\ = + = ( ^ - i j
Le second ( 2 ) est un peu plus simple, mais encore très-compliqué :

,a/- i

/ ï 9. l \ , .-(•+,-r)('-.i2 '-
, . . . "" 2 /' ï 2 / ! 9. / — ï 1 "I / .
( — 11'4-1 9- ? -+- ï -r — 4- - -- -.•—-•---..--.^ < — a j2'"'

-^————--————— t a ! . 2 ' /

", + a ? + ̂ ^ZL1! + .L 2^(2<..-.I).(3,^.-Z:..a) ] (<• _ 3)"
g » '•» »••> t /•» -i 8 ' '

. r 9•i
\ ±: ï 4" —• -i-...\ L ^

2 / ( 9. / — Ï ) . . . ( / -|- 3 ) 1 9. i {9.1 -•— I ) . . . ( < - • { " - ^ ) '1 ^
ï . 2 . . . ( < " — ^ ) S I . 2 ... [ l — I ) J

Ces deux développements sont, dans la prat ique, d^ime appl ica t ion
laborieuse. La formule de M. Genocchi {Annali di Meitemadca,
année ïSSa ) ,

^i+î —, i ) B, 4- ( / •4- î ) -A'41-1 ï ' 4- 2' 4" 3' 4- . . . 4- ( m-——•ï V J ̂  0 [ ^ o ( m od, m;,

( 1 ) BACH, Thèse (VAnaîyKQ. Mallet-Baclielicr, 1857.
( 2 ) LACHOIX, Calcul différentiel etintégral, t. îlî, p. ï if\ ; SEIUŒY, Calcul elrfjlerentud et

intégral y t. li, p. 23'^.
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paraît être la plus commode dans ce groupe de formules caractérisées
par l 'équation

B,=^L
Les for m nie s

,. r x^dx , .
B/=4^ -e^rr^^

i/o

2î r1 .y2""1 j i^B;=———— 1 ——-,dx 2 ] ,2"---iJ 14-^

B , = f r .^ r^0!!^^^--^^),
" / J ^rcoi? -^ijsin'^'ç ' ' • '

B,-^^'^^^...)!-)

et beaucoup d'autres du même genre ne peuvent servir, si l'on veut, les
utiliser au calcul des nombres B,, qu'à trouver des valeurs approchées
de ces nombres.

2. Deuxième méthode. — Dans ce que nous avons nommé la deuxième
méthode, on cherche une série récurrente entre les nombres S^,
Ba, . . . , B,. Les formules de ce groupe sont très-nombreuses; nous en
citerons quelques-unes :

o / + ï R -L. ( ^ 4 - i ) a ? ( 2 / - r ) (9 . i+ î )2 i , . _ a/'-i___„. ̂  4. ————^^———— ĵ , +...-+. ——.̂ ^ j|5, „ »̂ .« ^ ^

L̂ -±ilM±i) B. 4- (2i+a)(^+ï)'^(^••••" l) p. .̂ ̂  ,1, (ĵ lH î̂ i! g î . . - . / f ̂
1.9, ( 1 . 2 . 3 . 4 (""' ' ' * < •'.»• ' '!

/'-ï , . ,-, ^/-i)^ï-9.)(-2ï-3) Bî ('.u- r). ..(•;>,/:-"" 5) Ba ( -^ - ï j f î / ' - 'ÀJ B, , „
———— == ['}/l—-ï jî)—————————————————5—————————— ——+ •-———————————-..»--;——— , -y.-...';!:: ^-.^ .. -...-.......-——.„. -——..»- | ' j

^ ' ' ï . ï .6 . '). i > ' À . 3 . 4 - 1 » *> f . ? > < r • " • l " I .

-iLt_! B,+ iiLtilf-t̂ R .̂ ,+ ('^'I^B;^^ (.).
l 1 . 3 . 0 t . ? i

( ' ) et {ti} BERTRAND, Calcul intégral, t. H, p. i45.
(3 ) CATAIÂN, Mémoire sur Icfi nombres de KcrnouUi. Gautliier-Vîllare, 1^7'"».
{'') SEBRET, Calcul intégral, t. Il, p. 'ÏA^.
( s ) Formule de Moivre. Lacroix, t.Iiï, p. 84.
( B ) Formule de Cauchy,
(7) BACH, Thèse d'Analyse,^. 18 .
( 8 ) CATALAN, Note mr les minibre.v de Bcrwndi'i. Gaulliier-Villars, i^f),



SUR LES NOMBRES DE BEBNOULLI. 7?)

Nous-même sommes arrivé, par des considérations inutiles à repro-
duire ici, au développement, que nous croyons nouveau,

(,, _ ,) (^_ i)B,= (4-: < ) (4- - ') ̂ [\i^ï} B>B-

-. (4^ .) (4- - .) ̂ r^^^^ iû

f\ i l /» i jn,- , T )
+(4--z)(4^-^)^^ ^B^B^

qui offre, sur les formules précédentes, l'avantage d'avoir ses termes
égaux deux à deux, ce qui réduit sensiblement les longueurs du calcul.

Mais la formule de M. Le Paige ( ' ) est plus simple que la nôtre et
offre, elle aussi, l 'avantage d'avoir ses termes, équidistants des ex-
trêmes, égaux deux à deux. Cette formule remarquable est

f , , +,)B,= 2 ^ ( 2 / - I ) B,B..-, + a^(2^- l ) (2^:-;• ) (?•^ '-3) B,B,_, + . . .
• 1 . 3 1 . 2. ï . 4

2 ^ 2 J — — l )
-j_ —————————— D^ilîi.

1 .2

Elle est d'ailleurs la conséquence immédia te des deux formules que1

nous avons établies :

( 2 Z - + - ï ) a , + ^ ^^^=o,
;•/==!

i. 2 . . . % i
B^——^——a,.

La formule de M. Le Paige est an cas particulier de la formule sym-
bolique

(B ̂  p)^1 - (3^ (B + S)^1 - p^1
B.̂  == B. ———^^——— + B« ———^^———,

donnée depuis par M. E. Lucas (! i), et, pour nous résumer, dans cette

( 1 ) .Bulletins de P Académie royale ck Belgique', ̂  série, t. XLÏ, n0 5.
(2) Nouvelle Correspondance mathématique. Liège, novembre 1876.—Nouvelles Annules

de Mathématiques, janvier 1877.
Ann. de l'Éc. Normale, a" Série. Tome Vlll. — MARS 1879 ïO
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seconde méthode^ définie par l'égalité
B , = = 9 ( z , B i , B a , . . . ,B^,) ,

c'est la formule de M. Le Paige qui nous paraît o f f r i r le plus de com-
modité pour le calcul des nombres de Bernoulli .

3. Troisième méthode. — Dans ce que nous nommons la troisième
méthode, on cherche un nombre X,, lié au nombre B,; puis on déve-
loppe X^- soit en fonction de i, soit en série récurrente, c'est-à-dire en
fonction des nombres

A.)» AS, • . • y J^i—\î

et du calcul de ces nombres X on déduit celui des nombres B. Les for-
mules qui peuvent convenir à cette troisième façon de calculer les
nombres B sont très-nombreuses.

M. Catalan ( { ) a préconisé, pour le calcul des nombres de Bernoulli ,
les nombres d'EuIer, retrouvés par lui, et qui sont liés aux nombres B
par la formule

P,=2(^-ï)B, .

Ces nombres P jouissent de la propriété remarquable d'être entiers et
impairs ( 2 ) . Leur développement en série récurrente est

p,,, = L±I rp.p, + a^ (a^- l ) p,_. p, 4- ̂ î î̂ î î ^^^ p,-, p, +...
ï \ 3.4 3.4.o*o

+îi(^"2J p^+P,P." -3.4

La série qui constitue le second membre offre l'avantage d^avoir les
termes égaux deux à deux; mais les coefficients des termes

l / — i l 2, A ("—2 .1 3, <• . »

( 1 ) Comptes rendus de ^Académie des Sciences, fc. LVIIÏ, p. xioô, —Ménwireff sur l('f>
nombres de aBernouîli. Gauthier-Villars^ mars 1867-80? tembre 1875,

[ 2 ) M. E. Lucas a démontré récemmenfc (Ânnali di Matcmcitica, série Ï Ï , L VIIÏ ,
mars 1877) qu'en posant plus généralement

: Q-^-t)B,
tes nombres Q sont entiers, quel que soit l'entier ci,
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sont, comme dans toutes les formules données.jusqu'ici, des fonctions
dei\ au contraire, dans le développement de a,,

(2 /4 - i ) QLi = a, a,_i 4- oii oCi^ -4- ...-+- ^i~.\ ai,

tous les coefficients sont égaux a J E . Le calcul de ces nombres a se fera
donc, à ce qu'il nous semble, plus simplement et plus rapidement que
celui des nombres P. Ce que nous venons de dire des nombres

P< et a,

peut s'appliquer aux autres nombres X, proposés jusqu' ici , tels que
les nombres E ( 1 ) , dits nombres d'Euler. Ces nombres E, nombres
entiers, sont développables en série récurrente par la formule

F ^ ( 2 y --• i ) 2 i ( 2 / - î ) ( a i — a ) ( ?. i — 3}^ _ ——^—— E, + ——————^-^————— E/-, + . . . ± E. - o,

avec la condition
E( === Es === i.

Ils sont liés aux nombres l\ par la formule ( 2 )

P^,=-=L^-î.(E.E,-+-C^,E2E^, 4- C^E3E^ 4-.. .4- E/E.) .

Ces nombres E rie peuvent évidemment servir à calculer simplement
les nombres de Bernoulli, et nous ferons à ce sujet l'observation évi-
dente que, dans la troisième méthode, méthode définie par les deux
équations

X, ==== 9 ( î , Xi, Xa, . *., X/-»i )
et

B,=^(X^

ou même, si l'on veut , et plus généralement,

B.==^( / ,X . ,X^ .^X^) .

( l ) Comptes rendus de ^Académie cîes Science/}^ i. LU, p. 3.61 ; t. LIV, p. io33.
( 2 ) Sur les nombres de jBernoulli et d'JE nier et mr quelques intégrales déjînies; par

M. Catalan, p. 9.

IO*
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il est nécessaire que la fonction ^ soit très-simple. Celte condition est
réalisée par notre formule

„ r(2/-n)
^—ï—^

pourtant, il convient de remarquer ( ^ ) q u e la fraction
r f2/- i - i

12'

est susceptible d'être simplifiée. Nous allons montrer qu'on peut
trouver des nombres liés plus s implement que nos nombres a n u x
nombres B et développables en série récurrente comme les nombres a.
Nous dirons, en terminant, pourquoi, malgré cette supériorité appa-
rente, ces nouveaux nombres ne doivent pas, à notre avis, être préférés
aux nombres a.

4. Posons
a/^ î i 'A / ;

on a, quel que soit X,
( 2 1 -4- ï ) A/ === A i A,--i -l- A 2 A^.ï 4~ * . . -h Af,..,.i A i.

Si l'on choisit
X==I2,

on a
A "'
^^rT^Tîr

et l'on conclut de là que le développement en série récurrente par la
formule qui a été trouvée pour les nombres a appar t ient h tous les
nombres de la forme

?/a/,

( 1 ) M. Hermite, à qui nous avions communiqué nos résultais, nous a signalé colle objec-
tion, à laquelle nous croyons répondre dans les lignes qu^on va lire. Nous engageons le leo
leur, à ce propos, à voir une .Lettre fie M. lîerimte h M.. Bon'hardi [Journol de. Jïorc/ufnl/y
t. LXXXÏ, septembre 1870) sur la formulé si remarquable (le MM. Clausen (*fc Slaïult

•(-I)2 i- lB^A,^î+^^p^:..+^

M. Hermite a déduit do cette formule un calcul assex simple des nombres (le Bernoiilll
( voir la lettre cilée),
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5. étant une constante arbitraire. On serait donc tenté de disposer de /.,
de façon que la relation entre les nombres

?/a, et B,

soit aussi simple que possible, et nous venons de montrer que les
nombres A; ( < ) jouissaient de celte propriété. Mais, dans le calcul des
suites récurrentes, la plus grande difficulté provient de la complication
des premiers termes de la série, et l'on comprend de reste que, le terme rj^
de la suite étant une/onction des deux premiers termes a < , a^, on a in-
térêt à choisir, si cela est possible, ces deux premiers nombres aussi
simplement qu on le pourra^ et que cette simplification, exécutée sur c<i
et y.2, a sur le calcul une inÛuence considérable. Remarquons, de plus,
que, la fraction simplifiable

ÏliLJli)
l9.1

ayant ses deux termes décomposés en/acteurs, la simplification se fer;»
sans effort; il suffira de barrer les facteurs communs à ces deux
termes. Nous croyons donc, en résumé, qu'il résulte des explicat ions
qui précèdent :
i ° Que les nombres V a/ sont, vu leur développement en série récurrente,

d'un calcul plus simple que celui des autres nombres imaginés juscju'ici
pour le calcul des nombres de Bernoulli;

2° Que l'on doit choisir l'indéterminée X, clans l'intérêt du calcula de
façon que les deux premiers termes de la suite récurrente

ai, as» . . ., ai

soient aussi simples que possible.

Pour déterminer X de cette façon, nous remarquerons que des deux
égalités

^^rirrrï")^ ^^

( 1 ) Ces nombres A ont été considérés par plusieurs auteurs. ^W"LACKOIX^ Calnd i/ué'
gral, t. III, p. i ï 3 ; BACH, Thèse d ' ' A n a l ' ) se, p. '2.5; CATALAN, Bullcimfî de P Accidemic
royale de Belgiquey 2e série, t. XLI, n0 5; mai 1876.
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on déduit
'•A-Î^E..

et, par suite, en se rappelant que B^ == ^, Ba •== mr»

, A I2 I p\ -- ïa2 î

• ÂAl:= F^ 65 À'A2•~' 7^73:4 3o'
ou

A.-^ ^=5-^

et, pour que A^ et Aa soient aussi simples que possible, il faut choisir
1 ?.=r,

mais alors
a;== A,.

Nos nombres a sont donc ceux qu'il faut préférer, comme nous l'avions
annoncé.

Ces nombres a^, ou, plus généralement, les nombres ?/<%/, ne sont pas
les seuls que nous ayons trouvé jouissant des propriétés précédentes.
Dans un prochain travail, nous démontrerons que, en posant

p,=(4.-,)^^,

ces nombres p sont développables en série récurrente par la formule
pssi^ï.

(^-ï)P<+ ̂  P^==û,

p^t

et nous tirerons de ces deux développements plusieurs conséquences
théoriques et quelques formules nouvelles relatives aux nombres de
Bernoulli ( 1 ) . Au point de vue, qui vient de nous occuper, du calcul

( l ) Nous avons eu occasion, dans ce Mémoire, de citer les principaux travaux comiitô dû
nous sur ces nombres si intéressants et qui touchent à tant do parties do l'Ânalyge, Nous
signalerons encore au lecteur les travaux de BELLÂVÏTIS, Annall di Mmematica, iB^
î855, et la formule de M. BINET, Comptes rendus de V Académie das Sciences^ t. XXXII,
p. 920; i85i.
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pratique des nombres de Bernoulli, nous n'avons rien à dire de ces
nombres^. Ils ont un développement aussi remarquable que celui des
nombres a, mais ils sont liés moins simplement que ceux-ci aux
nombres B. Cette raison suffit pour faire préférer les nombres a aux
nombres ?.

Nous ferons, en terminant, une dernière remarque. Les deux pre-
miers termes A, A 2 de la suite récurrente sont liés par les égalités

A,=^ ^=5^

à l ' indéterminée X. Il existe donc entre ces deux termes la relation

5 A , = = A ^ ,

qui est résolue en nombres entiers par

A,=Aa^5.

Ces nombres A, qui correspondent à

À^},

se prêtent aussi, commodément, au calcul des nombres de BernoullL
Ajoutons enfin que les nombres a, ?, définis comme il vient (Fêlre

dit, ont une importance que nous démontrerons plus tard el dont l'ori-
gine réside dans la remarque suivante.

En posant

y= ̂ x + ai^-î-. . .•+• ^.y2"4-1 4-. . .,

série supposée convergente, on a

—r == ao4- 3al^2-4-. . .4-(2/l4- 1)^.^-1-. . .;

mais
(7— ^^)2==^8+a,aa .^4-. . .-+-a,^i | ^t"+•2+....

-1" OCa^i •̂" ^ï^n-'î

+......

•"h 0^-1^1
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On ^ don<*
dr - 5 / r — a:o^\' ,^ -.-- 3; .......,., j^,^.-2 —. ————-..-,———— l =: 0,
r̂ V,, ^ j /

([u'on nunène ;i i'écjLiation d(i Riccali quand a., =o, en posant

-..- r „ ̂  .
^^ x

(^etic observation s'applique ;nix nombres jS, en considérani h séril*


