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GROUPES REDUCTIFS NON CONNEXES

Par Francois DIGNE et JEan MICHEL

ABSTRACT. ~ We develop a Deligne-Lusztig theory for the complex characters of a non-connected reductive
group over a finite field.

REsuME. — Nous développons une théorie de Deligne-Lustzig pour les caractéres d’un groupe réductif non
connexe sur un corps fini.

0. Introduction

Soit G un groupe réductif non connexe, défini sur F,, et soit F I’endomorphisme
de Frobenius correspondant. Nous développons une théorie de Deligne-Lusztig pour les
caracteres de GF. L’idée qu’une telle théorie devait exister nous a été suggérée par
G. Malle qui a étudié les caracteres de groupes de la forme G x (o) ol G est connexe
et o est un automorphisme du diagramme de G.

L’analogie de cette théorie avec le cas des groupes connexes est rendue plus frappante
par ’usage systématique des notions d’éléments quasi-semi-simples, et de « tores » de G,
qu’on peut déja trouver dans Steinberg [13] et qui généralisent les notions de tore maximal
et d’élément semi-simple dans un groupe connexe.

Nous commencons dans le paragraphe 1 par développer ces notions, dans un groupe
réductif (non connexe) sur un corps quelconque, ainsi que celle, que nous introduisons,
d’éléments quasi-central (les éléments quasi-centraux unipotents ont déja ét€ considérés
par Spaltenstein [12]). La notion d’élément quasi-central se révele trés importante: si o
est quasi-central, les caractéres de Deligne-Lusztig que nous construisons sur G°F . o
sont intimement liés aux caracteres de Deligne-Lusztig sur ((G°)%)F (voir les résultats
du paragraphe 4).

Nous montrons au paragraphe 2 que les fonctions de classe sur G° - ¢ engendrées par
les caracteres de Deligne-Lusztig (fonctions « uniformes ») ne dépendent que du groupe
GO (o). Nous supposons que G est de cette forme dans la suite, et nous développons dans
ce cadre la théorie des fonctions de o-classe uniformes sur G°¥ qui suit la théorie usuelle :
nous démontrons une formule de Mackey pour les foncteurs de Lusztig, démontrons que
la fonction caractéristique des éléments quasi-semi-simples est uniforme, etc.

Enfin au paragraphe 5, nous introduisons des fonctions de o-classe unipotentes analogues
au « caracteres fantdmes », et les décomposons en caracteres irréductibles, obtenant ainsi
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346 F. DIGNE ET J. MICHEL

la décomposition sur les caracteres irréductibles de nos caractéres de Deligne-Lusztig
généralisés, dans le cas unipotent.

1. Préliminaires sur les groupes réductifs non connexes

Dans cette partie, nous considérons des groupes algébriques linéaires (non nécessairement
connexes) sur un corps algébriquement clos k£ quelconque jusqu’au n° 1.34; par la suite
k sera une cl6ture algébrique d’un corps fini. Les groupes seront supposés réductifs a
partir de 1.6.

Nous notons dans la suite G° la composante neutre d’un groupe algébrique G; si o est un
automorphisme d’un groupe G, nous noterons ?z I’image de x € G par o, et G I’ensemble
des points fixes de o dans G. Pour g € G, nous noterons souvent g 1’automorphisme ad g
de G, ce qui nous ameénera a écrire 9z pour gzg~* et G* pour Cg (z).

DErNtTION 1. 1. — (i) (Steinberg) Un automorphisme d’un groupe algébrique connexe G
est dit quasi-semi-simple s’il stabilise un couple formé d’un tore maximal de G et d’un
sous-groupe de Borel le contenant.

(ii) Un élément d’un groupe algébrique G sera dit quasi-semi-simple s’il induit (par
conjugaison) un automorphisme quasi-semi-simple de G°.

La notion d’élément quasi-semi-simple est 1égerement abusive car elle n’est pas absolue,
mais relative au groupe G ambiant [voir cependant 1.7 (iii)].

DERNITION 1.2. — Soit G un groupe algébrique, et T°CB° un couple formé d’un tore
maximal de G et d’un sous-groupe de Borel le contenant; on appellera « Borel » de G le
groupe B = Ng (B°) et « tore » de G le groupe T = Ng (T?, B?).

Un élément de G est donc quasi-semi-simple si et seulement si il est dans un « tore ».

Remarquons que, tous les sous-groupes de Borel de G° étant conjugués sous G° et tous
les tores maximaux de B étant conjugués sous B, on peut trouver des représentants de
G/G° dans T = Ng (T?, B?), donc G = T-G?, d’0d un isomorphisme T/T° ~ G/G°
car G°N'T = T°. On voit aussi que I’action par conjugaison de G° est transitive sur les
couples TCB formés d’un « tore » et d’un « Borel » de G.

Les notions de « Borel » et de « tore » ont des similarités avec les notions ordinaires
qui apparaitront dans la suite. Notons que T dépend du choix de B®: si “B? (avec
w € Wgo (T°) = Ngo (T?)/T?) est un autre sous-groupe de Borel de G° contenant T,
on a Ng (T?, “B%) = “T; on a Ng (T%)/T° ~ Wgo (T%) x (T/T°), et “T = T si
et seulement si w € Wgo (T°) est invariant par tous les automorphismes de Wgo (T?)
induits par les éléments de T/T°.

Steinberg a démontré la proposition suivante, qui justifie un peu les termes « quasi-
semi-simple » et « Borel »:

ProposiTION 1.3. — Soit G un groupe algébrique linéaire. Alors
(i) Tout élément de G est dans un « Borel » de G (cf. [13], 7.2).
(ii) Tout élément semi-simple de G est dans un « tore » de G (cf. [13], 7.5).
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Nous utiliserons la généralisation suivante de la définition 1.2:

DEFINITION 1.4. — Soit G un groupe algébrique linéaire, et L° un sous-groupe de Levi
d’un sous-groupe parabolique P° de G°; on appellera « parabolique » de G le groupe
P = Ng (P°) et « Levi » de G le groupe L = Ng (P, L?).

Comme dans le cas des tores, on peut voir que L N G® = L% et L/L°~G/G®.

Attention. — Si T C B est un « tore » inclus dans un « Borel » de G, B® c P°
n’implique pas B C P, pas plus que T° C L° n’implique T C L.

De méme que pour les sous-groupes paraboliques, les « paraboliques » ont une
décomposition de Levi:

ProposITION 1.5. — Si P est un « parabolique » d’un groupe algébrique linéaire G, et si
L est un « Levi » de P, alors P = U x L o U est le radical unipotent de P°.

Preuve. — Si p € P, alors PU°=UP" car U° est caractéristique dans P°. Donc (PL°, U?)
est une décomposition de Levi de P? et donc PL° = “L° pour un certain u € U°, donc
pul e L. A

Remarquons qu’un « tore » T d’un « Levi » L comme ci-dessus est toujours inclus dans
un « tore » de G, car les éléments de T normalisent U et normalisent par définition un
sous-groupe de Borel B? de L, donc normalisent (T?, B? - U), un couple formé d’un
tore maximal de G° et d’un sous-groupe de Borel le contenant.

Nous considérons dorénavant des groupes réductifs. La propriété suivante des
automorphismes quasi-semi-simples généralise en quelque sorte leur définition:

PRrOPOSITION 1.6. — Soit 0 un automorphisme quasi-semi-simple d’un groupe réductif
connexe, et soit L C P un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique de G. Alors,
si la G-orbite (pour I’action par conjugaison) du couple L C P est o-stable, elle contient
un couple o-stable.

Preuve. — L’hypothese dit qu’il existe g € G tel que (L, P) = (L, P). Soit T C B
un couple formé d’un tore maximal de L et d’un sous-groupe de Borel de P le contenant.
Deux tels couples sont conjugués par L, donc il existe | € L tel que 9°(T, B) = (T, B).
D’autre part, o étant quasi-semi-simple, il existe un couple formé d’un tore maximal
o-stable de G et d’un sous-groupe de Borel o-stable le contenant. Ce couple est conjugué
a T C B par un élément h € G. On a donc:

(T, B) = “("(T, B)) = ""%(T, B) = """ "{T, B)

d’ot h=*? hg='l € T, donc “hg~'1 et h ont méme action sur (L, P); on en déduit que
le couple *(L, P) est o-stable, ce qui démontre la proposition, car:

("L, P)) = "H°(L,P)) = "* (L, P)="" (L, P)= {L,P). MW

Nous étudions maintenant les points fixes d’un automorphisme quasi-semi-simple, ce
qui généralise 1’étude du centraliseur d’un élément semi-simple. Notons que le (iii) de la
proposition suivante montre que si un élément d’un groupe réductif est quasi-semi-simple,
il I’est dans tout « Borel » le contenant.
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ProposITiON 1.7. — Soit G un groupe algébrique réductif connexe et soit o un
automorphisme quasi-semi-simple de G stabilisant T C B, un couple formé d’un tore
maximal et d’un sous-groupe de Borel le contenant; alors

(i) Soit B = UXT la décomposition de Levi de B. Un élément h € G vérifie h™' h € B
si et seulement si h = unv ou v € U N* U™, o n € Ng (T) représente un élément
o-fixe de Wg (T), et on v € U.

(ii) Un élément h € G vérifie h"*° h € T si et seulement si h = unv avec u, n, v
comme dans (i) et de plus h™*°h = n~™ 17 n.

(iii) Tout sous-groupe de Borel o-stable contient un tore maximal o-stable.

Preuve. — Ecrivons h sous la forme unv avec n € Ng(T), v € Un® U-,
et v € U (décomposition de Bruhat avec unicité des trois facteurs). On a alors
h= h=v"tn"tu 194" n%y. Si h=1° h est dans B on en déduit n~*u~1° u”n € B.
Or si BNn~! B n est non vide alors n~1° n est dans T d’apres les axiomes des systémes
de Tits. On a donc ™ u1%un = ™ (v '°u)n"1°n € U"TNB = T, donc sa
partie dans U~ qui est "_l(u_l" u) doit étre triviale i.e., u € U7 ; ceci prouve (i) (la
réciproque est évidente).

Si de plus A717 h est dans T, on voit que v~ n=19n v est dans T. Cet élément de B
est donc égal a sa composante dans T qui vaut n=1? n, d’ou (ii).

Démontrons (iii). Tout sous-groupe de Borel est de la forme "B, od h € G et
hB est o-stable si et seulement si h~'°h € Ng (B) = B. Ecrivons alors h sous la
forme unv comme dans la conclusion de (i). Le tore » T de "B est o-stable car
(hv=1)719 (hv™!) = n71n est dans Ng (T). m

Le théor¢me suivant, qui généralise des résultats de Steinberg ([13], 8 et 9),
donne la structure des points fixes d’un automorphisme quasi-semi-simple d’un groupe
réductif.

THEOREME 1.8. — Soit o un automorphisme quasi-semi-simple d’un groupe réductif
connexe G. Alors

(i) Le groupe G° est un groupe réductif et G° [(G)° est formé d’éléments semi-simples.

(ii) Pour tout sous-groupe parabolique o-stable de G, de radical unipotent V , le groupe
V7 est connexe.

(iii) Soit T C B un couple formé d’un tore maximal o-stable de G, et d’un sous-groupe
de Borel o-stable le contenant. Alors le groupe B N (G?)° est un sous-groupe de Borel de
(G9)% et TN (G)° est un tore maximal de (G°)°.

(iv) Réciproquement, si S est un tore maximal de (G°)°, alors Cg (S) est un tore
maximal de G et tout sous-groupe de Borel de (G°)° contenant S est inclus dans un
sous-groupe de Borel o-stable de G contenant Cg (S) (il y a donc bijection entre les tores
maximaux de (G°)° et les tores maximaux o-stables de G inclus dans un sous-groupe de
Borel o-stable).

(v) Soit T C B un couple formé d’un tore maximal o-stable et d’un sous-groupe de Borel
o-stable le contenant. Si o est une racine de G relativement a T, si A — x, (\) est le
sous-groupe & un paramétre correspondant, et si i est le plus petit entier tel que ° o = «,
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on définit C, o € k* par 'z, (\) = z,, (Cs,a A). Alors il existe une surjection naturelle
de ’ensemble des orbites sous ¢ vérifiant la condition

(%) Co o = %1,

ou —1 n’est autorisé que s’il existe deux racines de I’orbite dont la somme est une racine,
sur I’ensemble des racines de (G”)° relativement a (T?)°. Cette surjection est bijective et
tous les C, o valent 1, sauf si le diagramme de Dynkin de G posséde k composantes de
type Ay, permutées circulairement par o oii o agit par « retournement » de chacune de
ces composantes. Alors, pour toute racine o telle que o +°" & soit une racine les orbites

k A .
de o et de a +7 o ont méme image et Co o = —C, o+,

Preuve. — Une grande partie de ces résultats est démontrée dans [13], précisément :

La propriété (i) est démontrée dans [13], 9.4 quand G est semi-simple. Steinberg prouve
aussi que si de plus G est simplement connexe alors G? est connexe.

La propriété (ii) est démontrée dans [13], 8.2 (2) pour le radical unipotent d’un
sous-groupe de Borel, mais la démonstration s’applique aussi bien a un sous-groupe
parabolique.

La propriété (iii) est démontrée dans [13], 8.2 quand G est semi-simple et simplement
connexe.

La propriété (v) dans le cas d’un groupe semi-simple simplement connexe est
conséquence des calculs de [13], 8.2 (2). Si U, est I'image de z, et o(z) l’orbite
de a, Steinberg montre que le plus petit sous-groupe o-stable contenant U, n’a de points
fixes non triviaux sous o que si « vérifie la propriété (x), auquel cas I’ensemble des points
fixes non triviaux sous ¢ est un sous-groupe a un parametre. Ce plus petit sous-groupe

o-stable est [] Up si la somme de deux racines de o(a) n’est jamais une racine.
B€o ()
Sinon on est dans le cas décrit dans 1’énoncé ou G posseéde k& composantes de type As,,

et le sous-groupe est [[ Upg II Up. A l'aide du lemme 1.9 ci-dessous on
Bé€o (a) Beo (a+Fa)
déduit facilement (v) dans le cas général en comparant G au recouvrement simplement
connexe de son dérivé.
L’essentiel du travail va donc étre de se ramener aux cas traités dans [13]. Pour cela
nous utiliserons en particulier le résultat suivant de [13]:

LeMME 1.9. — Soit G un groupe algébrique semi-simple connexe. Soit G le recouvrement
simplement connexe de G et o un automorphisme quasi-semi-simple de G. Alors o peut se
reveler en un unique automorphisme de G et I'image de (G)° dans G est (G°)°.

Preuve. — Voir ([13], 9.2 (a) et 9.16). W

Commencons par (i). Le radical unipotent de G étant un groupe connexe unipotent
est dans D (G), et méme dans (D (G)?)°. Ce dernier groupe est réductif (puisque D (G)
est semi-simple), donc le radical unipotent de G est trivial. On se raméne de méme au
cas ol G est semi-simple pour la deuxi¢me partie de (i): si u € G est unipotent, alors
u € D(G)? donc u € (D(G)?)° C (G°)°.

Démontrons maintenant que (iii) implique (iv). Soit S un tore maximal de (G?)°.
Comme centralisateur d’un tore, Cg (S) est un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe
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parabolique de G (cf. par exemple [5], 1.22). La restriction de o & Cg (S) est encore
un automorphisme quasi-semi-simple. En effet si T C B est un couple formé d’un tore
maximal o-stable de G et d’un sous-groupe de Borel o-stable le contenant, d’apres (iii)
(T9)° est un tore maximal de (G”)°, donc est conjugué a S par un certain z € (G)°.
Alors (*T, “BNCg (8)) est un couple formé d’un tore maximal o-stable de Cg (S) et d’un
sous-groupe de Borel o-stable le contenant, d’ol notre assertion. Le groupe (Cg (S)?)°
est donc réductif par (i). Ce groupe est égal a S: en effet, soit S’ un tore maximal de ce
groupe : on a nécessairement S’ C S; sinon, le produit SS’ serait un tore de G strictement
plus grand que S, d’od une contradiction. On conclut alors que Cg (S) est un tore par le:

LemMME 1.10. — Soit o un automorphisme quasi-semi-simple d’un groupe réductif G tel
que (G°)° soit central dans G. Alors G est un tore.

Preuve. — Soit (T, B) un couple formé d’un tore maximal o-stable de G et d’un
sous-groupe de Borel o-stable le contenant; on a Y (T?) = Y ((T)°). L’action de o sur
Y (T) induit une permutation de I’ensemble des coracines positives; si G n’est pas un
tore, cet ensemble est non vide ; soit oV un de ses éléments; alors la somme des éléments
de I'orbite de @ sous o est un élément o-stable de Y (T), qui n’est pas orthogonal a
toutes les racines; il correspond 2 un sous-groupe 2 un parametre de (G?)° non central
dans G, d’oi une contradiction. W

Pour voir que tout sous-groupe de Borel B; contenant S est inclus dans un sous-groupe
de Borel o-stable de G contenant Cg (S), notons que si T C B est un couple formé d’un
tore maximal o-stable de G et d’un sous-groupe de Borel o-stable le contenant alors par
(iii) (T)° c (B7)° est un couple formé d’un tore maximal de (G?)° et d’un sous-groupe
de Borel le contenant, donc il existe z € (G°)? tel que *((T?)° c (B°)%) = (S Cc B,);
alors “B est un sous-groupe de Borel o-stable contenant Cg (S).

Il ne reste plus qu’a démontrer (iii). Supposons d’abord G semi-simple. Soit G5 G
le recouvrement simplement connexe du dérivé de G. Par 1.9, o a un relévement unique
a G que nous noterons encore o, et on a 7(G?) = (G°)°. Si T C B est un couple formé
d’un tore maximal o-stable de G et d’un sous-groupe de Borel o-stable le contenant, alors
T =71 (T) et B = 7~! (B) sont o-stables, et, par le cas des groupes semi-simples et
simplement connexes, G° N B est un sous-groupe de Borel du groupe réductif (connexe
car G est simplement connexe) G°. Puisque B D kerm on a 7 (G° N ﬁ) = (G°)’°NB, et
puisque G5 (G7)Y est toujours une isogénie de noyau central, I'image du sous-groupe
de Borel G° N B de G est un sous-groupe de Borel, d’ou le résultat dans ce cas.

Nous ne supposons plus maintenant G semi-simple. Soit B = U x T la décomposition
de Levi de B; le groupe U? est un sous-groupe unipotent connexe maximal de (G7)°
(car un tel groupe étant unipotent est dans D G donc dans ((DG)?)° ot U? est maximal
comme on vient de le voir) donc le groupe N(g-y (U?) est un sous-groupe de Borel de
(G?)? qui contient BN (G°)°. Donc il suffit de voir qu’un tore maximal de BN (G?)° est
un tore maximal de (G?)°. Soit S’ un tore maximal de B N ((D G)?)?, et soit S un tore
maximal de B N (G?)° contenant S’. Par (iv) pour un groupe semi-simple, Cpg (S') est
un tore, donc Cg (S') = (ZG)° Cpg (S’) aussi, et donc Cg (S) C Cg (S') aussi. Donc
Cg (S) est un tore maximal de G qui est donc 1’unique tore maximal contenant S, donc
est égal 2 T. On en déduit que S est bien un tore maximal de (G°)?; en effet si S’ O S
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GROUPES REDUCTIFS NON CONNEXES 351

est un tore de (G?)° alors S’ C Cg (S) donc S’ C T, d’ou S’ ¢ BN (G?)° et donc
S’ = S par maximalité de S dans BN (G°)°. m

Nous donnons maintenant une conséquence pour les sous-groupes paraboliques des
théoremes précédents.

PROPOSITION 1. 11. — Sous les hypothéses de 1.8, on a

(1) Tout sous-groupe parabolique o-stable de G posséde un sous-groupe de Levi o-stable.

(i) Si L est un sous-groupe de Levi o-stable d’un sous-groupe parabolique o-stable P
de G, alors P N (G?)° est un sous-groupe parabolique de (G°)° ayant LN (G?)° comme
sous-groupe de Levi.

Preuve. — Si P est le sous-groupe parabolique de (i), par 1.3 (i) P contient un sous-
groupe de Borel o-stable B. Par 1.7 (iii) B contient un tore maximal o-stable T. L unique
sous-groupe de Levi de P contenant T est alors o-stable.

De plus, par 1.8 (iii) on voit que BN (G?)° est un sous-groupe de Borel de (G?)°. Etant
un sous-groupe fermé de (G?)° contenant un sous-groupe de Borel, le groupe PN(G?)° est
un sous-groupe parabolique de (G°)°. Si P = U x L est une décomposition de Levi de P
ou L est o-stable, comme U? est connexe par 1.8 (ii) et que 1’unicité de la décomposition
p=1Ilu (leL,ueU) dun élément de P donne p = “p & | = 7], u = %u, d’ol
PN (G?)° =T x (LN (G")°), on en conclut que L N (G°)° est connexe et donc égal
a (L?)% il est donc réductif par 1.8 (i) et est donc un complément de Levi de U°. m

PrOPOSITION 1.12. — Soit o un automorphisme quasi-semi-simple d’un groupe réductif
connexe G et soit H un sous-groupe réductif connexe de rang maximum de G. Si H est
o-stable et si (H?)? est un sous-groupe de rang maximum de (G°)°, alors la restriction
de o a H est encore quasi-semi-simple.

Preuve. — Soit S un tore maximal de (H°)°; par 1.8 (iv), le groupe T = Cg (S)
est un tore maximal o-stable de G inclus dans un sous-groupe de Borel o-stable B. Ce
tore contient Cg (S) qui est un sous-groupe de Levi de H, donc est égal & T. Donc o
stabilise (T, B N H) un couple formé d’un tore maximal de H et d’un sous-groupe de
Borel le contenant. MW

Remarque. — Le corollaire précédent s’applique en particulier au cas d’un sous-groupe
de Levi o-stable d’un sous-groupe parabolique o-stable de G.

ProposiTION 1.13:

(i) Soit o un automorphisme quasi-semi-simple d’un groupe réductif connexe G, et soit
T un tore maximal o-stable inclus dans un sous-groupe de Borel o stable; alors si g € G
vérifie g~17 g € T, alors g € (G°)° - Ng (T).

(ii) Deux éléments d’un « tore » T d’un groupe réductif G qui sont conjugués sous G°
le sont sous Ngo (T).

(ii) est I’analogue pour les groupes non connexes d’une propriété bien connue des
groupes réductifs connexes.

Preuve. — (ii) est une conséquence de (i): s’il existe g € G° tel que 90 = oton o € T
et t € TO, alors (i) appliqué 2 g~! montre qu’on peut prendre g dans Ngo (T?).
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Montrons (i). Si B est un sous-groupe de Borel o-stable contenant T, alors le couple
9T C 9B est encore o-stable puisque “g € g T. Comme (9T)’° et (T°)° sont deux tores
maximaux de (G7), il existe h € (G7)° tel que (#T)°° = »(T°)° = (*T)?°. Vu la
bijection de 1.8 (iv) on a donc 9T = *T, d’ott g € hNg (T), ce qui démontre (i). W

LemME 1.14. — Soit 0 = o, 0, la décomposition de Jordan d’un élément d’un groupe
réductif G. Alors o est quasi-semi-simple si et seulement si il induit un automorphisme
quasi-semi-simple de (G°*)°.

Preuve. — Supposons ¢ quasi-semi-simple dans G. Alors il existe T C B, un « tore »
et un « Borel » contenant o, donc o, et . Alors (T?)° C (B%)° est un couple formé
d’un tore maximal o-stable de (G¢)° et d’un sous-groupe de Borel o-stable le contenant,
donc o induit un automorphisme quasi-semi-simple de (G¢)°.

Réciproquement, par 1.3 (i), il existe un sous-groupe de Borel B? de G° fixe par
o; ce sous-groupe de Borel est donc fixe par o5 et o,. Comme o, est semi-simple il
est en particulier quasi-semi-simple et donc par 1.8 (iii) (B?*)° est un sous-groupe de
Borel de (G°)°, et ce sous-groupe de Borel est par construction o-stable. Comme o
induit un automorphisme quasi-semi-simple de (G¢)°, ce sous-groupe de Borel contient
un tore maximal o-stable S de (G¢)°. Alors Cgo (S) est un tore maximal o-stable de
B, d’ou le résultat.

DEFINITION-THEOREME 1.15. — Nous dirons qu’un automorphisme quasi-semi-simple o
d’un groupe réductif connexe G est quasi-central s’il vérifie une des conditions équivalentes
suivantes :

() Il n’existe pas d’automorphisme quasi-semi-simple de la forme ¢/ = o oadg on
g € G tel que dim (G?)°< dim (G?')°.

(i) Tout sous-groupe de Borel de (G°)° est contenu dans un unique sous-groupe de
Borel o-stable de G.

(iii) 1l existe un tore maximal o-stable 'T inclus dans un sous-groupe de Borel o-stable
tel que Wg (T)° = Wgey ((T9)°) (i. e, tout élément o-stable de Ng (T)/T a un
représentant dans Ngoyo (T)).

(iii") Tout tore maximal o-stable T inclus dans un sous-groupe de Borel o-stable a la
propriété (iii).

@iv) 1l existe T C B, un couple formé d’un tore maximal o-stable et d’un sous-groupe
de Borel o-stable le contenant tel que toute racine simple oo de G relativement a (T, B)
vérifie la condition (x) de 1.8 (v).

(iv") Tout couple formé d’un tore maximal o-stable et d’un sous-groupe de Borel c-stable
le contenant a la propriété (iv).

Un élément d’un groupe réductif G sera dit quasi-central s’il induit (par conjugaison)
un automorphisme quasi-central de GP°.

De méme que pour la notion d’élément quasi-semi-simple, la notion d’élément quasi-
central est légérement abusive.

Preuve. — Nous montrons d’abord que (i), (iv) et (iv’) sont équivalents. Soit T C B
un couple formé d’un tore maximal o-stable et d’un sous-groupe de Borel o-stable le
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contenant. 1.8 (v) montre que les orbites de deux racines « et 3 correspondent a la méme
racine de (G“)° si et seulement si les sommes sur ’orbite @ +° a+. .. et 8+ B+ ... sont
proportionnelles. Donc, si nous notons ¥, I’ensemble des droites de X (T') engendrées par
les sommes des racines sur chaque orbite sous o, on a dim (G?)° = dim (T9)% +2|(Z, ).
ol (X,). dénote I’ensemble des droites de ¥, engendrées par la somme des racines d’une
orbite vérifiant (x).

D’autre part, il est facile de voir en utilisant les relations de Chevalley que si toute
racine simple vérifie (x) alors toute racine le vérifie (). Donc, si 0’ =coad tout € T,
comme T? = T, on voit que o’ vérifie (iv) pour le couple T C B si et seulement si
dim (G°")°=dim (T?)°+2|%, | (et sinon la dimension de (G”')° est strictement plus petite
que ce nombre). On peut toujours trouver un tel o’ car Cyoadt,0 = @ (t)” @ (t)...Cs, o
il suffit de choisir ¢ tel que a (¢)” a(t)... = C;2, pour toute orbite de racines SImples

Ceci démontre 1’équivalence de (iv) et de (1) pour les éléments de la forme o o adt.
Nous pouvons ramener a ce cas particulier I’équivalence de (i) et (iv'): si ¢/ = o oad g est
quasi-semi-simple, quitte & remplacer ¢’ par un conjugué, ce qui ne change pas dim (G"' )0,
on peut supposer que o’ normalise T C B; dans ce cas ad g, étant un automorphisme
intérieur qui normalise T C B, est de la forme ad¢.

Voyons maintenant que (iii) pour un couple formé d’un tore maximal o-stable et d’un
sous-groupe de Borel o-stable le contenant est équivalent a (iv) pour le méme couple. Ce
résultat est prouvé dans le cas des groupes semi-simples simplement connexes dans [13],
8.2: voir (2"""") et (4) pour (iv) = (iii) et (7) pour la réciproque. Nous allons nous ramener
a ce cas. Comme la propriété (x) porte sur 1’action de o sur les sous-groupes radiciels, qui
sont dans D G, elle a lieu dans G si et seulement si elle a lieu dans D G. De méme, si G
est le recouvrement simplement connexe de D G, comme o se remonte de fagon unique a
G (cf. 1.9) et comme la projection induit un isomorphisme des groupes radiciels de G sur
ceux de D G, la propriété () a lieu pour D G si et seulement si elle a lieu pour G.

De méme, o vérifie (iii) dans G si et seulement s’il vérifie dans G. Voyons d’abord
qu’il est équivalent qu’il le vérifie pour G ou pour D G : comme

N((Dg)a)o (T) C N(Go)o (T)

et Wg (T)” = Wpg (T)’, (iii) pour D G I'implique pour G. Et, comme N(g-yo (T) =
N(goy ((T)°) (par 1.8 (iv)) et Wg (T)? = Wpg (T)’, si o vérifie (iii) pour G alors
tout élément de Wp ¢ (T)” a un représentant dans N(g-yo ((T”)%); il en a donc un dans
ND((Go)O) ((Ta)o) (puisque N(Ga)o ((TU)O) = (Ta)o -Np ((G?)) ((TU)O)) d’ou le résultat
car D((G7)°) C ((DG)”)".

Il reste a voir qu’il est équivalent que o vérifie (iii) pour D G ou pour G, ce qui résulte
du fait que par 1.9 la projection de G” = (G?)° est ((D G)?)°. On s’est bien ramené
ainsi a la situation étudiée dans [13].

On voit facilement que (iii’) < (iii). En effet deux tores maximaux o-stables T et T’
inclus dans des sous-groupes de Borel o-stables vérifient T/ = 9T avec g € (G”)° par
1.8 (iii) et (iv), d’olt N(goyo (T) = 9(N(geyo (T)) et Wg (T')? = 9(Wg (T)").

() Note apportée pendant la lecture des épreuves: cette assertion n’est pas si facile a vérifier;
nous la détaillerons a I’occasion d’une future publication.
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Il reste a voir que (iii’) est équivalent 2 (ii). D’aprés 1.8 (iii), comme o est quasi-semi-
simple, tout sous-groupe de Borel de (G°)? est de la forme B N (G?)°, ot B est un
sous-groupe de Borel o-stable de G. Tout sous-groupe de Borel o-stable contenant (B7)°
contient T (I’unique tore maximal de G contenant (T7)°), donc est de la forme “B ou
w € Wg (T)’; si o vérifie (iii’), alors w a un représentant dans W gy ((T)°) donc
ne peut fixer (B")0 s’il est différent de 1. Réciproquement, si o vérifie (ii), stabilise le
couple T C B, et s’il existe un w dans Wg (T)° — W(geyo ((T9)°), alors (“B)7° est
un sous-groupe de Borel de (G”)° contenant (T?)°, donc est de la forme (VB)”° avec
v € W(goyo ((T9)°). Alors “B et “B sont deux sous-groupes de Borel distincts de G
ayant méme intersection avec (G°)°. m

Notons que si 0 € G° est un élément quasi-central d’un groupe réductif G, il
est central dans G°; en effet, si T est un tore maximal de G° contenant o, on a
Wgo (TO)” = Wgo (T?) donc si o est quasi-central c’est un élément de T centralisé
par Ngo(T?) donc tout G°.

Notons aussi qu'un conjugué d’un élément quasi-semi-simple (resp. quasi-central) est
encore quasi-semi-simple (resp. quasi-central).

Nous montrerons ci-dessous (1.18) que dans la plupart des cas la propriété (ii) de
I’énoncé 1.15 est vraie méme sans la condition que le sous-groupe de Borel soit o-stable.

Nous avons vu au début de la démonstration de 1.15 que

PROPOSITION 1.16. — Si o est un automorphisme quasi-semi-simple d’un groupe réductif
G, et T est un tore maximal o-stable inclus dans un sous-groupe de Borel o-stable, alors
il existe t € T tel que o o adt soit quasi-central.

Donnons un théoreme général de structure des groupes réductifs non connexes.

THEOREME 1.17. — Soit G un groupe réductif; alors tout « tore » T de G, contient un
sous-groupe fini A tel que G = G° - A et que A N G° soit central dans G°.

Preuve. — Soient T C B un « tore » et un « Borel » de G, et soit [avec les notations
de 1.8 (V)] A; = {0 € T = Ng (B, T%) | “z, (\) = z,, (A) pour tout « simple}, alors
A, est un groupe qui répond a la question 2 la finitude prés. En effet ona T = T? - A;.
Comme il existe toujours des représentants de G/G° dans T, on a bien G = G° - A;.
D’autre part G° N A; est formé d’éléments quasi-centraux de G°, donc centraux dans
GO. Enfin, d’apreés [Borel et Serre, « Théorémes de finitude en cohomologie galoisienne,
Comment. Math. Helv. 39 (1964), 111-164, lemme 5.11] dans le groupe algébrique A;
il existe un sous-groupe fini A tel que A; = A? - A. Ce dernier groupe A répond aux
conditions de I’énoncé. M

On peut préciser 1.15 (ii) comme suit:

Remarque 1.18. — Si o est un automorphisme quasi-central d’un groupe réductif connexe
@G, alors il existe un unique sous-groupe de Borel de G contenant un sous-groupe de Borel
donné de (G°)° sauf dans le cas ol il existe une racine o dont la somme avec une autre
racine de la méme orbite sous o est une racine, et C, o, = —1 [¢f 1.8 (V)].

Preuve. — Soit T C B un couple formé d’un tore maximal o-stable de G et d’un sous-
groupe de Borel o-stable le contenant et supposons qu’il existe un sous-groupe de Borel de
G autre que B contenant (B?)?; cet autre sous-groupe de Borel est de la forme “B avec
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w € Wg (T). Soit U le radical unipotent de B; on a U° C BN “B, d’ou ¥~1U’ C B.
Mais d’aprés I’analyse de [13], 8.2 (2""""), ¢f. 1.8 (Vv), dans tous les cas ol le produit de
I’égalité (x) de 1.8 (v) ne vaut pas —1, pour toute racine simple o (de G par rapport a
T et I’ordre déterminé par B) il existe un élément de la forme z,(As) Zo, (Ao, ) - .. dans
U° (ou le produit porte sur toutes les racines de 1’orbite sous o de ) tel que A, # 0. Si
w # 1, il existe o tel que w™!a < 0 d’ol une contradiction. W

Comme expliqué dans 1.8 (v), pour étudier les situations ou C, , = —1 on peut supposer
que G est de type A,, et que a et “a sont les deux racines du milieu avec C, o = —1
(ce qui inclus le cas ot C, , = 1 et la caractéristique est 2). Cette situation est vraiment
un contre-exemple, car

Remarque 1.19. — Sous les hypothéses ci-dessus, un sous-groupe de Borel de (G?)° est
contenu dans 2n sous-groupes de Borel o-stables de G.

Preuve. — Le sous-groupe a un parameétre de U“ correspondant a 1’orbite {a,a} est
supporté par les Zoioq (A). Si

p— o o o
Asn=apn——a—a1—"a1 ="z — =%,

oll on a posé a; = a, alors tous les w de la forme s,, Sq;, , -+ 8o (€t tous les “w ol w
est de cette forme) vérifient “B D (B”)?: ils envoient toutes les racines simples sauf o
(resp. ° @) sur des racines positives, ainsi que o + “«. Ce sont tous les w possibles car les
w cherchés doivent &tre réduits par rapport au sous-systeéme

o

ap—-—as—(a+7a)=as— - —ay,
qui est de type As,_1, donc il y en a au plus 2n. W

PrOPOSITION 1.20. — Si o un est automorphisme quasi central d’un groupe réductif
connexe, alors o I’est pour tout i sauf dans le cas ou il existe une racine simple telle que
Coa # 1 (cf. 1.8 (V).

En particulier, sauf dans le cas exclus dans I’énoncé ci-dessus, si o est un élément quasi
central d’un groupe réductif G tel que o¢ € GO, alors o € Z(GP).

Preuve. — En effet, si o (c) désigne I’orbite de o sous o, on a Cgi o = C&/REcd (10 (@)
La racine a vérifie donc (%) pour o' sauf si C, o = —1, si i/pged (i, o(a)|) est
impair et si I’orbite de a sous o ne contient pas deux racines dont la somme est une
racine, ce qui arrive si « est une racine du milieu dans une composante de type A, et
lo(a)|/pged (¢, |o(a)]) est aussi impair. W

PropPosSITION 1.21:

(i) Si o est un automorphisme quasi-central d’'un groupe réductif connexe G, deux
couples formés d’un tore maximal o-stable inclus dans un sous-groupe de Borel o-stable
sont conjugués sous (G°)°.

(ii) Si o est un automorphisme quasi-central d’un groupe réductif connexe G, si L est
un sous-groupe de Levi g-stable d’un sous-groupe parabolique o-stable de G et si h € G
vérifie h™* - °h € L, alors h € (G°)° - L.

(iii) Si L est un « Levi » d’un groupe réductif G, deux éléments quasi-centraux de G qui
sont dans L et conjugués sous G° le sont sous L°.
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Preuve. — (i) est une conséquence immédiate de 1.8 (iii), (iv) et de 1.15 (ii); en effet
ces propriétés impliquent que T C B, un couple formé d’un tore maximal o-stable de
G et d’un sous-groupe de Borel o-stable le contenant est I’unique tel couple contenant
le couple formé d’un tore maximal de (G?)° et d’un sous-groupe de Borel le contenant
donné par (T?)° c (B”)°.

(iii) est conséquence de (ii). En effet si o et 90 sont les deux éléments quasi-centraux,
on peut appliquer (ii) a g~ !.

Montrons (ii): si P est un sous-groupe parabolique o-stable contenant L, ’hypothése
équivaut au fait que "L, ¢ *P sont encore o-stables. L’élément o induit encore un
automorphisme quasi-semi-simple de L et de b par la remarque qui suit 1.12, donc
L (resp."L) contient T C B (resp. T/ C B’), un couple formé d’un tore maximal o-
stable et d’un sous-groupe de Borel o-stable le contenant. Les couples T C BV (resp.
T’ c B'"V), ot V est le radical unipotent de P, étant formés d’un tore maximal de
G inclus dans un sous-groupe de Borel o-stable de G, sont d’aprés (i) conjugués par un
élément g € (G°)°. Le couple Wi ¢ B étant un couple formé d’un tore maximal
de L et d’un sous-groupe de Borel le contenant est conjugué sous L & T C B. Il existe
doncl € L tel que lh™tg € Ng (T CcB-V) =T, d’o le résultat. W

PrOPOSITION 1.22. — Soit G un groupe réductif connexe; alors

(1) Si G n’a pas de composante quasi-simple de type As ., ou si k est de caractéristique
2, deux automorphismes quasi-centraux de G qui different par un automorphisme intérieur
sont conjugués.

(ii) Si G est de type A, et char k # 2, la classe modulo les automorphismes intérieurs
d’automorphismes de G qui ne contient pas 1’identité rencontre deux classes de conjugaison
d’automorphismes quasi-centraux.

Preuve. — Soit ¢ un automorphisme quasi-central de G; nous voulons étudier quand
ooad g est conjugué a o. Quitte a conjuguer par un élément de G, nous pouvons supposer
que o et o o ad g stabilisent le méme couple T C B formé d’un tore maximal de G et
d’un sous-groupe de Borel le contenant. Alors on a nécessairement g € T. Pour démontrer
la proposition, il nous suffit donc de démontrer 1’énoncé suivant: o et o o adt sont
conjugués si et seulement si C, o = Cyoadt,o pour toute racine simple o (en effet, si G
n’a pas de composante de type A,,, les C,, valent 1 pour toutes les racines simples et
si G est de type Ay, il existe une seule orbite de racines simples ot C, , peut valoir
—1, ce qui fait le nombre de possibilités annoncées dans 1’énoncé). Remarquons d’abord
que, par 1.21 (iii), si o et o o ad ¢ sont conjugués, ils le sont par un élément de T'; ils
sont donc conjugués si et seulement si ¢t = olg. gt pour un certain s € T. D’autre
part, on @ Coondt,a/Coa = @ (t)a(t) ---; si t est de la forme s - s~ ce rapport
vaut donc 1. Réciproquement, si ce rapport vaut 1 et si s est choisi tel que a(s) = 1,
“a(s)=al(t), a(s) = a(t)a(t), etc. pour toute racine simple o, alors t et © s -5~
different par un élément sur lequel toutes les racines simples s’annulent, donc central,
donc coadt = coad® 's-s! en tant qu’automorphisme et est donc conjugué a o
en tant qu’automorphisme. B
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La proposition précédente montre qu'un groupe réductif a un nombre fini de classes
de conjugaison d’automorphismes quasi-centraux. Décrivons les classes différentes de
P’identité pour les groupes quasi-simples:

* Dans le cas Ay,41, il y a une classe d’automorphismes o d’ordre 2; (G”)° est de
type Cn+1-

e Dans le cas Ay, il y a deux classes si la caractéristique de k est différente de 2;
o est d’ordre 2 dans les deux cas; (G”)° est de type C, dans un cas et B, dans
I’autre. Décrivons des représentants des deux classes pour G = GL3,.;: dans les
deux cas o est de la forme z — g(*z~!)g~! pour un certain ¢ € G; si on prend

0 1
g= on obtient un automorphisme quasi-central tel que G’ ~ O3, et
1 0
0 -1
si on prend g = -1 ou il y a n coefficients —1, on obtient un
1 0

automorphisme quasi-central tel que G ~ SP,,, X {£1} (c’est dans ce cas qu’une des
racines simples o vérifie C, , = —1).

* Dans le cas D, (n >4), il y a une classe d’automorphismes o d’ordre 2; (G°)°
est de type B,_;. Si G est de type Dy, il y a une classe de conjugaison
supplémentaire d’automorphismes quasi-centraux non triviaux dans le groupe de tous
les automorphismes (6 classes de conjugaison en tout d’automorphismes quasi-centraux
sous les automorphismes intérieurs) qui contient des éléments d’ordre 3 tels que (G7)°
soit de type Go.

* Enfin, dans le cas Eg, il y a une classe d’automorphismes o d’ordre 2; (G?)° est
de type Fy.

ProposITION 1.23. — Si o est un automorphisme quasi-central d’un groupe réductif
connexe G, et si L est un sous-groupe de Levi o-stable d’un sous-groupe parabolique
o-stable de G, alors L = Cg (Rad ((L°)?)).

Preuve. —

LEMME. — Sous les hypothéses ci-dessus, si L G G, alors (L7)° G (G7)°.

Preuve. — Soit T C B un couple formé d’un tore maximal o-stable de G et d’un
sous-groupe de Borel o-stable le contenant, et soit II la base correspondant a2 B des racines
de G relatives a T. D’apres [13], 8.3 (b), comme o est quasi-central, si G est semi-simple
alors (G7)° D’est aussi et son rang est égal a |II/o|. Comme D ((G?)°) c (DG)?° on
en déduit qu’en général le rang semi-simple de (G”)° est encore égal a |II/o|. D’apres
la remarque qui suit 1.12 o est encore quasi-semi-simple dans L, donc on peut supposer
dans ce qui préceéde que T C L. Alors L correspond a une partie o-stable I g II, et le
rang semi-simple de (L7)° est [I/o| < [II/o| donc (L°)° G (G”)°.

Maintenant, dans la situation de la proposition, posons M = Cg (Rad ((L?)°)). Comme
centralisateur d’un tore, c’est un sous-groupe de Levi de G. Si S C (L°)° est un tore
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maximal, alors L et M contiennent tous deux le tore maximal Cg (S) de G donc LNM
est encore un sous-groupe de Levi. D’autre part (M?)° = C(g-y (Rad (L°)°) = (L?)°
donc le lemme prouve que L = M NL = M (sinon par exemple M N L ;Ct L mais
(MNL)° = (L°)° ce qui contredit le lemme). M

L’énoncé suivant est aussi démontré dans [12], II 3, 11.

Remarque 1.24. - Si G est un groupe réductif de la forme G° (o), od o est un élément
quasi-central, et L est un « Levi » de G contenant o, alors la conclusion de la proposition
précédente implique que L = Cg (Z (L)°).

Preuve. — En effet, on a alors L = L% (o) donc d’aprés la proposition 1.23 il suffit
de voir que Z (L)° D Rad ((I°)°) ; c’est aussi une conséquence de 1. 23 qui dit que L°
(donc L aussi) centralise Rad (L)°). m

Dans le cas des automorphismes quasi-centraux nous pouvons généraliser comme suit
1.15 (i) et 1.8 (iv):

COROLLAIRE 1.25. — Soit o un automorphisme quasi-central d’un groupe réductif connexe
G. Alors

(i) L’application P — (P?)° définit une bijection entre les sous-groupes paraboliques
o-stables de G et les sous-groupes paraboliques de (G°)°.

(ii) L’application L — (L°)° définit une bijection entre les sous-groupes de Levi o-
stables de sous-groupes paraboliques o-stables de G et les sous-groupes de Levi de (G°)°.
La bijection inverse est définie par L — Cg (Rad (L)).

Preuve. — Au vu de 1.15 (ii), pour démontrer (i) on peut se limiter aux sous-groupes
paraboliques de G qui contiennent un sous-groupe de Borel o-stable B donné et aux
sous-groupes paraboliques de (G)° qui contiennent (B?)°. Si II est une base du systéme
de racines de G correspondant a B, la bijection de 1’énoncé traduit alors la bijection entre
les parties o-stables de II et les parties de II/o.

(ii) est une conséquence de 1.11 (ii) et de 1.23. La seule chose a vérifier est la
surjectivité de ’application L — (L?)°. Soit M un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe
parabolique Q de (G?)°. Par (i), il existe un sous-groupe parabolique o-stable P de G tel
que Q = (P?)°. Soit L un sous-groupe de Levi de P: alors (L?)° et M sont deux sous-
groupes de Levi de (P?)? = Q, donc sont conjugués par ¢ € Q, et on a M = ((7L)?)°,
d’ou la surjectivité de 1’application. W

Nous allons maintenant donner plusieurs applications du lemme suivant:

LEMME 1.26. — Si o est un automorphisme d’ordre n du groupe abélien A, alors le
sous-quotient H=! (5, A) de A donné par Ker (1 + o + -+ + 0™ 1) /Im (0 — 1) est un
groupe d’exposant divisant n. R

Preuve. — En effet, modulo 0 — 1, ona (l+ o+ - -+o" Hzx=nz. M

PrOPOSITION 1.27. — Si o est un automorphisme quasi-semi-simple d’ordre fini d’un
groupe semi-simple connexe G, alors I’exposant de G°/(G?)° divise I’ordre de o et

G7/(G?)° est abélien.

Preuve. — La deuxif,me assertion de 1’énoncé est démontrée dans [13], 9.4. Nous la
redémontrons ici. Si G = G est le recouvrement simplement connexe de G, alors par
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1.9 o se remonte de fagon unique 2 G et 7 (G°) = (G°)°. Donc G°/(G°)? - Kerr ~
771(G?)/G°. Or 771(G°) = {z € G|z~1°z € Kerw}. L’application £, : = —
2719z est une injection: 77! (G?)/G° £2 Kern et un morphisme de groupes (car
Ker7 est central). L’image contient (o — 1)Kerm = L, (Kerw) et est annulée par
(1+0+--+0"?) od n est Pordre de o, car °z = L, (z)z donne en itérant:
o"g = (Hotte™) £ (1) z. D’od le résultat (et on a montré que G°/(G?)° est un
sous-quotient de H™! (o, Ker7)). m

ProposITION 1.28. — Si o est un automorphisme d’ordre fini d’un tore T, alors I’exposant
de T°/(T?)° divise I’ordre de o.

T?/(T7)° est isomorphe 2 la p’-torsion de X (T?). On a T° = Ker (L,) od L, est
lapplication ¢ — ¢t -t~1, d’ol, par exactitude du foncteur X:

X(T9) =X(T)/(c —1)X(T).
Comme X (T)/Ker (140 +---+0™"!) est sans torsion, la torsion de X (T?) est donc
égaleaKer(1+o0+---+0"1)/(6c —1)X(T) =H! (g, X(T)), d’0b le résultat (on a
démontré que T /(T°)° est isomorphe 2 la p’-partie de H™! (o, X (T))). =

PrOPOSITION 1.29. — Si o est un automorphisme quasi-central d’un groupe réductif
connexe G, alors G° = (G?)° - Z(G”).

Preuve. — Montrons d’abord que si T C B est un couple formé d’un tore maximal
o-stable de G et d’un sous-groupe de Borel o-stable le contenant, alors G” = T - (G?)°.
En effet on peut trouver des représentants de G°/(G?)° dans Ng- ((T°)° C (B°)%);
mais par 1.8 (iv) et 1.15 (ii) on a Ng- ((T?)° ¢ (B°)?) C Ng (T Cc B) =T.

Les éléments de T induisent sur (G°)° des automorphismes agissant trivialement sur
le systeme de racines, donc qui sont de la forme ad t avec ¢t € (T”)°. En corrigeant par ces
éléments ¢, on obtient des éléments de C- ((G?)°), donc on a G° = Cp- ((G°)?)-(G7)",
d’ou le résultat car Cpo ((G?)?) centralise aussi T, donc tout G°. MW

Remarque 1.30. — Si G est semi-simple simplement connexe (resp. adjoint) et o quasi-
central, alors T, donc G est connexe: en effet X (T')/(c — 1) X (T) n’a pas de torsion
car o est une permutation de la base X (T) formée des poids fondamentaux (resp. des
racines). Mais il existe des groupes semi-simples et ¢ quasi-centraux tels que T (donc
G’ ) ne soit pas connexe: par exemple G = SLy/ + 1 et o = transposé o inverse o

1

ad 1 ot T’ = diag(a, b, ¢, d) tels que ad = bc = 1.

-1
PropoSITION 1.31. — Si ¢ est un automorphisme quasi-semi-simple d’un groupe réductif

connexe G, alors I’exposant de G’ /((Rad G)° (D G)’) est fini et divise le p.g.c.d. de
Pordre de o et de |ZD G|.

Preuve. — Nous allons montrer que G°/((Rad G)” (D G)’) est un sous-groupe de
H-' (0, ZD G).

Tout élément g € G peut s’écrire ¢ = zs ol ¢ € DG et s€ RadG. On a
g€EG & s s=2"271 e DGNRadG C ZDG. Si g est fixé, I’'élément z = s~ 17 g
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est bien défini modulo (o — 1) ZD G car s défini 2 un élément de DG NRadG C ZD G
pres. L’application G° — ZD G/(o — 1) ZD G qui associe a g I’image de z a pour noyau
(Rad G)” (D G), et son image est dans Ker (1 + o + --- + 0™"1) (o n est I'ordre de
o,car s = sz = "5 =52%2...° 2. W

Remarque. — On peut construire des exemples tels que G° # (Rad G)? (D G)?, et
méme G # T° (DG)’ ot T un tore maximal o-stable inclus dans un sous-groupe de

Borel o-stable. Prenons en effet G = GL2, 0 = transposé o inverse o ad ((1) é) Alors

(DG)az{(g a(_’l)} kctG”:(DG)UU{<a(_)1 g)} 16 j67 /(DG =2
et (RadG)” C (DG)"." " ac

PROPOSITION 1.32. — Soit o un automorphisme quasi-semi-simple d’ordre fini d’un groupe
réductif connexe G, et soit 'T un tore maximal o-stable de G inclus dans un sous-groupe
de Borel o-stable. Alors Wg(T)° /(Ng- (T)/T°) s’injecte dans H™! (o, T).

Preuve. — Si n € Ng(T) est un représentant quelconque d’un élément fixé
w € Wg (T)?, I'élément t = n-°n~! € T est défini & (¢ — 1) T pres. L application ainsi
définie de Wg (T)? dans T /(o — 1) T (qui n’est pas en général un morphisme de groupes)
a des fibres isomorphes a Ng- (T)/T?, et son image est dans Ker (1+ o + -+ + o™ 1)
(od m est de 'ordre de o) car “n =t"'n=""n= (t"t..."mqt)‘1 n. N

COROLLAIRE 1.33. — Soit o un élément quasi-semi-simple unipotent d’un groupe réductif
G, alors o est quasi-central, G°° est connexe, et tout autre élément quasi-semi-simple
unipotent de G° - o est conjugué a o. Si T® est un tore maximal o-stable de G° inclus dans
un sous-groupe de Borel o-stable, alors T® = (T°)° x L, (T?).

Preuve. — Si le corps k sur lequel G est défini est de caractéristique O, alors un
unipotent quasi-semi-simple ¢ € G est l'identité: en effet dans ce cas un unipotent
est dans G° (car G/G? étant d’ordre fini ne contient que des éléments semi-simples);
toutes les assertions de 1’énoncé sont donc triviales. Si k est de caractéristique p alors o
est unipotent si et seulement si il est d’ordre (fini) une puissance de p, et 1’énoncé est
conséquence des propositions 1.27, 1.28, 1.31 et 1.32: les groupes H™! de ces propositions
étant formés d’éléments semi-simples et étant d’exposant une puissance de p par 1.26
doivent &tre triviaux. On a donc (G°)? = (G”)° et si T est un « tore » contenant o,
on a Wgo (T?)? = N(goy- (T°)/(T°)? = N(gey (T?)/(T?)°, donc o est quasi-central.
D’autre part, puisque H™! (0, T°) = 1, ona Ker(1+ o +---+ 0™ 1) = L, (T°) od n
est I'ordre de o, et Ker (1 + 0+ -+ 0™ 1) N (T°) étant formé d’éléments d’ordre n
est trivial, donc le produit (T°)? x £, (T°) est direct; étant de méme dimension que T°
ce produit est égal a T [cette partie de I’énoncé est déja un résultat de Grothendieck
(séminaire Chevalley 1956-58 exposé 4, proposition 5, p. 12)].

Pour démontrer qu’un élément quasi-central unipotent o/ € G° - o est conjugué a o,
on peut comme dans la preuve de 1.22 supposer que ¢’ = to ou t € T?. Par le résultat
ci-dessus on a t = yz°z~! od y € (T°), z € T°. On en déduit que y = ¢’ - ®o 1
est unipotent comme produit de deux éléments unipotents qui commutent, donc trivial et
donc ¢’ est conjugué 2 c. W
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Remarque. — Spaltenstein [12] a étudié les éléments quasi-semi-simples unipotents et en
particulier a démontré qu’ils vérifient 1.15 (ii) et (iii).

1.1. GROUPES SUR LES CORPS FINIS

A partir de maintenant nous supposerons que G est un groupe réductif sur la cloture
algébrique F, d’un corps fini F,, défini sur F,, et nous noterons F 1’endomorphisme de
Frobenius correspondant.

Nous nous intéresserons aux « tores » F-stables de G ; notons que si T = Ng (T° C B?)
est F-stable, alors GF = GOF . TF et I’application naturelle (T/T%)¥ — (G/G°)F est
surjective. Notons que méme si T = Ng (T° C B?) est F-stable, il se peut que pour
un autre choix de BY, par exemple “B° ot w € Wgo (T°), le groupe (“T)F /T soit
réduit a l’identité.

PROPOSITION 1.34. — Soit G un groupe réductif connexe défini sur F,, et soit o un

automorphisme rationnel de G. Alors il existe g € G tel que ad goo soit un automorphisme
quasi-central rationnel.

Notons que sous les hypotheses de 1’énoncé ad g est rationnel en tant qu’automorphisme,
mais cela n’implique pas que g soit rationnel, seulement que g - Fg~! € Z (G).

Preuve. — Soit T C B un couple formé d’un tore maximal rationnel de G inclus
dans un sous-groupe de Borel rationnel. Deux tels couples étant conjugués sous GF, il
existe h € GF tel que *4°7(T c B) = (T C B). Soit alors ¢t € T tel que pour toute
racine simple on ait 24*°2dh°7 3 (X\) = T.440ad hoo, (A). Alors adt o ad h o o est quasi-
central, et, si I’épinglage A\ — 1z, (\) a été choisi rationnel [i.e. F(z,(N)) = z,, (A9)
od F = g7~ sur X (T)] toutes les racines s’annulent sur ¢ - F¢~1, i.e., ¢ est rationnel en
tant qu’automorphisme, d’ou le résultat.

PROPOSITION 1.35. - Si G est un groupe réductif défini sur F, tel que H! (F, Z (G°)) = 1,
alors tout automorphisme rationnel de G° induit par un élément de G dont I’image dans
G /G est rationnelle est induit par un élément rationnel de G.

Preuve. — Un élément 0 € G a une image rationnelle dans G/ G’ sil existe g € G tel
que Fo = go. L’élément o induit un automorphisme rationnel de G° si g o et o ont méme
action sur G° i.e., si g € Z(G°); si H! (F, Z(G°)) = 1, on peut trouver z € Z (G°) tel
que g = Fz- 271, et alors z o est rationnel et égal A o en tant qu’automorphisme. W

Remarque. -La démonstration ci-dessus prouve de plus que si H! (F, Z(G?)) = 1,
on peut choisir A de 1.17 tel que GF = A¥ . GOF. Par contre si H! (F, Z (G?)) # 1,
alors cette propriété n’est pas toujours vraie sur F,, non plus que l’existence d’éléments

quasi-centraux rationnels, comme le montre ’exemple de G = (SL,, o) ol o est un
élément du tore diagonal de GL,, (F,) tel que GL,, (F,) = (SL, (F,), o).

PropoSITION 1.36. — Soit G un groupe réductif connexe défini sur F,, et soit o un
automorphisme rationnel de G.

(i) Si o est quasi-simple, il existe un tore maximal G rationnel et o-stable inclus dans
un sous-groupe de Borel o-stable.

(ii) Si o est quasi-central, il existe un tore maximal rationnel et o-stable de G inclus
dans un sous-groupe de Borel rationnel et o-stable.
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Preuve. — (i) est une conséquence de 1.8 (iv) et (ii) une conséquence de 1.15 (ii):
soit T C B un couple formé d’un tore maximal rationnel de (G°)° et d’un sous-groupe
de Borel rationnel le contenant; ’unique tore maximal de G contenant T est forcément
rationnel, de méme que dans le cas (ii) I’unique sous-groupe de Borel o-stable de G
contenant B. W

COROLLAIRE 1.37. — Deux éléments quasi-semi-simples unipotents rationnels d’un groupe
réductif G qui sont dans la méme classe modulo G° sont conjugués sous G°F.

Preuve. — Si o est un tel élément, on sait par 1.33 que (GP°)? est connexe, donc
H! (F, (G%)”) = 1 et tout élément rationnel géométriquement conjugué a o lui est donc
rationnellement conjugué (voir par exemple [6], 3.21 (ii)). Comme par 1.33, il n’y a qu’une
classe de conjugaison géométrique de tels éléments on obtient le résultat. W

Démontrons un analogue « rationnel » de 1.6:

PrOPOSITION 1.38. — Soit o un automorphisme quasi-central rationnel d’un groupe réductif
G et soit L C P un couple formé d’un sous-groupe de Levi rationnel d’un sous-groupe
parabolique (non nécessairement rationnel) de G. Alors, si la G¥ -orbite (pour I’action par
conjugaison) du couple L C P est o-stable, elle contient un couple o-stable.

Preuve. — Dans le méme esprit que la démonstration de 1.6 nous nous ramenons d’abord
au cas des tores: supposons d’abord la proposition démontrée quand L est un tore, et
démontrons qu’elle a alors lieu pour un sous-groupe de Levi L quelconque.

L’hypothese dit qu’il existe g € GF tel que 90 (L, P) = (L, P). Soit T C B un couple
formé d’un tore maximal rationnel de L et d’un sous-groupe de Borel de P le contenant
tel que B N L soit rationnel. Deux tels couples étant conjugués sous LF, il existe [ € LF
tel que 97(T, B) = (T, B). Par la proposition dans le cas des tores, il existe h € GF
tel que *(T, B) soit o-stable. On en déduit alors exactement comme dans la preuve de
1.6 que le couple "(L, P) est o-stable.

Démontrons maintenant la proposition dans le cas des tores. Soit Ty C By un couple fixé
formé d’un tore maximal rationnel et d’un sous-groupe de Borel rationnel le contenant. Les
GF-orbites de couples T C B sont alors paramétrées naturellement par Wg (Tp) comme
suit: soit z € G tel que (T, B) = *(Ty, By); on associe a la GF-orbite de (T, B)
I'image dans Wq (Ty) de 27! - Fz. Si le couple (Ty, By) a été choisi o-stable [ce qui
est possible par 1.36 (ii)], alors & une orbite o-stable correspond un élément o-stable de
We (To) . Par 1.15 (iii'), cet élément o-stable a un représentant n € N(gyo (T). Soit
y € (G”)0 tel que y~! - Fy = n. Alors le couple ¥(Ty, By) est un couple o-stable de la
GF-orbite considérée, d’ou le résultat. W

Donnons maintenant 1’analogue « rationnel » de 1.21 (ii):
ProPOSITION 1.39. — Si 0 est un automorphisme quasi-central rationnel d’un groupe

réductif connexe G, si L est un sous-groupe de Levi rationnel o-stable d’un sous-groupe
parabolique o-stable de G et h € GF vérifie h™1 - “h € L, alors h € ((G”)°)F . LF.

Preuve. — Par 121 on a h = W'l avec [ € L et B’ € (G?)°. Alors *h = h donne
W=1ER = 1F171 € LN (G?)° = (L°)°. Si on écrit 1 FI-! = zFz~1 avec = € (L°)° alors
Wz e ((G°))F et z711 € LF, d’ou le résultat. W
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Les propositions précédentes nous permettent de démontrer la proposition suivante qui
nous aidera a classifier les caracteéres de Deligne-Lusztig que nous construirons :

ProposITION 1.40. — Si G = G° (o) o o est un élément quasi-central rationnel, alors
les GF-classes de « Levis » rationnels sont en bijection avec les ((G?)°)F-classes de
sous-groupes de Levi rationnels de (G°)° comme suit: tout « Levi » rationnel L a un
GF-conjugué L, contenant o, et la bijection est obtenue en associant la ((G°)°)F-classe
de ((L1)°)° a la GF-classe de L.

Preuve. — Montrons d’abord que toute classe rationnelle de « Levis » posseéde un
représentant qui contient o : c’est une conséquence de 1.38; en effet, L est un « Levi »
rationnel si et seulement si LO est rationnel et LNG°F .0 # J; i.e., si L = Ng (L° C PY),
s’il existe g € GOF tel que 99(L° c P°) = (L° C P?). La conclusion de 1.38 implique
alors qu’un conjugué rationnel de L contient o.

Montrons maintenant que deux « Levis » rationnels contenant o et conjugués sous GF
sont conjugués sous ((G°)°)F. Si SL=L'od LoocetL/>oalors ¢ o€ ol ie,
g '-7g € LY d’ot par 1.39 g = ¢g'l avec | € L°F et ¢ € ((G°)°)F, et YL = L/,
d’ou le résultat.

Les deux observations ci-dessus, en conjonction avec la bijection de 1.25, construisent
la bijection de 1’énoncé. W

2. Caracteres de Deligne-Lusztig de G¥

Dans cette section G désignera un groupe réductif (non nécessairement connexe) défini
sur F,, et nous noterons F 1’endomorphisme de Frobenius corerspondant. L’intérét des
notions de « Levi » et de « parabolique » de la section précédente est de permettre de
définir des foncteurs d’induction et de restriction de Lusztig pour G¥ de facon tout 2 fait
analogue 2 la définition usuelle pour G°F.

DEFINITION 2. 1. — Si P = U X L est une décomposition de Levi d’un « parabolique » de
G telle que LO soit rationnel, on pose Yy = {z € Glz~! - Fz € U}.

Sur cette variété on a des actions qui commutent de G¥ a gauche et de LF a droite
données par (g, 1) z = gzl (la notation L désigne le sous-groupe de L formé des éléments
fixes sous F, mais L n’est pas nécessairement fixe sous F). Notons qu’on peut faire agir
Nag (U)F = PF 2 droite sur Yy, mais que I’action de UF est triviale sur la cohomologie,
car restriction d’une action de UNF~"U, donc I’action de PF sur la cohomologie provient
d’une action de L¥ (on a P¥ = U¥ x LF, ce qui peut se voir en utilisant la décomposition
unique PNF P = L. (UNF 'U)).

Dans la suite, si Y est une variété sur F,, nous écrirons simplement H: (Y) pour
H (Y, @), le i-2me groupe de cohomologie [-adique de Y & coefficients dans @, et nous
noterons H ('Y) I'espace vectoriel « virtuel » @, (—1)" H: (Y). Les foncteurs d’induction
et de restriction de Deligne-Lusztig sont définis sur les caracteres virtuels comme dans
le cas des groupes connexes:
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DEFINITION 2.2. — Pour x € Irr (LF) et ¢ € Irr (GF), on pose

(i) RE (x) (9) = [ILFI7* 37 x (171) Trace (g, DIH: (Yv))
leLF
(ii) "R () (1) = |GFI™1 Y 9 (g7) Trace ((g, D|H: (Yu))
geGF

Nous voulons voir que I’étude de R et *RE se raméne au cas ou G /GO est cyclique.
ProposITION 2.3. — On a
. G, F
@ RE00(9) = > (5o 1) Res(ror, 1,y x)oad a) (9)
{a€[LF-GOF\GF]|* geLF.GOF}

ou l, est un élément de LF tel que °g € 1, G°F.

o F *p G *p (GO, F
(ii) Res{ior ) "Ry () = "Rigo’y (Resfgor ) %)

Preuve. — En appliquant le théoréme de Lang dans G°, on voit que tout élément F-stable
de G/G° a un représentant dans GF. On en déduit que

YU = H (l—'l Y%,
a€[GF /GOF]

ou YY = {z € G°z7! -Fz € U°} est une variété de Deligne-Lusztig ordinaire, et pour
g€ GF, 1l €LF ona:

JDF™ 0(aga=t, 1) F™
Ve = Y e,
a€[GF /GOF]

ou la somme porte sur les a tels que *g = [=! (mod. G%) i.e, 7! € LF n(?g- G°F),
d’ol, en « passant a la limite sur m »

Trace (9, DI H: (Yu) = D Trace((°g, )| HI (YY)
a€[GF /GOF]
ou la somme porte sur les mémes a que précédemment. On a donc :

*)  REM) (@=L D Y Trace((*g, ITIH: (YY) x (1)

a€[GF /GOF] I€LFN(2g-GOF)

La somme sur les [ est non vide si et seulement si ¢g € (LY - G°F) auquel cas il existe
l, € LF tel que LF N (%g- G°F) = LOF .|, et °g € G° - 1,. La formule (x) appliquée en
remplagant G par (G, [,) et L par (L°, [,) donne si r est I’ordre de I, (mod L°) :

G% 1, F a
(%) RéLo,la)) (ReS%LOF,la) x) (*9)

= (L7, 1)) ST Trace((eg, I7)HE (YY) x (1)

i=1 1€LOF.I,

= |LOF|7t 3 Trace((%g, I7H)HI (YY) x ()
ZGLOF'la
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la derniére égalité car Trace (= 9g, I)|H? (Y?,)) = Trace ((°g, = 1)|H* (Y?,)). On obtient
le (i) de I’énoncé en réinterprétant (x) a ’aide de (%), et en remarquant que le membre
de droite de (*x) ne dépend que de la classe de a modulo LF - G°F (car les éléments
I, pour deux tels a peuvent étre pris conjugués sous L¥ et x est un caractére de LF).
De méme, on a:

Rg (p)() = 1GF|71 Y 3 Trace((%g, I)[HL (YS) % (9)

a€[GF/GOF] geGOF.a~Y
=[GF|7t Y Trace((g, I7M)H: (YY) ¢ (9)
gEGOF. |

la deuxieme égalité car ¢ (*g) = 1 (g) donc tous les termes de la somme sur a sont égaux.
La méme formule appliquée en remplacant G par (G°, [,) et L par (L, I,) donne le
méme résultat, d’ou le (ii) de I’énoncé. ®

Notons un cas particulier de la proposition précédente :

COROLLAIRE 2.4. —

(1) ResgoFF oRE = E adaoRS o ResfoFF
a€[GF/LF-GOF]

(ii) Reskor o *RY = *RLo o ResSor

Notons aussi qu’un corollaire immédiat de la proposition ci-dessus est:

COROLLAIRE 2.5. —

-1

LF
LOF

GF
GOF

GOF -
F
Lo »

GF
dim (RE (x)) = dim Rfoo Res%oFF X=|TF ego epo x (1)

Le bi-caractere défini par la trace de (g, !) sur la cohomologie de Yy vérifie des
propriétés analogues a ce qui ce passe pour les groupes connexes, par exemple la formule
du caractere.

ProposiTioN (formule du caractére pour RE et *R )2.6. - Sozt L un « Levi » de G tel
que L soit rationnel. Pour u € GE et v € LE on deﬁnzt QS, (u, v) comme valant 0 si
uwv & GO valant Trace ((u, v)l H: (YU)) sinon, ou Y, est la variété de Deligne-Lusztig
usuelle correspondant a RLO . Soit 1 (resp. x) un caractére de G¥ (resp. LY), alors on a:

. _ s _ Gs 0
@ ®REx(9) =L (@GR Y Y QL) (w v x(sv)
{h€GTF|s€" L} veC; ()]
si g = su est la décomposition de Jordan de g € GF.
(i) CREH) @) = 1(GH°FI7 3 éfl))o (u, v71) 9 (tu)
u€Cq ()E

si | = tv est la décomposition de Jordan de | € LF.
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Remarque 2.7. — On notera les différences avec la formule pour les groupes connexes
(cf. par exemple [5], 12.2): d’abord, la somme sur les v porte sur les éléments unipotents
de (*L)®, et contrairement au cas connexe, ces éléments ne sont pas nécessairement dans
((*"L)*)%: les fonctions de Green ont dii étre étendues a des éléments qui ne sont pas
dans le groupe, et surtout la formule ci-dessus peut nécessiter des fonctions de Green
a 2 variables méme dans le cas d’un tore, car T peut contenir des éléments unipotents
(méme s’ils sont quasi-semi-simples !). Notons toutefois que si G /GO est formé d’éléments
semi-simples, alors tous les éléments unipotents de G sont dans G, et, plus généralement
les éléments unipotents de ("L)* sont dans ((*L)*)° [par 1.8 (i)]; en particulier tout
élément quasi-semi-simple est alors semi-simple.

Preuve. — La démonstration suit la méme démarche que dans le cas des groupes connexes.
Nous démontrons d’abord le lemme suivant:

LEMME 2.8. — Avec les notations de la proposition 2.6, on a:

(%) Trace (g, DJH (Y0)) = [(GY°FI7F Y QiE% (*'u, )
{heGF|ht=5s-1}

() =[@°F Y QG (u, ")

{heGF|p~ls=t—1}
Preuve. — Les deux égalités sont clairement équivalentes. Démontrons la premiére.
D’apres les propriétés de la cohomologie [-adique on a:
Trace (9, D)H: (Yo)) = Trace ((u, v)|H (Yg'?)).
Nous allons montrer que le morphisme
o: {heGt=s"1}x{ze(G)z Tz eU} - Y?
donné par (h, z) — hz est surjectif. Tout d’abord ce morphisme est bien défini car, comme

Y& = {z € Glz'Fz € Uet sat = z},

il est clair que ¢ (h, 2) € Yg’t). D’autre part, si x € Yg’ Y alors szt = x, donc s¥ rt =
Fr=x(z71Fx), Aot sF 2t = szt (z71F x), ce qui s’écrit (z7Fx)t =t (z71F 1), i e,
7z € (G%! Comme z7!F z est unipotent, on a méme z7'Fz € (G*)° [c¢f 1.8,
(i)]. Par application du théoreme de Lang dans (G*)°, on peut écrire z71¥ z = 271F 2
ol z € (G?)°. Posons alors h = zz"'; ona h € GF, "t = s71 et ¢ (h, 2) = 2, d’o
la surjectivité de .

L’application ¢ n’est pas injective, mais si ¢ (h, z) = ¢ (h/, 2’), on a: h=1h' =
z2'~! € (G*)°F, donc ¢ induit un isomorphisme

{he GF|* = s7'} x(gupor {z€ (G027 F2e U} S YL,

L’action de (u, v) sur (h, z) donnée par (h, z) — (uhv,” z) est compatible au
quotient par (G')°F et est transportée par cet isomorphisme sur I’action de (u, v) sur
Ylj’t . L’isomorphisme donne une décomposition
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Y& ~ 11 {z€ (G |z7'F 2 € U},
{h€GF /(G1)OF |k t=5-1}
= LI LiGey (UN(G) ),

{heGF /(G PT | 1=}
ot (u, v) € (G*)E x (L*)E envoie le morceau indexé par h sur le morceau indexé par
1

uhv = h -» 'uw, donc le stabilise si et seulement si "~ wv € (G)°, et dans ce dernier
. -1 .
cas agit par z — " wzv. On obtient donc

Trace ((9, 1)|H (Yu))
- -1 * —
=(G)°F|™ > Trace (" u, v)|Hz (LG (UN(G'))).
{heGF |rt=5s—1 et " uve(Gt)0}

D’oi le lemme (remarquons que le fait qu’on ait posé QS, (u, v) = 0 si uv ¢ G° impose
R uv € (GY)° dans les sommations de 1’énoncé). M

Montrons alors la proposition 2.6. En appliquant le lemme 2.8 dans les sommes (i) et
(ii) de 2.2 et en échangeant les sommations, on obtient

(RE x) (9) = ILF| M |[(G*)°F |~
(G*)° h Rl 1
x 3 S QS (w ho) x (s,
{heGF|r1seLF} veCy (r 1s—1)F

d’aprés (**) et

CRED ) =G @)1 Y X Qe (Tuw (i),

heGF ueCq(ht)E
d’apres (*).

On obtient le résultat en prenant "v comme variable dans la somme de la premiére
-1 . .
formule et en prenant * « comme variable dans la somme de la deuxieéme formule. W

COROLLAIRE 2.9. — Sous les hypotheses de 2.6 (ii), on a:
*p G 1 (G0 (tv
("Rg ) (t0) = CR{E ) ¥) (t0)
Preuve. — En effet, la formule du caractere (ii) s’écrit:
*p G — Gt)° —
CREO) O =1GYFIT > Qe (w, v ¢ (tw)
w€((G*)0-v)f
car QES:))OO (u, v71) est nul si wv™! ¢ (G*)°. Donc tous les u de la somme sont dans
(G*)? . (tv) qui contient (G?)° - v. D’autre part (L!)° - (tv) est bien un « Levi » de
(G0 - (tv): en effet, si L = Ng (P?, L) alors on a
(L)% - (tv) = Ngeyo-qup (P1)°, (L9)°).
On obtient alors le résultat en remarquant que la formule du caractere (ii) appliquée aux
deux membres de I’égalité de 1’énoncé donne le méme résultat. W
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2.1 Cas ot G/GP EST CYCLIQUE

La proposition 2.3 montre que les fonctions sur G°F - g qui sont données par les RE
s’expriment en fonction des fonctions analogues dans les groupes (G°, °g). En d’autres
termes, pour 1’étude des caracteres de Deligne-Lusztig généralisés sur 1’élément g, on
peut se ramener au cas ou G/GP° est cyclique, engendré par un élément rationnel, i. e.,
G = G° (o), ot 0 € GF. Nous nous intéressons aux fonctions de classe que nous pouvons
construire sur G°F . o, i. e., aux « fonctions de o-classe » que nous pouvons construire
sur G°F. Si g € G°F . 5 alors par 2.3 (i) on a RE (x) (¢9) = 0si LN G°F . o0 = &. Nous
pouvons donc nous limiter aux « Levis » rationnels.

Si G = G%(0) ol o est un élément quasi-central rationnel, on peut donc, d’apres 1.40
se limiter aux fonctions données par Rf¥ ou L 3 0. Dans ce cas RE définit une application
des fonctions de o-classe sur L°F dans les fonctions de o-classe sur G°F que nous
noterons Rﬁ,o,';’. Si G° est a centre connexe, il existe un élément quasi-central rationnel
dans G° - o par 1.34; en général, on peut plonger G dans un groupe G 2 centre connexe
et les RE sont restriction des mémes foncteurs pour G (par une démonstration analogue a
[6], 13.22); donc on « n’aura pas de nouvelles fonctions » par rapport au cas de G.

Dans la suite, nous supposerons que G = G°(o) avec o quasi-central rationnel.
Rappelons que d’apres la proposition 1.40, les foncteurs Rfoo,:’ sont classifiés dans ce cas
par les ((G”)°)F-classes de sous-groupes de Levi rationnels de (G?)°. Dans ce contexte,
les formules 2.2, (i) et (ii) et la formule du caractére deviennent:

PROPOSITION 2.10. — Si x est une fonction de o-classe sur LY, + une fonction de
o-classe sur G°F, g € G°F et 1 € L°F, on a:

(@) R (x) (g0) = [LOF|7 D" x (L) Trace ((g, 1) o|HX(YY))
leLoF
(ii) “Reos (%) (10) = |GOF| 2 > ¥(g0)Trace((g, I™") o|HI (YD)
geGOF

ou dans les deux formules ci-dessus, I’action de o sur la variété de Deligne-Lusztig ordinaire
Y, est par conjugaison (action naturelle de I’automorphisme o de G°).

(iii) Si go = su est la décomposition de Jordan de go, on a

REx) (g0) = [LFIH(G))FITH ) 3 QD (v X (sv).

{k€GOF|se* L} ve((*L)*)}

Preuve. — Les formules (i) et (ii) sont une conséquence immédiate des formules (%) et
(%) qui apparaissent dans la démonstration de 2.3. Prouvons (iii) : puisque G = G°- (o),
si on écrit un élément h € G dans la somme de droite de la formule du caractére sous la
forme k - %, les termes de la somme de droite ne dépendent pas de i, et il y a |[LF/LOF|
valeurs de ;. W

PROPOSITION 2. 11. — Soit f une fonction de classe sur GF vérifiant f (su) = f (s) si
su est la décomposition de Jordan d’un élément de GY¥. Soit L un « Levi » F-stable de
G contenant o. Alors on a:

i oF .
() RG7 (1 -ResSor .2 f) = RS, 7 () - f pour toute fonction de classe m sur LF.
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..y 1+ Glo GOF.4 *pGlo . F
(i) ("Rpo., (¢))-Resgor.y f="Rio., (¢ f) pour toute fonction de classe ¢ sur G.
(iii) "RE.7 (f) = ResSyr.? f.

Preuve. — (i) et (ii) sont des conséquences immédiates de la formule du caractere. (iii)
résulte de (ii) et du résultat que *RS’ (Idg) = Idy,. En effet *RS (Idg) est le caractere du
LF-module H? (£~ (U))G". Par [6], 10.10 ce module est isomorphe a H? (£~ (U)/GF)
et £ induit un isomorphisme de £~ (U)/GF sur U, d’ot le résultat par [6], 10.11. m

PROPOSITION 2.12. — Soit L un « Levi » F-stable contenant o, et soit x € G°F. Soient

0 = 050, (resp. ox = su) la décomposition de Jordan de o (resp. o x) et supposons
que G° C G:. Alors

RE (x) (0 2) = R, (xlwes ¥) (0 ).
Preuve. — Nous allons transformer 2.10 (iii) a I’aide des lemmes suivants:

LeEMME 2.13. — Si s semi-simple commute a o quasi-central, alors o s est quasi-semi-
simple.

Preuve. — L’élément s induit un endomorphisme semi-simple de (G°)° donc stabilise un
couple (T?)° c (B?)? formé d’un tore maximal et d’un sous-groupe de Borel de (G7)°.
11 stabilise donc ’'unique couple T C B contenant ce couple formé d’un tore maximal et
d’un sous-groupe de Borel o-stables de G° [cf. 1.8 (iv) et 1.15 (ii) pour I'unicité]. W

LEMME 2. 14. — Si 0 et 0 s sont deux éléments quasi-semi-simples (avec s € G°) tels que
(Go%)° C (G?)°, alors tout « Levi » de G qui contient o s contient o et s.

Preuve. — Soit L un « Levi » contenant o s; par 1.11 (ii) L contient un tore maximal
(T?°)° de (G°°¢)° inclus dans un unique tore maximal T° de GO L’hypothese
(G?#)? c (G°)? implique (G°*)° C (G?)° N (G*)° donc (T°7%)° C (T°%)° donc
s € Cgo ((T?9%)%) = T° ¢ LY; donc s € L et donc o aussi. W

Si on applique le lemme 2.13 2 o, et s et le lemme 2.14 2 0, et 0 ! s, on voit que s € "L
implique o, € L. Par 1.39, o, € "L équivaut 2 k € ((G?)°)F - L°F. Posant k = hl avec
h € ((G°)%F etl € L°F, on obtient, en tenant compte de |((G?+)°)F NLOF| = |(L°+)°F|
et de (*L)* = (("L)™)* = ((L*))*

(RE X) (0.2) = [LOF|7H (L) 771 ((G))F|

G*)° -
X > D D Qe (v x(s0).

{Re((G7)")F[s€ML} LELOF we((R(L72))*)

Simplifiant la somme sur /, et remarquant que s € "L est équivalent 2 s € (*L)°, on
obtient
|(Las)0F|—1 I(Ga,)sOFI—l
Ga, s\0 _
x > Do Qe (w0 Mx(s0).
{he((G==)")F|se(*L)o- | ce((F(Les))*)}

On reconnait sur cette derniere égalité le développement du deuxieme membre de I’énoncé
obtenu en appliquant la formule du caractére dans G°¢, d’oil la proposition. M
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Remarque. — Notons que la condition G* C G+ dans ’hypothese de 2.12 est plus forte
que (G*)° C (G?#)°. Un exemple d’un o quasi-central semi-simple et d’un s € (G°)? - o
semi-simple tels que (G°)° C (G”)° mais G°* ¢ G° est par exemple, dans PGL,

00 0 -1
. . 00 -1 0 L

en caractéristique différente de 2, ¢ = ad o1 0 o|° transposé o inverse et
10 0 O

s = diag (1, i, —i, 1) o 0, ol 7 désigne une racine carrée de —1: on a (G*)° C (G?)° (et
10 0 O

o\0 fo 17414 _ 0 0 — O s -

de plus s € (G”)? - 5) mais 1’élément n = 0 i 0 0 est dans G° — G°.

0 0 0 1

Le théoréme précédent montre une « correspondance de caracteres » entre G et G
pour les éléments semi-simples. Nous verrons qu’une telle correspondance existe dans un
cadre plus large a la Section 4. Pour les éléments unipotents, le point de départ sera la
propositon suivante :

PROPOSITION 2.15. — Supposons maintenant que o est unipotent. Soit T un « tore »
F-stable de G contenant o, et soit t € G°F tel que o x soit unipotent. Alors :

(RS (9)) (02) = [(T°)F| 2 Qo (02, 071) 8 (o).

Preuve. — On a par la formule de caractere

—_ 0 —_
RE @) (02) =|(T°F)* > QF(oz,v)(v)
v€(TF),
ot QS; (0, v) n’est non nul que si o zv € G, ce qui implique o v € TO. Mais, d’apres
la démonstration de 1.37, les éléments unipotents v € TF tels que ov € T sont les
to~! ot t € T°F. On a donc

RS (0) (02) = [(T°7)F|7' Q% (07, 07)0(0). =
Notons que si T est quasi-déployé on a HX (YY) ~ @ [GOF/U°F) et on trouve
alors (RS (9)) (o) = 6 (0)|(G°F /B°F)?] ce qui vaut encore 6 (o) dim (Rgg,))o (Id(tey))

puisque o est quasi-central. Nous verrons a la section 4 que cette égalité a lieu pour
tous les tores.

3. Théorie « de Harish-Chandra », dualité

Nous supposons dans ce paragraphe que G est un groupe réductif défini sur F, de la
forme G = G° - (o) ol o est un élément quasi-central rationnel.

Nous démontrons d’abord une formule de Mackey pour les composés du type

o, N . . .
*Rl(\;/lo 7 o RS % dans le cas ou L et M sont des « Levis » de « paraboliques » rationnels
contenant o. Pour cette démonstration, nous suivons de pres le cas des groupes connexes
(cf. [6], chapitre 5). Remarquons que dans le cas ol le « parabolique » est rationnel,
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par le théoréme de Lang appliqué dans U, la variété Yy est égale 3 U - GF, donc
sa cohomologie est, 2 un décalage pres, la méme que celle de GF/UF c’est-a-dire est
isomorphe 2 @; [GF /UF)]. Dans ce cas RS, 7 est donc une induction 2 la Harish-Chandra.
Nous définissons ensuite I’analogue de la dualité pour les fonctions sur G°F - o; les
démonstrations de ses propriétés sont analogues a celles du cas connexe (cf. [6], 8). Nous
montrons qu’on peut « recoller » les dualités définies sur les différentes tranches de G.
Enfin nous introduisons I’analogue du caractére de Steinberg pour les groupes non
connexes, suivant, 1a encore, le cas connexe (cf. [6], 9). Donnons d’abord deux définitions.

DEFINITION 3.1:
(1) Si H est un groupe réductif connexe et L et M deux sous-groupes de Levi de H, on pose

S (L,M) = {z € HLN "M D un tore maximal de H}.

(ii) Si L et M sont deux « Levis » de G, nous appellerons formule de Mackey pour L
et M [l’égalité

*p G0 0. 0., e IMO.
RLO.U Rlc\;/[o.f, = Z R’%‘LOOIMO)U (LOr:zMO)v adz.
z€[(L7)°F\S goyo (L9)?, (M?)0)F/(M7)0F]

Remarquons que le deuxi¢me membre de la formule de Mackey a un sens. En effet,
si Q est un « parabolique » de G ayant M comme « Levi », alors L N *Q est un
« parabolique » de L ayant L N *M = (L° N *M°) - (¢) comme « Levi » (cette derniére
égalité car I’élément = est o-stable).

THEOREME 3.2. — Soient L et M deux « Levis » rationnels contenant o de deux
« paraboliques » rationnels P et Q respectivement; alors la formule de Mackey pour
L et M est vraie.

Preuve. — Comme rappelé ci-dessus, si le « parabolique » P est rationnel RE est donné
par le bimodule @; [GF/U¥]. Donc le premier membre de la formule de Mackey est
donné par le LF-module-M¥

Q@ [UN\GF ®¢r @ [GF/VF]~ @ [UF\G/VT].
L’autre membre est donné par

P LF/@F N V) xpename (U N MOF)\*MT,,

ol la somme porte sur z € [(L7)°F\Sgoyo ((L7)°, (M?)%)F/(M?)%] et ot m € MF
agit sur le terme d’indice z par 1’action de *m € *MF.

Nous décomposons le bimodule correspondant au membre de gauche en utilisant
les doubles classes de GF par rapport 2 P°F et Q°F. Seules les doubles classes o-
stables donnent une contribution non nulle & la trace sur ce bimodule d’un élément de
L°F .o x M°F . 5. La double classe de 1’élément go?, avec g € G°F est o-fixe si et
seulement si celle de g 1’est. Si la double classe de g est o-stable, on peut regrouper les
termes correspondants aux doubles classes des éléments g o quand 4 varie, en utilisant
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légalité P¥ . g- QF = P°F.g (o) - Q°F, et on en déduit que le membre de gauche de
la formule de Mackey est donné par

Q[(UN\G T (0)/VF)7] = @ Q [UN\P*F 2 (o) Q"F/VT].

(EE[(PO F\GO F/QO F)a]

Remarquons aussi que P°F\GOF/QCF g’identifie 2 I’ensemble des doubles classes
rationnelles (P°\G°/Q°)F car P?, Q° et P° N “Q° sont connexes, pour tout z € G°.
Appliquons alors le lemme suivant:

LeMME 3.3. — L’application naturelle

(L)) \S(geye (L)%, (M7)°)F/(M?))F — (P\G°/Q%)F)”
est une bijection.

Preuve. — Nous démontrons d’abord 1’analogue géométrique de cette assertion, c’est-
a-dire

LeMME 3.4. — L’application naturelle
(L7)°\S@ey (L7)°, (M?)°)/(M7)° — (P\G°/Q°)”
est une bijection.

Preuve. — On sait que L%\Sgo (L%, M%) /M°® — P°\G°/QP est une bijection (cf. par
exemple, [6] 5.6). Cette bijection étant clairement compatible & ’action de o, il suffit
donc de montrer que

M (L)N\S(Geye (L7)°, (M7)%)/(M?)" — (L\Sgo (L, M®)/M")"

est une bijection. Soit z € (G”)° tel que les sous-groupes de Levi *(L7)° et (M?)°
de (G°)° aient un tore maximal de (G°)° en commun. Alors °L® et M° contiennent le
centralisateur de ce tore qui est un tore maximal o-stable de G° inclus dans un sous-groupe
de Borel o-stable. Comme Sgo (°*L% M°) = z Sgo (LY, MP?), on est ramené a démontrer
le lemme dans le cas ou L° N M?° contient un tore maximal o-stable T inclus dans
un sous-groupe de Borel o-stable B®. Dans ce cas B? définit une base II du systéme
de racines de G° par rapport a T?, les groupes L et M? correspondent a des parties
o-stables I et J de II, et on sait que L%\Sgo (L%, M%)/M°® 5 W \W/Wj, ot W est
le groupe de Weyl de G par rapport a T (cf,, par exemple, [6], 5.5 et 5.6). Toutes ces
bijections sont compatibles a 1’action de o. Les doubles classes dans Wi\W /W ont des
représentants uniques I-réduits-J (¢f. [6], 5.5), donc le représentant I-réduit-J d’une double
classe o-stable est o-fixe. Comme o est quasi-central, unélément o-fixe de W se reléve
dansN(g-yo (T?). Donc I’application (1) est surjective.

Elle est injective car si z et lzm sont dans S(g-yo ((L7)°, (M?)?),avec! € L%, m € M?,
alors en particulier z et lzm sont o-stables, d’ou [719] == (m -“m~1) € L n *MP°.
D’aprés 1.21, on peut écrite | = 'y avec I’ € (L°)% et y € L° N “M°. On a alors
m="2"y~lm' avec m’ € M°?, et lzm = I’ zm’. Cette derniére égalité montre que m’
est dans (G?)° N MO, donc dans (M?)°, d’ou I’injectivité. W

x
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Le lemme 3.3 est alors une conséquence de 3.4 et du théoreme de Lang car les groupes
(L°)°, (M?)? et (L°)° N (M), sont connexes pour tout z € (G°)°. m

On déduit du lemme 3.3 et des remarques qui le précedent que le membre de gauche
de la formule de Mackey est donné par

D Q [UN\PF 2 (o) Q°F/VT].
z€[(L7)°F\S(goyo ((L7)°, (M?)0)F /(M?)° F]

Utilisons alors le lemme suivant.

LEMME 3.5. — Pour tout © € Sig-y ((L7)°, (M?)°)F I’application

(LN =*V)F, *M°NU)F . *m) - UF lom VF
est un isomorphisme du produit amalgamé
L°F (0)/ (L0 N *VF) X @on=amoyr (o) ("M NU)F\*MF (o)
sur
UR\P°F £z Q°F (o) /VF.
Preuve. — L’ensemble de départ est isomorphe a
(LOF /(LN *V)F X ponamoyr (*M°NU)F\*"MF) (o),

et ’ensemble d’arrivée est isomorphe a (UF\P°FzQCF/VF)(s). Chacun de ces
ensembles est égal au produit de (o) par I’ensemble analogue pour les groupes connexes
P°, Q°, L% MPO. On sait (cf. [6], 5.7) que I’analogue du lemme pour les groupes connexes
est vrai; on en déduit le résultat. W

On obtient alors

(UR\G*F(o)/VT)” = 1 LOF (0)/(L0 1 *V)F
:EE{(L”)O F\S(GG)O ((]’_‘CI)O7 (MG)O)F/ (MO‘)O F]

X (LonamoyF (o) (“MONTU)F\*(M°F (o)),

et cette bijection est compatible avec les actions de L°F (g) et M°F (5). D’otl la formule
de Mackey. W

3.1. DuALITE. — Donnons d’abord deux définitions qui seront utilisées pour définir
I’opérateur de dualité.

DEFINITION 3. 6. — Soit H un groupe algébrique linéaire défini sur F, (non nécessairement
connexe, ni réductif) et soit HC - x une classe rationnelle de H modulo H® ;

(i) Si 7 € HO - z est un élément quasi-semi-simple d’un « tore » rationnel inclus dans un
« Borel » rationnel et induisant un automorphisme rationnel de H®, on pose

0T
P (_l)Fq—rangdeH .
(ii) Si H est le quotient semi-simple de H, on pose

THC.« = Efp.5-
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Remarquons d’abord qu’un 7 comme dans (i) existe toujours car, comme H° est connexe,
la classe H? - z a un représentant rationnel ; notons-le encore z ; deux couples formés d’un
tore maximal rationnel inclus dans un sous-groupe de Borel rationnel étant conjugués sous
HCF, on peut trouver un élément h € H°F tel que 7 = hz soit dans un « tore » rationnel
inclus dans un « Borel » rationnel. D’autre part le F,-rang de (H™)? ne dépend pas de
I’élément 7 choisi comme dans 1’énoncé ; en effet par le méme raisonnement tout élément
quasi-semi-simple comme dans (i) peut étre ramené par une conjugaison rationnelle dans
le méme « tore » T rationnel que 7. Il est alors de la forme ¢ 7 avec t € T°, donc les
F,-rangs considérés sont égaux.

La proposition suivante donne une interprétation de 7go., dans le cas oi H admet une
décomposition de Levi rationnelle H = L - U, oit U est le radical unipotent de H.

PROPOSITION 3.7. — Avec les notations précédentes, soit H® - x une classe rationnelle et
soit T € LN (H° - x) induisant un automorphisme rationnel de H®, dont la restriction a
L° soit quasi-centrale. Alors

Moz = (_ 1) F,—rang semi—simple de (H")° .
Remarquons que L N (H? - z) est une seule classe modulo L° car U est connexe.

Preuve. — Rappelons que
F,-rang semi-simplede (H")? = F,-rang de (H")° — F,-rang de Rad ((H")°).
Pour démontrer la proposition on peut supposer H réductif; en effet on a
(H™)° = (L")°(U")?, donc Rad ((H")°) = Rad ((L")°) (U")",
d’ou
F,-rang semi-simple de (H")? = F,-rang semi-simple de (L")°.

La proposition est alors conséquence du fait que si 7 induit un automorphisme quasi-
central rationnel, d’aprés la proposition 1.23 appliquée 2 H (considéré comme « Levi » de
lui-méme), le radical de (H")? est (Rad (H)")°. m

Dans le cas ot H = G, nous donnons un autre résultat sur la valeur de ces signes.
PrOPOSITION 3.8. — Soit (T° B°) un couple formé d’un tore maximal de G° et d’un
sous-groupe de Borel de G° le contenant, tous deux rationnels et o-stables et soit

E = X(T° ® Q; on note T ’automorphisme de E tel que F induise q 7= sur E. Alors le
F,-rang semi-simple de G est égal a dim (E™9) — dim ({(®V)+ NE™7).

LEMME 3.9. — Si T est un tore rationnel o-stable de 