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FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES
EN PLUSIEURS VARIABLES ET ESPACES

DES MODULES DE VARIÉTÉS ABÉLIENNES

PAR PAULA BEAZLEY COHEN ET JÛRGEN WOLFART

ABSTRACT. - Thé monodromy groups of thé Appell-Lauricella functions Fi in several variables can be
discontinuous, but this does not in général entail that they be arithmetically defîned ([DM], [M]). Nonetheless,
we associate to them families of abelian varieties for which they play a rôle similar to that of modular groups.
We obtain in this way natural modular embeddings of them into arithmetic groups, giving applications to
automorphic functions, transcendence questions and to thé classification of thé algebraic functions among thé
functions Fi.

0. Introduction

Les groupes de monodromie des fonctions hypergéométriques en plusieurs variables
sont particulièrement intéressants pour la théorie des groupes discontinus : parmi eux on
trouve les seuls exemples actuellement connus de l'existence de groupes non-arithmétiques
d'action discontinue sur des domaines complexes symétriques bornés irréductibles en
dimension supérieure à 1 ([DM], [M], [Sa]), à savoir sur des boules complexes B. Comme
objectif principal de ce texte nous allons montrer que ces groupes A sont néanmoins très
proches des groupes arithmétiques. D'une part c'est relativement simple de plonger un
tel groupe A dans un groupe F modulaire, donc arithmétique, agissant sur une
puissance B"1 de B. Ici, B"' est le revêtement universel d'une certaine variété de Shimura,
espace des modules des variétés abéliennes à multiplication complexe (CM) d'un certain
type généralisé. D'autre part, il existe un plongement beaucoup moins évident, à savoir
une injection analytique de B dans B"" qui commute aux actions de A et de F
(théorème 1, § 2). La construction de ce plongement modulaire s'inspire d'une interpréta-
tion de B comme espace de paramètres d'une certaine sous-famille de variétés abéliennes
de ce type CM généralisé.

On peut espérer que ce plongement modulaire rend ces groupes non-arithmétiques
accessibles aux techniques arithmétiques de la théorie des groupes modulaires. On étudie
par exemple - comme on l'a déjà fait dans le cas analogue en dimension 1 (fourni par
les groupes Fuchsiens triangulaires [CoWol]) en poursuivant un problème de transcen-
dance posé par S. Lang [Ll] - la normalisation sur le corps des nombres algébriques
de la différentielle de l'application uniformisante dans un ensemble de points fixes du
groupe de monodromie A. Ces points fixes sont reliés au moyen du plongement modulaire
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666 P. B. COHEN ET J. WOLFART

aux points de multiplication complexe d'un espace des modules de variétés abéliennes.
En effet les constantes de normalisation sont des quotients de certaines périodes sur des
variétés abéliennes de type CM (théorèmes 2 et 3, § 6), d'où résulte leur transcendance
(voir les remarques après le Corollaire 4, § 6). Une variante des techniques introduites ici
donne une classification complète des groupes de monodromie finis et des groupes
euclidiens discontinus (théorèmes 4, § 7, et 5, § 8).

Presque partout dans ce travail nous nous bornerons au cas de la dimension deux
pour éviter des notations trop compliquées. Pour la plupart des considérations, la
généralisation aux dimensions supérieures ne pose aucun problème; on ne connaît
d'ailleurs qu'un seul exemple d'un groupe de monodromie A non arithmétique d'action
discontinue en dimension supérieure à 2 [DM]. Les résultats principaux de cet article-ci
ont déjà été annoncés dans [CoWo2], et on trouvera une version étendue des deux
derniers paragraphes (§ 7,, 8) dans [CoWo3].

Au paragraphe 1, on introduit les fonctions hypergéométriques en deux variables et le
problème associé d'uniformisation d'un domaine complexe auxquels les résultats de cet
article s'appliquent. On rappelle l'identification d'un critère, dû à Deligne-Mostow [DM],
Mostow [M], Picard [PI], Terada [Tel], sur les paramètres de ces fonctions qui assure
une uniformisation du domaine par la boule de dimension deux et l'action discontinue
de son groupe de revêtement. Au paragraphe 2, on annonce le résultat principal de cet
article sur le plongement du revêtement universel et du groupe de monodromie d'un
domaine hypergéométrique en dimension deux dans ceux d'une certaine variété de
Shimura. Le plongement au niveau de l'espace est dit modulaire, car il est compatible à
l'action de ces groupes de monodromie. Au paragraphe 3, on étudie en détail la construc-
tion du plongement modulaire pour le sous-ensemble générique du revêtement universel
donné par les images, par l'application développante, des points du domaine hypergéomé-
trique réguliers pour les équations différentielles hypergéométriques uniformisantes. La
démonstration fait appel à la théorie de la multiplication complexe. L'extension de
l'application développante aux surfaces caractéristiques du domaine est le sujet du
paragraphe 4, et le comportement du plongement modulaire dans les images des singula-
rités des équations différentielles sur ces surfaces est traité au paragraphe 5. Au
paragraphe 6, on identifie les constantes qui interviennent dans la normalisation de la
tangente à l'application de revêtement aux images des singularités. En particulier il faut
comprendre le comportement analytique de l'application et savoir évaluer ses dérivées à
ces points fixes du groupe de monodromie (dont on ne considère que les points fixes
non paraboliques). On applique ces résultats à la démonstration de l'algèbricité du corps
de définition du morphisme quotient. Une variante des méthodes de cet article nous
permet au paragraphe 7 d'étendre la liste des fonctions hypergéométriques algébriques
de H. A. Schwarz aux fonctions en plusieurs variables. Au paragraphe 8, on étudie les
groupes de monodromie associés aux surfaces hypergéométriques d'Appell dans le cas
d'un paramètre entier. Les auteurs remercient l'Institut des Hautes Études Scientifiques,
Bures-sur-Yvette, l'Institut-Max-Planck fur Mathematik, Bonn, et le Macquarie Uni-
versity, Sydney, de leur hospitalité; une bonne partie des recherches y ont eu lieu.
Les auteurs sont particulièrement reconnaissants des nombreuses invitations mises à la
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FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES 667

disposition d'un d'entre nous par le groupe d'études «Problèmes Diophantiens » dirigé
par M. Waldschmidt à l'Institut Henri Poincaré, Paris.

1. Fonctions hypergéométrîques en deux variables

Les fonctions hypergéométriques d'Appell en deux variables, étudiées dans de nom-
breux ouvrages (voir par exemple [AK], [Pl,2], [Tel,3], [DM], [M], [Y]), sont des
solutions d'un système d'équations différentielles partielles d'ordre deux à singularités
régulières provenant de l'uniformisation ramifiée d'un certain domaine complexe. Dans
ce numéro, on rappelle quelques aspects de la théorie de ces fonctions dont on aura
besoin dans la suite. Soient 0 < [IQ, . . . . 1̂ 4 < 1 cinq nombres rationnels de plus petit

4

dénominateur commun N satisfaisant à la condition ^ l^j=2. On introduit le système
j=o

Fi (n) d'équations différentielles partielles que voici,

x(l-x)(82u|8x2)+y(l-x)(82u|8x8y)^(c-(a-^b+\)x)(8u|8x)-(by)(8u|8y)-abu=0

y (1 -y) (82 u/8y2) + x (1 -y) (82 u)l(8y 8x)
+ (c - (a + V + 1) y) (8u/8y) - (b' x) (8u/8x) - ab' u = 0

(x - y) (82 ul8x 8y) - b' (8ul8x) + b (8ul8y) = 0.

où a =1-^4, 6=^2? b'=\Ji^ c= 2-(^1+^4). La troisième équation est une conséquence
des deux premières équations. (Le système FiQi) est également bien défini pour des
valeurs complexes des paramètres a, b, b ' , c avec c^O, -1, -2, . . .). Hors de ses
singularités (régulières, voir par exemple [Tel], [Y]), qui se trouvent le long des surfaces
caractéristiques x=y et x, y=Q, 1, oo, une base de solutions de ce système est décrite

par des intégrales linéairement indépendantes œ, œ, œ de l'expression
Jco JCi Jc2

çù=(ù(x,y)=u~^(u-\)~^(u-x)~^(u-y)~^du,

sur des cycles de Pochhammer Co, Ci et C^ pris autour de certains g, h e { 0, 1, x, y, oo },
en évitant les points de ramification. (Comme dans le cas des fonctions hypergéométriques

Çh

de Gauss [Kl], on peut remplacer ces intégrales par des intégrales de la forme œ.) La
^9

forme différentielle œ est de première espèce sur une courbe projective nonsingulière
^=<3C(xy) dont un modèle affine s'écrit

^=^^(u-\f^(u-xf^(u-yf^.

Une solution locale du système F^ (p) est fournie sur l'ouvert | x \ < 1, \y \ < 1 par l'expres-
sion classique Fi(;c, y)=¥^(a, b, b ' , c\ x, y) qui s'écrit, autour de (x, j0=(0, 0) où elle
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668 P. B. COHEN ET J. WOLFART

prend la valeur 1, comme la série de Taylor
oo

^ {(a, m + n) (6, m) (b\ n)/(c, m + ri) m\ n\} xm y"
w, n=0

où (w, n) = F (w + /î)/r (w) pour tout nombre complexe w et tout entier n. En forme
d'intégrale de type Euler, on a (voir par exemple [Y], p. 70)

•-rFi(û ,À,^ ,c ;x ,^ )=B( l -^ , l-^r1 œ,
Ji

où B (p, <y) == F (/?) r (q)/r (p + ̂ ) pour /?, ^ nombres complexes. On peut calculer explicite-
ment l'action du groupe de monodromie de F^ (\i) par rapport à une base de solutions
en contrôlant les prolongements analytiques correspondants de ses éléments suivant la
méthode, valable pour toutes les dimensions, dans [Tel] (voir aussi [Y, p. 150] — il faut
faire attention de veiller sur les différences de notation par rapport aux nôtres, et de
corriger son choix de base). Le prolongement analytique en x suivant les cycles dans
C — { 0 , 1, y ] , qui va déformer les chemins d'intégration et changer les branches choisies
pour définir œ, définit un homomorphisme du groupe 7 T i ( C — { 0 , 1, y}) dans le groupe
linéaire de l'espace des solutions. Un autre homomorphisme se définit en échangeant x
et y. Ces deux images engendrent le groupe de monodromie affine Ao dans GL(3, C)
d'image projectifA dans PGL(3, C). On obtient de cette façon une représentation du
groupe fondamental de l'espace des points réguliers (non singuliers). On a le résultat
suivant dont une version faible a déjà été formulée par Picard [P] (voir aussi Terada [Tel]).

THÉORÈME ([DM], [M]). — Soient 0<^-<1, 7=0, . . ., 4 cinq nombres rationnels de
4

plus petit dénominateur commun N satisfaisant à la condition ^ Hj-^2- ^ existe des
7=0

éléments non nuls 9i, O^ de Q (e2 iîl/N) et trois cycles CQ, C^, C^ tels que sur l'ensemble des
points réguliers Q=={(x, jQePi x Pi 1^7^^, x, y^O, 1, oo }, l'application développante

\|/ : (x, y) ̂  (9i œ (x, y), Q^ co (x, y), œ (x, y))
JCi JC2 JCo

soit localement biholomorphe, PGL(3, C)-multivalente, nondégénérée et d'image un sous-
ensemble dense de la boule B^=[(z^, z^, 20)^^2 | I2! l2"*"!^ l2^^!2}- Le groupe de
monodromie A opère sur B^, et cette action est discontinue si pour tout i^JG {0 , 1, 2, 3, 4 }
on a

(l-H.-H,)-1^0^^ si^\.
[ Z sinon )

A permutation des [ij près, on obtient de cette façon 49 groupes discontinus A: c'est la
définition des groupes de P.T.D.M. (Picard-Terada-Deligne-Mostow). Parmi ces 49 grou-
pes, il y en a 15 qui ne sont pas arithmétiquement définis. Nos méthodes s'appliquent aussi
bien à des exemples récemment trouvés par Sauter [Sa] dont 4 sont non-arithmétiques.
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L'application développante \|/ s'étend à l'espace plus grand des points stables Q^ [DM]
qui est le quotient de l'espace suivant par l'action diagonale de PSL(2, C) sur Pf :

[x=(xo, ...,^)eP^}-^
ou
^=={xePî :3x ,=^ ,^y ,^+H,^ l}u{^ePÎ :3^=x,=^ ,

#{U,fc}=3,H,+^+^l}

U{xePî:9^=x,=x,=^, #{; ,y,^/}=4}.

Dans la suite, lorsque l'on parlera de l'image dans B^ d'un point de l'espace Q^, on
entendra toujours son image par l'application développante. L'espace Q^ porte une
structure complexe naturelle, et après l'adjonction d'un nombre fini de points semi-stables
correspondants aux pointes de A, il possède même une structure de variété algébrique
projective (plus précisément, d'un P^ éclaté en au plus quatre points en position générale).
Localement, on peut normaliser Q,t par l'action de PSL(2, C) de telle façon que trois
des Xj prennent des valeurs respectives 0, 1, oo, Si l'on désigne les deux autres par x et y,
on retrouve les définitions données au début. Globalement, on a dix surfaces caractéris-
tiques S(ij) données par les droites x,=Xj. Si (^+^.)<1, nous désignons par S^(ij) la
partie stable S(if)C^Q^ tandis que S(yk) désigne le point x,=x^Xk de Q^ si
(Hf+H.+|Li^)< 1. On traitera de l'extension de \|/ aux surfaces caractéristiques au
paragraphe 4. L'espace Q^ est homéomorphe à un revêtement fini du quotient B^/A. Si,
pour tout i^j, la condition que (1 -^-^)~1 soit un entier est satisfaite, alors hors des
points fixes de A l'application développante \|/ se prolonge, dans son domaine de défini-
tion, en l'inverse de la projection canonique 71 : B^ -> B^/A. Lorsque les paramètres
satisfont aux critères moins restrictifs pour une action discontinue donnés dans le
théorème, l'application développante n'est plus l'inverse de la projection canonique. Sous
ces conditions de demi-intégralité ou dans les exemples de Sauter [Sa], x et y sont
simplement des fonctions algébriques des composantes de cette projection qui sont elles
des fonctions A-automorphes sur la boule.

Une démonstration du théorème à partir d'une condition plus restrictive sur les
paramètres et qui utilise des travaux de Hirzebruch et Hôfer sur les revêtements des
surfaces algébriques est donnée dans [Y], où la motivation est principalement l'étude de
certains orbifoids hypergéométriques.

2. Annonce du résultat principal sur le plongement modulaire

Avec les notations du paragraphe 1, on annonce le résultat suivant sur le plongement
modulaire.

THÉORÈME 1. - Soit A un groupe de P.T.D.M. Il existe un entier positif m, un groupe
arithmétique F agissant sur la puissance B^ de la boule à deux dimensions, et un plongement,
dit modulaire, qui consiste en une injection analytique F : B^ -> B^ compatible à une inclusion
de groupes A : A ^ r de sorte que F (T (r)) = h (T) F (r) pour tout Te A et tout reB^.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



670 p. B. COHEN ET J. WOLFART

L'application F induit un morphisme Q-rationnel de î^/ï à B^/T, où ces espaces quotients
compactifîés sont munis de leurs structures naturelles de variétés projectives définies sur Q.
La variété B^/F est la compactification d'une variété de Shimura paramétrisant des classes
d'isomorphisme de variétés abéliennes à multiplication complexe, de type généralisé, par un
corps cyclotomique.

Dans l'écriture projective, les composantes de l'application développante \|/ composent
une base de solutions du système F^ (n), d'où une représentation matricielle du groupe
de monodromie de ce système à coefficients dans K=(Q(Ç), Ç = ÇN =6?21 "/N» où N est le
plus petit dénominateur commun (p.p.d.c.) des nombres ^o? • • • » ^4- Comme on le verra
au paragraphe 3, le plongement modulaire au niveau des groupes s'écrit en termes de
certains plongements galoisiens appliqués à ces coefficients. Le plongement modulaire au
niveau des espaces est obtenu à partir de l'image de la continuation analytique de
l'application développante \|/, en prenant non seulement œ dans l'écriture du théorème
au paragraphe 1 mais aussi m — 1 autres formes différentielles de première espèce sur une
certaine sous-variété de la variété Jacobienne Jac (^T). Chacune de ces formes est propre
pour l'action induite par l'automorphisme (u, w) -> (u, Ç~ 1 w). La variété B^/T est la
compactification d'une variété de Shimura paramétrisant des classes d'isomorphisme de
variétés abéliennes à muliplication complexe des types généralisés trouvés implicitement
déjà dans [CW], [Sie], [ST]. Pour tout entier d^5, un résultat analogue reste valable
pour les fonctions hypergéométriques en d- 3 variables avec un groupe de monodromie A
agissant sur la boule en dimension rf-3. On associe aux fonctions hypergéométriques
des familles de variétés abéliennes au moyen de leur écriture en tant qu'intégrales de
type Euler (voir [Tel]) et on étudie le plongement modulaire hors des singularités de
leurs équations différentielles (ou bien hors des points fixes de A).

3. Démonstration du résultat principal aux images des points réguliers

Cette section traite essentiellement d'une généralisation au cas de deux variables de la
troisième construction dans [CoWol, § 3] du plongement modulaire pour le cas d'une
variable (voir aussi [Wo]). Commençons par rappeler pour la suite quelques définitions
de la théorie des variétés abéliennes à multiplication complexe. Un type de multiplication
complexe du corps cyclotomique K=Q(Ç), Ç = ÇN == 6?21 "/N. N un entier positif, est un
système de représentants des plongements de K dans Q modulo la conjugaison complexe
sur K. Pour yze(Z/NZ)*, soit o^ l'automorphisme de K qui envoie Ç sur Ç". Un type de
multiplication complexe généralisé est une classe 0 de représentations rationnelles de K,

D
déterminée par une somme formelle E (^o^.+r.^.o.^) sur des représentants

1=1
n^ . . ., n^ D=(p(N)/2 de (Z/NZ)*/{ ± 1 } où chaque nombre (r^.+r_^.) équivaut le
même entier positif et (p désigne la fonction d'Euler. Une polarisation d'une variété
abélienne A est un choix de forme de Riemann sur A. Elle détermine une involution
de l'algèbre Endo (A) = End (A) ®^Q des endomorphismes de A. Une variété abélienne
polarisée (A, C) est de type de multiplication complexe généralisé (K, 0) (au sens de

4e SÉRIE - TOME 26 - 1993 - N° 6



FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES 671

Shimura) s'il existe un plongement i de K dans Endo (A) tel que la représentation
rationnelle induite de K sur les 1-formes holomorphes de A soit équivalente à <D et si
l'involution induite par la polarisation C échange \(a) et \(a). A tout ensemble de cinq

4

nombres rationnels {^}^=o,...,4 satisfaisant à 0<^.<l,y=0, . . ., 4, ^ ^.=2, on peut
j=o

associer une famille de courbes algébriques et un type de multiplication complexe généra-
lisé (d'après [Sie], [Shil], [CW]) de la façon suivante. Soit N^3 le plus petit dénominateur
commun des ^ et ^=^(x, y\ x^y, x, y^O, 1, oo, la courbe non-singulière projective,
introduite déjà au paragraphe 1, dont un modèle affine s'écrit

^N = u^ ^o (u - \f ̂  (u - xf ̂  (u -yf ̂ .

On note sa Jacobienne par Jac(^). Pour chaque diviseur propre/de N, l'application
(u,\v)\->(u,ww)=:(u,wf) envoie ce modèle affine sur celui, donné par
(H/)/=^Nuo^- i)Npi (u-x^^Çu-y^^, d'une courbe non-singulière projective à corps
de fonctions strictement contenu dans le corps de fonctions de 3C et induit un
morphisme Wy de Jac(^) sur sa Jacobienne. On note par T=T(x, y) le tore donné par
la composante connexe à l'origine de l'intersection ^ (Kerm^) qui est le noyau commun

/ I N
de ces homomorphismes. Le tore T est une variété abélienne principalement polarisée.

L'automorphisme ^:(u, w)\-^(u, Ç~ 1 w) du modèle affine de ^ induit une action de K
sur T qui situe ce corps dans l'algèbre Endo (T) = End (T) (X^Q et un automorphisme 50*
de l'espace des formes différentielles de première espèce H° (T, Q) sur T. Pour
^e(Z/NZ)*, soit ¥„ le sous-espace des éléments de H°(T, Q) qui sont .K-propres pour
l'automorphisme ^* et dont la valeur propre vaut Ç", donc sur lesquelles K agit comme
multiplication par o^K. La dimension de V^ est égale (voir par exemple [CW]) à

4
r n = - l+ E (^jX °ù 0 ^ < û ) < L pour un nombre réel positif a, désigne sa partie

j=o
fractionnaire. Pour tout 72e(Z/NZ)*, on a ^+r_^=3. L'espace H°(T, D) s'identifie à la
somme directe des ¥„ et donc la dimension complexe de T est égale à 3 q> (N)/2. La
variété abélienne T est donc à multiplication complexe généralisé par K de type
0== Z ^ ̂ n décrivant l'action induite de K sur H° (T, Q). Or les variétés abéliennes

n e (Z/N Z)*

principalement polarisées à multiplication complexe généralisée par K de type 0
composent une famille paramétrisée par l'espace symétrique B^ de dimension
2m = ^ ^. r_^. On vérifie bien que l'entier m n'est rien d'autre que le nombre

n 6 ( Z / N Z ) * / { ± l }

de sous-espaces propres de H°(T, Q) de dimension 1. Soit M l'ensemble des représentants
rij des classes dans (Z/NZ)* avec r^.=l,7=l, . . ., m. Pour ^e(Z/NZ)*, on introduit
l'expression,

û)<") = (V" ̂ o] (u - ly" ̂  (u - x)1" ̂  (u - y)^ ̂  du)!^

==u~<n^>(u-l)~<n^>(u-x)~<n^>(u-y)-<n^>du.
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672 p. B. COHEN ET J. WOLFART

Pour y = 1, . . ., m, la forme différentielle œ^ est de première espèce, propre pour l'action
de 7* à valeur propre Ç"/ et engendre donc l'espace ¥„.. On peut supposer que n^ = 1, et
donc que œ^i^œ^^/w. Soient Co, Ci, C^ trois éléments, indépendants sur Z[Ç], du
groupe des cycles Hi(T,Z). A des PGL(3, K)-transformations près, pour chaque

7=1, . . ., m les trois périodes œ^, œ^, ©^ servent de coordonnées projec-
JCo JCi Jc2

tives dans la boule B^. Comme on l'a déjà remarqué, on peut représenter les cycles
générateurs C,, ;=0, 1, 2, par des cycles de Pochhammer indépendants [Kl] sur ^ autour
de trois paires de points de ramification M=O, 1, x, y , oo du revêtement naturel 3C -> 1P\,
donné sur le modèle affine par (u, w) \—> u.

Il existe donc éléments Q^\ O^, 7= 1, . . ., w, de K tels qu'à l'image d'un point v|/ (x, y),
(x, y) non-singulier, on ait une application entre espaces symétriques,

F : B^ -> B^

(e^ ! œ, O^ f œ, f œ)^^ f œ^, 9^ f œ ,̂ f œ^)
\ Jci Jc2 JCo / \ JCi Jc2 Jco / j=l , . . . ,m

Pour chaque 7=!, . . ., w, l'application PG1(3, C)-multivalente \|̂  de l'espace Q des

points réguliers dans B^, définie en termes des trois périodes œ^, ;==0, 1,2 est
Je,

localement bi-holomorphe. On peut écrire l'application F dans les points réguliers comme

v|/ (x, y) ̂  (v|/,. v|/-1 (v|/ (x, ̂ ))),̂ , „ ,.

Dans les cas considérés dans [DM] où (l-^-^^eZU { oo } pour tout i+j, il est
clair que F est bien défini puisque \|/~1 est la projection canonique B^ -> B^/A (ou
d'abord sa restriction aux images des points réguliers, pour l'extension voir § 4 et § 5).
L'application F est bien définie aussi pour les groupes considérés dans [M] et [Sa], mais
ce fait est moins évident. Là un sous-ensemble dense Q\ qui consiste en l'ensemble Q
privé de quelques sous-ensembles analytiques de codimension au moins 1, est un revête-
ment fini d'un sous-ensemble dense de B^/A. Si l'on désigne la projection canonique
Q'-^B^/A par K, alors K.\|/~1 est uniquement déterminé et par conséquent
vl^.vl/'^vl^.K^.K.vl/"1 l'est aussi. La holomorphie de F hors des surfaces caractéristi-
ques résulte de la biholomorphie locale de \|/. Son injectivité est évidente. Le groupe
modulaire F du Théorème 1 agissant sur B^ est celui associé à la famille de variétés
abéliennes avec type de multiplication complexe généralisé ^ ^'n^n- Deux points

n e (Z/N Z)*

de B^ correspondent à des variétés abéliennes isomorphes si et seulement s'ils se trouvent
dans le même orbite de F. L'action de A sur B^ se fait, en termes des coordonnées
f

œ, ;=0, 1, 2, par prolongement analytique des représentations intégrales qui changent
Je»
les branches choisies pour œ et remplacent les CQ, C\, C^ par d'autres cycles générateurs
du Z[Ç]-module H^(T, Z) (pour une description dans le cas classique en dimension 1
voir [Kl] et pour un traitement plus récent voir [Tel], [Te3] ou [Y]). Autrement dit, le
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groupe A agit sur B^ via son action sur H^ (T, Z) qui induit une action simultanée sur
chaque

("e^C œ^.e^f œ^, f œ^eB^eM,
\ JCi Jc2 Jco /

et donc sur B^.
Au moyen des différentes valeurs propres de l'action de ^* sur les œ^e^,., ^.eM, on

vérifie bien que le groupe A opère (après transport de structure) sur les différentes
composantes de B^ par des matrices dans PGL(3, K), conjuguées par c^.,y'= 1, . . ., m.
Le plongement h est donné par l'application aux coefficients de ces matrices des plonge-
ments successifs CT^, . . ., a^. Le groupe F est arithmétiquement défini (voir par exemple
[Shi2], [Sie]): c'est-à-dire dans ce contexte, commensurable à un sous-groupe de
congruence du groupe des matrices laissant invariant le produit scalaire définissant la
polarisation (un tel groupe peut être plongé dans un sous groupe de congruence d'un
groupe symplectique à coefficients entiers rationnels, voir par exemple [Shi2, § 4,5]).
Puisque A et F sont des groupes de co-volume fini dans B^ et B^ respectivement, on a
m= 1 si et seulement si V\ est le seul sous-espace propre de dimension 1. Dans ce cas, A
est d'indice fini dans F, donc arithmétiquement défini lui-même, et on a F = idg , h = id^.

Exemples. - 1) Le cas (^.=0 4 =(1/3, 1/3, 1/3, 1/3, 2/3), traité en détail déjà par
Picard et profondément par Holzapfel [Ho] correspond à la fonction d'Appell
Fi (1/3, 1/3, 1/3, 1; x, y) dont le groupe de monodromie A est arithmétiquement défini
car N=3, r i= l , r_ i=2 .

2) Le cas (^),=o,...,4=(3/10, 3/10, 3/10, 11/30, 22/30) (c'est le numéro 11 de la liste de
Mostow [M], p. 102) correspond à la fonction F^ (4/15, 3/10, 11/30, 29/30; x, y) et satis-
fait aux conditions de demi-intégralité. Son type de multiplication complexe par
K=Q(Ç3o) est déterminé par les multiplicités ^ i= l , r _ i = 2 , ^7=0, r_-j=3, ^n=0,
'"-ii=3, ri3=3, r _ i 3 = = 0 donc A est arithmétique dans ce cas aussi (contrairement à
l'information donnée dans [M], de même pour le cas (^i;),•=o,...,4=C7/18, 7/18, 7/18, 5/18,
10/18) dans [M], p. 104).

3) Le cas Oi,),=o,...,4=(3/12, 7/12, 3/12, 5/12, 6/12) (c'est le numéro 18 de la liste
dans [DM]) correspond à la fonction F^(l/2, 1/4, 5/12, 11/12; x, y) et donne un groupe
de monodromie A non-arithmétique et un plongement modulaire nontrivial avec N=12,
^=1, r_ i=2 , ^5=1, r_5=2 . Les différentielles œ^^eM, qui interviennent dans la
définition de l'application F sont

o)(l)=œ=M-3/12(M-l)-7/12(M-^)-3/12(M-^)-5/12^,
et

œ (5 )=œ=M-3/12(M-l)- l l/12(M-x)-3 /12(M-^)- l/12^.

4) Le cas (^i,),=o,...,4=(7/18, 7/18, 7/18, 7/18, 8/18) ([M], p. 104) correspond à la fonc-
tion Fi (5/9, 7/18, 7/18, 7/6; x, y) et satisfait aux conditions de demi-intégralité. Le corps
de multiplication complexe qui intervient est K=Q(Ç^8) et le type de multiplication
complexe donne les multiplicités ̂  = 1, r_ i = 2, r-j = 2, r_ 7 = 1, ̂  = 3, r_ 5 = 0. Le groupe A
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est donc nonarithmétique car m = 2, et les différentielles qui interviennent dans la défini-
tion de l'application F sont

et

0)(D=0)=^-7/18^_i)-7/18^_^-7/18^_^-7/18^

oï(~'7)=[u(u-l)(^-x)(u-y)]~5/lsdu.

On trouve dans [Te3] une liste d'exemples d'autres groupes arithmétiques et les
générateurs des espaces ¥„ correspondants pour chaque dimension.

4. L'application développante au voisinage des surfaces caractéristiques

L'application développante \|/ se prolonge de façon naturelle dans certaines des surfaces
caractéristiques. Une homographie TePSL(2, C) qui transforme 0, 1, x, y, oo en cinq

poo ^
œ par

Jl Jjci
nombres complexes XQ, x^ x^, ^3, x^ permet par exemple de remplacer œ par o/,

Jl Jjci
4

où œ'= Y[ (u—x^~^idu à multiplication par des puissances rationnelles des (x^—Xj),
j=o

j, fc=0, . . ., 4,j^k, près sans changer l'écriture projective de l'application développante.
r '̂J:'Ceci suggère de commencer plutôt par considérer les intégrales œ' comme des fonctions

des points (XQ, . . . y X ^ e P ^ avec un triple {xp x^ Xi] composé d'éléments distincts
modulo l'action diagonale de PSL(2, C). Ce sont donc des solutions d'un système
d'équations différentielles partielles linéaires, singulières dans les dix surfaces caractéristi-
ques S (ij) données par x; = Xj. Désignons par S° (ij) cette partie de S (ij) hors des autres
surfaces caractéristiques. Dans un voisinage suffisamment petit d'un point sur S° (ij), on
peut choisir pour les trois éléments d'une base de solutions de F^(^) autour de x^Xp
deux fonctions holomorphes et soit, si (^ + ̂ ) n'est pas un entier, une fonction holomor-
phe non triviale multipliée par un facteur (x^—Xj)1"^"^ soit, si (^4-(^.) est un entier
non négatif, une fonction à singularité logarithmique en (x^—x^). Par continuité v|/ s'étend
facilement à S°(ij) et peut toujours être choisie (en fonction des paramètres) de telle
manière qu'elle envoie cette surface dans la boule et que deux de ses composantes dans
l'écriture projective restent des fonctions linéairement indépendantes, ce que l'on suppose
dans la suite. Si (|^+Hy)>l, en enlevant les pôles dans l'écriture projective, l'image de
S° (ij) par ^ devient un point de la boule. D'autre part, on peut ajouter à notre espace
des intersections S (ijk) = S (ij) H S (jk) où ^ = Xj = x^ # {i, J\ k} = 3, et ( .̂ + ̂  + jLijJ < 1.
L'espace naturel de définition pour \|/ est donc l'espace des points stables Qgi déjà
introduit au paragraphe 1. Dans chaque point stable on peut renormaliser, par une
homographie convenable, trois de ses coordonnées distinctes en 0, 1, oo, même s'il s'agit
d'une singularité. Si par exemple (^.+^)<1, on peut prendre ;=0, y =2, la droite
S (ij) = S (02) étant donnée par x==0. Si l'on désigne par S^Oy) la partie stable de S(ij),
alors \|/(Ss((02)) est la A-orbite d'une copie du disque unité plongée dans la boule. Vue
comme fonction d'une variable, chaque branche de v|/|sst(02) s'exprime en termes de
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l'application triangulaire composée, dans son écriture projective, de deux fonctions
hypergéométriques de Gauss aux paramètres Ho"^» ^i» ̂  ̂  do11!- le groupe de mono-
dromie est celui de l'équation différentielle associée à la fonction

P , ( a , b , b l , c , 0 , y ) = ¥ ( a , b / , c ; y ) .

Ce groupe a pour domaine fondamental deux copies d'un triangle dont les angles sont :

(^-c)K=(l-[io-^-^)n,

(Z/-a)7t=(l--Uo-H2-Hi)^
(a-^b'-c)n=(l-[io-^-^)K.

4

Soit { f , y , k, l , p ]={(), 1, 2, 3, 4}. Alors, par la condition ^ Hj=2, on a (|^+^.)=1 si
j=o

et seulement si (^+^+^)= 1, et on peut prolonger v|/ par continuité de telle façon que
S° (ij) et S (kip) soient appliqués sur le même A-orbite d'un point au bord de la boule.
En rajoutant à l'espace Qst un point semi-stable non stable pour une telle partition, on
obtient un espace Q^ qui porte une structure naturelle de variété algébrique compacte
(voir [DM] et [M]) et est isomorphe, dans la topologie induite par un plongement
projectif, à la compactification B^/A de Satake de l'espace quotient B^/A. Évidemment,
il y a des choix de paramètres tels que cette condition ne soit satisfaite pour aucune
partition. Dans ce cas, les espaces Q^ et Q^ coïncident et A est cocompact dans B^. (Si
par exemple (^+^.)< 1 pour toute paire i^j, 0^,7^4, il existe un isomorphisme entre
Qgt et l'espace P^ éclaté dans quatre points en position générale, voir par exemple
[Y, p. 141].) Dans les points non semi-stables où (^+Hj)>l et (j^+^+Hp)<l, l'orbite
sous l'action de A de l'image du point semi-stable S (kip) par un plongement continu
de \|/ coïncide avec l'orbite de l'image de S° (ij). Si par contre, (^ + ̂ .) < 1, (^ + ̂  + ̂ ) > 1,
des limites de \|/ dans S (kip) définissent un éclatement de ce point dont l'image est
vKSstO:/)).

5. Comportement du plongement modulaire dans les singularités

Dans ce numéro on étudie la question de l'extension de F aux images sous l'application
développante des points stables des surfaces caractéristiques. Les composantes (affines)
de F sont holomorphes et bornées hors d'un sous-ensemble de B^ de codimension au
moins 1. Donc F s'étend sur B^ comme application holomorphe d'après un théorème de
Riemann, et on va appeler F cette extension aussi. Il est quand même très fructueux de
déterminer explicitement l'extension de la famille T (x, y) de variétés abéliennes introduite
déjà au paragraphe 3 aux surfaces caractéristiques. Cette extension n'est pas tout à fait
évidente. Sur S°(02) par exemple, donc pour x=0, la courbe ^ ( x , y ) dégénère en un
modèle non singulier projectif ^ (y) de la courbe H^M^O'^)^- 1)̂ 1 (u-y)^^. Sup-
posons que Ho + ̂ 21J- et ̂ c que S° (02) porte des singularités algébriques de \|/. On
peut suivre le même procédé que celui du paragraphe 3 pour associer à ^ (y) une variété
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abélienne T(y) à type de multiplication complexe généralisé par K=Q(Ç) de la forme,

^(1)= E r^^
n 6 (Z/N Z)*

r ^ = : - l + < ^ ( ^ + ^ ) > + < ^ ^ > + < ^ ^ > + < ^ ^ > .

Par la relation r^+r^^l, la dimension de T(^) vaut (p(N). Si (^o+I^XL c'est-à-
dire si S° (02) est contenu dans l'espace Q^, alors une analyse directe montre que F. v|/ se
prolonge de façon continue dans tout S^ (02) = S (02) H Qsi et que l'image de S (02) par
cette application prolongée est le A-orbite d'un sous-espace linéaire de B^ dont les points
correspondent à des variétés abéliennes T(^)©Ao2, où AQ^ est une variété abélienne à
multiplication complexe par K au sens strict de Shimura-Taniyama [ST], donc en parti-
culier de dimension (p (N)/2. A isogénie près, la variété abélienne A^ est caractérisée par
son type

O^ ^ (<^0>+<^2>-<^0+^)>)<^.
n e (Z/N Î.Y

Un calcul algébrique facile montre que le type de multiplication complexe générique pour
la famille T(.x, y) est la somme des représentants des types O^, O^. On va se servir des
formules explicites pour les différentielles sur Ao^ propres sous l'action de K et définies
sur Q. Par exemple B(^o, ^2) est une période de première espèce et B(l -Ho, 1-^2) est
une période de deuxième espèce car (Ho+U2)< L D'autre part on sait (voir [WW]) que le
type de Aç^ est uniquement déterminé par ces périodes. (De la même manière, sur toute
surface caractéristique stable S°(ij), (^+^.)< 1, de chaque membre de la famille T(x, y)
on peut séparer un facteur à multiplication complexe A^.). Si d'autre part (^o"1"!^)^?
alors l'image S (134) de la droite déclatée S (02) est dans l'espace Qsf Dans ce cas, la
holomorphie de F.\|/ dans le point S (134) implique qu'aucune des composantes de

F.vi/.-^^^e^C œ^, e^ f ^\ f (o )̂,̂ ,,,,
Jci Jc2 Jco

n'éclate le point S (134). Au niveau des variétés abéliennes ceci résulte du fait que pour
tout7=l, . . ., m,

<^1>+<^3>+<^4><1-

Cette inégalité est une conséquence du résultat suivant. On introduit la notation ~ pour
l'égalité mod*Q*, c'est-à-dire l'égalité dans C*/Q*.

LEMME 1. - Pour les groupes de P.T,D.M. l'inégalité (^o"^^1 implique la condition
< ^ H o ) + < ^ H 2 ) > 1 P0^ ^ut /îe(Z/NZ)* avec ^=1.

Ce lemme découle du lemme suivant.

LEMME 2. — Soit A un groupe de P.T.D.M. aux paramètres (^)j^o 4- Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

0) Oto^:»!.
(ii) \|/ envoie S°(02) sur le point \|/(S(134)) de la boule,
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(iii) la forme différentielle œ dégénère sur S° (02) en une différentielle de deuxième espèce
sur^(y\

(iv) on a les relations suivantes entre périodes de première espèce :

B(l-Ho, 1-^2)^8(1-^0. 1-^1-^3-^4)^8(1-^2, l-l^-l^-^).

(v) on a la relation

Fi (1-^4, ^2. ^3. 2-^4-^1; 0,^)=F(1-U4, ^3, 2-^4-1^1;^)

^r^ fonctions hyper géométriques (de Gauss) algébriques en y.

(vi) pour tout ^e(Z/NZ)*,

^ l )=:-l+<^o+^2)>+<^l>+<^3>+<^4>

ne prend que les valeurs 0 et 2.

Démonstration du Lemme 2. — L'équivalence de (i) et (ii) découle des remarques de la
fin du paragraphe 4. Celle de (i) et (iii) se déduit du fait que le facteur u~^°~^2 donne
lieu, à M =0, à un pôle sans résidu de la différentielle. L'équivalence de (i) et (iv) se
démontre sans difficulté en utilisant avec Vo=l -^o» v^l-^, v^= 1 -Hi-^a -^4 le
fait classique que pour VQ, v^ v^eQ r}(0, 1), V o + V i + V 2 = l et XQ, x^ x^çQ deux à
deux distincts, on obtient des périodes de première espèce

[ (u-Xo)-^(u-x^-^(u-x^du^{\^ Vi)-B(Vo, v^-B^, v^)
Je

où C est un cycle de Pochhammer autour de x^ x? i^j, ?,7=0, 1, 2. Pour voir que (i)
implique (v), remarquons d'abord que les paramètres (^o"^)» ̂  ̂  ̂  sont ceux d'un
groupe triangulaire discontinu Aç^, car les conditions nécessaires d'intégralité et de semi-
intégralité restent valables. Mais les angles du triangle fondamental sont les multiples
suivants de n : (^o + ^2 + ̂ i- 1). (l^o +1^2 + ̂ 3 ~ 1). (^o + ̂ 2 +1-4 - 1). et on a

(^io+^2+^l-l)+(Po+^24- 1^3- 1)+(^0+ ^2+1^4-1)

=3(Ho+^2)-3+(^ i+^3+^4)=2(Ho+^)- l>l -

II s'agit donc d'un triangle sphérique, le groupe de monodromie Aç^ de la fonction
F(l -^4, ^3, 2-p,4-^i; y) étant fini, et d'après le résultat classique de H. A. Schwarz,
on obtient (v). On peut inverser ce raisonnement pour montrer que (v) implique (i), sauf
qu'il faut démontrer en plus que pour k=l, 3, 4, on a (^^^i4'!1^1- ^îest facile de
voir qu'aucune autre possibilité n'est compatible avec la condition que la somme des
angles du triangle en question soit plus grande que 71. L'équivalence de (v) et (vi) est
démontré dans [Wo, § 7]. Il est bon de rappeler ici que ^ l )+r ( l^=2 et que la fmitude de
Ao2 est équivalente à la condition ^ r^r^^O.

n e (Z/N 7LY
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Démonstration du Lemme 1 en utilisant le Lemme 2. — Du Lemme 2(vi), pour tout
^e(Z/NZ)*, on n'a ^=^ l )+<1^o)+("^ l2 )~('2(^ lo+^ l2))= 1 q^ dans le cas
<^0>+<^2>>1-

On va déduire du Lemme 2 une autre conséquence utile.

LEMME 3. — Les conditions du Lemme 2 entraînent les propriétés équivalentes suivantes'.
(vii) B(^, |Li3)-B(Hi, ^-BO^, ^4),
(viii) S0 (13), S0 (14) et S0 (34) sont contenues dans l'espace Q^ et sur ces surfaces

caractéristiques chaque membre de la famille T(.x, y) contient respectivement des facteurs
à multiplication complexe A^, A 14 et A^ du même type,

(ix) au point F.\|/(S(134))eB^ correspond une variété abélienne qui se casse en trois
facteurs A^ © A^ ® A^. Les deux derniers sont du même type,

E (("l^+^Hs)--^^!4-^)))^
n 6 (Z/N 2)*

et le premier est du type ^(0) conjugué à

^ (<72(l-Ho)>+<^(l-H2)>-<^(2-Ho-H2)»^.
n 6 (Z/N V.Y

Démonstration du Lemme 3. — II suffît de démontrer (vii), (viii) et (ix). Ces propriétés
sont équivalentes car des variétés abéliennes à multiplication complexe par K sont
isogènes sur Q si et seulement si leur type est le même à conjugaison près [ST], c'est-à-
dire si et seulement si les périodes de leurs différentielles K-propres de première espèce
et définies sur Q coïncident à des facteurs algébriques près [WW]. Pour A^, où de la
même façon que dans les remarques au début du paragraphe 5 : T(x, y)=T(x) © Ai 3 le
long de S°(13), ces périodes sont des Q-multiples de B(^, 1^3) car le conjugué du
type de multiplication complexe de A 13 est la somme des a^ donnés par la condition
< n Hi > + < n ̂ 3 > < 1. Or, pour tout n e (Z/N Z)*,

2ri . l )=-2+2<^(^o+^2)>+<^^l>+<^^3>+<^^l l>+<"^t4>+<^^3>+<^^4>

ne prend que les valeurs 0 et 4, donc

2 < ^ ( H o + ^ 2 ) > + < ^ ^ l > + < " ^ 3 > + < ^ ^ > + < ^ ^ 4 > + < " ^ 3 > + < " ^ 4 >

ne prend que les valeurs 2 et 6. Par un calcul facile on en déduit que les trois sommes
< ^ H i ) + < ^ H 3 ) , <^i )+<^|Li4), < / 2 H 3 ) + < ^ H 4 ) sont toutes inférieures ou toutes
supérieures à 1, d'où les résultats (vii) et (viii). La propriété (ix) se déduit de la décompo-
sition r^ = r^ + < n [IQ ) + < n ̂  ) - < n (|LI() + ̂ 2) )• La condition (^o +1^2) > 1 implique que
le conjugué du type O^ de A^ est celui du lemme et correspond aux périodes de (iv),
lemme 2. Au point S (134), T(x) est isogène à la somme de deux variétés abéliennes de
type CM donc (ix) découle de (vi), Lemme 2 car

^=2(<^>+<^>-<^+^)>).
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6. Normalisation autour des points fixes non paraboliques

Dans la construction du plongement modulaire, on a identifié certains membres d'une
famille de variétés abéliennes de type (K, 0), K = Q (Q et de polarisation principale. Cette
famille est paramétrisée par B^. Un point de Qgi est dit un point de multiplication
complexe si la variété abélienne à laquelle il correspond (au moyen de l'application
développante et le plongement modulaire) est isogène (sur Q) à un produit direct de
variétés abéliennes à multiplication complexe par K au sens strict de Shimura-Taniyama.
Le résultat suivant découle des discussions du lemme 3 (ix) et des remarques qui précèdent
le Lemme 1 au paragraphe 5 (voir aussi [CoWol, § 5] et [WW, § 2]). Soit toujours
{U,À: , / , ^}={0 ,1 ,2 ,3 ,4} .

THÉORÈME 2. — La variété abélienne A d'un point de multiplication complexe P le long
de la surface caractéristique stable S^Oy), (Hi+^)<l, est isogène à un produit de trois
variétés abéliennes à multiplication complexe par K. La classe d'isogénie de chacun des
trois facteurs B est déterminée par la donnée de la classe mod* Q* d'un certain élément
œ (B) du réseau de ses périodes. Il y a deux possibilités :

1) Si (|^+H,+j^)<l, au point P==S(ijk) correspond la variété abélienne A=A^xA^.,
et on a œ (A;p) - B (1 - ̂ , 1 - pp), œ (A^.) - B (^, .̂) - B (n,, ^) - B (̂ ., ^).

2) 57 (^+^)<1, au point P = S^ (ij) P| S^ (kl) correspond la variété abélienne
A = A' x A^ x A^i, et on a œ (A') - B ( 1 - ̂  - ̂ ., 1 - ̂  - ̂ ), œ (A^.) - B (^, .̂),
œ(A^)-BOifc, ^).

Si le groupe A de P.T.D.M. est arithmétique, il est évident que les points de multipli-
cation complexe composent un sous-ensemble dense de B^, mais même pour les A
nonarithmétiques il y en a souvent une infinité. Dans l'exemple 3) à la fin du
paragraphe 3, un élément de la famille des variétés abéliennes s'écrit T(y) © A^ le long
de S^(12), où A^ est une variété abélienne à multiplication complexe par K=Q(Çi2) et

T(y) est un élément d'une famille de variétés abéliennes à multiplication complexe
généralisée par K=Q(C,^) de type

^ r^a, où r^=-l+<^+^)>+<^o>+<^3>+<^4>.
n e (Z/N 2)*

Or les relations (ui+^)== 10/12, ^o=3/12. ^3=5/12, ^=6/12, entraînent ^=1,
r^^O, r(l)5=2. Les T(^) paramétrisent donc le disque unité et le groupe triangulaire
associé A^, de signature (3, 4, 12), est arithmétiquement défini et joue le rôle du groupe
modulaire. Pour (x, ^)=(1, y) dans un sous-ensemble dense de Sgt(12), la variété abélienne
T (y) est isogène à une somme de deux variétés abéliennes à multiplication complexe au
sens strict de Shimura-Taniyama. Donc même pour les A de P.T.D.M. non-arithmétiques,
quelques-uns des sous-groupes triangulaires A^., obtenus par restriction du groupe de
monodromie de F^ Qi) à S^Çij), peuvent être arithmétiquement définis et par conséquent
il y aura une infinité de points de multiplication complexe. Les points de multiplication
complexe du théorème 2 sont des singularités du système d'équations différentielles
partielles hypergéométriques. Utilisant ce théorème et les expressions dans [AK, Ch III,
§ XIV] de guide, on peut choisir un système fondamental de solutions en forme de
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fonctions dans la clôture algébrique des séries de Laurent à coefficients algébriques, une
fois que l'on divise par des facteurs bêta provenant des périodes sur les variétés abéliennes
à multiplication complexe associées à ce point. Plus précisément, en choisissant sans
perte de généralité des valeurs spécifiques de z, 7, k pour faciliter la discussion, on a

THÉORÈME 3. — à) Pour (Ho+ ̂ 2+ ̂ 3)^» autour du point stable de multiplication
complexe S (023) (x=y==0) on a trois solutions fondamentales de Fi(n) données par des
intégrales de type Euler à développements dans cQ [[x, y]]. Pour deux de ces solutions on a
c=B(l-Ho» l'I^z) et pour l'autre c=B(l-Hi , 1-^4).

b) Pour (Ho"^)^» (Hi+1^2)<l» autour du point stable de multiplication complexe
Sg((03) C\ Sgt(12) (jc= 1, .^==0) on a trois solutions fondamentales de F^ (^) données par des
intégrales de type Euler à développements dans cQ[[x—l,^]]. Pour ces solutions on a
c== B (1 - \io, 1 - ̂ 3), B(1 - Hi, 1 -1^), B (1 - Ho - ̂  1 - ̂ i - ̂ 2). respectivement.

Dans les deux cas a) et b), la solution qui porte le facteur bêta de première espèce est
holomorphe et non-zéro au point choisi, alors que les autres sont non holomorphes et
s'annulent à ce point.

p d + , o + , i - , o _ )
Démonstration. - Soit e(P, p')^-"1^-^ /p-1 (1 -t)^-1 dt, où le

chemin d'intégration est un cycle de Pochhammer autour de 0 et 1. La fonction donnée
par cette intégrale s'étend à toutes les valeurs de P et P. On a (voir par exemple [WhWa,
Ch. XII, § 43]) l'expression suivante valable pour toutes les valeurs de P et ?',

8(p,p /)=(-47t2)/(^(l-p)^(l-p /)^(p+p /)).
En particulier, pour P, ?' deux rationnels qui ne sont ni nuls ni des entiers négatifs on a,

e (P, P') = ( - 4 sin (PTT) sin (?' 71)) (F (?) Y (P')/r (P + P7)) - (F (?) F (P^/F (p + ?')) = B (P, P-).

(a) Autour du point (x, y) = (0, 0), la solution holomorphe

(pi= !cou-^(u-lr^(u-x)-^(u-y)-ll3du=B(l-^ l-^i

(en utilisant les notations de [AK]) se traite plus directement que les deux autres. On a
le développement en série dans la région |x|<l, |^|<1,

(pi=B(l-Hi , l-jLi4)Fi(l-|L4, ̂  ̂ l-^-^x.y).

d'où la remarque du théorème 3 (à) sur cette solution. Pour les deux autres solutions du
système, on choisit

cp2= [x u~^(u-\)~^{u-x)~^(u-y)-^du^{\-^ 1-^4,
Jo

<P3= fyM-PO(M-l)- ^ l^-X)- ^2(M-^-^^=B(l-^lo, 1-^5-
Jo
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Contrairement au cas holomorphe, pour (p^, ^3 aucun des développements en série
hypergéométrique cités dans [AK] ne converge au point (x, ̂ )=(0, 0). Il faut alors utiliser
un argument plus subtil. Prenons par exemple la solution q>2; à partir d'une substitution
dans l'intégrale on calcule facilement (voir aussi [AK], solution z^) que

^=^l-^0-^2(l-^)-Pl(^-^)-^

xFiO-j^Hi, Us, l-^-^xl(x-\\xl(x-y)\ |x |<l, [x[<|x-^| .
Dans la région | x | < 1, [ x | < | x — y\, \x\<\y\, qui contient un ouvert nonvide de points
arbitrairement proches à x=y=0, la fonction 24. s'écrit donc au facteur xl~^o'tl2y~ll3

près comme série convergente dans Q[[x, x / y ] ] . Ceci est aussi vrai pour toutes les
branches de ^4. D'autre part, dans un petit voisinage du point x=y=0 on n'obtient par
prolongement analytique de ^4 qu'un nombre fini de branches z^\ . . ., z^, car le groupe
de monodromie local est fini. En effet, c'est le sous-groupe de A qui laisse invariante la
contraction au point \|/(S(023)) de la surface caractéristique S (14). Ce sous-groupe est
isomorphe au groupe unitaire maximal de symétries dont la projectivisation est le groupe
triangulaire sphérique A 14 obtenu de A en remplaçant ^1,^4 par le seul paramètre (^1+^4,
voir le lemme 2 du paragraphes et [Y, Ch. 11, 179]. Les fonctions symétriques des
branches z^ sont donc des fonctions uniques dans ce voisinage, et à des puissances finies
des fonctions x, y et x — y près elles sont mêmes holomorphes.

Alors les z^ sont à la fois dans C [[x, y]] et dans Q [[x, x / y ] ] . Comme ces deux écritures
représentent les mêmes fonctions holomorphes dans un ouvert non vide, les séries se
trouvent dans Q [[x, y]].

(b) Dans la liste de [AK] figurent les deux solutions indépendantes non holomorphes
Z5 et z^ autour de (1, 0), données explicitement par

q>2= œ=B(l -Uo, l-Hs)^
Jo

où pour
\y\<\y-x\,\y\<\y-\\,

^5=/~^o-^3(l-^)~pl^-^)-^2Fl(l-^^^tl.2-^o-^t3;^/(>?-^)^/(^-l)).

et

(p3= œ==B( l -Hi , l-^)z6

où pour
\x— 1 |<|x|, \x— \\<\x—y\,

Z6=x-^(l-^-^-^(^-^)-^F,(l-^, ̂  ̂  2-^-^; ( x - l ) / x , (x-l)/(x-y)).

Au voisinage | x- 11 < 1, \y \ < 1, \y- (x- 1) [ < 1 de (x, y)= (1,0) on a les développements
suivants dans Q [[x- 1, y]] :

00 00

yl(y-x)=-y E (y-(x-\))\yl(y-^=-y Z y\
v=0 v==0

oo oo

(x-l)/x=(l-x) S (x-ÏY, (x-l)/(x-y)=(x-l) ̂  (y-(x-l)y.
v=0 v=0
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P f"Les intégrales œ et œ fournissent donc les deux solutions non holomorphes possé-
Jo Ji

dant les propriétés du théorème 3 (b). Par les conditions imposées sur les paramètres,
r1

l'intégrale q/i= œ est une solution holomorphe autour de (x,y)=(l, 0). Prenons un
Jo

point ( x ' , y ' ) à l'intérieur d'un voisinage de (x, y)=(\, 0) où q/i est holomorphe de telle
façon que | I -^ |< | I -M[ , |/ |<|M|, pour ueC où C est un cycle de Pochhammer
autour de 0 et 1. A ce point on peut, sans perte de généralité, remplacer la valeur de q/i

^/)=f
Je

par l'intégrale Ii =Ii (x\ y')= œ. De plus, on peut réécrire,

Ii-C-ir1^2 S ((^m)(^n)/(\,m)(l,n))
m, «=0

x[ u~{^+^)~n(\-u)~(^^~mdu\(\-x')my'n.
\Jc /

Pour P == 1 - (uo + 03), P' = 1 - (ui + u^), on déduit par un calcul simple l'expression,

r
u~(^^}~n(\-ù)~{^+^~mdu=ein^y~m~n}^(^-n, y-m)

Je
=(l-^ lîtP)(l-^ l^P')(l-(p+p/),m+^)/(l-p,^)(l-p/,m)^(p+p/)/^(p)^(p/)

en utilisant les remarques faites au début de la démonstration. A multiplication près par
un facteur cyclotomique nonnul qui ne dépend ni de m ni de n, le nombre
B (1 — (Ho + Hs)» 1 ~ (Hi+ ̂ 2))"1 Ii s'écrit donc selon la formule,

oo

^ ((1-^4, m+n)(^, m)(^, n)l^+^, n)(^+^, m){\, w)(l, «))(! -x1)"1/".
w, w=0

On reconnaît ici la valeur au point (x\ y ) de la fonction

P^(a, b, V, a+l+b-c, c-b\ \-x,y), oùa=l-[i^ b=^,bf==[Ji^c=2-^-^

(voir [Y, p. 58]) qui est holomorphe dans la région | l — x | + [ ^ | < l et qui fournit une
solution du système F^ (a). Or, de tels points ( x ' , y ' ) composent un voisinage nonvide de
(1, 0), d'où le résultat du théorème.

Remarquons que dans le théorème 3 (b), le choix du système de solutions fondamentales
et donc de l'application développante \|/ et son plongement modulaire associé F n'est pas
exactement le même que celui de (a). Ce choix dépend des paramètres \\.p y=0, . . ., 4
considérés au point de multiplication complexe en question (voir les remarques au début
du § 4).

COROLLAIRE 4. — Pour chacun des cas du théorème 3, les trois solutions fondamentales
peuvent servir de composantes d'une application développante qui applique le point de
multiplication complexe de Q^ (qui est en général un revêtement fini de B^/A) dans le point

4e SÉRIE - TOME 26 - 1993 - N° 6



FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES 683

(w^, W2)=(0, 0) de B^ (dans récriture affiné). Les dérivées d'une composante f=f(w^ w^)
de l'application de revêtement \|/~1 : B^ -> B^/A sont alors données

a) à un point S (ijk), (|̂  + ̂ . + ̂ ) < 1, /?û?r

(^^//^Wi^w^l^^^^^o-CBei-^ 1-^)/B(1-^, l-H,))"^,

A) û ̂  point S,t 07) 0 S,t (kl), (^ + ̂ ,) < 1, (^ + ̂ ) < 1, par

^"^//a^^-H-^l^^^o.o)
-(B(l-^,-^, l-^-^r^MBO-^, 1-^)"B(1-^, 1- .̂

Réformulons le résultat dans le cas a) de la façon suivante. On remplace la boule
unité B^ par une boule au multi-rayon,

(B (1 - ̂ , 1 - ̂ )/B (1 - ̂ , 1 - H,), B (1 - ̂  1 - ̂ )/B (1 - ̂ , 1 - ̂ i,)),

c'est-à-dire par l'ensemble B$ donné (dans l'écriture projective) par,

{ ( zg . z^z^eP^I lBO-^ l -^z^+ lBO-^ l -^z î l ^ lBO-^ l -^zgn^

On peut modifier l'application développante en une application v|/* : Qsi -» B^ qui applique
le point à multiplication complexe S(ijk) au point (1, 0, 0)eB^ et dont les composantes
s'écrivent localement comme des fonctions dans Q[[x, y]]. L'application inverse (v|/*)~1 a
donc des composantes, automorphes par rapport au groupe de revêtement, dont les
développements appartiennent à Q[[zf/zg, z^/zg]]. En particulier, l'application tangente
à ce point est définie sur Q. Étant des quotients de périodes de première espèce par celles
de deuxième espèce, les composantes du multi-rayon sont des nombres transcendants, et
fournissent une généralisation du rayon de revêtement transcendant étudié dans [WW] à
ces surfaces algébriques définies sur Q. Ce multi-rayon se manifeste clairement dans les
travaux de Shimura pour le cas où A est arithmétique, donc où Qst est isomorphe à une
variété de Shimura. Un argument analogue se fait dans le cas b).

Pour déterminer la démonstration du théorème 1, il reste à vérifier le résultat suivant.

PROPOSITION 5. - Munissons les espaces quotients B^/A et B^/F, compactifiés si néces-
saire, de leurs structures naturelles de variétés algébriques projectives définies sur Q. Alors
il existe un plongement modulaire F qui induit un morphisme défini sur Q entre ces deux
variétés.

Démonstration. — On compare les résultats du corollaire 4 du théorème 3 aux résultats
de Shimura dans [Shi 2, théorème 6.1] sur les dérivées des formes automorphes par
rapport à F (et définies sur Q) aux points associés aux variétés abéliennes à multiplication
complexe. De tels points à multiplication complexe comprennent les images par le
plongement modulaire des points de base du type image de S (ijk) ou S^(ij) Pi S^ (kl)
par l'application développante. En posant T=diag(/(-1), /(-l), /(-!)), le plonge-
ment du groupe A de P.T.D.M. dans le groupe modulaire F est une projection (ou
facteur) de la restriction à A du plongement galoisien de GQ = { a e GL (3, K) | a T ? = T}
dans un produit de groupes unitaires cité par exemple dans [Shi2, p. 573], le point plus
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subtil ayant été d'expliciter le plongement correspondant F, compatible au plongement
de A, au niveau de l'espace. Miyaké [Miy] a observé qu'il existe des modèles canoniques
définis sur Q de B^/F, donc on peut parler du corps U (Q) des fonctions sur B^ auto-
morphes par rapport à F et définies sur Q. Aux points de multiplication complexe de
B^ donnés au théorème 3 correspondent des produits de variétés abéliennes A à polarisa-
tion principale et multiplication complexe dont les périodes de première espèce œ(A)
sont des valeurs de la fonction bêta explicitées au théorème 2. Soit WQ un tel point et 0 le
type de multiplication complexe associé dont la décomposition en types de multiplication
complexes au sens strict s'écrit <D=Oi ©0^ ©^3- Avec les notations du paragraphe 3
adaptées au choix du point de base, par le Théorème 6.1 de [Shi2] on voit que si
/=/(w), H^==(wJ),7= 1, 2, v= 1, . . ., w, est un élément de U(Q), on a

(a//a<)(<)-7rp(a,, 0,Ma,, 03) t= 1, 2,

où a^ : Ç \-> ̂  est le plongement du corps cyclotomique associé à la v-ième composante
de F, v= 1, . . ., m. Ici, comme dans [CoWol], on utilise les nombres définis dans [Shi2];

m

pour une variété abélienne V à multiplication complexe de type ^= ^ a? toutes les
j= i

périodes non nulles d'une forme différentielle (Oy6H°(V, Q), propre pour l'action de K,
sont égales à multiplication par un nombre algébrique près à un nombre réel positif
np(0p ^). De la même façon que dans [CoWol], ces dérivées sont données par les
quotients de valeurs de la fonction bêta de la forme

B(l-<^>, 1-<^^»/B(1-<^>, I-<^H,», ^ = l , 2 , v = l , . . . , w ,

au point F. v|/ (S {ijk)\ et

B(l-<^,>-<^,>, l-<^|Lifc>-<^|Li ,»/B(l-<^H,>, I-<^ILI,», t==\,
B(l-<^|^>-<^^.>, l -<^Ufe>-<^^»/B( l -<^^>, 1-<^^>),

t=2, v = l , . . . , m,

au point F.\|/(Sst07') 0 S^(kl)). Pour v= 1, ce sont les mêmes nombres que ceux obtenus
pour les composantes de \|/~1 dans le corollaire 4 du théorème 3 au préimage de WQ
par F. Autrement dit, au point ¥~l(wo) une base de formes différentielles de première
espèce définies sur Q de B^/A est donnée par

{^(Oi, Oi)/?(0i, 03)^1, np(o^ ^2)p(ài. ̂ 3)^2}

et une telle base au point WQ est celle induite par F, à savoir

[Kp(a^ Oi)/?(a^, 03)^, np^, ̂ M^v. ̂ 3)^ v=l. • • - m}'

Les mêmes arguments s'appliquent aux dérivées supérieures au point WQ. L'application
quotiente induite est donc définie sur Q, d'où le résultat de la proposition.

Remarquons que ce morphisme est une immersion si A (A) est égal au sous-groupe
{TeF|TF(B2)=F(B2)} de F. C'est le cas par exemple si A est un groupe maximal
parmi les groupes discontinus qui agissent sur B^.
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7. Les fonctions hypergéométriques algébriques d'Appell-Lauricella

H. A. Schwarz a résolu dans [Sch] le problème classique de classifier les fonctions
hypergéométriques algébriques. Excepté l'ouvrage de Sasaki [Sas], rien n'est connu sur le
problème analogue pour les fonctions d'Appell-Lauricella sauf que sous certaines condi-
tions (trop restrictives) il n'y a pas de groupes de monodromie finis pour le cas de plus
de trois variables ([DM], §4). Les méthodes développées ici au paragraphe 3 permettent
de donner une classification complète de ces groupes.

THÉORÈME 4. — Supposons qu'aucun des paramètres de la fonction hypergéométrique
d'Appell-Lauricella n'est un entier. Alors la fonction n'est pas algébrique si elle dépend de
plus de trois variables. En deux ou en trois variables, à des permutations et des changements
simultanés de signe près, les paramètres des fonctions algébriques ne peuvent prendre une
seule valeur modJ. et les groupes de monodromie correspondants sont des groupes symé'
triques de certains poly topes. Pour le cas de deux variables, il s'agit des paramètres
(1/3, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6) et le groupe d'ordre 1296 de Hesse {étendu), tandis que pour le cas
de trois variables, des paramètres (1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6) et le groupe de Witting
d'ordre 155520.

L'hypothèse que les paramètres ne soient pas des entiers n'est pas forte, car dans le
cas contraire on peut, à l'aide des relations de continuité, remplacer chaque paramètre
entier soit par 0 soit par 1. Mais dans ce cas il y a un sous-espace des solutions du
système d'équations différentielles qui se compose de fonctions hypergéométriques en un
nombre diminué de variables. Comme dans le cas classique, on peut se borner pour la
démonstration au cas où les d^ 5 paramètres ̂  sont rationnels, car autrement on n'aurait
pas des ramifications algébriques. Si (voir aussi [Sch] et [Tel]) les ̂  ne sont pas des entiers,
le groupe de monodromie A est irréductible. Les fonctions d'Appell sont algébriques si
et seulement si elles ont un nombre fini de branches, et il suffit donc de classifier les A
finis. Pour cela, la discussion au paragraphe 3 permet de remplacer les arguments
géométriques du cas classique par l'équivalence suivante. Le groupe A est fini si et
seulement si la dimension de l'espace symétrique qui paramétrise les variétés abéliennes
du même type que T(x, y) est égale à zéro. La condition ^ r^ . r_^=0, équivalente

n e (Z/N Z)*
d-1

à r^ = — 1 + ^ (n\ij)=0oud— 2 pour tout n e (Z/N Z)*, est satisfaite pour les ̂  donnés
j=o

dans le théorème. Pour démontrer que ce sont les seules possibilités, on remarque que
les restrictions des fonctions algébriques sur chaque surface caractéristique doivent don-
ner, même après la division par un facteur singulier (^-x^)1"^"^, encore des fonctions
algébriques et hypergéométriques en une variable de moins et aux paramètres obtenus
en remplaçant le couple (^, ̂  par le seul paramètre |̂  +1^. Commençons par les fonctions
d'Appell en deux variables, où ûf=5, et supposons que les paramètres [IQ, . . ., i^eQ-Z
sont ceux d'un groupe fini A. A chaque fois que l'on remplace un couple |̂ , H,
par Hi+n,, on obtient un quadruplet de paramètres d'un groupe fini de Schwarz. C'est
une restriction très forte, car exceptée la famille de groupes dihédraux, il s'agit d'une
liste finie. Les paramètres des groupes dihédraux pris modZ sont de la forme
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r, r,(l/2)-r, (1/2)-r, pour un nombre rationnel r, 0<|r |<l/2. Alors, si

Hi+^EErEE^modZ, Ho=^4=(l/2)-rmodZ,

on a nécessairement un autre quadruplet de paramètres de la forme jLi4=(l/2)-r modZ,
Ho-^a^O/^modZ, Ui, ^.

Mais dans toute la liste des groupes finis de Schwarz, le paramètre 1/2 n'apparaît
qu'une seule fois, à savoir pour le groupe du tétrahèdre aux paramètres congrus mod Z
à 1/6, 1/6, 1/6, 1/2 (ou en changeant les signes simultanément, 5/6, 5/6, 5/6, 1/2 modZ).
On en déduit que \r\= 1/3 et on tombe sur le quintuplet de paramètres du théorème 4.
De la même manière, on traite la liste finie des groupes de Schwarz non dihédraux et on
n'y trouve aucune autre possibilité pour les paramètres. Le même procédé s'applique aux
cas d=6 et d>6. Pour la détermination explicite des A trouvés ainsi, remarquons d'abord
que ces groupes sont engendrés par des symétries complexes et qu'ils sont irréductibles
et même primitifs. On peut le voir à partir des restrictions sur les surfaces caractéristiques.
Donc la liste des possibilités pour les A finis dans GL(3, C) et GL(4, C) n'est pas grande
([Y, p. 180]. [Cox, p. 160]). Pour rf=5, le groupe A a des symétries génératrices d'ordre 2
et d'ordre 3 parce que 1 -^-^. ne prend que les valeurs 1/2 et 2/3. Mais le seul groupe
possible ici avec ces deux sortes de générateurs est en effet le groupe symétrique du
polytôpe de Hesse étendu, ou bien 2 { 4 } 3 { 3 } 3 dans la notation de Coxeter. Naturelle-
ment, ce groupe d'ordre 1296 est un sous-groupe de beaucoup d'exemplaires conjugés
dans le groupe fini A pour le cas d= 6, ayant été obtenu par restriction de la monodromie
aux surfaces caractéristiques. L'ordre de ce nouveau A doit donc être un multiple de
1296 et les symétries génératrices sont uniquement d'ordre 3. Le seul groupe satisfaisant
à toutes ces conditions est le groupe symétrique du polytôpe de Witting
3 { 3 } 3 { 3 } 3 { 3 } 3 [ C o x ] .

Une version étendue de la discussion de ce paragraphe 7 est développée dans [CoWo3].

8. Le groupe de monodromie dans le cas d'un paramètre entier

Le groupe de monodromie associé aux fonctions hypergéométriques d'Appell à para-
mètres tous dans Q - Z, ne dépend que de la classe des paramètres associés mod Z. Si,
par contre, un des paramètres est un entier, il faut utiliser un argument différent. Prenons

/ 4

le cas où exactement un paramètre est un entier ( en particulier, on a toujours ^ ^,=2
V j=o

mais on n'a plus la condition 0<^.< 1,7=0, . . ., 4J . L'action du groupe symétrique 85

permet de supposer sans perte de généralité qu'il s'agit de [n^. Considérons, avec la
notation du paragraphe 3, la différentielle

(ù=(ù(x,y)=u~^(u-l)~^(u-x)~^(u-y)~^du

sur l'espace Q des points réguliers. C'est une différentielle de première ou de deuxième
espèce si ^3^0, et, si [i^>0, une différentielle avec des résidus génériquement nonnuls
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dans u==y. Dans les deux cas, on peut choisir deux solutions de base du système

d'équations différentielles partielles comme œ, œ avec des cycles de Pochhammer
•/Ci Jc2

Ci, C^ autour des éléments de {0, 1, oo, x}. Pour obtenir la troisième, œ, il faut
Jco

distinguer deux cas.

1) Si ^3^0, on prend pour Co un chemin entre y et, sans perte de généralité, 0. Le
choix des chemins est évident pour Ho < 1. Si po > l» on choisit Ci, C^ autour des éléments
de { 1 , x, oo} et pour Cç un chemin double qui entoure une fois la singularité u=0. Ces
chemins évitent les autres singularités mais n'entourent pas le point u=y, ce qui voudrait
annuler l'intégrale. Or, un prolongement des solutions de base en y suivant des cycles en

C- {0, 1, x] ne change pas œ, œ mais remplace œ par la somme de p œ (p
JCi Jc2 JCo Jco

une racine N-ième de l'unité venant du fait que le prolongement peut changer la feuille
sur laquelle se trouve Co) et des combinaisons Z KiJ-linéaires, N=p.p.d.c. (^o» Hi» ^2» ^4)»

de œ et œ. Il en est de même pour © lorsque l'on prolonge en x les solutions
JCi Jc2 Jco

de base, mais cette fois-ci on transforme œ et © suivant le groupe de monodromie
Jci Jc2

associé à la surface hypergéométrique de Gauss de dimension 1 aux paramètres
Ho, Ui, n^ ^4 mod Z. Les matrices du groupe de monodromie sont donc de la forme

"~p u v~
0 a P
0 y 8

où (u, v) parcourt un réseau d'indice finie dans Z [i^]x ^ KrJ» et P parcourt les racines
N-ièmes de l'unité, étant une homothéthie introduite par un changement de feuille pour
Co. La matrice

A=
a P-
y 8

est dans le groupe triangulaire associé aux trois multiples |l-^o-Hi|, | l-Ho'"^!'
11 - \to - ̂ 41 de n. Si A est la matrice unité, on voit que le groupe de monodromie
n'opère nulle part discontinûment sauf si Z[^]=Z. Dans ce cas, N=2, les ^o» ^i» ^2' 1̂ 4
sont tous congrus à 1/2 modulo les entiers. Il s'agit donc d'une ramification infinie le
long des surfaces caractéristiques correspondantes. Les autres valeurs de A sont prises
dans le groupe triangulaire de signature (00,00, oo). On obtient alors un sous-groupe
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d'indice finie du groupe modulaire de Jacobi agissant sur C x Jf, où

a \ / / r \
joue le rôle de la coordonnée dans C et œ / œ ) joue le rôle de celle dans e^f.

:1 // \Jc2 /

2) Si p,3>0, on prend pour Co un cercle autour de u=y, tel que œ sera essentielle-
Jco

ment le résidu de œ en y. Cette fois-ci, le prolongement analytique en y, x suivant un

cycle dans C-{0, 1, x}, C - {0, 1, y ] respectivement ne change œ que par un facteur
Jco

racine N-ième de l'unité, pendant que œ et œ se transforment selon les mêmes
Jci Jc2

matrices de monodromie A que dans le cas 1), sauf qu'il faut ajouter des Z [ÇiJ-multiples
du résidu de œ dans u=y. On obtient donc des matrices de monodromie de la forme

"~p 0 0"
M a p
v y 8

avec des (u, v) e Z [Çij x Z [Ç^] qui opèrent sur le plan affine, homéomorphe à C2, où

œ^O. Cette opération est discontinue seulement si les (M, v) forment un sous-groupe
Jco
discret de C2 stabilisé par les matrices A. Le groupe avec N==2 et tous ses paramètres
congrus à 1/2 modZ satisfait à cette condition et est un groupe discret (voir par exemple
[DM], p. 88). Mais des arguments élémentaires montrent que cette opération sur C2 n'est
pas discontinue en général. En effet, A sera un groupe d'action discontinue sur C2 si et
seulement si N=3, 4 ou 6 et A parcourt un groupe fini dans GL^Zp^]). La liste des
groupes de monodromie finie [Sch] et leurs exposants donnent la classification complète
des groupes de monodromie discontinus. On peut retendre aux dimensions supérieures
à l'aide du paragraphe 7 sur la monodromie finie. On obtient

THÉORÈME 5. — Supposons qu'un des d ' ^ 5 paramètres [ij et un seul soit un entier.
Alors A est un groupe discontinu si et seulement si

(i) ou bien d==5 et ^ est un entier nonpositif, les autres p^ étant congrus à 1/2 modulo
les entiers, cas où A agit de façon discontinue sur C x c^f, ou bien \Xj est un entier positif et
les autres ^ sont, à un changement commun de signe près, congrus modulo les entiers
à (ii) 1/4, 1/4, 1/4, 1/4,

(iii) 1/6,1/6, 1/6, 1/2, (d=5),
(iv) 1/6, 1/6, 1/3, 1/3,
(v) 1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/3 0/=6),
(vi) 1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6, (^=7),

et donc A agit de façon discontinue sur Cd~3.
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Remarques. — (1) Les cas (i) et (ii) du théorème 6 figurent déjà dans la liste de
Le Vavasseur et sont mentionnés dans [DM] et [Te3], (ii) est de plus l'objet d'une note
de Picard [P2].

(2) Les autres exemples sont implicitement contenus dans les exemples de Mostow [M].
Comme les surfaces caractéristiques non semi-stables correspondent aux restrictions
algébriques (§ 5, Lemme 2 (v)), les surfaces caractéristiques non stables mais semi-stables
correspondent aux singularités logarithmiques ^+^=1, et il s'agit de la restriction à
des groupes de monodromie euclidiens discrets. Par exemple, dans le cas d=S, on a
(^•)J=o=0/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 5/6).

(3) En principe, on peut traiter les groupes A avec plusieurs paramètres entiers ^ de
la même manière. Pour rf=5, on obtient les groupes discontinus déjà trouvés par Le
Vavasseur et Terada [Te3].

(4) Dans les cas euclidiens (ii) à (vi), le quotient de C^"3 par le sous-groupe des
translations dans A est une variété abélienne qui se casse en courbes elliptiques avec
multiplication complexe ou par Z [i\ ou par Z [^3].
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