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SUR

L ' É Q U A T I O N DE K E P L E R ,
PAR M. GOURIER,

E L E V E A L E C O L E N O R M A L E S U P É R I E U R E *

Dans le cours professé à la Sorbonne Vannée dernière, M. Heronle
s'est occupé de l'équation de Kepler, et il a bien voulu m'engager à
rédiger, d'après ses indications, la démonstration d'une propriété im-
portante des racines de cette équation.

L'équation »

( ï ) f[z} = z — a — Esin^ == o,

dans laquelle a représente un angle donné compris entre zéro et n,
et E une constante positive inférieure à l 'unité, a une racine réelle com-
prise entre zéro et n et une infinité de racines imaginaires. En divisant
le plan sur lequel on figure les valeurs de z par des bandes parallèles à
l'axe des 7, et distantes de TT, chaque bande de rang impair du côté
des x positives comprend deux racines conjuguées? et de même chaque
bande de rang pair du côté des x négatives.

Si l'on considère la bande de rang .2/0 +1 du côté des a? positives, et
si l'on représente par w±yi\QS deux racines comprises danscette bande,
il s'agit d'établir que, pour les grandes valeurs de^, la valeur de x est
à peu près égale à a kn + ^? et celle dey à L | + L p kn + 7r) •^ h \ a/

A cet effet, traçons dans cette bande un rectangle ABCD dont les
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sommets correspondent aux quatre valeurs suivantes de z :

2 J{^ 4- !7 ̂  ̂  2 /,-^ 4- 7r 4- ^ 2 /f7T 4- 7r — £ + a^, 2 /fTT 4- - 4- 6 4- Û7,

dans lesquelles e représente une constante positive, prise arbitraire-
ment aussi petite que Fon veut, et a une autre constante positive dont
le m i n i m u m sera déterminé plus loin. Nous allons démontrer que,
quand k a une valeur supérieure à une certaine limite, ce rectangle
renferme une des racines de l 'équation. En faisant mouvoir le point z
dans le sens direct sur le contour du rectangle;, on reconnaît aisément
que le nombre p. des racines situées à l'intérieur de ce rectangle est
donné par la formule suivante :

2^==1

17
f -4- 1 [et— e"~^sîne

a

- -+- u 4- s — ~ f ̂  •+• e^1 ) cose
.2 2 .
~ "B7

t— — (e1— e'~1} sine

TT E / , ,,~ 4- ûo — e — - [e^ e-^)cos£
2 2 < 7

"E

.]'.-Jo

( ^ ^ - e - " sîn r— £
+1

î -+-^4- e—. ^—. 1 (e0-!- <?-•") cos(^' — s )
2 1 '^i

dans laquelle o) représente la quanli té 2 /CTT — a, et 1 un indice pris par
rapport à /.

L'équation
TT Ï7

^ 4- c.) 4- e — -- f ô' + e"1 ) cos e == o
2 2 '

admet une seule racine réelle positive t^ De même l 'équation
-m

i. 4- ^ — g — ^ Y^4-. ^-<] ççsg ̂ : o,
2 • 2 ' '

admet une seule raciae positive t^ moindre que ^. Nous supposerons
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a supérieur à ^. L'équation

F
t — -^ (^— e"^) sine === o

est vérifiée pa r^ == o, et admet une seule racine positive ^3; nous dé-
montrerons que, lorsque oo dépasse une certaine limite, t^ est nécessai-
rement inférieur à ^2. Supposons cette condition remplie; on voit alors
que le premier indice est égal à 4- i, que le second est égal à — i, et
que le troisième est égal à zéro. On a donc

in

La fonction t— - (^— e^) sine s'annule pour t=o; elle va en
croissant lorsque t varie depuis zéro jusque la racine positive de l'é-
quation

1P
i — — (^+ e-1} s ine== o,

2

puis elle décroît continuellement; donc, pour que ^ soit inférieur à ^,
il suffit que l'on ait

F( a ) , /, — -^ (r^ — ^â) sin e < o.

Mais ^2, étant la racine de l 'équation

TT E /
—— -̂ ^ ——— g ——— __ Qt _]„ yt ÇQy g ̂  Q

2 ^ • '

est supérieur à L (^). L'inégalité ( 2 ) sera satisfaite si l'on a

L ( &.ï ) — -^ ( M — - ^ sin £ <^ o.

On déduit de cette inégalité une limite de co et par suite de /c.
Connaissant la valeur de x, on peut obtenir celle dey par l 'équation

gc ̂  ^ -»- ^ f^74- (ii-r^ sin^ ."= o
2 t '
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, ^_ 7r -^ y _ — (^-^ e-r) cosy === o,

dans laquelle y désigne une quantité très-petite, positive ou négative.
De cette équation on tire approximativement

^^,L^—-+-L (w^-^ -h yV•7 Ecosy \ -ï '/

La valeur de^yest donc, à peu près,

y==L^-4-L [ ï k - K - ^ ^y


