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ESSAI SUR LA THÉORIE ANALYTIQUE DES SATELLITES

DE JUPITER,

PAR M. SOUJLLART,
A N C I E N É L È V E DE L ' É C O L E N O R M A L E ,

A C x B É O É ES S C I E N C E S M A T H É M A T I Q U E S , P R O F E S S E U R AU L Y C É E DE C A E N .

CHAPITRE PREMIER.
DÉVELOPPEMENT DES DIVERSES FONCTIONS PERTURBATRICES.

1. Lorsqu'on veut déterminer les mouvements des satellites de Jupiter autour
de leur planète, il n'est pas permis de confondre les attractions exercées par cet
astre avec celles d'un point de même masse placé en son centre de gravité : car,
d 'une part, les dimensions de Jupiter sont comparables aux distances qui le séparent
de ses satellites, et, d'autre part, l'aplatissement de son globe dépasse -1-- Le

potentiel de l'attraction de Jupiter sur un satellite ne pourra donc pas être con-
fondu avec la quantité J—^ f désignant l 'attraction mutuelle de deux unités de
masse a l 'unité de distance, M la masge de Jupiter et r la distance du centre de
gravité du satellite à celui de la planète; et, par conséquent, le mouvement
du satellite ne se ferait pas suivant les lois de Kepler, quand même il serait
seul en présence de sa planète. Laplace a déduit de sa Théorie des attractions
dès sphéroïdes^ qu'on peut représenter ce potentiel par "— -+-/V, en posant

V ==. -3 (-y — s in 2 ^) , et en désignant par d la déclinaison du satellite rapportée à
Téquateur de Jupiter, et par K une constante (égale au produit de la masse do
Jupiter par le carré du rayon de son équateur et par l'excès de son aplatissement
sur la moitié du rapport de la force centrifuge à la pesanteur sur cet équateur).

Pour obtenir le mouvement elliptique du satellite, on néglige tout à la fois la
quantité V et les actions exercées par les autres corps que Jupiter; mais pour
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l()2 ESSAI SUR LA THEOBîE ANALYTIQUE

obtenir son véritable mouvement, il faut ajouter cette correction V aux autres
fonctions perturbatrices partielles. La fonction perturbatrice totale sera donc, .pour
chaque satellite, la somme de cinq parties se rapportant respectivement aux actions
des trois autres satellites, à l'action du Soleil et à l'aplatissement de Jupiter : car
les seuls astres dont l'influence soil sensible sont le Soleil, à cause de sa masse, et
les satellites autres que celui dont il s'agit, à cause de leur proximité.

Bailly entreprit le premier de déterminer par l'analyse les principales inégalités
du mouvement des satellites, mais son travail est très-défectueux : car il se con-
tenta d'appliquer à chacun d'eux isolément la théorie de la Lune de Clairaut, sans
tenir compte de leurs actions mutuelles et de l'aplatissement de Jupiter. A peu
près à la même époque, Lagrange aborda le problème dans toute sa difficulté, et
son Mémoire, qui est un chef-d'œuvre d'analyse, fut couronné par l'Académie des
Sciences en 1766; cependant son travail était encore bien incomplet au point de
vue astronomique, comme il l'annonçait lui-même en lui donnant cette épigraphe :
Multum adhuc restât operis. C'est a. Laplace qu'on doit l'explication de toutes les
particularités que présentent les mouvements de ces astres. Ses premières recher-
ches à ce sujet ont été publiées dans les Mémoires de l'Académie des Sciences
pour 1784; mais c'est dans les Mémoires pour 1788 et pour 1789 que se trouve
l'exposition complète de la théorie des quatre satellites, telle, à peu près, qu'elle
a été reproduite plus tard dans le tome IV de la Mécanique céleste.

Depuis cette époque, la méthode dite de la variation des constantes a rendu beau-
coup plus facile et plus régulier le calcul des perturbations, en même temps qu'elle
a permis de simplifier notablement l'exposition de la science. Il peut. donc être
u t i l e de reprendre, par cette méthode, la recherche des inégalités principales du
mouvement des satellites, ainsi que la démonstration des lois établies par Laplace ;
tel est le but que je me suis proposé dans ce travail, en me bornant toutefois à la
partie analytique.

2. Dans ce qui suit, nous désignerons par des lettres sans accent les quantités qui
se rapportent au premier satellite, et par les mêmes lettres affectées de î , ^, 3
accents les quantités analogues relatives au 2e, au 3e et 4e : les mêmes quantités
relatives au Soleil seront représentées par les grandes lettres correspondantes.
Nous rapporterons les mouvements à un plan fixe passant par le centre de gravité
de Jupiter : ce plan fixe sera arbitraire; nous le supposerons seulement assez voi-
sin de l'équateur de la planète, comme serait, par exemple, le plan dans lequel
s'est trouvée, à une époque déterminée, l'orbite que Jupiter décrit autour du
Soleil.

Désignons par r et r' les rayons vecteurs menés du centre de Jupiter aux centres
de gravité du premier et du second satellite, et p a r s le cosinus de l'angle com-
pris entre ces rayons : les fonctions perturbatrices R(O,<) et R«,o},correspondantea
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aux actions du second satellite sur le premier et du premier sur le second auront
pour expressions

R^o^^+^—^T^p'-.^, R^^=(^+^^rr^)4-^.

De simples changements dans les accents donneraient les autres fonctions per-
turbatrices

^(D,2) , R ( 0 , 3 ) y B(i ,2)r R ( l , 3 ) î K(2 ,0) , R(2 , l ) , K(2,3) , R(3,0) ? R ( 3 , l ) î R(3,2)

provenant, comme les deux premières, des actions mutuelles des satellites.
Les fonctions perturbatrices dues aux actions du Soleil sur chacun des satellites,

fonctions que nous désignerons par R^, R(,,^ R(2.,), RO,,) s'obtiendront aussi par
des formules pareilles : ainsi on aura

R^, == ( ,'î + ̂  — 2 rJl§ f î — ̂  -en-

Enfin, pour la correction d'aplatissement, nous adopterons la formule de
Laplace

., K / I A
V=^-sm^).

D'après cela, si l'on désigne par û, û', iY, il"' les fonctions perturbatrices totales
qu'il faut considérer pour les quatre satellites, on aura

Q =fm! R(O,,) ̂ fm^^-^fm"' R^ +/<X,R^^) +/V,
Q' = /m R(,,O) +//7^// R(,,,) +./ï^w R(,,3) +p1LR(,,,, 4-,/V/,
Q^ =.
£r=.

Nous allons développer successivement chacune des parties dont se composent
ces fonctions : dans ces développements, nous conserverons les inclinaisons des
orbites sur le plan fixe, au lieu d'y introduire leurs inclinaisons mutuelles.

3. Les valeurs qu'il faudra prendre pour les diverses fonctions R(O.I )» K(o,2)» R(o,3}»
R ( ^ O ) ? - - * » qui correspondent aux actions mutuelles des satellites, se déduiront de
formules générales que nous allons d'abord donner.

On trouve dans le tome Ier des Annales de l'Observatoire (p. 268 et 272) le
tableau des termes dont se composent les fonctions R(O,.) et R(^O), borné au second
ordre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons; mais comme il entre dans
ces développements l'inclinaison relative des orbites au lieu de leurs inclinaisons
sur le plan fixe, nous n'en pourrons déduire que les termes indépendants des incli-
naisons. Quant aux termes qui en dépendent, le calcul en est assez court, et on

a r .
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pourrait, du reste, les obtenir au moyen des formules données par M. Le Verrier
dans la Connaissance des Temps pour î844-

Désignons, suivant l'usage, para, s, e, is, y, Q les éléments elliptiques, et par /
la longitude moyenne; posons de plus, suivant les notations employées dans les
Annales de l'Observatoire,

(^-4- a'2— a^cospf'^^IA.^cos/P,

«^(a'+^—a^œspf^^-^iB^^cosîp,

le signe 2 s'étendant à toutes les valeurs entières de ?, positives, nulle et néga-
tives; et enfin

.(<•) _ i dPA^
Ap —— ————-———— W ——;——— •1.2.3.. . ;? dai'

La valeur complète de R(O,D» bornée aux secondes puissances des excentricités et
des inclinaisons, sera donnée par les deux formules suivantes :

Première partie.
[r^ f ^ — i r r ' s ) " ^

^^A^+^^-.^^+A^+A^jcosî^-^

+^[(.,^+;•)A(• )—A"-A"]cos[(/+I)/ '—(;•4-I)/—^o'+®]

-i- ^ (—a/A^—A") cos[ t7 '—((—i) /—a]

+^-[(2(•4- l)A ( '>+A ( ; ) ]cos[(^•+l)^—^7—sT']

+ ̂ [ (4^_5()A( ' )+(4^- 2) A^+aA^jcos [;/'- !,-,.]{- ̂ ]

fiif^ r
+-^[(_a^__,)^+(_2^ I )A W —AÏ ' ) Jcos [ (?+ l ) / / —(/—I , ) /~^ / ~-^ ]

4 - Ç [ ( 4 ^ 2 + 9 ^ + 4 ) A ( l ? + ( 4 ^ + 6 ) A ^ + 2 A ^ ] c o s [ ( / d - 2 ) ^ - - • ^ 7 - - 2 ^ ]

+ T B ( i - l ) j — - ( s î n î ? + s i n 2 ^ ) c o s ( ^ 7 ' - ~ / n2 ( \ 2 2. / '

4- sin2 ï ces [z7^ — (i — 2 ) /-— 2 ô] 4- sin2 ?- cos [^7 /— ( î — 2 ) Z - - a ô7]

+ ̂  sin 9 sin 9' | eus ( il'— il— Q'^r- ô] — cos [ ̂ 7/-- ( z—a ) /— ô'—- 0') ,

expression d-ms laquelle i doit recevoir toutes les valeurs entières, positives et
négatives, zéro compris.
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Deuxième partie.

-- ̂  = -^ | ( - î -+- ̂ +-^ cos ( /? - /) — ee' ces ( 2 / / — 2 /— ̂  4- CT )
/' a L \ 2 /

+ - ecos t / ' '—w) — - e cos (/ '— 2^-4- zn) —se'cos ( s / 7 — Z — 57')

^2 ^
— -T c o s ( / ' + Z — S O T ) — T J ê 2 cos ( ^ — 3/ -4 -2 l?^ ) -+ -3êe / cos(2Z / —OT'—çj )b b

— ^ ! c O S ( Z / d - ^ — 2 C T ' ) — — î 7 e / 2 C O S ^ 3 Z / — / — 2 C T / J j

—^ —^sin29 -^s in î q : - tcos(Z r —/)-(-s in 2 2 cos(^+^—20)4-sin^ cost/^^—26'')

4- - ' - s i n î p s i n c p ^ c o s ^ — / — Q ' - ^ - Q } — cos(r+ 1 — 6 ' — Q)] -

La valeur de R(^O)? au même degré d'approximation, sera de même fournie par
les formules suivantes.

Première partie^

( / . .2 .4_^2——3/T^f 2 ,

la même que dans R(O, | )»

Deuxième partie,

r' t n ' F / fi'1 -1— ̂ /2\^-l^^:", _ï+î_îll.) cos( / /—^)—^cos(•2r—-â/—© /+CT)rt a L\ 'A /

— 2<?cos(^—aZ-t-Gj) 4- - e' cos( /—ro^)— - e' cos^Z' — /— v j ' )

— ~cos(Z' -+• l— 2®) — ^ ô 2 c o s ( / / — 3 Z + 2w) + 3^ c o s ( 2 / — v s 1 — C T )

——^ C O S ( ^ / 4 - ^ — — 2 O T / ) — — 3 ^ 2 C O S ( 3 / ' - - / — 2 C T / ) j

^^^^^sin2 9+sm2^^cos(^—Z)+sîn2ïcos(r+7—20)+sin s^

-h-1- s î ^ 9 S i n y / [ c o s ( ^ — ^ — 0 / • 4 - 0 ) — cos(l/•+•l— Q' — Q}} 1.

4. Pour les fonctions R(Q,,), R(,,^... qui provieniient de l'action du Soleil, nous
emploierons un autre mode de développement, celui dont on fait usage dans la
théorie de la Lune. Développons, par la formule de Newton, le second membre de
l'expression

^ ^^^(r2^^2-^/^^41--^,
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en négligeant, à l'exemple de Laplace, la quatrième puissance du rapport r

^même pour le quatrième satellite, ce rapport n'atteint pas—)- La fonction R(^

se réduira aux deux termes ̂  -4- ̂ —-1 —, dont le premier est inuti le à conserver
puisqu' i l ne contient que les éléments du Soleil. On aura donc simplement

3^—ï r2

Kco.)----^—^-

Si, dans cette expression, on remplace les quantités §, r, <fR. par leurs valeurs en
fonction des éléments du satellite m et du Soleil, il vient, en se bornant aux
secondes puissances des excentricités et des inclinaisons, et mettant y et <P au lieu
de siny et sin^, le développement suivant que nous empruntons à un Mémoire
de M. Puiseux sur les principales inégalités du mouvement de la Lune {Annales
scientifiques de l'Ecole Normale supérieure, t. I, p. 49) :

R^) == ̂  jj + ^ cos (2^—2/ ) + 3 6cos(.,^—n)-h ̂  C co s (3^—2/—n)

— — g Ô C O S ( ^ — 2 / - f - n ) — ^ C O S ( Z — — C T ) — — J ê C O S ( 2 . ^ - l - ̂ )

'y ^

— — — — < 5 C O S ( 2 . C — — 3 / + î i j ) - ^ g C 2 4 - j ^ C O S ( 2 ^ — — 2 ^ )

^-^e 2COS(4^——2/--2^)--^£ 2COS(2^——2Z)4- |e 2 - - -e 2COS(2/-- -2?^)

4 - ^ ^ C O S ( 2 . ^ — — 4 / + 2 C T ) — ^ e 2 COS ( 2 ^ — — 2 / ) + ^ ^ COS (2^~.2?n)

'3

— ̂ eCços(,^-+-l— n—w) .+ - j e< î : - cos (^—Z4-n—w)

+^.^£.cos(3^-~3^—II+CT)—ÇeCcos(3^-- /—n—^)
3 3

—. g eC cos (^— 31-h îl + OT)—J 6«C cos(.,^— /- n 4- CT)

3 3 'î ïî
^^^_g^COS(2^—Û/ )+g^cOS(2^—20) - ^ l 9 2 COS(2^~20)

— ^ ( I ) S _ g ( p 2 c o s ( 2 ^ ~ 2 Z ) + J ( ^ C O S ( 2 Z — — 2 © ) + | ^ C O s ( 2 ^ ~ - 2 e )

4- Y 9 ̂  cos ( 0—. Q } + y 91 cos ( 2 .ç — 2 1 — © + 0 )

3 ! ^ ! ! -ï ! 1 ! !

, , — ^ ? ^ C O S ( 2 . ^ — — © — 0 ) — , ( p < - I ) c O S ( 2 7 — — © — , 0 ) -

On obtiendrait K^) en remplaçant dans la formule précédente les ét-éments du
satellite m par ceux du satellite m\ et ainsi de suite.
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5. Il nous reste à développer la fonc-tion V = -; (-^ — s i l i^ r f ) -/• \ô /
Si l 'on désigne par co l'inclinaison de Féquateur de Jupiter sur le plan fixe et par

36o° — (^ la longitude de son nœud descendant, par X la latitude du satellite m,
par v sa longitude vraie et par ^i ya longitude projetée, on a les formules

sin û?= sin}i COSM 4- sinco cos^sin(^i -4- 4^)» sm}i=sin((-'— 0)sm(p,
d'où

sîn d == sin ( (-' — 0 ) sin 9 cos M 4- sîn û) sîn ( (/i + ̂  ) V i — sîri'-' ( v — 0) sin2 9.

Les angles <p et co étant très-petits et les longitudes v et c, ne différant que par
des termes du second ordre au moins par rapport à y, la valeur de sin<3? peut se
réduire, en ne négligeant que des termes du troisième ordre au moins en <p et ^, à
l'expression simple

sin d === ç» sin ( v — ô ) -h &,) sin ( v -h ^ ).

Par suite, la valeur de V pourra s'écrire

V == K ! ^ -— [o sin(^— 0) -h M sinf^ -}- 4^ J-
r ( o î

En y mettant pour ret v leurs expressions en fonction des éléments du satellite et
se bornant au second ordre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons, on
obtient le développement

v=^j i+< ïcos (^® )

4- L ̂  -4- 3<?2 cos( i /— 2^)—<p 2— c<)3—29^ cos(^ + 0)4- y2 c o s ( % / — a @ )

-4-&)2 cos (2/4-2'^) 4- 29^) cos (2^4- ^ — ô ) ] *

Pour obtenir les fonctions V, V", V^, il suffit de remplacer dans V les éléments
du satellite m par ceux des satellites m', m\ m".

6. Les formules générales des n08 3, 4, 5 nous fourniront tous les termes des
diverses fonctions perturbatrices qu'il faudra employer pour obtenir les inégalités
des éléments : ces termes ne seront d'ailleurs pas les mêmes, selon qu'il s'agira de
tel ou (el élément d'un même satellite. Nous prendrons pour règle de ne conserver
dans chaque formule que des termes comparables, et nous nous bornerons en
conséquence aux termes de l'ordre le moins élevé par rapport aux excentricités et
aux inclinaisons, en y joignant les termes de l'ordre suivant qui auront un petit
diviseur ou un grand coefficient, s'il y a lieu. D'après les données de l'observation,
les moyens mouvements des trois premiers satellites sont à peu près comme les
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nombres i, •̂  ^ : il en résulte que les termes auxquels l'intégration pourra faire
acquérir de petits diviseurs seront ceux qui contiendront l 'un des angles a/' — /,
^ — r ou de leurs multiples. II n'y a pas lieu de considérer les termes en 1^1" — /,
parce qu'ils seraient au moins du troisième ordre par rapport aux excentricités et
aux inclinaisons; et quant au quatrième satellite, son moyen mouvement n'a pas
de rapport simple avec ceux des trois premiers. D'autre part, les termes provenant
de V contiennent le coefficient K sans aucune masse : ils peuvent donc avoir des
valeurs relativement considérables. Voici, d'après Laplace, les valeurs approchées
des éléments dont l'ordre de grandeur importe a considérer :

Excentricités :

e et e ' sont insensibles, e" ==. 0,001 34'2, e ' " = 0,007 277 ,

V Annuaire du Bureau des Longitudes donne :

ô== 0,04.82388.

Moyens mouvements diurnes en parties du rayon :

n == 3,55 î 54.8, n' == i ,769 3î3, n" =0,8782082, n1" =0,376 4.876;

et d'après Y Annuaire :
,,%=.= 0,001 45û 22,

d'ou
n — 2 n' == o, o 1 2 902, n' — 2 t'i" == o, o 1 2 qo6.

Inclinaisons en parties du rayon (le plan fixe étant l'orbite de Jupiter en î y S o ) :

o ==o,o5392, (p /==o,o5363, q/ /==o,o5249, c^'^: 0,046 82, w === o, o53 94.

Masses (celle de Jupiter étant prise pour unité) :

m==o,000017, m' ==o,ooo23, m^ == 0,000088, m'" == 0,000 042, <X === io5o.

Valeur de la constante K (en prenant pour unité de distance le rayon de l'équatelîr
de Jupiter) :

K== 0,021 9013.
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CHAPITRE II.
INÉGALITÉS PÉRIODIQUES DU PREMIER ORDRE PAR RAPPORT AUX MASSES.

7. Nous allons déterminer, en premier lieu, les inégalités périodiques des élé-
ments elliptiques et de la longitude moyenne pour chacun des satellites, en nous
bornant aux premières puissances des masses, et nous en déduirons les pertur-
bations des coordonnées jovicentriques. Quand il s'agit des planètes, les éléments
elliptiques variant peu, on intègre les équations qui expriment leurs variations en
regardant ces éléments comme constants dans les seconds membres.-Mais,, dans le
cas des satellites, cette première approximation serait insuffisante, car l'observa-
tion constate un déplacement assez rapide des nœuds et de/s périjoves (plus de
12 degrés par an pour le nœud du second satellite). Il conviendra donc ici, suivant
la marche indiquée par Poisson pour le cas analogue de la théorie de la Lune, de
remplacer, dans les seconds membres, ceux des éléments qui changent au bout
d'un temps assez court par leurs parties constantes augmentées de leurs inéga-
lités séculaires : nous poserons, en conséquence, %r == -sso "-+• a^ Q == ^o -+- |S^,
vs' == ̂  .+. o L ' t , . . . Les quantités a, (3, a ' , y . . . , sont, comme on le sait, les parties
non périodiques des valeurs de —^î —•> ^-<,... : on en trouvera plus loin les ex-
pressions complètes (n0' 27 et 33). Pour le. moment, il nous suffira d'observer que
les termes de ces expressions qui dépendent des dimensions de Jupiter sont de
beaucoup les plus considérables, en sorte qu'on a à très-peu près

^ Kn. Q^_K^ '^KnL ..
ci2?, a2^ a'2^/ î 7

parmi les termes qu'on néglige, les seuls qui aient encore une valeur sensible sont
ceux qui proviennent de l'action du Soleil.

Cette modification de la méthode générale n^aura d'autre effet que de changer
un peu les dénominateurs introduits par l'intégration dans celles des inégalités
dont l'argument contient l'une des,quantités sr, 0, ̂ ,...; par exemple, en intégrant
le terme M sin (a/' •— l — ^), on obtiendra

—— -—————costa l— l—m} au lieu de ——;——cosïa^— l -—m).a / î '—n—ce v / in'—n v /

Si l'on observe que la quantité a est précisément égale à la différence qui existe
entre n et la quantité que Laplace désigne par N, on verra que cette manière
d'opérer revient, à celle de Laplace, en ce qui concerne les inégalités du 'rayon

Annales scientifiques de l'École Normale supérieure. Tome ïï. 22
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vecteur et, de la longitude. Malgré cela, les formules que nous obtiendrons ainsi ne
seront pour nous qu'une première approximation, et nous les remplacerons au
chapitre VI par des expressions plus exactes mais aussi plus compliquées, dont
quelques-unes se trouvent aussi dans Laplace. Nous ferons de même pour les lati-
tudes, mais ce seront les formules du chapitre VI et, non celles du chapitre II qui
coïncideront avec celles de Laplace.

I. Inégalités des grands axes.

8. Occupons-nous d'abord du premier satellite. La variation du grand axe est
donnée par la formule

.. dû__ i d0^
dt na de.

Considérons en premier lieu dans 0 la partie /m7 K(OJ) : nous devrons y prendre
les termes d'ordre zéro et, les termes du premier ordre qui contiennent i l ' — l.
Nous prendrons donc

R^t) == ï. A(0 cos( -iî' — il)— ± cos(/ ' •— l)
2i di

+ A e c o s ( ^ — / — ^ ) + / B — 2 ^ e! ^('iV—l—m'},

en posant, pour abréger,

A^-^A^+A^), B^SA^+A^).

Dans les fonctions R(o,2) et R(o.y) nous n'aurons à prendre que les termes d'ordre
zéro, ce qui donnera

R(O,,) = L AO cos( H" •— i l ) -- 4-, œs( 1 " — /),

R^) == L Â^ cos( i l ' " — i l ) — 4î cos( l ' " — l),

À^ et Â^ désignant ce que devient le coefficient A^ quand on y remplace a' par a"
ou d\

De même la fonction R(()^ se réduira à

! iî 3aî / . n
' ' : ^CM)1^^00^2^"^-'2^- - ' !

Enfin, à cause de la grandeur du coefficient K qui n'est multiplié par aucune
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niasse, nous prendrons
V== —ecos(î—?n).a^ '

D'après cela, en posant ^,==14- w, et éliminant la constante / au moyen .de la.
relation fy. == n2^, nous trouverons pour exprimer la variation du grand axe là
formule

m'a n V ^,. ..„ ,,, 2^^^[-^^il^il)^^cos(l^^

-^/^[^^^^-^-s008^'-^^^
-^.ï^F^^0^^"^"^00^
3 ÔIL ^ /z.
-S^X^005^-"^

^[^_^^^A€;COS(2//-/-^
2 m a g /?/

a

^^B^.^^^cost^^/-^))>?, / , , ï€l2

2 li /î,
-p. —— ————— eCOS( / — G7).

p. a n—a / ! ,

9. Pour le second satellite on devra prendre

B^,) = i A^') cos( z7— il/]—^ cos(7— / /)

- f - A . < S C O S ( 2 Z / — — / — - O T ) - ^ - (B—^) ^008(2^—^—^),
\ 2<2 /

R(,,,) == -1. A^O cos( I I " — ^ /) — -^ cos( /// — l/]îi a

^A^cos^r—^—^)^^—^ ^costar—^—^),

, ï^,^)==^À /^cos(^r—^7 / )—-^cos(/ / / /—r);
2 CL "

R«,2) se déduit de Rfo,.i) en ajoutant un accent à chaque lettre; nous désignons par
A^ ce que devient A^ quand on y change a et a! respectivement en a! et a\ et
par A' et B7 les expressions — î- (4^ + A;^), ^ (3A/(1) + Af0) . De même 1 ,̂̂

se, déduit de R(o,a) par l'addition d'un accent, et Â'^ désigne ce que devient A^
quand on change a et a' respectivement en a' et a ' " . Quant aux fonctions R(^ et V^
elles ne diffèrent de R^) &t V que par la substitution des éléments du second
satellite à ceux du premier. , ,, ' i " i • i i i i i i ^ : .:,- ' ,

, „ , .! 1 1 1 1 " 1 , 1 22.
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On aura par "conséquent

oY=_^__DA(^)cos(f^-^)~^2cos(^
p/ n.-—n' L ar -1

• _ ̂  ___ L'A'M cos (^- z-U - ̂  cos( ̂ - Z')1
JU. TV -— îî j_ M ' J

-^^FA.o.o^.-.ri-^co^--.)]
301W4 71' ' „ ,,,

—— _ -————————— COSf^J' — 2 . 1 ' )
a u! ^ ̂  — n1 v v- ! '

4 ̂ tl r '̂ / i / j f y ^4-z—^ —^—————^Aecos aZ '— l—CT)
^ L 2 7r — ̂  — a

4-———^——, f^B- ̂  ̂ cos(2r-^-^)13 ̂ / — ^ — ̂  \ 2 a2 / „]
2 m" cd V n' , ., , , ,„ ?/ M———— —-—————a / A / 6 'cos(2^— r—n/)p.' L 2 ^ — 7 ? ' — a

+.^-^-^ (a/B'- Ï) ̂ cos(^//-/'-^)]

aK n' , ,,. ,,^^^——^ ^cos / /—TS' .^a' 7&'—y/ l '

Pour le troisième satellite on devra prendre

R(^) == i À^ cos( il— i l " } — ± cos(/— ̂ /),î (-t

PV,,,,) == ^ A^') cos(îT — z'Z^) — ̂  cos( /'— l " )

4-A^ /cçs(ar—Z /—^) -h fB /—-a^^ / /cos(2^ / /—^—cT / /),
\ 2a /

R^ == ̂  A.^2) Gos^-il^—^ cos^—r).

f t^2, i ) ^ R(2,3) se déduisent respectivement de R(^O) ^ RO.S) P811 l'addition d'un
accent. On aura par suite

w/ï^ ïî^ r . o y/'2 "s
oV^----——- ,_ ^ a / /A<^cos(^7~^7 / / )—-—cos(^--Z^^

et deux lignes pareilles provenant de B(2,i) et B.(a,3),
puîs deux termes provenant de R(S,,) et V^;
^4_m^r n^——^^^^costar—^—zn')

^ / L 2 ^ — n — a •
_ ' ^——^J^———^^L^B/—-a^^6//COS(2Z//--^—CT//)|.

, .^ 1 ! 1 1 1 l l l l l l l,; l; l!; l.^::/:l l;;2ft—n'—a \ sas2 / 1 ' - , , 1 1 ' J -
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On devra prendre enfin pour le quatrième satellite

BO.O) = ̂  À '̂) COS( ̂ — Z'H — ̂  COS (^ — '̂ ),

• l {c3,o===^À /( t)cos(^7 /—^7 / / /)—^cos(^—^),

R(3.2)= lA / /^cos(^^ / /—^T / /)—^cos(r— r),

ce qui donnera pour la variation de son grand axe la formule

vnn'" n'" ? /'/w2 ~î
ôa"=- "^- ————\a"^ws(il-il"'}——— cos(l- l ' " ) ,

jU. fli —— li j^ U J

et deux lignes pareilles provenant de R(3,o et R^a),
puis deux termes provenant de R(a,,) et V^.

II. Inégalités des longitudes moyennes.

10. Si l'on pose p == j ndt, la longitude moyenne du sâtelliteTna pour expres-
sion l== p + s, et les variations de chacune des parties p et s sont données par les
formules

9<^ïJ——3.fm '^——-ï.^ e ̂ ^"^ ^û ^"i2—^.
^ l a â t 2 </£ ? ^ r a û î <:/a 7^2(1-^ ^/i_^') ^6 ^^î^/ i ,—çîdo

La seconde formule peut être simplifiée : en effet, les termes de l'ordre le moins
élevé dans le second membre seront, pour la première partie, de l'ordre zéro ; pour
la deuxième, du premier ordre; pour la troisième, du second ordre. On peut donc
négliger la troisième partie et ne conserver dans la deuxième que les termes con-
tenant K et ceux auxquels l'intégration fera acquérir un petit diviseur. On peut en
outre réduire à -̂ - le coefficient de (—^ II vient ainsi pour la seconde formule^n^ de r

d! — _ JL(m e (m

dt na da a^a1 de

et les valeur à prendre pour les diverses parties de Û seront les mêmes que dans
3 a2

le § I; seulement nous prendrons en outre dans R^) le terme / j^ ô cos(^ — n)
qui donnera pour l'élément £ une inégalité à longue période dont le coefficient n'est
pas négligeable.

Le même raisonnement s'applique sans modification à chacun des trois autres



I 74 ESSAI SUR LA THÉORIE ANALYTIQUE

satellites. On formera ainsi le tableau suivant pour les inégalités des longitudes
moyennes:

Pré m ier satellite.

Ôo^3^(--^)TI^A^sm(^—^)—^^2 u \ n — n i L/ , <^2 ' 'J

et deux lignes pareilles contenani m" et m^"';

9 Jlu a3 / n. y . .
^§7r^(])ir^ sm(.t-^

3K., ^ . . .— -^ ——— e s i n ( / — ? n )
a2 y. /?,. — a •

3 m' r / n \24. —— ——————— ^ ̂  ̂  g|̂  / . ĵ/ — ^ — \
il [^n1— n— a) ' '

^(î^-r7^)2^-^)6'81^2^-^-^)]-

^--^n^J^^-^-Ï^'-^

ei deux lignes pareilles contenant m" et m"';
3 sru a3 ri . . . , 3 OÏL ci5 n

^ST"^^"^5111^^-20^^"^^6510^^111

i3 K- » , ,+ — —— ——— e s i n ( < — O T )s a'p. n — a:

m' f n / A rfA\^L^-»-^^-2^)8'"^--7-^
-^^-'(-S-S)-(--—')]•

L'inégalité ̂ l'argument ^,— n a pour période une année de Jupiter : elle est
analogue à \ équation annuelle de la longitude moyenne dans la théorie de la Lune.
De même les inégalités d'argument 2< — il sont, analogues à la variation. II serait
facile de retrouver aussi l'analogue de l'élection : il suffirait pour cela de prendre

("i ffi
dans R(O^ le terme —^^(?cos(û<. ,— /-—%•). Mais les termes qui en résulteraient
dans ̂  et as. seraient négligeables a côté des précédents, parce que e est beaucoup
plus petite que c, et que le diviseur ^x1—^ — a est, en valeur absolue, beau-
coup plus grand que <^. Et en effet» après avoir calculé l'expression analytique de
cette inégalité, Laplace reconnaît, lors de la réduction en nombres, qu'elle est
négligeable. , ' , , ' ! ! • 1 ! \ , , ,
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Second satellite.

:^^)L^'A(•)sin(^7-^7')-ï:sil•:^(^)2[^'A(•)sin(^7-^7')-ï:-(/-/')]
et deux lignes pareilles contenant m" et m"'
puis deux termes en JîL et K comme dans ôp

^6^^(-_îL_y^A.sm(^.̂/ L \ ^ — n — o c ] ' ' /

( »/ \ 2 / //2 \ -"j, / n' y f a'2-4- — - — — — — — — ( a ' Si — —
\ 2 n — n — o c ] \ ï a-

.^n „ -', v.>^
P- L \ 2 n —/?' — a-

-+. —^——-———\ ( a ! K — — } e f s i ï \ ( t 2 l ' — l — • G J / ) \
's.n'—n—od f \ ïa 1 ) ' '\

[(^^r^)2^A/^sm(.r

+ (^-^^ ̂ -Ï} e^in^-l^^

^^^-^a-^+af^^il^fn^^^^^^-^n^r^-J^- • ——..—.- -. „

!n;___^i^A^sin(^~^)-^p,' n"—n1 \_i ' a'^ ' 'Jy ' n^—n' ii 1 K / a'^
et une ligne, analogue à la précédente, conienant m!"
puis deux lignes en ^VIL et un terme en K, comme dans ôe

, w r nl t. ̂ A. . / „ , ,4- —. ————— 2^2 sin -2^ — /— sj)
p.' L 2 ̂  — ̂  — ^ <^^

?^ / / i ,10 , ^B ^ ̂ \ . / / / ,^-^^^^B~^^4-^)sm(.J/--Z--^;+ ——————————, € ' -
2 ÏZ —— /ï — Q; \, 2

+^^___^„——^-L^^.^^^int.r-/^^)
^/ L 2 ^ — n — ^ • \ ^ ^ /

^ s m ( 2 / / / — / / ~ - C T / / ) j .n' „ / - JB ' aa'2^ .————-^ ^2 — si
•2 ̂ // — 7;/ — a" "J \ ' ^f «'

Troisième satellite,

°.°"=1? (,-̂ )' [i «••A-sl»^-.'-)-^.- ,,n«-n]
et deux lignes pareilles contenant w/ et /n^

" -4- deux termes en ^ÏO et K

^6^:f(. , ̂  V^A^-sinf^^r-^)^// L \ ' 2 ^ — n — ^ J

( n" \ï / fi'^ \ "1+ ":——^\ ^ ( ^ B / — • - — ) s m ( 2 ^ ' / — Z / — C T / / ) h
^n"—^/—a'/ ' \ ^a2/ . 'J
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^^^^--^J-^^Â^+^Â^sint/Z-^)-^^
y/' n — n L ï ! a" J

-4- une ligne pareille contenant m/

-'^^^,\^^^^[i^l••-il'•]-^^[lm-^'')~\
-+- deux termes en ôK.- et un terme en K

+ ̂  f_ „ n",——, ^e'a"- d^ sin( ̂ l" - l'-^')
u " \_ are"—»'—a.' da"

+———^————^fia"B'-.^^ /+3^')si^(^-^'-^)1.
• 2 n" — n1 — v! \ 2 ^ 4 ^ / J

Quatrième satellite.

^'''-l?^')^-''^'51"^7-^^-3?51"^-''^]
"+- deux lignes pareilles contenant m' et m"
•+- deux termes en M/ et K.

^ = - ̂ / ̂ -^ p ^ (^À^ + ̂ Â?) sin ( il- i l 1 " } - ̂  sm( /- //// )]

•j- deux lignes pareilles contenant w' et m"
•+- deux termes en ̂  et un terme en K.

III. Inégalités des excentricités et des longitudes des pénjoves.

11. Les formules générales

de_ ^i—e2 î dQ, \/î•—e2 diï
dt "" ^a2 e d^ ^^2fi+^/T^1"^) ^6 7

cp
dvs_\IT^2 ï dQ t§^ dQ^
dt na2 ' ; ' e ̂  naP^î—^1 ^9 ''

peuvent être ici beaucoup simplifiées. Les termes de l'ordre le moins élevé dans
l'expression ^ -r- sont de l'ordre zéro, et parmi ces termes il en. est qui acquerront de

petits diviseurs, tandis que dans l'expression e—Ïes termes sont au moins du pre-

mier ordre : on peut donc négliger la seconde partie de -r" II en est de même pour

-^ : car l'expressio» ^^j- contient des termes d'ordre — î qui acquerront de petits
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diviseurs, tandis que dans t ang^— tous les termes sont au moins du second

ordre. Il est permis en outre de réduire à l'unité le radical \/i--62 , et il nous
restera les deux formules simples

de i i clQ dvs _ i i dQ.
dt na'2 e drs^ dt na2 e de

En même temps la fonction û pourra se réduire aux termes du premier ordre dont
le coefficient est considérable ou dans lesquels l'intégration introduira un petit
diviseur : on prendra donc

•vr
B.CU,,) == Ae ces (il' — l—ro), R(o,2) == R(o,.i) == R(o,î) ==0? V== -^ e cos(l—QJ);

ce qui donnera, pour le premier satellite, les inégalités

^ m' n . , ,, , , K. n , , ,^e == — —;————— a Acos(il—/—?n) 4- —— ——— cos(Z—CT) ,p. in—n—oc. a'^ p. n—a
<N . ïn1 n i . , r , v » K. n * / » ieôvj === — —,————— aA-sm [^l — /—w) 4- •—- ——— siû(/—37)*p. in—n—a a^p. n—a

12. Remarque. — Si l'on pose

esinïs==h, ecosOT==/f,
on aura

dh dvs , de dk , dr^ de-j- == e cos CT -77 4- sm fs-.-i -77 == — esinsi -77 + cos rs -r- ;û?^ dt dt ai dt dt •

et comme l'on a
de yn' an, . . , ,. , . Kn . ., .~sï== "̂  ""Lr"A sm (2 z — z '— OT) — ̂ sm ( ̂  -— ̂  )» •

^CT m! CLït . , ,. , , Kw / , ,e — == —— A cos(ar— l—vs} -4- -^— cos(^—sr},
Ut P- Ci p.

il viendra

dh m'an , / ,, ,, KTI y dk m'an . . . ,, ,. Kn . ._== ——A cos (2^—Z 4- —— cosZ, -T- ==——— Asmfa / '— l)— — siru.dt p. a^p, dt [i a'p.

On voit que les seconds membres ne contiennent plus aucune trace de la quan-
tité TS (cette circonstance tient au coefficient i de la lettres dans les arguments
des termes conservés, ceux-ci étant exclusivement du premier degré par rapport
aux excentricités)'; et, par suite, on aura, sans faire aucune hypothèse sur cei
élément,

ô/z^^——î—A^û^—O+^sir^ a/f=^~-^Acos(2^-Q+^cos/.
p. in1—n ' c^p. p. in—n o - p -

Annales scientifiques de l'École Normale supérieure. Tome il. 33
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Mais Où a

Qe == sin CT S h -h- ÇQSVJ ô/f, €ÔCT== COSCTÔ/? — sniOT o/r,

et,, par suite, il viendra pour àe et e^ les valeurs

^ ^î/ n , , ,, , , K / ,o e == — —-—— ûA cosf 2 1 ' — l— CT) -4" —— cos { l — CT i,
fJL 2JÎ —— 7?, à ï^ '

^ /?l/ ^ ^ • f J f 1 ^ K . / ye oîn === — —-—— a A sin s 2 1 ' — / — OT ) •+" —— sin i, l — GJ ),.̂ a»/ —. n, (i îu.

clans lesquelles n'entre pas la correction a. Ces iiouveik^ formules seront plus
exactes que les précédentes, et on voit même qu'elles n'auront à subir aucune
modification tant qu'on ne voudra pas tenir compte, dans les seconds membres,
des variations des éléments a, 71, e. Cette remarque est importante à cause du rôle
que vont jouer, dans ce qui suit, les inégalités de e et de rs : elle s'applique
d'ailleurs à ctiacun des satellites.

13* Pour le second satellite, on prendra de même

IL,,o) == ( B — ̂ J e' cos( 2 l ' — 1-— s/), R(,,,) == A' e' cos( ^ l " — V -- ̂ n,

Rn^=o, RO,, , )==O, V '^^^cos^r—^),

ce qui donnera les inégalités

ô^^—!— ^B--^Los(2^~/—^)[ j ! ^n— n \ 'i a 2 1 ' .
fîl^ î î f K"

+ —r ~^~—-, a' A' cos (> -2 /" — / / — CT' ) -4- --;— cos ( // — CT' ),
LA. .S /fr ——— fi (^ '• fjj

''^^ÏaT^^S-â)51^27'-^-^)

+^27^;'^ff'-vsi"(a/''-/'-ror)+a£7sin(//-ro')•

Pour le troisième, on prendra

R(2,i)) ==; R(»,S) == R.(2,») == o,

K(,,,J^^B—^-^e' /cos(3/ f f—/'—®"), V / /=^e / /cos(/"—w f f) ,

d'où

^'^^^^(«'^'"^^(^''--/'-^î-l-^cost^-^),

., ^ ,, m' n" / a"^ \ H"
ew =^ ^F=^ ̂ a'/B'- î^) sin (2r - /' - ̂  ) -4- ̂  sin (/" - ̂  ).
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Enfui, pour le quatrième, la fonction perturbatrice se réduira à T", d'où résul-
teront les inégalités

V T'"

• ° ew === ̂ i-̂  ^os ( F" -- ̂  ), e " 1 W = "̂  sin ( l 1 " — ̂  ).

14. Les formules qui précèdent doirneni seulement les termes principaux des
inégalités de l'excentricité et de la longitude du périjove; après ceux-là, il y en a
encore beaucoup d'autres qui, bien que moins importants, auront des valeurs assez
considérables, si on les compare aux inégalités, des autres éléments, et que, pour
cette raison,, nous ne devons pas négliger : ils sont, comme les précédents, d'ordre
zéro par rapport aux excentricités, niais ne présentent pas de faibles diviseurs.

Si, dans la fonction R(o,i), nous prenons les termes

_£[2/A { o+A a }1cos[^—(, - - l )^—ro]-+-^- -^ôcosf / / . -mj - • - • I - 4- ecos( ! ' — ^ l - r - r n }
^ - L J ^ ̂  . • 2 à 2

(dont le premier comprend le terme Aews(^l/ — l— ^ j employé plus haut ) , i l
viendra, pour le premier satellite, les inégalités nouvelles

oe=^^^._.^

+w:^3^cos(^ /-^-^-^-^^cosr^--./+^),i p. n' 2 a'^ ' p. n'—2/1 2 a^ " ' ;» .

<?cw= . . . ( il n'y a qu'à changer le cosinus en sinus).

Les fonctions R(O.S) ^t R(o,3) donneront aussi des termes pareils, qu'on obtiendra
en remplaçant les éléments du second satellite par ceux du troisième ou du qua-
trième.

De même enfin les termes de B(O,^) qui contiennent là première puissance de e
donneront les inégalités

^X' a3 f i ,, , q n . , , 3 n , , , "1
oe ==—— -—— ———cos Z — — T ï 7 } — - ——————COS^0—— l——CT)4-~-———————COS(-2j.——3/-rOT h

(JL ^ L 2 4 <î •;yb — n 4 '2 ̂  — ̂  n J
eBvy = = . . . . . . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

On aura des formules analogues pour chacun des trois autres satellites.

IV, Inégalités clés rayons ^vecteurs et des longitudes.

15, Les formules du mouvement elliptique donnent pour le rayon vecteur l^ex-
pression

. . r = = a ; î — e c ô s ( i — w ) ^ - - 1 - ^ 2 — ^ ^ c o s t a j f — i m } - ^ . . . 9 , , .

, ^ ^ 2 ! ! ! -23.



ï8o ESSAÏ SUR LA THEORIE ANALYTIQUE

et par suite les inégalités de cette coordonnée se déduiront de celles des éléments
par la formule - .

o/'== oa —a [oecos(l—s?) -i-eo?nsin(Z—n?)] -^cie [ ôl sin(Z— CT)— —.cos ( /—v j )

4- cieôe— ae [ o e cos(a /— 2OT)-+-^CTSin(2Z—-2^)] -h etc.

Or, d'après les valeurs données plus haut, ^a contient des termes d'ordre zéro •
avec des termes du premier ordre que leur coefficient rend comparables aux pré-
cédents; àe et êd^ contiennent des termes d'ordre zéro, et si l'on se borne à ceux
des n08 là et 13, ils sont beaucoup plus considérables que les termes de à a; eâl
et. eSa ne contiennent que des termes du premier ordre au moins, et ceux-ci
n'ont pas de petits diviseurs; enfin, eàe ete^à-ss ne contiennent que des termes (lu
premier ordre au moins^ mais pouvant présenter de petits diviseurs ou le coeffi-
cient K. La partie principale des inégalités du rayon vecteur s'obtiendra donc par
la formule

ôr==—a [ôe cos(l—rs) -h^CT- s în( /—OT) ] ,

dans laquelle on mettra pour âe et eàîs les valeurs des n08 12 et 13.
Les termes les plus importants après ceux-là s'obtiendront en mettant dans la

même formule les valeurs clu :n° 14, et en substituant en outre les inégalités des
n05 8, 9, 12 et 13 dans la formule suivante :

Oir==àa-^-€ieQe — cie[ôe cos(il — 2 CT ) + eors sin ( 2 1 — 2 •cy ) ].

On obtiendra ainsi, pour les inégalités principales des rayons vecteurs, les expres-
sions suivantes :

,,. ^ m'a n . , ,, ,. K.
,1er satellite.... or ==— ———:—— aK costal— a/ )— — ^p. 2 n' — n ' a u

1 ^ / mal nf f / r » ar2 \ r î t î ^ûr^-- ———-—— a'B— —; cosC/ '— l )} u! 2.7Z'—n \ ia1]
2e satellite.... < // , , rri m" ci! n.' , . , , -,. „, K1 — — — — — - a ^ A ' c o s {il"— aZ' )— —7-5

\ p.' a^—r^ ' ' a ' y ! '

m'a" n" ( ^"'t\ K3e satellite.... 0^==—-—-—-——^ (^B'—-^—) cos(r— V}— -it i f l \ w u —— ———/ '-•^k? l fc r ; —— // // *1

^// a j^ 7—^^ Âa^/ û " ^ '

K4e satellite.... â r " ^ '
a ' " ^ "

Le dernier terme de ces formules montre que l^aplatissementde Jupiter a pour
effet de raccourcir tous les rayons vecteurs des satellites d'une longueur constante
pour chacun d'eux et inversement proportionnelle a sa distance moyenne.

Au reste, ce û^est pas la fonction V seulement qui amènera dans c?r une partie
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constante : outre celle que contient âa, il en proviendra de chacune des autres
fonctions perturbatrices R^), R^), R(O,S) et K(o,^ et pour les obtenir il suffira de
prendre dans les formules du 11° 14 les termes d'argument l— es-.

16. La longitude jovicentrique ne se distingue pas de la longitude vraie, tant
qu'on ne conserve pas les termes qui dépendent des carrés des inclinaisons, et. par
suite elle sera donnée par la formule (")

ç'== l-^ie sin(l—CT)-4-^ ^sir^a^— 2^)4- . . . ,
4

d'où l'on déduit

ôv == c?/-+- 2 [ôôs in (^—7s) — eorscos(l — CT)] + ̂ eôl cos[l—CT)
5 - „ ^

4-1 ê[Qesm(ïl— aro)— <?oCTCOs(2^— ivs)} 4- 1 e''olç,os(9.l— 2 ©)-(-....
2 3

Or, il entre dans ai des termes d'ordre zéro avec des termes du premier ordre
ayant là même importance; dans àe et eàv, des termes d'ordre zéro, dont les prin-
cipaux contiennent un petit diviseur ou le coefficient K; dans eàl, des termes du
premier ordre au moins, et ceux-ci n'ont pas de petit diviseur; dans eâe et e^àv,
des termes du premier ordre comparables à ceux de c?/; enfin, dans <32^/, des termes
du second ordre au moins.

En conséquence, les inégalités principales de la longitude s'obtiendront par la
formule

êv == a [o<? sm(Z—vs) — eois cos(l—ïsy)],

dans laquelle on mettra pour àe et ooV les valeurs des n0" 12 et 13; les plus impor-
tantes après celles-là s'obtiendront en substituant dans la même formule les valeurs
du n° 14, et en mettant en outre celles des n08 10, là, 13 dans la formule

5<î,^==ôZ-+- -e[âesïn('îl—an?)—<°&îcos(2^—SCT)].

D'après cela, on aura pour les inégalités principales des longitudeâ les expres-
sions suivantes :

1er satellite, ov ==—-^— —-~—âîÀsinfs^—2l } :p. i n' - ^ n ' '

2e satellite, à^^—^—^—fa'B—^sm^—O-—2^7 —^—^ A^inîsZ^—af);^ lît'—n\ 207 ' ' [M' ^n'1—î^ ' '

{*) Le premier terme -—- y2 s in(%/-— aô) de la técluction à fécliptique doûnetaît daîis S v les termes

"~ ""yE^111^""''" 20) — yîQ cos(a/— a0) 4" ̂ lcos{2l— aQ)] qui seraient an moins du second ordre.
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3- satellite. ^=-2^—^ (^W-^^} sin(r-r);
p. ïlî^ — ^/ \ 20 •/

4e satellite. ot^==o.

.Remarque J. — Les formules que nous venons d'obtenir pour les inégalités prin-
cipales des rayons vecteurs et des longitudes sont presque identiques à celles que
donne Laplace [Mécanique céleste, liv.YIII, il0 4-) ; l'identité semt plus complète si
nous avions fait usage des valeurs trouvées au 11° 11 pour dY et eàv, mais nous
aurions ainsi moins d'exactitude. Les expressions qui précèdent n'auront à subir
aucune modification ultérieure, et les corrections qu'amèneront des valeurs plus
exactes de e et de ^ porteront exclusivement sur les parties âci et S I .

Nos formules diffèrent de celles de Laplace surtout dans les dénominateurs, mais
cette différence est très-importante; car, si l'on fait usage des nombres de la

Mécanique céleste, cela revient a augmenter respectivement de ^ ? de —- et de y^

de leur valeur les coefficients qu'on y trouve pour Sr et ch\ pour â r ' et dV, pour
âr" et àV\ (Voir la Note relative aux valeurs numériques, p. 245.)

Seman/ue I I . — L'observation a fait reconnaître qu'il existe toujours entre les
longitudes moyennes des trois premiers satellites la relation / — 31' -\- 2 1 " = o, et
que leurs moyens ïnonvements sont liés aussi par la relation n — 3n' -l- ^ n ' ' = o.
On en déduit

'21 f / — 2 î' =• 180° -4- U — l et 2 «/' — n' == a n' — n ;

il. en résulte que les deux principales inégalités périodiques qui affectent le rayon
vecteur et: la longitude du second satellite peuvent chacune se réunir en un seui
terme, savoir :

pour îe ravon vecteur. . — —r— m"'a'A/' — m ( a'B — — ) € 0 & ( l 1 — l} ,' " u! ^ît' — n l_ \ iia'/J •

pour la loi'mlude. . . . . . — —n-—— m^ a' jV— m (^B— -— )1 sin (f —• /;.
l1 lln—n L \ 2a27..1

Remarque I I Î . — Au moyen des valeurs données plus haut pour dV, dV, S v " ,
et de la remarque précédente, on peut reconnaître que la période de ces trois iné-
galités est la roêœe dans les éclipses des trois premiers satellites.

Ceâ valeurs sont de la forme

.o^==(I)sin(2r-2/), cï^ ==-{îî)s'm(lf-—l), à^ ^(W.)sm(lf/-~ l ') .

Au lieu de rapporter les longitudes à une ligne fixe, nous pouvons les rapporter
à un axe mobile, car Imposition de cet axe disparaît dans les trois arguments
^U -- a/, // —/ , l ' 1 — l ' . Choisissons pour cet axe le rayon vecteur mené de Jupiter
au •Sol'ei1],-et suppô:soas qu'à Torigine du temps les deux premiers'satellites aient
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été simultanément en conjonction, c roùs=o , ^=0; à cause de la relation, qui
a toujours lieu, nt — ïn't4- W^ -^ s. — Ss' + ̂  == i80°, on devra avoir ^ == qo°.
Les formules pourront s'écrire

^==(ï )sm(2j^—-a^) , <5^===(IÏ ) sm(^—^), ô^ = (I I I ) s in , (^ 4- ï^î— ?i'/;.

Posons
72 —— 3 n' === 7^ —— a 7l// == û),

d'où
2 /^ — 2 71 == — ( n + M ), ^ — 7? = — ( ̂  + M ), M" — ^/ == — ( ̂  4- M ) ;

les formules deviendront

^ ==.---(ï)sm(^ 4-o,^), 0^==:—- ( I I ) siîi( n' ï-\- w ( ) , ô^===(Ill) s m ( £ ^ — ^ ^ - — û ) ^ j
-=(IH)sm(£ / /+^ / /-4-&)r; .

Quand le premier satellite est en conjonction, nt est nul ou multiple de 360°,
donc alors ây == — (1) silice; quand il est en opposition, nt est un. multiple impair
de 180°, donc âv = 4- (I) s in&jt . On voit de même, pour le second et le troisième
satellite, que les inégalités principales de leurs longitudes, à l'époque de leurs
éclipses, sont exprimées par les formules

r}</ =q= [Iï)siiu,)f, oV':^^ III) silice.

Ainsi ces Irois inégalités, quand on les considère seulement dans les éclipses.»
dépendent du même angle wt et ont la même période ^-rr- Pour évaluer cette période,
il faut clans G) == n — ^nf remplacer n et n' par les moyens mouvements syno-
diques, ou bien, désignant toujours par n, n\ ̂  les moyens mouvements sidéraux,
prendre oo == ri — ̂  — ^Çn' — ,%) = n — in' -+- X. En faisant usage des nombres
du n° 6, on trouve cette période égale à . 41375<'lm'^79, comme l'avaient reconnu
Bradiey etWargentin.

Remarque IV. — L''équation annuelle de la longitude est renfermée dans le
terme ai de àiV : pour obtenir celle du rayon vecteur, il faudra prendre dans
R(O,^ les termes d'arguments •(L-+- / — H — CT et -C.— / — n -+- ^y et substituer dans
c?r les valeurs correspondantes de .àe et <?C?CT. Il viendra ainsi, en négligeant ^ y.
côté de 71,

3 ̂  ^ ,. / ,, -T ^
. • or^^^-^/.cos(.G~n).

A cette même approximation, il n'en résulte aucun terme nouveau pour la lon-\
gitude-

Remarque F. --^Pour ttôus borner aux io égalités du premier ordre par rapport
aux masses, nous-avons négligé1 dans les valeurs de âr et âv les termes de la seconde
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dimension par Tapport aux. perturbations des éléments : cependant, à cause de là
grandeur numérique des coefficients dans âe et e^, il y aura lieu de faire une
exception pour les termes contenant les carrés et le produit de ces deux quantités.
Il sera commode, pour le calcul de ces termes, de remplacer les variables e et sr
par les variables h et k : les valeurs de r et v deviendront alors '

,r= ci\ ï — h s m l — 7fcosZ-+- ^ (A 2 -} -^ 2 )—-^[ (Â 1 2 —^ 2 ) COS2/-+- aM-sinaZ] 4-. .. ?s 2 21

i'== / 4- 2 ( / f s inZ—h ces/) 4-7 [À'"2—À2) sin2/— aA/r cosaZ) 4-....

Les termes que nous voulons conserver actuellement seront donnés par les
formules

Ar == ^ ( à/i2 4- ôA-2 ) — a [( ô/f' —• <U2) cos 2.14- 2 ^ 7^/f sin ^ /].,

A ^ r r r r ^ K ^ ^ — ^ A ^ s i n - a Z — a ^ / ^ Â - c o s a / ] .

Pour le premier satellite, les perturbations principales des éléments h et A sont

o/^—^Ijsm^—^^-sin^ ô/f==^(I)cos(2/ '—Q4---^cos^ .

ce qui donnera

Ar=|( ï ) - -J(Ipcos(4^-4^

• Ac '==-^( I^sm(4^-4^^ | ( I )^-sm(2Z / -2^) .

Les mêmes formules appliquées à chacun des autres satellites donneront, en
faisant usage des valeurs du n° 13 :

3e satellite....
( A r / = = = ^ ( I Ï ^ — ^ ( l I ^ c o s ( 2 Z / ~ - ^ ) ,

(A. /==~^(i ï)2sm(^ /~^)4-j(II)^sm(/ /-^) .

Ar / / ==^(I I I^—Ç(I ï ï^cos(2r -~3^^ ,
3e satellite.... l

(A. / /=-^(III)2sm(27 / /~2^ /)4~|(IIÏ)^sm(^ / /--/ /).

^satellite.,.. Ar^^o , A^^o.

Les termes qui précèdent dépendant du carré de la force perturbatrice, il
importe d'observer qu'on n'en obtiendrait pas de semblables si l'on calculait les
perturbations du second ordre des coordonnées, au moyen des perturbations du
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même ordre des éléments. Où obtiendrait- des termes tout à fait pareils si, pour
passer au second ordre par rapport aux masses, on devait introduire dans les
valeurs de - , - • > -j~ les inégalités àh, à& : mais cela n'aura pas lieu ici, h et k
n'entrant pas dans les seconds membres.

On trouve une partie des inégalités ci-dessus dans la Mécanique céleste (liv. VIII,
n0 18).

V. Inégalités des inclinaisons et des longitudes des nœuds.

17. Les formules générales sont

y
^?_______i j dQ tang; /dQ cjQ\ dQ__. i i dQ,
dt ^ ^/i —^ sin cp dQ f^ ^/i _<p2 \ de d v s ) î dt ^ \/ i—é? ' sin 9 <a???

mais elles peuvent être simplifiées. En effet, l'expression -— — donnera des
termes du premier ordre au moins, et parmi ceux-ci il en est qui acquerront de
petits diviseurs ou dont le coefficient est déjà considérable, et qu'on peut prendre
par conséquent à l'exclusion des autres; l'expression t a n g ' — donnera aussi des
termes du premier ordre au moins, mais sans petit diviseur; enfin l'expression
tang 2- — ne contient que des termes du second ordre au moins. On peut donc

réduire —^ à sa première partie, et il viendra, en remplaçant \/î — e2 par i el

sinç» par <p, les deux formules simples
o?9 i idQ. de__ i ï d Q ,
dt nd2 9 d Q 5 dt nc^ <? d 9

Par les mêmes motifs, la fonction û se réduira aux termes du second ordre par
rapport aux inclinaisons, ayant un grand coefficient ou susceptibles d^acquérir un
petit diviseur.

On prendra donc

\R^o==-B^f92cos(4^--27-- -20)- - - -299 'cos(4r•—2^—0 / —0)] ,

B^==o, 1^3) =o, R^r r r I^ ty^osC^—a^—âçcPcos ta^—Q—Ô)] ,

V===-^ [(p2cos(2^—20)-+-29cy cos(2^"4-^—^) ] -'2» Ch

Annales scientifiques de l'École Normale supérieure. Tome II. î î4
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.1.1 viendra ainsi pour les inégalités périodiques de rincl'maison et du nœud, rela-
tivement au premier satellite,

oCT^^^Bc3) f—— t——(pcos(4^—2j—-20)[j. b [_ 2 n — n — 6 T

^——ÎZ__——^cos(4Z/—2Z—0/.---.0)^
4 7î —— 2 /î — P —— ̂  ' " ' \

^i^^r^^000^2^3^-^^^^^^
+Ï^[^^cos(2^2^+^pM

^oô^ . . . ( i l n'y a qu'à changer les cosinus en sinus dans la valeur de ck>).

.Pour le second satellite, on aura de même à prendre ;

K( . ,o )^gB< 3 ) [9 / 2 cos (4^ / —2Z~20 / )—299 / cos (4 / / —•2/~-@ / • - - . 6^ ) ] ,

R( .>^)=gB / ( 3 ) [9 / ^cos(4r—2Z / ~20 / )~2 .o f o / / cos(4r—2/ / - -0 / / •—^)] ,

R(l,3)==0;

quant aux fonctions R(^ et T, elles ne diffèrent de R^,,} et V que parla substitu-
tion des éléments du second satellite à ceux du premier.

On obtiendra ainsi : '

,^==^^BM[^,-^.^<?-cos(4^-2/-,,ô')

- 477 îÏ= r̂p ? cos(4/'-2/- e'- ô)j

^^r'^ [i^r^?'003^^-^'--^
1 1 ! 1 1 ! ! ! ! ! ! 1 : lît! ' ! ! ! ! 1 1 !

^ ̂ ^ ,̂̂ ^^^ ̂  eos(4r~ ./^ 0^-0-}

•4-deux lignes en ô'IL-et K comme dans ô®.

y'^Ô7 se déduit de dy en. ..changeant les (îôsm'us, en. ...sinus.
Pour le troisième satellite, on devra prendre

R(3,0)==0, I{(2,i)===0,

K^<) = g^w [9'/'cos (47 / /—3^1 —^.^^.—a®^^ cos^^f.^— 2^— ^— 0<),
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et, pour Ro^, et V" des valeurs analogues à E.̂  et V; cela donnera les inégalités

o^gg^)[^^_^COS(4^-^-^)

-4.-^=p-^o'^(4^-^-^'-^]
•+- deux lignes en 3TL et K.

^'W se déduit de ciy en remplaçant les cosinus par des sinus.
Enfin, pour le quatrième satellite, les inégalités àaf" et yW se réduisent aux

termes en <x. et en K, du moins quand on se borne aux principales.
Dans les formules qui précèdent, les nombres f3, p',..., sont ceux, qui ont été

définis au n° 6 : le nombre analogue qui se rapporterait au Soleil, c'est-à-dire la
variation séculaire du nœud de l'orbite de Jupiter, est négligeable à côté de (3, p' , . . . ,
et en conséquence nous ne l'avons pas fait figurer, non plus que la variation sécu-
laire du nœud de son équateur.

VI- Inégalités des latitudes.

18. La latitude est donnée, dans le mouvement elliptique, par la formule
sinX= siny s i n ( ^ — 0 ) , qui se réduit, en négligeant le carré de l'inclinaison,
à ). == <p sm[ç — 0). On en déduit

cîÀ= ô y s i n ( ^ — 0 ) — 9 ^ 0 cos ((/— Q ) 4- 90^ ces ( v—0).

Il est permis de confondre sin(^ — 9) e t c o s ( P — @ ) avec sm(l—6) et co s ( /—5) ,
qui n'en diffèrent que par des termes de l'ordre des excentricités : on ne néglige
ainsi dans à\ que des termes de la seconde dimension par rapport aux excentri-
cités et aux inclinaisons. Il viendra alors

^ == ^9 sîn ( l — Q) — 9^0 cos ( l — 0 )+ ̂  v cos ( l -— 6 ),

et on peut reconnaître que les trois parties dont se compose cette valeur renferment
des termes du même ordre de grandeur. En se bornant aux valeurs, principales
de t?y, ÎQ et, d^, on trouve pour le premier1 satellite :

Ô,=._^BO) [^^ysin(4^-3/-0)

-4.r^^r-p^-(^'-3^-^]

-lïâE^-^5-^^-^^-.^8^^-^^]
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.-14-[ -^—osm(l—Q)+-^——^cos(l-^^) |
^ rt2 H [ .̂ — P ' 2/1 — p J

^.^"l—^Ao[sm(^/—^--0)+sm(2^—3/+0)]. .
U 2^——71 • L \

On aura de même pour le second :

o.'=-^.'B.)[^^,'sin(37'-^-e')

-4^-.:%_^"^-^-^]

-^^'^{i^^'0'51^^-3^-^

-4^-^^^-^o'/sip(4r-3/'-e//)]
-h deux lignes en 31L et K

+^i^,^/a'A/-/re(a'B-ïS)]?'[sm(a/'-/-e')-sin(/-s'^
On remarquera ici, comme pour les longitudes et les rayons vecteurs, que les

inégalités contenues dans les deux premières parties de àV ne dépendent en réalité
que du même argument : on a en effet 1^1" — ÏV ==• 31' — .2/4- 36o°.

Pour le troisième satellite on aura :

^--^"''^[.^^rp-^31"^^-^'-0^

-4,^rï^r=^?'^(3^-^'-^j
+ deux lignes en 31̂  et K

m1 n" ! ri'^ \
-^1^^^-^

Enfin, pour le quatrième satellite, dï'se réduit aux termes en OÏL et K.
Les formules qui précèdent constituent pour le calcul des latitudes une première

approximation, analogue à celle qu'on a ot3tenue pour les rayons vecteurs et1 les
longitudes,, mais elles1 sont moins exactes que celles des n^lS.et 1.6; en effet, tous
leurs termes (excepté ceux de la dernière ligne dans chaque formule) devront être
..rectifiés quand on aura obtenu des valeurs plus approchées de y et Q, et c'est ce que
nous ferons au chapitre VI. Sous leur forme actuelle, ces inégalités ont l'avantage
de ne présenter qu'un petit nombre de termes.

Laplace n'obtient pas cette première approximation, et il donne immédiatement
(liv- YIII, n0!!) les formules analogues à celles que nous trouverons plus loin.
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CHAPITRE III.
.RELATIONS ENTRE LES LONGITUDES MOYENNES ET LES MOYENS MOUVEMENTS

DES TROIS PREMIERS SATELLITES. - LIBRATION.

19. L'observation établit avec une précision très-remarquable les deux théorèmes
suivants : i° le moyen mouvement du premier satellite, plus deux fois celui du troi-
sième, est égal à trois fois celui du second ; a° la longitude moyenne, du premier,
moiùs trois fois celle du second, plus deux fois celle du troisième, est égale à
180 degrés.

Laplace a trouvé dans les actions mutuelles des satellites la raison de ces deux
théorèmes : il en a donné une première démonstration dans les Mémoires de F Aca-
démie des Sciences pour 1784» puis une autre un peu différente dans les Mémoires
pour 1788. Ces deux démonstrations ont été reproduites dans la Mécanique céleste
(liv. II et liv. VIII) : celle que nous allons développer s'appuie également sur les
mêmes considérations.

Dans le mouvement elliptique le moyen mouvement est, la quantité n, mais dans
ie mouvement troublé il est représenté par la quantité n 4- -,, réduite à sa partie
constante : désignons-le par /Zo* L^s deux théorèmes à démontrer sont exprimés p<ir
les formules

n,— 3n\ 4- 2< = o, n,t—3n, t 4- '2^0 t + e— 3£/ + lïtff == I800B

La différence étant assez faible entrer et 7^0, la quantité n—3 n' 4- 2n" sera
extrêmement petite, et on conçoit que les inégalités les plus importantes des longi-
tudes moyennes seront celles où entrera le diviseur {n — 3^ 4- a^)2 , bien qu'elles
soient du. second ordre par rapportaux masses. Pour déterminer ces inégalités^ on
peut, dans la longitude moyenne /= p +• £, négliger la partie s qui n'amènerait
eu diviseur que la première puissance àe n— 'Snf-^'^n^ : en conséquence on prendra
pour le premier satellite la formule —= -—-^i—, et on ne considérera dans le
second membre que les termes dépendants de l'angle L = / — 3/' 4- ^l" ou de ses
multiples. La fonction Q ne contient aucun terme, pareil, mais il en apparaîtra si
l'on y remplace les quantités a, /, e ^ , . ̂ a!, / / , . . . , par <2-+- Sa, l+àl, e •+- c? < ? , . . . ,
a; .+. Sa!, V 4- a l ' , . . . , àa, S I , etc., étant les inégalités trouvées au chapitre II; et
pour les obtenir il suffira de combiner convenablement les termes de Q avec ceux
des inégalités Sa, ôl, etc.
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20. Où obtiendra dans û, et par suite dans —i des termes en L, en prenant les
termes de û qui sont d'ordre zéro par rapport aux excentricités et aux inclinaisons,
et dont. les arguments sont de la forme i l ' — il ou il" — il, et y associant des termes
d'argument. M' — kl1 ou kl" — kl m kl' — kl choisis convenablement dans les valeurs
de âa, d7,... , etc.

Considérons d'abord les termes d'ordre zéro dans R^.o et prenons

I^o^A^cosO^---//)

(en convenant de renfermer — —^ dans le coefficient A^) -
On aura pour cette partie

d2! 3ifm' i ^ .— = — — — — A t / s l n ( ^ ^ — ; / .dt^ , -2 a'2 > '

Premier cas. — L'argument que F on combine avec il' — il est de la forme kl" — kl'.
On doit avoir k-==. rha?', mais il suffira de prendre /£==•+- -21 et de doubler le
résultat. Les inégalités du premier satellite ne contiennent aucun angle de la forme
kl" — kl' : nous n'avons donc à considérer que les accroissements ôa' et W'. Dési-

A ^l ,, . , ,,g'nons par A^ 1 accroissement de 1 expression quand, on y change a' et l ' en
a' 4- oV et U - ^ â l ' , il viendra, en différentiant par d\

^-^^[^-'^^^^^^^^cost.^^

ou bien, pour n'avoir que des dérivées relatives à a,

A ̂  = ̂ îr [ fA( /5 4"AM ) Ï sin (?ï/- u) — ̂ // A(') c°s( il' - ^)1 •

Les valeurs à. prendre ^pour àa' et S I ' sont

Ô^ /îî/^/ ^ , /„,.
^-=--7-B^r^A cos(2^7/'-2^7').

'^-"^^ (l^^0-^") sin(.̂ -.7'),.

en les substituant et ne conservant que l'angle iL, il vient, après avoir doublé le
second membre pour tenir compte de la valeur k = — a ;',

^;,^.g,:^^^^^^,,.,,_^^^_^^,^^^^
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ou bien

| ̂ --———^ÀP0 (|^A--,A-)

( .-(A^+A^A'^lsin/L.

Second cas. — L'argument que F on combine avec il' — il est M" — 1d. — On doit
avoir i= 3;', A= ± 2^, et il n'y a à considérer que les inégalités àa et à/. Dan?

la valeur de -j— mettons 3; au lieu de z; il vient

^^_^/W_,_ .,,
dt- a w2 "

et en la différentiant par à,

A d- = - âî  1 f(_ 2 A'30 -+- A;30 ) ôff sin ( 3 ̂ - 3 f/) - 3 ;ô / A0" cos ( 3 il' - 3 //)1 •
u v '2i Ci' Y_ Ct

Les valeurs à prendre pour Sa et cH sont, en prenant /c == + .2^

ôa m" a n . ^•) , .,,, .,,
—— == —— ——— ———— ^( / COS 2 il" — 2 ̂  ,
« ^ 7 1 — — ^ v /

.^ /r^a n /3 n ;/,„ r . ( , / ) \ .l o [ == ——— _^———— _^———— ̂  / —— _ ̂  ^ ^ a ̂ ^ __ 2 il
.̂ /î  — 71 \ 4 % — ^ % /

et il viendra ainsi (après avoir doublé)

(Aë--l'"•»•^^[A'•''(-^"•+*;••')

j -5 A (•'-'5 / ^ ^ 4 ( 2 ' ) I * (2()\ ( . ...F — 3 A' 7 ——— .A-' — - A, sm t. L.\ V{.n"—î-i 2 1 /J

Si l'on considère ensuite les termes d'ordre zéro de K(o.2)» o11 trouvera encore
deux formules analogues aux formules ( i ) et (.2), et qui réunies à celle-ci donne-

7'» 1
ront la valeur complète de A — 5 .bornée , aux, termes en L'qui peuvent provenir
des termeâ d'ordre zéro de û : car les autres parties de Û ne donnent rien.

21. On peut obtenir aussi des termes en L en prenaiït dans Q les termes du.
premier ordre par rapport aux excentricités. Dans la fonction R(O,D» par exemple,
les arguments des termes du premier ordre sont de la forme i { l ' — <?) ±. // : pour1,
produire l'angle L^il faudra dans âa,9l, ̂ l...,l(?la', d^,..., prendre des arguments
de la forme k^ — l ' ) ±. l" ou k ( l " — l) ± l" ^ caria somme algébrique des coeffi-
cients étant nulle .dans l'expression L = / — 31' + ^///, on'ne peut combiner, pour
former cet angle, que, des arguments dans lesquels la somme algébrique des coeffi"-
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dents soit la même en valeur absolue. Mais les termes qu'on obtiendra ainsi n'au-
ront pas tous la même importance, et pour se borner aux plus considérables, on
prendra, parmi les diverses parties de c?a, d7,.. . , S ' a ' , . . . , etc., dont les arguments
seraient convenables, celles-là seulement qui présentent de petits diviseurs (^ ) . Or
les termes d'argument À(T — /) rh /// ne peuvent avoir de petit diviseur, et parmi
les termes d'argument k^l" — l ' } ± V\ les seuls qui en présentent sont ceux
en 2 l ' " — l\ Ces derniers ne se trouvent pas dans les inégalités du premier satel-
lite : il suffit donc de faire varier les éléments du second, ce qui donne

^^-^[^^^.^'e'cost.^-/'-^

. +,-ï^='^(B-Ï)^cos(.r-z'-^)],

^=OV=3y[(.,.=^)ï^./sin(..-.-.')

^-(iT^^)^^-^6"3'^^"-^-^]'
m" n' Tî/^=^î^A'cos^'-/'-^,

e/àv=^-^A/sin^/-^'--')•

L'angle ^V —l étant le seul qui, par sa combinaison avec il" — l ' , puisse
donner L, nous prendrons simplement

R,o , l )=A< & cos (2 / / —/--CT)-+- (B—^ ^ c o s î ^ r — / — ^ ) ,

et par suite

d^l 3w' r / ia\ ~i
^=~^^LA € s m ( 2 / /^^^w ) +(B~a^) e / s m ( 2 z /~ /"^^) "

On peut encore simplifier, en observant qu'on peut se borner a faire varier
dans cette formule les éléments ^ et vs\ En effet, si nous faisons varier seulement
e'etvs^ il viendra

.•.^W^^^^Y^'^) [^^N2^—^—^)--^^^^.^—/--^)],

expression qui est de l'ordre zéro par rapport aux excentricités. "

(*) II n'y a pas lieu à prendre dans Sa, <H,.., ^/,... les termes contenant le coefficient K, parce qn*its
necontiennent pas la longitude l " .



DES SATELLITES DE JtJPJTEE. • 193

Si l'on fait varier aussi les quantités a' et V', il faudra à cette expression ajouter
celle-ci :

. J2/ Srn^ rdK . / ,, , , /rfB 4rt\ , . , ., ; / " ) ;> ,
^"^^^^ 2r-/-"-CT)•4- ^^-4 -^)€ s m^ z~ / -5 Ï JJÔ^

^ i ^^^Aecos(2J / —/—OT)+(B—^)e / cos(2 / î —/—^

La seconde ligne de cette expression est plus importante que la première, parce
que dans ai' le diviseur W — n' — a' ou 27^ — T^ — a" entre au carré, tandis que
dans Sa! il n'entre qu'à la première puissance : en confondant fl' avec d'y on a
déjà négligé des quantités de même ordre que àa\ Or, dans cette seconde ligne,
outre le facteur e ou e' qui est en évidence, il entre un facteur e' ou e" introduit
par r ) r . Les termes de la seconde expression contiennent donc tous un facteur tel
que .—T.—eje-,——.-:•> tandis que dans la première il entre seulement le facteur

* ( 2 n — n' — y/y 1 î

—-.;——:• On peut donc se borner à faire varier e' et ^/.2 îi -— n' t

En résumé, pour obtenir dans <M les termes les plus importants parmi ceux qui
proviennent des termes du premier ordre de R(O,O» on peut réduire R^) au terme
unième ( ' B — 2l^ e' cosf^ — /—• w') , et v faire varier seulement les éléments e/A \ a ' ^ j > ' ' "
et CT'. ' .

Le même raisonnement fait voir qu'il n'y a rien à prendre parmi les termes du
premier ordre de R(o,a)- En effet, les arguments de ces termes sont de la forme
i ( l " — /) ±: l\ et pour produire l'angle L il faudrait les combiner avec d'autres de
la forme k (/ / /— / /) ± l" ou J c ^ — l ) ±. V convenablement choisis dans les valeurs
de Sa, ai, etc. Or il n'y a de petits diviseurs que pour les termes dont l'argument
est ^l" — l ' ou ^V — /, et aucun de ces deux arguments combiné avec i (F — / ) =2= ///

ne peut donner 1—31'^ il".
Si l'on prenait dans R(O^) et Ro,2) les termes du premier ordre autres que ceux

en ^ l ' — / et ï l " — //, ils conduiraient aussi, par les variations des éléments e, rs,
^ / , . . . , à des termes indépendants des excentricités, mais ne présentant pas de
petits diviseurs, ce qui permet de les négliger.

Quant aux autres parties de la fonction n, elles ne peuvent donner aucun terme
en L; en effet, dans R^o.s)» B-co^ et V il n'entre que les éléments du premier satel-
lite avec ceux du quatrième et ceux du Soleil : il n'y aurait doac à faire varier que
les quantités a, /, e , . . . ; or les variations de ces quantités ne contiennent pas à la
fois / 'et l" dans leurs arguments.

Finalement, les seuls termes en L qu'il y ait lieu .de-considérer pariai ceaix qui
Annales scieïïtiftqiies de /''École Normale supérieure. Tome II. "^"^
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proviennent des termes du premier ordre de û, seront'donnés, pour le premier
satellite, par la formule

, d2! SmW , n9 ,, /„ 2^\ . .A -T- == ——— aa'n2 —^——, A' ( B — — ) sîn L.
dt2 a a l î t — n \ a -7

â2. Si nous comparons la formule précédente aux formules ( i ) et ( 2 ) du n° 20,
nous verrons qu'on peut se borner à la considérer seule. En effet, les termes des
formules ( i ) et ( 2 ) ne contiennent pas de petit diviseur : ils sont du même ordre
d'importance que ceux qui proviendraient des termes du premier ordre négligés
dans R^^etR^,.

Par des raisonnements semblables, on reconnaîtra que pour obtenir les princi-
pales inégalités de la longitude moyenne du second satellite, parmi celles qui dépen-
dent de l'angle L, il suffît de prendre celles qui proviennent des termes du premier
ordre que contiennent les deux fondions R(|,O) etR^a)» en se bornant aux deux argu-
ments s i ' — l et il" — T . Quand on considère les termes en ^ l ' — l que présente
R(! .O)» il faut y associer, pour produire l'angle L, des inégalités dépendantes de
l'angle 21" — r , et de même aux termes en il" — // de R^^) ûû ne peut associer
que des termes en ^ l ' — l : donc dans les deux cas il n'y aura lieu de faire varier
que les éléments du second satellite, et on verra, comme plus haut, qu'il suffit
de faire varier les deux éléments e' et^. On prendra ainsi

R^== CB—-^^ e' ces ( -2 V —/--O
\ f2a /

avec les variations correspondantes

°-••=^^A'«"'''•-''-<••
•'j'°'='?':î,F^=,•A'sl»l^'''-'•--B'-•

et
R^^^K'e'cosi^r—î'—^)

avec î es variations,correspondantes
1 ^^^^^(^^ , : 1

p. 27^— n \ ^a9 ) ' •

. 'oW^^—î——fB-^smt.r-/-^);, , 1 , ! , , , , • ! p . 2/z — n \ 21 a2 / , - ' ! !

et il viendra1 - 1 ^ , \ ! - ! ! ! , ! , ! ! ! 1 , /
û^ Bmnî/' . . n' ., / . a1 \ . ,, . , ^ ^ ,^ ^^^^^^^^^^^ ^ ^ , ,,

. , ! . - , ' ., ! ^^^.^^^^^-YB1-11^ 1 - 1 : 1 1 1 ' 1 1 . '1 1 1 ' , ! 1 , , ,' 1 , 1 - ' 1 1 . p . ' , , ^ -^n'—n 1 1 \ . 2rt3 /1 ! 1 " ! : ' - : 1 1 1 1 : 1
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Enfin, pour le troisième satellite, il suffira d'avoir égard aux termes de R(2,o
'dont l'argument est il" — l' et d'y faire varier encore les éléments e' et 37' du second
satellite. On prendra en conséquence

R^,) = h! e/ ces ( a F -- /' — ̂  )
el les variations

,, , ma n y a \ . .. . .
0^== —— —:—— B--—; cos (il' —l—^ ),y! in1 —n \ •2.0^) j

,\ , ma' rff /„ a' \ . . ,, , .
^0^=== "—y- — — , — — — — B — — — „ S i l l ( 2 r — — / — — O T L

[j! 2 7 ? / — — / • Z \ -2 a2/ /

et on aura la formule

. d^U' Gmpn' , ,, ., n1 , /- a' \ . ,A —— = ——— a1 a" n^ —;—— A/ B — —- sin L.dt1 y! p! in1—n \ ia1 ]

Remarque. — II importe d'observer que les inégalités principales du second
ordre des longitudes moyennes se déterminent au moyen des seules inégalités âe"
et cJV, lesquelles, suivant la remarque du n° là, sont aussi exactes que si les pêri-
joves se déplaçaient peu.

23. Les formules trouvées aux n05 ai et 22, vont nous servir à démontrer les
deux théorèmes du n° 19. En ne considérant dans chaque longitude moyenne que
les inégalités où entrera le diviseur {n — 3n' 4- a^)2, on aura

(PI 3 m! m1' , n! ,/ /^ ssrA . ,-= — — a a ^ z 1 —^——A' B — — ) sin L,
dt2 [j.ul in"—n' \ ci'^ 1

d^l' qmm" „. . n' .,/,, a' \ . y—— == — ^—— a^n^ —r,——, A7 B — —- sin L,d^ p / ' 1 in"—n' \ i a2/
d^l" ^mm' , ,. ., n' ,,/-. a' \ . „-^ == a'd'n'"' —-,—— A' B — —; sin L,
dt'1 ^ p/' in!—n \ 2 a2/

en confondant les quantités in" — n' et inf — n; on en déduit

d'^L 3a'f nf , / r /- a! \ (m9 m" mm" .mm'\
'^"'"T^îT?7^^/" Lr^^; ̂ —^+9"^^+4^

/ <•/ 2a\ m'n^'i . ,_ ^ —^^ — — s i n L .
\2/T a 2 / a1- J

Si l'on calcule, au moyen des nombres que donne Laplace, le coefficient de
sinL dans cette équation, on trouve qu'il est positif et approximativement égal
à 0,000007 783. Désignons-le par a2 : l ' ang leL devra satisfaire a .l'équatioti-
approchée

^L - , . , , 1 -^.==a-s5nL.

25.
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Une première intégration donne, en traitant a comme une constante absolue,

W2.
\ d i / ' :C—2 a2ces L,

C étant une constante qui dépend des circonstances initiales.
Pour que cette nouvelle équation soit possible, il faut que le second membre soit

Cpositif, et par suite que l'on ait cosL < —;•
r1° Si l'on a — > f , la condition sera toujours remplie, et il n'en résulte pas de

*2 C(.~

limites pour l'angle L, qui pourra alors croître indéfiniment.
C C2° Si l'on a —; < ï et > — i, posons —^ == cosco, et prenons pour w le plus

petit angle positif qui réponde à cette valeur; on aura toujours cosL < cosoo; par
suite, l'angle L, abstraction faite, s'il y a lieu, des circonférences entières positives
ou négatives qu'il peut contenir, devra toujours avoir sa valeur absolue comprise
entre o et ^n — œ, et ne pourra qu'osciller autour de la demi-circonférence.

GL'hypothèse —; < — ï n'est pas admissible, car il n'y aurait aucune valeur
réelle possible pour l'angle L. Nous allons reconnaître que la première hypothèse
doit aussi être rejetée, comme incompatible avec les observations.

Supposons en effet qu'on aitC > a a2. On tire de l'équation

dLdt==±
\/C—2 a2 ces L '

posons L = TT ±1 x, le signe de x étant celui du radical, il viendra

dx
dî==-

\/G-+-2a2 cos.y

Le temps que mettra l'angle x à croître depuis zéro jusqu'à - sera donné par la
formule

"- î .
2 '

<t T£

^ dx C^ dx^r _^_<f^
JQ V^+^cos^ JQ \1\JQ V^+^^COS^ JQ ^aa2

puisque cos^ est positif dans l'intervalle de x == o à a?==^yce temps est donc
. . • ! , , . ! , ! 1 ! ! ! ! ! 1 : 1 . 'Si \ • ! - ~ : ' • •

moindre que—-^— • En prenant a3 =s= 0,000007 783, on trouve approximativement
7T , . .•—-= == 400 lours.

2a V2
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Ainsi, en supposant qu'on eût C > a a2, l'angle x n'emploierait pas deux années
pour arriver au quart de la circonférence : or cet angle a toujours paru nul ou
très-petit. La seule hypothèse admissible est donc la seconde, et par suite l'angle L
ne peut qu'osciller de part et d'autre de la demi-circonférence, qui est par con-
séquent sa valeur moyenne, abstraction faite des quantités périodiques.

La valeur moyenne de L est

on a donc
Hai—3n^-{- in\t -+- s—3s ' -|- as" ;

n^ t— 3n^f •+• 2<^ + s — 3e' -}- ̂ ti = TT,

ce qui démontre le second théorème. Le premier en résulte immédiatement : car
l'égalité précédente, ayant lieu pour une époque quelconque, se partage dans les
deux suivantes :

g—3g/^^g / / ^^ ^—3n^-h 2/2/0 == o.

Les deux théorèmes n'ont lieu qu'entre les valeurs moyennes des diverses quan-
tités, en sorte qu'à une époque quelconque les expressions / — 3f -+- 2 F,
n — 3//+ ^n" ne sont pas égales respectivement aux nombres 71 et o; mais
elles n'en diffèrent que par des termes périodiques, qui les font osciller autour de
ces valeurs moyennes. Il n'est donc pas nécessaire qu'à l'origine du mouvement on
ait eu rigoureusement les deux relations

l—3l'•+-'2lf/==:7^:, n— 3^ +2^=o;

ce qui aurait exigé pour les trois premiers satellites des positions relatives très-
particulières. Il faut pourtant que ces relations aient été assez approchées, afin
que, par suite des attractions mutuelles de ces trois corps, elles aient pu s'établir
rigoureusement entre les valeurs moyennes. Ainsi qu'on l'a vu plus haut, les con-
ditions que doivent remplir les valeurs des éléments à l'époque, quelle qu'elle soit,
que l'on prend pour origine du temps, sont exprimées par les deux inégalités
C < 2a2, O—aa 2 . Or l'équation

(^^C-.a-cosL.

donne, pour ^== o,
( — — ) ==C—2a 2 COS(Ê—3Ê'4 - -2£ / ' )\dt)^ v /

la condition C < 2 a2 revient donc à

fêV <4^sin^(6—3£'--4-2£-),
\(iC / (sso 2.
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et, paf suite, il faut que la valeur initiale de — , ' , que l'on peut confondre avec
celle de n — 3^ + W, ait été primitivement comprise entre les limites

-+- 2 a s î n ~ ( s—3£ '4 - a^) et —a^s in - (e—3e' -ha^) .
'î '2

La condition C >— icr n'ajoute rien à la précédente.
On a vu, au n° 16, que les deux principales inégalités périodiques du second

satellite, provenant des actions du premier et du troisième, se réunissent en un
seul terme, en vertu de la relation qui lie les longitudes; si cette relation résultait
seulement de l'observation, on ne serait pas en droit d'affirmer que ces deux iné-
galités ne se sépareront jamais dans la suite des siècles, et on devrait les distinguer
dans les Tables : il était donc très-intéressant, pour la théorie du second satellite,
de reconnaître qu'elle n'est pas accidentelle et temporaire, mais la conséquence
d'une loi.

Les théorèmes ont lieu encore lorsque l'on considère les longitudes moyennes
synodiques, car la position de l'origine des longitudes disparaît dans l'équation

1—31^^1^^

I I résulte de là que les trois premiers satellites ne peuvent jamais être éclipsés a la
fois, et que dans les éclipses simultanées du second et du troisième, le premier est
en conjonction et peut, par conséquent, produire une éclipse de Soleil pour
Jupiter.

24. L'équation
^^ . _ ^ __

^G-i- aa'cos;^

détermine l'amplitude x de l'oscillation de l'angle L autour de TT; l'angle x étant
toujours très-petit, suivant les observations, on peut remplacer COS.T par i — ̂
ce qui donnera l'équation

^=—=^__. 1 1 . ,
^C+aa2—ç^x^

Désignons par D2 la constante arbitraire • '4"^a^ et par E une autre arbitraire, il
viendra

^ = = D s i n ( a i f + E ) ,
-, par suite, on aura

1 ! L=7r±:Dsm(^/4-K), • ! ! 1 1 / , ., ,. . '- 11,.

en se bornant à considérer l'inégalité qui provient des termes du second ordre par
rapport aux masses.



DES SATELLITES DE JUPITER, j C)C)

La période de cette inégalité est 2-7^= aa56 jours oa an peu plus' de six ans;
quant aux deux arbitraires D, E, elles remplacent celles que suppriment les deux
équations

g—Se'+.as^^r z, n,—3j^-4-2^==û,

ce qui rétablit le nombre de constantes exigé par les équations différentielles.
y/2 / r ! 1 // /72 ///

Reprenons maintenant les valeurs de j-^ —r—^ - , - données au n° 23 ; les iné-
galités qu'elles fournissent seraient les plus considérables parmi celles qui affectent
les longitudes moyennes, si elles se présentaient en effet avec le dénominateur
{n — 3/^ + ^//)2. Mais on. vient de voir que L = 77 + Dsin {at -4- E), D pouvant
être positif ou négatif; on aura par suite

s lnL==—sin [Dsin (a^4-E)] ,

quantité que l'on peut confondre avec — Dsin [at 4- E). D'après cela, si l'on pose,
pour abréger,

P^^—————A/fB——^'),[ j ! ^n—n \ 2 a' /

et qu'on néglige la petite différence des deux quantités —i ^'5 il viendra pour
les longitudes moyennes des trois premiers satellites les inégalités

,, m'm^D . / , —p, .,, 3m/n//PI) . , ^, ,- 2mmrî>Ï)
o^=-^^-^-sin(a^+E), ôl' =-.—^—-^.sin(a^ +35), ôl'^-^- ̂ -sin^i^E).

Laplace désigne sous le nom de libration l'inégalité -y sin (a^ + E), qui se réparlit
ainsi entre les trois premiers satellites suivant un rapport dépendant à la fois de
leurs masses et de leurs distances à Jupiter. Cette inégalité est problablement iîi-
sensible, car toutes les recherches qu'a faites Delambre pour la démêler dans les
observations ont été infructueuses. Il faut en conclure que les mouvements primi-
tifs des trois premiers satellites ont fort approché de satisfaire aux deux égalités

• , ! /—31^1"+-2^ / /==17î•, l f^—3}^f•+'2inv==^:

on .a, en ^ffet,, D2 ==== -—^-^ et pour 'que.D soit très-petit, il faut que G soit presque
^ : ^ ^ • ' / , , , . , , - r» : 1

égal à — 2 a2 ; par conséquent l'angle (^ défini par cos œ == —3 sera tres-rapproché
de la demi-circonférence, et on a vu que Tangle L doit en être encore plus voisin.

.25. Les théorèmes qui lient les moyens mouvements et les longitudes moyennes
des trois premiers satellites résultent uniquement, comme on l'a vu, des attrac-
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tions mutuelles de ces astres : il importe donc de s'assurer que les actions étran-
gères ne'viendront pas en troubler l'exactitude, et qu'ils continuent de subsister
malgré les altérations qu'elles pourraient produire dans les moyens mouvements.
Considérons, en effet, une inégalité à très-longue période qui affecte les longitudes
moyennes, et qui soit due à une cause quelconque, connue ou inconnue, comme
les variations séculaires de l'orbite et de l'équateur de Jupiter, ou la résistance
d'un milieu très-rare : soient ^ s i n ( ^ + o ) , )/sin {it -+- o), X^sin [ù "+- o) les
termes qui en résulteront dans les trois longitudes moyennes. Au lieu de l'équation

•approchée -j—= c^sinL, nous prendrons

^- == a2 sinL -- ̂  (A—S}/ + a}/7) sin ( a 4- <?),

en conservant dans le second membre les termes d'argument il -\~ o, malgré la
petitesse de leurs coefficients, puisque par hypothèse ces termes deviennent sen-
sibles, par l'intégration, dans les valeurs des longitudes moyennes; ce sont d'ailleurs
les seuls qu'il nous soit utile d'introduire au second membre, mais on n'augmen-
terait pas la difficulté d'intégration en y ajoutant tous ceux qu'on néglige. Si l'on
pose L = n + x et que l'on confonde sin;r avec x, il vient

(/2 ^

-^p, -4- a2 x 4- i ' ( /. — 3 ?/ -h 2 } " ) sin ( ît 4- o ) == o,

et cette équation donnera, si l'on y regarde les divers coefficients comme des
constantes absolues,

x == D sin {at 4" E) 4- j—z-^ ( /— 3}/ + ̂ .//) sin ( il 4- o ).

Le premier terme de cette valeur est celui dont on a déjà tenu compte, et quant
au second, qui donnerait une espèce d'équation séculaire, le facteur .! lï le rendiv -— y}
négligeable, parce que le nombre i est très-petit et beaucoup plus petit que a.
Ainsi la partie de x qui provient de la cause perturbatrice considérée est tout à fait
insensible, et, par suite, les théorèmes subsistent.

Pour qu'il en soit ainsi, malgré les altérations que cette cause produit dans le
moyen mouvement de chaque satellite, il faut que les inégalités qui en résultent
soient telles, que celle du premier, augmentée de deux fois celle du troisième, soit
égale à trois fois celle du second.. Ce rapport n'existe pas entre les termes
Ï.sm^-Ho1)1, '^sin (^"4-0) , ysm^+o), que fournit la première approxima-
tion, mais la libration des satellites modifie d'une ffîanière remarquable ces inéga-

lités, et les amène à satisfaire à cette loi. Prenons en effet dans la valeur de 'd^1
11 ! 1 1 1 - ' l l i i 1 ' : 1 1 , , 1;^ , , - ! ;1 ', - - ! ^ - 1 ! ,1 1 . : 1 1 - , - ; : ! : 1 1 '• : . 1 1 . • ! w
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les termes en sinL calculés plus haut, savoir : — = m m p sin L ; l'angle
L == / — 3/ /+ ^l" contient dans son expression des termes en ^4 -0 , les-
quels, par substitution, feront apparaître de nouveau cet argument dans /.
Pour obtenir ces nouveaux termes, il suffira de remplacer L par la valeur

* 2 , 2

7:4- ,^_ ,{\— 3?/•+•2^) sin {ù 4-0), ou sinL par — -^—^ (X— 35/4- a)-/') sin (zï-4-o).
Il en résultera dans / l'inégalité

!^p7i^—.(}l-3?/+2^)sm(^+^,

laquelle n'est pas négligeable, parce que le dénominateur i2 — a2 se réduit sensi-
blement à — a2 ̂  quantité dont la valeur absolue est du même ordre de grandeur
que le facteur —— P (si l'on fait usage des nombres de Laplace, on trouve que
ï » • mr mf/ T\ I ^ " 1 , 1 \1 expression —^— P ~ est comprise entre ^ et jy

En opérant de même pour le second et le troisième satellite, et ajoutant les
termes nouveaux aux termes primitifs, on trouve que les inégalités dont il s'agit
sont données finalement par les formules

., / . m'm" ^l—'^-{-ir\ - . .o /^^+^_p——^^——^sm(u-^o) ,

,,, / . - Sm/ r^^À—S^+^^N . ,.ôr=h/--^~p—^-^—) sm(^+^.

ér^^^^^-3^^}^^^^^\ a l r—a2 f
On en tire

ô /—3o^4-3ÔZ / / ==(} .—3? /+2^ / ) , (I4-—a—-,} sin (^ 4-0);
\ /' — a /

or le facteur ï -4- -^——3 se réduit a. zéro si Fon peut négliger i2 à côté de a2.
Ainsi, par les actions mutuelles des trois premiers satellites, les inégalités à longues
périodes de leurs longitudes moyennes se coordonnent de manière à satisfaire à
l'équation qui régit les, moyens mouvements, avec une exactitude d'autant plus
grande, que la période est plus longue.

On , devra donc tenir compte de cette remarquable modification dans l<î calcul
des inégalités de cette espèce, et en particulier dans le calcul des équations sécu-
laires des satellites* Si la période n'est pas très-longue, les inégalités approcheront
moins de satisfaire à la relation précédente, mais la correction pourra cependant
être encore très-sensible, et pour qu'il y ait lieu de l'appliquer, il suffit que le
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nombre i2 soit au moins clu même ordre de petitesse que a 2 , ! c'est-à-dire que à
période soit d'au moins six ans.

L'équation annuelle est dans ce cas, puisqu'elle a pour période une année de
Jupiter. Elle a été trouvée au n° 10 sous la forme - ̂ xf -î3- n- Csin (^ — m,^ -Ji)3 ̂  v ^ •
ce qui donne

., _ 3 OÏL' c^ n ^ 3 C^ô
" ^ A3 5^'<"' n

On aura donc
/-. 3?/ + ̂  ̂  _- 3 ̂  (L _ -3; + _i\ , 1

\ /À /î7 ^///

et, par suite, les équations annuelles des longitudes deviendront

ô/=-3^4-+^p ———Ji-i+^1,in(^-n,L ̂  û ^^ — a2 \ /-& /& /i/ / j '-'

.^-a^^-3^,,^.^-^^]^,^,,),

^Î'•=-"K[;-Î=:^3^.(-:-^^]-^-"1.

Ces expressions se simplifient un peu si, outre la relation, n — 3^4- 2^'== o,
on admet les deux suivantes, qui sont beaucoup moins exactes, n = W, n' = '31 n\
C'est ce que fait Laplace.

CHAPITRE IV.
INÉGALITÉS SÉCULAIRES ET A LONGUES PÉRIODES DES EXCENTRICITÉS

ET DES LONGITUDES DES PÉRIJOVES.

26. Dans l'étude du mouvement des planètes, les formules qui doî'meirt le déve-
loppement de leurs inégalités .séculaires suivant les puissances du temps peuvent
suffire aux besoins de l'Astronomie; et c'est seulement pour démontrer la stabilité
du système solaire que l'on a recours a une intégration plus exacte des, équations
différentielles qui déterminent ces inégalités. Stais des formules analogues seraient
trop peu approchées pour le monde de Jupiter; car la, promptitude des révolutions
y rend sensibles au bout de peu d'années les altérations dans la forme et la posi-
tion des orbites, qui ne sedéveloppent que par la suite des siècles dans le système
planétaire. Nous devrons, en conséquence, dansées équations que nous obtien-
drons, regarder les éléments comme variables aussi bien dans Ies;seconds membres
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que dans les premiers, et nous aurons ainsi à intégrer un système d'équations
différentielles simultanées.

Dans la théorie (les inégalités séculaires des planètes, on se borne à considérer
les termes des fonctions perturbatrices qui sont explicitement indépendants du
temps. Supposons que la variation complète de F élément p soit donnée par la for-
mule -j. == A 4- B, la partie A ne contenant que les éléments, et la partie B étant
toute périodique : on aura rigoureusement

jî==const.-j- f A.dt+ j l î d î .

En général, pour de très-grandes valeurs de t, tandis que la partie j Adt peut

prendre de grandes valeurs, la partie j ' B d t ne donnera jamais qu'une quantité
assez petite; ce qui permet de la négliger et de poser en conséquence, pour la
recherche des inégalités séculaires, l'équation ^ == A. Mais cela ne sera plus

permis si la partie j B dt acquiert par l'intégration de petits diviseurs, ou si cer-
tains termes de B présentent de grands coefficients.

En conséquence, nous devrons conserver dans nos équations, outre les termes
non périodiques, les termes périodiques dépendants des angles il' — l, a /// — // ou de
leurs multiples, ceux qui contiennent la longitude -Ç, du Soleil sans combinaison avec
une longitude de satellite, et enfin ceux qui contiennent le coefficient K, même lorsqu'il
y entre une longitude de satellite. De cette manière, nos équations donneront en
même temps les inégalités séculaires et les inégalités à longues pérïodes.

Quand on se borne aux termes du second ordre par rapport aux excentricités et
aux inclinaisons, les fonctions perturbatrices ne contiennent aucun mélange des
quantités e, 57 avec les quantités p et Q : il en résulte que les équations différen-
tielles qui déterminent la forme et la position des orbites se partagent en deux
groupes distincts et indépendants, se rapportant, le premier aux excentricités et
aux longitudes des périjoves, et le second aux inclinaisons et aux longitudes des
nœuds. Nous nous occuperons successivement de chacun de ces deux groupes dans
ce chapitre et dans le suivant*

27. Les formules générales qui expriment les variations des éléments e et CT
peuvent encore, si l'on veut ne retenir que des termes comparables, se réduire aux
suivantes ;

de i û?i2 dvs_ i dQ. ^
dt nc^e dvs dt na^e de 7

en conséquence, les seuls termes utiles de la fonction Q seront donnés, pour le
26.
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premier satellite, par les expressions suivantes :

B^)^-€3(A (; )4-A^)+^e^cos(CT-^)(A ( l }-AW—AW

ou plutôt, en faisant usage des relations qui lient les coefficients A^ et B^,

R((,,() == - BO e2 — ^ B C 2 ) ee' cos^—^) +• A<? c o s t ^ — Z — w) ;

B.̂  „. == ~ BC) e2 — ^ ÉC1) ̂ // cos (CT—^);
b 4

l{(o,3, = - BO) e2 — -^ BC2) ce1" cos(ro-- ̂  );

- 3 ^e2 i 5a 2 ^ 2 1 . ,
^^S^^^008^-^^

V=- K ^^ 2 + K ecos(^—zs7) .2 a3 a3

On aura, par conséquent, les deux équations

de m'cmïïW m^anÈW „ . , - m'"€mÏ\^ ,,, . ,
^=———-^-•6s ln(CT•—^ /)—--^-^e//Sln(^—ro//)-- ———-^-^sinî^—CT")

m ' a n . ' / i , 1 x î55K'a7i^ 2 . , „ , K^ . / ,• ~——A,Sln(2Z / —Z—CT)—^~-^—6Sln(2^—2^^}—
^•/' . '-I- -̂'* c;w M '»'»

QfCT_ /m^^BO) m" an É^ w^^m BO 3 OTLa/i a2 K/z\€'~dT~^\ p. ^+"~7^"T'+'~7—T"+4'~^^+^
w'^iB^) , , ,, m/'ant^ ,, , . m'^anîÏ^

———•Y-^cos t ^—^)———— -^^ /cos(ro—^ /)—"—^^e / / /cos(OT—^

w'a^ . - ,, , , i5 STUan a2 , Kn
4-———— ÂCOS( < 3Z '—^—-OT) -^ - ^ - —————— < ? C O S ( 2 J ^ — — 2 C T ) + — — — C O S ( ^ — T O ) .

Posons, pour abréger,

, . mfart B(1^ , . m'^/îBC1) , ... 7?^wa/^ BO)
^^--.--T5 ^-^--/--T5 ^^^——T-
[0,.]=^^ [0^^^ [0,3]==^^

, . K^ p 35^71 a3

(0)=^5 •M-iT'^51

et au lieu des variables e, as-, e', CT',..., introduisons les variables A, /c, À', À / , . . - ,
liées aux anciennes par les équations

/i==esm?«7> /f == e cos OT, A'==^sinïS7', / t / ==^cosCT^ etc.

On aura les formules

dh. de , dxs dk de . dw
^^^^-^c^.ey ^=cos^—sm^y : : , 1 1 ^ !
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et, par suite, en remplaçant €-^ e^ par leurs expressions,

^=j(o,I)4-(o,2)+(o,3)+(o)4-[o]i/ f—[o,I]/r /---[o,2]/^ / /---[o,3]/f"

•+- ——— A cos ( a / / — l ) -4- (o ) cos l-r- 5 [o] (/»• cos a-Ç -h- //- sin â,,,^),'•) [ „ „•^ = — { (0,1) -+- (0,2) +• (o,3) -HO) 4- [o] | A4- [0,1] ///+ [0,2] /^-i- [o,3] /////

— ———A sin (2^—/) — ( o ) s i n Z — 5 [o](7fsm2U^— /i cos2.ÇJ.

Pour le second satellite, les diverses parties de la fonction perturbatrice seront

B^,^ == - BO) ^2 — ^ B(2) ee1 COS(CT — CT f)4- (B — a—^ \ e1 cos(2^ /~- / — ^);g BO) e'2 — ^ B(2) 6 '̂ COS(CT - zu^) -4- (B - -^^

1 Tîmi /,/? ^ T D / / 2 1 /,/ ,,// / . - . „ / ' ?I.{^) == - B'O) ^2 - - B^2) e'ô^ cos(^— ro^) + A^^ cos( a / ^ - V -m'Y,

R(,.3; == ~ 1^(0 e'2 — - B^2) e^'" COS(OT' — CT");

R(I,.?) et V se déduisent de R((>,,) et V en remplaçant les éléments du pre-
mier satellite par ceux du second.

Si l'on pose de même

mûfn'W^ . , m^ci'n'^^ , - nf'a'n1 É'^(,,0)==-^-^ (z,.)=-^——^-, (,,3)==-^——^-,

„- , mafn'^W „ . m^i'n/WW .. _ nf'a'n' B'̂
[ l 0 j = = — — — — — - — — — g [ f?' : >J :=————;——————, | l 3 J = = — — — — , — — — — — — 5L - p. 4 L ' -1 // .̂ L ? J ^/ ^

, . K/î' r i 3 9}tnl afs
(ï}==af'^fï ^^î'jrj:^

on aura les deux équations

/-///
^.=;(I,o)+(I,2)4-(^,3)+(I)+[î]S^-[I,o]/f-[l,2]A / /-[l,3]/f / f f

mcdn' [ ^ ci9 \ , ,. ,, m" a'n' . , . ,„ „. , . ,,-+-—,-— B — —;) cos (2^— Z) + ——-—A'cos(2r"- Z')-^ i )cos^[j! , \ sa2/ ^/ ,
4- 5 [ï] ( À-' cos 2 J^-4- ̂  sin 2j^ ),

( 2 ) \
'^^_l(^o)4-(i^)+(i,3)4~(i)4~[ï]|^+[i,ol/i+[î^]^+[i,33^

ma'/'///- a' \ . / „ ,, n^/fafnf . . . , ,„ ... , . . ,,.——.1 g—__J s in(2^—Z)———;—A^sin^^—U)— ( î ) sm l /

-5[i1(/^sm2^—/^cos2.t,).
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Pour le troisième satellite, on devra prendre

B(î,o) identique à B(o,2), sauf le changement de e en e^ et vice versa..
R(,,,|) idenlique à R((,(,), sauf un accent ajouté à chaque lettre,

IL,,,) == - B^') ̂  — ^ ir^ ̂ w cos (^ — ̂  ) ;• • b 4

et en posant de même

, rna'nf'i^ , .. mfaf'nvW^ . ,,. nf'^n" B^^^0)=-^,--^. (.^)=_^--^, (,,,^_^_-_^,

- __ WY7 Ï^2) _ ffl/q^.^ B^2) . mt"c<fintf V^1

^,oj-—^^-^-, ^,iJ—--^—--^-, [_2,oJ_——^y--^-., .

. K/z." r - 3 OtW7 r^3

^^a^^ ^-Z^7"^

on obtiendra les deux équations

? /'^A 'f/
, -^==|(2,0)+(2,l)+(^,3)+(2)+[2]|Â"---[-2,o]^---[2,l]^~-[2,3]r

j +/!^^^(/B/——-^^ COS(2r—^)+(2)COS^ / /+5[2](/( / /COS244-/^Si l l2J ; i ;
( 3 ) 1 ^ ^ . 2^ / -

^==-{(2,o)+(2,I)4-(2,3)+(î)+[2j|A / /4-[2,o]/^4-[2,I]^ /-4-[2,3]r

-^^ (B'—^) sin(3J / /—/ /)--•(<2)sinr /--•5[2](/^ /sm2^—A / /cos2.r 'J

Enfin pour le quatrième satellite on devra prendre

B(;i,o) identique à R(o,3)» sauf le changement de e en e'̂  et vice versa,

R^I) )) R(i,3)» ») ^ en e^ »

B<'3,2) ^ R/2,3)? •ï) ^ en c'^ »

et si Fon pose

,, , mc^n'1' BCî .. . m'a^/i^B^1) _ , . w^^^B^'î.:3,o)=-^-^-, (3,^^——^, .(3,.)==-^——-^. ^

p, -. m^Tî^B^) ^ . mfa'ff}^/"WW ... w^^^ 3^^^,o]=—^_^-, [3,i]=-^-^-^-, [3,.]=,—^-.--^,.

/^-« K"/// r o i 3 ̂ nft! a"^^)-^y '-"^Î-T?-"^^'
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on aura les deux équations

(4 )

•l clh
-^ ==.; (3,o)4- (3,i)4-(3,2)-H3)+[3]i ^—[3,0]^— [3, i]//- [3,.] ;/"-^ — ̂ ,.̂  ,- v-,^-r-i^,^;-r-^;-t-^j^ —^,uj «•—p,i j

4- ( 3 ) cos /" + 5 [ 3 ] ( hl" cos 2 .̂ -4- h111 sin •2 JJ,

^^^j(3,o)4-(3,ï)4-(3,2)+(3)4-[3]|^ / / /+[3,o]/ i4-[3,I]À /+[3,2]A i••

- ( 3 ) sin V" — 5 [ 3 ] ( k'" sin 2 .̂ — /^ cos 2 ̂ ).

28- Les équations ( i ) , (a), (3), (4) forment un système de huit équations dif-
férentielles simultanées, dont l'intégration fournira des valeurs très-approchées
des quantités À, k, h\... et par suite des excentricités et des longitudes des péri-
joves. On peut, dans ces équations, regarder les grands axes, et par suite les coef-
ficients (0,1), [o,i], (o), [o], etc., comme des constantes absolues : en effet, les
grands axes n'ont que des inégalités périodiques. Il est vrai que quelques-unes de
ces inégalités dépendent des angles i l ' —l et a f — r , et comme nous conservons
dans nos équations les termes qui contiennent ces angles, on pourrait croire que les
coefficients (0,1), [o,i], etc., devraient être remplacés par une partie constante,
plus une partie dépendant des mêmes angles; mais cette dernière peuiêtre nép-liçée,
car elle contiendrait deu-x masses et une excentricité, tandis que les termes comme
ÎYl CIH A /• 7/ ï\ •B • < ••—— A cos [i l —1), par exemple, ne contiennent qu une seule masse et sont indé-
pendants des excentricités,

Pour la même raison, on peut ne pas tenir compte des inégalités des longitudes
moyennes et prendre par exemple /== nt "4- s, n et s étant des constantes absolues :
les termes proportionnels au temps qu'amènerait la partie s peuvent être supposés
renfermés dans nt, et les inégalités qui dépendent des angles 2 l ' —l, ^l" —V, ̂
ajouteraient aux termes primitifs d'autres termes contenant une masse et une
excentricité de plus.

'Pour obtenir les intégrales complètes du système des huit équations différen-
tielles simultanées, nous commencerons par négliger dans chacune d'elles les
termes affectés de sinus ou de cosinus, ce qui les rendra linéaires; ayant trouvé
les intégrales du système d'équations linéaires obtenu, nous ferons varier les
constantes arbitraires amenées par l'intégration et nous obtiendrons ainsi les inté-
grales des équations différentielles complètes. Mais il ne faut voir dans cette marche
qu'un procédé d'analyse et non une méthode d'approximation, car on peut obser-
ver que parmi les termes d'abord négligés il en est de plus importants que ceux
que l'on conserve : par exemple, le ternie —— A cos ( 2 ^ — / ) est du premier ordre

par rapport aux masses et d'ordre zé/o par rapport aux excentricités,1 tandis que
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les termes comme (o, i)Â: sont du premier ordre à la fois par rapport aux masses et
aux excentricités.

Nous aurons donc h intégrer d'abord le système d'équations linéaires simul-
tanées

^=j(o,I)+(o,2)-^-(o,3)+(o)+[o]}/f--[o,I] / , /-[o,2]Â• / /--[o,3]/fw ,

c///
^=j(I ,o)+.(^,2)4-(I,3)-}-(I)4-[I ] |Â•7-[ I ,o]À•~[l ,2]Â• / /—[I,3]ÂW ,

dh"
^-=.;(-2,0)+(2,I)4-(3,3)+(2)4-[2] Lf/-[2,o]k-[^]kf-[2,3]^,

(0) i^=S. f 3 'o)+(^ î)+(3 '2)+(3)+[3]^-[3.o]Â-•--[3,T]/< /-[3,2]Z• l / /,•

^=-{(o,l)4-(o,2)4-(o,3)+(o)+[o]l^+[o,I]^ /+[o,2]^ / /+[o,3]Â^
J/,./
^-=~|(I,0)+(I,2)+(I,3)+(I)+[I]|^ /+[I,0]À+[I,2]À / /+[I,3J^W,

Ces équations sont celles qu'on obtiendrait si l'on cherchait seulement les iné-
galités séculaires.

29. Pour intégrer les équations (5) , posons, suivant la méthode connue,,

h = M sin ( §t -}- p ), h' == M' sîn ( gt + P ), A^ = W sin ( ̂  + p ), ]f = M^ sin ( gt + p ),,
^=Mcos(^+j3), • /^ÎTcosf^-i-P), . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ces valeurs donnent une solution, si les indéterminées M, M', JT, W et g satisfont
aux quatre équations

(6)
| ^ - (o ,^ ) - (o ,2 ) - (o ,3 )—(o) - [o ]}M+[o , I ]M / +[o ,2 ]M / / +[o ,3 ]M W ==o,

[i ,o]M+ i Ç • — ( I , o ) - ( I , 2 ) — ( I , 3 ) — ( I : ) — [ [ ] j M , / + [ I , 2 ] M / / - ^ - [ I , 3 ] M W = o ,
1 [2 ,o]M+[2,I]M /4-j^-(2,0)-(2,I ) - (2 ,3)-(I)- [ I ] iM / /+[2,3]M / / /=0,

! [3,o]M+[3,I]M /+[3,2]M / /+|^-(3,o)~(3,I)-(3,2)-(3)-[3] M'^o,

rangle? restant tout à fait arbitraire.
: Ces quatre équations ne contenant que les rapports des quantités M, M', &f, M",

auront pour résultante l'équation du quatrième degré en o-,

§--(o,i)-(o,.Ho,3)-(oHo] [0,1] [o,,] ^q
t^0! ^-(^l-M-fi^Hil-tr] [i^] ^^
M ^Ij bff-M~(2,I)-(a,3)-(2)-[2] [2,3]
r3îo] C3 '1] M ^-(3,o)-(3,iH3,2)-(3)-[3]

Cette équatioû a toutes ses racines réeîlel et inégales, comme cela arrive pour
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.l'équation analogue que présente la théorie des inégalités séculaires des planètes :
on peut en effet répéter sur cette équation les diverses démonstrations que l'on
connaît de cette propriété, en observant que les coefficients sont liés entre eux par
les relations

mna^Oyî] == m' ^^[1,0], mnd^o^} == m.^â^j^o], etc.

Soient g, g ^ , g^, g^ les quatre racines. Portons dans les équations (6) la valeur de
la première racine, nous obtiendrons trois équations distinctes déterminant les
rapports de trois des quantités M, M', M", W à la quatrième qui reste arbitraire.
Si nous convenons, par exemple, de prendre M pour constante arbitraire, les autres
coefficients M', ÛF, M7" seront déterminés en fonction de M, et on aura

M'==^M, M^^M, M'^r'M,

X', y, y" étant des nombres connus et dépendants du nombre g.
Une première solution des équations (5) nous sera donnée par les valeurs

A=Msin(^+.(3), h' =?/Msm(^-(--P), /l / /=À / /Msm(^•+-|3), /^r^rMsin^-h-f3)
/f==Mcos(^-l-(3), /r^VMcos^-.hjB), . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dans lesquelles il entre les deux arbitraires M et ?.
Si nous portons de même la racine g-, dans les équations (6), en désignant par

M^, M^, M'i, W[ les valeurs nouvelles des coefficients et prenant M< pour arbitraire,
on aura, pour déterminer les autres, des formules telles que

M ^ = ^ M « , M^^Mi, M^^M,,

les nombres X\, X'i, X^ étant connus et dépendants du nombre^, ; et il en résultera
une seconde solution des équations (5) avec deux nouvelles arbitraires, M^ et ̂  ,

A==M,sm(^+.(30, ^=^MtSm(^^-4-P.), A//=^MlSm(^i?-+-i3.), ^///==ÀWM,sm(g^4-(3J
/f=MiCOs(^4-(3i), /r^^Mteos^+pi)... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

De même, chacune des racines g'a ^t g^ fournira une solution avec deux nouvelles
constantes que nous désignerons par Ma, ^a ^t Ma, Ps.

En conséquence, on aura pour intégrale générale du système (5) l'ensemble des
formules

A= Msm(^-î-(3)4- ^Misîn(^-4-(3,)-+- M^sin^ 4-(3.)+ M^sin^st-}-^),
/i' =^Msïn{gt^^)+l\MtSm(gtt^^,)^^MïSin(g,ï+^)^^^^^
A//=^/Msin(^4-|3)4-^MlSm(^l^+(3,)+^M2si^(^^4-P^^

(^ /^^rMsm^+^+^MiSmC^^+PO+À^smî^^^

7f== Mcos(^'+p)-+- Micos(^-4-(3i)4-" M^cos^^+P^-h Ma co s (^ ̂ 4- (3^,
Â7==?, /Mcos(^+P)+^M,cos(^^+p»)4-^M2COs(^^•+(3^

Annales scientifiques de V École Normale supérieure. Tome II. 27
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30* Si dans les formules (7) 011 fait varier les quantités M, M,,, Ma, Ms, |3, |3<,
Pa, jSg, ces mêmes formules pourront représenter l'intégrale générale, du système
des équations (i) , ( * 2 ) , (3) et (4) . Pour plus de commodité no-us changerons les
constantes des formules (7 ) en d'autres équivalentes qui rendront les calculs plus
symétriques.

Posons
M s i n p = = = C , M,smj3 t=Ci , M3sin(32=C2, M3smpa=C3,
Mcosp=l), M,cosp,=D,, M.cosfS^Da, MsCOs[33=B3;

les constantes C, D, C^ D.i, etc., sont celles dont nous chercherons les variations.
Les formules ( 7 ) deviennent

(8)

h' ;
h" =

< h1"-.
le-,

-- ( C cosgt 4- I) singt] + (Ci cos^i t + l)i sin^i t)
- (C, cos^a t + Ds sin^ t ) -+- (€3 cosg-s 14- Da sïngs t ] ,
=>/ (Ccos^4-Dsing"t)4- ^i (Ci cosg-i ^4-Di sin^i /) 4-- • • ,
:}/ /(Ccos^4-Dsing^)4- ̂  (C i cc>s^^'4~Di sin^i^)4-. . • ,
= À W ( C c o s ^ 4 " D s i n ^ ) 4 - A W ( C l C O s ^ ^ • 4 - D l sin^^)4-. • . ;

:(—Csin^f4-I)cos^)4-(—Ci singit 4-D, cosg',^)
- (—- Ça si n ̂ , ^ 4- D. ces ̂  ^ ) 4- ( -— Ça sin ̂  14- Da cos ^3 ^ ),
= )/ ( — C singt 4- D cos^ ) 4- ^i ( — Ci sing', t 4- Bi cos^, /•) 4- . •

Pour abréger mettons les équations ( i ) , (2 ) , (3), (4) sous la forme

^=l(o,i) 4-(o,2)+...| /f-[o,l]/f-[o,2]Â / /-[o,3]r4-H,

dh'
dT'

dh"

^,o)4»(l,2)4-.. . l^-~[ï,o]/f—[I,^]r—[I,3]/f / / /+H^

^=j(2 ,o)4-(2 , î )4- . . . | / f / /——[2,o] / f~[2, I ] / f /~[^3] /^4--Ï•^ / ,

(9) ^///
==i(3,o)-K3,I)4-...l/r / / /—[3,o]/f—[3,I]/r /~-[3,2]/r / /4~H / / /;,"3T

^ ==== ~ }(o,i ) 4- (o,a) 4-... | h 4- [o, i] ̂ 4- [o,2] /î  [o,3] 7^4- K.

. .. (Il n'y aura1 pas confusion avec la constante K de V, ceîîe-ci ne
figurant plus, explicitement.) , \ • ,

, Portons dans les équations (9) les valeurs (8) en regardant comme variables les
quanti téaC, D, Ci, etc., et négligeonsles termes qui ̂ se 'détruisent en^ertu des équa-
tions (6) appliquées successivement'1 à chacune des-racines g, g^ g^ g^ ; nous
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obtiendrons entre les dérivées ̂  ^D,. • . , les équations

^cos^+^sm^+(^cos^^+^sin^^

( ï o ) /

^(^cos^+^sm^)4-^(^cos^^^s^^)+.^

/ dC . o?D \ / JC, . û?D, \ ,..^-^ sm^+^-cos^ + ̂ -^- sm^+ ̂  cos^) 4-.. .=.K,

., / ^C . cil) \ ., / JCi . cîî), \ -.,
À /(-^sm^+^cos^^+^^^smâ^+^cos^^+...=

Posons, pour un instant, afin d'abréger l'écriture,

(")

i o?C clî) . cZC, J.D, .
I y === ^ cos^ -h •5F ^^^^ ^ = •W cos^ '4- 7i7 sm^1 '? • • • ?

] dC . . clî) dC, . ^1),
? y = — j j singt-^- ̂  cosgt, y, == —^-^-sm^ -?14- -^ cos^^. .

les équations (10) se partagent dans les deux groupes

^-4- ^,-4- .ya-j- .^==='11, y-[- yi 4- j'a+• j';;==K,

}./ x + );,, ^, 4- ̂  ̂  + ̂  ̂ 3 == Ïï', ^r+ À', y, + ̂ ^ + ^y:, == K/,
^.^4-^ ̂ ,-^^^4- ̂ ^=-11^ >'rd-^j-,+^^d-^j-.,=K^
r.r 4- ÂT^, -4- ̂ .r,+A:^, = lï^; Â^j + ̂ 7. -+- r,^ 4- A:̂  == K".

Dans ces deux systèmes d'équations les coefficients des inconnues sont les mêmes:
si. donc on tire du premier les valeurs

x = PU. -+- P' H' 4- y IF 4- P" iî^,
oc, == •p, H 4- p^ H^ 4- P'; W 4- P7 tl^,

on tirera de même du second

y- =! m 4- rK/ 4- P" K.̂  4- y K^,
^ == P. K 4- y\ K' 4- P'; K." + PT K",

les nombres Py P',... étant les mêmes. Mais des formules (11) on tire
l l i 1 1 1 1 ^ C 1 1 1 1 1 1 - ! ! ! l i l d'B1 . 1 1 ! 1 1 ''1 ,, —==3;.çQsgt—rsm^ ,,~==^sm^-+-ycos^,...;

27.
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on aura donc pour déterminer les valeurs variables des quantités C, D,..., les
équations

; dC == P (llcosgt — Ksin^) -4- P' (ir cosgï — K7 singt) 4-...,—7"' —— .1. ^ J.JL ^VOè.t» '—— JX ailli-fc ) ~T~ J." ^ -Ï-JL <^UO;-(' '—— XX 311.1 it^t, f -T~" ... y

^^ ^-==P(Hsm^4-Kcos^)+P /(I^sinê^4-K rcos^•)+. . . ,
j ;-i

—— = P, (H cos^, t — Ksin^, ̂  4- P'i (ïF cos^i ^ — Wsing.f] +...,

II ne reste qu'à appliquer ces formules, en y remplaçant H, K, H',..., par leurs
valeurs.

Quant aux nombres P, P',..., nous pouvons les regarder comme connus par la
résolution des équations entre x, x^ x^, x^. On peut du reste en avoir facilement
l'expression au moyen des relations connues, de la forme

mna2 MM, 4- m! ^ a^ W M\ -+- m" n" a^ M f̂; + m'" n" a"^ W W[ = o,
ou,

mnci2^- m' n'a^^ ?', + ̂ f n" d^ V Ï\ -+- m"1 n 1 1 ' a " " 1 1 " ' T, == o.

Si l'on multiplie respectivement par mna\ m! n' d^^, m ' f n " a ' f ' 2 1 y , m"1' n'" a"2 f
les équations du premier groupe et qu'on les ajoute, il vient

[mna2^- mfï^laf2\f'i-^m'/n//aff'tr2-+- m111 n"'a'''^}^ ^r{mna^ m'n1 a^ ^ -h . ..) ^, -h . ..
= mîîa^ïî + m'n'a'^ 1' W 4- m^n^a^ VW + n1!"nMal'ls VW,

équation qui se réduit à

— ^^H-t-m^a^2}/ ïl' 4- m" n" a!^ Vît" 4- mMnwaMÎ ̂ "W
x ̂  mnc^ 4- m1 n' û ' ^ ' ^ Ï T ^ ^ / ^ ^ ^ 9

On aura donc

p^_____mna9_____ _____m'n' a^l'____
~" mnd^ m'n'a'^^^r...î """ w/^a l4-m /^ /a /2À / ; î4-...5 ' ' 9 "

On trouverait pareillement les valeurs de P/, 'P\,..., en multipliant les équations
par mna\ m^a^, m^n^a^V^ mi//nwawti')M^ et les ajoutant; et ainsi de
suite.

31, Appliquons maintenant les formules (12). Les quantités désignées par
H, K, H',... sont respectivement, en observant qu'on peut remplacer ces (2^— //}
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et s in fa r - f ) par -cos^-/) et -s in^f-^) ,

Tnr _ W'Ût/î
~" ——- Acos(2r—^)-h.(o) cos^+5[o] (/rcos2^+ Asina^),

v _ m'an .
"L•~ — —r-Asm (a/ ' — / ) — ( o ) s i n Z — 5 [ o ] ( / rs ina^— À. cos2<),

y=^[w(B~^)~w//A/]cos(2/ /-^+(I)cosZ /+5[I](^

K /=—^^(B—^-m / /A /Jsm(2^ /-^)—(I)sm^~5[I](/f /sm2^~A /œ^

TT// rn /̂W /,,. ^ \31 == ^—^—^ B ~^)œs(2^ '~^)+

K^^:^ +^^^B^^j si»(^^—^)—(2)sm^ / / -~5[2]( / f / / sm2^—^ / / cos2^) ,

H:///== (3)cosZ / / /-4-5[3](Âwcos<-4•^ / / /sm^),
K///== — (3) sinr — 5 [3]( /f-sm^— A-cos^).

Il faut introduire dans ces quantités les valeurs de la première approximation,
Pour opérer rigoureusement, il faudrait, dans I-I, K,..., remplacer À, A, A',..., par
les valeurs (8), et cela dans toutes les quantités qui peuvent en dépendre, savoir,
dans les grands axes, qui entrent dans tous les coefficients, et dans les longitudes
moyennes; mais il est clair que chaque terme ne ferait ainsi que s'accroître de
quantités négligeables. On peut donc se contenter de remplacer h, k, 7^,..., dans
les termes où ils entrent explicitement, c'est-à-dire dans les termes dépendants'de .C.

Observons d'ailleurs que les termes des valeurs de H, K , . . . , qui dépendent de
l'angle Oont beaucoup moins importants que les autres, d'abord parce qu'ils
contiennent un facteur de l'ordre des excentricités, et ensuite parce que les coeffi-
cients [o], [i],..., sont assez petits. Si l'on prend les nombres de Laplace, on a
(en secondes centésimales)

[o^ioS^, [i]^^,^ C^rr^i^ôS, [3] ===974^ 19,

tandis que l'on a

(0)== 553 878^76, (^^ïOQc^ao, (3)^:21264^89, ( 3 )== 2946^,95.

Il serait donc permis, dans une première approximation, de négliger les termes
en -G (Laplace ne les fait pas intervenir pour compléter ses équations) : c'est ce que
nous ferons d'abord. Pour en tenir compte ensuite, il sera suffisamment exact,
après y avoir introduit les valeurs de À, k, h\..., d'intégrer par quadratures en
considérant les éléments comme constants dans les seconds membres des for-
mules f ia 1 ) .
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Quand on néglige les termes en •C, Fintégration des équations {12) se ramène
rigoureusement à de simples quadratures. Si l'on effectue les substitutions et
qu'on intègre ensuite, on trouve que les constantes C, D, C , , , . . . , doivent être rem-
placées respectivement par les expressions

. p'^^p^r/B-^-m-'A'l-P'^^'fB'-^
C+-"- V- L ^ ^ J V " \ ^l^^_i_ j

in—n—g h '

1 +P^sin(^-g•()+P'^^in(^'-^)+P^-^,sin(^'/-gO+P'''^.sin(/''-^),
1 ' b h» t? ' b

. [ p/"^^^p^^^(B-^-m'/A'1-P'/OT^(B'-^-)
, n+-.ï____id-1—^———J———^_J——^2cos(^-/-^( i 3 ) < - a n ' — / i — ^ ' ^ /'

+pJ^cos(^—^)+P/-(^-cos(Z~^)4-P//^^^. ^ . . ,^-cos(Z~^)4-P//4-^cos(Z//~^)+P///4^—^ v. o / ^/—^ v o / ^//—g ° / ^.///—^ ^ b / •

> p.^A+P^r'JB-^-^A'l+P';"^^-^)
C^ ——-————-d-^^^————^____J^n^_,_^

( ^—^ v. o / ^/—^ v o / 7^—g ° / ^///—^ ^ b / •

1 J a / r—n -

^ f +ï^^sin(^^^+P-.^sin(r-~^^+^ ̂ sm(r-^^P:^stn(^^^

et ainsi de suite. La valeur de Ci se déduit de celle de C en remplaçant seulement
P, P', P', P" et g par P,, P^ P^, P'̂  et g\ : on déduirait de même D^ de D, etc.

Ces valeurs doivent être substituées dans les formules (8). ^Pour abréger, dési-
gnons par E le coefficient commun de s i ' û ^ l ' — l — g t ) et de c ' o s ^ ^ l ' — l — g t ) dans
Cet ï ) , parEi le coefficient commun de s m ( ^ — / — g^} et de c o s ^ l ' — l — g ^ i )
dans Ci et D^ etc., et de même par F celui de sin ( J — g t ) dans G, par 1̂  celui de
s in^—^i) , etc., par F.( celui de sm[l—g^t) dans C < , etc. On trouvera ainsi
qu'en, faisant abstraction des termes en -C, les intégrales des équations (q) seront
représentées par les formules (8) ou les formules (7 ) , les valeurs À, À',..., k, /^...,
étant accrues des quantités respectives

[ ^ h ===(E -f-E. -l-3î., -l-Ea) sin (a^--/) + (F +Fi 4~ï\ +F3)sin/
4-(F/+F/,+r,+FrJsinr+(F//4-F/;+F:+F;)sinr/+(F//^^

ô/// =(1^^ -hE,^+E^44-E.^)sm(27 /—/)+(FÀ /4-Fl^+F^4+F3^^ . . ,
ô/l / /==(E)/ /4-E.^4-E,^+E3?^sm(2Z—Q+(FÀ /^^

( î 4 ) / Ô^=(E7w+E,^+E^+E3À^)sin(2J~Q+(FÀW+FtÀW+ ;
ô/f ===(E 4-E, 4-E, +E3) cos( /2/—Z)+(F +Fi 4-F2 -l-Fs) cos/+... ,

^cîÂ 7 == (E}/ ̂ E.^+E^+E^,) eos(<2Z /—Z)+ (F^ +F,^+F,^+F3^)cos/+...,
W = (EÀ' /+E,y;+E.) /;+E3Â^)cos(2Z /-Z)+ (Fy4-F^+F,^+F^)cosZ+...,

^r==(EÀW-^E^+E^+E3^)cos(^-0+ (F^+F^T+F^Ï+Fa^cos^... ;
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Le calcul des ternies dépendants de G se fera de la même manière.
Si l'on pose, pour simplifier les formules,

Q == 51 p [o] -+- P'A' [i.] 4- ry [2] 4- P"^ [3] } •

Q, ==5 P [:o] + P' ):, [i] + P^; [2] + P" À:' [3] | ——
2^——g-——^'

Q.=5|P[o]+P^[i ]+P^[^]+r^[3] |——^( A l -J^ -I-J-T- ^L-J-^-* ^L-'JS^_.^_,^

Q3=5lP[o]+P^[i]+P^[2]+P^[3] |

(Y == 5 i P, [o] 4-P^ À' [i] + P'; ̂  [2] -+- y'^!" [3].|

2^—^—^ '

2-^—§>•—§''

Q^ôSP^ol+P^^il+P^^^l+PTî^S]!
2 s)L — 2 g'i '

et ainsi de suite, l'indice de Q étant le. même que celui des quantités 1, et l'accent
de Q le même que l'indice des quantités P, on trouvera que ies valeurs de h, k,
A',... doirnées par les formules (7) ou (8) devront être augmentées encore des
quantités respectives

Ô,À==(Q +0' 4- CT + ÇHE— G cos(2^—^)+Dsin(2^—^)]
+(Ql+Q f,+Q;+QW)[--C,cos(2^-§ t^)+D,sin(2^-^^]

ô^/f==(Q+Q f+û / /4-QW)[Csm(2<,--^)4-l)cos(2,^---^)]
+(Qi+(Ïi+Q';+QT)[C,sm(2,^-^^^4-l),cos(2^--ê^')]
+. . . . . . . . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

les constantes C et D étant les mêmes que dans les formules (8) .
Ou bien, si l'on veut revenir aux constantes M, (3, Mn.. . des formules ( 7 ) , on

aura les nouvelles formules

,' ô , /^=(104-Q /+(r4-(r)M s in (2^—^—(3)4 - (Q ,+( J ,+Q f ;+Q W )M,sm(2^—^,^^p , )
i +(Q,4-Q,4-Q Î;+Q /[;)M,sm(2^~^—^)+(Q3+Q /3-l"Q /;+Q^)M,sm^

Ô^/^Q 4-û / +Q / / +Q / / / )^Msin(2^—^—P)+(Q.+Q / ,+Q / ;+QT)^M,sm^
^// == (Q + ff 4- (y+ Q^rm s in(2.^—^—p) + (Q, + Q\ +Q'; + QT) ̂  Mi sm( a ̂ -.^^—6, ) 4-.

t15) ' ô,/ lw=(Q4-Q'+Q / /4-QW)rMsin(2^—^—P)+(Q•+Q / .+Q^+Q^^^
ô, /r = ( Q 4- Q' + V + Q" j M cos ( a .C— ̂  - (3 ) + ( Qi + Q^ + (Y; + QT ) M, ces ( i .C— ̂  / — :?, )

4.(Q^Q^+Q^(^)M,cos(2<_-^^—(3,)+(Q3+Qr3+Q^^
i, oi ̂ ==(0+0/4- Q//4- Q" p/M cos( â^—^—P)+ (Qi + Q^+.Q^; + QT) ̂  M. cos(?<—^, ^ - p, ) +.
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Les formules (i5), jointes aux formules (7) et ( i4), donneront les valeurs com-
plètes des quantités A, k, À',.... En les substituant dans les expressions

—a[k cos l-^-h sin/), iÇksinI—hcosi),

on obtiendra les termes des rayons vecteurs et des longitudes qui dépendent des
variations séculaires des éléments. Les valeurs (7) donneront pour le premier
satellite

o r = = - — â M c o s ( Z — ^ — p ) — a M , cos(l—g\t—pi)—...,
ov = sM s m ( / — ^ — ( 3 ) + 2 M i sin(l—g,t—pi)4-...,

et des formules analogues pour les trois autres. Ces illégalités sont celles qu'on
trouve dans Laplace (liv. VIII, n° 6); mais il y aura peut-être lieu a tenir compte
aussi des formules (i4) et-(i 5).

32. Lorsqu'on fait abstraction des termes donnés par les formules ( r5 ) , la dé-
termination des constantes M, Mi , . . . , j3, ^,... peut se faire par le moyen connu;
elle est moins simple lorsqu'on y a égard, mais il n'y a d'autre difficulté que la
longueur des calculs.

Si l'on ne voulait pas tenir compte des termes en -C qui entrent dans les équa-
tions différentielles, il ne serait pas nécessaire de recourir à la variation des con-
stantes pour en obtenir les intégrales complètes. Il suffirait pour cela de poser

h = P sin ( 2 / /— l ) +. Q sin 14- R sinZ7 -4- S sin l" -h- T sin //// 4- M sin ( gt + (3 ),
. / ^^P ' s in t î^—^+Q'sm^+IVsmZ'+^s in^+T's in^+M's in î^+P) ,

. . . . . . . . . • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . * . . . . . . . . . . . . . . . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
îf = P cos(2^ — l) 4- Q cos/4- R cosi' + S cos^ -+-T cos r •+• M cos(^ 4- (3},

En. substituant ces valeurs dans les équations (i), (^) , (3), (4) privées de leurs
termes en -C, et égalant à zéro les coefficients des mêmes sinus ou cosinus, il
viendrait les systèmes d'équations suivants entre les divers coefficients :

' {^^^——(O,!)——^)——^^)——^)——^!?^^!]?^^^?7^^]?

[ î ,o]P-^- j2^—n—(I,oJ~.( I ,2}—(l ,3)—(î)—[I ] lP /4-[ I ,3]P / /+[î ,3]P / / /

(P) ^[.(B-^)-^],

[2,o]P+[a,I]P'+{2?'-»-(3,o)-...-(2)-[2]jP''+[2,3]P''/=-w^^7B/--a^Y
y- \ 3 a f

[3,o]P+[3,I]P /-^-[3,2]P"+l27^ /—n—(3,o)—(3,l)—(3,2)—(3)—^3]lP"'=o;

pi—(o,i)—(o,2)—(o,3)-(o)-[o]}Q+[o,i]Q'-|-[o,2]Q"+[o,3]Q'"==(o),
[^,o]Q+|re—(I,o)—(^,2)-(r,3)-(I)—[I]|Q /+[^,a]Q"+[I,3]Q"'==o,
[2,o]Q-^-[2,I ]Q74-jw—(a,o)—(2,^)—(2,3)—(2)—[2]lQ' /+[3,3]Q" /==o,
[S^Q+^Q'^^Q^+jw—tS.o)^,!)^^)^)—^^'''^.

(Q)

Viennent ensuite trois groupes pareils à (Q), et qui s'en déduisent en y rempla-



DES SATELLITES'DE JÏÏPÏTER. .217

çant n, Q successivement par n\ R, par n\ S, par n"\ T pour les premiers membres :
quant aux seconds membres, ils sont nuls, excepté pour la seconde équation du
premier groupe où l'on aura (i) , pour la troisième équation du second groupe où
l'on aura (a) , et pour la quatrième équation du dernier groupe où l'on aura (3).

Enfin, entre les coefficients M, RF,... on aura les équations (6) du 11° 29, d'où
l'on déduira encore les termes contenus dans les formules (7 ) .

Les cinq autres systèmes d'équations détermineront en fonction de quantités
toutes connues, et sans laisser d'arbitraires, les coefficients P, Q, R, S, T, P',....
Les premiers membres de ces équations étant les mêmes dans tous les systèmes,
sauf l'échange des quantités 2n' — n, n, n ' , n", n'\ il en résultera des simplifica-
tions pour le calcul des coefficients.

Si l'on pose généralement

z -(0,1) -. . .-(o)- [o] [o.ij [0,2] [o,,3]
[1,0] • ^(^o)-...~-(ï)-[l] [î,2] [1,3]

[2,0-1 [2,1:] , .———(2,0) -...-(2) -[2] [2,3]

[3,o] [3,i] [3,^] z- (3,0) -...-(3) -[3]

l'équation qui détermine g, g.^ g^ gs sera f{z) = o; les valeurs de P, P', P", P"
auront pour dénominateur commun /(a •n! — n), celles de Q, (Y, Q", V auront
f(n) et ainsi de suite. On voit donc qu'à part le cas tres^-peu probable où l'une
des racines g", g^ g^ g^ serait égale a l'un des nombres W — n, n, n\ n", n"\ les
coefficients P, F,..., Q, Q',..., R, R',... s'obtiendront sans impossibilité ni indé-
termination.

CHAPITRE V.,

INÉGALITÉS SÉCULAIRES ET A LONGUES PÉRIODES DES INCLINAISONS ET DES LONGITUDES
DES NŒUDS.

33. Les formules générales qui expriment les variations des éléments ro et Q
peuvent, comme dans la recherche des inégalités périodiques, se réduire aux sui-
vantes :

d^ i i dû dQ _ î î dû
dT ~ ^ T t a ^ ' d O ^ 3r~~ Tu^ (p d(f

Par suite, les terœes utiles des diverses fonctions perturbatrices, en se bornant
Annales scientifiques de l'École Normale supérieure. Tome ï ï . ^u



^î8 ESSA-r SUR LA THÉOHÏE ANALYTIQUE
au second ordre par rapport aux inclinaisons, seront donnés par les expressions
suivantes :

Premier satellite.

R^,,) == -— - B^ [o2— 2 ç^ cos( 0 — Q ' ) ]

- h g B C 3 ) [ 9 2 c o s ( 4 Z / — 2 ^ — a 0 ) — î s t p y ' 0 0 5 ( 4 ^ — a / — 0 - - ^ } ] ,

R^) = — ^ BO [y2— ayç^ cost^—ê^)],

R(( , , ; , )===—~BO) [9 2—2œy / / /cos(5—-0 / / /)] ,

K ( n . . ) = — — g j ^ [ 9 2 — 2 ( p ( I ) C O S ( 0 — Q ) ] 4 - g ^ [ 9 2 C O S ( 2 ^ — — 2 0 ) — 2 y ( Ï > C O S ( 2 ^ — 0 — — © ^ ^

i K K
v=~i^[92+2?"cos^+0^+7^^2cos(2J"20)+2?&3cos(

Second satellite.

R ( , , O ) == —g BC1) [y^ 2— a^y7 cos(0 — 9 ' ) ]

-4- g B(3) jy2 cos(4^ -- 2.1— 9.0^ — 299' cos(4^ / •— 2 /— Q — ^)],

^C,=) = — g B^Q [9 /2— açY7 003(0'—- é»^ ]

+gB / (3 ) [9 / 2cos(4/ / /—2^ /—20 / )—•29 / îp / /cos(4r7 - - .2r---0 / - -0 / /yj ,

^(.^^—^'^[^^—^^^cost^'—r)],

RO,,) et V se déduisent de B(<,^) et V en remplaçant les éléments du premier satellite par
ceux du second.

Troisième satellite,

,R(2,o) ==—- g BO [9^ — -i^ cos( 0 — S")],

R^D^—gB^O [ç^—îo^^cosC^—^7 ' ) ]

+IB /C3) [9^COS(4r~2r—20 / ' ) -2(p /(p / /cOS(4^ / /-2^ /--Ô (—^)],

Bc2,3}==—gB / /( l)[9 ' / 2—29 / /9 / / /cos(0 ' /—ôw)] ,

R(^.) et V^ se déduisent de R(O,,) et V par de simples additions ^accents.
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Quatrième satellite.

Rr:,.o) = — g BO [^—.^"' cos( 0 — Q"1}},

R^^==—^B / ( • ) [9 / / / : ^ —29 / (p / / / cos(0 / •—0 w ) ] ,

H(.•^,)==~gB / /( t)[^—2y / /(p///cos(0 / /—@ / / /)],

R(.,.,) et V se déduisent de R(O,,) et V par des additions d'accents.

En effectuant les calculs on trouve pour le premier satellite les deux équations
cl^
•^ -= (o, i) ©' sm( 0 —- 6 ' ) 4-(0,2) ̂ /sm( Q — Q " ) -j- (o,3 ) o^sh^ 6 — Q 1 " }

+ ^ o ] ( I ) s m ( 0 — e ) — ( o ) & ) s m ( ^ - 4 - 0 )
m'an 3BC3)

—^..^^^smi^^— 2 ^ — 2 0 ) — 9 / s m ( 4 Z / — 2 / — 0 — 0 ' ) ]

•—[o] [9s in (2^—20)—lsm(2^—6>--©)]
— ( o ) [ 9 s i n ( 2 Z — 2 f 9 ) + co s i n (2^+4 /—0) ] ,

J0
9 â?F == — i (oî• ï) + (0^ ) + (°^) + (°) + [°] S ?

-^- (o, I )9 /cos(0—0')+(o,2)9 / /cos(0—ê / / )+(o,3)® / / /cos(ô—r)
4- [o ]< Ï )cos(0—-Q)—(o)^cos(^ -+ 0)

, m'an Bî3) r
+--^-7-[<P<îos(4/ /—2/---20)--9 /cos(4^-—2/--e•~-0 /)]

• 4 - [ o ] [ y C O S ( 2 j ^ — — 2 0 ) — — ( p c O S ( 2 ^ — — 0 — — © ) " j

+ ( o ) [ ( p C O S ( 2 Z — 2 0 } + & ) C O S ( 2 / 4 - ^ — — 0 ) ] ,

les coefficients f o , i ) , (0,2),. . . , (o),. . . , [o],... ayant la même valeur que clans le
chapitre IV.

Remplaçons les variables p, Q, r/,... par les variables p, ^jA... liées aux pre-
mières par les relations ,

(p=ysin0, /y^./sin^,..., j ̂  == ̂  sin@+y^ cos0, . . . ,
j d'où <

^==9cos0, ç^^cos^..., ^^^^^-^sine,....
• \ ût cit. ' cti

Posons également

ts in©==^ < I > c o s © = = : ^ , ' & ) s m ^ ==?"', —.^€08^==^.

Au moyen des valeurs clé ̂  et de y ̂  on formera aisément les valeurs de ̂  et
! 28. 1 1 ' 1 ,
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{fî, et de même au moven des valeurs qu'on trouvera pour ̂  et <p'-^- on for-
(fi
niera ̂  et ^-i et ainsi de suite.

Si l'on pose encore
—— m'an-KW r-n^^1.'̂ ,
[nl^-T-T' LMJ- y-' 4 '
__ m'WB-^ r—n m'c/n'V'WLiH=-7.-T-' nn^-T-T'

on obtiendra entre les variabies p., ^p',... les huit équations différentielles

^=-','o,iî-H'o,2)+(o,3)+(o)+[o]|î+(o,-)î'+(o,2)3"+(o,3)r+(o)r+M^
(II ( 1 1 _____

+[oJ[lî-•^cos<+(p--î)sin<]+[M][(?-î')cos^^-a/)+ÎP-?')si"f-/^/-:>•/)l

+(o)[(g—ç"')cosa;+(^—^"'5sina(],

^-'=-|(i,o)+(>,a)+(i,3)+(i)+[«]|3'+(i,o)<?+(i,3.)<r+(i,î)3'"+(«)y"+[']i

+^I^[l:ç'-^cos<+l(p'-î)sin2,t]+[i([][(î'-<?)cos(4^'-2/)+(/-P)s"'(4/'-2/ij
+[^j][(ç'-^}cos(4;fl-ar)^-(p'-/)sÎH(4^"-2^+(I)[(^'-?I')cos2^'+(^-/?")sin?,^,

rfpl=-S(2,0]4-î?,I)+(2,3)+(2)+[3]|<^"+(2,o)?+(2,I)î'+(2,3)(/"+(2)?'r+M^

+ M [('/-1) co5^<+ (//'--'î)sin2.fj + [H] [(3"-?') eos(4;"--^') +(/-/) W'-^'Ù
+(a)[(ç"_g.'')cos2r+(p"-p")sin2r'],

(-^=-S(3,o)^(3,I)+(3,2]+(3)+[3]'|<J"'+(3,o]ç^+(3,I)<?'+(3,2)5"+(3)ç-T+[3]^

! < f + [3] [(ç"•-•:^)cos2<+(f/"-lî?)si"<]+(3) [(<;'"-î")cos3^'"+(/"~P•T)3i"^"'l,

'| ^=|(o.>)+(o.2)+(o,3)+(o)+[o]|/,-(o,I^-(o,2)pff-(o,3)/'-(o)^-[o]$

-[o][(î-i)sin<-(p-$)cos<j-[IL][(?-?')sin(4/'-2/)-(P-P')^(4<j--^)1

- (o5[( î—ç" ' )s in3^—(/»—1)")cos3/ ] ,

y^^,^)4.(,,,,)-K,,3)+(^)+[.]S/-(^,o)p-(I,2)//'-(I,3)J/'-(I)r-Mlï

-['ll^'-t)81"3^—^/—^)005^]—^^?'"?^1"^^"30"^'"^^0^^'""2^'^
-[]t][(ç-3'?)sin(4r--2/;)-(pr-p'')cos(4/fl-2^')]-(I)[(^'--^)s•"3^'-(/>-^T)cos3/^'

^:^j(2,o)+(2,,)+.(2,3)+(2)+[3]|p"-(2,0)p-(3,l)/>'-(î,3)p"-(2^"--[2]î

_[a][(f/'-^)sîn2^-(/'-$)cus2^]-[]3[(^-ç')sin(4f'-2^f)-(/—P')cos(4^'•~2^')]

- (ai [{q"— q") siaaf'— { p " — p " ) cosîl"},

^^^3,o)+(3,i)+.(3,2)+(3)4-[3]|p"-(3-,o)p-(3,i)p'-(3,2)p''-(3)^^
-[3]f(î'''-t)sina^-(p»—$)cos3^V-(3)[(îw—ï•T)s^n2<"-(/'--ptr)cos2/"].
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Dans ces huit équations différentielles il entre douze variables, savoir: /,), p ' , //',
p"\ p^, œ, q, q ' , q\ q'\ q^, ̂ ; mais les quantités œ et ^ peuvent être regardées
comme connues par la théorie de Jupiter, et elles ne dépendent pas sensiblement
de l'attraction des satellites. Le nombre des inconnues se trouve ainsi réduit à 10,
et nous allons obtenir entre ces inconnues deux nouvelles équations, savoir les
équations qui régissent la précession des équinoxes de Jupiter et la nutation de
son équateur par rapport au plan fixe.

34. Désignons toujours par w l'inclinaison de l'équateur do Jupiter sur le plan
fixe, et par — ^ la longitude de son nœud descendant; désignons en, cuire par Ha
vitesse de rotation, par A, B, C les trois moments d'inertie principaux, re la t i f s au
centre de gravité, C étant celui qui se rapporte à l'axe de rotation, et par U une
fonction perturbatrice dont nous donnerons plus bas l'expression. Les équations
que nous cherchons seront données par les i'brmules de Poisson.

df,) _^ s__ dU d^ _ _ i dU
dt ~" ^Csm^)^ ' j j dt /Cs in^)^»)

Ces formules ont été établies par Poisson de deux manières différentes dans doux
Mémoires sur le mouvement de la Terre autour de son centre de gravité {,ioi.irncil
de F École Polytechnique, XVe Cailler; Mémoires de F Académie des Scicnccfî, L VII j :
elles ont été démontrées de nouveau par M. Serret dans so» M^rnoirc rchiifa l;i
même question, [Annales de l'Observatoire impérial de PariSy t. V ) .

Ces'1 équations ne sont qu^approchécs., mais on y ïié^iip;(î ^eijlcnicrit dos tonnes a
très-courte période (comme la durée de la rotation de Jupiter ou ses parties al's-
quotes), ainsi que des quantités qui sont de 'l'ordre du, carré des forces portîîrhîï-
trices. Les forces perlurbalrices du ïnoiiveinent de rotation, de Jupiter sors l les
aUractions des satellites et du So'ieil^et U désigne ^fonction de ces. forces*

Soient m la masse de l'un des astres perturbateurs; Ç, •/?, Ç ses (ïoordoïmécîs p»r
rapport à trois axes rectangulaires fixes OÇs Oy;y OÇ menés par le cenire do ^ravilo
de Jupiter et dont les deux premiers OÇ» 0^ soient situés dans le plan fixe, Oc
étant dirigé vers le point d'où se comptent les longitudes; Ç^, ^, Ç., les coor-
données du même astre m par rapport aux axes principaux d^inertie de Jop'itcr.

La partie de U qui provient de l'astre m pourra (S'EBBET, p. 257"a59 et p. 3o3;
être mise sous/la forme'

ÎT 'V^/.r A T^ (^Y C^YU === •— -•—., ( a c — A — ,15 ) -" ( — ?4 ^ v/ V ' ' /

rétant, comme toujours, le rayon vecteur de m> el a sa distance nwyetme.
Nous allons ^.é^eîopper la valeur de U en. y introduisant les éléments ellipiiq'ues
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de m. On a, par les formules de la transformation des coordonnées,

Ci === (^sin^ -I-YÎ cos^) sinûo4- Ç COSGO.

Mais si i'', et 1 sont la longitude et la latitude jovicentriques de m, on a

£== rcos7> cos^i, YÎ == rcosÀsin^i, Ç==rs!nÀ,

d'où
£*~ == cosÂsin(^i+^) sinœ 4-sinÂCOSoo.

D'autre part, en désignant par P, y, @ la longitude vraie,, rinclinaison et la lon-
gitude du. nœud pour l'astre m, on a les formules

cos}. cos (^ t—0)== c o s ( c — Q ) , cos} ism(^ i—0)===sîn(^—0) coso?,

sinÀ==sin(^—0)sincp;

si ron ajoute les deux. premières, multipliées respectivement par sin(ô 4- 4') et
cos(0 4- ^), il vient

cos/sm^i-t-^)"'^08^— ( ^ ) s i n ( 0 - l - 4 / ) ' + " s i n ( ^ — 0 ) c o s ( 0 + 4') cosy

== sîn ( v 4- ̂  ) — 2s sin ( ^ — Q ces ( Q 4- ^ ) sin2 ï •

On aura donc, en substituant,,

y
^ = = = s i n ( ^ + - + ) s i n M 4 - s i n ( ( /—0)s in9 c o s o o — a s i n ( ^ — 0)cos (@4- ^ ) sin M sin2 2-

Observons que l'angle Q) est du même ordre de grandeur que l'angle y; en nous
bornant aux termes qui dépendent des carrés ou du produit décès quantités, nous
obtiendrons

/ ^ i \ 2 i î
\7J '^^"^l1 —cos(3^4-2^) ]4 - - - s in (ps in2û3 [cos(4/+ 0 )—-cos (2 t /+ ^ — 6 ) ] ^

formule dans laquelle nous avons supprimé le terme sin2^-- 0) sin2^ qui ne
contient ni ^ ni oo. Dans cette formule nous remplacerons la longitude vraie v par
la longitude moyenne /, car tous les termes étant déjà du second ordre par rapport
aux inclinaisons, on peut y négliger les excentricités : il viendra en conséquence

(7} =îsi^3&)[ î~cos(27+24')]+,^s^?
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Pour la même raison le facteur ( ^ ) ? qui a pour valeur

[ i+ecos(^—^-^(^(sZ—2CT}4- .. .p^r:: i 4"3<3cos(^—CT)+ .. - ,

peut être réduit simplement à Punité. On aura donc enfin

U ==o7^ ( 2 C — A — B ) [ — s i n 2 M — o s i n a û j cos(^-4--0)

•4- sin2 &) cos ( 2 Z -+• 21}/ ) 4- 9 sin % M cos ( il -4- '̂  — ê )1

pour la partie de la fonction des forces perturbatrices qui provient de l'action de
l'astre m. Il faudra ajouter au second membre, pour avoir la valeur complète de U,
autant de groupes pareils au précédent qu'il y a de corps perturbateurs. Il y
aura donc un groupe pour chaque satellite et un groupe pour le Soleil, car ce
sont les seuls astres influents, le dernier a cause de sa masse et les premiers à cause
de leur proximité. Mais puisque nous cherchons seulement les inégalités à longues
périodes, les termes dont l'argument contient a^ne devront être conservés que pour
le Soleil.

En substituant dans les formules de Poisson les valeurs de -7—5 —5 nous obtien-d^ a&j
drons les deux équations

du 3 f ( 2C—-A—B) ( /n . /. ,, w/ , . ,., ,\-^=,Z.L^^———^cpsm(0+^-^^sm(0/++)

m" m'"+ — 9" sin(e" + ̂  + —y'" sin(S'" + ̂
U w

f\v^ \

+^[(I)sin(©+^)—Msm(2^4-2^)--(psm(2j^+^—Q)]}5
oAa J

d^ 3 f ( 2 C — A — B ) fm m' ^KA m ,. , , m' , ,,,, , „
^-———^C———- ^^+^+...+^)co+^^os(0+t)+^9 /cos(0 /+^

+ /^^cos(0 / /+4/)+$9wcos(0w+^ „
CL ÎJL

"+--"—, [<î> cos(© -h ^)—(ù cos(2^+ 2ip)— ̂ co^^-f- ̂  —8)]I-
cAi) . ' . ^ 1 1 ' <

Mais on a
•rf.Msîn^ . ., dw . d^
-^r-^31"^^-1-00'^"^'

f(?..wcos<p - , ^&.-»' . , dû/ 1 / , 1 1
-—^=cos^-sm^-^-;
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si dans ces formules on remplace — et o«) —L par les valeurs précédentes, et si l'on
pose, pour abréger,

^ 3 / ( 2 G — A — B ) m ^— 3 f ( 2 C — A — B ) ^ ^ _ 3f(? .C—A—-B)<)8L
' A — — — — 4 7 c ^ i 5 W- ' 4^ ^" t î ^ ) — - 4 7 0 o V '

on obtiendra les deux équations

^=-(®+Q+©^®+o)r+®^+0^+©^-^@r+0^
+ © [( ̂ Iv -- V cos 2 €,+ CP1' — ̂  ) sîn 2 .C].

Ç=(®+©+©+®+0)p IV-®^-Op /-®^-•®^-'©^
—0 [(^'—IJsma^—^--^) cosa^J.

35. Les équations (2) sont tout à fait de même forme que les équations ( i ) , et
elles forment avec ces dernières un système de dix. équations différentielles simul-
tanées entre les dix variables p ^ j p ' f p " , p'\ p^y q, q', q"-, q"\ ̂  auxquelles on peut
appliquer la méthode du chapitre IV.

Commençons par négliger dans ces équations les termes périodiques et les
termes en ^ et ^ : il viendra le système d'équations linéaires

^=—l(o,l)4-(o,2)+(o,3)+(o)+[o]jg+(o,I)f/+(o,2)g' /+(o,3)f/ / /4-(o)^•^

^==— l(i,o) 4-(i^)-h (i,3)+ (i)4- [ i ] j f / 4- (1 ,0) ^+(i,2)^-h(ï, 3)^4-- (i)<r.

^=-j(2,o)+(2,I)+(^3)-^(2)4-[2]j^+(2,o)<7+(2,ï)g /+(2>3)g / / /+(2)g-•,

(3)^^=—l(3,o)4-(3,I)+(3,2)+(3)+[3]lg / / /+(3,o)^+(3,î)^

Ç=^(@+0+@+@^0)^^@^^0^^Q^^^ + W + C^ + y) g^ + (o

^^{(o,!)^^^)^^)^^)^^]!^—^!);/—^)?^-^);^

dt
di
^-n^

Ceséquations, augmentées des termes [o]^, [o]^,...» sont celles qu'on obtien-
drait si l'on cherchait seulementles inégalités séculaires.
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L'intégrale de ce système sera donnée par les formules

p== Ns in(^4-y)4- Ni sin(^-i-y,)
-^N2sm(62l f •+y, )+ NaSin^+ya) 4- N48111 (b,ï 4-74),

j/ = a' N sin (^ 4- y ) + a, Ni sin ( èi ^ 4- Y) )
4- ^N2 sin ( b, t + y, ) + ̂ N3 sin ( b; t 4- 73 ) + < N4 sin ( èj 4- y 4 ),

(4) p x v = a I V N s m ( ^ + y ) + < N l S i n ( 6 l / + y l ) 4 - • • . 4 - a I ; N 4 s î n ( À ^ 4 - 7 < ) ;
(7=== Ncos(^4-y)4- Ni cos(^4-yi)4-.. .4- N<cos(&^4-y4) ,
ç^ a ' N e o s f ^ + y l + a i N i C O s t ^ ^ + y i ) ^ - ...4- ^N4005(6,^ 4-y4),

^ ^rrr a^N cos(^4-y) 4- a^'Ni cos( ̂  ^4-y.) 4-... +^N4 cos( &41^ y,).

Dans ces formules, N, No N3, N3, N4, y, 7,, yg, ^3, 74 sont dix constantes arbi-
traires; b, 6,, fca, 63, i//, sont les racines de l'équation du cinquième degré en b
qu'on obtient en éliminant N, N\ N", N^ N^ entre les équations

- i&4-(o , I )4 - (o ,2 )4- (o ,3)4- (o)4- [o] ' |N4- (o , I )N / 4- (o ,2) r4- (o ,3 )N W 4- (o)N l ï ==o,
( I , o ) N - l 6 4 - ( I , o ) 4 - ( I , - î ) 4 - ( I , 3 ) 4 - ( t ) 4 - [ I ] l N / 4 - ( I , 2 ) N / / 4 - ( I , 3 ) N / / / 4 - ( I ) N I V = = o ,

(5) , ( 2 , o )N4- (2 , l )N r - i ô4 - (2 ,o )+ (2 , I )+ (2 ,3}4 - (2 )4 - [2 ] r-K^Sîr^t^^^o,
(3,o)N4-(3 , I )N / 4-(3 ,2) l r - |54-(3 ,o)4-(3 , î )4- (3 ,2)4-(3)4-[3] jN / / / 4-(3)N l v ==o,

@N4-®N /4-®N^4-®r—|^4-®4-®4-®4-®4-OlN I T==o.

Cette équation du cinquième degré est d'ailleurs

-~{^4-(o,i.)4-...4-[o]j (0,1) (0/2) M (o)

(i,o) - ^+(i,o)4-...4-[î]i (^) (i,3) (i)

(6) (2,0) (2,ïJ -}ô4-(2,o)4-...4-[2]} (a,3) (2)

(3,o) (3,i) (3,3) ^|64-(3,o)4-...4-[3]j (3)

® ® ® ® - ^+®+-+®1

' N'' W N^ N1'"Les nombres a', a ! ' , yf', a17 sont les valeurs des rapports y -p^ -^ -^ qu'on
déduit des équations (5) en y substituant la première valeur de b; de même les
nombres^, a? a^ a7 sont les valeurs desmêmes rapports relatives à la racine ̂ ,
et de même pour les trois autres racines.

L'équation (6) n'a pas de racine nulle : cette différence avec l'équation ana-
logue qu'on rencontre dans la théorie des planètes tient à la présence des nombres
[°]^ [ r ] » N» [3]» © dans les éléments ^ principaux du déterminant. Mais il est
fécile de reconnaître qu'elle a aussi toutes ses racines réelles : car les coefficients

Annales scientifiques de V École Normale supérieure. Tome IL 2 9
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sont liés entre eux par les relations

mno2 ( o, i ) == w/ n' a'^ ( i ,o ), mna:1 ( o, 2 ) == m" n" ̂  {2,0 ),...,

4 ? c ^-\
lfiîmaî ( ° ) == K 3T2^=~T=^B) w î • < "

36. Les forniuies (4) pourront représenter les intégrales des équations corn-
piétés ( s ) et (•i), si l'on convient d'y faire varier les quantités N, N,, N2, N3, N,,
.. .; .,/ 1 -, ^ pour cela nous suivrons absolument la même marche que clans les
J 1 / ( » / 29 / 3 5 é -S

n08 30 et 31.
Posons

mna'
I =: ^-^-^-1-^^^^^ ?

• / -„ "î/ ̂ ^-L
'i :=:. ̂ "ra^ J a^2 î

jusqu'à
. _ _ ^ _ _ . J^1^___„,.,_.._

n ~~ 'mna^'in'^c^'a'^ .". .""-TJa^27

J (lésignaiit le rapport K 37^^^=-^^ désig^ons de mêlïle P811 llî 1^'*- L?

] ' , , . . . les mêmes expressions où l'on îi seulement remplacé les quantités a respec-
tivement par les quantités a,, a^... qui se rapportent aux autres racines de l'équa-
tion (6) . Pour obtenir les intégrales des équations ( i ) et. (2) , il faudra ajouter aux
valeurs de j?, q, p1^.., données par les formules (4), des termes de cinq espèces dif-
férentes, provenant des cinq espèces de termes négligés d'abord.

1° Termes complémentaires provenant de [o]^, [i]^,..., [o] $, [i]l\..., etc.
—Les quantités c? et oseront données par la théorie de Jupiter sous la forme

y? == 2S sin ( st •+• o-), ^= 2S cos (st + o-);

en effectuant les calculs, on trouve qu'il faut ajouter au terme N sin (bt +7) de p ,
l'expression

\î[o]^îf[ï]^^\^+iw[3]^ÎÏVQ}i^^in{st+^,

et au terme N cos {bt -+- y) de q l'expression analogue

| l [o]+F[i]+. . . j2^^cos(^+<7)ï
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de même aux termes N, sin ( & < r+- y,,), Ni cos (&., î. -î- 7,,,) ies expressions

SïJo]+l /J î ] -+- . .»+l-(^; I - s^-sm(^+^,
0 ——— {,f (

1 I, M+ r, [ î ] -4-. . .1 2 ̂ ^ cos(^+ a-),

efc de même aussi pour chacune des trois autres parties.
Ayant les accroissements des divers termes de p^ on aura ceux des termes dep'''

en les multipliant respectivement par oc', a^ a^ d^ et a^ ; et ainsi de suite pour
chacune des autres variables.

2° Termes complémentaires provenant de ^ cos 2 ̂ , a? sin 2 ..ç_, 3 sin ,2 ,̂  et <3? cos 2 .ç_.
— Il faut ajouter au terme Nsin (&t -4- y) de p l'expression

- S H0] + y [ ï ] + • —Jr- "^ © ;^ ̂ ^^^sin(^<-s/—^

et a?./ terme Ne os (&^ + 'yj de q l'expression

-il H +1'N +...^^^^œs(2..c-^-^);

et pareilleinent oîya:- termes N, sin ( A ) ; + 7, ), N, cos (&.i / + 7, ) les expressions

- ! .1. M + 1', [î] +• • . + I" © | 2 ̂ j^,.^ sin(2.C-^- 7),

-i l.[o]+•-•!2ïiî^^=^cos(3<-^-^;

et ainsi de suite.
3° Termes complémentaires provenant de f/cosa^, p sin aj^, ^'cosa^,...» ^sin2.^,

pcosaj^, etc. — II faut ajouter au terme Nsin (6^ + 7) de p l'expression

I[o]+^a'[I^-4-r^ / [^-]-+'ra / / / [3]4-I IVa3VQ.......L.J-..-.,-,..—.-L—1————k.-..,,.-̂ ————h—-̂ ——————==^ ^ sm aJ' — bt— y)
2 .X —— 20

irol-i-raji]^^^;^^}^... „ . y . j .^- . J . ^ Z L — . ^ — — , - N( sin ( 2^.— b i t — yi J
'2 ^A" —— 0 —— 0(

I [o] + F a.. [ i1 + !/' a; [2] +. • . M • / . j , \+—————^^r^^-^———N.sm(.<-6^-y.)+... ,

qui est composée de cinq ternies; et de même au terme Ncos (^ 4- 7) ̂  <7, l'ex-
pression

i ro i+ra^ i i+r^ ra ]^ . . . ^ / . ,,, ^_L^^J——,.,»LJ——^.-Â——— N cos ( 2j^— 6^ — y)
*À 3X3 •—— 2S 0 '

+ ̂ L+l'.̂ -L -̂. N, cos ( ̂ -6, < - y, )+. ...•ÎBÏÎ] — A —b,
39.
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De même au terme N, sin (^ ^ + 7^ il faut ajouter la quantité

^^^[•l±-^^-^)
+LM^J;O±^IÎI±- ,,.,«(^_«,,_,,
+llîht!14U+'l»l[il±_N.,in(̂ -i,.(-,.)+...•̂  .ji ̂ j —- o ̂  ——- o ̂

et ainsi de suite*
4° Termes complémentaires provenant de cos ( 4 ^ — - 2 ^ ) et sin ( 4 ^ — 2 / ) . —

A cause de la relation
4r--2/ /=36oo-^4^—•^

les ternies en 4 ^ — 2 ^ des équations différentielles se réunissent à ceux en
4/7-^.

Il faut ajouter au terme Nsin (&^ + y) âfe^o l'expression

( IT^—^^îT^)(^—^)+(I / ^^—I / / ^^)(^—^^IJrr^d———L=-LLL^——L-1—--!———L==iLl————^ Nsin(4J'—a^— 6^— y)
4^— 2 / î — S t ^ ' 1 "

(irijn—rr^ (i_^)^(r[^^Fr^ri)(^^^)^— —— -^^h^—"^^
^(.[Ml-rC-jDX-^^C'pa-'-CIDX-.--.)^^,,,.,,,^,,,

4^ — ^n — ô — ôa
-^ . . . . . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . < . . * . . . . . . . . . . . . . . . .

formée de cinq termes, et au terme N cos [bt +7) ûte y la même expression en y
remplaçant seulement les sinus par les cosinus; de même, au termeï{^ sin (&^+yi)
il faut ajouter

(i^_r.^)^ ^(r^-r;^)(.-^) ̂  _^_^
4"'—2n—°i—°

(I,[^]-l',[^o])(i-a',)+(r,[^2]-r;[2j])(a',-a':)
+——————————4-,,_^-^-———————————N,sm(4^'-^-6^-y>)

(i,[^-r,[^)(.-.^(r[Il:-r^)(^-^
4 ^ — a ^ — b i — d _ ' •

-+- . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

et ainsi de suite.
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5° Termes complémentaires dus à l'aplatissement. — II faut ajouter au terme
Nsin (&^+ 7) dep l'expression

^[^^h^^^-^-^+^Z^h^^1--^1-^
+^'^él^Nîsin(2/-^f-y•J)+i^^N3sin(2/-63<-y3)

+^^N<sin(2^-^-7')]

+^(^[î^Nsin(3z'-&^-^+.-ér&N•sin(^'-&•f-l/•)+•••]

-+-^(3{^S7Nsin(ar-6^-^+î7?1^6,N•sin(2/"-^>•f-yl)4-•]
+^'(3)[â^Nsin(3r-^-y)+^^-.N•siD(2^''-6•^-y•)+•••]

formée de quatre lignes dont chacune contient cinq termes; et au terme'Ncos{bt+j)
de af la même expression en y changeant les cosinus en sinus.

De même, au terme N^ sin (^ t 4- 7i) il faut ajouter la quantité

I (o^f--1-^,^—-,- N s in(^—^ — y ) +• -^^al N. sm(2"Z— ^—y.)/ L 2 /Z —— 61 —— b 2 J% —— 2 £?i

+^fe,N3sm(2/-&2f-y2)+^S^N3sin(2z-&3^-y3)

+S7^=ë^.Ntsin(2z-6<^-7<)]

-^^^I)[ï,?lr:^NSin(3^'-5^-y) +é^N•sm(3^'-6•(-7•)+•••]
^^(^[îT^^^31^2^-^-7^^^^5111^^"'-^7'^"']

+I"(3)[,^l^sin(2r-^-^ +^E^N-sin(az"-&•^-y•)+•••^
et ainsi de suite.

37. Les formules ( 4 ) , complétées par les termes précédents, donnent les valeurs'
des variables p , ^j/,..., et font connaître tout ensemble la position des plans
des orbites des satellites et celle de l'équateur de Jupiter par rapport au plan fixe.
On en dédaira aisément les latitudes des satellites par rapport au même plan fixe,
au moyen de la formule

s inÀ^s in^—Q)s ino ,

qui donne, en négligeant le carré de l'inclinaison»
À = = = ç s i n ( < ^ — Q ) f

ou bien
^==gsin</—/?cos^
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Si dans celte formule on remplace p et q par les valeurs (4)i on obtient pour le
premier satellite ;

). == N slii ( v — bt — y ) -h Ni sin ( v — b i t — yi ) + • • »

et des expressions semblables pour les trois autres. Ces valeurs sont analogues à
celles que donne Laplace (liv. VIII, 11° 10), et elies fourniront sans doute les
termes principaux des latitudes, parmi ceux qui ne dépendent que des variations
séculaires des éléments; toutefois il faudra recourir aux valeurs nuiïiériques pour
savoir s'il est permis de négliger les termes très-nom breux qu'amèneront les
expressions du n0 36, et dont Laplace ne tient aucun compte.

11 importe, dans la question des éclipses, d'obtenir les latitudes des satellites
au-dessus de l'orbite vraie de Jupiter. La position de cette orbite par rapport au
pian fixe est déterminée, pour l'époque t, par les variables ^ et ^ qui font con-
naître les angles © et <P; celle de Féquateur vrai le sera parp^ et ^Iv qui donneront
G) et d^, et l'iiitersection de ces deux plans déterminera Féquinoxe vrai. Si, nous
désignons par L et A. la longitude et la latitude rapportées à l'orbite variable de
Jupiter, la longitude étant comptée à partir de Féqumoxe vrai, ces nouvelles coor-
données seront exprimées au moyen des anciennes ^ et X, ainsi que des quantités
<1>, 6, r.ù, il», par les deux formules suivantes, où. FOTI néglige encore les carrés des
inclinaisons :

L == <.•', 4- ^ 4- ̂  tang À cos ( ^i — © ) — <Ï> sin ( 0 -+- '^ ) coU),
A.=*À—<I)sin((' l l—Q).

(Annales de l'Observatoire, t. II, p. 175.)

Oo peut, suivre iine marche différente et obtenir les quantités L et A sans passer
par les interniédiairesjj, y, y, 0, p,i, À.

Considérons la sphère céleste jovicentrique, et soient CB, ÇA, BA, T'Y" les traces

respectives, sur celle sphère, du plan fixe, de Torbite de Jupiter à FiDstant consi-
déré, de l'orbite du satellite m et de l'éqnateur de Jupiter au même instant*

SoitT l'origine des longitudes sur le planiixe : on aura,

CY==8, BY==(3, angle C==<Ï>, angle. ABC === 180°— o.
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Désignons par 7 l'inclinaison BAC de l'orbite de m sur l'orbite de Jupiter, et:
par T la longitude clans l'orbite du nœud A de l'orbite de m sur rorbifce de Jupiter,
en sorte-que T se compose des angles- YC = 6 et ÇA, non situés dans le même
plan. Le triangle ABC donnera

siïK? c o s ( @ — Q ) = = cos y sm<t>-h sinycos^ c o s ( ï — 9 ; ,
sino s m ( 0 — © ) = = sin y s i ï i ( T — 9 ) ,

ou bien, en négligeant les carrés des inclinaisons,

o cos ( 0 — 0 ) == <1> •+- y cos ( T — Q ), o sin ( 9 — Q ) == 7 sin ( T — 9 ),

et par suite les deux formules
ç sirs 0 == ̂  sin Q -+- y sinr,
Q cosQ ==<I)cos© -4- y cos T.

Les quantités ys in ï , ycosï sont de même espèce que o sm$ et y cos 9; il faut,
seulement observer crue la longitude T se compte comme toutes les iiiitres à partir
du point fixe Y, et non à partir de Féqumoxe vrai Y".

Si nous posons
7 sin T == x, y cos T ==j',

1 1 viendra
p==,9;4-^, q ==^+.^.

Posons de même pour le second satellite

et de même pour les deux autres; enfin, appelons ^ l'incSiiiaison de l 'équateur
vrai sur l'orbite actuelle, et — ^i la longitude du nœud descendant de cet équa-
teur sur cette orbite, comptée aussi à partir du point fixe Y, en sorte qu'on ait
^ = CY'7 — CY, et posons

^•lv == c,)i sin ^i, 'j-^ == — 6)1 cos ̂ i.
On aura pareillement

J/==^.4-^/, ^^^-hy^..., p^^^-h^, ^^^i^+y^.

D'après cela, si clans les équations (i) et (2) on remplace?, ç, 7- / , . . . , par ces
valeurs,1 et si l'oîi observe que â^ ̂  sont des quantités qu'on peut supposer
connues et, de la forme 2Scos(^+ cr), — 2Ssin(^ 4- o"), ou obtiendra entre les
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nouvelles variables a?, .T', x'\..., j, y, y",. . . , les dix équations différentielles
simultanées qui suivent :

^ ^==-|(o,I)+(o,2)+(o,3)4-(o)4-[o]}y+(o,I)y /.-^.(o,2)^+(o,3)J•w+(o)7 IV

i —2Scos(^+g-)+[o]Crcos2...^^sm2^)+| o.l | [(7-~r /)cos(4/ /—2/)+(^—^ /)sin(4./ /—2/j]
! +(o) [ (J•—r' v )cos3J+(^—^ I V )s in2/ ] î

1 ^^-jfi^i+f^si+ti^i+tii+tilj^+ti^jj'+fi^Jr'+î^^r+fiij-"
—2Scos(^+cr)+[i](/cos2^4-^sin2,^)+[^[(/~y)cos(4r—2/)+(^~^)sm(4

+[^[(J/-J//)cos(4r---3J/)+(.r/---^//)sm(4///--2//)]

+(I) [ ( / /—y t v)cos'2/ /+(^ /—a'> I V)sm•2^];

^=-jf2,0)4-(2,I}+(2.3)+(2)+[2]S^ /+(2,o)y+(2,I)J>/+(2,3)y / f f+(2)y"
^
TT

—2ScQs(^+g•)+[2][J•//cos2^+^sm2^)4-[^[(y/—J•/)cos(4r—2r
u' . +(2)[(/ /—J ÏV)COS2^+(^ f f--^ IT)sm2/ / / ] ;

//y "' ,

^==- (3,o)+(3,I)+(3,2)+(3)+[3]ly / / /+(3,o)r+(3,I)7 /+(3,2)/ /+(3)r l v

—IScos(^+c^)+[3](^ / / ' cos2^4-^ / / /sin2JJ+(3)[(y / / /—7 I V)cos2r+(^ / / /--"^ l y)s in2/ / / / j ;

d3^. -- — $ ̂  -4- r?i -4- ̂  -J- ̂  J- (/^ i ̂ iv J-. ̂ U. -J- (̂  ^./-L- ̂  ..//-L. ̂ 'i ././//®+0+®+®+01rv+@r+®r /+@r / /+®^
2 S cos ( si+ cr ) + ® ( rIv cos 2 ,.̂ + a;x v sin 2 ̂  ) ;

A

^= j to. i j+fo^j+to^j+tol+tol j^- to^j^^fo^J^^-to^l^- fo)^

+2Ssîn(^+c-)~[o](ysin2^~^cos2^)—|j^[(y—j^)sin(4^—2Z)—(^~^^
— ( o ) [ ( y — ̂ îv ) sin 21 — ( -r — ^ IT) cos 2 /] ;

dr'
\ dt

Ces équations sont absolument de la même forme que les équations ( i ) et {2.) et
elles s'intègrent de même : il y aura une petite simplification résultant de l'absence
des termes complémentaires de la seconde espèce.

Après avoir obtenu les valeurs de x, y, x\..., on obtiendra les latitudes cher-
chées par la formule

s i û A = s i n ( y — î ) s i n y ,

u désignant la longitude vraie, formée des trois parties ÏC 4- ÇA + Am situées
dans trois plans différents. Cette formule donne, aux quantités près du second
ordre,

, , A==ysmu— ÎKCOSV.
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Quant aux longitudes L, on les obtiendra par la formule

l ang(L—T)==tang("u—"r)cosy ,

ou bien par l'une des formules qu'on peut en déduire, l'angle L étant compté ici
à partir du point fixe Y. Pour rapporter cet angle à Féquinoxe vrai T', il suffira
d'y ajouter la quantité

Cp7 — C Y = ̂  — cï> sin ( © + ̂  ) cot Q).

• CHAPITRE VI,
VALEURS NOUVELLES DES INÉGALITÉS PÉRIODIQUES. — ÉQUATIONS SÉCULAÎTŒS

DES LONGITUDES MOYENNES.

38. Un certain nombre des inégalités périodiques calculées au chapitre II n'of-
frent pas une exactitude suffisante, parce qu'on s'est contenté, pour les obtenir,
de corriger les longitudes des nœuds et des périjoves de leurs variations séculaires.
Nous allons revenir sur ces inégalités pour les rectifier, en faisant usage des valeurs
plus exactes obtenues dans les chapitres IV et V pour les éléments e, CT, y, Ôy ou,
ce qui revient au même, pour les variables h, ̂ ,j?» q que nous leur avons substituées.

OD sait qu'il n'y a rien à modifier aux inégalités trouvées pour les excentricités
et les longitudes des périjoves, et par suite rien dans les termes principaux des
rayons vecteurs et des longitudes vraies : dans les valeurs de ces deux coordon-
nées, les modifications ne porteront donc que sur les deux parties d'importance
secondaire Sa et SI. Dans les latitudes, au contraire, tout devra être retouché, sauf
ce qui provient de (fSv cos(p — 0).

D'après cela nous aurons à corriger, parmi les inégalités des grands axes et des
longitudes moyennes, celles qui dépendent des excentricités, et, parmi les inéga-
lités des inclinaisons et des longitudes des nœuds, celles qui dépendent des incli-
naisons, c'est-à-dire toutes celles que nous avons conservées. Occupons-nous
d'abord des premières.

39. Le premier terme à rectifier dans Sa est celui qui dépend de l'angle il'— l :
on l'a obtenu en prenant dans la fonction B(o.i) la partie

Accostai'—-I—-GJ)+- (B—2^) e ' c o s ^ l ' — l — v s ' ) . .

En y introduisant les variables h, k, h', k\ cette partie devient

B(O,O== FA/r+fB—^V^I cos(2r—Z)4- [A/Z+ (^^^Yh^sm^V—l},
jdnnaïes scientifiques de yÉcoîe .Normale supérieure. TQTO.Q tï* 30
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et par suite, en ne considérant que ces termes, on aura

^=^^i^A/^+fB-^/^'^sin(^.^ /-Z)-^AÂ+ (B -^ h1] cos(^^)j.
à if ^ ( L \ a 7 J L \ a / J /

Dans cette formule nous remplacerons h, K, h\ V, par les valeurs du chapitre IV;
si nous prenons seulement les premiers termes de ces valeurs, savoir :

h ==M sin(^4- (3), 7f=Mcos(^+(3), ' /^==^M sin(^+ P), ^ = ̂ M cos(^ + (à),

il viendra
^^ÎJÎîL^rA+ÇB-^^M

et par suite l'inégalité

( , ) ^——^——^———[aA+(aB-^}/1Mcos(^/-^--^-~-P).
' ' ^ a ^ — r a — ^ L \ a l J

En considérant ensuite les seconds termes des mêmes valeurs, savoir ceux qui
se rapportent à la racine g^ on aura pareillement l'inégalité

^^2m^ , n———LA+^B-^dM.cost.r-^^^.^.).
^ in' —n—g, L \ a ) J

Chacune des racines g^ et §-3 donnera aussi un terme pareil. Mais' ce ne sont pas
les seuls qu'on puisse obtenir : chacun des termes que présentent les formules
( i 4 ) et ( i 5 ) du chapitre IV (excepté ceux d'argument il' ' - l ) fournira une nou-
velle inégalité, tout aussi facile à calculer. Observons seulement que dans ces der-
nières inégalités le diviseur serait notablement différent de in' — n et cesserait
d'être petit, tandis que dans les quatre premières le diviseur se réduit sensiblement
à an'— n, à cause de la petitesse des racines g , g^ g^ g^ Nous pourrons donc
nous borner aux quatre inégalités de l'espèce (i).

On trouvera de la même manière» pour le second satellite, que les termes de Sa!
qui dépendent de iV — l et ^l" — V doivent être remplacés par les suivants :•

; ô^4^——^——^a /A+^B-^\). /1Mcos(2^-^-^-P) , '
^ ^.n'—n—gi \ ï^l J

^^ /___ l_——L-A-^+^B^^^lMcost^y! i ^ — n ' — g ^ \ a " ! J

qu'on peut grouper dans le terme unique

aa^- nf i.mL/A+ ̂ B^^U-l+m^a-A-À^^^pf a ^ — n — g ' j , L • \ a^y J L \ a ! J)
XMcosf^y 1 — 1 1 ^—gt—'p) . 1 1 1 1
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De même, pour le troisième satellite, l'inégalité du grand axe qui dépend de
l'angle 21" -— I1 sera remplacée par celle-ci :

^-^^^^-^-^[^^^^(«^'--S)^^1^2^-^-^-^-
Les deux dernières formules sont relatives à la racine g, et à chacune d'elles il.

faut en ajouter trois autres se rapportant respectivement aux racines g^ g^, gs.
II nous reste à rectifier, parmi les inégalités des grands axes, celles qui contiennent

le coefficient K. Celle qui se rapporte au premier satellite a été fournie par le terme
V v
- ^ e c o s ( / — C T ) de V; ce terme peut s'écrire -^ (A" ces/ 4- hsïnl), et, en le considé-
rant seul, on a la formule

da 2K.7î , , , , . y .== —— ( /i cos / — fi sm A).
dt ci[±

Si dans cette formule on remplace h et k par les premiers termes de leurs valeurs,
savoir, Msin(^' + ^3), Mcos(^t + ?), il vient

cici ^'Kn,.. . / , .3,di^-^r^^1-^-^
d'où l'inégalité
f a ) Sa == —2^—; M cos ( l— s-t — 6).a^(n—g} b

A cette inégalité il faut en joindre trois autres toutes pareilles, se rapportant res-
pectivement aux trois autres racines g^ g^ §•3. Mais on ne peut pas se borner là;
car ce qui rend importantes ces inégalités, ce n'est pas un petit diviseur, mais bien
le coefficient K : nous ne sommes donc pas autorisés à ne pas tenir compte des
termes d'arguments ^l' —l, Z', . . . , ;2-C—- gt—-?»•-» qu-e présentent les valeurs
complètes de h et k (les termes en lue donneraient rien). Par exemple, si nous
prenons

h = cll;> sin (2^ — Z), 7f=Jl, cos(a^ — Q,

il en résultera l'inégalité

oa : •——-2K^——: A, cos (^--'2 F).
a ̂ (^.n—9.n)

Lorsqu^on réduira en nombres les formules, les valeurs numériques des coeffi-
cients permettront de décider quelles sont celles de ces inégalités qu'on devra con-
server, et on en trouvera aisément l'expression analytique.

Ce que nous venons de dire pour le premier satellite s'appliquera sans modiôca-
0 _3o.
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tion à chacun des trois autres, en mettant simplement les éléments de ceux-ci à
la place des éléments du premier.

40. Dans la longitude moyenne du premier satellite, il entre des termes en
2^ — l de deux provenances différentes; mais ceux que fournit la partie s sont,
beaucoup moins considérables, car ils n'ont pour diviseur que la première puis-
sance de iri—7i, tandis que ceux qui proviennent de p ont pour diviseur
[^n! — 7i)2. La formule qui donne ces derniers peut s'écrire

d^o Sm^a^ f r * / An '3•<x\ //"I / i , ^^ FA i /r» ^^A r/1 • / j r ïJ^=—a~iAA+^B?^)^
Si l'on y met les valeurs

A==Msin (^+P) , /f==Mcos(^-+-(3),
^ /==^Msin(^+P), /f^^Mcos^-i-P),

on obtiendra par l'intégration rinégalité

(3) op==3^——^———^laA+faB—^ ^iMsm^r^—^—û}.
' ' • p. ( 2^—/ i—g ) L \ a / J

II est clair que chacune des racines g ^ , §'2, g^ donnera une inégalité pareille, et
ici encore, comme dans le cas des grands axes, on pourra n'en pas considérer
d'autres.

On trouvera de même, pour le second satellite, que les termes de fp' qui dépen-
dent de il'— l et ^l" — V doivent être remplacés par les suivants :

^'——^^^n-gj [at^ (arî -S) v] Msin(^-^-P),

+y(.^-^-^[afA/À'-4-(tt/B/--^)?g]Msm^z/-^-^-^'

qu'on peut réunir dans le terme unique

oy==— i —^L..——Jam LA-+- LAB—^V^1+ ryi^a'K1^ 4- (afW—^} rU
^(a^—n—^)2 ; L \ ^^V J L \ ^1 ) \\

X M s i n t a / ' — l — g t — ( 3 ) .

De même aussi, pour le troisième satellite, le terme en il"— // obtenu dans S^
devra être remplacé par le suivant

^=-^(^^^^[agA'y+(atfB^^)r]Mst^
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la dernière formule devant, ainsi que la précédente, être considérée comme qua-
druple.

Ces inégalités sont celles que donne Laplace (liv. VIII, 11° 7), à part la contusion
qu'il fait entre les quantités a-^ et 2^? et de même entre les quantités '€—^ et ̂ ^
confusion qui revient à supposer n == iri ^ n' = ̂ n".

On rectifierait de la même manière les termes provenant de la partie s.
Il nous reste à modifier, parmi les inégalités des longitudes moyennes, celles qui

contiennent le coefficient K. Pour le premier satellite, celle qui vient de la partie p
sera donnée par la formule

d^o 3 K n 2 , , , . ,,r ==— —— fhcosi—/rsmZ).
d^ a2?. v '

Si l'on y substitue les premiers termes des valeurs de h et Je, on obtiendra l'iné-
galité
(4) ôp=-^^Msin(/-^-p),

et chacune des racines g',, g^ g\ en donnera une pareille. Il faudra joindre en
outre à ces inégalités celles que donne la même formule quand on y introduit les
autres termes des valeurs de h et de k. Par exemple, les termes ^ s inÇa / '— /),
^ ces(a^— 1} donnent

3K7Î3 . , ,, y,ôp === — -—,—————- ̂  sm ( 21' — a /}.r (2^' —^nya^tj.

On peut observer que les termes ^> sin/, ^ cosZ ne donneraient rien.
Mais on n'aura pas encore ainsi toutes les inégalités de la longitude moyenne

qui contiennent le coefficient K; il faudra prendre aussi celles qui proviennent
de s, car elles ont ici la même importance que les autres. On les obtiendra par la
formule

cZs i3 KTZ ., . , j j.= = — — A s m Z + ^ c o s ^ -dt 2 a2?.

Si l'on met dans cette formule les valeurs h = M &m{gt -h ?), k = M cos [gt 4- p),
on obtiendra l'inégalité

(5) „ àe==13,——E7l——Msm(^^—i3),1 / 2 (7l— g ) a1 y.

toute pareille à l'inégalité (4), et qui doit aussi, comme elle, être accompagnée de
trpis autres analogues relatives aux racines g^ g^ g^

Les autres termes des valeurs de h et de k donneront encore d'autres inégalités?
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et il faudrait les valeurs numériques des coefficients 'pour savoir celles qu'on peut
négliger.

Si dans les .formules précédentes on remplace les éléments du premier satellite
sucessivement par ceux du second, du troisième et du quatrième, on obtiendra,
pour chacun de ces satellites, les inégalités de la longitude moyenne dépendantes
du coefficient IL

Ces inégalités n'ont pas leurs analogues dans les formules de Laplace. Par
contre, Laplace obtient (liv. VIII, n° 8) une inégalité analogue à Vévection de la
théorie de la Lune; mais plus loin (n° 22), dans la réduction en nombres, il
reconnaît qu'elle est insensible pour les deux premiers satellites. Au reste, ainsi
que nous l'avons dit au n° 10, il serait très-facile d'obtenir cette inégalité, comme
aussi de la rectifier. On l'obtiendrait dans p et dans s au moyen du terme en
2^— / — H je R^^.j, mais elle n'a pas plus d'importance que celle qui proviendrait
du terme en a-C— SZ-i-'ar, et elle en a moins que celles qui résulteraient, pour
l'élément s, des termes en <,— il-r- n et 3-C— si — IL Les deux premiers de ces
termes introduisent dans ^^y au moyen des valeurs du n° 14, des inégalités pré-
sentant Fargument de la variation et plus considérables que les précédentes,
parce qu'elles sont indépendantes des excentricités.

41. Nous allons revenir maintenant sur les inégalités des inclinaisons et des
longitudes des nœuds,.pour en conclure des valeurs plus exactes des latitudes.

Comme dans le chapitre V, nous substituerons aux éléments y et 9 les auxiliaires
p et q\ au moyen des formules

dp do . . dO „ dq do , d9 . -^^sm0-cp^-cos0, ^==-^cos0-9^sm0,

on obtiendra, en y remplaçant ^? et <p — par les valeurs obtenues précédemment,
les différentielles des nouvelles variables.

On arrive au même résultat en introduisant les variables JD, q, p\... dans les
fonctions perturbatrices, et employant les deux formules

<
dp^ _ j^ dQ dq _ -i dQ,
dt net2 dq9 dt na2 7lp9

que Fon déduit aisément des formules adoptées

r/? _ t dû • dQ __î dQ.
, ^ , . , , • ^ r — n a 9 1 ^ ~dQ'9 ~ d t ' n a ^ T l Q ' • 1 , 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Par l'un ou l'autre dç ces deux moyens, oa obtiendra ponr le premier satellite;,
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en ne prenant d'abord que la fonction R^.^y les deux formules.

^=în^^BO)[(^-^)cos(4^-^)+(p-F /)si^(

^=^^B^[(p-p /)cos(4^-^)-(fJ-g /)sm(4r-^)].

Remplaçons dans les seconds membres les variables p , q, p\ q ' d'abord par les
premiers termes de leurs valeurs,

. p = N sin ( bï + y ), q = N cos ( bf •+• y ),
p '=a 'Nsm(^^4-y) , (/=a'N cos(^--{-7);

nous obtiendrons, après l'intégration, les deux, inégalités

^=^4.-:.-4B(3)(I^^)Nsln(4z-2^^"7?-
o^ == m^ ^———n———^ T B(3) (ï — a' ) N cos(4^— ̂ l— bï — 7 ).•* p. 4 ̂  — 3 ̂  — ° 4

On pourrait en déduire c?y et yc?@ au moyen des formules

^<p ==sin Q ^jp-4- cos0ôg, (?(ÎQ == eos 0 ô p—sin0o<7,

et en conclure les inégalités correspondantes de la latitude par la formule

<?Â = ôy sin( ^ — 0 ) — 900 cos( Z — 0 ).

Il sera plus simple de transformer cette demière en y remplaçant â<p et (pâQ : on
obtient ainsi (?X exprimé directement en fonction de âp et âq par la formule

<5^==— ( jp cosl+Sq sini»

En rappliquanty on aura. l'inégalité

(6) o^=-^-^^-4aB(')C.-^Nsin(4Z-3^-^-y).

relative à la racine &, et chacune des quatre autres racines b^ b^, 63, &,. en don-
nerait une pareille.

Pour le second satellite, on trouvera de même, provenant des actions du premier
et du troisième, les inégalités

êv^ :^———^——, x a 'B( 3 ) ( I—a ' ) I Nsm(3^—2^—^—y)
yj. /^n' ̂  2 % — — — 04

-Y^ , / nr ,——.ia'B/(3)(.a—^)Nsm(4^—3.^-^-7),
y! 4 ^ — 1 1 ^ — b 4 ! ! ! ! !
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qu'on peut réunir dans la suivante, à cause de 4^— 3Z' = 36o° •+- 3f -—il,

^ ==—— , , nî———~[/na/B(3)(ï—a')----w//a/B/î3)(a/--a//)]Nsm(3^--^^—/^•--y).
4 p. 4 n — 3 n — °

De même aussi l'action du second produira dans la latitude du troisième l'iné-
galité

^-^.^-^-^r^"^—"^51^3^-2^-^-^-
laquelle, ainsi que la précédente, doit être regardée comme quintuple.

Ces résultats sont, à part la forme des coefficients, ceux que donne Laplace
(liv. VIII, n0 11). Mais il n'est pas probable qu'on puisse se borner là, et ne tenir
aucun compte des autres termes dejo et q. Si nous prenons en effet les termes

p==©sin(^+ <r), q==Qcos(sf-{- or),
p'== ©'smtsf+o"), qr==Q/cos(st-}-a),

et que nous les portions dans les seconds membres de-^» -L) nous obtiendrons les
inégalités

^n^Ï^——n——— IB(3)(©—e /)sin(4^—2^—^—o•), oq ==...,1 p. 4 ^ — ' î n — s 4
et par suite

^rr:-—!^——n——— IaB(3)(e—©')sm(4/ /—3^—5i?—o•J,fi 4 ^— 2 / z —• S 4

inégalité qui paraît aussi importante que celle de la formule (6), parce que le divi-
seur t^n' — sn — s diffère peu de 47^ — 2^, et qui ne peut être négligée que si
les coefficients ^ et ^f sont trop petits. Les valeurs numériques décideront la
question.

A2* Considérons maintenant les inégalités des latitudes dues à l'action du Soleil.
On aura pour le premier satellite

^=^cï^-^cos'iwp-^sm^
dq 3 OÏL a^n r./ , . / ^ -,

^=^^^.[(^^)sm^-(p-œ)cos2G].

Dans les parenthèses des seconds membres, ne prenons d^ abord que les termes
: —^cosa^—^sina^, ,/—^sin2^4-%cos2^, 1 .



DES SATELLITES DE JUPITER. 2^ î

et posons, comme au chapitre V,

^==28 sirs (st 4-0-), .̂= iS cos (^ 4- cr) ;

nous obtiendrons les inégalités

^ 3 SiTu a3 „, ri. „, . , ,, , ^ôp==:—-.—-—2 ——— Ssm(2.(^-—^—G- , og=-—.. .,
r 4 F- ^ >?- ̂  —— 5

d'où l'inégalité
( , ) ^=J^^2^^Ssm(.^-/-^-.),

composée d'autant de termes qu'il y en a dans les valeurs de œ et ^.,. Prenons
maintenant dans les mêmes parenthèses les autres termes

q coss^-hp sm-2.^, q smaj^—p coS2.Çj

si nous y remplaçons p et q par les valeurs
p== Nsm(^4-y) , < j = N cos(bt -4-7),

nous obtiendrons les inégalités

3 3\'i- ci3 n Ter . / /, î . , ^^-î^z-3^^^'111^^^"^' 0?="- '
et par suite

(8) ,^^J^^^^Nsin^.--^5^7).

La formule (8), ainsi que la formule (7) , dépend de l'angle 2.G— / q u i est l'ar-
gument de V élection : celles que trouve Laplace (au n° 11) dépendent aussi, du
même angle.

La formule (8) doit être accompagnée de quatre autres qui s'en déduisent en
changeant les quantités relatives à la racine 6, dans les quantités qui se rapportent
aux racines b^ b^ &g, 64. Il y aura peut-être l ieu , en. outre, à tenir compte des
autres termes des valeurs de p el q : l'expression des inégalités qui en résulteront
s'obtiendra aisément.

Les inégalités produites par l'action du Soleil dans les latitudes du second, du
troisième et du. quatrième satellite s'obtiendront par les mêmes formules, en y
mettant simplement les éléments de ces satellites au lieu de, ceux du premier.

43. Il nous reste à étudier les perturbations qui sont dues à l'aplatissement du
globe de Jupiter. Elles sont données par les formules

^=!^[(g^rJ lv)cos^+(^--pxv)sin2^,

^=,„^[(g^^v)si^^~(J?—p IV)cos2/].
' ' " 'î

^rmak's sclentifiyKes cÏe I'ÉCOÎÈ J^ormaîc supérieure. Tome 11. , ^ r
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Si l'on porte dans ces formules les valeurs suivantes, relatives à la racine 6,

p == N si,n( bt -{- y ), q = N cos( ̂  -h- y ),
p^rrra^N sin(^ -4- y), ç^^ a^N cos(^-l--y),

on obtiendra les inégalités

o>=^Tjï=-&-)(I-a•î)Nsîn(2/-^-7)-
o^^^(.-^)Ncos^--^-y),

d'où l'on conclut la suivante :

0) . ^•==- a^^-b^-^^1-^-^

et où en obtiendra ime pareille pour chacune des quatre racines b^ &a, ^3, b^,
Les inégalités (9) correspondent à peu près à celles que trouve Laplace (n° 11)

en tenant compte des déplacements de Féquateur et de l'orbite de Jupiter. On en
obtiendra d'autres en portant dans-^ et -^ les autres termes de p et q, et il faudra
encore les valeurs numériques pour décider sûrement quelles sont celles que l'on
doit considérer.

Ce qui précède se rapporte au premier satellite, mais s'applique sans modifica-
tion à chacun des trois autres.

Les formules des n08 41, 42, 43 donneront les inégalités des latitudes, en y
ajoutant celles que fournit le terme (pàvcos(l— 0) telles qu'on les a obtenues au
n° 18, savoir :
pour le premier satellite,

_^— . n—aAcp[sm(2Z'--Z—Ô)-(-sm(2/ '—3Z+0)] ;
L/. 3i îï — fî

pour le second,

4,1—n/.—\m l ta fh.'—m fa'B— €(^~\ ] m [s inta^-- /—^)—•sm(^—@')1 ;
] j ! in—n L \ ^ /J

pour le troisième,

m ^ / ./,^ a"'^^rz^ [af/w^^) ^[sm(2^ /-^-r)-sm(^-Ô / /)].

44. Nous indiquerons, pour terminer ce travail, le calcul des équations séculaires
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des satellites. Les inégalités .a longues périodes des longitudes moyennes pro-
viennent à la fois de la partie p et de la partie s de la formule 1= p -4-s : mais,
ainsi qu'on l'a vu, celles que fournit la partie s sont négligeables à côté des autres.
Au contraire les inégalités séculaires ne peuvent provenir que de la partie s : en
effet, la formule <— =:---^ î— ne contient que des termes périodiques. Pour obte-

nir les inégalités cherchées, il faut prendre dans ^8 les termes explicitement indé-
pendants du temps et qui sont du second ordre par rapport aux excentricités et aux
inclinaisons; les termes non périodiques d'ordre zéro ne produiraient par l'intégra-
tion que des termes proportionnels au temps : or les équations séculaires sont des
inégalités qu'on peut représenter approximativement par des termes proportion-
nels au carré du temps. On conçoit d'ailleurs que les ternies du second ordre non
périodiques fourniront, à la seconde approximation, des inégalités de cette espèce :
car si dans les formules

e2 == A2 + 7f2, ee' cos ( CT -— ̂  ) = hh' -4- î f k ' , . ..,
(p2==^4-^ ^ cos ( 0 — 0 ' ) =pp' -}-qq\...,

on remplace les quantités A, A, A',..., p, q, p',..., par les valeurs des chapitres IV
et V, le second membre de chacune d'elles prendra la forme

Fo 4- F cos (ft -T- a ) 4- Fi cos (/; t-4- ̂  ) -h .. . ,

Fo, F, Fi,...,/,/^..., a, a,,,..., désignant des nombres connus, et les nombres
/,/!,..., étant très-petits ; en raison de cette dernière circonstance, on aura approxi-
mativement

cosyî+a)==cosa—ft .smoc, cos (/i^-h a i ) = cosai—/i^sina,,. ..,

et par suite il entrera dans -,6 des termes proportionnels au temps, d'où résulte-
ront dans la longitude des termes proportionnels au carré du temps. Il n'est du
reste pas nécessaire de donner aux équations séculaires la forme U2; il est même
plus exact de les obtenir sous la forme de sinus d'angles qui croissent proportion-
nellement au temps, mais avec une grande lenteur.

Lorsqu'on ne veut conserver que les termes du second ordre par rapport: aux

excentricités et aux inclinaisons, la formule qui donne ̂  peut s'écrire

û?e — 1.^ ^dQI ?^^
'cfï na ~dd 2 na^ de : 2/ia2 do

3t.
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Supposons qu'il s'agisse du premier satellite, et ne considérons cTabord que
l'action qu'il éprouve du second : nous devrons prendre

R^,) = - B C 1 ) [e^-re^—^—Q'2-^^^ cos(0—- ( ) ' ) ] — ^ W ^ e e ' cos(vj—s/),

et il en résultera dans — les termes

^=^^^^+e^,^.^^eos[Q-e^]+^^

4-^ (o , I ) [6 2 —© 2 +c^9 'cos(^—0 / ) ]—. î . [0,1] ee' cos(vj—OT'J.
2 ' '2

L'action des satellites m" et z?^ produira des termes analogues.
La fonction perturbatrice relative à l'action du Soleil sera

3 a2
:R^=-_ [ Ê ^ + ^ — ç ^ — ( p ^ . 2 (p( l )cos(0—9)] ,

et il en résultera les termes

^6 = — 2 [o] [e2 + <^2 -~ y2 — <Ï>2 + a 9$ cos( 0 — Q )J

+ ^ [ o ] ^ - • ^ [ o ] [ 9 2 - ~ 9 < I > c o s ( @ — © ) ] .

Enfin la correction d'aplatissement sera

K
a a3v = ^ ^ [ e 2 — — ? 2 — — ^ — — 2 9 & 3 C O s ( ^ + 0 ) ] ,

et fournira dans — les termes

^ == 3 ( o ) [ e2 — y2 -» &) 2 _ ^ ̂  ̂  g ̂  _^. Q ̂

4- 1 (o) ^— x (o) [ç2 4- ©û) cos(ip+ 0)].
2 2

En réunissant toutes ces expressions on aura la valeur complète de €h-
Dans cette valeur on remplacera les. quantités e2, ^2, ce1 cos(w — s/),..., y2, ç/2,

yy' cos(@ — $'),..., par leurs développements1 indiqués plus haut, et on négligera
les termes constants qui ne donneraient par l'intégration'que, des termes propor-
tionnels au. temps,. Cela fait, il oe restera plus qu'à intégrer, et on aura^insi l'équa-
tion séculaire du satellite m. Celles des autres satellites s'obtiendraient absolument
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de même. Le nombre des termes dont se composera l'équation séculaire de chaque
satellite sera assez considérable : quand on en viendra à la réduction en nombres,
il pourra être de beaucoup diminué, mais il serait difficile de prévoir dès à présent
quels sont ceux qu'on pourra négliger, et de donner la formule des plus importants.

N O T E .
VALEURS NUMÉRIQUES DES TERMES PRINCIPAUX DES LONGITUDES.

On a vu au n° 16 que les termes principaux des longitudes des trois premiers
satellites sont donnés respectivement par les formules

( I ) s m ( 2 r — 2 ^ ) , ( Ï I ) s m ( Z / - - Z ) , (IIÏ)sin ( l " —l1),

dans lesquelles on a posé, pour abréger,

/ T \ ml n A mt îl I f 4 ( 3 ) l(2)\.1 = — ————, •2ûA =—— ————-, 4û?A' '-j-aA, ,' , ^ n—in' p. n—in' v " 1 /

.,,. n' F ^ / A / m l ,r. ^\1("i-^Tz^L^^'^^^r1^^
^_^[în;(4^A^+a/A;(î))+^(3^A^+./Aa^^n,—in' \_ [j. p! \ a - / J

^=l4———,(^/V-a^\ ^———— (/3^A"•)+<,"A',<•)-<Ç').' / [ j " n'—in" \ a" ) y!' n/—2n'\ t af2 )

Si l'on fait usage des nombres donnés par Laplace, on trouve pour ces coefficients
les valeurs suivantes, exprimées en secondes centésimales,

(I)==—6o52^7, (I^îaGSS^,, (ÏI^SoS^.

Mais il faut observer que ces termes ne sont pas les seuls qui dépendent des mêmes
arguments. Pour le premier satellite, la partie ^l de dV' amènera les deux termes

3 m1 ( n \ 2 . / s ) . / „ ,, i m' n . (2) . , „ ,,— { — — aA.{fsm('îl'—aZ, -———— j aA \ ' sm (il'—aZ),
4 [J- \fi—î'i/ i ^ fi—nf

dont les coefficients ont pour valeurs numériques i o^oSô el S", 457. En outre,
lorsqu'on mettra dans l'expression

2 [ôes in (Z—73 ]—e^cos ( l—m)]
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les valeurs trouvées au n° 14 pour âe et eâv, on obtiendra, en faisant ?== — 2,
l'inégalité nouvelle

?^L3.(-^A(2)+aAW)sm(2z'-2^•

dont le coefficient est égal à a"', 5o4. Enfin, parmi les termes du second ordre par
rapport aux masses obtenus au n° 16, on trouve le suivant

J(I)^sin(^-./),

dont le coefficient est égal à — S", 10^. D'apres'cela, l'inégalité d'argument iV—.a/
dans la longitude du premier satellite aura pour expression

<^==—6o36^8sin(2^--2Z).

On verra de la même manière qu'il entre dans la longitude du second satellite
les termes suivants.

.1° Termes en sin (// — l) :

—3—(— l -—-} ( - a ' A ^ — a — } dont la valeur numérique est no", 267,[jj \n—717 \'2 a2 / 1 ' '
m n' / , A O ) , / A(I) 2^^ ^ ,.

^^^^[aA +aAl +^) )) )3 ^^S,

^^^^A^-h^^3^^ . » i^^ôÔ,[j.' ri \ ci1 j

|(II)^ • . . 4^-8.

3,° Termes en ^m (^—^/ /) :

3 W^ / 7^ \2 l- — —T——, ) a ' A . ' ^ ' dont la valeur numérique est W, 69,4 ^- \ 7 2 ' — w ' / / 5 ^î

i m" n' (,) .
--—-,——.. a 'A ' ' » » 3I//,76,^ •pj ^i — r^ t • ? -/ ?

^.7A^(-^'A't2)4-a'AK2>) » )ï 9^6-

Par suite, l'inégalité d'argumenté—/, dans la longitude du second satellite, aura
pour expression

ôy== 12567//sin (^----^).
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Pour le troisième satellite, on trouvera de même les termes suivants en sin y - l ' } :

,OT' / n" Wi , , , , / , ) a"^
~' 7' [TZ^' ['; a A .iï dont la valeur numérique est 379", 3?.,

-?À-^A"')+a"A;i"+ï) " " -^s-.
^i-^W^ , „ y,,8,

5,^ K
^(M)^ • » " o^ioûS,-

et par suite l'inégalité d'argument ///-/', qui affecte sa longitude, aura pour
expression

ov"=^"^s[û(l"-l1),

Au lieu des coefficients
-W,^ iW et ^",']6,

Laplace donne
—SoSo^ôg, ngso^ et 808", 20;

et ces derniers nombres sont ceux dont Delambre a fait usage.


