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UN THEOREME
SUR LES OPERATEURS LINEAIRES
ENTRE ESPACES DE BANACH
QUI SE FACTORISENT
PAR UN ESPACE DE HILBERT

Par G. PISIER

RESUME. — Le principal résultat de cet article est le suivant : soient X, Y des espaces de Banach, si X' et Y sont de
cotype 2, alors tout opérateur u: X — Y qui est convenablement approximable par des opérateurs de rang fini peut
étre factorisé par un espace de Hilbert. Cet énoncé généralise le théoréme de Grothendieck correspondant au cas
X=L®, Y=L!. La principale application est la solution de la version fini-dimensionnelle du « probléme des
compacts non nucléaires ».

Introduction

Dans cet article, on s’intéresse au probléme suivant : pour quels espaces de Banach X, Y
est-il vrai que tout opérateur linéaire borné de X dans Y se factorise par un espace de Hilbert ?

Le premier exemple non trivial d’une telle situation a été donné par Grothendieck
dans [6] : il s’agit du cas X=C(K) ou bien L® () et Y=L (n). Ce théoréme a été géné-
ralisé par Maurey dans [15] : il suffit que X=C(K) ou L () et que Y soit un espace « de
cotype 2 », c’est-a-dire un espace vérifiant une certaine forme de 'inégalité de Khintchine.
Auparavant, Kwapién [13] avait donné comme condition suffisante que X soit « de
type 2 » et Y « de cotype 2 »; le résultat de Kwapién généralise le cas X=L?,2<g< 0, et
Y =L?,1<p=<2, mais il ne contient pas le théoréme de Grothendieck car un espace C(K) ou
L® (u) n’est pas (en général) « de type 2 ».

Nous démontrons ci-dessous (§ 2) que, pour que tout opérateur de X dans Y se factorise par
un Hilbert, il suffit que X’ et Y soient de cotype 2 et que X ou Y ait la propriété
d’approximation. Ce résultat est la premiére généralisation « abstraite » du théoréme de
Grothendieck, en ce sens que ’on ne suppose pas que X ou Y soit un espace concret. D’autre
part, cet énoncé unifie les résultats mentionnés ci-dessus. Ce théoréme était conjecturé par
Maurey (cf. [16], question 2) sans aucune hypothése d’approximation; il est sans doute
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24 G. PISIER

inutile de supposer que X ou Y a la propriété d’approximation, mais nous ne savons pas le
démontrer.

Dans le paragraphe 3, nous considérons le « probléme des compacts non nucléaires » posé
par Grothendieck dans [6] : Soient X et Y des espaces de Banach, si tout opérateur compact
de X dans Y est nucléaire, est-ce que nécessairement X ou Y est de dimension finie?
Autrement dit, existe-t-il toujours entre deux espaces de dimensions infinies un opérateur
compact non nucléaire ? Nous donnons une réponse affirmative en supposant par exemple
que X ou Y a une base de Schauder. En fait, les résultats du paragraphe 2 conduisent
naturellement a la solution de la version fini-dimensionnelle du probléme :

Soient { X, } et { Y, } deux suites d’espaces de Banach de dimension finie, soient B(X,,, Y,)
et N(X,, Y,) l'’espace des opérateurs de X, dans Y, muni respectivement de la norme
uniforme et de la norme nucléaire. Soit j,:B(X,, Y,) = N(X,, Y,) I’application identité.

Si ’on suppose que supH Jn || < 00, alors nécessairement :

supmin {dimX,, dimY,}<oco.

Nos résultats ont été annoncés par la note [23].

1. Définitions, notations et résultats préliminaires

Dans toute la suite nous noterons G le groupe compact { —1, +1}" et m la mesure de
Haar normalisée sur G [i.e. m(G)=1]. On noterag,:{ —1, +1}¥ > { =1, +1} la n-iéme
coordonnée, de sorte que la suite (g,,),, constitue sur ’espace de probabilité (G, m) une suite de
variables aléatoires indépendantes équidistribuées prenant les valeurs —1 et +1 avec
probabilité 1/2 (ce sont des « variables de Bernoulli »).

DeriniTION 1.1. — Soit u: X - Y un opérateur entre espaces de Banach :
(i) On dit que u est de cotype g (2<q< o0) §’il existe une constante A telle que

o VneN, V{x; ..., x,}cX,
(@9 (illu(x,-)lk)_uqé?\.(j zn:a,-x,- 2dm)llz.
1 N 1

On note C,(u) la plus petite constante A vérifiant (1.1).
(ii) On dit que u est de type p (1 <p=2) s’il existe une constante A telle que
VneN, V{x, ..., x,}<X,

(1.2 (J‘ zdm)1/2§x<i||x,.||’>w.
1

On note T ,(u) la plus petite constante A vérifiant (1.2).

ieiu(xi)
1

4° SERIE — TOME 13 — 1980 — N°1



UN THEOREME POUR LES OPERATEURS LINEAIRES ENTRE ESPACES DE BANACH 25

(iii) On dit que u se factorise par un Hilbert s’il existe un espace de Hilbert H et des
opérateurs bornés v:X - H et w:H — Y, tels que u=wv; on pose alors :

v @=inf{[|o] . [|w]}.

ou P'infimum porte sur toutes les factorisations de cette forme. On note I'; (X, Y) I’espace des
opérateurs de X dans Y qui se factorisent par un Hilbert. Ces trois notions sont liées par le
résultat suivant di & Kwapién [13] :

THEOREME 1.2. — Soient X, Y, Z trois espaces de Banach.

Soient u:X — Y un opérateur de type 2 et v:Y — Z un opérateur de cotype 2.

Alors le composé vu se factorise par un Hilbert et

1.3 Y2 (W) =T () C2 (v).

Remarque. — En réalité, le résultat n’est démontré dans [13] que pour u =v =VI"identité d’un
espace de Banach, mais I’extension au cas précédent est facile. Une autre démonstration du
théoréme 1.2 est donnée dans [17]; le lecteur vérifiera facilement (cf. 1.4 ci-dessous) que
notre définition des opérateurs de type 2 ou de cotype 2 implique la définition donnée
dans [17].

DeriNmmioN 1.3. — Un espace de Banach X est dit de cotype g (resp. de type p) si
Popérateur identité sur X, noté Idy, est de cotype g (resp. de type p). On note simplement
C,(X) et T,(X) au lieu de C,(Idx) et T ,(Idy).

Nous renvoyons a [18] pour plus de renseignements sur ces notions. Signalons que d’aprés
le théoréme 1.2 un espace X ne peut étre a la fois de type 2 et de cotype 2 que si il est
isomorphe a un espace de Hilbert (cf. [13]).

1.4. Soit (g,) une suite de variables aléatoires réelles gaussiennes indépendantes sur un
espace de probabilité (Q, o/, P), normalisée de sorte que 1E|g,,|2 =1. Comme
V(Ea)ae{ -1, +1}" la suite (§,9,), a la méme distribution que la suite (g,),, on voit .
facilement que si u: X — Y est de cotype q=2, alors :

1/2
V{xg ..., xs}eX, (z||u(x,.)||«)1/4§Cq(u)(jllZg.-xillzd“’) :

On a un résultat analogue si u est de type p<2.

1.5. Soient X, Y deux espaces de Banach.
Rappelons la définition de la norme nucléaire sur X' ® Y :

m
viex @Y, |zl =int{ Sl I |
ou l'infimum porte sur toutes les représentations de la forme

m
z=Yx{®y; avec x/eX', y;eY.
1
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26 G. PISIER

Par définition, le produit tensoriel projectif X’ ®, Y (noté parfois X' ® Y) est la complétion
de X' ® Y pour la norme || . || 1. Tout élément de X’ ®, Y définit de maniére naturelle un
opérateur borné de X dans Y; un opérateur u:X — Y est dit nucléaire s’il provient d’un
élément de X’ ®, Y. La norme nucléaire de u, notée N (), est définie par N (u)=inf {|| z||» }
ou I'infimum porte sur tous les z de X' ®, Y admettant u pour opérateur associé.

On notera respectivement B(X, Y), C(X, Y) et N(X, Y) I’espace des opérateurs bornés,
compacts et nucléaires de X dans Y muni de la norme correspondante. On notera toujours
simplement ||u|| la norme uniforme d’un opérateur borné u.

Soit p>0. Un opérateur u:X — Y est dit p-sommant s’il existe une constante A telle que

vneN, V{x, ..., x,}cX,

14 n n
09 Bl sirsup{ 1<t ol 2ex. ehst |

On note n,, () la plus petite constante A vérifiant (1.4), et IT,, (X, Y) ’espace des opérateurs
p-sommants de X dans Y.

1.6. Rappelons un fait bien connu : soit Y un sous-espace d’un espace Z, soit i: Y — Z
I’injection canonique, et soit ue B(X, Y). Alors :

imeNX,7Z) = uell{(X,Y) et 7ty (u) =N (iu) (démonstration facile).

Pour plus de détails sur ces notions, cf. [19]. Nous ne considérons dans la suite que des
espaces de Banach sur le corps des réels, mais tous les résultats s’étendent aisément au cas
complexe.

1.7. Soit A une partie finie de N, on posera

VxeG, w,(x)= []e&xx),
keA
si A est vide, on pose w, (x)=1.

Soit o, la tribu engendrée sur G par {¢;, ..., €, }. On voit facilement que les 2" fonctions
{w,|Ac{1.2..... n}} forment une base orthonormale de I'espace L?(G, . dm) [mis &
part I'indexation choisie, ce n’est autre que le systéme dit de Fourier-Walsh, car les
fonctions (w, ) sont les caractéres du groupe compact G={ —1, +1}"].

Pour tout ensemble A, on note | A | le cardinal de A.
Enfin, on notera P, 'ensemble des 2" parties de {1, 2, ..., n}.

2. Le théoréme de factorisation

2.1. Pour plus de généralité, introduisons une notation supplémentaire :

- 4° SERIE — TOME 13 — 1980 — N°1
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Soit u:X - Y un opérateur entre espaces de Banach; on suppose qu’il existe une
constante A telle que

VneN, V{x,|AeP,}cX,

@.1) ona

" 2
J H 2,8*“"‘{”’” ns? (|| % sy am
i= A€P,

Dans ces conditions, on note R (u) 1a plus petite constante vérifiant (2. 1). S’il n’existe pas de
telle constante, on pose R (u)= + 0.

Notons simplement L2 I’espace L2(G,m) et L2?(X) I’espace L2(G,m; X); soit
P:L? L2 la projection orthogonale sur le sous-espace engendré dans L2 par la suite
{e,,lne N}. Le lecteur vérifiera aisément que R (#)< oo si et seulement si I'opérateur

PRu:L>’®@X—»L2®Y sétend en un opérateur borné P® u de L*(X) dans L2(Y);

on a de plus R(u)= || PRu Il

Cette définition étend aux opérateurs la notion d’espace « K-convexe » discutée a la
remarque 2.10 de [18]. '

ProPosITION 2.2. — Soit u:X — Y un opérateur entre espaces de Banach, on suppose que X’
et Y sont de cotype 2. Alors u se factorise par un Hilbert si (et seulement si) R (u)< co et ona
dans ce cas

2.2) Y2 () SR W) C,(X) C2(Y).

Démonstration. — La partie « seulement si » est évidente puisque si u est I’identité sur un
Hilbert, alors trivialement R (u)=1.

Supposons donc que R(u)< oo et démontrons (2.2) :

d’aprés le théoréme de Kwapien (théoréme 1.2 ci-dessus) il suffit de montrer
que (2.3) T; (w) =R () C, (X))

Puisque X’ est de cotype 2, on a

1/2
VreN. V(G . 8)eX, Elal e sC00( [ITesran)

D’ou en dualisant : VneN, V{x,, ..., x,} <X,

2.4) sup{i<x.-,z=,,>
X<

n 1/2
@».-Snea.}gc,<x'>(zux..||2) ,
1

ou I'on a noté #, I'ensemble des n-uples (£;),, dans X' tels que .

I
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28 G. PISIER

Pour conclure la démonstration, nous aurons besoin d’un lemme élémentaire :

LeMME 2.3. — Avec les notations précédentes

sup{$<xi.§,->

(€iign €A, } ,
est égal a la borne inférieure de
2 1/2
( o

sur toutes les suites finies (X\)acp,, a|x1 @ éléments de X.
L’inégalité (2. 3) est alors immédiate :

n
Yeixi+ Y wax,
1 A€eP,

[A]#1

par définition de R (4) on a toujours

J

donc d’aprés (2.4) et le lemme 2.3 :

2
dm,

ieiu(x.-)

2
dm<R (u)? ﬂ

n
Zﬁixi+ Z Wy Xp
1 |A]#1

SR@PC,XP2 Y ||xi*

On a donc bien T, (u)<R(u)C,(X’), ce qui termine la démonstration de la propo-
sition 2.2.

Démonstration du lemme 2.3. — Fixons n. Notons E I’espace X" muni de la norme

[[E2¢ '--.x..)||.;=inf{(ﬂ de)l/z}’

ou I'infimum porte sur tous les (x,)acp, |a41 dans X.
On peut remarquer que E s’identifie au quotient de L? (m; X) par ’orthogonal du sous-

n
YEixi+ Y wy X,
1 AeP,

|A]#1

espace de L2 (m; X') formé par les fonctions de la forme Y ¢;&; avec {&,, ..., §,}=X'. Par
1

conséquent, on peut identifier le dual E’ de E a ’espace X' muni de la norme

n 2 1/2
u@l,....an>||,.;,=(j Set, dm> .

L’identité du lemme 2.3 est donc un cas particulier de I’égalité bien connue

|zlle=sup{<z 2z’ Y|z’ ek, ||’ ||g 1}

Remarque. — Signalons en passant une généralisation facile de la proposition 2.2 : soient
w:W-o2Z,v:Z->X,u:X-Y trois opérateurs entre espaces de Banach, si w’ et u sont de
cotype 2 et si R (v) < o0, alors uvw se factorise par un Hilbert et v, (uvw) < C, (u) R (v) C, (w').
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UN THEOREME POUR LES OPERATEURS LINEAIRES ENTRE ESPACES DE BANACH 29

On note M (G) I’espace des mesures bornées sur G. Soit pe M (G), on note || p|| la masse
totale de p.

Pour toute partie finie A de N, on posera

R(A)= j w, () p (dx).

H(A) est le coefficient de Fourier de u correspondant au caractére w, de G.

Soit € dans I'intervalle 0<g<1. Dans toute la suite, nous noterons ®(g) la plus petite
constante >0 pour laquelle il existe au moins une mesure u dans M (G) vérifiant les trois
propriétés suivantes :

(2.5 pnh=1, VneN,
(2.6) [R(A)| S pour toute partie finie A de N avec |A |1,
(2.7) ]| S0@©.

Nous verrons plus loin (remarques 2.5 et 2.11) des majorations de o (g).

LeEMME 2.4. — Tout opérateur u:X — Y entre espaces de Banach, qui se factorise par un
Hilbert, vérifie :

(2.8) Veelo, 1], Rw=o(e)|u| +ey,w).
Démonstration. — Soit {x, |AeP,} des éléments de X.
On considére la fonction @ : G — X définie par

VieG, ®(t)= Y w,(t)x,.

On pose .
Q*p(t)= jQ(ts")u(dS)

(remarquer que ® est en fait 4 valeurs fini-dimensionnelles, toutes les intégrales sont donc
définies sans probléme). ‘

On note simplement L2 (X) I’espace L? (G, m; X).
On a

% {065 |ul @,

d’ou (puisque la convolution par || est un opérateur borné sur L* de norme < || p|) :
[ @K pleao < (| 1| - | @ l200-
A fortiori :

2.9) [| (@)% p

|L’m§ ||“” . ||”|| . ”‘D“L’(xr
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30 G. PISIER

On vérifie aisément que

u(@)*p= Z u(xA)ll(A)wA'

AeP,
Posons

R= Y wyulxa)h(A).
AeP,
[Al#1

D’aprés (2.5), on a simplement
u((D) *U= Z S,u(x{,.})+R.
i=1
11 nous suffit donc pour démontrer (2.8) de prouver que

(2.10) IR [z Sev2 )| @ | o-
En effet, on aura alors :

I

) Si“(x{i})“ <||u @) x pflm + | Rl
i=1 L2(Y)

soit d’aprés (2.7), (2.9) et (2.10) :

<l ulloE)+ev2 (]| @]l

ce qui équivaut a (2.8) par définition de R (u).

Reste donc a établir (2. 10) : soit H un espace de Hilbert et soient S: X - H, T:H - Y tels
que TS=u.

Par un argument d’orthogonalité, on voit aisément que

ju S wySEOEA [2dm= T [SCa)EAE.
AeP, A€P,
[A]#1 [A]#1

donc d’aprés (2.6) :
LW NIEN] -
AeP,
de nouveau, par orthogonalité
5. [stnli= [Is@lzdns S0l
AeP,
On a donc
IR lm= Tl AZP wa S (ea) R(A) [luagn e | T - IS - [ @leaee
IAIE;‘.l
ce qui établit (2.10) d’aprés la définition de vy, (u).
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Remarque 2.5. — Pour tout £ dans ]0, 1], il existe une mesure p dans M (G) vérifiant (2. 5),
(2.6) et ||u|| <1/ /e; on a donc

2.11) o(e)=<1/\/c.

En effet, posons 6= \/E et soit p,e M(G) la mesure définie par dp,=1I1,dm avec pour
densité IT, la fonction
1 n n
O,=—| [TA+6e,)-]](1—6¢,) ).
20\ =1 1
En développant, on voit que
O,= ) &+0% Y wy,+6* Y w,+...
i=1

A€P, Ae€P,
|A|=3 |A]=5

Donc p,(A)=1 si A={i} avec ie{1,2, ...,n} et |p,(A)| <6 sinon. D’autre part
[T (146¢;)20 puisque |6 <1, donc
i=1

-l

par conséquent
[ ELRE

[10-6e)

l:[(1+08,~)

dm= ﬁj(l+6£,-)dm=1,
1

Finalement, tout point adhérent p 4 la suite (u,,) pour la topologie vague vérifie (2.5), (2.6)
et (2.7) avec o (g)= 1/\/5.

Remarque2.6. — Soit u:X — Y un opérateur qui se factorise par un Hilbert; d’aprés (2.2)
et (2.8), on a

Veelo, 1l 1. SC,(X)Co(V)(@(E)||ull +ev2 (),
d’ot si e<(C, (X')C,(Y) ™! :

C.(X)Ca(Y)o(e)
(2.12) WS el

Avec ’estimation o (g) <1 /\/E et le choix de e=(3C,(X)C,(Y))" !, on obtient :

3./3
@13 rws2LC00 02 ul.
On en déduit le principal résultat :

TuEOREME 2.7. — Soient X, Y deux espaces de Banach. On suppose que X' et Y sont de
cotype 2. Soit L= 1. Nous dirons qu’un opérateur u:X — Y est h-approximable s’il existe un
filtre (u;);.; formé d’opérateurs u;:X —> Y de rang fini tels que : Yx€X, u;(x) - u(x) et

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



32 G. PISIER

sup || u;|| SA||u|. Alors tout opérateur -approximable u:X — Y se factorise par un Hilbert
i

et vérifie :
3.3
T2(SAC|[ul|  avec C=—%§QCAX3CAYW“.
Démonstration. — On peut évidemment appliquer (2.13) aux opérateurs u;, d’ou

Y2(u;)SAC| ul|. Par un argument standard, on peut passer a la limite et on trouve
v @SACllu])

Rappel. — On dit qu’un espace de Banach E a la propriété d’approximatjon (resp.
d’approximation bornée) si I'identité de E est limite sur tout compact d’un filtre d’opérateurs
de rang fini sur E (resp. et de norme uniformément bornée).

Les corollaires suivants sont immeédiats :

CorOLLAIRE 2.8. — Si X' et Y sont de cotype 2 et si X ou Y a la propriété d'approximation
bornée, alors tout opérateur borné u:X — Y se factorise par un Hilbert.

COROLLAIRE 2.9. — Si X et X' sont de cotype 2 et si X a la propriété d’approximation bornée
alors X est isomorphe d un espace de Hilbert.

Ce dernier résultat résout partiellement le probléme 123 de [15].

Remarque 2.10. — 1l est important de signaler que si un opérateur u de X dans Y se
factorise par un Hilbert, alors cet opérateur est nécessairement v, (u)-approximable puisque
I'identité d’un espace de Hilbert est l-approximable. Par conséquent, supprimer les
hypothéses d’approximation dans les énoncés précédents revient 4 démontrer qu’elles sont
toujours vérifiées. Nous ignorons si c’est le cas.

Remarque 2.11. — On peut améliorer I’estimation (2.11). En effet, aprés avoir eu
connaissance de notre travail, W. Johnson et V. Milman ont remarqué que I’on a

Va>0, sup e*w(e)<co,
0<esl

et méme

1 1)\?
(2.14 o)(e)<expz (Log Log~—>
€
pour tout ¢ assez petit.
En fait, aprés avoir été informé de leur résultat, je me suis apergu que I’estimation (2. 14) est

démontrée explicitement dans Iarticle [8] (¢f. [8], th. 2 et 3). Il serait intéressant de connaitre
exactement ’ordre de grandeur de w(g) quand € — 0 ().

(*) Tout récemment, j’ai appris que J. F. Méla a démontré :
1 1 1
Vee 0,5 , C, Log; Sw()=C, Log—,
€

pour des constantes C;, C, >0. Il en résulte que pour tout espace X de dimension n, on a R (Idx) <K Log(n+1), o
K est une constante numérique.
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Si X est un espace de Banach de dimension finie égale a n, on sait (cf. [9]), que
v, (Idy) s \/ﬁ; d’aprés (2.8) on a R(Idx)ém(e)+s\/;, d’ou d’aprés (2.14) :

1 2
R(Idx)éexp<ZLogLog\/r_z) +1

quand n est assez grand. On trouve ainsi une croissance plutot lente des constantes R (Idy ) en
fonction de la dimension de X. Il me parait plausible que l'on ait toujours
R (Idx)=K (Log(n+1))*/? pour une constante universelle K.

Remarque 2.12. — 1l est faux en général qu’un quotient d’un espace de cotype g soit de
cotype g. On peut se demander néanmoins si un espace de cotype g admet « beaucoup » de
quotients qui le sont encore : nous dirons qu’un espace X est fortement de cotype g de
constante A s’il existe une famille filtrante décroissante (M;),.; formé de sous-espaces de
codimension finie de X tels que

NM;={0} et supC,(X/M;)=A.
iel iel

11 est facile de voir que si X’ est de type p avec (1/p)+(1/q)=1, alors X est fortement de
cotype g de constante T ,(X) (mais I'inverse est faux, par exemple si X =1 1), Par ailleurs, si
I’espace X posséde une propriété d’approximation convenable, par exemple s’il a une base de
Schauder, alors X est fortement de cotype g dés qu’il est de cotype g. Nous ignorons si tout
espace de cotype g est nécessairement fortement de cotype g. Le lecteur peut vérifier que si X’
et Y sont tous deux de cotype 2 et sil’un d’eux est fortement de cotype 2, alors tout opérateur
borné de X dans Y se factorise par un Hilbert.

Remarque 2.13. — L’utilisation d’un « produit de Riesz » IT, dans la démonstration du
théoréme 2.7, nous a été suggéré par la démonstration de I'inégalité¢ de Khintchine qui est
exploitée dans [25] pour établir que le dual d’une C*-algébre est de cotype 2. Dans un
contexte similaire, les produits de Riesz sont utilisés dans [1]. Le schéma de la démonstration
du théoréme 2.7 rappelle aussi la méthode d’extrapolation développée dans [20] et [21]. Les
articles [20], [21] et [22] fournissent d’ailleurs des cas « concrets » d’application du
théoréme 2.7 (mais ce dernier ne redonne pas les informations de [20] et [21] sur la forme
particuliére de la factorisation).

Remarque 2.14. — SiX ou Y est isomorphe a un Hilbert, alors tout opérateur de X dans Y
se factorise trivialement par un espace de Hilbert, i.e. B(X, Y)=T", (X, Y). Compte tenu de la
remarque 2.12, le théoréme 2.7 couvre tous les cas connus de couples X, Y vérifiant
B(X, Y)=T,(X, Y) et tels que ni X, ni Y, n’est isomorphe a un espace de Hilbert.

Pour tout espace E, posons suivant [18] :

pe=sup{p|Eestdetype p} et  gg=inf{q|E est de cotype q}.

On peut vérifier que les résultats de [18] ont pour conséquence le fait suivant (qui indique
que le théoréme 2.7 est « presque » optimal) :

Si B(X, Y)=TI',(X, Y), alors I’'un au moins des trois cas suivants se produit :

(@ px =qx =2;

(b) py=4ay=2;

(©) gx=aqy=2.
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Grossiérement parlant, (a) [resp. (b)] signifie que X (resp. Y) est « presque » isomorphe a un
Hilbert, tandis que (c) signifie que X' et Y sont « presque » de cotype 2.

11 serait intéressant de caractériser précisément les couples X, Y tels que
BX, Y)=T,(X,Y).

Le reste du paragraphe doit étre considéré comme un appendice : nous y donnons une
version duale du théoréme 2.7; ce nouveau point de vue a I’avantage de permettre une
ameélioration technique (on peut remplacer « approximation bornée » par « approxima-
tion » dans les énoncés précédents), mais il a I’inconvénient de masquer les principales idées.
Nous avons donc choisi de développer en détail le théoréme 2.7 et d’esquisser seulement ci-
dessous la démonstration de la version améliorée.

Soient X, Y deux espaces de Banach. On définit une norme notée y% sur Y’ ® X par
n 1/2 n 1/2
VzeY' ®X, yg(z)=inf{<2||y;||2> <Z||x,-||2> }
1 1

ou I'infimum porte sur toutes les suites finies (y; )<, et (x;);<, tellesque (2.15)z= Y y; ® x;et
1

telles que
(2.1 VyeY, Vx'eX, [Nz y®@x>|=(X|<xu xY2X|<vi y>|HH

On note Y’ ®y; X le complété de Y’ ® X muni de la norme y%. A tout élément z de
Y’ ®,, X est associé de la maniére habituelle un opérateur noté Z de Y dans X. Il est bien
connu [14] qu’un opérateur u : X — Y se factorise par un Hilbert si et seulement si 31 >0 tel
que

VzeY' ® X, |tr5u| SAy%(2).
De plus, la norme v, (4) coincide avec la plus petite constante A vérifiant cette propriété.
Nous renvoyons a [14] et [19] pour plus de détails.

THEOREME 2.15. — Si X' et Y sont de cotype 2, pour tout v dans Y’ ®ﬁ X, l'opérateur
associé v : Y — X est nucléaire et vérifie N(v) £Cy%(v), on C est comme au théoréme 2.7.

Démonstration. — Soit zeY' ® X tel que y¥(z)<1.
Il existe alors (x;),<, et (y/);<, vérifiant (2.15), (2.16) et

Zllxd*<t Xlvil<1.

Posons K=C, (X’)C, (Y). Nous allons montrer que :Vee€]0, 1],3z,,8,€ Y’ ® Xtelsque
z=z,+38,, avec ||z,]|, SKw(e) et y%3,)SKe. En appliquant & nouveau cette

n
décomposition n fois, on obtient z4, ..., z,etd,,; dans Y’ ® X telsque z= Z z;+0,,,avec
1

Vi=1,2, ...,n ||z]|,SKoE)Ke™ et y58,+1)S(Ke)"
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Finalement, en choisissant e<1/K, on voit que l'opérateur z défini par z vérifie
N@EZ) =K o(e) Z (K €)}, ce qui établit le théoréme 2.12.
i=0

Indiquons briévement comment on obtient la décomposition annoncée : soit (g,) une suite
comme en 1.4.

L’inégalité (2.16) implique ’existence d’éléments x; de X tels que

z=iy,f®§i et  Vx'eX, LD IN LTI
1

On pose
2>l/2

g(E.:lv cee &n)él}

VEy, ..., &X', gy, ~--,&,.)=<|E

z:‘,gi&i

et

g* (x1, ...,xn)=sup{‘2<x.-,e,i>

En utilisant Iinvariance rotationnelle des mesures gaussiennes, on voit que (2.17)

g*(Xy, ..., X,)Sg*(xy, ..., x,) (¢f. par exemple [24], prop. 2.3); d’autre part, le fait
que X’ est de cotype 2 assure (cf. 1.4) que
(2.18) g* (x5, -, X)) SCL X)X x:]|) 2 < Co (X))

En utilisant (2.17), (2.18) et le fait que la suite (g g;),5, a la méme distribution sur
(G, m) x(Q, P) que la suite (g,),<,, on trouve ReL?(m® P; X) tel que

(Ra;gidmdp=0, Vl=l,2, [ (]
et v

<C,(X).
L*m@® P; X)

Zﬁigiiii"'R
1

D’autre part, puisque Y est de cotype 2, on a

VoeQ, 3y,(weY  (AeP,, |A|x1),

tels que

2
dm=C, ()2 Y| yi|*]g:(@)]*.

f

En convolant avec une mesure p vérifiant (2.5), (2.6) et (2.7), on trouve, en posant

Z:‘,a.-gi(m)y.f+ Y yi(@w,

[A]#1

R'= ¥ yi@R@A)w,,
AeP,
|Al#1

=o(g) C,(Y).

n
Yeigiyi+R’
1 L*m@P; X)
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Finalement on a

z=Yyi®x;=2;+39,,
1

avec
zl=J(Zsigiy£+R’>®<Zsig,-§i+R)dmdP et 62=—jR’®RdmdP.
1 1

On voit facilement que cette décomposition a les propriétés annoncées. Il en résulte
immédiatement par dualité :

CoROLLAIRE 2.16. — Si X' et Y sont de cotype 2, tout opérateur u: X —Y qui est
approchable uniformément sur tout compact par des opérateurs de rang fini se factorise
par un Hilbert et y,(u)<Cl|lu||; les corollaires 2.8 et 2.9 restent donc vrais si I'on
supprime « bornée ».

3. Le probléme des compacts non nucléaires

Il s’agit du probléme suivant : existe-t-il toujours entre deux espaces de Banach X, Y de
dimensions infinies un opérateur compact non nucléaire ?

Ce probléme (posé dans [6]) est toujours ouvert, méme dans le cas particulier X=Y. Sous
des hypothéses supplémentaires, des réponses positives sont données dans [26], [11], [10]
et [2].

Nous pouvons démontrer une version fini-dimensionnelle de la conjecture :

THEOREME 3.1. — Soient {X,|neN} et {Y,|neN} deux suites d’espaces de Banach de
dimensions finies. Supposons qu’il existe une constante K telle que : VYn,Vu, X,—>Y,,
N (u) <K ||u|| alors nécessairement sup min {dimX,, dimY,} <co. '

Bien entendu, si sup min {dimX,, dimY,} =M <0, onatrivialementVn,Vu,X, > Y,,

Nw=M| ul||. Le trll'léoréme précédent signifie que seul ce cas trivial est possible.

Remarque 3.2. — Si X,=Y, pour tout n dans le théoréme 3.1, le résultat est évident car
I’identité sur X, est de norme uniforme <1 et de norme nucléaire =dimX,,.

De méme, si dim X =0 et si X posséde la propriété d’approximation, on peut montrer
facilement qu’il existe un opérateur compact non nucléaire de X dans lui-méme.

Nous aurons besoin de notations supplémentaires :

Soient n un entier et p dans [1, co]. On note [2 ’espace R" muni de la norme
@1, +es )| =(X | |?) P (=sup | e si p=o0).
isn
Si E et F sont deux espaces de Banach isomorphes, on note d (E, F) la borne inférieure de
(I T||.]IT~!|| quand T décrit I'ensemble des isomorphismes de E sur F.
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Soient X un espace de Banach et n un entier. On notera A,(X) la borne inférieure de
{ll]l-||B]|} portant sur toutes les factorisations possibles de I'identit¢ de [* de la

B
forme I? Sx5 1.
Dans P’article [18], le résultat suivant est démontré explicitement : soit g avec 2 <g < o0; si
un espace X n’est pas de cotype g alors :

VneN, Ve>0, 3Ix,, ..., x,€X,

tels que

V(a;)eR", sup|a;| < ’

n
Zaixi
1

n 1/q
§(1+s)<2|a,-|“) .

1
D’aprés le théoréme de Hahn-Banach, il existe un opérateur B : X — [ tel que

llﬁllél et ﬁ(iaixi) =(d,1, ey an)’

par conséquent, on a alors A,(X)<n'/ pour tout entier n.

11 est trés facile de vérifier que les arguments de [18] prouvent aussi une version fini-
dimensionnelle de ce dernier résultat :

TrEOREME 3.3. — Soit { X, | ne N } une suite d’espaces de Banach et soit q dans Uintervalle
2<g< o : '
(i) si supC,(X,)=00, alors il existe une suite d’entiers (k,) telle que k, — 00 si n— oo et

vérifiant :
sup {supk~ 1A, (X,)} <o0;

n k<k,

(i) de plus,sia,=supC,(X,)< o, alors il existe une constante A ; (ne dépendant que de a,)
telle que '

VneN, VNeN, V{x,, ..., xy}eX,,

ona

3.1 J

(avec les notations 1.4).
Pour démontrer (i) le lecteur n’a qu’a reprendre la démonstration du théoréme 1.1 de [18],

2

N
Yeix;|| dm
1

N
;gixi

2
d[pgAﬁj

p. 58, en remplagant partout ¢ (n) par sup <p’:' (n). On pourrait aussi déduire (i) du résultat

de [18] par une technique d’ultraproduits.

Par contre, la partie (ii) résulte directement du corollaire 1.3 de [18], si’on remarque que
Iespace I?({ X,|neN })[i.e.l’'espace des suites (x,), telles que x, € X, et ¥ || x,, || 2 < o0, muni
de sa norme naturelle] est de cotype ¢ si supC,(X,)<x.
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Remarque 3.4. — L’inégalité (3.1) a une autre conséquence :

Définissons, pour tout espace X, la constante C,,(X) comme la plus petite constante A
vérifiant la propriété suivante :

1/2
YNeN, V{xy ... 5} <X, (Z”x,-““)“"ék(ﬁ]Zgix,-"zdlp’) .

Nous avons signalé en (1.4) que 'inégalité
(3.2 C,(X)=C,(X),
est facile; inversement, il résulte de (3.1) que
(3.3) vr22, VneN, C,(X,)=A,C.(X,).
Nous utiliserons le lemme suivant di a Figiel, Lindenstrauss et Milman :
LemMmE 3.5 ([5], lemme 6.1). — Pour tout espace de Banach de dimension finie on a
C,(E)S(dimE)!~%4C (E).

L’exposant intervenant dans ce lemme a été amélioré dans [12] (c¢f. aussi [24]).

Remarque 3.6. — Soit g>2 et soit {X,|neN} une suite d’espaces de dimension finie
telle que

M=supC,(X,) < et M’'=supC,(X,)< .
D’aprés (3.2), (3.3) et" le lemme précédent, on a '
C,(X)=Cr(X,)A A, (dimX,)! 24 Cy(X,).
Et de méme 3 A, tel que
C,(X,)SA;(dimX,)! ~21C(X,).
Si I’on applique alors le théoréme 2.7 on trouve
(3.4 si m,=dimX,, d(X,, I2)£B,(dimX,)? "%,

ou B, est une constante indépendante de n.

Démonstration du théoréme 3.1. — 1l est clair (par dualité) que 'inégalité N (1) <K || u||
reste vraie Yu, Y, — X, et aussi (par transposition) Vu, X, - Y, ou bien Vu, Y, - X,.
Supposons que min {dimX,, dimY,} — co, nous aboutirons a une contradiction.

Tout d’abord, nous allons montrer par un argument standard que les espaces X,,, X,,, Y , et
Y, sont de cotype ¢, uniformément en n, pour tout g>2.

Considérons deux factorisations
o B v 3
pP-X,-Ir et p-Y,-1l7,
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de I'identité de [® telles que
lall-IBll <A et fv[-[8] SAY).
On peut écrire :
(3.5 k=trdyBa<||8||IN@B)|| || K ||8].||vB||-]| ]| SK Ax(Xa) Ar(Y ).
Par un raisonnement similaire, on trouve
(3.6) k<K AL (XL)AL(YL).

Posons d,=min{dimX,, dimY,}.
D’aprés le lemme de Dvoretzky-Rogers (¢f. [4], lemma 2), nous savons que

si k__<_%./dimX,, alors A, (X,)S2k et A (X;)=2/k

et de méme pour Y, et Y,,.
Par conséquent si k<1/2./d,, on a d’aprés (3.5) et (3.6) :

min { A (X,), A (X5), A(Y.), Au(Yo)} 2

2

39

Puisque nous supposons que d,, — oo quand n — oo, d’apres le théoréme 3.3, la derniére

inégalité implique :

Vg>2, sup max{C,(X,), C,(Xy), Co(Y,), C(Y,)} <c0.

En appliquant deux fois (3.4), on trouve Vg>2,

dX,, ldzimxn)§Bq(dim X,)3a-2a
et
d(Y,, [y, )SB,(dimY,)? =29,

On a donc montré que les espaces X, et Y, étaient, en un certain sens, uniformément

proches d’espaces euclidiens; ce fait va nous conduire finalement a une contradiction.

Du fait de la symétrie du probléme, nous pouvons supposer par exemple que
dimX,<dimY, pour tout n. D’aprés [5] (th. 5.2), il existe un sous-espace E, de Y, de
dimension p,21n,(dimY,)*?et tel que d (E,, I2) <2 [0l ,< 1 est une constante positive ne

dépendant que de g, par I'intermédiaire de sup C,(Y,)]. Notons j, I'injection de E,, dahs Y,.

D’aprés I’hypothése de départ, on a

Vu, Xn""Env N(]"u)s—‘K”u”'
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D’aprés 1.6 on a a fortiori n, (u) <K ||ul|.
Par conséquent (rappelons que m,=dimX,) :

Vu, l,ﬁ_ —>l‘;‘:,

on doit avoir
n, (W) S2B,Km3@ =29 ||y,

mais si I’on choisit pour u une projection orthogonale de /2 sur un sous-espace de dimension
8,=inf(m,, p,) considéré comme plongé dans 2 , on a évidemment || u|| =1etnt; (4)2/3,.
On doit donc avoir nécessairement :

/8, S2B,(m,)* oK,

noter que puisque

W2M,(dimY,)?2n,(m,)*,
on a '
8,21,(m,)*,

d’ou finalement
(dim x")(llq)— 3(1-2/9) <2 Bq (qu) -12K,
On peut choisir q assez proche de 2 pour que : (1/q)—3(1—2/g)>0, de sorte que dim X,

reste borné quand n — oo, ce qui est bien la contradiction annoncée.

Remarque 3.7. — Au cours de la démonstration précédente, on a établi le fait suivant :
Toute suite { X, } d’espaces de Banach de dimension finie posséde nécessairement au moins
’'une des trois propriétés suivantes :

(i) 3g>2et k,— oo tels que
sup sup kYA (X,)< o,

n  1<ksgk,

(i) 3g>2 et k, — oo tels que

sup sup k™ M1A(X))< o,

n  1sksk,

(i) Ve>0, 3K, tel que
Vn, d(X, ld.x)SK.(dimX,).
Donnons une conséquence immédiate :

CoRrOLLAIRE 3.8. — Supposons que I'un des deux espaces de dimensions infinies X ou Y
posséde une base de Schauder, ou seulement qu’il existe dans X ou Y une suite de projections
(P,) de rangs finis telles que

sup||P,||<0 et rangP,» o0  si n- .
n
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Dans ces conditions, il existe un opérateur compact non nucléaire de X dans Y.

En fait, on peut beaucoup raffiner ce corollaire :

THEOREME 3.9. — Soient X, Y de dimensions infinies tels que tout opérateur compact de X
dans Y est nucléaire.

Alors nécessairement :

(i) les espaces X, X', Y, Y' sont de cotype q pour tout q>2;

(ii) tout opérateur de rang fini T : X —» X vérifie Ve>0:

IT]) 2C.| T rangT) ~t+9,

ou C.>0 est une constante indépendante de T.
En particulier, tout projecteur P : X — X de rang fini vérifie :

| P|| 2C.(rang P)/> =,

En outre, les opérateurs sur Y jouissent des mémes propriétés.

Démonstration. — La partie (i) se démontre par un argument standard exactement comme
au début de la preuve du théoréme 3.1. Montrons (ii) :

Soit T : X — X un opérateur de rang n. T se factorise en

o T j
T: X5X/KerT->T(X)>X,

ou o et j sont respectivement la surjection et 'injection canonique.

Puisque Vg>2, C,(X)< 0 et C,(X")< 0, on a d’aprés le lemme 3.5 et la remarque 3.4,
une estimation du type

Ve>0, C,((X/KerT))<K.,n* et C,(TX)<K,.n,

ou K, ne dépend que de X et & (mais pas de T).
Donc, d’aprés le théoréme 2.7, il existe une constante K; telle que

Y2 (D=Kont|| T =Kontf| T

D’oit une factorisation de T : X - 12 % X avec |A]l-IBl|=K:n®|| T||.

On sait que I’on peut factoriser I'identité de 2 & travers un espace arbitraire de dimension
infinie, par exemple Y, de fagon que : Id.=uv avec v : I25Y et u:Y 12 vérifiant
|lu]l-|v]|£2/n (¢f. [4], lemma 2) on a donc: T=(Bu)(vA). D’aprés I'hypothése du
théoréme 3.9 et le théoréme du graphe fermé 3k tel que VU, X —» Y de rang fini, on a
N(U)SK || U||. Par dualité, on en déduit : VV, Y - X de rang fini,onal, (V)SK| V||, ou
I, est la norme intégrale au sens de [7]. D’autre part, d’aprés un résultat classique ([7],
chap. II, p. 15; ou plus généralement : [11], prop. 2.2), on a

|trT| = |tr(Bu)(vA)| ENBuI, (vA),
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donc
<K?||Bul|.[|vA]| <K?||B||. || A[l.[lul].| o]l S2K>Kn®2*<|| T,

d’ou le résultat annoncé, avec C,=(2K2K/)™!.
La démonstration avec Y au lieu de X est évidemment la méme.

Pour finir, nous discutons deux questions voisines du probléme des compacts non
nucléaires.

Si tout opérateur compact de X dans Y est nucléaire et si dimX=dimY = o0, on voit
facilement grice au théoréme de Dvoretzky (cf. [4], [5]) que tout opérateur de Z dans 2 est
1-sommant quand Z=X, X’, Y ou bien Y'. En particulier, il en résulte (par dualité) que tout
opérateur de [ dans X' est 2-sommant, donc que tout opérateur de X dans I! se factorise par
12 et par conséquent est 1-sommant. Il en est de méme pour Y. D’ou le

ProBLEME 3.10. — Si tout opérateur d’un espace de Banach X dans I' est 1-sommant,
est-ce que dim X < oo0?

Lelecteur vérifiera aisément a I’aide de la remarque 3. 7 que si X a une base de Schauder, ou
seulement s’il existe une suite (P,) comme au corollaire 3.8, alors la question précédente a
une réponse affirmative.

On peut expliciter ’hypothése du probléme 3.10 de la maniére suivante :

JK tel que VneN, V{x,, ...,x,} =X, V{xi,...,x.} <X,

n n
Y |Kxi x;>| £Kmax Y[<x, x;>|. max Y [{x}, x>|.
1=i,jSn x'eX 1 xeX 1

(B lIxll s1

Cette formulation explicite pourrait peut-étre faciliter la recherche d’un contre-exemple.

Par ailleurs, pour résoudre le probléme des compacts non nucléaires et le probléme 3.10, il
suffirait de savoir répondre a la question suivante posée dans [3] :

ProeLeME 3.11. — Si B(I®, X)=II,(®, X) et B(I*, X)=I1,(I®, X'), est-ce que X est
nécessairement isomorphe a un espace de Hilbert ?
Le corollaire 2.9 ci-dessus suggére que la réponse est positive, mais nous ne savons pas le

démontrer méme avec des hypothéses d’approximation (par exemple si X a une base de
Schauder).
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Note ajoutée sur les épreuves. — Le résultat de Méla cité a la remarque 2. 11 est inclus dans son article 4 paraitre
intitulé Mesures e-idempotentes de norme bornée.

D’autre part, le lecteur trouvera une démonstration différente de ce résultat ainsi que du lemme 2.4 dans I’exposé
n°® 11 du Séminaire &’ Analyse Fonctionnelle 1979-1980 de I’Ecole polytechnique & Palaiseau.
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