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R-THÉORIE ALGÉBRIQUE
ET REPRÉSENTATIONS DE GROUPES

PAR JEAN-LOUIS LODAY

INTRODUCTION

La notion de produit en K-théorie algébrique a été étudiée en détail par Milnor [20]
en basses dimensions. En dimensions supérieures, de nombreuses questions font appel
à son existence, notamment en topologie différentielle et en théorie des nombres
(cf. [32], p. 294; [12], p. 312; [20], p. 67). Cependant, faute d'une formulation satis-
faisante de ce produit, on n'a pu jusqu'à présent en utiliser des propriétés spécifiques.

Dans ce travail, nous précisons une telle formulation dans le cadre de la K-théorie de
Quillen. Le produit ainsi défini généralise les notions déjà connues en basses dimensions.
Il permet de construire un inverse à gauche de l'opérateur de projection (généralisé) de
Bass :

K^A^r1])-^^),
propriété conjecturée par Gersten dans [7], p. 219. De plus, nous l'interprétons sim-
plement en termes d'homologie des groupes dans deux cas particuliers.

Le point de vue adopté ici s'adapte, mutatîs mutandis, en K-théorie hermitienne. En
particulier, l'analogue de la conjecture de Gersten citée plus haut permet à Karoubi
d'achever la démonstration des théorèmes de périodicité en K-théorie hermitienne.

Nous exploitons cette notion de produit et les techniques qui y conduisent essentiellement
dans deux directions :

— V étude du groupe de Whitehead supérieur Wh^ (G). Ce groupe, qui intervient dans les
problèmes de pseudo-isotopie, n'a été calculé que dans un nombre restreint de cas. Nous le
comparons ici au deuxième groupe d'homotopie stable de l'espace classifiant du groupe
discret G et au groupe K^ (Z [G]). Grâce à un théorème de Waldhausen ([3l], p. 1),
nous en déduisons qu'il est nul pour une large classe de groupes G, en particulier dans le
cadre d'une conjecture de Laudenbach ([16], p. 5);

— la dualité et les représentations de groupes discrets. Considérés comme des foncteurs
en G les groupes K^ (A [G]) définissent ce qu'on pourrait appeler une théorie d'homologie
généralisée des groupes. Sachant l'intérêt d'une théorie de cohomologie en dualité avec
la théorie d'homologie, cette remarque motive la recherche d'une théorie de cohomologie
des groupes en K-théorie. Nous montrons que les représentations linéaires permettent la
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310 J.-L. LODAY

construction de tels groupes (K-théorie équivariante) et nous précisons leurs rapports
avec la K-théorie des algèbres de groupes A [G]. Une étude analogue en K-théorie hermi-
tienne s'obtient en substituant les représentations quadratiques aux représentations
linéaires. Nous précisons les liens qui existent entre les groupes de chirurgie de Wall de G,
l'anneau des représentations quadratiques de G et d'autres invariants de G comme l'homo-
logie et la cohomologie rationnelles. Nous appliquons ces résultats à une minoration du
rang des groupes de chirurgie dans certains cas particuliers. Enfin, nous faisons le lien
entre ces travaux et la conjecture sur l'invariance homotopique des hautes signatures de
Novikov [24]. En particulier, nous donnons un énoncé précis à la « formule de
Hirzebruch dans le cas non simplement connexe » en toutes dimensions et montrons
comment cette formule ouvre la voie à une démonstration de la conjecture de Novikov.

Ce travail est divisé en cinq chapitres et un appendice dont nous allons maintenant
détailler le contenu.

Le chapitre 1 contient essentiellement la construction de l'espace BGL (A)4' et la démons-
tration de ses propriétés. Ces résultats ne sont pas nouveaux, mais à notre connaissance il
n'en existe pas encore de rédaction complète dans la littérature; c'est pourquoi nous avons
jugé bon de leur consacrer un chapitre. De plus nous établissons un théorème (1.3.7)
qui permet de décrire l'application

8 ^ : [S1AX,BG3+]^[X,BGÏ-]

lorsqu'on a une fibration homotopique

BGÎ -> BGÎ -> BG^

associée à certaines suites exactes de groupes

1 ̂  GI -̂  G^ -> Ga -> 1
et à certains espaces X.

L'objet du chapitre II est l'étude du produit en K-théorie algébrique. Pour tout couple
d'anneaux A et A' nous construisons une application continue

y : BGL (A) + A BGL (A')+ -> BGL(A ® AV

jouissant de bonnes propriétés formelles. C'est cette application qui nous permet de définir
le produit

K,,(A) x K^(A') ̂  K^(A ® A').

Nous montrons que si n == 1, p = 1, ce produit coïncide au signe près avec celui défini
par Milnor [20]. Puis, pour n = 1, p = 2, nous explicitons ce produit en termes d'homo-
logie des groupes par une application bilinéaire

Hi(GL(A); Z)xH2(E(A); Z)^H3(St(A); Z).

A l'aide de l'application y, nous construisons pour tout anneau A un spectre K^ dont les
groupes d'homotopie sont les groupes de K-théorie K,, (A). Il résulte du théorème 1.3.7
que ce spectre est un Q-spectre. En conséquence, si SA désigne la suspension de l'anneau A,
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le produit induit un isomorphisme de K^(A) = K^ (A) (g) Ki (S Z) dans K^+i (SA).
Nous terminons ce chapitre avec la définition des théories d'homologie et de cohomologie
généralisées h^ (- ; KA) et A* (— ; K^) associées au spectre K^.

Le chapitre III est la transposition des résultats précédents en K-théorie hermi-
tienne W^ (—). Dans le cas linéaire, les théories associées au spectre K^ sont peu connues;
en revanche dans le cas hermitien, les théories associées au spectre W^i/^ sont la
KO-théorie homologique et la KO-théorie cohomologique (à la 2-torsion près). Nous en
déduisons un homomorphisme

;(G) : KO^(BG) ® Z[l/2] -> L^(G) ® Z[l/2]

pour tout groupe discret G; malheureusement, nous ne savons pas si /(G) coïncide avec
un homomorphisme analogue défini par Wall ([33], p. 263).

Le chapitre IV est essentiellement consacré à l'étude du groupe de Whitehead supé-
rieur Wti2 (G). Nous définissons tout d'abord un homomorphisme naturel

^(G) : ^(BG; KA) -^ K^(A [G]).

Il est facile de vérifier que Who (G) = Coker À^ (G) et que Whi (G) = Coker X? (G).
Nous montrons que Wha (G) = Coker À^ (G) avec la définition de Wh2 (G) due à Hatcher
et Wagoner [8]. En fait, ce résultat s'interprète à l'aide de l'homotopie stable de BG;
plus précisément, la suite

n^ (BG) --> K^ (Z [G]) -^ Wh^ (G) -> 0

est exacte. D'un résultat de Waldhausen [31] affirmant que pour certains groupes G
l'application Xj1 (G) est un isomorphisme, nous déduisons la trivialité de leurs groupes de
Whitehead Wh^ (G).

Dans le chapitre V, nous introduisons le groupe de Grothendieck K^ (A) de la catégorie
des A-modules projectifs de type fini munis d'une G-action (ou «K-théorie algébrique
équivariante »). Nous construisons un « produit de Kronecker » :

(p : K°G (A) x Ko (A' [G]) ̂  Ko (A® A')

ainsi qu'un homomorphisme naturel

9 : Kâ(A)-^°(BG;KA)
tels que

(*) <e(p),x>=(p(p,Mx)),

où x e ho (BG; KA) et où p e K^ (A). La formule d'adjonction (^) est encore valable en
dimensions supérieures et en K-théorie hermitienne. Nous l'utilisons pour comparer
l'homologie rationnelle de G et les groupes de chirurgie L^ (G) ® Q. Le dernier paragraphe
est consacré à la formule des hautes signatures et à la conjecture de Novikov.

Certains résultats des chapitres 1 et II ont été annoncés dans une note aux Comptes
rendus [17]. Les résultats du chapitre IV ont été résumés dans [38].

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NOIIMALE SUPÉRIEURE !



312 J.-L. LODAY

NOTATIONS ET CONVENTIONS. — Nous désignons par anneau tout anneau unitaire et
par pseudo-anneau tout anneau sans élément unité. Les morphismes d'anneaux respectent
l'élément unité. Si M et M7 sont deux A-modules, on note M ® M'leur produit tensoriel;

A
si A = Z, on note simplement M ® M'. Le groupe de Grothendieck de la catégorie des
A-modules projectifs de type fini est noté Ko (A). Les notations de K-théorie hermitienne
diffèrent d'un auteur à l'autre, pour notre part, nous avons adopté ici celles de
Karoubi [12] en indiquant les correspondances avec les groupes de chirurgie.

Nous travaillerons en général dans la catégorie des CW-complexes pointés et appli-
cations continues pointées. Une homotopie entre deux applications continues qui ne
respecte pas le point-base est appelée homotopie libre. On note [X, Y] les classes d'homo-
topie d'applications continues pointées de X dans Y. En général, le point-base de X
(resp. Y, . . .) est noté XQ (resp. YQ, ...). Le bouquet (« wedge ») de X et Y est l'espace
XV Y = X u Y/XQ = YQ (u est le réunion disjointe). Le produit réduit (« smash ») est
l'espace

X A Y = X x Y / X V Y .

Remarquons qu'on a une surjection canonique X x Y — > X A Y .

Pour tout groupe discret G, BG désigne l'espace classifiant de G. C'est un espace
d'Eilenberg-MacLane de type K (G, 1), bien défini à homotopie près. On choisira pour B Z
le cercle S1.

Le signe D indique la fin ou l'absence d'une démonstration.
Qu'il me soit permis de remercier ici M. Karoubi dont la compétence et le dévouement

ont permis la réalisation de ce travail. Je remercie aussi P. Cartier et M. Kervaire pour les
stimulantes conversations que j'ai pu avoir avec eux.

Par 48° 35' N et 7° 48' E, le 6 février 1976.
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CHAPITRE 1

La K-théorie de Quillen

Le but essentiel de ce chapitre est de construire l'espace BGL(A)'1', dont les groupes
d'homotopie sont les groupes de K-théorie algébrique K^ (A) et de montrer ses principales
propriétés.

Les démonstrations ne font appel qu'à des résultats classiques de topologie algébrique.
Les résultats présentés ici sont dus à Quillen [25] (pour les paragraphes 1.1 et 1.2)

et Wagoner [30] (pour les paragraphes 1.3 et 1.4) ainsi qu'à Gersten et Kervaire. A ma
connaissance, le théorème 1.3.7 est nouveau.

1.1. LA CONSTRUCTION « + ».

THÉORÈME 1.1.1. — Soient X un complexe cellulaire connexe pointé et N un sous-
groupe distingué parfait (N = [N, N]) de n = n^ (X, XQ\ II existe un espace X4' et une
application continue pointée

i : X ç X4'
tels que

(1) Tti (X, Xo) —» Tti (X4', Xo) s'identifie à la projection n —> TT/N;
(2) pour tout système de coefficients locaux ^ sur X4', V application i induit un

isomorphisme
H^Xîf^^H^X4-;^).

Démonstration. — Soit A un sous-ensemble de N dont l'enveloppe normale (i. e. le plus
petit sous-groupe distingué contenant A) dans n soit N. Pout tout a e A, on choisit une
application continue a^ : S1 —> X dont la classe d'homotopie dans TT^ (X) soit a. Ces appli-
cations permettent d' « attacher » à X des 2-cellules ^. On note

Xi=Xu (J eî.
a e A
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314 j.-L. LODAY

D'après le théorème de van Kampen n^ (Xi) = 7^ (X)/N = TT/N et l'inclusion ^ : X q: Xi
induit sur le groupe fondamental la surjection n -> TT/N. On note Xi le revêtement universel
de Xi. Dans le diagramme cartésien

^ i ^
X c ï X ,i,,i
X ç X i

/\ ^

l'espace X est la partie de Xi qui est « au-dessus » de X. Remarquons que les deux flèches
verticales ont la même fibre : n^ (X^) = TT/N. La suite exacte d'homotopie de la fibration
de gauche

0 ̂  TTi (X) -> TTi (X) -^ 7T/N -> 0

nous montre que n^ (X) = N.
Considérons la suite exacte d'homologie à coefficients entiers et la suite exacte d'homo-

topie de la paire (Xi, X) :

^2 (Xi) = K2 (Xi) -> Hz (Xi, X) -> Tii (X) = N< , 1 - !
îÎ2 (Xi) ̂  H^ (Xi, X) ̂  Ri (X) = 0

On vient de montrer que 71:1 (X) = N. On sait que Hi (X) = N/[N, N]; le groupe N est
parfait par hypothèse, on a donc Hi (X) = 0. Il s'en suit que l'homomorphisme j est
surjectif. L'homomorphisme de Hurewicz p est un isomorphisme car l'espace Xi est
simplement connexe. Le groupe abélien H2 (Xi, X) est un groupe abélien libre ayant un
élément de base par 2-cellule ajoutée à X pour construire Xi. Le groupe H^ (Xi, X) est
donc un Z [îi/Nj-module libre de base { e^ }^A- L'homomorphisme y est surjectif et p est
un isomorphisme. On peut donc trouver des applications continues b^ : S2 —> Xi, a e A,
telles que y o p [éj = {e^}. Ces applications continues nous permettent d'attacher à Xi
des 3-cellules. On obtient ainsi l'espace

X+ = X, u U el.
a e A

II est clair que l'inclusion i : X c; X4' induit sur le groupe fondamental la pro-
jection TT —> TT/N. On note X"^ le revêtement universel de X'1' ; la partie de X^ au-dessus
de Xi s'identifie au revêtement universel Xi et on a le carré cartésien

Xc^X-^
I I
X^X-^

Le complexe de chaînes cellulaires de la paire (X4', X) est
-, - d „ ,

...-^-^(X^XO-^C^X^X)-^ ()->...

4e SÉRIE — TOME 9 — 1976 — N° 3
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En effet
C^\X,)=C,(X\X)

<w /\.

car Xi et X ont les mêmes 3-cellules;

C^(X,,X)=C^(X\X)

car Xi et X'4' ont les mêmes 2-cellules. Les complexes cellulaires de X4' et Xi (resp. Xi et X)
ne diffèrent qu'au niveau des 3-(resp. 2-) cellules, donc

C3(X4-, XQ = HsCX^. XO [resp. C,(Xi, X) = H^, X)].

L'opérateur d est le composé

H3(X+, X,) ̂  H,(XO ̂  H,(Xi, X).
On a la formule

d(^)==j"a(^)=jop(&,)=^2.

L'homomorphisme rf établit une bijection entre les bases des Z [îi/N]-modules
^ <w <^< /\.

€3 (X4', Xi) et C^ (Xi, X); c'est donc un isomorphisme de Z [îi/N]-modules.
Soit L un Z [7i/N]-module. L'homologie de la paire (X'1', X) à coefficients dans le<%> /\

Z [7i/N]-module L est l'homologie du complexe C^ (X'1", X) ® L. On voit donc que
Z[îi/N]

H^X4", X; ^f) = 0, où o^ est le système de coefficients locaux défini par le
Z [îi/Nj-module L. La longue suite exacte d'homologie à coefficients locaux de la
paire (X4', X) nous permet alors d'affirmer que l'application H^ (X; f* Jêf) -> H^ (X+ ; Jêf)
est un isomorphisme. D

PROPOSITION 1.1.2. — Avec les hypothèses du théorème 1.1.1, le couple (X+,i) est
universel à homotopie près parmi les couples (Y,/) où Y est un espace connexe etf : X —> Y
une application continue vérifiant n^ (/) (N) = 0.

Plus précisément, pour une telle application continue/il existe une application continue
unique à homotopie près/'1' :X+ —> Y qui rende le diagramme

^^+

Y
commutatif à homotopie près.

Démonstration. — II est aisé de définir/4" sur le 1-squelette de X4'. Pour étendre cette
application aux squelettes de dimensions supérieures, les obstructions sont dans les groupes
H"4'1 (X4', X; Un (Y)), n = 2, 3, „ . . , où la structure de Z [îi/N]-module de ^ (Y) est
induite par/ç/'. [28]. [Notons que c'est ici que l'on utilise l'hypothèse n^ (/) (N) = 0.]
Comme le complexe de Z [îi/Nj-modules C^ (X4', X) est acyclique, ces groupes de coho-
mologie sont nuls. On en déduit l'existence de l'application continue/4' cherchée.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



316 J.-L. LODAY

Si / î et / ̂  sont deux telles applications, elles coïncident à homotopie près sur le
1-squelette de X et les obstructions à l'existence d'une homotopie entre elles sont dans les
groupes H" (X4', X; TT» (Y)), n = 2, 3, ..., qui sont nuls. D

COROLLAIRE 1.1.3. — La construction « + » est fonctorielle à homotopie près. D
Plus précisément, soient X' un complexe cellulaire, N' un sous-groupe distingué parfait

de Tti (X') et/ : X —> X' une application continue qui envoie N dans N'. Dans ces condi-
tions, il existe une application continue (unique à homotopie près)/4' : X4' -^X74" qui
rende commutatif le diagramme

X -^ X'•l 1"^ f+ ^
X4--^'4-

Remarque. — Ce corollaire implique que le type d'homotopie de l'espace X4' est indé-
pendant du choix du point-base de X (car X est connexe par arcs). De même la propo-
sition 1.1.2 est encore valable sans l'hypothèse/pointée.

PROPOSITION 1.1.4. — Soient X (resp. Y) un complexe cellulaire connexe et N (resp. N')
un sous-groupe distingué parfait du groupe n^ (X) [resp. n^ (Y)]. La construction « + »
possède alors les propriétés suivantes :

(i) l'application (XxY)4 ' —^X4" xY4 ' est une équivalence d'homotopie;
(ii) soit f : X —> Y une application continue telle que n^ (/) (N) = N7. Si n^ (X) est

parfait et égal à N, alors la somme amalgamée Z = X4' u xY est homotopiquement
équivalente à Y4'/

y\ /<

(iii) si X ̂  le revêtement de X associé au sous-groupe N, ûfo^ X4' est, à homotopie près,
le revêtement universel de X4'.

Démonstration :
(i) les projections X x Y •->-> X et X x Y ->-> Y induisent des applications (X x Y)4' —> X4'

et (X x Y)4' -> Y4' dont le produit donne (XxY)4'—^4^^1'. Cette application est une
équivalence d'homotopie, car ces deux espaces sont solutions du même problème universel;

(ii) les applications Y—^Y4" et X4' —^Y4 ' nous permettent de construire une application
h : Z —> Y4'. D'autre part, le théorème de van Kampen nous dit que n^ (Z) = TC^ (Y)/N'
car X4' est simplement connexe et TCi (/) (N) = N'. L'application Y —» Z se factorise donc
à travers Y4' à homotopie près. L'application A' : Y4' —>• Z qu'on en déduit est l'inverse
de A à homotopie près, car Y4' et Z sont tous deux solutions d'un même problème
universel;

(iii) cette assertion est un cas particulier de la précédente. D

Exemples :
(a) Les sphères d'homologie. — Soit M une sphère d'homologie de dimension n ^ 2

[i. e. Hfe (M; Z) = 0 si k + 0, n et H^ (M; Z) = Z si fc = 0, n\. Le groupe TC = 71:1 (M)
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est parfait car ' K / [ _ K , n'] = Hi (M; Z) = 0. La construction de Quillen avec N = [n, 71]
permet de construire M4' et on a la :

PROPOSITION 1.1.5. — L'espace M+ a le type d9 homotopie de la sphère S".

Démonstration. — L'espace M4' est simplement connexe car n^ (M4') = n/[n, 71] = 0.
Or Hfe (M4' ; Z) » Hfc (M; Z) == 0 pour 0 < k < n et H^ (M'1' ; Z) w H^ (M; Z) = Z.
D'après le théorème d'Hurewicz, on a donc TT^ (M4') = 0 pour 0 < k < n et ̂  (M'1') = Z.
Soit/ : S" —> M4' une application continue dont la classe d'homotopie engendre n^ (M4').
Il est clair que/induit un isomorphisme en homologie. Les deux espaces S" et M'1' étant
simplement connexes, l'application continue / est une équivalence d'homotopie d'après
le théorème classique de J. H. C. Whitehead. D

(b) Les espaces classifiants BG = K (G, 1) où G est un groupe discret.

1.1.6. Soit G un groupe (discret) tel que N = [G, G] soit parfait (on dira que G est
« quasi parfait »). On peut alors appliquer la construction de Quillen à l'espace
classifiant BG du groupe G, relativement à N. On note BG+ l'espace ainsi construit.

PROPOSITION 1.1.7. — L'espace B [G, G]4' est le revêtement universel de BG4' (à homo-
topie près).

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate de 1.1.4 (iii). D

DÉFINITION DE LA CONJUGAISON 1.1.8. — Deux homomorphismes de groupes f,f : G^—>G^
sont dits conjugués s'il existe un élément heG^ tel que pour tout g e Gi,

f(g)=hf(g)h-1.
On notera/' =/\

PROPOSITION 1.1.9. — Soit G un groupe « quasi parfait » et F un groupe quelconque.
Soient f et f deux homomorphismes de Y dans G conjugués par un élément h e [G, G].
Alors les applications continues /+ et / /+ de BF dans BG4' sont homotopes.

Démonstration. — Les applications continues B/et B/' de B F dans BG sont homo-
topes librement (cf. appendice, lemme A. 3). Il en est donc de même de /+ et /'+.
L'image du point-base de B F dans BG+ par cette homotopie est le lacet défini par h e G.
Or ce lacet de BG4' est homotopiquement trivial puisque h e [G, G]. Donc l'homotopie
libre entre/4' et/'4' peut être transformée en une homotopie (pointée). D

NOTATION. — Si F est un groupe quasi parfait, les applications/4' et/'4' se facto-
risent à travers B F4' en des applications homotopes, qu'on note encore/4" et/'4"
lorsqu'il n'y a pas de confusion possible.

Exemples de quelques groupes quasi parfaits.

1.1.10. Le groupe linéaire. — Soit GL^ (A) le groupe des nx ̂ -matrices inversibles
à coefficients dans l'anneau A.
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On note E^(A) le sous-groupe de GL^(A) engendré par les matrices élémentaires
e^, 1 ̂  f 7e y ^ ^, X e A, soit

1 si k=l,
(e^)ki = { ^ si i = fe et j = ;,

0 sinon,
^•=

1 À.

Le groupe E^ (A) est parfait dès que n ̂  3 car é .̂ = [4, ̂ .]. Soit GL (A) le groupe
limG4(A) où l'application GL^ (A) -> GL^ +1 (A) est l'inclusion

M
Mh->

0 ... 0 1

Le sous-groupe des commutateurs de GL(A) est E(A) = limE^(A), qui est parfait;
donc GL(A) est quasi parfait. On peut ainsi appliquer la construction «+» de Quillen
à l'espace BGL,. (A), n ^ 3 [resp. BGL (A)] par rapport à la clôture normale de E^ (A)
[resp. E(A)] pour obtenir l'espace BGL^A)-^ [resp. BGL (A)4']. Il est clair que
lim BGL,, (A)4- = BGL (A)4-.

1.1.11. Le groupe de permutations. - Posons £„ = limZ^ où £„ est le groupe des

permutations de n éléments. Son sous-groupe des commutateurs est le groupe alterné
infini A^ = lim A^. Le groupe A^ est parfait, on peut donc définir l'espace de Quillen B 2^.

n

L'espace Z x B £^ a même type d'homotopie que l'espace O00 S°° = lim 0" S" (cf. [1]).
n

1.1.12. Le groupe de Steinberg. — Soit A un anneau (avec élément unité). Notons
St (A) le groupe de Steinberg de A [20]. Rappelons qu'il est défini par les générateurs
x}^, 1 ̂  i ^ j ^ 1, ^ e A et les relations

r^ ypi J 1 si j ^ f e , i^ i ,
i'^ij » ^kd - ^ 3ln , . , . ,

C x« sl J = ^î ï 7'- t,

Y^ Y»* —— Y^+PX»J • ̂ ij "~ -ïj •

Comme dans [20], on notera w,,(À,) == ^x^~1 ̂  et A,,(^) = w.,(À)^,(-l) pour
À- e A*. Le groupe St (A) est parfait, et on peut donc construire l'espace B St (A)4'.
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1.1.13. Le groupe orthogonal. — Soit A un anneau muni d'une anti-involution a •—> a
(antiautomorphisme de carré égal à l'identité). On note fln,n (A) le groupe des automor-

phismes de A" © A" qui laissent invariante la forme e-quadratique ( ), où s appartient
Ve u/

au centre de A et vérifie ee= 1 (exemples s =+1 ou —1). L'inclusion naturelle
gOn^(A) c? fln+i,n+i (A) nous permet de définir

,0(A)=limA^(A).

Wall et Wasserstein ont montré (cf. [34]) que g0 (A) est quasi parfait d'où l'espace Bg 0 (A)'1'.
Lorsque A = Z [G], les groupes ̂  (BgO(A)4') = ̂  (Z [G]) sont en relation étroite

avec les groupes de Wall (groupes de chirurgie) L^ (G), L^ (G), etc. On précisera ces liens
au paragraphe 3.2.

1.2. L'ESPACE BGL(A)+. LES FONCTEURS K^. — D'après le théorème 1.1.1, l'espace
BGL(A)4' est connexe et a pour groupe fondamental GL(A)/E(A). Ce groupe abélien
a été noté K.i (A) par Bass [2]. D'autre part, Milnor [20] a étudié un groupe K^ (A)
dont l'une des définitions est H^ (E(A); Z).

PROPOSITION 1.2.1. — Le groupe 71:2 (BGL(A)4') est isomorphe au groupe K^ (A) de
Milnor.

Démonstration. — Cette proposition résulte des égalités

7i2 (BGL (A)+ ) = n^ (BE (A)+ ) (conséquence de 1.1.7),

7T2 (BE (A)4') = H^ (BE (A)'1' ; Z) [car BE (A)'^ est simplement connexe],

H^ (BE (A)+ ; Z) = Ha (BE (A) ; Z) (th. 1.1.1),

H2(BE(A);Z) =H2(E(A);Z)

H2 (E (A) ; Z) = K^ (A) (Milnor). D

Les identifications ^(BG^A)^ = Ki (A) et 71:2 (BGL (A)+) = K^ (A) ont amené
Quillen [25] à poser :

DÉFINITION 1.2.2 (Quillen). - K^(A) = ̂  (BGL (A)-^), n ^ 1.

Il est facile de voir qu'on a ainsi défini des foncteurs covariants K^ (n ^ 1) de la caté-
gorie s^nn des anneaux dans la catégorie ^b des groupes abéliens.

PROPOSITION 1.2.3. — Soient A et B deux anneaux, on a alors :

K^(AxB)=K^(A)xK^(B), n ̂  1.

Démonstration. — Puisque GL (A x B) = GL (A) x GL (B), il suffit d'appliquer la propo-
sition 1.1.4 (i). D
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1.2.4. On peut étendre la définition de ces foncteurs à la catégorie des anneaux
avec ou sans élément unité (pseudo-anneaux) de la manière suivante :

Pour tout pseudo-anneau A, on munit le groupe abélien A x Z de la structure produit

(a, n)(û', n')=(aa'+na'+n'a, nn').

A x Z est alors un anneau unitaire A, d'augmentation s : (a, n) —> n.
Tout foncteur F : ̂ nn —> s/b (ou ^r ) respectant le produit, s'étend à la catégorie

des pseudo-anneaux. Il suffit de poser

F(A)=Ker(F(À)^F(Z)).

Si le pseudo-anneau A possède un élément unité, l'homomorphisme (a, n) ̂  (a+n. 1, n)
est un isomorphisme d'anneaux de A sur l'anneau produit A x Z. Puisque le foncteur F
respecte le produit, les deux définitions de F (A) coïncident.

Le reste de cette section est consacré à la structure de H-espace de BGL(A)4'.
Soient a e GL (A) et P e GL (A). On définit a © P e GL (A) par les formules

o^
(aeP)»y==< P^

0

si ï=2 fe - l , j=2l-l,
si i = 2 fe, j = 2l,
sinon.

Schématiquement, on a

a =

*
*
*

*
*
*

*
*
* —

x
x
x

x
x
x

x
x
x

a © p =

*
0

0̂*'
0

0
x
0
x
0
x

*
0

*
0*
0

0
X

0
X

0
X

*
0
*
0*
0

0
X

0
X

0
X

—

—

LEMME ET DÉFINITION 1.2.5. - L'application © : GL(A) x GL(A)-> GL(A) est un
homomorphîsme de groupes, appelé « somme directe ». D

Remarque. - Soient oçeG4(A) et peGL^(A). On a alors [a °)e GL^ (A).

Notons a5 resp. P5, resp. ̂  M l'image de a resp. P, resp. \^ °) dans GL (A).

Les homomorphismes (a, p) i-̂  a5 9 P5 et (a,?)-^^ g) ne sont pas égaux, mais
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sont conjugués par un élément de GL(A). Il résulte en particulier que a5 © (a"1)5 est

un élément de E (A) puisqu'il en est ainsi de ( _ i ].

Soit k~1 une équivalence d'homotopie inverse de l'application

fe : B (GL (A) x GL (A))4' -> BGL (A)4^ x BGL (A)4'

étudiée en 1.1.4. L'application composée

BGI^A)4^ x BGL(A)+ ̂  B (GL(A) x GL(A))+ -e^ BGLCA)4^
sera noté +.

THÉORÈME 1.2.6. - L'application + : BGL (A)'1" x BGL (A)4' -> BGL (A)4' munit
l'espace BGL (A)4' d'une structure de îî-groupe.

La démonstration de ce théorème sera faite à la fin du paragraphe. D

La « pseudo-conjugaison ». — Soit u : N* —» N* une injection sur les entiers positifs.
On définit un homomorphisme de groupes u. : GL (A) —> GL (A) par les formules

(u fa)).. = I afeï si ^5 ̂  == ̂  ̂  M ̂ 5
• J [ ôy (symbole de Kronecker) sinon.

LEMME 1.2.7. — Pour toute injection u de N* dans lui-même, l'application u^ est
une équivalence d'homotopie de BGL (A)4'.

Démonstration. — Le sous-groupe E (A) de GL (A) est stable par u. et la restriction
de M. à E (A) est notée M;.

Soient g^, . . . ,^eE(A). Il est clair qu'il existe ceE(A) tel que cg^c~1 = u'.{g^
pour i = 1, ..., n. Soit x e H» (BE (A)) la classe d'un cycle ^ n^ (g\, ..., ̂ ). L'élément

i
(̂ .')* 00 est représenté par

S '̂.tei, ...^))=Zn,(cric-1, ...,^cT1),

où c est choisi en fonction des g}. Comme la conjugaison induit l'identité sur l'homologie,
on en conclut que (M.% = idH^BE(A))- P^ conséquent M;4' induit un isomorphisme en
homologie. Puisque l'espace BE(A)4' est simplement connexe, l'application u'^ est
une équivalence d'homotopie.

La comparaison des fibres homotopiques ci-dessous

GL(A)/E(A) = GL(A)/E(A)i .. i
BECA)'1"——-BECA)"1"

1 .. l
BGL(A)+——>BGL(A)+

montre, en appliquant le résultat précédent, que u^ est une équivalence d'homotopie. D
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LEMME 1.2.8. - Le groupe de Grothendieck du monoîde M des injections de N* dans
lui-même est trivial.

Démonstration. - On note \u~\ la classe de u e M dans le groupe de Grothendieck M
de M. Si u a un nombre infini de points fixes, on peut trouver une injection i telle que
u o i = ;. [prendre i(n) = le n-ième point fixe de u]. Donc, dans le groupe M, on a
\u\ \i ] = [i ] et par suite \u\ == 1. Soit v une injection de N*, on va montrer qu'il existe
une injection u ayant un nombre infini de points fixes et telle que v o u ait aussi un nombre
infini de points fixes. Il est clair qu'on aura \v} = 1 pour toute injection v.

Soit A u B = N* une partition de N* en deux sous-ensembles infinis telle que A c: Im v.
On note {p, q } l'ensemble des entiers compris entre p et q. Soit E^ = { 1, ̂  } c N*
tel que E^ contienne au moins un élément a^ de A, son image réciproque v~1 (a^) et
deux éléments &i et b\ de B. On pose

u(a^)=v~l(a^),

u(bi)=b^ si bi^t;"1^)
ou

u(b[) = b\ sinon [possible car alors b\ ̂  v~l(a^)].

L'injection u est définie sur deux éléments de Ei et leur image est encore dans E^.
Il est clair que l'on peut étendre la définition de M à tout Ei de telle manière que u (E^) = Ei.
On recommence le procédé à partir d'un ensemble E^ = { e^ +1, ̂  } <= N* contenant
au moins un élément de A, son inverse et deux éléments de B (ce qui est toujours possible
car A et B sont infinis), etc.

On construit ainsi une injection u de N* qui a un nombre infini de points fixes
(les bi ou &,') et pour laquelle v o u a un nombre infini de points fixes (les a,). D

PROPOSITION 1.2.9. - Pour toute injection u de N* dans lui-même, l'application
u^ : BGL (A)4- -> BGL (A)-1- est homotope à l'identité.

Démonstration. — L'application u\-> [^+] définit un homomorphisme du monoîde M
dans le groupe des classes d'homotopie d'équivalences d'homotopie de BGL (A)4'.
Cet homomorphisme se factorise à travers le groupe de Grothendieck de M. Or celui-ci
est trivial; donc [M"1"] = [id]. D

DÉFINITION 1.2.10. — Soit G un groupe quelconque. Deux homomorphismes f et g
G —> GL (A) sont dits « pseudo-conjugués » s'il existe une injection u de N* telle que g
et u. o/ ou bien u. o g et f soient conjugués.

COROLLAIRE 1.2.11. — Si les deux homomorphismes f et g sont pseudo-conjugués alors
les applications continues f + et g^ : BG —> BGL (A)4' sont homotopes.

Démonstration. — D'après 1.2.9, on a

^+0/+]=[/+]=[(/©1)+] et [g^feCI)4-].
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De g = (u. ofY on déduit g © 1 = (u. o/© 1)P avec ? = a © a"1 e E (A). Il suffit
alors d'appliquer 1.1.9. D

Démonstration du théorème 1.2.6. — Soit u l'injection de N* définie par u (ri) = 2 n— 1.
Il est immédiat que M. (a) = a © 1 pour tout a e GL (A). De même, si on pose v (n) == 2 n,
on a v. (a) = 1 © a.

L'application + restreinte au premier (resp. second) facteur coïncide à homotopie près
avec M4" (resp. u4'), qui est homotope à l'identité de BGL (A)4' d'après la proposition 1.2.9.
D'autre part, il est facile de construire une bijection w (resp. w') de N* telle que

Vx, V^eGL(A), x © ^ = w.(^©x),

Vx, V}7, VzeGL(A), (x©^)©z = w: (je © (^ © z)).

On en déduit que le H-espace BGL (A)4' est associatif et commutatif à homotopie près
à l'aide du corollaire 1.2.11. Puisqu'il est connexe, c'est un H-groupe. D

Si A—)-A' est un homomorphisme d'anneaux, l'application BGL (A)4' —^BGL(A /)+

est un homomorphisme de H-espaces.
Les espaces B S4;, BE (A)4', B St (A)4', Bg 0 (A)4' sont aussi des H-espaces associatifs

et commutatifs à homotopie près. Les démonstrations faites pour BGL (A)4' s'adaptent
aisément à ces autres cas.

1.3. GROUPES A SOMME DIRECTE ET FIBRATIONS. — La notion de groupe à somme directe
généralise le cas (GL (A), ©).

1.3.1. Soit G un groupe quasi parfait et ( g ^ g z ) 1-̂ 1 © g 2 un homomorphisme
de groupes G x G —> G satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) pour tout ensemble fini g^ . . . , gn e [G, G] et g e G, il existe h e [G, G] tel que
g g i g ~ 1 = hg, h~1 pour 1 ̂  i ̂  n',

(ii) pour tout ensemble fini gi, „ . . , ̂  e G, il existe des éléments c et de G tels que
c ( g i Q l ) c ~ 1 = d ( g i @ l ) d ~ 1 =g,.

DÉFINITION 1.3.2 (Wagoner [30]). ~ Tout couple (G, ©) satisfaisant aux conditions
précédentes est appelé un groupe à somme directe.

Un morphisme de groupes à somme directe est un homomorphisme de groupes/ : G —> G'
tel que, pour tout g^ g^ e G, on a /(gi © gz) =f(gi) QfÇgi)'

Exemples :
(à) G = GL(A) avec la somme directe définie en 1.2.5. Les sous-groupes E(A) et

S^ de GL(A) sont stables pour la somme directe, ce sont donc aussi des groupes
à somme directe.

(b) G = St (A) (cf. 1.1.12). La somme directe est donnée par la formule

(1.3.3) ( n ̂ W n 4^)= n ^-i.2p.-i n ̂ p;-\»=i / \j=i J V »=i j=i 3
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L'homomorphisme (p : St (A) -> E (A), 4 ̂  ̂ , est un morphisme de groupes à somme
directe, dont le noyau Ker (p est isomorphe à K^ (A) (cf. 1.4.3).

(c) G = groupe abélien. On prend pour somme directe la loi du groupe.

(d) G = ,0(A) (cf. 1.1.13). Tout élément oce.O (A) peut s'écrire a = (a ^ où
\c d )

a, è, c, d sont des éléments de GL (A). On pose alors :

a f f îa ' -^® 0 ' b@bf\
^^-\c@c' d @ d 1 ) '

1.3.4 Structure de R-espace de BG+. - Pour tout groupe à somme directe G,
l'application naturelle k : B (GxG)+ -^BG+ xBG4- est une équivalence d'homo^
topie (1.1.4). Par la méthode de Wagoner [30], on munit BG+ d'une structure de H-espace
de la manière suivante. L'application composée ©+ o k~1 : BG+ x BG+ -» BG+ restreinte
au premier (resp. second) facteur est une équivalence d'homotopie; notons r (resp. /)
l'équivalence d'homotopie réciproque. L'application C + ° k~1 o (/ x r ) définit une structure
de H-espace sur BG+.

L'axiome (i) sert à montrer que l'espace BG+ est simple. L'axiome (ii) et le fait que
BG+ est simple indiquent que l'homomorphisme g i-> g © 1 induit une équivalence d'homo-
topie BG^BG^ Dans le cas G = GL(A) (ainsi que dans les cas E(A), St(A),
g0 (A), !„), on a montré que cette équivalence d'homotopie est homotope à l'identité.
Par suite, on peut prendre r et / égales à l'identité de BGL (A)+, ce qui améliore le résultat
de Wagoner. Rappelons maintenant un théorème dû aussi à Wagoner [30].

THÉORÈME 1.3.5. — Soit 1 —> GI —> G^ -"-> Ga —> 1 une suite exacte de groupes à somme
directe tels que :

(1) G3 est parfait;
(2) G3 opère trivialement sur Phomologîe de Gi.

Dans ces conditions, la suite BG^ -^ BG^ ̂  BG^ est une fibration homotopîque.
Le théorème 1.3.5 a pour corollaire immédiat que pour tout espace pointé X la suite

ci-dessous est exacte

(**) ...->[S lAX,BGn4[S lAX,BG3+]-^[X,BG,+]^[X,BG,+]->...

1.3.6. On se propose d'expliciter l'élément 5^ [vjî4-] lorsque l'espace X est le clas-
sffiant BF d'un groupe discret quelconque F et lorsque l'application continue
^+ : S1 A B F -> BG^ est obtenue à partir d'un homomorphisme \|/ : Z x r —> G^
de la manière suivante. Notons \|/^ (resp. v|/r) l'homomorphisme Zxr-^ qui est
le composé de la projection de Z x F sur Z (resp. F) avec la restriction \|/,z; de v|/ à Z
(resp. \|/,r de \|/ à F).

Puisque l'espace BG^ est un H-groupe, l'application v)/4--^-^ de S^BF
dans BG^ est homotopiquement triviale sur le bouquet S1 VB F. Cette application définit
alors, de manière unique à homotopie près, une application continue pointée que l'on note
^ :S1AB^->BG3+.
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THÉORÈME 1.3.7. — Soit 1 —> GI —> G^ —> G^ —> 1 une suite exacte de groupes à somme
(+ y+

directe telle que la suite BG^ —> BG;Î' —> BG^ 5'o^ unefibration homotopique de ït-groupes,
On suppose que rhomomorphîsme \|/ : Z x F —^ €3 satisfait aux conditions suivantes :

(i) f/ ^7'̂  î^z homomorphisme p :r —> G^ tel que r o p = \|/^;
(ii) î7 ^x^të M^ homomorphisme % : Z —» G^ ^/ ^M^ ^ o ^ = \|/^;

(iii) il existe deux homomorphismes a et <5' : F —> Gi et un élément u e G^ tels que :

(f^ep^^a^cy')®?)100.
Dans ces conditions, on a la formule

^[^^[^-^M^BG^].

Démonstration. — L'homomorphisme (i o a) © p : F —> G^ et la conjugaison par
iÇu'1)^. ©/(!)) définissent une application /: I x B r —> BG^ (c/. lemme A. 3 en
appendice). L'application / possède les propriétés suivantes :

(PI) /(O, - ) = (i o a)+ + p+ (cf. lemme A. 3).

œ2) /a, ̂ ^oar+p^
En effet, d'après la condition (iii), on a

(0°a)© py^x1^1)) = ((foo) ® p^1))1^-1) = ((foa') © p).

D'où, d'après A. 3, on déduit

7(1, -)=(((foo)©p) l (M- l )( lex(l)))+ =(0•oa /)©p)+ =(foa')++p+.

(P 3) /est un relèvement de / = (1 © ̂ + : S1 x B F -> BG^.

En effet
r((i o a ) © p ) = l © r o p = l © \ [ / j r d'après (i)

et
rO-O^Xl ©X(l))) = 1 © ro^(l) = 1 ©(^,z)(l) d'après (ii).

Donc r + o/se factorise à travers S1 x B r et l'application S1 x B F —> BG^ qui en résulte est

((1 © ̂ | z) • (1 © ̂  | r))'' = (1 © ̂ + (^ lemme A. 4).

Le théorème 1.3.7 est alors une application directe de la proposition suivante qui sera
montrée en appendice.

i+ r +

PROPOSITION 1.3.8. — Soit F —> E —> B unefibration de ̂ {-groupes. Soient f : S x X —> B
une application continue pointée et f : I x X —> E un relèvement de f tel que

7(0:. xo) = 7(l^o) = ^o
point-base de E.
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On suppose qu'il existe une application continue pointée g : X —»• F et une homotopie
H : X x [0, 1] -r E vérifiant :

(a) H (x, 0) = /(l, x), H (xo, -) = e^,
(b) H (x, 1) = ̂  o g. (x)+/((), x);
(c) V y e [0, l], r + ° H (x, u) = /,x (x).

Dans ces conditions, on a la formule (avec les notations de 1.3.6);

S*[/]=k]e[X,F].

Suite de la démonstration de 1.3.7. - On pose évidemment F = HG^, E = BGÎ,
B = BG3+ et X = BF. Posons g = CT^-CT-' ^r-^BG^. Il existe une homotopie
h : B F x [0, 1] -> BG^ telle que

h(-,0)=v^, A( - , l )=o• ' + -CT + +CT + =g+G + et /i(xo,-)=eo.

Posons
H(x, u) = I-' °/i(x, M)+p+ (x).

On calcule

H(x, 0)= (-'-°/i(x, (Q+p^^ l'^CT^OO+p^x)^!, je) d'après (P2),

HOc^^-'-o/iOc^+p^x)

= i"' "gM+i"' °CT+ (x)+p+ (x) = i+og(x)+f(0, x) d'après (PI),

r+°H(-,u)=?•+o^+o/l(-,y)+r+°p+=0+(rop)+

= (1 @ /• ° p)+ = (1 ® ̂ , ̂ + = /| BF d'après (P3).

Les conditions de la proposition 1.3.8 sont ainsi remplies et on a

§*[/]= [g]-h"-^].
Or, d'après (P 3), on a / = (1 ® ̂ +, d'où

[/] = [(ÎÎOT = [^+]. D

1.4. APPLICATIONS : CALCUL DE K3 (A), DÉLAÇAGE DE BGL(A)"1". - La suite exacte

(*) l^Ker(p«5St(A)^.E(A)^l

est une extension centrale universelle (cf. [15], [20]). Le groupe Ker<p est donc abélien;
munissons-le de la somme directe égale à la loi du groupe. Le lemme suivant montre
que l'inclusion Ker (p cç St (A) est un morphisme de groupes à somme directe.

LEMME 1.4.1 . - Soient a, a'eKerç c St(A). Dans St(A) on a l'identité

a® a' =a.a'.
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Démonstration. — Pour tout aeSt(A) il existe ^eSt(A) tel que a © 1 = M.a.M"1 .
Comme a e Ker (p et que Ker (p est central dans St (A), les éléments a et M commutent,
donc a © 1 = a. De même, comme a' e Ker (p on a 1 © a' = a'. On en déduit

a ©a' =(oc©l) . ( l©a ' )=a.a ' . D

THÉORÈME 1.4.2. - K^A) = H3(St(A); Z).

Démonstration (Comparer avec [6]). - La suite (^) est une suite exacte de groupes
à somme directe. Le groupe E (A) est parfait et opère trivialement sur Ker (p puisque
l'extension est centrale. On applique le théorème 1.3.5, qui affirme que la suite

BKerq) -^ B St(A)4' -^ BE(A)+

est une fibration.
De la longue suite exacte d'homotopie

...^7C3(BKer(p)->7T3(BSt(A)+)->7l3(BE(A)+)^7^2(BKer(p)-^...
II II
0 0

on extrait l'isomorphisme

^(BS^^T^BEtA)^.

D'autre part on sait que Hi (St(A); Z) = H2(St(A), Z) = 0 donc en appliquant
Je théorème 1.1.1 et le théorème d'Hurewicz on montre que

K3 (A) = 713 (BECA)^^ (B S^A)^

^H3(BSt(A)4; Z)^H3(BSt(A); Z)^H3(St(A); Z). D

REMARQUE 1.4.3. - L'isomorphisme H^ (E (A) ; Z)-> Ker (p [15], [20], s'obtient
à l'aide de cette suite exacte. En effet, on extrait de la longue suite exacte d'homotopie
précédente.

ô*

...-^^(BStCA)"")^ TI^BECA)^ ^TiiCBKerqO-^TC^BSHA)^
I I I I I I I I
0 H2(E(A);Z) Ker(p 0 D

1.4.4. Cône et suspension d'un anneau. — On note C Z (cône de Z) l'ensemble des
matrices infinies à coefficients dans Z qui n'ont qu'un nombre fini d'éléments non nuls
sur chaque ligne et sur chaque colonne. C Z est muni d'une structure d'anneau
par l'addition et la multiplication usuelles des matrices. L'idéal Z de CZ formé des
matrices n'ayant qu'un nombre fini d'éléments non nuls est un idéal bilatère. On note S Z
(suspension de Z) l'anneau quotient C Z/Z.
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DÉFINITION 1.4.5. — Pour tout anneau A, la suspension de A (resp. le cône, resp. l'anneau
stabilise) est Vanneau SA = S Z ® A (resp. ÇA == C Z ® A, resp. À = Z ® A).

z z z
Remarque 1.4.6. — Notons T l'élément inversible de S Z défini par la matrice

" 0 0 0 ."
1 0 0 .

T = 0 1 0 . .
0 0 1 .

L'application A [t, t ~1] —> SA définie par 2 a^ t n \-> £ a^ T" est un homomorphisme
d'anneaux.

Rappelons, sans démonstrations, quelques résultats sur la K-théorie du cône et de
la suspension.

THÉORÈME 1.4.7 [13]. - Ko (ÇA) = KI (ÇA) = 0 et Ko (A) -> Ki (SA) est un iso-
morphisme. D

L'isomorphisme Ko (A) w Ki (SA) peut se décrire de la manière suivante. Si M = ïmp
où p est un projecteur de A", l'image de [M] dans K^ (SA) est la classe de

T ® p+1 ® (1-;?)eGL^(SA).

THÉORÈME 1.4.8 ([7], [30]). - L'espace BGL (ÇA) + est contractile et K,.(CA) = 0
pour tout i ̂  1. D

D'après 1.4.7, on a GL (ÇA) = E (ÇA), donc le noyau de la surjection E (ÇA) -> E (SA)
s'identifie à GL (A) (cf. 1.2.4). Par conséquent, la suite

1 -> GL(À) c, GL(CA) -> E(SA) -^ 1
est exacte.

THÉORÈME 1.4.9 ([7], [30]). — // existe une équivalence d'homotopie naturelle

T|A : ÎÎBE(SA)+^BGL(A)+.

Esquisse de démonstration. — Les conditions du théorème 1.3.5 sont remplies et la suite

BGL(À)+ -» BGL(CA)+ -> BE(SA)4'

est donc une fibration. Puisque BGL (ÇA)4' est contractile (1.4.7), on a une équivalence
d'homotopie Q BE (SA)'1' --> BGL (À)4'. Il reste à montrer que les deux espaces BGL (À)4'
et BGL (A)4' ont même type d'homotopie (cf. 1.4.11). D

COROLLAIRE. — Pour tout anneau A, on a K^ (SA) = K^_i (A) pour n ^ 1.
1.4.10. K-théorie des anneaux de matrices. — L'anneau des n x ̂ -matrices à coefficients

dans A est noté ̂  (A). L'application

A-^(A), a^(^ Q\
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est un morphisme de pseudo-anneaux (il ne respecte pas l'unité). Néanmoins, définit
un homomorphisme de groupes

^ : GL(A) -. GL(^(A)), a = (a,,)^p = (p,,),

avec

P.7-
J 0 si î ^ j ,

^{l s i i = j .

0

De même, l'application A —> ÇA : a

]"ûj 0 0 . .
0 0 . . .
0 . . est un morphisme de

pseudo-anneaux qui induit un homomorphisme de groupes

0 : GL (A) -> GL (À) = Ker (GL (ÇA) -. E (SA)).

Une p x ̂ -matrice à coefficients dans ^(A) peut être considérée comme une
(np) x (^)-matrice à coefficients dans A. Il existe donc un homomorphisme naturel

0;,: GL(^(A))-.GL(A).

Soit ((p, \|/) : N —> N x N une bijection. On définit un homomorphisme de groupes
GL (ÇA) -> (ÇA)*, pi->a par o ,̂ = (^(i)^(j')\(i)W) (^alité entre éléments de A).
Pyy désigne l'élément de ÇA qui est sur la ligne u et sur la colonne v de la matrice P. On
constate que si P e GL (A) alors a e GL (A) c: (ÇA)*. On a ainsi défini un homomorphisme

0' : GL(Â)-^GL(A).

PROPOSITION 1.4.11. — Les applications

^ : BGL(A)+-.BGL(^(A))+ [resp. O-" : BGL(A)+^BGL(À)+]
et

O^ : BGLG^A^-^BC^A)4- [resp. ̂ + : BGL(À)+ ->BGL(A)+]

sont des équivalences d'homotopie réciproques.

Démonstration. — L'endomorphisme 0^ o 0^ de GL (A) est pseudoconjugué de l'identité
par la pseudoconjugaison associée à l'injection/? i->(^—1)^+1. L'endomorphisme 0' o 0
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de GL(A) est pseudoconjugué de l'identité par la pseudoconjugaison associée à
l'injection p -> ((p, \[/)-1 (^, 1).

De même l'endomorphisme ^ ° 0^ de GL(^(A)) [resp. 0 o ̂ / de GL(Â)] est
pseudoconjugué de l'identité. On conclut à l'aide de 1.2.8. D

Voici une autre construction de l'espace BE (SA)'^ due à Karoubi.

PROPOSITION 1.4.12 [10]. - Le cône de F application continue pointée

f : BGL(CA)-.BE(SA)

est homotopiquement équivalent à F espace BE (SA)'1'.

Rappelons que le cône Cy de l'application/: X—> Y est la somme amalgamée de Y
et du cône topologique 1 A X de X :

x e X -^Y
(**) J ^ ^

(l,x)eï/\X->Cf

Démonstration. — Le théorème de van Kampen permet de calculer le groupe fondamental
de Cf :

n, (Cf) = 7Ci (Y)/< ïmn, (X) > = E(SA)/Im GL(CA) = 0.

L'espace C^ est donc simplement connexe. Il existe alors une factorisation de g à
travers BE(SA)+ :

BE(SA)——s-——>Cf

\^
BE(SA)4'

Les applications i et g induisent des isomorphismes en homologie. Pour i, c'est une consé-
quence du théorème 1.1.1, pour g une conséquence de la suite exacte de Mayer-Vietoris
du diagramme (iç^ç) :

^ H^ (X) -> H^ (Y) -> &„ (C^) -> H^., (X) ̂
II II
0 0

II s'ensuit que l'application continue

g+ : BECSA)^^

est un isomorphisme en homologie entre deux espaces simplement connexes; ^+ est donc
une équivalence d'homotopie d'après le théorème de J. H. C. Whitehead. D

Remarque. - On peut montrer un théorème analogue au théorème 1.4.11 pour les
espaces BeO(A)+ .
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CHAPITRE II

Structure multiplicative en K-théorie algébrique

Dans ce chapitre, on définit un produit en K-théorie algébrique qui étend le produit
défini sur Kç par le produit tensoriel des modules. Ce produit coïncide avec celui défini
par Milnor dans le cas KixK.i—>K.2. L'isomorphisme K^ (A) ^>K^+i (SA) est induit
par le produit par le générateur de K^ (SZ). On est amené tout naturellement à construire
un spectre K^ dont les groupes d'homotopie sont les groupes K^ (A). En outre, K^ est un
Q-spectre, qui est multiplicatif lorsque A est commutatif.

2.1. LE PRODUIT K^ (A) x Kp (A') -^ K^+p (A ® A').
2.1.1. Soient A et A' deux anneaux. La donnée d'un isomorphisme

(p : A^A^-^CA®^)^

de A ® A'-modules permet, par le produit tensoriel des matrices, de définir un homo-
morphisme de groupes

GL, (A) x GLp. (A') -> GLpp. (A ® A'),

puis une application continue/^' : BGLp (A)'^ x BGL^ (A^ ->BGLpp. (A ® A')^ On
note i : BGLq(A ® A')4' c; BGL(A ® A7)'1' l'injection naturelle et on appelle « appli-
cation stabilisée » l'application composée i p p . °/^. Si l'on change d'isomorphisme (p le
nouvel homomorphisme de groupes que l'on obtient est conjugué de l'ancien; par
conséquent, la nouvelle application f^ (resp. ipp. ̂ ^O est librement homotope
(resp. homotope) à l'ancienne application.

2.1.2. Les propriétés suivantes de/^7 se montrent à l'aide du même argument.

(i) Naturalité. — Soit u : A —> Ai un homomorphisme d'anneaux. Les applications
stabilisées de/^'A' o (^+ xid) et de (u 00 \)^ °/^' sont homotopes.

(ii) Bilînéarité. — Rappelons que la somme directe des matrices définit l'application
BGLp(A)+xBGL,(A)+-^BGLp+,(A)+, (x, y)^x+y. Pour tout xeBGLp(A)+,
y e BGL^ (A)"^ et x ' e BGLp/ (A^ les applications stabilisées de

(x, y , x^f^p^x-^-y, x ' )
et de

(x, y, x')^f^\^ x^+f^Çy, x')

sont homotopes.

(iii) Associativité. — Soit A" un anneau. Les applications stabilisées de

f^^°(f^^

(^'^^'^(idx^;^)
sont homotopes.
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(iv) Commutatîvîté. - Soit t : A ® A' -> A' ® A Pisomorphisme défini par

^(x)^)^'®^ et s : BGL,̂  xBGL^A^-^BCL^A^ xBGL,^

Phoméomorphisme qui échange les facteurs. Les applications stabilisées de t + of^
et de fy'^ o s sont homotopes. p l p

Définissons y^' : BGL^ (A)+ x BGL,,, (A^ -^ BGL (A ® A^ par la formule
y^(x, x') = ̂ o/^A^ x')-^o/^^ ̂ )-^o/^A^ ̂

Le signe — s'entend au sens d'espace de lacets de BGL (A (g) A7)"^.

LEMME 2.1.3. - L'application y^ est compatible avec la stabilisation. Plus préci-
sément, le diagramme ci-dessous est commutatifà homotopîe près

BGL,̂  xBGL^Ar ç BGL^l(A)+ xBGL^^(A/)+

--.-- ^ , --,--'p,p' \ ^ 'p+i,p'+i
BGLÇA®^

Démonstration. — II nous suffit de montrer que les deux applications

(x, x')^/^(x, x^/^^^Ooo, ̂ )+/^i,^+i(x, xo),

(x, x^/^i^^Oc, x')+/^^(xo, x')+/^^(x', xo)

sont homotopes. Or ces applications sont induites par les homomorphismes de groupes

et

1»' î.H M ;H'o'.°:(«.^(.^)® „• .M ;. œ » ,W''

« o \ / p o
(«,P)K^ i°)®(S i°))s<l,<8P)®(»®l,.)®l^,^,0 i,r(o i,

(Iq désigne la matrice unité de dimension q).
Il est clair que ces deux homomorphismes de

GL^xGL^A7)

dans GL3^+p+^+i (A (x) A') sont conjugués ainsi que leurs stabilisés dans GL (A ® A').
Donc, d'après 1.2.11, les applications continues induites par ces homomorphismes sont
homotopes. D

2.1.4. L'application y^ est homotopiquement triviale sur BGLp (A)"^ VBGLp. (A')^
donc, puisque BGL (A (g) A') est un H-groupe, il existe une application continue
YA;^•'BGLp(A)+ABGL^(A /)+ unique à homotopie près telle que le diagramme
ci-dessous commute à homotopie près

BGL,̂  xBGL^AV-^BGL,^ ABGL^Ar



K-THÉORIE ALGÉBRIQUE ET REPRÉSENTATIONS DE GROUPES 333

Simplifions les notations en posant

Xp == BGL^A)4^ x BGL^A^ et Y == BGL(A ® A')+.

La suite de CW-complexes Xi <= X^ <= X3 c . . . a pour réunion

X=BGL(A)+xBGL(A')+ .

D'après le lemme précédent, les triangles du diagramme

sont commutatifs à homotopie près. On peut remplacer 72,2 P^ une application homo-
tope 7^,2 de telle manière que le triangle (1) soit (strictement) commutatif. Le triangle (2)
est toujours commutatif à homotopie près. On peut, de même, remplacer 73^3 par une
application homotope y 3 ^3 de manière à rendre le triangle (2) (strictement) commutatif,
et ainsi de suite. En définitive, on rend tous les triangles (n) commutatifs et on peut définir
une application continue y^' : X —> Y telle que pour tout n le triangle

X<————>X

soit commutatif.

DÉFINITION 2.1.5. — Les applications continues (pointées) gQ et g^ : Z—>Z' sont dîtes
faiblement homotopes si pour tout compact K de Z les restrictions gQ^ et g^^ sont homotopes
(en tant qu'applications pointées).

LEMME 2.1.6. — L'application continue

y^ A' : BGL(A)+ x BGL(A')+ -> BGL(A (x) A')4'

est bien définie à homotopie faible près.

Démonstration. — Pour tout compact K de X, il existe un entier p tel que K c Xp.
Or Yjx = Yp,p et quelque soit le choix des y^, pour i ^ p, Yp,p est homotope à y^p. D

2.1.7. La même construction que précédemment peut s'appliquer aux applications
continues y^ et donne y^' : BGL (A)4- ABGL (A^ -> BGL (A ® A')4'. L'appli-
cation j^'^ est bien définie à homotopie faible près et le diagramme

BGL (A) + x BGL (A') +-^ BGL (A) ''ABGL (A7)4'

\À
BGL(A(x)A /)+

commute à homotopie faible près.
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PROPOSITION 2.1.8. - L'application continue

^ A' : BGL(A)+ A BGLCA^ -̂  BGL(A ® A')+

est naturelle en A et A7, bilinéaire, associative, commutative, compatible avec y^' à homo-
topie faible près. Plus précisément, les diagrammes ci-dessous sont commutatifs à homotopie
faible près.

(i) Naturalité :

BGL (A)+ABGL(A/)+^>BGL (A®^
i^Aid («®1)+

BGUA^ ABGMA^'-^^BGLCAl 0A')4-

(on a un diagramme analogue pour tout homomorphisme A' —> A'i).
(ii) Bilinéarité :

(BGL(A)+xBGL(A)+)ABGL(A-)+(3c>y>^^ (x>^>y>^(BGL(A)+ABGL(A /)+)x(BGL(A)+ABGL(AQ+

ÇA,A'X^A,A'

( + ) A id BGL(A ® A')-" x BGL(A ® A')4--1
BGL(A)+ ABGL(A /)+ ——————————^——————————. BGL(A ® A^

(on a un diagramme du même type en inversant les rôles de A et A').

(iii) Associativité :
/^

BGL(A)+ ABGL(A /)+ ABGL(A//)+ ^^BGL(A ® A/)+ ABGL(A")+

idA^'»^' ^A0A',A«]

4' •/^ J/
BGL(A)+ ABGL(A' ® A'̂  ——YA'A''^A" > BGL(A ® A' ® A'̂

(iv) Commutativité :

BG]L(A)-1- ABGLCA')4- ̂ BGL(A ® A')"'

BGL (A') + A BGL (A) + ̂  BGL (A7 ® A)+

(v) Compatibilité :

BGLp(A)+ ABGL^(A')+ '̂  BGL (A) + A BGL (A')+

BGLCA^A')"1'
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Démonstration. — Cette proposition résulte des propriétés de l'application Y^, car
pour tout compact K de BGL (A)4" A BGL (A')+, il existe un entier p tel que
K c BGLp (A) + A BGLp (A')+. D

Remarque. — Dans le diagramme (i), on peut remplacer u+ et (u ® l)'*' par 0^
(ou (D^ ou O4' ou O'4') bien que ces applications ne soient pas induites par des homo-
morphismes d'anneaux (cf. 1.4.10).

2.1.9. Remarque sur Vhomotopie faible. — On dit que l'application continue/ : Z —> Z'
est une équivalence d'homotopie faible s'il existe une application continue g : Z' —> Z
telle que /° g (resp. g o/) est faiblement homotope à idz' (resp. idz). Soient X et Y deux
CW-complexes (pointés); si / : X — > Y est une équivalence d'homotopie faible,
J.H.C. Whitehead a montré (cf. [36]) que/est alors une équivalence d'homotopie.

Si go et gi : Z —> Z' sont faiblement homotopes, pour tout espace compact X, les appli-
cations (go)^ et (^-i)* '' [X, Z] -^ [X, Z'] sont égales.

2.1.10. L'application continue y^' : BGL (A)-^ A BGL (A')4- -> BGL (A ® A^ nous
permet de définir une application

K,(A)xK/A') = TC,(BGL(A)+)x^(BGL(A/)+)
-> TT^(BGL(A ® A')-1-) = K,^(A ® A')

par la formule
[/]*[/']= [y °(/A/')].

THÉORÈME 2.1.11. - L'application ̂  ^ K« (A) x Kp (A') —> K^+p (A (g) A') é?^ naturelle
en A ^^ A', bilinéaire et associative (n, p ^ 1). D

Supposons que A soit commutatif. L'application codiagonale V : A g) A —> A,
û ® b \—> ab nous permet de définir par composition un homomorphisme (noté encore ̂ ) :

K^A)xK^A)^K^^(A).

THÉORÈME 2.1.12. — Si A est commutatif, pour tout xeK»(A) et tout yeKp(A),
n, p ^ 1 wî a la formule

x-ky^^iry-kx.

Démonstration. — Notons t l'automorphisme de A ® A défini par t (a 00 b) = b ® a
et par t + : BGL (A ® A)'^ —> BGL (A (x) A)4' l'application induite. Puisque A est
commutatif V o ^ = V. Notons 5- : S" A S^—» S^ A S" l'homéomorphisme qui échange les
facteurs.

Le diagramme ci-dessous est commutatif

y^ y^-^BGL(A (x) A)+ V^BGL(A)+

! • - 1- .. 1"
S^A s"7-̂ ! BGL(A ® A)4" -^ BGL(A)•t

Comme la classe d'homotopie de s est (-1)"^. id la formule est démontrée. D
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La somme © K^ (A) est ainsi munie d'une structure d'anneau gradué anticommutatif
nïl

(cf. 2.4.3 pour une extension de ce résultat).

2.2. LES PRODUITS Ri x Ri -^ K^ ^ Ri x K^ -^ K3. - Nous appellerons « groupe
à dualité de Poincaré orienté de dimension n » un groupe F tel qu'il existe une variété
orientée de dimension n qui soit un espace d'Eilenberg-MacLane K (F, 1). On notera B F
cette variété.

LEMME 2.2.1. - Soit F un groupe à dualité de Poincaré orienté de dimension n,
Çr 6 Hn (r; Z) sa classe fondamentale. Soit G un groupe à somme directe tel que

Hi(G; Z) == H^G; Z) = ... = H^_i(G; Z) = 0.

Alors pour tout homomorphîsme a : F—> G l'application a'1' se factorise de manière unique
à homotopie près à travers S", l'application B F —> S" ̂ a^ ̂  <fe^nf 1 ;

BF- -^BG"

L'image de [à'^] e ̂  (BG^ ^ar l'isomorphisme d'Hurewicz est a^ (Çr) e H^ (G; Z).

Démonstration. - L'espace BG+ est (^-l)-connexe, donc la restriction de o^ au
(n- l)-squelette (B T\-i de B F est homotopiquement triviale. Or B F/(B r\-i a le type
d'homotopie de S" car BF est une variété orientable de dimension n; la surjection
B F —> B F/(B r\-i est une application de degré 1.

L'homomorphisme d'Hurewicz ^ (BG'^) —> H^ (BG'^) est un isomorphisme car BG'1'
est Oz--l)-connexe. Dans le diagramme commutatif

^(sn) -^^(BG4-)

Hn (BD- -H^S11)- -^ Hn(BG-1')

^

l'image du générateur de ̂  (S") par la flèche horizontale est [a4'] et par la flèche verticale
la classe fondamentale de S". Donc l'image de la classe fondamentale de B F dans
H^BG^ = H^(G; Z) est l'image de [o^] par l'isomorphisme d'Hurewicz. D

Exemples :

(a) n = 1, F = Z, G = GL(A);
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gn» = i
(b) n = 2, F = n, = < a,, . . . , a,, a[, . . . , < > / FI [ûr^ ^]» G = E (A) (B n, est

/ » = i
une surface de genre g. On note ̂  sa classe fondamentale);

(c) n = 3, F = n^ x Z, G = St (A).

2.2.2. Le produit K^ (A) x K.i (A') -> K^ (A"). - Soient A et A7 deux anneaux et A"
leur produit tensoriel au-dessus de Z.

Rappelons la définition du produit K^ (A) x Ki (A') -> Ker (St (A") -^ E (A")) donnée
essentiellement par Milnor [20]. Les éléments aeGLp(A) et a'eGL^A') définissent
les classes { a } e Ki (A) et { a' } e K.i (A7). On considère

D, == (a ® 1,) © (a-1 ® 1 )̂ © (!„ ® 1 )̂ et D^ == (^ ® a') © (Ip ® 1 )̂ © (1^ ® a'-1)

qui sont des éléments de E (A"). On les relève en D^ e St (A") et D^ e St (A"). Puisque D,
et D^ commutent, on a [D^, D^~] e Ker (p. Milnor définit le produit de { a } et { a' }
comme étant [D^, D^,].

PROPOSITION 2.2.3. - Le produit ̂  : Ki (A) x K.i (A') -^ K^ (A") coïncide au signe près
avec celui défini par Milnor. De manière précise, pour tout a e GLp (A) et tout a' e GL (A')
on a

{^{(^([D^D^eKercp.

Démonstration. — Puisque D, et D^ commutent, ils définissent un homomorphisme

(D,. D^) : Z x Z ̂  E (A"), (1, 0) ̂  D,, (0, 1) ̂  D^.

L'application y^^ o (a-^ x a74-) : S1 x S1 -^ BGL (A^ se factorise de manière unique à
homotopie près à travers BE (A")'1" et l'application S1 x S1 ̂  BE (A^ qu'on en déduit est
homotope à (D,. D^)4'. En effet, on a

y^^a^a'^^a®^^®!^-^®^

^o^a^+Ca-1®!^^®^-^
= (((x ® a') © (a-1 ® 1,) © (^ ® a' -1))4-
^D^.D^.

D'après le lemme 2.2.1 1'homomorphisme (D^.D^)4' définit un élément de

^(BECA'D^K^A")
^^^^^^

qui est donc [(D^.D^] = { a } * { a'}. Appliquons le théorème 1.3.7 à la suite
exacte

(*) 1 -^ Ker (p -^ St (A") -^ E (A") ̂  1

en posant :

- r = z ;
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- p:Z^St(A / /) , p( ;^)=D^
- ^Z-^StCA^xO^I^;
- a:Z-^Ker(p, a(l^)= [D^, D,.];
- a' : Z-^Kercp, a'O^) = 1;
- u = 1 e Ker (p.

L'homomorphisme ^ : Z x Z -^ E (A") est alors (D^.D^).
Vérifions la formule (iii) de 1.3.7. On a

[D,, D,/] © D,,. D,. D71 = ([D,, D,,] © [D,,, Dj) (1 © D,).

Les commutateurs [D^, D^] et [D^, DJ sont dans Ker (p, donc par le lemme 1.4.1 on a

[D,, D,,] © [D,,, DJ = [D,, D,,]. [D,/, DJ = 1.
Il s'ensuit

^^^©(D^^OSD,)1,
soit

(^©p^^^oa')®?)100.
En conclusion, on a

ô,({a}*{a/})=6^[(D,.D,0+]=[D„D„,]-leKer(p,

après identification de [S1, B Ker (p] avec Ker (p. D

Remarque. — Une autre manière d'effectuer la dernière partie de la démonstration de
cette proposition est d'employer la notion de Multiplicateur de Schur pour identifier
IÏ2 (E (A)) et Ker (p (cf. [20]). Nous allons donner les détails de cette autre démonstration
car les résultats obtenus nous seront utiles par la suite.

LEMME 2.2.4. — Soit G un groupe discret quelconque. Pour tout x e H^ (G; Z) il existe
un entier g ^ 1 et un homomorphisme p : 11̂  —> G tel que p^ (^) = x.

Démonstration. — Soit l — ^ R . — ^ F — ^ G — ^ l une suite exacte de groupes où F est libre.
La suite spectrale d'homologie de cette extension fournit la suite exacte

H2 (F) ̂  H^ (G) ̂  Ho (G; Hi (R)) ̂  Hi (F)

0 R/[R, F] F/[F, F]

d'où on déduit l'isomorphisme H2 (G; Z) ^ R n [F, F]/[R, F] (cf. [9], [20]). L'image
g

de x dans R n [F, F]/[R, F] est la classe d'un élément qu'on peut écrire ]~J [je;, x;],
1=1

Xi, x[ e F. Dans la suite exacte 1 —> Rg —> F g —^ 11̂  —> 1, ¥g est le groupe libre de géné-
rateurs Si, . . . , âg, S'i, . .., a y et Rg le plus petit sous-groupe distingué de F contenant

9 ^ ^
]"] [a,, S,']. On définit p : ¥g -> F par p (a,) = x,, p (^) = x[. L'image de R. par p

» = i
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g
appartient à R car ]~J [̂  , x'y] e R. Par passage au quotient on en déduit un homomor-

1=1
phisme p : Tig —> G.

La formule p^ (î^) = ^ résulte du fait que l'image de ^ par l'isomorphisme

Kg : H^ (1 ;̂ Z) -^ R, n [F^ , FJ/[R^ , FJ est la classe de f fi [2,, Sf]r1. En effet,
^ \ » = ^ ^ /

considérons la surjection ¥g —> Fi == < S, î > qui envoie Si sur u, a\ sur S et les autres
générateurs sur l'élément neutre. Cette surjection induit un homomorphisme

n^iii = z x z
et une application de degré un B Tig —> S1 x S1. Dans le diagramme commutatif

p*
H, (n,) —————————. H^ (Z x Z)

Xg » %! »

R.^ [F^ FJ/[R^ FJ ^ Ri n [Fi, FJ/[R,, FJ

toutes les flèches sont des isomorphismes et p^ (C,g) = Ci. L'image par la flèche horizontale
/ g ^ ^ \_

inférieure de ( ]"] [a,, a[~\ I 1 est [iï, î]"1 = [î, S]. L'explicitation de l'isomorphisme K^
\ » = i /

montre que si on représente Ci par le 2-cycle (u, v)—(v, u) dans la bar-résolution de Z x Z,
on a K^ (Ci) = classe de [?, u]. On en conclut l'égalité

^(y-fn^,^])"1. D\ » = i /
Soient A un anneau et a : 11̂  —> E (A) un homomorphisme de groupes. On note a,,

a, des relèvements de a (a,), a (a^) dans St (A).

COROLLAIRE 2.2.5. - Pour tout x e K^ (A) il existe un homomorphisme a : 11̂  —> E (A)
tel que l'image de x par les isomorphismes

K^ (A) w ît2 (BE W+)w H^ (E (A)) w Ker (p

^[a^.My.fn [^sn)"1.
\i=l /

/ » \
Démonstration. — Seul le fait que l'image de x dans Ker (p soit ( J~[ [a,, o^] ) 1 n'est

\i=l )
pas tout à fait immédiat. Milnor a montré dans [20] que pour G = E (A) on a l'identifi-
cation des suites exactes

1 ̂  R n [F, F]/[R, F] -^ [F, F]/[R, F] -^ F/R ^ 1
^ ^ I I

1————^ Kercp —————> St(A)^E(A)^l
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Les relèvements x,, X', e F de a (a,), a (a',) peuvent être choisis dans [F, F] car E (A)
est parfait. Leurs images S,, a,' dans St (A) sont des relèvements de a (a,), a (a[). Or, on a
vu dans le cours de la démonstration du lemme précédent, que l'image de o^ (Ç ) dans

R n [F, F]/[R, F] est la classe de ( {[ |>,, <]V1. D
\ f = i /

2.2.6. Description du produit K.i (A) x K^ (A') -> K^ (A^). - Le groupe Ki (A)
[resp. ÏC^A'), resp. Ka (A')] est isomorphe à Hi(GL(A); Z) [resp. H^ECA); Z),
resp.HsCStCA'OiZ)]^/.!^).

On se propose de définir une application bilinéaire

Hi(GL(A); Z)xH2(E(A'); Z)^ H3(St(A//); Z)

qui transmuée par les isomorphismes précédents coïncide avec le produit ^.
Soit P : Z -> GLp (A) qui définit { P } e Hi (GL (A)) et a : Hg -^ E, (A') qui définit

{ a } e IÏ2 (E (A')). L'homomorphisme a_ : Tig -> Eq (A') est défini par a_ (0,) = a (û^_,)
eta_(^) = a(^_,).

PROPOSITION 2.2.7. — Uhomomorphisme

>c=(P®a)e (P - l ®^)©( lp®a^) :Zx^^->E(A / /)

^ factorise à travers St (A") en [i : Z x Hg —> St (A"). Po^r ^OM^ factorisation [i de K
l'image de la classe fondamentale de la variété B (Z x TIg) par \i^ est le produit

{P}*{a}eK3(A / /)=H3(St(A' /)).

Démonstration. — Remarquons que

H [a(a,), a(aD].[a(a,.,), a(^.,)] = 1,
i = = i

donc (lemme 1.4.1) :

H [a (a,), a (a,)] © [1 [a- (^ oc- (^)] = 1
1=1 i=i

et (corollaire 2.2.5) :
[o^+Ea^L

D'après la définition de jp^ (2.1.2), on a

yp,,o(P+xoc+)=(P®a)+-(P®l,)+-(^®a)+

=(P®a)++(P- l®l,)+(^®a_)+

=((P®a)©(P- l®l,)©(^®a_))+=x+ .

Par conséquent, le diagramme en flèches pleines ci-dessous est commutatif

BZxBn. p+ —>BSt(A")

BGL(A)+ x BE(AV -> BE(A'y
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D'autre part y est homotopiquement triviale sur BGL (A)4' VBE (A')4', donc y o (p4' x a4')
(et par suite x4') se factorise à homotopie près à travers S3 et définit ainsi { P } ̂  { a }.

Ainsi x4' est homotopiquement triviale sur le 2-squelette de B Z x B TIg. Désignons par P,
a» , o^ des antécédents dans St (A") de x (1^), x (û^), x ( '̂). La restriction de x4" à B IIg

/ ^ \-i 9
définit l'élément ( ]~[ [a,, a'J ) de Ker (p (corollaire 2.2.5); on a donc ]~[ [a,, a,'] = 1,

\ i=i / i=i
De même soit S^ (resp. S,1) le cercle de B 11̂  défini par l'inclusion Z —» B 11^, 1^ i->- a,
(resp. 1^ —> a'i); la restriction de x4' à S1 x S,1 (resp. S1 x S,1) définit l'élément ([p, a,])"1

(resp. ([P, o^])~1 de Ker (p; on a donc (corollaire 2.2.5) [P, S,] = 1 (resp. [P, a^] = 1).
Posons H (1^) = p, p, (di) =a, et ji (a^ = a,'. L'homomorphisme H est bien défini car on

g M ^
vient de montrer les identités ]~[ [a,;, 5^] = [P, a,] = [P, a,'] = 1.

i=i
Le diagramme

B(ZxIy-^—^BSt(A")+

S^^^BEÇAr

est commutatif et la formule
^Kzxn,)={P}*{oc}

est une conséquence immédiate du lemme 2.2.1. D

Exemple 2.2.8. — Soient a, b, c e A* et { a }, { b}, { c } leurs images dans Ki (A).
Les éléments

u =h^{d).h^(,a~1). 1 . ^niaOO,

v=h^(b). h,,(b) .h^(b-1). 1,

W=h^(c). 1 . /Ï81()(<0 •^1112(^~1)»

de St (A) (cf. 1.1.12) commutent deux à deux et définissent un homomorphisme
^ : Z x Z x Z —)• St (A). L'image de ^^y^^^eîî^ÇZxZxZ) par p^ est

{^}*{fc}*{c}eH3(St(A)).

2.3. LE SPECTRE KA ET L'ISOMORPHISME K^ (A) -^ K^+i (SA).

2.3.1. L'application continue SA :: S1 ABGL (A)4' -^ BE (SA)4". - Notons 7 l'injection
Z -^ GLi (S Z) définie par 7 (1^) == T où

/() 0\
1 0

T = 1 0 e(sz)*•
\ 0 1 0 .

Pour tout anneau A, lp désigne la p x ̂ -matrice unité (li = 1).
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LEMME ET DÉFINITION 2.3.2. — L'application continue

yoQ^Aid4 ' ) : S'ABGLCA)4- -^BGLeSA)-'

se factorise de manière unique à homotopie faible près à travers BE(SA)4'. On note
SA : S1 A BGL (A)4' -> BE (SA)4' cette factorisation et e^ : BGL (A)4" -> Q BE (SA)4'
l'application adjointe.

Démonstration. - II est clair qu'il suffit de montrer que l'application

Yi.^CTxid^ : S'xBGL^^BGI^SA)4-

se factorise à travers BE(SA)4". On a

Yl,,oa+xid^=0•®id)+-0•®l,)+-(l®id)+ .

L'homomorphisme (1 ® id) : GLi (S Z) x G\ (A) -> GL (SA) se factorise à travers
GL(CA); or BGL (ÇA)+ est contractile (théorème 1.4.8) donc [(1 ® id4')] = 0.
D'autre part, si on note./ -1 : Z-> GLi (S Z) l'homomorphisme tel que y -1 (1^) = r"1

on a [(y-1)4'] =-V+'}. II s'ensuit :

bl^oU+ xid^] = [a^id)^-^® l^],

[Yi.^C^ xid^] = [U^^+Kr1 ® l,)^.

2.3.2' [Yl^oO•+xid+)]=[(0•®id)©0- l®l,))+].

II nous reste à montrer que pour tout n e Z et c e GLq (A), on a

((7 ® id) © (j~1 (x) 1 )̂) (n, c) e E (SA) soit (r" ® c) © (r"" ® 1 )̂ e E (SA).

Dans KI (SA) on a l'égalité

{(T"®c)©(T- n®l,)}={(TW®l,) . ( l®c)}+{T-"®l,}

= { T W ® 1 , } + { 1 ® C } - { T " ® 1 , } = { 1 ® C } .

Or { 1 ® c } provient d'un élément de K.i (ÇA) = 0; d'où { (r" ® c) © (r"" ® 1 )̂ }= 0
et par suite

(T" ® c) © (T-" ® l,)eE(SA). D

REMARQUE 2.3.3. - On sait que l'on a Ko (A)^Ki (ÇA) (théorème 1.4.7). D'autre
part BE (SA)4' est le revêtement universel de BGL (SA)4' (proposition 1.1.7), donc on peut
étendre l'application continue SA en

S1 A (Ko (A) x BGL (A)4-) -> Ko (SA) x BGL (SA)4-.

Plus précisément, si e : S1 —> BGL (SA)4' est une application continue qui représente
un élément |>] e n^ (BGL (SA)4') = Ko (A) on pose

0, [e], x)i->(0, e(t)+^(i, x))e(Ko(SA) x BGL(SA)+).
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Du note encore e^ cette application et e^ son adjointe

Ko (A) x BGL (A)4" -^ Q (Ko (SA) x BGL (SA)4').

DÉFINITION 2.3.4. -- La suite d'espaces

(KA),=
et d'applications continues

f Q-^KoCA) x BGL(A)+) si n < 0,
[ Ko(STlA)xBGL(S"A)+ sf n ^ O

f^om^^id^^ si ^ûLiAn^.n^
1 P ç; W >0 f ^^AA, ̂ U^Jn+l^ °S"A si n ^ u j

définit un spectre qu'on note K^.

THÉORÈME 2.3.5. — Pour tout anneau A le spectre K^ est un Çl-spectre.
Plus précisément^ l'application e^ : BGL (A)4' —> Cl BE (A)4' ^^ l'équivalence d'homo»

topie inverse de r\^ (cf. 1.4.9).

Démonstration. - Soit 8^ : [S^ABGL (A)VBE (SA)4-]--^ [BGL (A)4-, BGL (À)4-]
l'homomorphisme de connexion de la fibration (cf. 1.3.5) associée à la suite exacte
de groupes

(*) 1 -> GL (A) ̂  GL (ÇA) 4 E (SA) -» 1.

La classe d'homotopie de s^ a pour image par 5^ l'élément [r\^ o s^]. On va montrer
que 5^ [s^] est la classe d'homotopie de l'application induite par l'homomorphisme
0 : GL (A)-^ GL (À), qui permet d'identifier BGL (A)4- et BGL (À)4- (cf. 1.4.10)
Puisqu'une équivalence d'homotopie faible entre CW-complexes est une équivalence
d'homotopie, il nous suffit de faire la démonstration pour la restriction (s^ de s^ (resp. e^)
à S^aGL^A)"^ [resp. BGL^(A)4'] pour tout q. Pour ce faire, on va appliquer le
théorème 1.3.7 à la suite exacte ( '̂) et au groupe F = GLq (A).

Écrivons a@b = ( , ) pour simplifier les notations. Les applications p, 7, o-, a', \|/

et l'élément u du théorème 1.3.7 sçnt définis par :

P^) = ( l ï c 1 ^ 1 ^GL^(CA) pour tout ceGL,(A).^ v i ^9 ig y

(\ \ y^®1» ° ^ ^(\ \-i C^*®^ -p^^A,-^ ^A»x(iz)=^_^^ ^J. xdz) =^ o ^ij60^^^
avec

/O 1 \ /O \
, 0 1 1 0 /1| \
T = [ o 1 |, î*=| 1 0 et P^^ Q ) dans CZ;

1 :/
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o (c) = 1 ® 1, e GL, (A), CT' (c) = p ® c + (1 - p) ® 1, e GL, (A) pour tout c e GL, (A).

/(1-P)®1, 0 P®1, \
"= 0 1®1, 0 6GL3,(À), u-^y;

\ P®1,, 0 (1-p)®!,/

L'hoœomorphisme \|/ : Z x GL, (A) ->• Ez, (SA) est alors défini par

^(n,c)=(^^c ^J^) car r(î)=T, r(î*)=T-1 et r(p)=0.

Notons co : E (SA) -* GL (SA) l'injection naturelle. On a © ° ̂  = (j ® id) © (7 -1 ® 1 ),
soit, d'après (2.3.2)',

[((OoOT^Y^oCrxid^].

On en déduit (cf. 1.3.6) [(coov)/)-1-] = [y^, o (j +Aid-1-)] et par suite (lemme 2.3.2)

[<P] = [(ÇA),].
Vérifions la formule (iii) du théorème 1.3.7. On a

p^^xd^p^dz)-1^10' . ° . . y
\ 0 P<SC+(l-p)<SlyJ

/1®1, 0 0
loCT^œpCc)^1^ o i ® c o

\ 0 0 p®c+(l-p)0i^
On calcule aisément

/(l-p)®l, j?®l, \
\ P®1, (l-p)®lj

/p®c+(l-p)®l, 0 \ / ( l - p ) ® l , p®l, \
\ 0 l®lj Y P®1< (l-p)®lj
81, 0 \
0 p®c+(l-p)®lj'

^/"1®1, 0
^ 0 p®c+(l-

et par suite,

En conclusion, on a
i ° CT (c) © p (c)» <lz) = ((• o a' (c) © p (G))' (").

8.[(eA)J==[(o' IGL^A))^.
Or l'élément (cr' (c))y de ÇA est égal à

r^
(P ® C + (1 - P) ® l,)y = pCy + (1 - p) 8y =

0

0
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<1> -̂
par conséquent (cf. 1.4.10), (J'^L (A) est bien le composé GL^(A) ç GL(A) -^ GL(A)
comme annoncé. D

Les résultats suivants, conséquences immédiates du théorème précédent, ont été conjec-
turés par Gersten [7].

COROLLAIRE 2.3.6. — Le produit par { T } e Ki (S Z) induit un isomorphisme

-*{r} : K^A)^K^(SA). D

COROLLAIRE 2.3.7. - L'élément t e Z \_t, t ~1 ] <A?/m^ { t } e Ki (Z [^, ^ ~1 ]) et le produit
par {t ] induit une injection (scindée) !€„ (A) —> K^+i (A \t, t -1]). Par conséquent, on a

K^A^r^K^A)®]^)®?.

Démonstration. — Le théorème 2.3.5 implique que l'application composée

K^(A)^K^(A[f, r^K^SA^K^A)

est l'identité. D
Puisque K^ est un 0-spectre, ses groupes d'homotopie sont isomorphes à

Un (Ko (A) x BGL (A)"^) = Kn (A) pour n ^ 0. Il est donc naturel de poser :

DÉFINITION 2.3.8 : Kn (A) = Un (K^), n e Z. — Les groupes !€„ (A) ainsi définis pour
n < 0 coïncident avec ceux définis par Bass [2].

2.4. PROPRIÉTÉS MULTIPLICATIVES DU SPECTRE K^. — Le produit tensoriel (externe) des
modules définit un produit

® : Ko (A) x Ko (A') -> Ko (A ® A').

D'autre part, les isomorphismes

Ko (A) "> K, (SA), Ko (A) ̂  K^ (S'A)
et le produit

^ : KI (SA) x Ri (SA7) -^ K^ (SA ® SA')

nous permettent de définir aussi un produit

* : Ko (A) x Ko (A') ̂  Ko (A ® A').

PROPOSITION 2.4.1.- Les produits ® et-k '- Ko (A) x Ko (A') —> Ko (A ® A') coïncident.
Plus précisément le diagramme ci-dessous est commutatif.

Ko (A) x Ko (A') -^ Ko (A ® A')

!• 1-
KI (SA) x KI (SA) ̂  Kz (SA ® SA')
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Démonstration. — D'après le corollaire 2.3.6 l'isomorphisme Ki (SA) -^ K^ (S2 A) est
induit par le -^-produit par { T }. Notons ® les produits K, x Ky —> K,+y (f+7 ^ 2) définis
par Milnor [20]. Si x e Ko (A) et y e Ko (A') on a

( X ® { T } ) ® ( ^ ® { T } ) = ( ( X ® ^ ) ® { T } ) ® { T } ([20],lenime8.9),

d'où d'après 2.2.3 :

^®{T})*^®{T})=( (^®^)®{T})*{T} .

Cette dernière formule exprime précisément la commutativité du diagramme ci-dessus. D

PROPOSITION 2.4.2. — Pour tous anneaux A et A' F application

y : BGLCS^^ABGLCS^A^-^BGLCS^A®^

s'étend en un accouplement de spectres K^/\K^—>K^^ au sens de Whitehead [35]
En particulier si A est commutatif le spectre KA est multiplicatif.

Démonstration. — Rappelons (cf. [35]) qu'un accouplement entre spectres (Ep, r?),
(Fç, Sq) et (Gn, tn) est la donnée d'applications continues

^: E^AF^G^

telles que dans le diagramme ci-dessous le pentagone supérieur soit commutatif
(à homotopie près) et le pentagone inférieur (—1 ̂ -commutatif (à homotopie près) :

(S^E^AF.-^^E^AF,
^p+l,q

4, -

Ç1 / (^ A 17 ^^^QlA ^ tp+q. ̂S r\(Lp/\bq)——————>b AGp+^————>Gp+q+^

/ ^ p , 9 + g

(E^AS^F^-^^E^AF,^

Ici E = KA, F = KA-, G == KA®A- et H = y.

La commutativité de ces diagrammes résultent de la commutativité de diagrammes
analogues où l'on a remplacé S1 par BGL (S Z)'1". La proposition est alors conséquence
immédiate de la proposition 2.1.8. D

COROLLAIRE 2.4.3. - Le produit iç : K^ (A) x Kp (A') —> Kn +p (A ® A') est bien défini
et associatif pour tout n, p e Z. En particulier si A est commutatif K^ (A) = © K^ (A)
est un anneau gradué anti-commutatif. D "

2.4.4. Pour tout anneau A, l'Q-spectre KA définit une théorie d'homologie généralisée
et une théorie de cohomologie généralisée de la catégorie des CW-complexes finis dans
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les groupes abéliens (cf. [35]). Ces foncteurs sont définis, pour tout CW-complexe fini
(pointé) X par

^(X; KA) = limtS^, XA(KA)] = ^(XARJ,
k

^(X; KA) = limiyAX, (KA)^,] = [X, (KJj.

Ces foncteurs s'étendent à la catégorie des paires de CW-complexes (X, Y) en posant
A(X,Y;KA) =A(X/Y;KA). Si Y = = 0 , X/0 désigne Xu(7?0 (réunion disjointe),
( p t ) étant le point-base de X/0. On note A (X; KA) = h (X, 0; K^). On remarque que
pour tout CW-complexe pointé connexe X, on a A (X; K^) = h (X; K^) Q h ( p t ; KA)?

Le morphisme de spectre Y : KAÂKA'—^KA^A' nous permet de construire divers
« produits » reliant les théories h^ et A*. En particulier, le produit de Kronecker :

< -, - >K : ^(X; KA) x VX; KA-) -^ ÎT,-,,(KA^) = K,-/A ® A')

est construit de la manière suivante. Soient /: Sk A X—>(K^)p+k un représentant de
[/]e^(X;KA) et g : S^-^XA^A^ un représentant de ^g~]ehq(X',K^). L'appli-
cation composée

y\
^^i ̂  ^AS^1 ̂ S^AXA^A^ -^(KA).^A(KA^ ^(KA^)?^^

représente un élément de K(k+q+i)-(p+k+i) (A®A') = K^p (A®A') qui est < [/], [^] \.

CHAPITRE III

Structure multiplicative en K-théorie hermitienne

Dans cette section on définit une structure multiplicative pour la K-théorie hermi-
tienne gL^ (A). On montre que cette structure se transmet aux groupes de Witt gW^ (A)
(du moins à la 2-torsion près). Dans le dernier paragraphe, on applique les résultats
obtenus à la comparaison de la KO-théorie homologique de l'espace BG et des groupes
de chirurgie L^(G).

3.1. LA gL-THÉORiE ET LE SPECTRE ^LA. — Les constructions des chapitres 1 et II se
répètent presque mot pour mot en KL-théorie hermitienne; il suffit de remplacer GL par g0.
Les propositions et théorèmes étant les mêmes que dans le cas linéaire on donnera seule-
ment les énoncés des principaux d'entre eux.

3.1.1. Tout anneau A muni d'une antiinvolution a\->a est appelé anneau hermitien.
On rappelle la définition du groupe fln.n (A) où s == + 1 (cf. [12]) :

fln »(A) = ^ a = ( , )eGL2n(A) a laisse invariant la forme s-hermitienne ( j^.[ \c a ) \s UyJ

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



348 J.-L. LODAY

Posons (^),y = dji pour toute matrice a à coefficients dans A; puis

* td £^a = { t t\ s c a
On a alors

oceA,,n(A) ^ a î i î=a- l.

Le sous-groupe des commutateurs de gO (A) = lim fln.n (A), noté Eg 0 (A), est parfait
(cf. [13], [34] ou [3], p. 156). La somme directe sur GL (A) permet de définir
[cf. 1.3.2 exemple (d)~\ une somme directe sur gO(A). Cette somme directe munit
l'espace BçO(A)4' d'une structure de H-espace. L'anneau ÇA (resp. SA) est muni
de l'antiinvolution a t-> a = ^a et la suite

B.OC^ -^OCCA)-" -^BE.OCSA)4^
est une fibration.

THÉORÈME 3.1.2. — // existe une équivalence d'homotopie naturelle

TIA : QBE,0(SA)+-^B,0(A)+. D

DÉFINITION 3.1.3. - On pose (cf. [12], p. 385) :

J^(A) =7^„(B,0(A)+) pour n^l

.L.^^L^S^A) pour n ̂  0.

3.1.4. Structure multiplicative. — Soient A et A' deux anneaux hermitiens. Le produit
tensoriel induit un homomorphisme de groupes

s0,,, (A) x ,0,,, (A') -. ̂ 0^ ̂  (A ® A').

La même construction que dans le cas linéaire (cf. 2.1) nous permet de construire l'appli-
cation

Y : B ,0 (A)-^ A B ,0 (A')-*- ̂  B ,,0 (A ® A^

unique à homotopie faible près et possédant les propriétés énoncées en 2.1.8 où l'on a
remplacé BGL(A)+ par B^A)^ BGL(A/)+ par B.C^A')4-, etc.

En passant aux groupes d'homotopie on en déduit une application (notée (a, b)^->a^çb) :

Posons
^ (A) x ̂  (A') -> enLn+p (A ® A').

L^(A)=^(A)©_^(A).

COROLLAIRE 3.1.5. - L'application iç : gL» (A) x ̂ Lp (A') —> ^n+p (A ® A') est bili-
néaire et associative. Pour tout anneau commutatif A contenant 1/2, elle munit © iLn (A)

n
(resp. © Ln (A)] d'une structure d'anneau gradué anticommutatif. D

n
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Si l'anneau hermitien commutatif A ne contient pas 1/2, on a seulement une structure
de pseudo-anneau sur © ^L^ (A) et © L^ (A).

n n

3.1.6. Le spectre gL^. — On suppose désormais que l'anneau A contient 1/2, et on note
Z' = Z [1/2]. L'injection

Z^Oi,i(SZ'),

L ^ 0\ _ i /1/2 1/2 \Iz^T^cp^ J<P avec cp = ̂  ^J

définit une application continue (i;1')'̂  : S1 —> Bi 0(S Z/)+. On note {^} sa classe
d'homotopie dans iL^ (S Z').

L'application composée y o ((r^ Afrf) : S1 AB, 0 (A)+ -> Bg 0 (SA)4' se factorise par
BE,0(SA)4- et l'application continue S^B, 0(A)+->BE,0 (SA)4^ qu'on en déduit
nous permet de construire le spectre gL^ :

(eLA)n=
f îî"" CLo (A) x B ,0 (A)4') si n < 0,
f ,Lo (S" A) x B ,0 (S" A)+ si n ̂  0.

THÉORÈME 3.1.7. — ^LA est un Q.-spectre et le produit par [ ̂  } : gL^ (A) —> çL^ +1 (SA)
est un isomorphisme. D

Ce théorème achève la démonstration des théorèmes de périodicité en K-théorie hermi-
tienne donnés par Karoubi (cf. [12], p. 392).

On note /^(-^LA) et hn(—,^) les théories d'homologie et de cohomologie géné-
ralisées associées au spectre gL^.

Les applications B g0 (A)4' AB^ 0 (A')4' -> B^ 0 (A ® A')4' s'étendent en un accou-
plement de spectres gL^ A ̂ L^' -^ ^L^A'- Dans le cas où A est commutatif, on a un produit
de Kronecker que l'on note

< -, - >L : ^(X; sï-A) X W ,LA) ̂  e,L,_p(A).

3.1.8. Comme dans le cas linéaire, le groupe gLo (A) peut s'interpréter comme le groupe
de Grothendieck d'une catégorie additive. On va donner la définition de cette catégorie
dans le cas où 2 est inversible dans A. Soit M un A-module à droite projectif de type fini.
On note

tM={f :M-^A \ f linéaire et f ( x ' k ) =\f(x)}.

Une forme e-hermitienne non dégénérée est la donnée d'un isomorphisme de A-modules
0 : M —> ^M tel que ^ = e 0. Le couple (M, 0) est appelé un module s-hermitien.
Un morphisme de (M, 0) dans (M', 0') est la donnée d'un homomorphisme de A-modules
/ : M —> M' tel que 0 = (/. 0'./. On note ̂  (A) la catégorie des A-modules s-hermitiens
et des isomorphismes. C'est une catégorie additive pour la somme directe des modules.
Son groupe de Grothendieck est précisément gLo (A). L'isomorphisme

,Lo (A) -> ,Li (SA) = ,0 (SA)/[,0 (SA), ,0 (SA)]
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se décrit de la manière suivante. Soit (M, 0>) un module e-hermitien. On a

(M, 0) © (M, -0) ̂  ( M © X f° 1^.\ Ve °/7
Soit N un module projectif de type fini sur A tel que M © N ^ A". On a alors un isomor-
phisme de A-modules e-hermitiens

v[ / : (M,<D)©(M, -^©(N®^/0 ^WA"®^0 1^.
V Ve u// \ Ve u//

On considère l'automorphisme (^ 0 1) © (1 ® 1) © (1 ® 1) du module c-hermitien

(SZ'^M.lgXt^SZ'^M, -^(^©(SZ^N®^),!®^0 ^V\ \e Q j J

Le transmué de cet isomorphisme nous fournit un élément de gO^(SA) <= gO(SA)
dont la classe dans gLi (SA) est l'image de [(M, 0)] e ,Lo (A).

On renvoie à [13] pour la description de gLo (A) dans le cas général et pour la démons-
tration.

Remarque 3.1.9. - Notons 1 .̂ la classe dans iLo (Z') (g) Z' du module 1-hermitien
(Z\x^x) et I_ la classe du module 1-hermitien CL\X\->-X). On a (cf. [13]).
iLo CL') ® Z' w Z' © Z' et I+ , I_ peuvent être pris comme générateurs. La structure
multiplicative de iLo (Z') (g) Z' est donnée par les formules

I + . I + = I - . I _ =I+ et I+ . I -= !_ . !+=I_ .

De plus I+ est l'élément unité des anneaux © ̂  (A) et © L^ (A) (A commutatif).
n

3.1.10. Soit A une algèbre de Banach involutive sur R ou C. Le groupe topologique g0 (A)
admet un classifiant topologique B fi (A) qui est un espace de lacets infinis. On note
J-n (A) = Un (B e° (A)) et ^A ÏG spectre associé à l'espace B gO (A). Si Ai est un anneau
hermitien discret et Ai —> A un homomorphisme d'anneaux antiinvolutifs, l'application
continue B çO (Ai)—> B gO (A) se factorise de manière unique à homotopie près par
l'espace B^X^Ai)^ d'où on en déduit un homomorphisme

J^(Ai)->^(A);

de même on a un morphisme de spectre

J-A, -> eLA-

Remarquons que si X est un espace compact et C (X) [resp. R (X)] l'algèbre des fonctions
continues à valeurs dans C (resp. R) munie de la conjugaison complexe (resp. triviale),
on a

iL^C(X)) = _iL^(C(X)) = KU-"(X) © KU-"(X),
iL,(R(X)) = KO-^X)®^-^)

-iL^X^KU-^X)
(cf. [12], p. 353).
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3.2. LA gW-THÉORIE, LA KO-THÉORIE ET LES GROUPES DE CHIRURGIE. — On définit les

groupes de Witt généralisés gW^ (A) ainsi que la théorie de (co) homologie h(— ; g^),
dont gW^ (A) est le groupe des coefficients. On compare gW^ (Z' [G]) aux groupes
de chirurgie définis par Wall.

Dans ce paragraphe, les anneaux A et A' sont hermitiens et contiennent 1/2, sauf mention
expresse du contraire.

3.2.1 Rappelons que si A est un anneau et p un élément du centre de A tel que p2 = p,
A est canoniquement isomorphe à un produit d'anneaux Ai x A^ avec

Ai w p . A w A ( l — p ) A et A^ w (l-jp)Aw A/pA.

Soit / : M —> M' un homomorphisme de A-modules, alors M (resp. M7) est canoni-
quement isomorphe à un produit M ^ x M ^ (resp. M'^xM^) où Mi (resp. M[) est
un Aï-module et M2 (resp. M^) un A2-module. De plus/se scinde en/i x/^.

3.2.2. Les fondeurs ,W^ et h(-;,W^. - Notons ^ (A) = ̂  (A) ® Z'.
h (- ; e^A) = h (- ; ,LA) ® Z\ L'élément/? = 1/2 (I+ +I-) e iLo (Z') (c/. 3.1.9) est dans
le centre de ^L^ (A) pour tout A. De plus

p2 = ̂ (li +I+1- +1- I+ +I2) = J(I+ +I-) = p.

On applique alors les considérations du paragraphe (3.2.1).

DÉFINITION 3.2.3. — Pour tout anneau A et tout entier n on note

,Wj:A)=^(A)/p.^(A)

h\- ; eWA) = /î"(- ; sLA)/P.^(- ; sLA),

^(- ̂ A) = ̂ (- ; ̂ )IP. h^ ; ,LA).

Remarque 3.2.4. — Soit A un anneau hermitien ne contenant pas forcément 1/2.
Le foncteur hyperbolique

,H: GL(A)^0(A),

/a 0 \
^O ^-1)

induit un homomorphisme K^ (A) —> gL^ (A). Suivant [12], on pose

^ (A) == Coker (K» (A) ̂  ̂  (A)).

Il est facile de se convaincre que si 1/2 e A : gW^ (A) = gW» (A) ® Z'. Il est clair que
les propriétés générales de la gL-théorie se transmettent à la gW-théorie. En particulier,
il existe un produit [noté (a, b) \-> a -^ 6] :

,W^(A) x ,W,(A') - ,,W (̂A ® A')
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qui possède toutes les propriétés habituelles. L'image de { ̂ } e ̂  (S Z') est notée
{ Tw } e iWi (S Z') et la multiplication par { Tw } induit un isomorphisme

sW^A)^W^(SA).

Les théories A ( — ; g W A ) (A commutatif) sont munies d'un produit de Kronecker
qu'on note

< -, - >w : ^(X; ,WA) x ̂ (X; ,WA) ̂  e,W^(A).

Les considérations ci-dessus sont valables pour les algèbres de Banach réelles car
iLo (Z') —> ^LQ (R) est un isomorphisme et l'image de p est un projecteur (non trivial).
En particulier

iW^R(X)) w KO-^X) = KO-"(X) ® Z'
et la surjection

KO-"(X) C KO-"(X) w i4(R(X)) ̂  iW^R(X)) w KO-^X)

est donnée par [E4' © E~] t-> [E4']-^"]. On a aussi

-iW^R(X)) » CokerCKO-^X) ̂  KU-"(X))

c étant l'homomorphisme de complexification.

Remarque. — En fait, on peut construire un spectre ^LA en localisant le spectre gL^
par rapport au système multiplicatif (2^). Ce spectre se scinde naturellement en un produit
de deux spectres dont l'un ,WA nous fournit les théories h (- ; ,WA), (cf. [12], p. 395).

3.2.5. L'étude de la chirurgie des variétés a amené Wall à définir des groupes
d'obstructions (cf. [32], [33]) L^ (G), L; (G), etc. pour tout groupe fondamental G
d'une variété de dimension n. Les lettres s, h, etc. indiquent la nature exacte du problème
en question. Ces différents groupes sont périodiques de période 4 (en n) et sont iso-
morphes à la 2-torsion près.

Comme on ne s'intéresse pas ici à la 2-torsion, on notera ces groupes

L^(G) = L;(G) ® Z' = L;(G) ® Z'.

THÉORÈME 3.2.6 : L^(G) = iW^(Z'[G]).

Démonstration. — D'après la remarque 3.2.4, on a

iW^Z'^^W^Z^G])®^.

Le théorème de localisation en K-théorie hermitienne [11] implique l'égalité

^ (Z' [G]) ® Z' = iW^ (Z [G]) ® Z'.

Comme les groupes iW^ (Z' [G]) sont périodiques de période 4 (cf. [12], p. 394) et que

^(Z'[G])^_,W^,(Z'[G]),
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il suffit de montrer qu'à la 2-torsion près on a

iWo (Z [G]) = LS (G), _ iWo (Z [G]) = L^ (G),

iWi (Z [G]) = Lï (G), - iWi (Z [G]) = L^ (G).

Ceci se fait en utilisant les définitions de gWo (resp. gWi) comme groupe de Grothendieck
(resp. de Bass) (cf. [32], p. 294-295, [12], p. 374). D

3.2.7. L'inclusion i : Z' c? R induit un homomorphisme

4 : iW^(Z') ̂  iW^(R) = K0-"(p0.

PROPOSITION 3.2.8. — L'homomorphisme i^ est un isomorphisme.

Démonstration. — On sait que les groupes K 0 ~ " ( p t ) sont périodiques de période 4.
D'autre part, Karoubi [12] a construit un élément v^. e - iW2 (Z') [resp. 1^-2 e-1 W-2 (Z')]
dont l'image dans -iW^ (R) = KU-2 ( p t )_[resp -iW.^ (R) = KU4'2 W] est le géné-
rateur usuel. Donc le produit v^ ̂  ̂ -2 € 1^0 (Z') est 41+. Il s'en suit que les groupes
iWn(Z') sont périodiques de période 4 et que ^4^ (Z^-^KO"4"^) est un isomor-
phisme pour tout n. D'autre part, si n ^ 0 (mod. 4), on a KOn(pt)=Q et
^(Z^L^^O. D

THÉORÈME 3.2.9. — Pour tout CW'-complexe fini X, 0/2 û

^(X;,WzO^K(VX)®Z',

/î"(X; iWzO w KO"(X) ® Z'.

Démonstration. — L'inclusion ï! ç R induit un morphisme de spectres

iWz-^iW»

d'où un morphisme de théories (co) homologiques. D'après la proposition ci-dessus,
l'homomorphisme

^(X;iWz.)->KO(X)

et un isomorphisme pour X = S", donc c'est un isomorphisme pour tout CW-complexe
fini X. D

Remarque. — L'isomorphisme hn (X; iW^,) w KO,, (X) ® Z' est encore valable si X est
un CW-complexe, d'après [21].

3.3. K-THÉORIE HERMITIENNE DES ALGÈBRES DE GROUPES. — Ce paragraphe nécessite la
lecture préalable du paragraphe 4.1, dont il est la traduction dans le cas hermitien.
Les constructions, propositions et démonstrations sont en tout point analogues au cas
linéaire; nous nous contenterons donc d'énoncer les principaux résultats sans
démonstrations.
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3.3.1. Soient A un anneau hermitien contenant 1/2 et G un groupe discret.
L'anneau A [G] est muni de l'antiinvolution définie par

Za.g.^fl.g,71.

L'inclusion G—> i0^i (î! [G]) définie par

^ °\- ou ^(f ^
( ê 0\ -i ,/1/2 1/2 \

<0 l̂  ' ou ^={l - i )

nous permet de construire un homomorphisme de iLo (Z')-modules

^: VBG;,LJ-.^(A[G]).

Après tensorisation par 2^', nous obtenons un homomorphisme de groupes

w^: VBG;,WA)^W,.(A[G]).

Dans le cas A = Z', e = 1, la composition de cet homomorphisme avec les isomorphismes
KO,,(BG)-^(BG; iW^.) et iW^Z' [G])^L^(G) donne naissance à un homomor-
phisme de groupes

;(G): KCVBG)^L;(G).

Remarquons que /(l) est un isomorphisme.
La théorie KO^ possède un produit externe puisque le spectre BO est multiplicatif.

Parallèlement, les groupes L; possèdent un produit hérité de ^W^.

3.3.2. L'homomorphisme /(G) est compatible avec ces produits.

3^.3.3. Plusieurs auteurs ([12], [23], [27]) ont montré que L;(GxZ) est isomorphe
à L^ (G) © L^_ i (G). De plus, comme dans le cas linéaire nous pouvons montrer que
rhomomorphisme L^_i (G)-^(Gx Z) est induit par le produit par le générateur
{ ^ } e iWi (Z' [Z]) = L'î (Z); ({ Tw } est l'image de l'élément { ̂  } défini en 3.1.6,
par passage au quotient). On déduit de ces assertions que ̂  (V) est un isomorphisme
pour tout entier p.

3.3.4. Mischenko [22] et Wall [33] ont aussi défini un homomorphisme
IQ : KO^ (BG) —> L^ (G), mais de manière géométrique. Rappelons-en brièvement la cons-
truction ([33], p. 263).

Soit M une variété compacte orientée de dimension n et de groupe fondamental G.
Soit / : M —> BG une application continue classifiant le revêtement universel de M.
L'application/définit un élément du groupe de bordisme orienté Q^ (BG) qu'on note (/).
Soit Q8 la PL-variété 3-connexe de Milnor, de signature 8, telle que l'obstruction chirur-
gicale de l'application Q8-^8 soit le générateur de L^ (1) = L$ (1). L'obstruction
chirurgicale de l'application M x Q8 -> M x S8 est un élément de L^ (G) qu'on note \|/ (M).
L'application f2^ (BG) -> L; (G), (/) ̂  v|/ (M) est un homomorphisme de f2^ (^)-modules,
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S î ^ ( p ï ) opérant sur L^(G) par la signature. Or d'après Conner-Floyd [5],
Q^(BG) ®sî^pt) Z'-^KO^(BG) ® Z' est un isomorphisme. (Q^(/?Q opérant trivia-
lement sur Z'). On en déduit l'homomorphisme

;G: KO^(BG)^L^(G).

3.3.5. CONJECTURE. — Les deux homomorphismes IQ et l(G) coïncident.
Cette conjecture est vraie pour G = Z^, car dans ce cas on peut calculer explicitement

ces deux homomorphismes. On donnera aux paragraphes 5.3 et 5.4 d'autres arguments
en faveur de cette conjecture.

CHAPITRE IV

K-théorie algébrique des algèbres de groupes

Soient A un anneau et G un groupe discret. On désigne par A [G] l'algèbre sur A
du groupe G :

A[G]=A®Z[G]={ia,g, ^eA, g,eG, ne^\.
z U=o J

La principale motivation de l'étude des groupes !€„ (A [G]) est d'ordre topologique.
En effet, Whitehead [37], puis Volodin [29], Hatcher et Wagoner [8] ont été amenés
à définir pour tout groupe fondamental G d'une variété des groupes d'obstructions
Wh^ (G) (n ^ 0) liées à des problèmes d'isotopie et de pseudo-isotopie.

Le principal objet de ce chapitre est de comparer entre eux les groupes hn (BG; K^;)
définis en 2.4.4, K,(Z[G]) et Wh^ (G), et d'en déduire la nullité de Wh^ (G) pour
certains groupes G.

4.1. L'HOMOMORPHISME X ^(G) : /^ (BG ; KA) -^ K^ (A [G]). - Soit j : G -> GL (Z [G])
l'injection définie par

Vs 1

0

7(g)=

0

On compose l'application j + : BG —> BGL (Z [G])'1" avec l'inclusion

BGL (Z [G])+ -^ Ko (Z [G]) x BGL (Z [G]) +,

xt->(0,x) pour obtenir l'application BG—»(KZ[G])() qu'on notera encore y"1' (cf. 2.3).
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PROPOSITION 4.1.1. — Les homomorphismes composés §„ ;

(K^ A BG ̂  (KA),, A (Kz ̂ ])o ̂  (KA [G])»

définissent un homomorphisme de spectres KAABG-^KA[G]- ̂  applique le foncteur ^
û ce» morphisme pour obtenir un homomorphisme de groupes

^(G): VBG;KA)-^(A[G]).

Démonstration. - L'homomorphisme de spectre KAABG->KA[G] est bien défini
si pour tout n le diagramme

S'A (KA^ A BG ̂  (KA)^ i A BG
îdAÔn Sn+1

s A (KA [G])» —————> (KA [G])» + 1

est commutatif à homotopie faible près. Cette propriété résulte de la commutativité
à homotopie faible près (2.1.8) du diagramme

(Kz)i A (KA^ A (Kz ̂ )o -. (KA)^ i A (Kz ̂ )o
^ ^

(Kz)l A (KA [G])n ———————^ (KA [G])̂  1 D

On étend À, à /;„ (BG; KA) = ^ (BG; KA) © K^ (A) à l'aide de l'inclusion canonique
K^ (A) ç K^ (A [G]). On note ̂  (G) : h, (BG; KA) ̂  K^ (A [G]) cet homomorphisme.
Lorsque A est commuta.tif, h^ (BG; KA) et K^ (A [G]) sont des K^ (A)-modules et
^î (G) est un homomorphisme de K^ (A)-modules.

LEMME 4.1.2. - L'image par À^(Z) du générateur de h^ (S1; KA) w Ko (A) corres-
pondant à 1 e Ko (A) est F élément {u } e Ki (A |>, u~1]).

Démonstration. - L'élément 1 e Ko (A) définit l'application continue

1 : S° -> Ko (A) x BGL(A)+ = (KA)Q,

•y-^O»*) où s est l'élément de S° qui n'est pas le point-base de S°. La suspension
de cette application, soit S^S^S^KA) fournit un représentant du générateur
de Ai (S1 ; KA). On cherche à calculer l'application composée

SlASOH^SlA(KA)o-^(Kz^,-^)oA(KA)o^(KA^,-^)o.

L'élément de Ki (A [u, M"1]) défini par cette application est donc le produit [./+] ̂  1.
Or j + est induit par l'homomorphisme de groupes Z -> GL (Z [u, u~1]) 1^ ^-> u, donc
[7 +] = { u }. Par suite ̂  (Z) (1) = { u} e K, (A [u, M-1]). D

4.1.3. Soient A et A' deux anneaux, X et X' deux CW-complexes. On définit un produit
(externe) en homologie réduite

VX; KA)X^(X'; KAO-^^(XAX'; KA^)
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par la formule [ /] x [>] = [y ° (/A g)] où/ : S1 ̂  X A (K^-n (resp. g : S1 -^ X' A (K^ -„)
<«> ^

représente l'élément [/] e/?„ (X; K^) (resp. [^] e/?p (X'; KA'))- El1 théorie non réduite,
ce produit s'écrit :

^(X; KA)XVX'; K^-^^Xxy; KA^).

PROPOSITION 4.1.4. — Uhomomorphisme À- ̂  compatible avec le produit X sur h^
et le produit ^ sur K^. D

Cette proposition signifie que si G et G' sont deux groupes discrets, pour tout
x e h^ (BG; KA) et pour tout x ' e hp (BG'; KA'), on a

^ (G x G') (x x x ) = ̂  (G) (x) * ̂  (G') (x').

Remarquons que le groupe /^(S1 x BG; KA) se décompose en /^(BG; KA)©^,-I(BG; KA)
alors que le groupe K^ (A [Z x G]) se décompose en K^ (A [G]) © K/,_i (A [G]) © X
où le groupe X peut ne pas être trivial (cf. 2.3.7).

4.2. LES GROUPES DE WHITEHEAD Wh^ (G) POUR n == 0,1 ET 2.
M

DÉFINITION ([29], [37]). - Pour tout groupe discret G on pose Who (G) = Ko (Z [G])
et Whi(G)=Ki(Z[G])/(±G).

On a adopté ici la notation classique K» (A) = Coker (K^ (Z) —> Kn (A)). On note
W (± G) le sous-groupe de St (Z [G]) (cf. 1.1.12) engendré par les éléments de la forme
Wij(± g) où g e G .

DÉFINITION 4.2.1 [8]. — Pour tout groupe discret G, on pose

Wh^ (G) = K^ (Z [G])/W(± G) n K^ (Z [G]).

Il est clair que Who (G) = Coker ̂  (G) puisque ho (BG; K^) == Ko (Z). La suite
spectrale d'Atiyah-Hirzebruch appliquée à la théorie /^(-;K^) nous montre que
Ai (BG; Kz) = Ri (G; Ko Z) = G/[G, G]. On en déduit que Whi (G) == Coker ^z (G).

Le but du prochain paragraphe est de montrer le :

THÉORÈME 4.2.2. - Pour tout groupe discret G, on a Wli2 (G) = Coker À-^ (G) avec
^ (G) : Â2 (BG; K^) -^ K, (Z [G]).

L'inclusion naturelle î : Soo ^GMZ) (cf. 1.1.11) induit une application continue
i + : B Z^ —> BGL (Z)'1'. Ces deux espaces sont des espaces de lacets infinis; ils définissent
donc des spectres qu'on note respectivement S et K^. On a adopté cette notation car
un théorème de Barrat-Kahn-Priddy [1] montre que la théorie d'homologie généralisée
définie par S est l'homotopie stable ̂  (X) = lim. [S^ X A S^""]. En particulier, les groupes

k

d'homotopie de B S^ sont les groupes d'homotopie stables des sphères ^(S°).
L'application continue i + définit un morphisme de théories homologiques

4 '' ^(-^U-^z).
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De plus, d'après les calculs de î^(S°) et !€„ Z pour 7 2 = 0 , 1 , 2 Phomomorphisme
in : T^n (S°) —> Kn Z est un isomorphisme. La comparaison des suites spectrales d'Atiyah-
Hirzebruch des théories n^ et h^ (— ; K^) nous montre alors que, pour

n = 0 , l , 2 , ^ : 7^(X)^(X;Kz)

est un isomorphisme. Par conséquent, le théorème 4.2.2 peut se reformuler de la façon
suivante :

THÉORÈME 4.2.2 (bis), — Pour tout groupe discret G, la suite

ici (BG u pt) ̂  K^ (Z [G]) ̂  Wti2 (G) ̂  0

est exacte, BG u pt désignant la réunion disjointe de BG avec un point.

L'intérêt de cette formulation est que le groupe Wh3 (0) défini par Volodin [29] est
probablement égal au conoyau de jr| —> K^ (Z).

Avant de passer à la démonstration du théorème 4.2.1, nous allons donner une autre
définition de Wh2 (G).

On note H (± G) [resp. H (G)] le sous-groupe de St (Z [G]) engendré par les éléments
de la forme A,j (± g) [resp. Ay. (g)~], g e G.

LEMME 4.2.3 : Wh^ (G) = K:2 (Z [G])/H (G) n K^ (Z [G]).

Démonstration. — II résulte de [8], p. 106, que

Wh,(G) = K,(Z[G])/H(± G)nK,(Z[G]).

Les relations entre les hij(-) dans le groupe de Steinberg données par Milnor ([20],
lemme 9.7) nous permettent d'affirmer que si i,j, k et / sont tous distincts on a :

(a) h^(-g)=h^(-l)h,,(g)h^(-l)',
(b) [h,, (g), h,, (-!)]=!;
(c) [A,,00,^(-l)] = [ g , -1 } (symbole) 0;
W [^fe),^,(-l)]=:l.

A l'aide de ces relations, on peut écrire tout élément de H (± G) comme le produit :

— d'un élément de la forme h^ (— 1) h^i (— 1) ... h^n (-~ 1)5
— d'un élément de H (G);
— d'un élément de la forme { g, — 1 } ... { g\ — 1 }.

Or, dans K^ (Z [G]) (écrit multiplicativement), on a l = {g, — g ] = { g , g } {g, — 1}
(cf. [20], lemmes 8.2 et 9.8). Donc, en fait, le dernier élément du produit ci-dessus est

(1) Le symbole { g, — 1} des deux éléments inversibles g et — 1 est le produit dans Ka (Z [G]) de leur
image dans Ki (Z[G]) (cf. 2.2.2).
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dans H (G). En conclusion, tout élément x e H (± G) n K^ (Z [G]) peut s'écrire x = jq .^2
avec Xi e K^ (Z) et ^ e H (G) n K^ (Z [G]) = H (G) n K^ (Z [G]). Il s'ensuit

H(±G)nK,(Z[G])=(K2(Z).H(G))nK2(Z[G])
et par suite

K, (Z [G])/H ( ± G) n K, (Z [G]) = K, (Z [G])/H (G) n K^ (Z [G]). D

4.3. COMPARAISON DE H^ (F; Z) ET K^ (A) POUR F c A*. — Nous allons démontrer
un résultat un peu plus général que le théorème 4.2.2.

Soient A un anneau et F un sous-groupe des unités A* de A. L'inclusion F <= A*
induit un homomorphisme d'anneaux Z [F] —> A. L'exemple typique est A = Z [G]
et F = G. Notons H (F) le sous-groupe de St (A) engendré par les éléments de la forme h^ (c)
où c e F et A (F) le sous-groupe de H (F) des éléments engendrés par les symboles { c, c }
où c 6 F. On note H (F) [resp. A (F)] est l'image de H (F) [resp. A (F)] dans

K^ (A) = Coker (K^ (Z) -^ K^ (A)).

PROPOSITION 4.3.1. — Pour tout couple (F, A), il existe un homomorphisme naturel

r(F): H,(F;Z)^K,(A)/A(F)

dont l'image est H (F) n K^ (A)/Â (F).
Donnons d'abord quelques constructions et lemmes préliminaires.
La suite spectrale d'homologie d'Atiyah-Hirzebruch :

E^=H,(F;K,Z) ^ /^(BF;Kz)

est toute entière dans le premier quadrant car Kq (Z) = 0 lorsque q < 0. Les différentielles
ÏÏ2 (F; Kf Z) —> Ho (F; K,_i Z) du « plan E2 » sont nulles. En effet, dans le diagramme
commutatif

H2(F;K,Z)~^H2((1);K,Z)
[ [

Ho(r;K,.,Z)^Ho((l);K,.iZ)

le groupe H^ ((1); K( Z) est nul et la flèche horizontale du bas est un isomorphisme.
La filtration de h^ (B F) = h 2 (B F; K^) soit 0 c Fo <= Fi c: F2 = h 2 (B F) est telle

que les suites
0^ 0 ^Fo^E^->0,
O^Fo^F^E^O,

0->Fi->F2-^E^o-^0
sont exactes, où

E^ = Coker(Keroc^ Ho(F; K^Z)) = Ho(F; K^Z),
E?i=Cokera,

E^o = H^ (F; KQ Z),
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a étant la différentielle du « plan E2 » H3 (F; Ko Z) —> Hi (F; Ki Z). L'homomorphisme
composé

h^pt) = K, Z = Ho(F; K,Z) = E^ = Fo ̂ F, ->F^ = ^(BF)

est induit par l'inclusion du point dans B r; donc la suite 0 —> Fi/E^ —> h^ (BF) —> E^g -^ 0
est exacte. En définitive, la suite

0 -> Coker a -^ h^ (B F) -» H^ (F; Z) -^ 0

est exacte. On note % (F) 1 'homomorphisme composé Hi (r; Ki Z) —> Coker a —> h^ (B F).

LEMME 4.3.2. — L'image de (x ° ̂ ) (F) dans K^ (A) ^ A (F). Par conséquent,
K (F) induit un homomorphisme naturel

r(F): H,(F;Z)->K,(A)/A(F).

Démonstration. — Examinons le cas particulier F = Z, B F = S 1 , A = Z[M,M~1].
Dans le diagramme commutatif

Hl(Sl;KlZ)3^^(Sl)
S" 8 S»* »

Ho(^;KiZ)^^(^)

S" et S'1 désignent les isomorphismes de suspension des théories d'homologie H^ et h^.
Puisque ^ (1) est un isomorphisme, il en est de même de % (Z) et l'image du générateur
de HI (S1; KI Z) = Z/2 est le générateur v de h^ (S1) = Z/2. L'élément v est le produit
des générateurs v^ et VQ de Ai (S1) et h^ (S°). Donc d'après 4.1.4 et 4.1.2, on a

^(Z)(^;)=XZ(Z)(^)*iz(l)(î;o)={M}*{-l}={M, -1} (C/.2.2.3).

Or, dans le cours de la démonstration de 4.2.3, on vu a que {u, — 1 } = { u, u},
par conséquent, on a

Im(Lx)(Z)=A(Z).

Dans le cas F quelconque, pour tout élément xeïî^ (F; Ki Z), il existe un homo-
morphisme p : Z — > F tel que l'image du générateur de H^ (S1; K.i Z) par p^ soit x.
L'homomorphisme d'anneaux p3"" : Z [̂ , M"1] —>' A induit par p est tel que le diagramme

H^K^'^K^Z^-1^

1̂  - 1̂
H^F^.Z)-^^^)

<«> j%>
est commutatif. £>î conclusion, pour tout ^ e Hi (F; Ki Z), on a (À, o %) (F) (x) e A (F).
Inversement, pour tout symbole de la forme { c, c ] e A (F), il existe un élément de
HI (S1; KI Z), à savoir la classe de c, dont l'image par À, o ^ est { c, c }. D
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COROLLAIRE 4.3.3. — Pour tout couple (F, A), le diagramme ci-dessous est commutatif
et ses lignes sont exactes

y (D ~Hi(r;KiZ)--^(Br)->H,(r;z) ^o
v (F) T (F) \" (D

0——^A(r)——^K^(A)-^K^(A)/Â(r)-^0 D

Soit II, = < û?i, . . . , cig, a[, . . . û^y > / ]"[ [^iî ûf] le groupe fondamental d'une surface
/1=1

compacte B II, de genre g. La suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch étudiée précédemment
nous permet de calculer h^ (B n,; K^). En effet, puisque H3 (II,; Z) = 0 dans le diagramme
du corollaire 4.3.3 % (Tig) est injectif, d'où h^ (B II,) w Hi (II,; Ki Z) ® H2 (II,; Z).

Le groupe II, est un groupe sans torsion à une relation. Un théorème dû à Waldhausen
([3l], théorème 1) affirme que pour de tels groupes ^f est un isomorphisme. On en déduit
que À-' (Tig) est injectif et par suite bijectif, puisque d'après 4.3.2, À/(II,) est surjectif.
Par le lemme des cinq, on en conclut que À/' (II,) est un isomorphisme. D

LEMME 4.3.4. - L'image de la classe fondamentale Ç.eH^n,; Z) par Y (II,) est

la classe de Z, = f[ \h^ (a,), h^ (a,)-] e K^ (Z [II,]) dans K, (Z [II,])/Â (II,). On a
1=1

considéré ici K^ (A) comme un sous-groupe de St (A) (cf. 1.4.3).

Démonstration. — Soit a; (resp. o^) : II, —> Z l'homomorphisme qui envoie tous les géné-
rateurs de II, sauf a, (resp. a'^ sur 0 et a^ (resp. a? sur t = 1^. La somme directe des homo-
morphismes (oc^ et (oc,% soit^ (B II,) —^ (h^ (B Z))29 = (Ki Z)29 composée avec % (Tig)
est un isomorphisme. On note ^ (II.) : h^ (B II,) —> Hi (II,; K.i Z) w (Ki Z)20 l'inverse/v
à gauche de %(Tlg) ainsi défini. On pose (̂11,) = ( À / o ^ o ^ " 1 ) (n,). L'homomor-
phisme À- (II,) établit un isomorphisme entre les groupes infinis cycliques Ker p (II,)
et Ker ^K (II,). On note Zg l'élément de Ker [i (Tig) dont l'image dans H^ (II,; Z) est Ç,.
Notre but est de montrer que ^ (II.) (Zg) = Z,.

On a Z, e Ker ^K (Tig). En effet a, (resp. o^) appliqué à Z, nous donne h^ (t) h^ (t)~1 = 1
[resp. h^(t)h,,(t)-1 = 1] dans St(Z[^,^-1]).

Cas g = 1. — L'élément 2-1 est le produit (externe) w^ x w^ du générateur w^ de /^ (S1)
par lui-même. D'après 4.1.4, on a

M^lX^l)=^(^l)*M^l)={^}*{y}eK,(Z[M,M- l,I;,y- l]).

D'après 2.2.3, { u} ̂  [ v } est le symbole { u, v } qui s'écrit Zi = [h^ (u), h^ (v)']
dans St(Z [u, u~1, v, v~1]).
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Cas g quelconque. - La surjection Ilg -> IIi = Z x Z qui envoie a^ sur u, a[ sur v
et les autres générateurs de Hg sur l'élément neutre fournit le diagramme commutatif

z^eKern(n^) -> Ker^IIi)
î(iig) î(iii)

Zg e Ker ̂  (iy ̂  Ker ̂  (II^)

Ces quatre groupes sont infinis cycliques et l'image de Zg (resp. Zg) dans Ker^IIi)
est zi (resp. Z^). On en conclut que ̂  (Fy (z^) = Zg. D

LEMME 4.3.5. - Tout élément y de H (F) n K^ (A) ̂ ^ s'écrire sous la forme
g

Y = n [^12 (^-), ^13 (cD] û^c c,, c,' eF ^MF i = 1, . . . , g,1=1

en particulier on a l'inclusion H (F) n K^ (A) c= [H (F), H (F)].

Démonstration. - A partir de y = Y[ h^^ (u^ e K^ A, u^ e F, on va effectuer des trans-
i

formations dans le groupe de Steinberg en utilisant les formules données par Milnor
([20], lemme 9.4, 9.6 et 9.10) :

(PI) hik(u)h,,(v)h^(u)-1 == h,,(uv)h^u)-\ i ^=j,

(P2) [u, u] ={u, u-1} = \h^u\ h,,(u-1)] = h^(u)-1 h^u-1)-1,

(P3) h^ (u) h^ (u) = 1 et A,, (u) = h,, (u) h^ (u).

De ces formules, on déduit

(P4) ^(uvrlh^v)h^u)=h^(uvrlh^(v)h^(u),

en effet,
hin(uv)h^(uv)~1 h^(v) h^(u)h^(u)~1 h^(v)~1 == [par (P3)],

hin(uv) h^(u) h^(u) h^(v)~1 = [par(P3)],
h2n(uv) h^(v) h^(u) h^(v)~lh^(v)= [par (PI)],

hin (uv) h^ (uv) h^ (v)~1 h^ (v) == 1 [par (P3)],

par commodité on va travailler module A (F). Les formules (P 2), (P 1) et (P 4) nous
donnent alors

(P'2) h^u)-1 ^h^u-1),

œ'1) hu(v)h,n(u) == h^h^u^v)^^), i ̂  n,

œ'4) h^v)h^(u) = h^uv)h^((uvr1) h^(v)h^(u).

D'après le lemme 9.10 de [20] y peut s'écrire comme un produit d'éléments du type h^ (u)
et de leurs inverses. Donc, d'après (P'1), y peut s'écrire comme un produit d'éléments
du type h^ (u) (mod A (F)). Soit n le plus grand des k intervenant dans cette écriture de y.
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On va montrer que si n ̂  3, on peut écrire y comme un produit de h^ j (u) avec 1 ̂  / ^ n — 1.
On considère le facteur A^ (u) le plus à droite dans l'écriture de y et on essaye de le faire
« sauter » par-dessus le facteur h^, (v) immédiatement à sa gauche. Deux cas peuvent
se présenter :

(a) j 7e n : on utilise la formule (P'1);
(b) j = n : on utilise la formule (P'4).
Après un nombre fini de telles opérations y s'écrit :

Y EE hin^h^Çvi) • . . h^(Vq) où 1 < fei, ..., kq < n, î^eF.

Or y e K^ (A) donc son image dans E (A) est 1 et par suite u' == 1, h^ (u') = 1. On vient
donc de supprimer l'indice n dans l'écriture de y. On recommence le même procédé
avec n—1, etc. jusqu'à obtenir

}/==^(si). . . ^12 (Sp), s;eF.

On applique alors la formule de Milnor ([20], lemme 9.6) :

hi2(?)h^ (u) = [^12 (v), h^(u)]h^(uv),

p fois pour obtenir :

Y =• [^12 (Si), ^13 (^2)] ^12 (S2 Si) ^i2(S3) . . • ^12 (Sp)

y = [ , ] [^12 (S2 Si), ^13 (S3)] ^12 (S3 S^ S^) h^ ^4) . . . ^12 (Sp)

y = = [ . , ] [ , ] . • . [^12(Sp- l . . .Si ) , ^i3(5p)]/îi2(Sp...Si).

Or ^eK^CA) donc son image da-ns E(A) est 1 et s^.s^.. . S p 1 = 1, c'est-à-dire:
Sp ... s^ = 1 et h^ (Sp . . . 5-1) = 1. D

Démonstration de la proposition 4.3.1. — Le lemme 4.3.2 nous a permis de définir
l'homomorphisme À,". Soit a : 11̂  —> F un homomorphisme de groupes induisant
un homomorphisme d'anneaux a811" : Z [11̂ ] —^ A. D'après le lemme 4.3.2, le diagramme

H,(n,;z)——^H2(r;z)
v (ng) v (F)

K, (Z [Hj)/A(n,)a^ K^ A/A (F)
est commutatif.

D'après le lemme 2.2.4 pour tout xe H^ (F; Z), il existe un homomorphisme a : îïg—>r
tel que o^ (Q = x; d'où

(*) ^" (F) (x) = 9i" (F) o o^ (y = aï0 o r (n,) (y.
Or, d'après le lemme 4.3.4, À/' (iy (y e H (Tig) n K^ (Z [nj)/A (Tig) et donc
X" (F) (x) e H (F) n K.2 A/A (F). Nous venons ainsi de montrer que

Im r (F) c H (F) n K2 A/A (F).
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^ ^ g
Soit y e H (F) n K^ A. D'après le lemme 4.3.5, on peut écrire y = ]~[ [Ai2 (cj), h^ (c,')]

1=1
avec C i , c^ e F. Posons a : 11̂  —> F, a (û^) = c,, a (^) = c\. Cet homomorphisme est bien

g
défini car y e K ^ A et donc I~[ [c^, c[~\ = 1. La formule (^) nous montre alors que

1=1
tout y ' e H (F) n K-2 (A)/À (F) admet un antécédent dans H^ (F; Z), à savoir o^ (^).

Nous venons ainsi de montrer que

Im r (F) ̂  H (F) n K^ (A)/A (F). D

Démonstration du théorème 4.2.2. — II nous suffit, d'après 4.2.3 de montrer que

1m Àf (G) = H (G) n K^ (Z [G]) = H (G) n K^ (Z [G]).

Reprenons le diagramme du corollaire 4.3.3 avec F = G et A = Z [G]. La propo-
sition 4.3.1 affirme que Im À/' (G) = H (G) n K^ (Z [G])/Â (G). Or Â ( G ) c H ( G )
et Im X' (G) c A (G) (lemme 4.3.2) donc Im^ (G) = H (G) n K^ (Z [G]).

4.4. APPLICATIONS ET COMPLÉMENTS.

4.4.1. Rappelons que Waldhausen [31] a montré que l'homomorphisme ^(G)
est un isomorphisme lorsque A est noethérien régulier et lorsque G appartient à une certaine
classe ^7 de groupes. Cette classe contient en particulier :

— les groupes sans torsion à une relation;
— les groupes fondamentaux des sous-variétés de S3;
— Les groupes qui sont des produits libres généralisés i. e. des sommes amalgamées

ou des HNN-extensions itérées de groupes libres.
On renvoie à [31] pour la définition exacte de ^7.

COROLLAIRE 4.4.2. — Pour tout groupe Ge^l on a Wh^ (G) =0. D
Dans le cas où G est le groupe fondamental d'une variété P^irréductible suffisamment

grande, ce résultat avait été conjecturé par Laudenbach [16], p. 5.

4.4.3. L'homomorphisme V (F) peut se décrire de manière plus explicite. Notons
C^ (F) le groupe des 2-chaînes entières de F :

C2(F)={^(c,,c;.) | ^eZ,c,,c;eF}.

On note Z^ (F) et B^ (F) le sous-groupe des cycles et le sous-groupe des bords de C^ (F).
Par définition, H^ (F; Z) est le quotient Z^ (F)^ (F). Supposons pour simplifier F
dénombrable, et soit v : F —> N* une bijection. Pour tout couple (c, c ' ) e F x F, on pose

A(C, (0 = [/îv(cc')v(c)(^ ^(c^vCc^TleSHA).

En utilisant les relations classiques entre les éléments de St(A) de la forme h^Çc)
on montre que :

(i) l'application ^ n^ (c^, c'i)—> HA (c^, c'y définit un homomorphisme de groupes
C2(F)-^St(A)/A(F);
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(ii)A(Z,(D)c=K2(A)/A(r);
(iii) A(B,(F))= 1.

En conséquence, A définit par passage au quotient un homomorphisme de groupes
H^ (F; Z) -> K^ (A)/A (F) qui coïncide avec r (F).

CHAPITRE V

Représentations linéaires et quadratiques des groupes discrets

5.0. Soit ^ une catégorie additive. Une représentation du groupe discret G dans ^
est la donnée d'un objet E de ^ et d'un homomorphisme de groupes p : G-^Aut^E.
Un morphisme entre deux représentations (E, p) et (E', p') est la donnée d'un morphisme
fe Hom<g> (E, E') tel que

/ o p (g) ==== p' (g) o / pour tout g e G.

La catégorie ^epo (^) des représentations de G dans ^ est additive et on note K^ (^)
son groupe de Grothendieck.

Le but du présent chapitre est de montrer les liens qui existent entre K^ (^ (A))
[où ^ (A) désigne la catégorie des modules projectifs de type fini sur l'anneau A],
Ko (A [G]) et les groupes ho (BG; KJ et h° (BG; KA). La même étude en K-théorie
hermitienne nous permettra de faire des calculs partiels des groupes de chirurgie
L^ (G) (x = s, h) et de faire le lien avec la conjecture des hautes signatures de Novikov.

5.1. REPRÉSENTATIONS LINÉAIRES DES GROUPES DISCRETS.

5.1.1. Dans le cas où ^ = ^ (A) est la catégorie des modules projectifs de type fini
sur l'anneau A, on notera K^ (A) au lieu de K^ (^ (A)). Le foncteur K^ (A) est contra-
variant en G et co variant en A. D'autre part, le groupe K^) (A) coïncide avec Ko(A)
et est un facteur direct de K^ (A). On posera K^ (A) = Coker (K^) (A) -> K^ (A)).

Soit p : G —> GL^ (A) un homomorphisme de groupes. Il définit un élément [p]
de K^ (A). On note encore [p] son image dans K^ (A) lorsqu'il n'y a pas de risque
de confusion. Les éléments [p] engendrent K^(A). En effet, soit Ee^(A) muni
d'une G-action. Il existe F tel que E © F w A". Munissons F de la G-action triviale.
A" hérite alors d'une G-action p : G-> GL^(A) et on a [E]+[F] = [p] dans K^(A)
soit [E] = [p] dans K^ (A).

L'isomorphisme Ko (S" A) w K_» (A) nous conduit alors à poser la :

DÉFINITION 5.1.2. - On note K^ (A) = K^ (S" A) pour n ̂  0 et K^ (A) = C K^, (A).
n^O

Remarquons que K^) (A) = K_,, (A).
Soient A (resp. A') un anneau, G (resp. G') un groupe discret et E (resp. E') une repré-

sentation de G (resp. G') dans A (resp. A'). Le produit tensoriel E ® E' est une repré-
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sentation de GxG' dans A (g) A'. Cette opération s'étend en une application bilinéaire
[notée (a, P) i-> a x p)] :

KG (A) x KG- (A') ̂  KG x G- (A 0 A')

qui s'étend en une application bilinéaire (notée de la même manière) :

Ko (A) x Ko. (A') -^ KG-^G' (A ® A').
En particulier, si A = A' est commutatif;;? = 0 et G' = (1), KG (A) est muni d'une struc-
ture de Ko (A)-module.

Lorsque A = A' est commutatif et G = G' la composition de ce produit avec les homo-
morphismes induits par la codiagonale V : A ® A —» A et la diagonale A : G —> G x G
munit KG (A) d'une structure d'anneau. On note u (cup-produit) cette application bili-
néaire qui s'étend de manière évidente en une application bilinéaire :

K^xK^A^K^A).

5.1.3. Le produit de Kronecker en K-théorie algébrique. — Soit p : G —» GL (A) un
représentant d'un élément [p] e KG (A). L'homomorphisme ^nn : A' [G] ~^p (A ® A')
est induit par p, ̂ p (A (x) A') étant l'anneau des matrices^ xp à coefficients dans A ® A'.
Le foncteur K^ appliqué à p^" nous donne un homomorphisme de groupes (cf. 1.4.10) :

pF : K^ (A' [G]) ̂  K^ (^ (A (g) A')) = K^ (A ® A' ).

PROPOSITION 5.1.4. — L'application

< - , - > K : K^xK^A^Gj^K^A^A'), neZ,

([p],x)^<[p],x>K=prM

est bilinéaire, naturelle en G, A et A', et coïncide avec le produit -^ lorsque G = (1).

Démonstration. - Soit cr : G -» GLp (A) tel que [o] = [p]. Cela signifie que les homo-
morphismes p et a sont conjugués par un élément de GL(A). Donc les homo-
morphismes p311" et o-3"" qu'ils induisent sont conjugués et les applications p^,
CT^" : K^ (A' [G]) -> K^ (A ® A') sont égales (cf. 1.2.11). Le reste de la proposition
est trivial. D

Ce produit s'étend évidemment en un produit

KG (A) x K, (A' [G]) ̂  K^ (A ® A'), n ̂  0, p e Z,

qui vérifie en K-théorie des propriétés analogues au produit de Kronecker classique
en homologie et cohomologie. Plus précisément, on va définir pour tout anneau commu-
ratif A, un « cap-produit » :

-n- : KG(A)XK^(A[G])->K^^(A[G])
et montrer la :

PROPOSITION 5.1.5. — Soient A un anneau commutatif et G un groupe discret. Pour
toutx e KG (A), ^ e KG (A.) et z e K^ (A [G]), on a < x u y,z \ = < x, y n z >K.
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Définition du « cap-produit ». - On a A^ (z) e !€„ (A [G x G]). Posons B = A [G].
On définit le cap-produit par

^nz=<^A^(z)>KeK^^(B®AA)=K^^(A[G]) .

Démonstration de 5.1.5. — II suffit de montrer que si p : G—^GL^A) représente x,
et a : G —» GL^ (A) représente y (avec /? = ^ == 0) :

<[p] ,<[o] , z>K>K=<[p]x[a ] , z>^ .

Cette égalité résulte de ce que l'application composée
- -p111"1®! _ - o»1111

A [G x G] -——> ̂  (A [G]) -^ M^ (A)

coïncide avec (p (X) o)'1"". D

Remarque. — On démontrerait, de la même manière, une formule de « projection » :
pour tout x e K^ (A) et tout y e Kq (A [G]), on a

A(/*Wn}0=xn^(3;),

dans le groupe ï^q-p (A [G']) où / : G —> G' est un homomorphisme de groupes.

5.1.6. Uhomomorphisme 9 : K^ (A) —> hn (BG; KA). - Soit p : G —> GLp (A) un homo-
morphisme de groupes, de classe [p] dans K^ (A). L'application continue p4' a pour classe
d'homotopie [p-'] e [BG, BGL (A)^-] = h° (BG; KA). Puisque K^) (A) ̂  h° (pt; K^) est
un isomorphisme, on en déduit une application

9": K^(A)^"(BG;KA).

PROPOSITION 5.1.7. - L'application

y : KS(A)^*(BG;KA)

est un homomorphisme de groupes gradués. Lorsque A est commutatîf, 9* est un homo'
morphisme de Ko (A)-algèbres gradués.

Remarque. — Quillen a montré que lorsqu'on quotiente K^ (A) par les relations
provenant des suites exactes courtes 0 —> E' —> E —> E" —> 0 soit [E] - [E'] - [E"] = 0,
l'homomorphisme 9° est encore bien défini.

5.1.8 La formule d'adjonction. — Soient A et A' deux anneaux et G un groupe discret.
L'homomorphisme

^: J^(BG;KA)^K^(A[G])

a été défini en 4.1.1. L'homomorphisme

9^ : K^A^-^BGîKAO

a été défini en 5.1.6. Le produit

< -, - >K : ^(BG; KA-)X^(BG; KA^K^A®^)
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a été défini en 2.4.4. Le produit

<-. ->K : K^AOxK^G])^]^.^®^)
a été défini en 5.1.3.

PROPOSITION 5.1.9. - Pour tout x e K^ (A) ( p ^ 0) ^/WMr ̂ ^ ç hn (BG; KA/) (w e Z)
o^ ût fa formule d'adjonction

<^ VjO>K = <ep(x), ̂ >K^K^(A®A').

Démonstration. - II suffit de considérer le cas où je appartient à K^ (A') et où y est
représenté par une application continue /: S"-)- BGABGI^A^. Les autres cas s'en
déduisent en remplaçant A par Sk A et A' par S1 A'. Soit p : G -> GL, (A) un représentant
de x, p3"" : Z [G] -^ (A) et p3"" ® 1 : A' [G] -^ (A ® A') les homomorphismes
induits par p. D'après la proposition 2.1.8, le carré (1) du diagramme ci-dessous est
commutatif à homotopie faible près. La commutativité du carré (2) résulte de la remarque
de la proposition 2.1.8

BGABGL(A')^
s^Aid

BGLCZj^G^ ABGLCA^ ——> BGL(A' [G^
(pann)+Aid ^ (p^®l)+\

BGL(^(A))4- A BGLCA')-' -^BGL^^A ® A'))4-
^''•Aid ^x 0;.+

BGL(A)+ A BGL(A/)+ ———^ BGL(A ® A/)+

Examinons les applications composées de ce diagramme. D'après les définitions de À,
et de <-, ->K, il est clair que y o (j + Aid) o/ est un représentant de À(^) et donc
^+ o (p3"" ® l)4' o y o (j + Aid) o/ est un représentant de < [p], K (y) >K. D'autre part,
l'application composée (p8"" oj)+ est un représentant de 9 [p], dont le produit de Kronecker
avec y est < 9 [p],^ \ = [y o (^+ Aid) ((p™ o^Aid) o/]. La commutativité de
ce diagramme nous permet alors d'affirmer que

<[p]^00>K=<e[p],^>K. n
Remarques sur la définition de K^ (A) pour n < 0. - La catégorie ^epc (A) des repré-

sentations de G dans A est une catégorie additive; on peut donc construire le groupe
de Bass K.i de cette catégorie, qui fournit un candidat raisonnable pour Kç1 (A).

En fait, ^epç (A) est une catégorie avec suites exactes au sens de Quillen [26], on peut
donc lui appliquer la construction ^. Les groupes Ti^+i (\â^epc(.A)\) sont des candidats
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raisonnables pour Kç" (A), n > 0. Nous reviendrons sur cet aspect du problème dans
un travail ultérieur.

5.2. REPRÉSENTATIONS QUADRATIQUES DES GROUPES DISCRETS. — Les constructions 9 et
< - -> — >K du paragraphe 5.1 sont valables mutatis mutandis en K-théorie hermitienne.
A est un anneau hermitien contenant 1/2.

5.2.1. Soient 8 e centre de A (es == 1) et ̂  (A) la catégorie des A-modules e-hermitiens
(cf. 3.1.8).

Notons
,Lâ(A)==Kâ(^(A)),
^ (A) == Coker (^ (A) ̂  ,Lo (A)),
^(A)==,Lâ(S"A) pour n ̂  0.

Les homomorphismes p : G —> fl (A) définissent des éléments [p] de gL^ (A) qui
engendrent gL^(A).

La classe d'homotopie de l'application p+ : BG--> B g0 (A)'1' définit un élément
de ÂO (BG; ,LA) = [BG; B ,0 (A)^].

On en déduit un homomorphisme

LÔ": ^(A^^BG;^).

L'homomorphisme p induit un homomorphisme ̂ 0 (A' [G]) —> 0 (A (X) A') et par suite
P?" ; r^p (A' [G]) -> ^Lp (A ® A'). Le produit de Kronecker :

< -, - >L : sLâ (A) x ̂  (A' [G]) -^ ,,L^ (A 0 A7)
est défini par

<[p],x>=prw.
Ce produit s'étend évidemment en un produit

< -, - >L : e^G (A) x ,L, (A' [G]) ̂  ̂ L^ (A ® A')

et la formule 5.1.9 est encore valable dans ce contexte.

5.2.2. L'homomorphisme 6 est un homomorphisme de ^Lo (Z^-modules. Lorsqu'on ten-
sorise par ï! = Z [1/2] les groupes çLç (A) et h^ (BG; gL^), l'homomorphisme 1,6 (x) 1
se scinde en somme directe de deux homomorphismes (c/. 3.2.1). On définit ainsi

sWe (A) = ,L;3 (A)/p. L^ (A) [p e ,L, (Z')]
et

^n : ,W"G(A)^^(BG;,WA).

De même, il est clair que le produit de Kronecker < — , — >L passe au quotient et définit
un produit

< -, - >w : sW"e (A) x ̂  (A' [G]) ̂  ,,W^ (A ® A').
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PROPOSITION 5.2.3. - Pour tout xeW^(A) et pour tout y e hp (BG; ^W^), on a
la formule d'adjonction

<^ wM}0>w = <wQ(^>w^W^(A(x)A'). D

Examinons le groupe ,W^(A) lorsque A est une algèbre de Banach (sur R ou C).
L'espace classifiant du groupe topologique B gO (A) est un espace de lacets infinis et définit
un spectre que l'on notera gW^. Comme dans le cas discret, on peut construire
un homomorphisme

^top : eWâ(A)->h°(BG;,Wr).

Il est clair que l'inclusion ï! c; A induit un diagramme commutatif

^(Z7)——————^Wâ(A)

^(BG;;WzO^°(BG;Xn

et que dans la formule d'adjonction 5.2.3 on peut remplacer ^Q par w^01^ Le cas e = 1,
A = R est particulièrement intéressant; en effet la flèche inférieure du diagramme ci-dessus
est alors un isomorphisme, les groupes étant eux-mêmes isomorphes à KO0 (BG) (g) Z'
(c/. 3.2.9) lorsque BG est un CW-complexe fini.

L'homomorphisme ^6^ admet l'interprétation géométrique simple suivante. Soit
p : G -> i0^ (R) une représentation quadratique de G. Le fibre vectoriel E - B G x R"

• p
sur BG est naturellement muni d'une forme quadratique non dégénérée puisque p est
une représentation quadratique. Ce fibre se scinde donc enE =E + ®E~et [E + ] - [E - ]
est un élément de KO0 (BG) (c/. 3.2.4). Avec ces notations ^Q^ s'interprète comme suit.

PROPOSITION 5.2.4. — Dans le diagramme commutatif

iK(Z')————>iW^(R)

wÛ\ /wB^P

KO^BG^Z'

r homomorphisme w^1015 est défini par

^([p])^;]-^®!. D

5.3. APPLICATION AU CALCUL DU RANG DE L^ (G). — Rappelons que le caractère de
Chern définit pour tout CW-complexe fini X des isomorphismes naturels de groupes
Z/4-gradués ch* : KO* (X)®Q->^ IP^X; Q) et ch^ : KO^ (X)(g)Q-. ̂  H,̂  (X; Q).

k k
On note 9" (resp. À,̂  au lieu de ̂ p ou ^6» (resp. w^n).

Soit G un groupe discret, tel que BG ait le type d'homotopie d'un CW-complexe fini.
Posons

0" = ImCiW^R) ® Q^lî^ïr^G; Q)].
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L'orthogonal de 0" pour le produit de Kronecker en homologie et cohomologie ration-
nelle est

(©^{^eH^Q) | <e n , ^>=0} .

Soit A^ un supplémentaire de (0")1 dans H^ (G; Q).

PROPOSITION 5.3.1. — La restriction à A,, de rhomomorphisme

^®loclÇ 1 : EH^(G;Q)-^L;(G)(g)Q
k

est injective. Par suite on a
rang(L;(G))^dimQ(A^).

Démonstration. — Ce résultat est une conséquence directe de la formule d'adjonction 5.2.3
En effet, pour tout ^ e A ^ - { 0 ) il existe x e Q " tel que < x , ^ > = 1. Or, il existe,
par hypothèse, un élément p e ^W^ (R) ® Q tel que

(c}lnoQn(Sl)(p)=x.
Donc, on a

l = < x , ^ > = < (ch" o 9" ® 1) (p), y > (par hypothèses)
== < (9" ® 1) (p), ch,-1 (y) >w (propriété de ch)
= < p, (X^ ® 1 o clÇ1) (y) >w (formule d'adjonction).

Par suite, (^ (g) 1 o clÇ1) (j0 est non nul pour tout y e \n~ { 0 }. D

5.3.2. Exemple 1. — Considérons l'homomorphisme de groupes j : Z—> i0ij (S Z')
défini par 1^ \—> ̂  (cf. 3.1.6). La classe d'homotopie de j + est un élément de iL^ (Z')
dont l'image dans ^W^; (Z') est notée p^. L'image de p^ par 91 coïncide avec le générateur de
h1 (S1 ; iW^') = KO1 (S1) obtenu à partir du générateur usuel de KO0 ( p t ) par suspension.
Par suite, (ch1 o 91 ® 1) (p, ® 1) est le générateur usuel u de H1 (Z; Q). Soient x^ ..., Xp
des générateurs de l'espace vectoriel H1 (G; Q). On peut supposer que les x, proviennent
de H1 (G; Z); par conséquent, il existe des homomorphismes a , : G — ^ Z tels que
(a;)* (u) = Xi. On en conclut que la classe de j o a, dans iWç (Z') ® Q a pour image x^
par ch1 o 91 g) 1 et que cet homomorphisme est surjectif sur H1 (G; Q).

PROPOSITION 5.3.3. — Uhomomorphisme ch* o 9* ® 1 est surjectif sur

© = {z€H*(G; G) | z = z ^ u z ^ u .. .uzi où z^eH^G; Q) pour tout i}.

Démonstration. — On vient de voir que pour tout z, e H1 (G; Q), il existe p; e iW^ (Z')
tel que (ch1 o 91 (g) 1) (p^ (g) 1) = z^. Les homomorphismes ch* et 9* (x) 1 étant compa-
tibles avec le cup-produit, on a

z = ch*(9*(pi u p2 u ... u p^)) ® 1. D

5.3.4. Exemple 2. — Soit G un sous-groupe discret sans torsion de

Sp(2n,R)=_iO^(R)
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tel que l'espace quotient Sp (2 n, R)/G soit compact. L'espace U (n)\Sp (2 n, R)/G est
une variété de dimension n(n+\) qui est un espace d'Eilenberg-MacLane BG.
Lusztig [18], en s'aidant de résultats sur l'homologie des groupes G dus à Matsushima [19],
a montré que ch° ° 9° ® 1 (resp. ch2 ° 92 ® 1) est surjectif sur ^ H^G; Q)

Q^4-k<n+2
[resp. ^ ^k+i ÇQ.^ Q^ on peut donc appliquer le théorème 5.3.1 à l'espace

0<4fe+2<n+2

vectoriel A^ = ^ îï^ (G; Q) [resp. ^ H^+2 (G; Q)].
0^4-k<n+2 0<4-k+2<n+2

COROLLAIRE 5.3.5. — Pour tout sous-groupe discret sans torsion G de Sp (2 n, R)
tel que Sp (2 ^, R)/G ^Ï compact, on a

rang (L$(G)) ̂  ^ dimH^(G; Q),
0^4fc<n+2

rang (L^G)) ̂  ^ dimH4,^(G; Q).
0<4-k+2<n+2

En particulier si n ^ 7, fe m^ ̂  L^ (G) ̂  OM wo^ égal à 1.

Démonstration. — Matsushima a montré ([19] Thm. 3) que le second nombre de Betti
de la variété U (n)\Sp (2 n, R)/G [i. e. dim H^ (G; Q)] est égal a i . D

5.3.6. On montre des égalités analogues à celles du corollaire précédent pour les sous-
groupes arithmétiques G de Sp (2 n, R) en utilisant un résultat de Borel [4] sur la sur-
jectivité de l'homomorphisme IP(Sp (2n, R); Q)-^ ïP(G; Q) en basses dimensions.

5.4. LA CONJECTURE DES HAUTES SIGNATURES DE NOVIKOV. - Soit M une variété C00

compacte, connexe, de dimension n et de groupe fondamental G. Soit / : M —> BG
une application continue classifiant le revêtement universel de M. On note ^ (M) le poly-
nôme de Hirzebruch en les classes de Pontrjagin de M; c'est un élément de ̂  H4^ (M; Q).
Notons [M]eH^(M;Q) la classe fondamentale de M. k

DÉFINITION 5.4.1. [24]. - Les nombres a, (M) = < ^ (M) u/* (x), [M] > où
xeH*(BG;Q) sont appelés les hautes signatures (higher signatures) de la variété M.

5.4.2. CONJECTURE DE NOVIKOV [24]. — Les hautes signatures sont des invariants d'homo-
topîe.

Plus précisément, si M —> M' est une équivalence d'homotopie qui préserve l'orien-
tation, les nombres a^ (M) et a^ (M') sont égaux (avec/= g °/').

Dans le cas où x = 1 e H° (BG; Q) et n = 4 k le théorème de l'index de Hirzebruch
dit que ai (M) = < ̂  (M), [M] > = I (M), où I (M) est la signature de la forme bili-
néaire symétrique induite sur H2^ (M; Q) par le cup-produit. Donc <7i (M) est un invariant
d'homotopie.

Considérons iW$ (R) ® Q et ^W^ (Z' [G]) (g) Q = L^ (G) ® Q comme des groupes
Z/4-gradués. Le produit de Kronecker < -, - >w prend alors ses valeurs dans
iW^ (R) ® Q = KO0 ( p t ) ® Q = Q. Rappelons que Mischenko et Wall ([22], [33])
(cf. 3.3.4) ont défini pour toute variété M un invariant d'homotopie dans le groupe de
chirurgie \)/ (M) e L^ (G).
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Voici une conjecture qui généralise la formule de Hirzebruch pour les hautes signatures.

5.4.3. CONJECTURE (Formule de Hirzebruch généralisée). — Pour toute variété M de
groupe fondamental G et pour tout élément p e ^W^ (R) (g) Q, on a la formule

a, (M)=<p,x | / (M)®l>w,

où x = (ch* 0 6 * ® ! ) (p).
On vérifie que dans le cas où p est l'élément unité de ^W^ (R) ® Q (x = 1) et n = 4 k

le nombre < p, \|/ (M) (x) 1 > est précisément 1 (M). En effet, si 0 est une forme hermitienne
sur Z [G] définissant un élément de L^ (G), son image par Phomomorphisme
L$ (G) —> L^o (1) = Z est donnée par la signature.

PROPOSITION 5.4.4. — La conjecture « Iç = /(G)» (cf. 3.3.5) qui permet d'identifier
Vhomomorphisme algébrique et Phomomorphisme topologique de KO^ (BG) dans L^ (G)
implique la validité de la formule de Hirzebruch généralisée.

Démonstration. — L'homomorphisme composé
^o -^^(BG)->KO^(BG)->L;(G)

envoie la classe de (M —> BG) sur \|/ (M) (x) 1 ([33], p. 266). Or Pisomorphisme
^n(-)®Q^'Lîîn+4k(-'.Q) envoie la classe de (îd^) sur ^ (M) n [M] (cf. [5])

fc
et par suite, envoie la classe de (/) sur /^ (^f (M) n [M]). On en conclut que
/G 00 1 ° ch;1 o/^ (^ (M) n [M]) == v|/ (M) (x) 1. Puisqu'on a supposé que /o = /(G),
on va pouvoir appliquer la formule d'adjonction. Il vient alors :

a,(M)=<^(M)u/*(x),[M]>.
=</*(x),^(M)n[M]>
=<x,/^(M)n[M])>
=<ch*oe*(g)l(p),^(^(M)n[M])>
^p.HG^loch^o/^^M^lM]))

=<p ,x | / (M)®l> . D

5.4.5. Remarquons que la formule de Hirzebruch généralisée implique l'invariance
homotopique des hautes signatures a^ (M) pour les x qui sont dans Im (ch* o G* g) 1).
On a vu au paragraphe 5.3 deux exemples de tels éléments x. L'invariance homotopique
des hautes signatures a été démontrée par Farrell-Hsiang [39] et par Kasparov [14] pour
l'exemple 1 et Lusztig [18] pour l'exemple 2, par des méthodes différentes.

APPENDICE

Nous donnons ici la démonstration de la proposition 1.3.8, ainsi que deux lemmes
sur la conjugaison. La proposition suivante est un résultat classique de topologie algébrique.
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A.l. PROPOSITION. — Soit F - ^ E — ^ B une fibration d'espaces connexes, de fibre
F = p~1 (bo) où bo est le point-base de B. Soitf : IAX —> E une application continue pointée
telle quef(l, — ) = i ° g, avec g : X —> F. L'application fest alors le relèvement d'une appli-
cation f : S1 AX -> B et on a

5,[/|=[g:]e[X,F].

L'application ô^ est ici l'opérateur de connexion de la suite exacte (dite de Eckmann-
Hilton) :

(**) . . . ̂  [S1 AX, E] -> [S1 AX, B] ̂ > [X, F] ̂  [X, E].

i+ r"*"
A. 2. PROPOSITION 1.3.8. - Soit ¥—>E—>B une fibration de H-groupes. Soient<%>

/ : S1 x X —> B une application continue pointée et f : I x X —> E M/Z relèvement de f tel que
fw fw

/(O, Xo) =/(!, -^o) = eo point base de E.
On suppose qu'il existe une application continue pointée g : X —> F ^ une homotopie

H : X x [0, 1] -> E vérifiant :

(a) H Oc, 0) = /(l, x), H (XQ, -) = ^o;
(À) HOc.^^o^+AO.x);
(c) V^e[0, l] , ^oH^,^/^).

2)0/25' c^y conditions, on a la formule (avec les notations de 1.3.6);

5.[/]=[g]e[X,F].

Démonstration. — On va modifier / en deux étapes de manière à se trouver dans
les conditions de la proposition précédente.

Première étape. — Soit U = [0, 1] un intervalle. On définit une homotopie
œ : I x X x U — > E de la manière suivante :

œ (t, x, 0) = f(t, x) (définition de œ sur I x X x { 0 }),

œ (1, x, u) = H (x, u) (définition de œ sur {1} x X x U),

œ (0, x, u) = /(O, x) (définition de œ sur { 0 } x X x U),

œ (t, XQ, u) = f (t, Xo) (définition de CD sur I x { XQ ] x U).

Ces définitions partielles de œ se recollent bien grâce aux hypothèses. Posons
A = { l } x X u { 0 } x X u I x { ^ : o } . L'inclusion A ç I x X est une cofibration; l'appli-
cation œ est définie sur I x X x { 0 } et sur A x U donc par le théorème d'extension des homo-
topies, on étend œ à IxXxU. On note

7'0,jc)=œ0,jc,l).

On a /' (1, x) = H (x, 1), /' (0, x) = /(O, x), f1 (t, x^) == f(t, ̂ o). De plus, d'après
l'hypothèse (c), on a r + o œ (0, x, u) = r + o œ (1, x, u) donc, r + of définit/' : S1 x X -> B
qui est homotope à / (l'homotopie étant u\-> r4' o ( j o ( — , — , u)).
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Deuxième étape. — Soit V = [0, 1] un intervalle. L'application (a, b) ^-> a+b—b de E x E
dans E est homotope à l'application (a,b)\->a. On note

h : E x E x V - ^ E , (a, b, v)\->h^(a, b)

cette homotopie; on a hoÇa^b) = a+b—b et Ai (û, ̂  = a. On définit une homotopie
œ' : 1 x X x V —> E de la manière suivante :

œ' (f, x, 0) = f (t, x) - /i (f, x) - /x (î, ^) (définition de ©' sur 1 x X x { 0 }),

©' (1, x, v) =h^i+og (x), /' (0, x)) (définition de œ' sur {1} x X x V),

œ' (0, x, v) = /i, (é?o, f (0, x)) (définition de co' sur { 0 } x X x V),

œ' (t, XQ, v) = ̂ 0?o» /' (^ ^o)) (définition de œ' sur 1 x { Xo } x V).

Ces définitions partielles de œ' se recollent bien grâce aux hypothèses [notamment (û)].
L'application CD' est ainsi définie sur 1 x X x { 0 } et sur A x V, donc par le théorème

d'extension des homotopies on étend œ7 à 1 x X x V. On note

r^x)^'^,!).
On a

7"(l,x) ^-^(x),

7"(0,x) =^o,

r(^o)=^o.
De plus, il est clair que r + o œ' (0, x, v) = r + o ©' (1, ^, i;) puisque r + est un morphisme
de H-espaces. En conclusion, r + o f w définit une application///: S1 xX-^B qui est
homotope ̂ f'-f\-f^ et donc aussi homotope à/-/i-/x. L'application/" (resp./")
étant triviale sur IV X (resp. S1 V X), on peut appliquer la proposition A. 1 èif" : S1 A X-^B.
En définitive

8. [7] =8. [/']=§*[/"]= [g]- D

A. 3. LEMME. — Soient pi et p^ : F —> G deux homomorphîsmes de groupes conjugués
par v e G (i. e. p2 = pp. Les applications continues B pi et B p^ sont librement homotopes.

Démonstration. — Considérons F et G comme des catégories à un seul objet, pi et p^
comme des foncteurs entre ces catégories. On note < Q —> 1 > la catégorie ayant
deux objets 0 et 1 et trois morphismes ido, idi, u : 0 —> 1. La conjugaison par v s'interprète
comme un foncteur

T| : < Q - ^ l > x r - > G
en posant

T| (ido, c) = pi (c), T| (idi, c) = p^ (c), r| (u, c) = v. pi (c).

La réalisation géométrique de B T| nous fournit l'homotopie libre cherchée, car la réali-
sation géométrique de < 0 -> 1 > est le segment I. D
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A. 4. LEMME. — Avec les notations du lemme précédent, on suppose que pi = p^
(i. e. pi commute avec v). Uhomomorphisme (v, pi) : Z x F —> G, (v, pi) (^, c) == v". pi (c),
^y? è^ défini et le diagramme ci-dessous est commutatif

Bîl
IxBr—————^BG

\^^B(v,pi)

S^BF
Démonstration. — Le fbncteur S : < 0 —>• 1 > —>• Z défini par S (M) = 1^; a pour réalisation

géométrique sur la surjection usuelle I —> S1. La commutativité du diagramme topo-
logique résulte de la commutativité du diagramme fbnctoriel

<Q-^l>xr——1 1—>G

Sxidr\^ ^(a.pi)

zxr D
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