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COHOMOLOGIE

ALGEBRES ASSOCIATIVES ©

Par M. Uwmesnacaanora SHUKLA.

INTRODUCTION.

La théorie de la cohomologie d’une algébre associative sur un corps a été
donnée par Hochschild. Elle est décrite par Cartan et Eilenberg[1, IX] comme
un cas particulier de leur théorie générale. L’algébre associative est un espace
vectoriel sur le corps de base, et la structure linéaire de I'algébre est donc
triviale; la structure multiplicative joue le role principal dans la théorie de la
cohomologie. Mac Lane (3], [4]) a développé une théorie de la cohomologie
d’un anneau (c’est-a-dire une algébre associative sur 'anneau des entiers natu-
rels). Dans ce cas les deux structures (linéaire et multiplicative) sont non-
triviales. On donne ici une théorie de la cohomologie d'une algébre associative
sur un anneau commutatif quelconque. Lorsque I'anneau de base est un corps,
cette théorie se réduit a la théorie de la cohomologie donnée par Hochschild ;
et lorsque 'anneau de base est 'anneau des entiers naturels, on retrouve la
théorie de la cohomologie d’'un anneau énoncée par Mac Lane. Dans ce sens la
théorie développée ici est une vraie généralisation des deux théories précédentes.

Soit A une algébre associative (avec élément unité) sur un anneau commu-
tatif K (avec élément unité). Soit M un A-bimodule. On va définir les groupes
de cohomologie de l'algébre A a coefficients dans le A-bimodule M et on les
notera H*(A, M), n>> 0.

Soit U =2U,, une algebre différentielle graduée sur K, et soit ¢:U -~ A un
n>xo0

homomorphisme d’algeébres différentielles graduées (la différentielle et la

(1) Thése Sc. math., Paris, 1960.
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graduation de A étant triviales). On peutconsidérer M comme un U-bimodule. On
définit un complexe @B3(U) sur I'algébre U (chap. I, §1) et I'on définit le
K-module Homy g.(B(U), M) qui posséde une graduation et une différentielle
(chap. I, §2). On prouve (théoréme 1) que si U et U’ sont deux algébres diffé-
rentielles graduées qui possédent des K-bases homogénes (ou méme qui sont
K-projectives) et si ¢ : U - U’ est un homomorphisme d’algébres différentielles
graduées tel que 'homomorphisme induitH, (U)— H,(U") soitun isomorphisme,
alors 'homomorphisme

H* (Homy, g . (63(U'), M) — 11" (Hom ; gy, (63(U), M))

est un isomorphisme.

Une algébre différentielle graduée U, munie d'un homomorphisme ¢: U — A,
est, par définition, une résolution fortement libre et acyclique de A si les condi-
tions suivantes sont satisfaites :

(1) U posséde une K-base homogéne, contenant 1, telle que le produit de
deux éléments de base soit un élément de base, et

(i1) la suite des K-modules

dy .y €
.= U0,3U0, > ... >U, 30> >0

est exacte.

D’autre part, U est, par définition, une résolution K-projective et fortement
acyclique de A si les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) U est K-projectif’;

(ii) la suite des K-modules ci-dessus est exacte, et

(iii) il existe une application multiplicative 5 : A — U, telle que ¢ soit I'appli-
cation identique de A dans A.

On montre I'existence de ces deux sortes de résolution (chap. 1I, §1), et
I'on prouve que si U est une résolution fortement libre et acyclique de A,
ou bien une résolution K-projective et fortement acyclique de A, le K-module
H*(Hom ;g ,(B3(U), M)) est indépendant du choix de la résolution U (chap. 11,
théoréme 2). On définit H*(Homy g v+ (3 (U ), M)) comme le K-module de cohomo-
logie de A a coefficients dans M. Si A est K-projectif, on peut prendre U=A,
et 'on retrouve les groupes de cohomologie définis par Hochschild. Si K =17,
I'anneau des entiers naturels, on peut choisir pour U l'anneau différentiel
gradué V construit par Mac Lane [4, §11] et I'on retrouve les groupes de
cohomologie H*(B3(V(A)), M), obtenus par Mac Lane.

Le K-module H°(A, M) est isomorphe au sous-module des éléments invariants
du A-bimodule M (i. e. des m € M tels que 2m=m7. pour tout . € A), et ' (A, M)
est isomorphe au K-module des homomorphismes croisés de A dans M, divisé
par le sous-module des homomorphismes principaux (chap. III, §1). Le
groupe H*(A, M) est en correspondance bijective naturelle avec I'ensemble .
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des classes d’équivalence des extensions de A avec noyau M tel que M*=o
(chap. III, §2). Maintenant, on a trois théories :

(1) les modules de cohomologie définis par Hochschild, quon notera
Hoch"(A, M) (n>0);
(i1) les modules Exti.(A, M) [1, IX]; et’

(iii) les modules de cohomologic H*(:\, M) définis ici.
On obtient (chap. III, § 3) des homomorphismes

1och (A, M)=> Extie (A, M) -3 He(A, M).

Pour n=o et 1, et J sont des isomorphismes. Pour n=12, ¢ et { sont des
monomorphismes. Onmontre par desexemples queles troismodules Hoch?(A,M),
Exti.(A, M) et H2(.\, M) sont en général distincts.

On définit, d’aprés |2] et [4], les bimultiplications d’une K-algébre A (n’ayant
pas nécessairement d’élément unité) et 'on pose le probléme général des
extensions d’algébres (chap. IV, §1). On définit I'obstruction d'un homomor-
phisme 6 de A dans I'algébre des bimultiplications extérieures de A, tel que
I'image de 0 se compose d’éléments « deux i deux permutables », et I'on prouve
les théorémes analogues a4 ceux de Mac Lane sur l'obstruction. Le module
H?(A, M) s’interpréte exactement comme Hochschild [2] I'a fait dans le cas des
algeébres associatives sur un corps.

Ce travail a été fait sous la direction de M. le Professeur Cartan qui m'a
donné beaucoup d’inspiration. Je le prie de bien vouloir trouver ici 'expression
de toute ma reconnaissance. Je remercie vivement le Gouvernement Francais
qui m’a donné une bourse de trois ans et qui a ainsi rendu possible mon séjour
en France. Je remercie aussi M. le Professeur Dubreil et M. le Profes-
seur Dixmier qui ont bien voulu faire partie du Jury.

Notations. — K désigne un anneau commutatif avec un élément unité 1 £ o.
Sauf mention du contraire, une algébre associative sur K posséde un élément
unité, et un homomorphisme d’algébres associatives applique I'élément unité
sur I'élément unité. L’algébre A dans le chapitre IV ne posséde pas nécessaire-
ment d’élément unité et 'homomorphisme « : A — E n’applique pas nécessai-
rement I'élément unité (s’il en existe un) sur I'é¢lément unité. La notation &)
signifie le produit tensoriel sur K. On désigne par A°(resp. U) le produit
tensoriel A QA" (resp. U®,U"), ou A*(resp. U*) est I'algébre opposée de A
(resp. U). Un A-bimodule M est un A-module a gauche et a droite qui satisfait
aux relations

(2m) p.=n(mp) pour tout 7 €M et pour tous 7, p€ A

et

I.m=—=m=—im.1 pour tout meM.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIII. — Fasc. 2. 21
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CHAPITRE 1.

1. Lt cowerexe @3 (U).

Soit U :ZU" une K-algébre différentielle graduée, ou U, se compose des

n>o
éléments homogeénes de degré n; et soit d la différentielle. On a
dd = o; d(U,)cU,, d(uv) = (du) v + (— 1)"u dv

pour ueU, et velU.
Soit
S(U)y= Y, Su(U),
n>—1

ou S, () =UQx- . -QiU, (n+ 2) facteurs, pour n > —1.

En particulier,

S_,(U)y=U
et
S,(U) =U®xkS,—: (U) pour tout n>so.

Sizx=u,Q...Q .1 €S,(U), n>>—1, la graduation dans S(U) est donnée
par

n-1

degz=n +Zdegui.
=0

On définit des applications
v: S, (U)—=S,(U) (n>>0)

par la relation
rr=1Qx, ou x€S,4(U).

On voit que 7 est une application U-linéaire a droite, parce que

t(zu) =1Qezu=1QRzx)u=(tz)u pour tout ueU.

On va définir dans S(U) deux différentielles
dr: S(U) =S, (U)

et
ds: S,(U)—S,_, (1),

au moyen de d et 7.
La différentielle 9, : S,(U) — S,(U) est définie par les relations suivantes :
0ru—=-—du, ueS_,(U)=1;
Or(ux) = (du) x + (— 1)y (d,x), wel, x€S,(U) (n>0);
O (zu) = (d,2) u + (—1)¥x 2 (du), uwel, x€S,(U) (n>—1)
et
0T +1d,=0 pour tous les éléments de S,(U) (> —1).
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La différentielle o,: S,(U) = S,_, (U) est définie par les relations suivantes :

dsu=o, weS_, (U)=1,
Oy (ux) =(—1)"*u(d,x), uel, x€S,(U) (n>—1)

et
d.:7 + 7d,— identité, pour tous les éléments de S, (U) (re—1).
Notons que:
htawe=a —tdax=ux pour xzeS_,(U)=U
et
dit(eu) = xu=(d,T.r)u (eell).
On va montrer par réeurrence sur n que :
ds(zxu) =(dsx) u pour tout x€S,(L) (nxx—1) ettout wel.

Pour n =—1, la relation est trivialement vraie. Supposons que la relation soit

vraie pour £€S, (U). Soit x=1,Q...Qu,.. €S,(U) et soit u€U. Soit
yv=u,Q... Qu, €S, ,(U). Alors
Os(wu) = de(uyt(yu))
= (— 1)y, dr(yu)
= (—1)%8%y, (yu — v 0, (yu))
= (—1)lesy, (y —td,y) u,

par U'hypothése de récurrence et la U-linéarité a droite de <,

= (—1)les%y, (dyty) u
= (d,x) u.

Les deux différentielles 0, et o, donnent une différentielle totale 0 = o, + o, sur
S(U) qui satisfait aux relations suivantes :
ou—=—du;
d(ux) =(du) x +(— 1)ty (dx), uel, x€S,(U) (n>0);
d(zu) =(dz) u + (—1)4sxz (du), uel, x€S,(U) (n>—1)
et
0t + 70 = identité.

On voit que o est une application K-linéaire homogeéne S(U)—S(U) de
degré —1. La derniére relation montre que 0> = o.

Les formules explicites pour 9, et 9, sont :
(1.1) 0 (ue®... @ Uni1)
=duy@@ui@ ... & tpi1+ Z(— p)itdestatotdogtimy, Q. Q) diy@. .. Uy

i=1

-+ ( . l)” +deg tg...4deg u, L((,@... ®u,n®du”+,,
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pour n>>o0; le signe du dernier terme étant ainsi i cause du fait que
0 Uy =— duu+1 ; et

(L.2) ds(ue@.. @ tni1)
n
:2(— 1) Hrestetekdestiy QL Quiti Q) QU pour > o.

i=o0

Soit
a(l) :ZSH(U) = S(U)/S_, (1)

n>o

Comme S_, (U) est stable pour la différentielle 0, 0 induit une diftérentielle
(encore notée 0) dans @3 (U). De lasuite exacte de complexes

0—>S_(U)->S(U)—=>®B(U)—>o0

et du fait que le comp'lexe S(U) est acyclique pour la différentielle totale 0, on
tire la conclusion que

]],l(UZ*(U)) 4 ”nf'l(s—l(l")) = “n(u)v

ou H, signifie le n*m groupe d’homologie du complexe en question. Le dernier
isomorphisme est du au fait qu'un élément «€S_,(U)="U de degré n dans U
est de degré n —1 dans S_, (U).

9. UN THEOREME D'ISOMORPHISME.

Soit A une K-algebre (différentielle et graduation zéro). Soit M un A-bimo-
dule. Soit e : U-> A un homomorphisme d’algébres différentielles graduées
(donc ed=0). Sil'on donne a M la structure de U-bimodule induite par ¢, M
satisfait aux conditions suivantes :

{um=o=mu pour tout meM, siuelUetdegu>o

(%) l et (duym —=o=m (du)si degu—r1.

Si U* est I'algebre opposée de I'algébre U, M est un U-module a gauche avec
(u@ ¢ ym=ume, uel, v*€U* et m&M. On voit que @(U) et S,(U), n>~o0,
sont aussi des U’-modules & gauche. On désigne par Hom.(d3(U), M) lasomme
directe 2 Hom.(S,(U), M). Un élément fde Hom.(@3(U), M) est une somme

nx0

d’applications U-bilinéaires des S, (U) dans M, n>> o.

Lemve. — Soit M un U-bimodule qui satisfait aux conditions (k). Si
f€Homy (i (U), M), alors fo€Homy. (B3 (U), M) aussi.
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En cffet :
SO (ux) = f(du..x + (—1)""u.dx), uel, xe€S,(U) (n>=o0)
— du f (@) -+ (— 1) fox)
= (—1)suyfox par la condition (% ).

Sidegu=o,
fo(ux) = ufdx,

et si deg u > o, ufdx = o par la condition (x), donc
fO(ux) =o=ufox.
De méme,
Sfo(zu) =f((0z)u+ (—1)*3 2 (du))
= (foz)u+ (—1)8=f(z)du=(fox)u

par la condition (x).

Si l'on pose ¢f= f0, Homy(B(U), M) devient un complexe avec la diffé-
rentielle c.

Soit U"=UQx...QRxU(n facteurs) avec U°=K. Le U-bimodule M a la

structure d’'un K-module, avec k.m=(k.1)m, k€K, m&M. On a alors un
isomorphisme canonique

a: Homg(U?, M) — Homy(S,(U), M) pour tout n>x0
défini par :
(af) (@ Q@ tnyy) = U J( Q. @ 1) s

ou f€Hom,(U", M)etu, ..., u, ,€U.
On a done
Homye (@3 (U), M) :Z Homy. (S, (U), M) gE Hompg (U, M),

n>o0 n>0

Il faut expliciter la différentielle (encore appelée &) surz Hom(U", M).
Rappelons qu'un élément de Hom (U, M) est une fonction K-multilinéaire de
n variables appartenant 4 U a valeurs dans M. Soit f&€Homg(U", M), alors
8f =g+ h, ot g€Homy(U", M) et h€Homy(U™*, M). On a:

n
(2.1) gy, ooy uy) :2 (—x)irdesurrdesuim flqg L duy, o uy),
i=1
(2.2) h(uy, ooy Unyy)
=y f(Uyy ooy Unia) +2( )’+‘lc St OB f (1 WUy ey Upgy)

+(_ I)n+1+¢|e3u‘+ +d('g‘u,,+,f(u“ ey u”) Uypp ).

Ces formules sont obtenues des formules (1.1) et (1.2).
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@,(U) = 2 S,(U) * (n>o0).

nZpZn

Il est évident que @3,(U) est stable pour 0 etl'on adonc une filtration de B3(U)

o, (Uyead, (U)c. ..,

avec (3,(U) = o pour n < o, qui est compatible avec la différentielle 0. On voit
que
‘Bn(U)/d‘)’n—1(U)gSn(U) (’Zéo)

et la différentielle induite dans S,(U) par o est la différentielle o, : S,(U) — S, (U),
'autre différentielle o, : S,(U) - S,_,(U) étant zéro dans @&3,(U)/d,_, (U).
Dans le K-module Hom,.(®(U), M) introduisons une filtration donnée par

2= Fr(Homy: (63 (U), M)) = Homy. (B (U)/@B,_, (U), M).

La suite exacte de complexes

0 By (U) /By (U) = 63 (U) /By (U) = B(U) /G, (U)=> 0

donne la suite exacte

0 = Fr+ — Fr— Homy- (63, (U) /6By (U), M) — 0,
d’ou
Fr/Fr+1 o~ Homye (a3, (U) /@, (U), M)
~ Homy: (S, (U), M)
>~ Homg (U”, M),

la différentielle dans Homy (U”, M) étant induite par o,.

TutorimMe 1. — Soient U et U deux K-algebres différentielles gradudes qui ont
des K-bases homogénes (ou bien qui sont K-projectives). Soit ¢ . U — U’ un homo-
morphisme d algébres différentielles graduées. Soit M un U'-bimodule qui satisfaxt
aux conditions (k). Considérons ' homomorphisme

¢ I (Homy. (a3 (U"), M)) - " (Homy. (a3 (U), M))
 induit par ¢, ou M est considéré comme un U-bimodule au moyen de ¢. St I’homo-

morphisme H,(U) - H,(U") induit par ¢ est un isomorphisme, { est aussi un iso-
morphisme.

Démonstration. — Notons que M satisfait aux conditions (%) comme
U-bimodule. L’homomorphisme ¢ induit un homomorphisme canonique
@B(U) - B(U") qui induit un homomorphisme canonique

Homy. (3 (U'), M) - Homy (63 (L), M)
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compatible avec les opérateurs et les différentielles. On a done ’homomor-
phisme canonique :

G H*(Homye(@(U'"), M)) —> 11" (Homye (3 (U), M)).

Les algébres U et U’ sont K-projectives et I'homomorphisme induit
H,(U)—> H,(U’") est un isomorphisme. On prouve par récurrence sur n [1,
XVII, 4.3 ] que I'homomorphisme canonique H, (U") — H_(U'") est un isomor-
phisme. Comme U" et U™ sont K-projectifs, on prouve encore par [1, XVII,
4. 3] que 'homomorphisme

H*(Homg (U'z, M)) — H*(Homg (U7, M))

est un isomorphisme. Or, dans les suites spectrales déduites des filtrations
définies plus haut, on a:

E, (Homg. (63 (U), M)) :2 H* (F7 /Rty :2 H* (Homg (U, M))

avec une relation pareille pour U’. Donc par [1, XV, 3.2] ¢ est un isomor-
phisme. C.Q.F.D.

CHAPITRE II.

1. DEUX PROBLEMES UNIVERSELS.

On va définir deux catégories C, et C,.
La catégorie C,. — Un objet de C, est un triple (U, A, ¢), ot :

(1) U est une K-algebre différentielle graduée avec une K-base homogéne
donnée contenant 1, telle que le produit de deux éléments de base soit un
élément de base;

(1) A est une K-algébre (de degré o); et

(ii1) & ; U - A estun homomorphisme de K-algébres différentielles graduées.

Un morphisme (U, A’, ¢') - (U, A, ¢) dans la catégorie C, est un couple
(f, &) de deux homomorphismes d’algébres différentielles graduées /: U'— U
et g : A’ A tels que ¢f = g¢’; on suppose de plus que / transforme tout élé-
ment de la base de U’ en un élément de la base de U.

Un objet (U, A, ¢) est dit universel si, pour tout objet (U’, A’, ¢’) et tout homo-
morphisme g : A’ > A il existe un f: U — U et un seul tel que (f, g) soit un
morphisme dans la catégorie G,. Pour une K-algébre A donnée, il existe au
plus un objet universel (U, A, €) @ un isomorphisme prés; d’une fagon précise,
si 'on a deux objets universels pour A, on a un isomorphisme bien déterminé
entre eux.
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Prorosirion 1. — Pour toute algebre \, il y a un objet universel dans la catégo-
rie C,. Cet objet universel cst un foncteur covariant de \.

Démonstration. — On définira une algébre diflérenticlle graduée U :}_‘ U,

n=0

et un homomorphisme = : U~ \ qui ont les propriétés suivantes :

(i) Pour chaque n> o, U,=K(X,), K-module libre ayant pour base un
ensemble X,,.

(i1) On a une multiplication associative dans Uzz U, définie par le pro-

70
longement K-linéaire d’applications ensemblistes
Xi > Xj——} Xi+j
[I'image de (x;, ;) étant notée x;.x,] telles que
(1.1) (2. 2)) o= ;. (2. 2%) pour z;€X;, x,€X;, x;€X;.

En particulier, U,= K(X,) sera une algebre associative.
(iii) La restriction de ¢ : U,— A a X, est une bijection multiplicative de X,
sur A.
(iv) Pour chaque n>>1, on a une application K-linéaire
dy: U,— U,

de maniére que pour n =1, la restriction de d, 4 X, soit une bijection (ensem-

bliste) de X, sur le noyau N, de ¢; et que pour n>> 2, la restriction de d, a X, .

soit une bijection de X, sur le noyau N,_, de d,_,. (On convient que d,=o0.)
(v) On a la relation :

(1.2) divj(ziox)) = (dyzy) . 2;+ (— 1) 2. (d; x))

pour z;€X;, ;€X; (I>o0, j>>0), ce qui entraine par K-linéarité une rela-
tion analogue lorsque x; € U;, x;€ U;. Cette relation implique notamment que
d, est U,-linéaire a gauche et a droite et, par suite, que les N, sont des U,-bimo-
dules (pour N,, cela tient & ce que = est un homomorphisme d’algébres).

La construction de X,, la multiplication dans X, et la construction de I'homo-
morphisme ¢ : U, — A sont déja indiquées. Les autres constructions se font
proche en proche. Supposons qu’on ait déja défini X,, ..., X,, les applications
X; < X;— Xz, pour i +j < n et les d; pour i = n, de facon que toutes les con-
ditions énoncées ci-dessus soient satisfaites, en particulier (1.1) soit satisfaite
pour ¢+ j—+ k=n. On définit alors X,., comme un ensemble en correspon-
dance bijective avec le noyau N, de d,; la bijection X,,, - N, se prolonge
d’une seule maniére en une application K-linéaire K(X,,,) -~ N, qui, composée
avec l'inclusion N,— U,, donne d,., : U,., — U,. Pour définir les applications
X;>< X;— X;,; (pour i + j=n—+ 1) observons que

(dizy) 2+ (—1)xi (djx;) el
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est annulé par d,, 4 cause de (1.2); c’est un élément de N,; 'élément corres-
pondant y €X,,,, sera, par définition, x;.x; Il faut vérifier (1.1) lorsque
{+j—+k=n-+1. Calculons

Aoy (o) oxy) = (i) corjoap -+ (— V) g (dpay) o+ (— 0 g g (daoy)

(on a utilisé I'associativité, valable par hypothése lorsque la somme des degrés
est égale an). Un calcul analogue donne la méme valeur pour d,., (#;.(x;.2))).
Ainsi (#;.x;).x; et z;.(x;.x;) ont méme image par d,., ; puisque d,., est une
bijection de X,,., sur N,, il s’ensuit que (x;.x)).x,= x;.(x;. ;).

On va montrer que (U, A, ) est I'objet universel de la catégorie C,. Soit
(U’, A’, ¢) un autre objet de la catégorie C,, et soit g: A’— A un homomor-
phisme d’algébres. Soit & la bijection réciproque de X, — A et soit s, la bijec-
tion réciproque de d,,, : X,,, > N, (n>>0). Soit X/, la K-base homogene de
U/ (n>0), qui est donnée. Définissons une application bien déterminée
fo : X, - X, par la relation f,=ag¢’; cette application se prolonge d'une seule
maniére en un homomorphisme d’algébres f, : U, - U,. Comme s = identité,
on a ¢f,= ge'. Supposons qu'on ait déja défini des applications K-linéaires
Sos -y futelles que fi;(u; W)= f(u;) f(u)), v, €U, u;€U,, i+j_net
que d; f;= fi_, d, pour i =n. Définissons une application f,.,:X —X,,,
par la relation f,.,=s, f.d,,, (noter que f,d,,, a valeurs dans N, parce que
d.fod, = fid,d,  =o). Cette application est définie d'une facon unique,

parce que s, est une bijection. On a
(]/m 1) n+1— (l/:.—; lsu‘fn dllt—) 1 :/n (l;zH )

et f... se prolonge d’'une seule maniére en une application K-linéaire
Sorr U = U, telle que d,ry fron = f.d,.,. Pour montrer que

Sig () = fi(u) [ () pour i+ j=n-+1,

il suffit de le montrer pour les éléments de base de U; et U’,. Or, pour z; €X],
z, €X,i4j=n-+1,
dijfirj (2 &)= S d (). x))
= firjm ((d; 7). 2+ (— 1) @y (. 2)))
= (fiad; z}).(f;2}) + (=) fixl) . (fi d;x))
= (difixy) (f;27) + (=) (fiz}) (d; f2))
= diy [ fi(x)) - [ () ].

Puisque d;,; est une bijection de X;,; sur N;.;_,, on a
S (i 2y) = fil@) [ (@)

Le couple (f, g) est un morphisme (U’, \', ¢') - (U, A, ¢) de la catégorie
C,, et I'unicité de f montre que (U, A, ¢) est I'objet universel cherché. La
construction de f ci-dessus prouve le caractére fonctoriel de cet objet.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIIL, — Fasc. 2. 22
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La catégorie C,. — Un objet de C, est encore un triple (U, A, ¢) comme ci-
dessus, mais on ne se donne pas de K-base de U (on ne suppose pas méme que
U soit K-libre); par contre, on se donne un relévement multiplicatif
g: N — U, (tel que es=1identité), et pour chaque entier n>> 0, une applica-
tion s, du noyau de d, (resp. du noyau de e si n =o0) dans U,,, telle que d,., s,
soit I'identité. Ceci implique donc que U est acyclique sur A. On définit d'une
maniére évidente un morphisme (f, g) de (U, A, ¢) dans (U’, A', &) : on
exige qu’il soit compatible avec s, o, les s, et les 5/,.

Un objet (U, \, ¢) est universel si, pour tout objet (U’, A/, ¢') et tout homo-
morphisme g : A — .\, il existe un f: U — U’ et un seul, tel que (f, g) soit un
morphisme de la catégorie C,. (Attention : le sens de ce morphisme n’est pas
le méme que pour la catégorie C,). Etant donné A, il existe au plus un objet
universel @ un isomorphisme prés.

Prorosition 2. — Pour toute algébre \, il y a un objet universel (U, A, ¢) dans
la catégorie C,. C'est un foncteur covariant de \.

Démonstration. — On définiraun objet (U, A, ¢) avec les propriétés suivantes :

(1) Uy,=K(X,), ou X, est un ensemble en correspondance multiplicative-
ment bijective avec A et ¢: U,—~ A est 'homomorphisme d’algébres dont la
restriction 4 X, est la bijection multiplicative de X, sur A;

(ii) U= Vi®u,- - Qu.Vay

(la somme étendue a toutes les suites d’entiers 7,, ..., 7,21 dont la somme
est n), ou V,= U, ®x K(Y,) Qx Uy, Y, étant un ensemble en correspondance
bijective avec le noyau N,_, de d,, : U, , - U, _,;

(i) le produit U,.U,= U,Q,,U,, ainsi U,U,CcU,.;

(iv) pour chaque n>>1, d,:V,— U,_, est une application U,-linéaire a
gauche et a droite de U,-bimodules dont la restriction a Y, est 'application
bijective de Y, sur N,_,, et d, se prolonge en une application U,-linéaire a
gauche et a droite 4, : U,— U,_, par la relation :

d,l(Vi‘®. . ‘®‘}il.~) junad dliv,"@- . '®ka+ (— I)[‘VI-1® diqviﬁ®. . .®(’,~k
do ()T, QL Q) i iy

ouy, €V,,r=1, ..., keti,+...+,=n;

(v) o estlabijection réciproque de la bijection multiplicative X, A, done
multiplicative; et s, est la bijection N,—1><Y, ., ><1 qui est la composée
de la bijection réciproque de la bijection Y,., > N, et la bijection canonique
Y= 1<Y,, X<1.

Les constructions de U,, ¢ et o sont déja indiquées. Supposons qu’on ait déja
défini X,, Y,, ..., Y, et les applications U,-linéaires 4 gauche et a droite
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d; : U= U,_, pour tout : =~ n (on convient que d,= o) de facon que toutes les
conditions énoncées ci-dessus soient satisfaites et que la suite

i, d . €
U, =30, —>...>U,S5U;>A\A—>o0

soit exacte. On définit alors Y,., comme un ensemble en correspondance bijec-
tive avec le noyau N, de d,: U,— U,_,. La bijection Y,., - N, se prolonge
d’une seule maniére en une application K-linéaire K(Y,,,) - N,. Comme N,
est un Uj,-bimodule, cette application se prolonge d’'une maniére évidente en
une application U,-linéaire 4 gauche et a droite U, @y K(Y,.. )@« Uy - N, qui,
composée avec I'inclusion N,— U,, donne d,,., : V,,, — U,. Cette application se
prolonge en une application Ug-linéaire a gauche et a droite d,., : U,y - U,
de la maniére déja précisée pour I'indice n. Il est évident que d,., applique
U,.4 sur le noyau N, de d,, parce que I'application K(Y,.,) > N, est surjective
et U, posséde un élément unité. On a donc une suite exacte

[ dyn dy 1. ¢
U,,.—U,>U,,—»...>U—->U;—>A—o.

Il faut montrer que cet objet (U, A, ) est 'objet universel de la catégorie C,.
Soit (U’, A/, ¢’) un autre objet de la catégorie C, avec o’ et s, donnés. Soit g :A — A’
un homomorphisme d’algébres. Définissons une application f, : X, - U] par la
relation f,=a’ge. Comme ¢, g et o’ sont des applications multiplicatives, f, est
une application multiplicative. On a ¢’ f, =¢'c’' gz = g sur la K-base X, de U,.
Cette application se prolonge K-linéairement en une appplication /: U,— U,
telle que ¢ f,=ge. Supposons qu'on ait déja défini des applications
K-linéaires £, : U,— U, pour p —n telles que

Solun, @ @ uy) = filws) ... filwy) Gy ix=p),

et que d,f,= f,.d, Définissons f,., : Y, —U,, par la relation
Jor=35, [ud,.i (noter que f,d,., est a valeurs dans le noyau de d/, parce
que d, f,d,..= f,1d,d,.,=0). Cette application est définie d’une facon
unique, parce que s, est donné. Prolongeons f,,, K-linéairement en une appli-
cation f,., : K(Y,.,) = U,,, et prolongeons cette application au moyen de f,

en fo1 ¢ Vuoo— U, . Finalement définissons f,., : U,., — U, par la formule

n+1°*
Jor1 (0 Q- Qi) = fi,(v4) - - [u(91) (h+...+G=n~+1,0,€V,;).

Pour vérifier la relation d,,, f,,.= f.d,., sur les éléments de U,,,, on
commence par Y,,,. Sur les éléments de Y, ,,

' i '
czn«}i n+1 = ‘ln-f 1 SII f‘ll ([/A—M = ‘//1 dn-a—1 bl

parce que d,_, s, =identité (donné).

‘n+1Yn
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SiyeEY,,, IQy®1€V,,, estun élément de la Uj-base de V,,,. On a

Aoy Surr (g @y @ t0y) ==y (o () [ () fo(0dy) (tty, 10, € Uy)
= fo () (i Jun () So(tds),
d',,, étant Ug-linéaire,
= fo(wo) (fndniry) fo(uy)
= fuodpia (0@ y @ ),

d,., étant U¢-linéaire.

On a prouvé que d,., fo1=/fud,,, pour tous les éléments de V,,,. Pour
terminer

,+1 fn-H(VIx@ ce ® Vik)

=di [fo (W) - fu ()] = di, fi(00) - fu(9) - Ju(V3)

+ (=08 fi(vn) diy fiu(01) - fulvg) + oo+ (— D)t f (o) oo dy fiu ()

= Suma(diws) oo fu () + (=08 i (03) froma (digoi) - fu(9y) o
; +(_I)i‘+...+[k“ﬁ1(vl})"'ﬁk—1(d1kvik)

= fu[di 90 R..Qvp+ (— 1)1, @ diri, Q.. Q v+ (— 1)t Tlhmp, R.Q diyvy,]

= fodni1 (v, @ ... Q) v, €V, (ii+...+G=n-+1).

Le couple (/, g) est un morphisme (U, A, ¢) — (U, A/, ¢’) de la catégorie C,
et I'unicité de f montre que (U, A, ¢) est I'objet universel de la catégorie C..
La construction de f ci-dessus montre que (U, A, =) est un foncteur covariant
de A. C. Q. F. D.

Pour faire la distinction, soit (T, A, ¢) I'objet universel de la catégorie C, et
soit <fj, A, s) I'objet universel de la catégorie C,, pour une algébre A donnée.
Observons que U est un objet de la catégorie C,; car o et s, sont définis dans Ia
construction de U de la fagon exigée. D’autre part, U est un objet de la cateé-
gorie C,, car U est K-libre, la K-base de U, étant X, et la K-base X, de U,, étant
la réunion des produits

Xox Y, x Xgx Y, x...x Xy < Y, <X,

tels que ¢, +. ..+ i,=n; et le produit d'un élément de X, et d’'un élément
de X, est un élément de X,,,.

Daprés la propriété universelle de 0 dans ¢,, U s'envoie dans U, I’ apres la
propriété universelle de U dans C,, U s’envoie encore dans U. D’apreés I'unicité
du morphisme, on obtient la méme application 0 — 0 dans les deux cas.

Définition. — Un systeme (U, A, ¢) est dit fortement libre s’il existe une
K-base homogeéne de U, contenant 1, telle que le produit de deux éléments de
base soit un élément de base. Un systéme (U, A, ¢) est dit fortement acyclique

si g, : H (U)—> A est un isomorphisme et s’il existe un relévement multipli-
catif o : A — U de ¢ (tel que co = identité).
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Les objets de la catégorie ¢, sont fortement libres; et les objets de la
catégorie C, sont fortement acycliques. D’aprés ce qui précede, si (U, A, ¢) est
fortement libre, il existe un homomorphisme U — U (qui dépend du choix de
la K-base de U); deux tels homomorphismes sont homotopes au sens des
K-modules différentiels gradués, d’aprés un résultat classique. Si (U, A, ¢) est
fortement acyclique, il existe un homomorphisme U — U qui dépend du choix
de o et des s, dans (U, A, ¢); deux tels homomorphismes sont homotopes au
sens des K-modules.

2. LA COHOMOLOGIE D’UNE ALGEBRE.

Si (U, A, €) est un systéme fortement libre (dans le sens de la derniére
section) et U est un complexe acyclique sur A, on dit que U est une résolution
fortement libre et acyclique de A. Si (U, A, ¢) est un systéme fortement
acyclique et U est projectif comme K-module, on dit que U est une résolu-
tion K-projective et fortement acyclique de A.

TukoriMe 2. — Soitt M un A-bimodule. Sout U une résolution fortement libre et
acyclique de A, ou bien une résolution K-projective et fortement acyclique de \;

alors
1 (Homy. (63 (U)Y, M))

ne dépend pas du choix de la résolution U. D'une facon précise, si I'on a deux
telles résolutions U et U’, on a un isomorphisme bicn déterminé de

H* (Homy. (63(U), M)) sur II*(Homy..(d3(U"), M)).

Démonstration. — Cest vrai si U= U et U'=U, parce que U s’envoie dans [
et définit un isomorphisme H, <l~]> 11, (0); ainsi toutes les conditions du
théoréme 1, chapitre I sont satisfaites, et 'on a I'isomorphisme des groupes
de cohomologie.

Si U est fortement libre et acyclique, on a un homomorphisme d’algébres

différentielles graduées U — U; deux tels homomophismes sont homotopes au
sens des K-modules différentiels gradués. Cet homomorphisme donne un

homomorphisme B3(U) - @(U) qui induit un homomorphisme
Homy,(3(T), M) — Homy. (63 (U), M);
deux tels homomorphismes étant homotopes. On obtient un homomorphisme
H* (Homg.(@(T), M)) —TI* (Iomy. (63 (U), M))

qui est indépendant du choix de U->U, et qui est un isomorphisme parce
que H,(U) — H,(0) est un isomorphisme.
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Si U est K-projectif et fortementacyelique, on envoie U dans U et’on raisonne
de méme. C. Q. F. D.

Deriximion. — Soit \ une K-algebre et soit M un A-bimodule. Soit (U, \, ) une
résolution fortement libre et acyclique de X, ou bien une résolution K-projective et
Jortement acyclique de A. On appelle W (Hom. (@ (U), M)) le groupe de
cohomologie de A a coefficients dans le A-bimodule M et on le note H*(A, M).

Si A est projectif comme K-module, on peut prendre U= A etlacohomologie
définie ci-dessus coincide avec la cohomologie de Hochschild. On verra plus
tard la relation entre la cohomologie d'une algehre d’aprés Hochschild et la
cohomologie définie ici.

Si

o0o—>M —->M->M -0

est une suite exacte de A-bimodules, la suite de complexes

0 — Homy. (3(U), M') = Homy. (3 (U), M) = Homy. (& (U), M") — o

est exacte, parce que Homy(®3(U), ) est un foncteur exact de U-modules;
on en déduit d’une facon classique une suite exacte de groupes de cohomologie

e H (A MY) > T (A, MY) > He (A, M) —> HA (A, M7) > Hve (A, M) >

{H"(A, M) | est ainsi un foncteur d-cohomologique au sens de Grothendieck[5].
L’homomorphisme ¢ : U — A induit une augmentation v, : @(U) — A donnée

par
n(uy@ uy) = (cuy) (2uy) (g, v €U);
(@ ... Qup)—o0 (r;€U et n>1).
Soit
AU =ARuB(U)RQ@uA

et soit 7 : B(U) — A une augmentation donnée par :

NAQp)=nr  (k p€A);

NAQRQU. - - Qu,Q ) =—o (u;€U; 2, p€A etnr).
B(U) est un A-bimodule différentiel gradué. On a un isomorphisme canonique
Hom,(®@(U), M) >~ Homy. (3 (U), M)

et I'on en déduit que

H* (A, M) = H*(Hom,. (& (U), M).

On écrit Al u,|...|u,]p pour I'élément 2@ u,®...Qu.QuredB(U); en
particulier, [u, |...|u,] signifie l’éléinent 1IQu,Q...Qu,Qret| |signifie
I'élément 1@ 1. La graduation dans ¢3(U) est donnée par :

deg[u,il...fu,,t]:n—l—zl deg u; (w;€eU, n > 0).

i=1
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La différentielle dans B3(U) est 0 = 9, d,, olt d, et o, sont données | d’apres
les formules (1.1) et (1.2), chap. I] par

(2.1) drlus .. u,)= —2 (— ) a | dug .o,

i=1

(2.2) O|ui|. . |uw,| = (cuy) |

11

—5—2 (— )%l |y |on ) = (— )] | (euy),

i=1

o

ouc=deglu,|...|u], (>>o0.
Lorsque I'anneau de base K est un anneau principal (par exemple K =12,
I'anneau des entiers naturels), on a un théoréme plus complet que le théoréme 2.

TatorMe 3. — Soit K un anncau principal et soit M un \-bimodule. Soit (U, A, ©)
une résolution libre et acyclique de A alors

(A, M) > 11 (Homy. (3 (U), M)).

Ce théoréme est une conséquence des propositions 3 et 4 données ci-dessous.

PropositioN 3. — Si A posséde une résolution libre et fortement acyclique (V, A, &)
telle que V,,= o pour n > 1, alors, pour toute résolution libre et acyclique (U, A, ¢)
on a un isomorphisme bien déterminé :

H*(A, M) — H*(Homyg. (3(U), M)).

Démonstration. — On définit f, : U, -V, par le prolongement K-linéaire de
I'application (ensembliste) £, : X, - A donnée par f, = az, ou X, est une K-base
de U, et o est le reléevement multiplicatif de A dans V,. On sait que f, est un
homomorphisme d’algébres tel que ¢’ f,==:. Soit d la différentielle de U et
soit o la différentielle de V. On définit un homomorphisme de K-modules
Jf1:U,;—V, en prolongeant K-linéairement I'application (ensembliste) /;: X, -V,
donnée par f,=29," fod,, ou X, est une K-base de U, (noter que o, est un
monomorphisme et que f,d, €Ker ¢’ puisque ¢’ f,d, =ed,=o0). Comme V,=o0
pour n >1, on définit f,= o pour n >>1. On vérifie sans peine que

ft(uoui):fo(uo)ﬁ(u1), fl(uiuo):ﬁ(lh)fo(uo) (UOEU/O, u1€U1);
Sirj(uwy) =0 = fi(w) fi(v;)  (w€U; u; €Uy i+ j>0).

On a ainsi un homomorphisme d’algébres différentielles graduées f: U~V tel
que ¢’ f=¢; deux tels homomorphismes sont homotopes au sens des K-modules
différentiels gradués. Ceci définit un homomorphisme

9. H*(Homy.(63(V), M))— H*(Homy.(®(U), M))
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indépendant du choix de 'homomorphisme f: U~V (méme raisonnement que
dans le théoréme 2). Puisque /finduit un isomorphisme H, (U) > H (V), o est
un isomorphisme, d’apreés le théoréme 1 (chap. I, § 2). Finalement,

H* (Homy. (63 (V), M)) = H*(A, M)

parce que (V, A, ¢) est une résolution libre et fortement acyclique de A. Ceci
achéve la démonstration.

PropositioN 4. — St K est un anneau principal, A posséde une résolution libre et
Sortement acyclique (V, A, ') telle que V,= o pour n " >1.

Démonstration. — Soit Vo,=K(A), et ¢’: V,— A 'homomorphisme d’algébres
dont la restriction 4 A est I'application identique. Soit V,=Kere'; V, est
un K-module libre, puisque K est un anneau principal. On a ainsi une suite
exacte de K-modules :

[ 34
0>V, 5V, 5>\ >0,

ou o, est l'injection canonique de V, dans V,. Comme V, est un idéal de V,,

on définit :
wo =097" [u(0,v)], pu=07"[(d,v) ul, o' = o,

ouu€V,ete, €V,.Soit V=V, P V,;alors (V, A, ) est une résolution libre
et fortement acyclique de A telle que V,= o, pour n > 1. Cette résolution a
déja été considérée par Mac Lane [ 4, § 11].
Lorsque K=Z, on peut prendre U=V (¢f. Mac Lane | 4, § 11, p. 340]). Le
complexe (B3(U), 7) coincide avec le complexe (@3(V(A)), v) de Mac Lane et
les formules (2.1) et (2.2) coincident avec les formules données par Mac Lane
[4, p. 323]. La cohomologie d’'un anneau est donc un cas particulier de la
cohomologie d’une algébre.

3. CHANGEMENT DE L’ANNEAU DE BASE.

Soit ©:K — K’ un homomorphisme d’anneaux commutatifs et soit A une
K-algébre. Soit A’=K'@; A qui est une K'-algébre avec la multiplication
donnée par la relation :

(K, @h) (K, @2) =K, Ky @ hida (K, K, €K', by, ha€A)

et les relations de distributivité. On a un homomorphisme canonique
d’anneaux ¢: A - A’ donné par 2 —>1Q %, tel que (kL) =qo(k){(R); k€K,
~€A. Soit M un A'’-bimodule; alors 'homomorphisme ¢ induit sur M une
structure de A-bimodule.

Soit (U, A, ¢) I'objet universel de la catégorie ¢, pour la K-algébre A.
Soit (U’, A’, ¢") 'objet universel d’une catégorie analogue €, pour la K'-algébre A’.
Considérons la K'-algébre U'=K’' Q4 U avec 'homomorphisme de K'-algebres
¢":U"— A’ donné par (K Qu)=kFQ (cu); K €K', ueU. 1l est évident que
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la K’-algébre U” est fortement libre, puisque la K-algébre U est fortement libre.
On a donc (par la propriété universelle de U’ dans la catégorie €)) un homo-
morphisme (3:U”->U’. En composant 3 avec I'homomorphisme canonique
d’anneaux o:U-~U" donné par u—~1Qu, u€U, on obtient un homomorphisme
d’anneaux v:U-> U avec y(ku) =o(k)y(u): k€K, u€U. On exprime cette
situation par le diagramme commutatif :

3 U— U
(3.1) \Y I8
U’

On peut définir v directement aussi en utilisant les homomorphismes ¢
et ¢. En fait, on peut définir Y méme si A’ est une K'-algébre quelconque
et U:A — A’ est un homomorphisme d’anneaux compatible avec I’homomor-
phisme donné ¢:K -~ K’ | c’est-a-dire Y(kX) =0 (k) (N), k€K, 2€A]. La
construction de y est bien évidente aprés la construction de U et f dans la propo-
sition 1 (§ 1). On voit facilement que dans le cas A’=K'@y A, cet homomor-
phisme coincide avec I'homomorphisme o défini plus haut.

Le diagramme commutatif (3. 1) induit un diagramme commutatif

HOln]_p®K, U (031 (U'), NI) N
AN
AN
AN
Hom ('B, M) \Hum (v, M)
AN

N
\,
\,

N

Homy, g,y (B (U"), M) ———> Homyg, v+ (B (U), M)

Hom (%, M)

ou @' (U") et 33 (U") sont les complexes des K'-algébres U’ et U” analogues au
complexe B3(U) de la K-algébre U. On observe que :
U @rU'=KE®U)Qr(K®xU)xKQ(U®U),
et que
UQp U'=(KReU) Q@ (KQU)=(K X U) Qs (K'®Q U*) 2K Qx(URU");
et de méme, on prouve par récurrence sur n que
@' (U") =2 K ®x 3(U).
Alors Hom («, M) est un isomorphisme. En passant a la cohomologie, on obtient

le diagramme commutatif :
HY (A, M)
AN
\\
3 \§
AN
¥ N
H*(Homy, g, v+ (®'(U"), M)) — H*(A, M)
ou « est un isomorphisme canonique.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIIL. — Fasc. 2. 23
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Proposition 5. — Si K’ est K-plat, v est un isomorphisme.

En effet, I'objet (U”, A/, ¢") est acyclique, puisque (U, A, ) est acyclique.
Ainsi I'objet (U”, A’, ¢") est fortement libre et acyclique, et d’aprés le théoréme 2,
B est un isomorphisme. , C. Q. F. D.

CHAPITRE II1.

1. Cavrcurs bE H® g1 H*.

Soit A une K-algébre et soit M un A-bimodule. Soit (U, A, ¢) I'objet universel
de la catégorie C (chap 1I, § 1). Dans la suite on utilisera toujours cet objet pour
calculer les groupes de cohomologie H*(A, M). Il sera commode d’identifier X,
avec A et X, avec le noyau N,_, de d,_,. On écrit Uy=K(A) et U,=K(N,,).
L’¢lément de X, qui correspond a l'élément A de A s’écrit (1), I'élément
de X, qui correspond a l'élément n€N, s’écrit (n), etc. On a ¢(A)=1,

d,(n)=n, etc. Un élément n de N, est de la forme 2/: (A7), avee ?Ic hi=o,

ou A,€A; un élément n’ de N, est de la forme Zk (n;), avec ZA n;=o,

oun;eN,; etc.
On a prouvé que

H (A, M) = 1I*[ Y Homg (U, M) \,
( )

n

ou U'=U®x ... @xU (nfacteurs). La diftérentielle ¢ est définie par la rela-
tion 8f= fo, f€ ZHomK(U”, M), ot d = 9,4 d,, et d,, d, sont donnés sur les

éléments de U"(n>>0) par les formules (2.1) et (2.2) du chapitre II.
Précisons les n-cochaines pour n =o, 1, 2, 3 et 4 :
1. Une o-cochaine est un élément de M (par définition);
2. Une 1-cochaine est une application K-linéaire,
U,— M.
Comme U, est K-libre, cette application est bien déterminée par sa restriction
a A. Ainsi une 1-cochaine est bien déterminée par une application (ensembliste)
A—M.

La structure de K-module de I'ensemble des r-cochaines est définie par la struc-
ture de K-module de M.

3. Une 2-cochaine est la somme de deux applications K-linéaires :

Uo®l{ U, — 1\1,
U,— M.
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Uy @k Uy et Uy étant K-libres, une 2-cochaine est bien déterminée par deux
applications (ensemblistes) -
A XA~ M,
No—> M.

De la méme fagon, on voit que :

4. Une 3-cochaine est bien déterminée par quatre applications (ensemblistes)

AXAXA->M,
A X< Ny—>M,
Nox A =M,

N;— M.

5. Une 4-cochaine est bien déterminée par huit applications (ensemblistes)

AXAXAXA>M,
‘.\ <X A X Nog—>M,
AXNyx A—>M,
Nyx<x A X A—>M,

AXN;—M,
Nix< A —>M,
Ny < No—> M,

N,—> M.

Le produit de deux éléments de la K-base de U étant un élément de base, les
formules (2.1) et (2.2) du chapitre II restent valables méme si les u; sont des
éléments de la K-base de U.

On va calculer H°(A, M) et H* (A, M).

Soit f=me&M une o-cochaine. Alors ¢/ est une 1-cochaine qui est bien
déterminée par sa restriction A -~ M a la K-base A de U,. On a par (II, 2.2)

of(A) = Am — mi pour tout A€A.
Donc f= m est un 1-cocycle, si et seulement si
y

Am—mh—o pour tout A€ A.

Le o-cobord étant nul (par définition), on voit que H°(A, M) est isomorphe au
sous-K-module des me&M tels que Am =m7 rour tout A€ A. Ainsi H°(A, M)
coincide avec le o-groupe de cohomologie de A défini par Hochschild.

Soit, maintenant, fune 1-cochaine. Alors 5f est une 2-cochaine qui est bien
déterminée par deux applications (ensemblistes) A =< A — M et N,— M. On a
par (II, 2. 1) et (II, 2.2)

5Lty ha) =04 f(3a) — f (M) + £ (2a) Doy
6 f(n)=—fd(n)=— ¥ kif(h),
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ot Ay, Ayy €A, =X k(X)EN, tel que ¥ k=0 [noter que f est une

application K-linéaire et donc f<2k,~()\,~)> :2 lc,-f()\,-)]. Soit ¢ : A—M la
restriction de fa A.
Alors fest un 1-cocycle si et seulement si :

(1) G (M ko) = 19 (ha) + @ (he) P,
(ii) Mhii=0-=2 ¥ kio(h)=o.

La derniére condition (ii) implique que ¢ est une application K-linéaire de .\
dans M. Ainsi (1) et (i1) impliquent que 'application ¢ : .\ -~ M est un « homo-
morphisme croisé » de K-modules (ou une dérivation). De plus, fest 1-cobord,
si f=20g ou g=me&M est une o-chaine. En ce cas :

o(M)=/f(})=0dg(A)=Am —m pour tout A€\

et ¢ est un « homomorphisme principal » (ou une dérivation intérieure). On a
donc montré que H'(A, M) est isomorphe au K-module des K-homomorphismes
croisés de A dans M, divisé par le sous-module des K-homomorphismes princi-
paux. On voit encore que H'(A, M) coincide avec le 1-groupe de cohomologie
de A défini par Hochschild.

2. INTERPRETATION DE HZ.

Soit § : E— A un homomorphisme surjectif de K-algébres. Soit M le noyau
de (3 et supposons que M soit tel que le produit de deux éléments quelconques
de M soit zéro (on écrit M>*=o0). M a alors la structure d'un A-bimodule;
pour une application quelconque p : A — K telle que 3o = identité, cette struc-
ture de A-bimodule est définie sans ambiguité par les relations

hm=(pl)ym et ml=m(pl) (meM, 1e\).

En ce cas, on dit que (E, ?3) est une extension spéciale de A avec noyau M. Deux
extensions spéciales (E, 8 et (E’, §’) de A avec noyau M sont équivalentes
s’il existe un homomorphisme d’algébres ¢ tel que le diagramme

2/t B N3
M/ ® \;:\
\;\ v %,

& &E/ /IJ

soit commutatif; « et @’ sont les inclusions. L’homomorphisme ¢ est nécessaire-
ment un isomorphisme.

Pour un A-bimodule M donné, on va interpréter H2(.\, M) par les extensions
spéciales de A avec noyau isomorphe a M.
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Soit f une 2-cochaine. Alors ¢f est une 3-cochaine qui est bien déterminée
par quatre applications (ensemblistes) de A ><A><A, ANy, Ny><A et N,
dans M. On a par (I, 2. 1), (II, 2.2) :

af()\h )\‘17 7~‘,:) == Zl‘f()ﬂv )‘3) —>f(}‘1)\"-)7 )\1’.) +f(;\17 )~2)~3) —f(7‘1w }‘Z) A:h
8f Oy n) = 1f(n) — f(hn) + X kif (h, 1),

3f (n, 1) = f(nl) — f(r) h— D ki f (e, 1),
of (n'y —=— fd(n') :—Zk'/.f(n,-),

0]:1 11, 7\2, 7\3, )\.,’GA, n:ZkiO\,)ENO avec 2]{,‘)\,‘——_«0 et nI:Zk,}<nj)eN4
i i j

avec n;€N, et Zlc'/.nj: 0.

Soient v,: A><A—M et v, : Ny— M les restrictions de fa A><A et N,.
Alors festun 2-cocycle si et seulement sivy, ety, satisfont aux relations suivantes :

(2.1) Ty oy 23) — 1 i doy 1) 470 Oty Dady) — 71 (Ary %) y=o,
(2.2) Zm.(h W) =12 (hn) — s (n),
(2.3) kam 1) =1.(nh) — Y2 ()7,
(2.4) D kypa(ny)=o
j

pour Ay, Ay, 2y, L, €A, 1, n;€N,, k;, k, €K tels que
zkihzo et zk'l n;=o.
i j

Pour un 2-cocycle fdonné, définissons une structure de K-algébre sur I'en-
semble E, des couples (m, 1), meM, . €A par les relations :

(2.5) k(m, W) = (km + vy (k, &), k1}),
(2.6) (my, 1) = (s, 1) = (Mg ms—+ va (M, he)y hy+ da),
(2.7) (myy W) (g, hy) = (ma by hynmy— ¥1 (hy, Re)y Mhs),

oum, my, my €M, %, Ay, .o €A, k€K et ou I'on écrit (£, A) pour £(0) — (k%)
et (hy, Ao) pour (A,) =+ (As) — (A= 4s).
Aprés que 'on a prouvé I'associativité de I'addition définie ci-dessus, on peut
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prouver par récurrence que les relations (2.5) et (2.6) sont équivalentes a une
seule relation :

(2-8) Zki(mia )\i):<2kimi+}’z(n), Zhh‘),
ou n=2ki()\i)—2(ki7\,~); miEM, )\,'GA, IC,'EK.

i i .
Pour vérifier que E, a une structure de K-algébre, il faut vérifier les relations
suivantes :

1. x4y =y -+ x;

2. (z+y)+z=x+(y+3);
3. xz(y +5)=axy + x2;
b (x+y)s—=xs5+y5;

5. (zy) s =a(y3);

6. (kx)y =k(zy);

1. w(ky) = k(xy);

8. ky (ko) = (kyky)

9. k(x+y)=ka+ xy;
10. (hi+ k) e =kx+ ka,

oux,y, s€Bs k ki, k. €K.

Soient & = (my, A1), y =(m,, hy), 3=_(my, A,). Larelationx+)y=y—+x
est bien évidente. Les autres relations sont vérifiées I'une aprés 'autre, en vertu
des relations (2.1)~(2.4). Par exemple la relation (z+y)+z=x+(y + 3)
est vraie si ‘

Yo (M) = (R) — (M= 29)) + Y2 (M 2s) =+ (R3) — (M4 25+ R))
:“;’2((7\1) 4 (hot ) — (M R+ 1)) 472 ((Re) + (23) — (2o 1y))

qui est une conséquence de (2.4) avec k', =1=4Fk,, k,=—1=1¥,,

n,— ()\1) -+ ()\2) — ()\1+ )\g), Ny —— (7] —+ )\2) -+ ()\3) — ()\1+ )\2—|— )\3),
n3:(7\1)+(7\2+7\:;)—(7\1+).2—|—7\3) et n4:(7\2)+(7\3)—(7\2+)\3);

13
<n0ter que n;€N, et zlc'jnj:o>.

j=1
Vérifions quelques autres relations, par exemple (3), (5) et (6) pour montrer
comment (2.1)-(2.4) interviennent. On a

a(y -+ 3) = (my, M) (ma—+ ms—+ v (hsy A3), Ao+ 25)
= (M b+ 1y by~ hy g+ kg —+ by e (Ray hg) — Y1 (May ha=Dg)y Ryho— 2y dy)

et
xy 4 x5 = (M hy =+ hma— 71 (b1, 22), heds)

+(m1)\3‘+‘ 7\1771,3—*{1(7\1, )\3), )\1)\‘;)
= (myha+ myhs+ hymy—+ hymy— vy (Ayy da) — vi (A, hy)
CES e e T t +Y2()\1)\2, )\1)\3), )\1)\9—'— )\17\:}).
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Les deux sont égaux si

7\1Y2(7\2, Ry) — Y1 (A, R4 Rs) = — Yo (M, 2o) — Ya( by A3) =+ 1o (Aadsy My dy)

qui est une conséquence de (2.2) [noter que (4,) (As, Ay)=(Ashs, hyhy)].
On voit directement que larelation (xy)z = (v z) est une conséquence de (2,1).
Vérifions (kx)y =k(xy). On a

(kx)y = (kmy~+ o (k) M), kNy) (s, Dy)
= (hmiho4 Khyma = va (b, b)) by — v (A, &e), Ay dy)
et
k(zy)=k(mihs+ himy — (i, by), Miks)
= (kmydy—= Khymy— kv (b, ) + v (K, k), kg dy),

Les deux sont égaux si
'\‘.’2(/{‘, )\1))\2——'\‘»'1(k)‘1, )\2) _= — A'“z’j()\h 7\2) +'}’2(/{'7 )\17\2)

qui est une conséquence de (2.3) [ noter que (k, 2,) (,) = (k, 2, 2,)]. De cette
facon on peut vérifier toutes les autres relations. On voit que I'élément (o, o)
est 'élément zéro de E,, et I'élément (y,(1, 1), 1) est 'élément unité de E,
(car v, (A, 1)=2y(1, 1) et v,(1, A)=7y,(1, 1)A, A€A grace a (2.1)). Les
homomorphismes a : M —E, et 3 : E,— A donnés par am=(m, o) et 3(m, 1) =12,
montrent que (E, 3) est une extension spéciale de A avec un noyau isomorphe
a M. (Observons que cette extension induit sur le noyau la structure de A-bimo-
dule donnéesur M, car (m,, 1) (m,, 0)=(A,m,, 0) et (m,, 0) (m,, h,)=(m, 1, 0)).

On a montré qu'a chaque 2-cocycle fcorrespond une extension spéciale (E/, ),
De plus, deux 2-cocycles cohomologues donnent deux extensions équivalentes.
En effet, soit /"= f+ cg, ou g est une 1-cochaine. Soit (E,, 3) I'extension qui
correspond a f’. Soit ¢: A — M la restriction de g a A. Alors Iapplication
o:E,—> E, définie par o(m, 1)=(m+L(%), 1), meM, L€A, est I'isomor-
phisme nécessaire pour montrer que (E,, 8) et (E,, 3") sont équivalents. On a

<P<Z ki(my, 7'-z')> = ?(Zkimﬁ— v2(n), Z/{J,-)
= (X met ) +¢<2mi>, i)

et

zkitp(mi, W) = Zl\‘i(lni—i— &;P()\l-), 1)
— <Zk,~mi—|— Ekiup(li) + v, (n), 2/&&),

oun :Zk,—()\,-) —Z(kiki) et v, : No— M est la restriction de /" a N,.
i i -
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On veut prouver que
a(n) + U <2 ml) = ¥ kb (0) +1a (n),

mais cela résulte du fait que

Y2 (n) —va(n) =g (n)

:_2 kig (h) + g(E kJ,»)
= — k() + ¢<2‘ ki}.i\).

De méme
o[ (my, hy) (Mg, ho) | = o (myho+ hymts-— 11 (M, ha), hihy)
= (Mg kg homy = v (A, de) + Y (R da), Ady)
et
9 (M, b)) @ (ma, ho) = (my~+ P (A1), Xi) (ma+ P (Rs), o)
= (myda+ hyma+ Y (h) ka4 M d (he) — 11 (May ho), Aidy),

ot v, : A > A — M est la restriction de /" 4 A > A. On veut prouver que
—71(Aey ho) DRy Ra) =G (M) ot Lb (Re) — ¥ (B Da),
mais cela résulte du fait quef

Y (A, 1) — ”[1()\1> A) =08 (M@ hs)
= MY (h) — Y (M hs) + (Ay) R

Il est facile de voir que ¢ est injectif et surjectif et applique I'élément unité
de E/ sur I'élément unité de E,.

Inversement, soit 3:E — A une extension spéciale de A ayant pour noyau le
A-module M. Soit ¢ : A —E une application (ensembliste) telle que o = identité,
et que p(0)=o0, p(1)=1.

Définissons deux applications (ensemblistes) y,:A><A —>M et v,:No—M
par les relations

Ti(My he) = p(Mhs) — p (M) p(Ra),
() =3 kp(h),

0l I, hoy M €A, n =S k(%)EN, < avee ¥ ki = o>.

13

On vérifie facilement que vy, et v, satisfont aux relations (2.1)-(2.4) et donc
définissent un 2-cocycle.
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On a établi le

TotoreME 4. — Soiz A une K-algébre et soit M un A-bimodule. Alors il existe
une correspondance bijective naturelle entre le K-module de cohomologie
H2(A, M) ot lensemble des classes déquivalence d’extensions spéciales de A acec
noyau M qui induisent sur M la structure donnée de A-bimodule.

On peut méme définir directement une structure de K-module sur I'ensemble
des classes d’équivalence des extensions spéciales et montrer que ce K-module
est isomorphe au K-module H?(A, M) (¢f. Hochschild [2]).

3. COMPARAISON DES DEUX COHOMOLOGIES ET DE Ext.

On est maintenant en mesure de comparer les trois modules de cohomologie
d’une K-algébre A a coefficients dans un A-bimodule M;

(1) les K-modules de cohomologie définis par Hochschild, c’est-a-dire en
utilisant le complexe standard [1, IX, 6] méme dans le cas ou A n’est pas
K-projective ; on les notera Hoch"(A, M);

(i) les K-modules Exty.(A, M) définis dans [1]; et

(ii1) les K-modules de cohomologie d’une algébre définis ici; on les notera
H"(A, M).

Soit (B(U), 1j) le complexe sur A construit au chapitre Il (§ 2), ou (U, A, ¢)
est I'objet universel de la catégorie ¢, défini au chapitre 11 (§ 1). @(U) est un
Ac-module libre. Soit (R, ¢') une résolution projective (et acyclique) du A®-mo-
dule A. Alorsil existe un A>-homomorphisme 7.: 3(U) -~ R tel que le diagramme

B(U)—A
NJ( \l,nl
R——A

soit commutatif. Deux tels homomorphismes sont Ahomotopes. On a donc un
homomorphisme bien déterminé

$:Exti (A, M) - H2(A, M) (n>0);
4 commute avec les « connecting homomorphismes », car si
0o>M>M->M >0 |
est une suite exacte de A-bimodules, le diagramme suivant est commutatif :
0> H?mAe(H, M) - Homy. (R, M) -~ Hompe (R, M") >0
o»HzmAe(@(U)', M') — Hom,o(B (U), M)~ Hom (@B (U), M") >0,

les lignes horizontales étant exactes.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIIL — Fasc. 2. ' 24
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Soit (B(A), /) le complexe standard sur A défini dans [1, IX, 6]. Ce com-
plexe coincide avec le complexe B3(U) défini dans le chapitre I (§ 1) lorsque
U= A (d étant nul sur A). B3 (A) est un complexe acyclique sur le A>-module A,
mais pas nécessairement A°-projectif (parce que A n’est pas supposé K-projectit).
Alors il existe un A>-homomorphisme z:R — @3 (A), tel que le diagramme

R_°,A
%, Jid
a(A\) T}A

soit commutatif. Deux tels homomorphismes sont /omotopes. On a donc un
homomorphisme bien déterminé

o:Hoch™ (A, M) — Extf (A, M) (n> o).
On a ainsi deux homomorphismes
Hoch” (A, M) 5 Extfe(A, M) S H2 (A, M) (nx0).

L’homomorphisme $o : Hoch"(A, M) — H*(A, M) (n>>0) est naturel et I'on
peut Uobtenir directement aussi. En effet, I'application naturelle B(U) — B(A)
induit un A>-homomorphisme =:@3(U) -~ B(A) qui rend le diagramme suivant
commutatif :

B(UY3A

o Jid

B(A) A
et le K-homomorphisme Hom \.( B3(A), M) - Hom .(® (U), M) déduit de t est
celui qui définit $o.

On sait, d’aprés les calculs du paragraphe 1, que ¢ et { sont des isomor-
phismes pour z=o0 et 1. On va montrer que pour n =2, o et  sont des mono-
morphismes.

Démonstration du fait que { est un monomorphisme. — Soit

o0>M-—=>1->N=o0

une suite exacte de A-modules, ou I est A*injectif. Comme {H*(A, )} et
{Ext\.(A, )}sontdes o-foncteurs et ¢ est un homomorphisme qui commute
avec les « connecting homomorphismes », on a le diagramme commutatif

coo = Extt (A, N) = Ext (A, M) = Ext% (A, 1) > Ext2 (A, N) = Exti? (A, M) ...,
} ¥ v \ ¥
oo H (A, N) > He (A, M) —> H2(A, 1) —> Ho (A, N)—> Heet (A, M) .

ou les suites horizontales sont exactes. On sait que Exti.(A, [)=o0 et
Ext'(A, )=>~H'(A, ).Onadoncle diagramme commutatif

0> Extle (A, N) 2 Ext2. (A, M) > o
\l,iso \LN))
o—> H'(A, N)— H2(A, M),
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ou les suites horizontales sont exactes. Comme H' (A, N)— H*(A, M) est un
monomorphisme, on voit tout de suite que

UrExti (A, M) > H2(A, M)

est un monomorphisme. Montrons par un exemple que ce monomorphisme
n’est pas nécessairement un isomorphisme.

Exemple. — Soit K=1Z, 'anneau des entiers. Soit M =7Z,=17Z/2Z et soit
A =7, aussi. On observe que \*=1Z7Z,®,;Z,>=Z, et donc Exti.(A, M)=o;
mais H2(A, M)=£o0, parce qu’il existe une extension non triviale (Z,, 3) de
A =17, avec noyau M =Z, donnée par la suite exacte

0 Z2—1> 7, i 1.,—>o0,
ou
z(0)=o a(1) =2, B(o)="p5(2)=o et G()=p(3)=n,
(o et 1 sont les deux éléments de Z, et o, 1, 3, 3 sont les quatre éléments de
Z,). M=1Z, est isomorphe comme A-module au noyau de 3 qui est un homo-

morphisme surjectif d’algébres. Le produit de deux éléments du noyau de 3 est
2éro: 0.2 =3%.0=o0et32.5 =o.

Démonstration du fait que ¢ est un monomorphisme. — Montrons maintenant
que Yo :Hoch? (A, M) —H?(A, M) est un monomorphisme, ce qui impliquera que
@:Hoch?(A, M) — Exti.(A, M)

est un monomorphisme. Pour le démontrer on utilise le A>-homomorphisme

B (U)>@(\)
et le K-homomorphisme

Hom . (@3 (\), M) > Hom,.(@ (U), M)

déduit de <. Il suffit de démontrer que siI'image d'une 2-cochaine f'du complexe
Hom ,.(B(A), M) dans le complexe Homy.(d3(U), M) est un cobord, alors £ est
un cobord.

L’image de / dans le complexe Hom,.(@3(U), M) =2 Hom(U", M) est une

a-cochaine /" qui est bien déterminée par deux applications (ensemblistes)

it X A->M
T'—’-:NO — M.

Il est bien évident que y,=o0. Alors /" est un cobord si et seulement s’il existe
une application (ensembliste) g: A — M telle que

08 (A, o) = vi(his b)) = hig(he) — g (hahs) + g (hi) D
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et
8g (n) =12 () = — Y, kig (%),

oun :Z k;(1;) avec 2 kihi=0, 1\, ha, L, €A, k;EK.

Puisque y,= o, la seconde relation donne la condition suivante :
2 A‘j;\}: 0= 2 A,g(l,) _— 0.

Cette condition implique que I'application g: A — M est K-linéaire. Aussi
Sy 2a) = [y ko) = Mg (o) — g (Jads) + &(01) A== 0 (a+ 1o);

done fest un cobord si et seulement si son image /" est un cobord. On a montré
que ¢d:Hoch? (A, M) — H2(A, M) est un monomorphisme.

On peut interpréter les extensions (E, 3) qui correspondent aux éléments
de Hoch*(A, M). Si (E/, ) est I'extension qui correspond au a-cocycle f du
complexe Hom,.(B(A), M), 'application ¢:A — E, donnée par A — (o, 1) est
K-linéaire car

2 ki(o, &) = <o, E /{i)\,~> puisque Y,=o.

i i

De plus, 3p =identité. Ainsi les extensions (K, B) qui correspondent aux
éléments de Hoch*(A, M) sont celles pour lesquelles il existe un relévement
K-linéaire de f3. '

On va montrer par les exemples suivants que les trois K-modules Hoch® (A, M),
Extj.(A, M) et H*(A, M) sont, en général, différents, et les homomorphismes
o et Y (pour n=2) sont donc des monomorphismes propres.

Exemples. — Soit K=Z, I'anneau des entiers naturels. Soit I'=7 +iZ(i* =o0),

Ianneau des nombres duaux. I" est un groupe abélien avec 1 et comme élé-
ments de base, et avec la multiplication donnée par

(p+iq) (p'+ig) =pp'+i(pg'+qp')  (p,q.p 7 €L).
En particulier, i*=o et pi=1ip, pour tout p€Z. Soit i(2Z) I'idéal de I' qui se
compose des éléments de la forme 7. 2p, p€Z. Soit
A=T/i(2Z) =7 + ila, ou Z,—T7/(27),

(2Z) étant I'idéal des entiers pairs de Z. Alors A est une K-algébre avec les
relations i*=o, pi=1p et 27 =o.

Un A-bimodule M est un groupe abélien muni de deux endomorphismes
m —im et m — mi, m&M tels que '

i(im) =o0 = (mi) 1,

2(im) = o = 2 (mi),
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et |
i(mi) = (im)i.

Calculons les trois groupes Hoch?(A, M), Exti.(A, M) et H*(A, M).

Hoch* (A, M). — Soit feHom(AQ A, M) un 2-cocycle. A® A est engendré
comme groupe abélien par quatre éléments, 1Q1, 1Q 7, Q1 et {Q 7. 1l suffit
donc de connaitre les valeurs de fsur ces quatre éléments pour déterminer le
cocyele f. On a : -

af()\h )‘27 )\15)

— SOy Da) — faday b)) - Sy Dada) — Lty W) ds =0 (%ay e, D3 €A).
Si lon substitue a 2,, 7., 4, les valeurs 1 ou ¢, on obtient
SO, O =f(, )4, S, )=, n) et G, 0= [, i)

De plus, 2 f(¢, i) = f(21, ) =o0. On pose alors f(1, 1)=m,, f(i, 1)=m,, et
I'on voit qu'un 2-cocycle est déterminé par un couple (m,, m,); m,, m, €M tel
que tm, =m,i et 2m,=o. Le groupe des 2-cocycles est donc isomorphe au
groupe abélien M@ M, ou M, est le sous-groupe de M formé des éléments
~m, €M tels que im, =m, i et am, = o.

Si f'est un 2-cobord, on a

Sy Lo) = Mg (he) — &(Mahy) + 8 (M) 1,

ou g€ Homg (A, M) est une 1-cochaine. On a

S, =g), SO, )=g)i, S, )=ig() et [, 1) =1ig(i)+g()
On observe que g(21)=2g(7)=o0. Alors le groupe des 2-cobords est iso-
morphe au groupe abélien M@ M/, ou M’ est le sous-groupe de M formé des
éléments de la forme im/—+ m/i, m' €M tel que 2m'= 0. On observe que M’ est
un sous-groupe de M,.

On a done

Hoch*(A, M) = (M P M,)/(MP M) > M,/M'.

Hoch?(\\, M) est tsomorphe au sous-groupe de M formé des éléments m, tels
que imy=m, ¢ et 2m,= 0, divisé par le sous-groupe des m, de la forme im' +m'i:
m' €M tel que 2m'= o.

Exti.(\, M). — Construisons une A°’-résolution libre et acyclique du
A-module A. D’abord on a la suite exacte de A-modules :
0> 1o» A S A - 0,
o (7 @ ho) =173 1y ke €A, et 1 est le noyau de z. 1 est engendré comme
A¢-module par les ¢léments de la forme 7. @1 —1Q %: 2€A. Pour .=p€Z,

1R1—1R®72=o,
et pour /. = 1€ 1Ly,

ARQI—1RE=I@1— 1R ;
done | est engendré par un seul ¢lément 1 @1 —1 Q) 7.
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On constrult une suite exacte de A\“-modules
a4,
0o—>J—>A—>1-o0,

ou d, applique I'élément unité 1@ 1 de \*sur /@1 —1Q) 7, et oud est le noyau
de d,. Observons que A“ est engendré comme groupe abélien par quatre éléments
1QR1, 1Q1, 1Q1, iQ; dans 'homomorphisme d,,

1R1—> (1 —1Q14,

IQRi—~> Q1
(Q®1—>—1IQR1, )
Q1> o;

par suite 2@Q1=1Q 2, 1QI+:1Q1, IQ:—iR1, Q7 sont des éléments
qui engendrent J comme groupe abélien. Comme
IRXQI—IQRQI=IRI+IRI—2iQ@Q1—=1RiI+I®1 et (RI=ERUR{—I(Q1),
J est engendré comme A°-module par deux éléments 2 @1 et 1 Qi+ 1@ 1.

En composant les deux suites exactes ci-dessus, on obtient une suite exacte
de Ac-modules :

d <
0>J—>A*SAS> A\ o0,

ou J est engendré par les éléments 2 @1 et 1R ¢+ @1. Cette suite exacte
nous suffit pour calculer Exti.(A, M). On a

Extic(A¢, M) = Coker [Hom . (A¢, M) — Hom,.(J, M)],

ou Homy. (A, M) — Homy.(J, M) est 'homomorphisme induit par I'inclusion
J — Ac. Comme J est engendré par deux éléments 2 @1 et 1Q i+ i@ 1, un
élément f€ Hom . (J, M) est bien déterminé parles valeurs f(1 Qi+ i@ 1)=m,
et f(2@1)=m, (disons). Les éléments 2 @1 et 1 Q7+ @1 satisfont aux
relations

((R®N(2Q1)=o, G®H)(2R1)=o, (TR I—IRXNIRI—iIRI1)=o0
et
21 Qi+ iQR1) =0,
les autres relations étant conséquences de ces quatre relations. Ainsiun élément /'
de Homx.(J, M) est bien déterminé par un couple (m,, n.); m,, m, €M tel que
im,=m, i, 2m, =0 et im,=0=m,i. Hom,.(J, M) est donc 1somorphe au
groupe abélien M, M. ou M, se compose des éléments m, € M tels que im, =m, {

et 2m,=o, et M, se compose des éléments m, €M tels que im,= o0 =m,.
Pour que f provienne d’un élément de Hom \.(A°, M), il faut et il suffit que

my=fIlR1+1Q)=UQ1+1Q() O Q1) =im' +m'(
et

m,=f(2@1)=2f(1 Q1) =2m,
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oum' = f(1Q1)€M. Alors
Im (Hom,.(A¢, M) — Hom,.(J, M))

est 1somorphe au sous-groupe N de M, M, formé des éléments de la forme
(im'+m'i, 2m’). On a

Ext. (A, M) = (M, @ M,)/N.
Ext* \.(A, M) est lsomorphe au groupe des couples (m,, m,); m,, m, €M tels que
im, =m, i, 2m, =0 et im,=o=1,1, divisé par le sous-groupe des éléments de
la forme (zm —+m't, am’).

L’injection ¢: Hoch?* (A, M) — Exti.(A, M) est définie en associant a chaque e,
(tel que im,=m, 1, 2m,=0) le couple (m,, o).

H*(A, M). — D’aprés le théoréeme 3, il suffit de construire une résolution
libre et acyclique de 'anneau A. Soit Uy, =I' =7+ iZ et ¢:U, > A 'homomor-
phisme canonique I'—>T/i(2%). Soit U,=1Z et soit d,:U, - U, 'homomor-
phisme de groupes abéliens donné par 1 —27. On a donc une suite de groupes
abéliens :

7 N :
0—>U, U5\ —>o,

ou ¢ est un homomorphisme d’anneaux. U, est un Z-module libre avec 1 et ¢
comme éléments de base, et U, est un Z-module libre avec 1 comme ¢lément de
base. Soit ue U, et soient ¢, ¢ € U,. On définit

w =d7'[u(dv)]; vu—=d' [(div)u]; pe' =o.

L’algebre U=U, U, est une algebre différentielle graduée et I'on a obtenu
une résolution libre et acyclique (U, A, ¢) de A. Soit X, 'ensemble {1, 7} et
soit X, I'ensemble {1

Soit fe Hom (U,Q U,, M) P Hom (U,, M) une 2-cochaine. On voit que f est
bien déterminé par deux applications ensemblistes :

Vit Xy <X Xg—>M
o 1 Xy — M.
Le cobord ¢/ est un ¢lément de
om (Uy® Uy ® Uo, M) @ Hom (U, ® U, M) @ Hom (U, ® U,, M).
On a les formules :
of ey |t vy | = (caty) flus | as | — flovas | as ) =4 fla | sy
— flu | us| (cuy) (try ttyy us€Uy);
offw|vc|—=flulde|+ (za) flu]— fluv| (ve Uy, rell);
affelu)—=— flde|u| -+ fleu]— fl¢]|(cu).

Soit f un cocycle. On substitue & u,, u., u; la valeur 1 ou s, dans la premiére

relation (avec of = o) et I'on obtient les relations :

(G =, 0, nG =006 (G =10 0
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La seconde relation (avec ¢ /= o0) donne pour u=1, v =1
Sl 2d]+ fl1]) — fl1] =o, c'est-a-dire 27y;(1, {) = o.
Elle donne pour u=1¢, v =1:
2y (1, 0) = — (v2(1) = 72 (1),
puisque 2im = o pour tout 2 &€ M. De méme, la troisiéme relation (avec £f=o)
donne des relations :
27, (7, 1) =0 et 27 (4, 1) = v (1) @.
Si Pon éerit vy, (1, 1)=m,, Y.(4, {)=m, et y,(1)=m,, on a les relations
omy=m,, a(myl) = o =12(im,), et Ay T= LN, == ML

Les relations 2(m, )= o=2(im,) sont valables pour tous les éléments de M
(par définition). Le groupe abélien des 2-cocycles est donc isomorphe au sous-
groupe de MEPMEPM qui se compose des éléments (m,, my, 1m5); mq,m,,m, €M,

tels que im, =m, ¢ et 2m, = im,=m, 1.
Si f=2g ou g€Hom (U,, M), on a

Jlw | us | = (cu) glu. | — gluwges |+ gluy ] (e12);
JIvl  =—gldv]
(uy, u, €U, vel,).
Donc A
T, 1) =g (1), Ta(1, ) =g ()4, (1) =g (1),
(D) =ig(@) +g()i,  va(1)=—gl2i]=—28()
etl’ona
my=g(1), my=ig() +g@)i et my,=—=—2g(1).

Ecrivant — g(¢)=m’', on a
my—— tm' — m' it =im' + m't et my=—=om'.

Le groupe abélien de 2-cobords est isomorphe au sous-groupe de MEHM P M
qui se compose des éléments (m,, m,, m,) tels que m,=im' + m't, m, = 2m’;
m' €M.

Finalement H*(A, M) est isomorphe au groupe abélien des couples (m,, m.,),
my, my&M tels que tmy=m,1 et 2.m,=1m,=m,i, divis¢ par le sous-groupe
des (m,, my) de la forme m, = im' 4 m'i et m,=2m'.

L’injection ¢ : Extj.(A, M) -> H*(A, M) est définie par (m,, m, ) — (my, my).

Exemple 1. — Soit M = Z, un A-bimodule avec im = o =mi pour tout m & M.
On voit aussitot que :

Hoch?(A, M) > Z,,
Extd, (A, M) >~ Z,@ Z,,
H2 (A, M) & 2o o
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On a donc :
Hoch? (A, M) 2 Extd, (A, M) =~ H2(A, M).

Exemple 2. — Soit M =7, un A-bimodule avec im =mi =2 m.

Les éléments de Z, qui satisfont aux relations tm = mi et 2 m = osonto et 2.
Parmi ces deux éléments, o est le seul élément de la forme im/+ m/i. (En
effet, im'+m'i —=2m'+ 2m'=0). On a donc :

Hoch? (A, M) >~ 7Z,.

Les couples (m,, m,); m;, m, €M qui satisfont aux relations im,=o=m,1,
im,=m,i et 2m,=o sont (0, 0), (0, 2), (2, 0) et (2, 2). Parmi ces éléments,
(0, 0) et (o, 2) sont ceux de la forme (zm’ 4 m'i, 2m’). On a donc :

Extf\e (A, M) >~ Zg.

Les couples (mi,mg) m;, m, €M qui satisfont aux relations im, =m,7 et
2m, = im,=m,1 sont ceux tels que 2 (m,—m,)=o. Ceux qui sont de la
forme m,=im'+ m'i et m,=2m’ sont les couples (o, 2m’). Le groupe
quotient est un groupe cyclique de quatre éléments, engendré, par exemple,
par la classe de (1,1). On a donc :

H2(A, M) ~ Z,.

Dans cet exemple, on a :

Hoch2(A, M) = Ext3, (A, M) 22 I2 (A, M).

Exemple 3. — Soit M=7,p Z,, la somme directe des A-bimodules Z, et Z,
des Exemples 1 et 2. Dans cet exemple :

~Hoch?(A, M) >~ 7Z,P Z,,
Exti. (A, M)~ 7, D Z, P Z,,
H2(A, M)~ Z, P Z, PZ.

et
Hoch? (A, M) & Ext?y, (A, M) o H2(A, M).

Hoch? (A, M) estun groupe de 4 éléments, Ext}. (A, M) est un groupe de 8 él¢-
ments et H2(A, M) est un groupe de 16 éléments.

CHAPITRE 1V.

1. LES BIMULTIPLICATIONS D'UNE ALGEBRE.

Soit A une K-algébre n’ayant pas nécessairement d’élément unité. On définit,
d’aprés Hoschschild [2] et Mac Lane [ 4 ], une bimultiplication de la K-algébre A
comme un couple d’applications @ » ga, a—ao de A dans lui-méme qui

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIII. — Fasc. 2. 25
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satisfont aux relations suivantes :

(1.1) cla+b)y=ca+aob; (a+blo=aoc+bo,
(1.2) g (ab) = (ca)b, (abye =a (ba),
(1.3) g (ka) =k (s a), (ka)e =k (ao),
(1.4) a(cb)y=(ac)d

pour tous a, bEA, et kK.
La somme ¢ 4 7 et le produit ot de deux bimultiplications ¢ et = sont définis
par les relations :

(1.5) (e+1)a=ca+r71a; a(c+71)—=ac—+ar,
(1.6) (ot)a=0c(ta); a(ot)=(ao)r.

Si k est un élément de K et o est une bimultiplication de A, le produit £ ¢ est
défini par les relations :

(1.7) (koYa=k(ga); a(ke)=k(ao).

Il est évident que o + =, o7 et k o sont des bimultiplications de A ; avec ces opé-
rations 'ensemble de toutes les bimultiplications de A forme une K-algébre
(avec élément unité) qu’on note M,.

Chaque élément c € A induit une bimultiplication p.. définie par les relations :

(1.8) pe@—=ca; . ap.—ac (a€A),

qu’on appelle une bimultiplication intérieure de A. L’application p. : A — M, est
un homomorphisme de K-algébres, et si A posséde un élément unité, on
ap(1)=r1. Comme :

(1.9) O == loe; MO = oy KM= e,

I'image u A de cet homomorphisme est un idéal bilatére de la K-algébre M,.

L’algébre quotient P, = M, /1. A est une K-algébre (avec élément unité) qu'on
appelle 'algébre des bimultiplications extérieures, ou bien 'algébre des classes
de bimultiplications de A. Le noyau de p. est un idéal bilatere C, de I'algebre A;
c€C, signifie que ca = o = ac pour tout a€A. On appelle C, le bicentre de A
(Hoschschild [2] I'appelle le nucleus de A). On a donc une suite exacte de
K-algébres :

(1.10) 0——>CA—1]>A—};MA—C>PA—>0,
ou v}, p et { sont des K-homomorphismes d’algébres.

Remarque. — Si A posséde un élément unité, d’aprés (1.2) toutes les bimul-
tiplications de A sont intérieures, C,=o, P, =o.

Observons que C, est un P,-module 4 gauche et a droite par les opéra-
tions ¢ >scetc—cao, c€C, a€M,; car ac et canedépendent pas du choix de
I’élément o dans la classe de P ; mais C, n’est pas nécessairement un P,-bimodule.
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Deux bimultiplications ¢ et < sont dites permutables si g(at)=(ca)~< et
t(ac)=(7a)c pour tout a€A. Il est bien évident que si ¢ et = sont permu-
tables, ko et &'t le sont aussi, ou £, £’ €K. D’aprés (1.2), 5 et une bimultiplica-
tion intérieure sont permutables; donc on peut parler de deux bimultiplications
extérieures permutables. En particulier o est auto-permutable sig(ag)=(sa)as
pour tout a€A. .

Soit A une K-algébre n’ayant pas nécessairement d’élément unité, et A une
K-algébre (avec élément unité). Une extension de A avec noyau A est une suite
exacte de K-algébres :

(1.11) o>ASEL A o,

ou E est une K-algébre (avec élément unité) et § est un homomorphisme (uni-
taire) de K-algébres, i. e. 3(1)=1. Comme « A est un idéal bilatére de la
K-algébre E, I'application qui associe a chaque élément e € E la bimultiplication
intérieure de E définie par e donne un homomorphisme (unitaire) d’algébres
v : E > M;; de plus deux bimultiplications quelconques de I'image de v sont per-
mutables. Comme I'image de a A par v est la sous-algébre des bimultiplications
intérieures de A, v induit un homomorphisme (unitaire) de K-algébres :

(1.12) 0: APy,

tel que deux éléments quelconques de 6 A soient permutables. On exprime
cette propriété de permutabilité de deux éléments quelconques de 6 A en disant,
d’aprés Hochschild [2], que 6 est un homomorphisme régulier.

Donnons-nous deux K-algébres A et A (A n’ayant pas nécessairement d’élé-
ment unité et A ayant un élément unité) et un homomorphisme (unitaire) régu-
lier 6 : A — P,; le probléme d’extension consiste 4 chercher une K-algébre E (avec
élément unité) et des homomorphismes a et § (3 unitaire) tels que la suite (1.11)
soit exacte et que 'homomorphisme A - P, induit par (1.11) soit 'homomor-
phisme 6 donné. Deux extensions E et E' (relatives aun méme 6) sont équivalentes
s'il existe un K-homomorphisme d’algébres ¢ : E — E’ tel que le diagramme
suivant soit commutatif :

AN

o—->A/ R°>A-—>0

NP

La commutativité de ce diagramme implique que ¢ est un isomorphisme.
On a remarqué que C, est un P,-module 4 gauche et a droite. Si0: A — P, est
un homomorphisme régulier, C, est un A-bimodule par les opérations :

(1.13) Ace=(02)c, ch=c(02) (ceCy, A€A).

Si A est une K-algébre telle que A*>=o0, onaC, = A, M, =P, etl'on est dans
le cas du chapitre III (§2).
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9. L’0BSTRUCTION.

Supposons donnés une K-algébre A (n’ayant pas nécessairement d’élément
unité), une K-algébre A (avec élément unité) et un homomorphisme (unitaire)
régulier 0 : A — P, qui définit comme on vient de le voir une structure
de A-bimodule sur le bicentre C,. On se propose d’associer a 0 une classe de
cohomologie de dimension 3 de H* (A, C,) qui sera appelée l'obstruction de .

Soit : A M, une application (ensembliste) telle que o(X) soit un
élément de la classe 04, pour tout A€A. Supposons aussi que s(0o)=o0 et
o(1)=r1, la bimultiplication identique.

Définissons deux applications (ensemblistes) :

Tit A X A=A,
T2t No —A,
telles que :

(2.1) #Y1(Aey do) =0 (lde) — 0 (M) o (Re),
(2.2) HYz(")ZEkiU()\i)a
ou

M,y ey MEA, N :Zki(},—)eNo avec Z/\'i)\i:o

et pwyi(As, As), py2(n) sont les bimultiplications intérieures de A induites
par y.(Ay, Ay) et yo(n) resp. Les applications v,, v, ne sont pas bien détermi-
nées, mais les bimultiplications induites par vy,, v, sont bien déterminées. Il
faut noter que ces applications sont possibles en vertu du fait que 0 est un homo-
morphisme d’algébres et donc

c(hh)—o(M)a(h) et D ko(k)— a’<2 /.-,ml.> :Z kia (h;)

sont des bimultiplications intérieures de A.
Définissons une 3-cochaine favaleurs dans C, par quatre applications (notées

par la méme lettre /) :
AXAXA—>Cy

A X No —%CA
N0>< A ">‘CA
N1 '—>CA

qui satisfont aux relations suivantes :

(2.3) S hey b
:a()w)')’i (7\2» 7\3) — ‘)’1(7\1)\2, )\::) +‘{1(7\1, 7\27\::) — ‘]’1(7\1, 7\2) 0'(7\3),
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(2.4) SOmy = Pk 1) +o() y2(n) —12(kn),
i
(2.5) f(n, ) :—Zkiyl(li, 1) — Y2 (n)o () + v (n}),
(2.6) F) ==Y K1:(n),
i

0t ki, Aoy Aoy 2y €A, n="X k(%) EN,, ' =D K, (n;) EN,.

Les seconds membres des relations (2.3)-(2.6) ont leurs valeurs dans C, parce
que si 'on applique w et sil’on calcule leurs valeurs par (2. 1) et (2.2) on obtient
zéro. Onvoit d’aprés les formules du cobord d’une 2-cochaine au chapitre IIT (§2)
que f=2h, ou A est une 2-cochaine a valeurs dans A, définie par (v,, v,) avec
la différence que A n’est pas un M,-bimodule.

On appelle la 3-cochaine f une obstruction de 6.

TutoriME 5. — Une obstruction f de § est un 3-cocycle, et deuzx obstructions
sont cohomologues. St f est une obstruction de 9, alors un 3-cocycle cohomologue
a f est aussi une obstruction de 9.

Démonstration. — On ne peut pas dire tout de suite que 6/ = 83 h = o, parce
que A n’est pas un M,-bimodule et I’on n’a pas

c(M)o(h) =a(Mh) et zkia()\i) :a(Zm,-),

ou Ay, Ay, EA, k€KL

Pour vérifier que 5f=o pour huit sortes d’éléments dans les ensembles
A< A< A>x<A, A><A><N,, A>x<Nyx<A, No><xA>x<A, A>x<N,, N, <A,
No>< N, et N,, il faut s’assurer que les termes qui impliquent

o (M, he) —a (M) a (k) et Zl{io’(li) — o‘<2 kili>

s’annulent; les autres termes s’annuleront comme d’habitude dans I'iden-
tité 66 = o.
Par exemple :

6f()\, ) n):d()x)f(p., n) —f(lp'a n) +f()‘a P‘n) _Zklf()\a ) 11’)7

ou ), p€A, n="y k(%)EN,. Les termes qui impliquent

(Mo (p) —ao(hp) et Ekia'(li)
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sont :

7 (1) 7 (1) Fa(n) — 0 (4p) 1o (1) + 12 O ) <Zkia(m>

== p) () +11 (4 p)ya(n)  par (3.1) et (3.2),

pumnd 0.

Prenons un autre exemple .

6f(ll1, Ilg) :—-Ekif()\i, nsz) —Zij(ni, P-/) +f<2k,~()\ing)>—f<2l/(n,p.,~)>,
i Vi i 7
ou nizz_lq()\,-), n?:21j( ;) €Ny, A;, u;€A. Les termes qui impliquent
i j

zkia(li) et 21,0'(;1,-)

/
sont

— (B () ) )+ () <21/0(w)>
=— h(ny) h(ny) + h(ny) h(n,) par (2.1) et (2.2),
—=o0.

De méme on peut vérifier que 6= o dans tous les autres cas. Ainsi f est un
3-cocycle.

Pour montrer que deux obstructions de 6 sont cohomologues, notons que f
dépend du choix de o et de A =(y,, y.). D’abord on va montrer que si 'on prend
une seconde application ¢’ : A —~ M, compatible avec 6 (¢’'(0) =0, o'(1)=1),
on peut choisir 2 de maniére que freste le méme. En effet, o’ — ¢ a ses valeurs
dans A, parce que o’(1) — a() appartient 4 la méme classe 6. Ecrivons

' (M) =a(A) + pr(R) pour tout A€A.
On calcule d’aprés (2.1) et (2.2) que :

o' (Mhy) — ' (M) ' (%)
=y (A, he) + p[T(Mds) — (M) a(Re) — o (1) T(Rs) — T(M1) T(R0)]
et

Zkia’(h) = pY2(n) + “(Z kir()\i)>, n :2 k:(};) €Ny.

Choisissons ' = (¥, ¥,) de facon que :
')’li (?\1, )\z) :')’1(7\1, 7\2) +T(7\1)\2) —_ T()\l) G()\?) — U(la)f()\z) - T(li)f()\g),
Ta(n) =1a(r) + X ki ().
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On voit que h'= h — ¢z, sauf pour un terme additionnel —<(%,)=(%,) dans la
premiér‘e relation. Grace a ce terme on vérifie que oh =20k, de la méme facon
qu’on a vérifié que ¢f= o. Ainsi 'obstruction définie par ¢’ et 4’ est encore f.

De plus, si I'on a choisi 6 : A — M, une fois pour toutes, et sil'on prend /2’ au
lieu de A tel que . /' = h, i’ — h = g a ses valeurs dans C,. Inversement si l'on
ajoute a h une 2-cochaine g a valeurs dans C,, p(h—+ g) reste le méme,
donc A'="h—+ g est un bon choix. Si f’ est la nouvelle obstruction donnée
par A'(et g)ona:

ff=0h=0(h+g)=f+dg.

La démonstration est ainsi achevée.

D’aprés le théoréme 5, la classe de cohomologie &, de H*(A, C,) est déter-
minée par /; on I'appelle lobstruction de 6. (Remarquer la différence entre une
obstruction et I'obstruction.)

TutoriMe 6. — Un homomorphisme régulier 6 : A — P, est induit par une
extension st et seulement st Uobstruction £,— o.

Démonstration. — Soit :

o> ASEL Ao

une extension qui induit 6. Soit g : A - E avec p(0)=o0, p(1)=1 une appli-
cation (ensembliste) telle que Bp = identité. On prend o : A — M, en compo-
sant p avec v : E — M,. Alors

”{1(1.“ L) =p(hhy) —p (M) p(y),
Ta(n) = kip (M)

<11, hoy MEA, n:E/{i()\i)eNo\)-

Si 'on substitue ces valeurs de v,, vy, dans (2.3)-(2.6) on trouve f=o.

Inversement, soit &= o. D’aprés ce qui precéde, on peut choisir 2= (y,, v.)
de facon que f=o. Définissons une K-algébre E en prenant I'ensemble des
couples (a, 1), a€A, A€ A avec

Zki(ai, N) = <2kia;—|— T2(n), Zki1i>,

i 1

(@1, M) (@ X)) = (a1as+ arhs+ hyay— Y1()\17 ho), hihs),

ou Tl:Eki()\,‘)—Z(ki)\i>EN0y )\h )\29 )\iEA9 ]C,'EK.

Les dix identités dans une algébre sont vérifiées par ces opérations, parce
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que f=o0.On voit que (o, o) est I'élément zéro de E et (o, 1) est I'élément
unité de E (parce que ¢ (1) =1) et que 0 est induit par 'extension :

o—)A——O;E—ﬁ—‘;A—>0,

oua(a)=(a,o)etB(a, \)y="n, a€A, LEA.
C.Q.F.D.

Tutorime 7. — S'il existe une extension de A avec noyau A qui induit
0: APy, alors il existe une correspondance bijective entre U’ensemble des
classes d'équivalence des extensions qui induisent 9 et le groupe de cohomo-
021 , out e bicentr considéré comme un A-bimodule grdce
logie H* (A, C)), ot le bicentre C, de A est d me un A-bimodul.

al.

Démonstration. — S’il existe une extension qui induit 0, I'obstruction & =o0
et 'on peut choisir f=o dans les équations (2.3)-(2.6), o : A — M, étant
déja fixé une fois pour toutes. Soit g un 2-cocycle a valeurs dans C,. Si A, est
une solution des équations (2.3)-(2.6)avec f =0, h, - g est aussi une solution.
La correspondance « h,+ g <> la classe de cohomologie de g », donne la cor-
respondance énoncée dans le théoréme.

C.Q.F.D.

La correspondance dans le théoréme 7 n’est pas canonique parce qu’il faut
d’abord choisir une solution 2 = A, des équations (2.3)-(2.6) avec f=o0; une
fois qu’on a cette solution %,, chaque 2-cocycle g a valeurs dans C, définit une
autre solution. On peut donner une autre démonstration qui montre plus clai-
rement la correspondance en question; il suffit de recopier la démonstration de
Mac Lane [4], et pour cette raison on ne la donne pas ici.

3. LE THEOREME D’EXISTENCE.

Dans cette section on va prouver un théoréme qui est une généralisation
d’un théoréme du a Mac Lane [ 4, théoréme 8].

Tatorime 8. — Soit A une K-algébre (avec élément unité) et soit M un
A-bimodule. Soit f un 3-cocyle de A a coefficients dans M. Alors il existe une
K-algébre A ayant M comme bicentre et un homomorphisme régulier de
K-algébres 0 : A — P, tels que O induise sur M la structure de A-bimodule donnée
et que [ soit une obstruction de 0.

La démonstration de ce théoréme n’est pas différente de celle donnée par
Mac Lane, sauf pour quelques points additionnels. Pour donner une image
compléte de la démonstration et pour pouvoir préciser les points additionnels,
on donnera les définitions préliminaires et la construction du module A en
détail, mais on ne donnera pas les démonstrations des lemmes sauf pour les
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choses additionnelles qu’il faut démontrer. On gardera, en général, les notations
de Mac Lane pour éviter des confusions.

Soit :

L=U+UQU;+...+UyRxk.. - QxUs+...

une K-algébre ou U,=K(A). On écrit ¢ — ¢ > pour I'application identique
de U, dans L. Cette application est K-linéaire, mais elle n’est pas multiplicative.
On note {g>@r>par{qg>{r>;q, r&U, Onidentifie (¢g>{1> et {1)>{q>
avec (¢ > de sorte que (1> devient I’élément unité de I'algébre L (c’est-a-dire
on prend le quotient de ’algébre L par I'idéal engendré par tous les éléments
{qyliy—Lq> et {1){q>—<q> et I'on note I'algébre quotient encore
par L).

On a deux homomorphismes d’algébres S:L — U, défini par {q>—q et
eS:L — A qui est composé de S et e: U, — A. Soient

C=Ker[eS:L—>A], D =Ker[S:L—U,];
C et D sont des idéaux de K-algébre L avec LOCD>D. Comme la suite
U, %> U, > A est exacte, C/D >~ 0U,, (on note o la différentielle de U au lieu
de d).
Définissons avec Mac Lane
P(g, r)=<qr>—<g9>{r> (g,rel),
P(q1, ..oy @) =Plqi, ). . . P(@ems, @2m)  (m=1,2, ..., q:€1,),
P(q, . Qo) =P (q1, .. o5 Gam) { Goman > (m=ru, 2, ..., ¢;€U,),
S(u)=<du> (uely).
On a S(aw) = o pour tout we U,.

LemMe 1. — D est engendré (comme K-module) par les éléments P(qy, ..., q.),
g€Usyetn=2,3, ..., tandis que C est engendré par ces éléments et les éléments
S(u), u€U,. Les seules relations entre les générateurs P et S sont la relation
S(ow) = o, la K-linéarité de S(u) en u, la K-multilinéarité de P et les relations
sutvantes :

P((h, cees iy Iy Gy ooy (]2m) =0 ‘(léiézm)v
(3.1) P(qi, .oy Gicay 1, Qivay vy Qamar) = O (1LiZL2m),
P(%, cecy (]‘2"1» I):P((]u o0 0y (]21n)~

Comme C et D sont des idéaux de L, la bimultiplication intérieure de L
induite par {¢> est une bimultiplication de C et de D; on la note ¢,. On a,
avec Mac Lane,

n—1

(32) Pqup(QM sy Qn) :2("_ l)iP(%, ey q:‘qt+u ) qn) -+ (—1)”P(‘]o, ] qn)a
i=0

(3.3&) P(QM ey Q‘zm) Pl‘: P((]u ceey q‘zmy 7'),

(3.3b) P(QM ceey q2m+1)PI“:—P(’]17 cos Qaman, T) P(qh <oy Qams Gemia ),

(3.4) pyS (1) =—P(q, ou),

(35) S(“)P‘IZ-P(dua Q)+S(u7 9)

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIIL. — Fasc. 2. 26
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Pour ¢, re U, et k€K,

(3.6) Potr=Pq0ry  Per=000r+ Py Kpg=pr €L pi=1.
(noter la relation additionnelle Ap, = pi;).

Dans le théoréme 8, A, M et fsont donnés. Construisons un K-module :
A=M@U.@D)/N,
ou N est le sous-module engendré par les éléments f(¢) 4 dv, pour tout v € U,.
(On est obligé de changer ici la notation de Mac Lane parce que K désigne

I'anneau de base).
Définissons une application K-linéaire {: A — C par

b(m+u+d)y=S(u)+d (meM, uel,, deD).
Lemme 2. — L'application § donne une suite exacte de K-modules
o—>M-—>A —¥> C—o.

LemMe 3. — Pour chaque q€U, un endomorphisme a —n<,a, (a€A) de
K-modules A est défini par

m=(cq)m  (meM),
tou=/f(q|lu) —P(q, du) + qu (uely),
P (r, )= f(qlr|s) +p,P(r,s) (r, sel),
P (rys, ) =f(q|r|s)(et) +p,P(r, s, 1) (teUy),
T P(ryy oo, ) =p,P(ry, o0y 1) (n>3).

Ces endomorphismes satisfont aux relations

Tgstqs = Ty Tqo k(tga) =tk a, Y(rpa) =p,¥a,

et ¢, =1, I'endomorphisme identique, ou k€K, a€A.
On peut donc définir un endomorphisme kt, = 1,,.

Lemme 4. — Pour chaque q€U, un endomorphisme a - ax,(a€A) de
K-modules est défini par :

mt,=m(zq) (meM),
utg—=— f(u|q) — P(du, q) + uq (vely),
dr,=dp, (deD).

Ces endomorphismes satisfont aux relations
Taetqe = Tqu ™ Tgss k(aty) = atyy, Y(aty) = (Ya)p,
et p,=1, ou k€K, a€A. On peut donc définir un endomorphisme kz,= 74,.

LEMME 5. — Pour tous q, r€U, et a €A,

(rpa)tr=14(a7,).
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Lemme 6. — Une multiplication dans A est définie par
(m+u+d)y(m'+u+d)=r1,,t+ 7y, d+ dr,. + dd,

oum, m'€M; u, W' €U,; d €D, et dd' est le produit dans U’idéal D. Pour cette
multiplication, U : A — C est une application multiplicative.

Lemme 7. — Pour u€ U, et a€A, ua=r,,a et au = ax,,.
Lemme 8. — Pour q, r € U, et p. la bimultiplication intérieure de A,
Tgr = TgTr= Pp(7,)-
LeMMe 9. — Pour q€U, et a, bEA, |
7, (ab) = (7,;a)b, (aty))b =a(t,b), (ab)r,=a(br,).
Lemme 10. — La multiplication dans A est associative.

LemMe 41. — A est une K-algébre, § est un homomorphisme d’algébres et la suite
de K-algébres

W
0>M-—>A5C->o
est exacte, l'image de M étant le bicentre de A.

Pour montrer que A est une K-algébre, il faut montrer en plus que
(ka)b =k(ab) = a(kbd) (a, beA, keK).

Sia (resp. b) est contenu dans M, ka (resp. kb) est contenu dans M, et par le
lemme 6, tous les trois membres sont zéro. Si a et b sont dans D, les relations
sont satisfaites, car D est une sous-algebre de la K-algébre L. Il reste donc a
démontrer les égalités lorsque I'un des deux éléments @ et b est contenu
dans U,.

Soita=ueU,. Alors

(ka)b = (tisub) = (kb)) =k (75,0) = k(ab)
et
a(kb) =7y (kb) = k(75,0) = k(ab).

Sibe U, on démontre les égalités de la méme maniére.

LemMe 12. — Pour LN€A, la correspondance 0). = <, induit un homomor-
phisme régulier de K-algeébres ‘
0:A—P,.

Pour montrer que 0 est K-linéaire, on observe que

0 (kXY = Ty = TRn—r0y + Tk
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Or (k2)—k())€Ker ¢ et donc il existe un élémentu€ U, tel que ou=(kh)—k(%),
Par le lemme 7 on voit que )iz = T,, est une bimultiplication intérieure
de A. On a donc

0(k2) =1, modulo les bimultiplications intérieures de A,
= kT()\) » » » ”,

E/{(e)\) » » » ».

Lemme 13. — Le cocycle f est une obstruction de 9.

On va démontrer ce lemme en détail. Définissons une application
(ensembliste) o:A — M, par la relation a(A)=1;), ou A€ A et ()€ U,. Alors

o (M) — o (A) o (Re) =Ty — T T = P (A1, 22) par le lemme 8, %, L, €A.

Z kio(2;) :Z kit =T = [y
i i

oun =Zl€,()&,>eN0 CUo, ]C,EK et )\[EA.
Définissons les applications y,: A><A — A et y,: N, — A par

Y1(A1, 22) =P (A4, X2) €D,
Y2(n) = (n)€U,.

Aussi

Si 'on substitue ces valeurs de o et (y4, v,) dans les seconds membres des
relations (2.3)-(2.6) on obtient f. En effet le second membre de (2.3) donne

TP (Ao, A3) — P(Ride, As) + P (Ay, 2o25) — P (hy, R2)7py)
= f(A, doy 23) oy P (Rey 43) — P (R ds, X3) + P (A, 2o2y)
— P (%, %) 00y, par les lemmes 3 et k.
= f(M, 22, ;) en vertu de la relation (3.2).

Le second membre de (2.4) donne

N kPO, W)+ —dn
:2 kP, &)+ f(, ) _2 kP, ) +kn—2dn,  parle lemme 3.

De méme, on voit que le second membre de (2.5) donne f(n, 1). Enfin le
second membre de (2.6) donne

——2 K;(n;)=—o0n' = f(n') (modulo N).

Ainsi f est une obstruction de 0.
La démonstration du théoréme 8 est achevée.
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%. INTERPRETATION DE LA STRUCTURE DE K-mopuLe pe H".

On peut donner une interprétation de H*(A, M) exactement comme dans [2].
On peut définir la somme de deux homomorphismes réguliers 0,:A — P, et
f,:A — P, avec un bicentre commun et 'on peut définir le produit d'un homo-
morphisme régulier 6:A —~ P, par un élément £€K. On peut aussi définir un
K-isomorphisme entre deux homomorphismes réguliers 0,:A — P, et 0,:I'—-P,,
avec un bicentre commun. Tout cela se fait comme dans [2]. Si f, (resp. f3) est
une obstruction d’'un homomorphisme régulier 0, : A—P, (resp. 0,: A —P,),
les algébres A, et A, ayant un bicentre commun, on peut montrer sans peine
que f,+ f, est une obstruction de la somme 0, et 0,. De méme si f est une
obstruction d’'un homomorphisme régulier 6:A —P,, kf est une obstruction
de £9.

Définition. — On dit que deux homomorphismes réguliers 0,:A —P, et
0,:A - P,, avec un bicentre commun sont semblables, s’il existe deux homo-
morphismes réguliers ®,:A — P, et ®,:A — P, dont les obstructions sont
zéro, tels que 'homomorphisme 0, 4 @, soit K-isomorphe 4 '’homomorphisme
0+ @, ou 0;+ ®;(i =1, 2) désigne la somme des homomorphismes 0; et @,.

Finalement, on a le

Tutorime 9. — L'ensemble des classes de similitude d’komomo;phismes régu-
liers 0:A —P,, ou A est une algébre quelconque avec bicentre donné M, et ou 0
induit sur M la structure de A-bimodule donné, a la structure d’un K-module.
L'application qui associe a chaque classe de similitude son obstruction est un
K-isomorphisme de ce K-module sur le K-module H* (A, M).
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