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COHOMOLOGIE
DES

, (1)ALGEBRES ASSOCIATIVES
PAR M. UMESHACHANDRA SHUKLA.

•XX.

INTRODUCTION.

La théorie de la cohomologie d'une algèbre associative sur un corps a été
donnée par Hochschild. Elle est décrite par Cartan et Eilenberg [1, IX] comme
un cas particulier de leur théorie générale. L'algèbre associative est un espace
vectoriel sur le corps de base, et la structure linéaire de l'algèbre est donc
triviale; la structure multiplicative joue le rôle principal dans la théorie de la
cohomologie. Mac Lane ([3], [4]) a développé une théorie de la cohomologie
d'un anneau (c'est-à-dire une algèbre associative sur l'anneau des entiers natu-
rels). Dans ce cas les deux structures (linéaire et multiplicative) sont non-
triviales. On donne ici une théorie de la cohomologie d'une algèbre associative
sur un anneau commutatif quelconque. Lorsque l'anneau de base est un corps,
cette théorie se réduit à la théorie de la cohomologie donnée par Hochschild;
et lorsque l'anneau de base est l'anneau des entiers naturels, on retrouve la
théorie de la cohomologie d'un anneau énoncée par Mac Lane. Dans ce sens la
théorie développée ici est une vraie généralisation des deux théories précédentes.

Soit A une algèbre associative (avec élément unité) sur un anneau commu-
tatif K (avec élément unité). Soit M un A-bimodule. On va définir les groupes
de cohomologie de l'algèbre A à coefficients dans le A-bimodule M et on les
notera tP(A, M), ^^o.

Soit U ==VL^ une algèbre différentielle graduée sur K, et soit E : U -^ A un
71^:0

homomorphisme d'algèbres différentielles graduées (la différentielle et la

(1) Thèse Se. math., Paris, 1960.
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graduation de A étant triviales). On peut considérer M comme un U-bimodule. On
définit un complexe d3(U) sur l'algèbre U (chap. I, §1) et l'on définit le
K-module Homu^u*(tô(U), M) qui possède une graduation et une différentielle
(chap. I, §2). On prouve (théorème 1) que si U et U' sont deux algèbres diffé-
rentielles graduées qui possèdent des K-bases homogènes (ou même qui sont
K-projectives) et si ç : U -> LV est un homomorphisme d'algèbres différentielles
graduées tel que l'homomorphisme induit H^(U) -> H^(U') soit un isomorphisme,
alors l'homomorphisme

H^Hom^^c^U^ M))->IP(Mom^^(tô(U), M ) )

est un isomorphisme.
Une algèbre différentielle graduée U, munie d'un homomorphisme £ : U -> A,

est, par définition, une résolution fortement libre et acyclique de A si les condi-
tions suivantes sont satisfaites :

(i) U possède une K-base homogène, contenant i , telle que le produit de
deux éléments de base soit un élément de base, et

(ii) la suite des K-modules

. . . ->U,AU,-^ .. . ->U^U,4.A ->o

est exacte.
D'autre part, U est, par définition, une résolution K-projectwe et fortement

acyclique de A si les conditions suivantes sont satisfaites :
(i) U est K-projectif;
(ii) la suite des K-modules ci-dessus est exacte, et
(iii) il existe une application multiplicative cr : A -> Uo telle que £Œ soit l'appli-

cation identique de A dans A.
On montre l'existence de ces deux sortes de résolution (chap. II, §1), et

l'on prouve que si U est une résolution fortement libre et acyclique de A,
ou bien une résolution K-projective et fortement acyclique de A, le K-module
H^Hom^u^^U), M)) est indépendant du choix de la résolution U (chap. II,
théorème 2). On définit H^(HomLî(g)u*(rô(U), M)) comme le K-module de cohomo-
logie de A à coefficients dans M. Si A est K-projectif, on peut prendre U = A,
et l'on retrouve les groupes de cohomologie définis par Hochschild. Si K = Z,
l'anneau des entiers naturels, on peut choisir pour U l'anneau différentiel
gradué V construit par Mac Lane [4, §11] et l'on retrouve les groupes de
cohomologie IP((J3(V(A)), M), obtenus par Mac Lane.

Le K-module H°(A, M) est isomorphe au sous-module des éléments invariants
duA-bimoduleM(i. e. d e s m e M t e I s q u e À / ^ = / 7 2 À p o u r t o u t X e A ) , e t tTYA.M)
est isomorphe au K-module des homomorphismes croisés de A dans M, divisé
par le sous-module des homomorphismes principaux (chap. III, § 1). Le
groupe H^A, M) est en correspondance bijective naturelle avec l'ensemble
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des classes d'équivalence des extensions de A avec noyau M tel que M2 = o
(chap. III, §2). Maintenant, on a trois théories :

(i) les modules de cohomologie définis par Hochschild, qu'on notera
Hoch^A, M)(^^o);

(ii) les modules Ext^(A, M) [1, IX]; et
(iii) les modules de cohomologie H"(A, M) définis ici.
On obtient (chap. III, § 3) des homomorphismes

Moch/^A, M)-^Ext"v(A, M)-il-^(A, M).

Pour n == o et i, 9 et ^ sont des isomorphismes. Pour n = 2, o et '̂  sont des
monomorphismes. On montre par des exemples que les trois modules Hoch2 (A,M),
Ext^,(A, M) et H2 (A, M) sont en général distincts.

On définit, d'après [2] et [4], les bimultiplications d'une K-algèbre A (n'ayant
pas nécessairement d'élément unité) et l'on pose le problème général des
extensions d'algèbres (chap. IV, §1). On définit l'obstruction d'un homomor-
phisme 6 de A dans l'algèbre des bimultiplications extérieures de A, tel que
l'image de 0 se compose d'éléments « deux à deux permutables », et l'on prouve
les théorèmes analogues à ceux de Mac Lane sur l'obstruction. Le module
H3 (A, M) s'interprète exactement comme Hochschild [2] l'a fait dans le cas des
algèbres associatives sur un corps.

Ce travail a été fait sous la direction de M. le Professeur Cartan qui m'a
donné beaucoup d'inspiration. Je le prie de bien vouloir trouver ici l'expression
de toute ma reconnaissance. Je remercie vivement le Gouvernement Français
qui m'a donné une bourse de trois ans et qui a ainsi rendu possible mon séjour
en France. Je remercie aussi M. le Professeur Dubreil et M. le Profes-
seur Dixmier qui ont bien voulu faire partie du Jury.

Notations. — K désigne un anneau commutatif avec un élément unité i ̂  o.
Sauf mention du contraire, une algèbre associative sur K possède un élément
unité, et un homomorphisme d'algèbres associatives applique l'élément unité
sur l'élément unité. L'algèbre A dans le chapitre IV ne possède pas nécessaire-
ment d'élément unité et l'homomorphisme a : A -> E n'applique pas nécessai-
rement l'élément unité (s'il en existe un) sur l'élément unité. La notation (g)
signifie le produit tensoriel sur K. On désigne par A^resp. U6) le produit
tensoriel A^A^ (resp. UCg^U^), où A^(resp. U^) est l'algèbre opposée de A
(resp. U). Un A-bimodule M est un A-module à gauche et à droite qui satisfait
aux relations

( ^ / H ) .̂ == 7, (niy.) pour tout m ç M et pour tous /, ^.€ A

et
i . m •==. m == m. i pour tout m e M.

Ann. Éc. Norm., (3) , LXXVIII. — FASC. 2. 2 l
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CHAPITRE I.

1. LE COMPLEXE d3(U).

Soit U = V U ^ une K-algèbre différentielle graduée, où U,, se compose des
rt^O

éléments homogènes de degré n\ et soit d la différentielle. On a
dd=o; d(\]^ç,\]n-^ d(u^) =(du)ç> 4- (— i^u' d(>

pour uçUn et rçU.
Soit

S(U)=^S.(U),
rt^—ï

où S,,(U)= U(g)i,. . .0iyU, (^+2) facteurs, pour ^^—i.
En particulier,

S_,(U)=U
et

S^(U)=:U(g)RS/,-i(U) pour tout ^^o.

Si x == UQ (g)... (g) ^_n € S^(U), ^ ̂ — i, la graduation dans S(U) est donnée
par

n-t-l

deg.r == ^ 4-^deg^.
Z==0

On définit des applications
T : S,-i(U)-^S,(U) (n=,o)

par la relation
T.Ç==I(^)^, où «a? e S,,-i ( U ).

On voit que T est une application U-linéaire à droite, parce que
r(xu) == i (^)œu ==: (i (^)x) u ==:(T^) u pour tout ^eU.

On va définir dans S(U) deux différentielles
Ôr: Sn(V)-^Sn(V)

et
à,: S,(U)->S,_,(U),

au moyen de d et T.
La différentielle ,̂. : S/,(U) -^ S^(U) est définie par les relations suivantes :

àru-==—du, ^eS-i(U)=U;

àr(i/x)= (du).c-+-(—l)^uu(àr.c), uç\], ,^eS/,(lJ) (^=±0);
Ôr(xu) == (^,^) M + (-^^^(du), UÇ\J, XÇ. S^(U) (^ ̂ - l)

et
^r^ -1- Tàr== o pour tous les éléments de S^(U) (^^— i).
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La différentielle ( ) , : S,,(U)-^ S,,_i(U) est définie par les relations suivantes :

à.,u^o, ^eS-i(L)=LJ,

à,(u.v)=(—l){[Gsuu((),.c), M€U, ^eS,,(U) (n^—ï)

et
ô.^ + T^== identité, pour tons les éléments de S^(U) (^=±— 1)-

Notons que:
ô.,•T .̂  == .r — ' cô , , • x = x pour x ç, S_i ( U ) ==: U

et

(),-T(^'U) = XU, =:(().,T.Z') U (UÇ U ).

On va montrer par récurrence sur n que :

as ( ̂ / ) == ( as-x ) u pour tout '̂ 6 S,̂  ( L ) ( n, ̂  — i ) et tout u e L1.

Pour ^ ==— i, la relation est trivialement vraie. Supposons que la relation soit
vraie pour ^eS,,_i(U). Soit x= Uo(^). . .0^+i €S,;(U) et soit uçV. Soit
y = u, (g)... (g) u^ € S,^i(U). Alors

à,(^u)=ô,(u^(yu))

==(—I)d es•Mo^^.-r(y^)

=(_l)deg.o^(^_^^.(^))

^(_l)de^o^(^_^^)^

par l'hypothèse de récurrence et la U-linéarité à droite de T,
=:(-i)^^Uo(à,Ty)u

= {Ô.^) U-

Les deux différentielles or et as donnent une différentielle totale à = àr + as sur
S(U) qui satisfait aux relations suivantes :

au =: — du ;

^(^)==(^)^+(—I) t l e s^(^) , ^eU, ^eS,,(L1) (^o);
^(^^)=:(^)^4-(—I)d c s a :^(^), ^eU, ^€S„(L T ) ( ^ ^ — i )

et
ÔT 4- T^ == identité.

On voit que ^ est une application K-linéaire homogène S(U) -^S(U) de
degré — i. La dernière relation montre que à2 = o.

Les formules explicites pour àr et as sont :

( l . l ) àr(Uo<^). . .®^+i)
n

=^o(g)^i(g). . .(g)^+l4-^(- iy+^//o+...4-deg^-,^0^ ^ .0^.(g). . .(g)?Z^i

;•=:!

I / _ T V ^ ^ <les^o+-"+tleg^,( // /0\ /"Ç^// /0\ /7// "n-\—l; o u " "M-o\o/ '*« \c^urt\^af^^^-+-l•)
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pour /î^o; le signe du dernier terme étant ainsi à cause du fait que
àrUn+i .==——rf^/,+1; et

( 1 .2 ) ^,(^o®-.-^^+i)
n

==^(- i)''4-1'6^7^--^^^^®. . .®^^-+i®. . .®^+i pour /^o.
1=0

Soit

LU ( l • ) = ̂  S,, ( U ) = S ( U )/S_, ( U )
7^0

Comme S _ _ i ( U ) est stable pour la différentielle à, ô induit une différentielle
(encore notée à) dans cB(LJ). De la suite exacte de complexes

o-^S_i(U)->S(U)->tô(U)-^o

et du fait que le complexe S(U) est acyclique pour la différentielle totale 0, on
tire la conclusion que

n.(^(U))^H,_,(S-i(L))^H,(lJ),

où H// signifie le ^ième groupe d'homologie du complexe en question. Le dernier
isomorphisme est dû au fait qu'un élément ^eS_i(U) =U de degré n dans (J
est de degré n — i dans S_i(U).

2. UN THÉORÈME D^ISOMORPHISME.

Soit A une K-algèbre (différentielle et graduation zéro). Soit M un A-bimo-
dule. Soit £ : U -> A un homomorphisme d'algèbres différentielles graduées
(donc c r f=o) . Si l'on donne à M la structure de U-bimodule induite par £, M
satisfait aux conditions suivantes :

(*)
( um == o == m u pour tout m ç, M, si u € U et deg u >• o
( et (du) m = o == m (du) si deg' u = i.

Si II* est l'algèbre opposée de l'algèbre U, M est un lY-module à gauche avec
(^(g)^)m=i/m^, î / e U / ^ e U ^ ê t / n € M . On voit que cB(U) et S,,(U), /î^o,
sont aussi des L^-modules à gauche. On désigne par Homue((.B(U), M) la somme
directe V Homu.(S,,(U), M). Un élément/de Hoiïiue(d3(U), M) est une somme

71^0

d'applications U-bilinéaires des S/,(U) dans M, /i^o.

LEMME. — Sou M un \]-bimodule qui satisfait aux conditions (*). Si
/€Homuo(d3(U), M), afo^/^eHomue(tô(U), M) aussi.
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En effet :

f()(ux)=f(ciu..L•-[-(—l)^uu.(h;), uçV, ^eS,,(U) (n=,o)

=.duf(x) + (—I)de8'"^(/^)
=- (—ïY l esuufàx par la condition ( ̂  ).

Si deg u = o,
fà(ux) == ufàx^

et si deg ?/ ^> o, t//^ = o par la condition (*), donc
fà{ux) =z o ==. ufôx.

De même,
fô(xu)=f((ôal)u-}- (—I)(le^^(^))

= (fàx)u + (— i )des•r/(^) ̂  = (fax) u

par la condition (*).
Si Fon pose of=fà, Homue(tô(U), M) devient un complexe avec la diffé-

rentielle o.
Soit U^U^K. . .(g)KU(/i facteurs) avec U°=K. Le U-bimodule M a la

structure d'un K-module, avec k.m=Çk. i )m, Z-eK, m€=M. On a alors un
isomorphisme canonique

a : HomK(U", M)->Homu"(S^(U), M) pour tout // ̂  o

défini par :
(a/) (UQ®. . .(g) ^4-1) = î /o/ (^ i®- • •0^/0 ^4-i,

où/eHom^U^lV^eU/o, ...,^+i€U.
On a donc

nomu"(^(IJ) , M) =^ Homuc(S,(IJ)^M) ̂ ^ Hom^l^ M).
n ̂  o n ̂ : o

II faut expliciter la différentielle (encore appelée S) sur Y Hom^U71, M).
n'^0

Rappelons qu'un élément de Hom^L^, M) est une fonction K-multilinéaire de
n variables appartenant à U à valeurs dans M. Soit /€HomR(U'S M), alors
Sf=g-+h, où^eHom^l?1, M)etÀeHomK(U^-S M). On a :

n

( 2 . 1 ) ,̂, ..., ^)==^(-I)^+de^/^•••+t•(i^/-l/(^, ...,du^ ...,^),
/=:i

(2.2) h(Ui, . . ., Un+i)
fi

=u,f(u,, . . . , ^^)+^(-i)^<^^+...+<^^y(^, ...,,/,^,^, ...,^,^)

^(-i)^14-^^-^--1-^^^^,...,^)^^,.

Ces formules sont obtenues des formules (1. i) et (1.2).
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Soit

rô,,(U)= ̂  S/,(U) • (M^O).
0 ̂  p ̂  fl

II est évident que <33,,(U) est stable pour à et l'on adoncunef i l t ra t ion de(J3(IJ)

. . .C^3n(U)C^+i(U)C... ,

avec <8,î(U) === o pour n <^ o, qui est compatible avec la différentielle ô. On voit
que

^(U)/^_i(U)^S/ ,(U) (n^o)

et la différentielle induite dans S^(U) par à est la différentielle^,. : S^(II)-^S,,(U),
l'autre différentielle à, : S^(U) -> S^_i(U) étant zéro dans ^(U)/tô,,_i(U).

Dans le K-module Homue(tô(U), M) introduisons une fîltration donnée par

F^^F^Homije^U), M))==Homu"(^(U)/ tô , ,_ i ( l J ) , M ) .

La suite exacte de complexes

o -> ̂  ( U )/tô,_i ( U ) -> tô ( U )/^_i ( IJ ) -> d3 ( U )/d3, ( U )-^ o

donne la suite exacte

o -^ F"4-1 -^ F^-^ Homu- (^(U )/^-i (U) , M) -> o,
d'où

F^/F7^1 ^ Ilomue (rô//,(IJ)/^_i (U), M)
^Homu<S,(U), M)
^HomK(U^ M),

la différentielle dans Hom^U'S M) étant induite par ô^

THÉORÈME 1. — Soient (J et \]' deuxK-alg-èbres différentielles graduées qui; ont
des K-bases homogènes (ou bien qui sont K-projecti^es). Soit © : (J -> Vr un homo-
morphisme (Talgèbres différentielles graduées. Soit M un VV-bimodule qui satisfait
aux conditions (*). Considérons V homomorphisme

^ : IT^Homu/e^lJ'), M)) ->IP(Homue( tô(U) , M))

induit par y, où M est considéré comme un V-bimodule au moyen de y. Si l^ homo-
morphisme H^(U) -> H^IT) induit par ç est un isomorphisme, ̂  est aussi un iso-
morphisme.

Démonstration. — Notons que M satisfait aux conditions (*) comme
U-bimodule. L'homomorphisme y induit un homomorphisme canonique
tô(U) -> cB(lJ7) qui induit un homomorphisme canonique

Homu.e^U^ M)^Homue(^ (U) , M)
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compatible avec les opérateurs et les différentielles. On a donc rhomomor-
phisme canonique :

^ : H^Homipe^U^ M))->I:r(Homue(d3(U), M)) .

Les algèbres U et V sont K-projectives et rhomomorphisme induit
H^(U)-^ H^U') est un isomorphisme. On prouve par récurrence sur n [1,
XVII, 4.3] que rhomomorphisme canonique H^U")-^ H^U^) est un isomor-
phisme. Comme U" et { ] ' n sont K-projectifs, on prouve encore par [1, XVII,
4. 3] que rhomomorphisme

H^Hom^U^ M^-.H^HomKO)^ M))

est un isomorphisme. Or, dans les suites spectrales déduites des filtrations
définies plus haut, on a :

Ei(Homue(d3(U) , M))==^pr(FVF^1) ==^ H^IIomi^U^ M ) )
n n

avec une relation pareille pour ÏV. Donc par [1^ XV, 3.2] ^ est un isomor-
phisme. C . Q . F . D .

CHAPITRE II.

1. DEIX PROBLÈMES UNIVERSELS.

On va définir deux catégories Cj et (?^.
La catégorie (3i. — Un objet de Ci est un triple (U, A, s), où :
(i) U est une K-algèbre différentielle graduée avec une K-base homogène

donnée contenant i, telle que le produit de deux éléments de base soit un
élément de base ;

(ii) A est une K-algèbre (de degré o); et
(iii) £ : U ->- A est un homomorphisme de K-algèbres différentielles graduées.
Un morphisme (lY, A7, s^-^U, A, £) dans la catégorie (Si est un couple

(/, g-) de deux homomorphismes d'algèbres différentielles graduées/: U'-^ U
eï g : A'-^A tels que s/^^; on suppose de plus que /transforme tout élé-
ment de la base de l^ en un élément de la base de U.

Un objet (U, A, i) est dit universel si, pour tout objet (U', A\ £')ettouthomo-
morphisme g : A/-^ A il existe un /: U'-^ U et un seul tel que (/, g) soit un
morphisme dans la catégorie (3r Pour une K-algèbre A donnée, il existe au
plus un objet universel (U, A, e) à un isomorphisme près ; d'une façon précise,
si Fon a deux objets universels pour A, on a un isomorphisme bien déterminé
entre eux.
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PROPOSITION 1. — Pour toute algèbre A, il y a un objet universel dans la catégo-
rie (3j. Cet objet universel est un fondeur covariant de A.

Démonstration. — On définira une algèbre dillerentielle graduée L =^, U,^
7Z^O

et un homomorphisme £ : U --> A qui ont les propriétés suivantes :
(i) Pour chaque /?^o, LI^=K(X^), K-module libre ayant pour base un

ensemble Xn.
(ii) On a une multiplication associative dans U = V U ^ définie par le pro-

n ̂  ()
longement K-linéaire d'applications ensemblistes

X,xX;->X^;

[Fimage de {xi, Xj) étant notée x^xj} telles que
(1.1) (Xi.Xj).Xk=Xi.{xj.Xk) pour XiÇ.\i, ^ /€Xy, ^eX^..

En particulier, Uo==K(Xo) sera une algèbre associative.
(iii) La restriction de £ : IJo-^A à Xo est une bijection multiplicative de Xo

sur A.
(iv) Pour chaque ̂ ^i, on a une application K-linéaire

dn : U^->U,,_i

de manière que pour n -==. i, la restriction de d^ à X^ soit une bijection (ensem-
bliste) de Xi sur le noyau No de £ ; et que pour /^^a, la restriction de d,, à X,,
soit une bijection de X,, sur le noyau N^_i de rf,î-i. (On convient que r fy=o. )

(v) On a la relation :
(1 .2 ) d i + j { X i . X j ) ==: { d i X i ) . X j ^ - ( — i ^ X i . ^ d f X j )

pour XiG\i, Xj^Xj (î^o,y^o), ce qui entraîne par K-linéarité une rela-
tion analogue lorsque ^-€U/, .ryeUy. Cette relation implique notamment que
dn est Uo-linéaire à gauche et à droite et, par suite, que les N^sont des Uo-bimo-
dules (pour No, cela tient à ce que £ est un homomorphisme d'algèbres).

La construction de Xo, la multiplication dans Xo et la construction de l'homo-
morphisme £ : Uo-^A sont déjà indiquées. Les autres constructions se font
proche en proche. Supposons qu'on ait déjà défini Xo, .. ., X^, les applications
X,x Xy-^ X/+y pour i-\-j^n et les d, pour i^n, de façon que toutes les con-
ditions énoncées ci-dessus soient satisfaites, en particulier (l.i) soit satisfaite
pour i-\-j-\-k^_n. On définit alors X,,+i comme un ensemble en correspon-
dance bijective avec le noyau N,, de d^\ la bijection X,,+i -> N,, se prolonge
d'une seule manière en une application K-linéaire K(X^+i) --> N,,qui, composée
avec l'inclusion N,,-^ U^, donne rf,,+i : U,,+i -> U,,. Pour définir les applications
X/x Xy->X/+y (pour i -}-j =n+ i) observons que

(^•).^+ (—i)^.(^^) eU/,
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est annulé par d,,, à cause de (1.2); c'est un élément de N,,; l 'élément corres-
pondant y eX/,+i sera, par défmition, x;.Xj. Il faut vérifier ( l - . i ) lorsque
i +7 + k = n' + i. Calculons

^+l((^..ry).^)^(^.^).^7.^4- (--l)^.^.(6/y.2•y).,r/:+ ( — 1 )^'^-. Xj . (^^)

(on a utilisé l'associativité, valable par hypothèse lorsque la somme des degrés
est égale à ri). Un calcul analogue donne la même valeur pour d^(Xi.(xj.x/,)\
Ainsi Çxi.Xj).xi, et Xi.^Xj.x^) ont même image par rf,,-n ; puisque rf,,+i est une
bijection de X^i sur N^, il s'ensuit que (^.^).^/,=^.(^.^).

On va montrer que (U, A, £) est l'objet universel de la catégorie Ci. Soit
(U^ A', £') un autre objet de la catégorie Ci, et soit g- : A1 -> A. un homomor-
phisme d'algèbres. Soit a la bijection réciproque d e X o — ^ A et soit ̂  la bijec-
tion réciproque de rf,,+i : X,,+.i -> N,, (/^^o). Soit X^ la K-base homogène de
Ll^(/z^o), qui est donnée. Définissons une application bien déterminée
fo : X^-> Xo par la relation /o= cs-^'s'; cette application se prolonge d'une seule
manière en un homomorphisme d'algèbres fo : Uo-^Uo. Comme 20== identité,
on a 0/0=^^. Supposons qu'on ait déjà défini des applications K-linéaires
/o, ...,/, telles que/^(^. ^)=/(^)/(^), ^ e U , ^eU^, i+j^net
que rf//-=fi_^ d\ pour i^n. Définissons une application f^ :X^^-^X^i
par la relation fn+\.=s,,f,,d^ (noter que/^rf^, a valeurs dans N^ parce que
rf^ d'^ =fn-i ^L^l+i =:= °)- Cette application est définie ûTune façon unique,
parce que ̂  est une bijection. On a

^4-i.A+i == d,^,s,J,, d',^, =fn d,^,,

et /,,+i se prolonge d'une seule manière en une application K-linéaire
fn^ : U,^ -> U,^i telle que d^fn^ ==fnd'^. Pour montrer que

fi^j ( ̂ ;. u'j )=fi( Ui )/y ( lij ) pour / + j = n + i,

il suffît de le montrer pour les éléments de base de LT. et U^.. Or, pour x\ çX\,
^•€X^ i+j=n+ï,

di+jfi+j ( ̂ ;. . x^ ) = /•4-y-i <^+/ ( ̂  • ̂ / )

=y^-i(« ^- ).^,4-(-i)^;. .«•.^•))
= (/^ <• .̂ ). (/y^.) 4- (- i )^(/^;• ). (/y-i ̂ •^•)

= (^/^;- ) (/7^) + (- I Y^f^'l ) (^•//^•)

=^y[/K^)-/;(^)].

Puisque d^ est une bijection de X/+y sur N/+y_i, on a

/<•+/,( ̂ Z • ̂ y ) = fi ( ̂  ) -fj ( ̂ y ) •

Le couple (/, g) est un morphisme (U^ A^, £') ->(U, A, s) de la catégorie
(Si, et l'unicité de /montre que (U, A, s) est l'objet universel cherché. La
construction de/ci-dessus prouve le caractère fonctoriel de cet objet.

Ânn. Éc. Norm., (3), LXXVIÎI. — FASC. ^. 22



174 U. SHUKLA.

La catégorie (S^. — Un objet de C^ est encore un triple (U, A, s) comme ci-
dessus, mais on ne se donne pas de K-base de U (on ne suppose pas même que
U soit K-libre); par contre, on se donne un relèvement multiplicatif
a : A -^ Uo (tel que £a== identité), et pour chaque entier n^o, une applica-
tion Sn du noyau de dn (resp. du noyau de £ si n = o) dans U,,+i telle que d^ s,,
soit l'identité. Ceci implique donc que U est acyclique sur A. On définit d'une
manière évidente un morphisme (/, g) de (U, A, £) dans (U', A', £') : on
exige qu'il soit compatible avec CT, o7, les s,, et les ̂ .

Un objet (U, A, s) est universel si, pour tout objet (U', A^ ^) et tout homo-
morphisme g : A -> A^ il existe un f \ U -> U' et un seul, tel que (/, g ) soit un
morphisme de la catégorie C^. (Attention : le sens de ce morphisme n'est pas
le même que pour la catégorie (?,). Étant donné A, il existe au plus un objet
universel à un isomorphisme près.

PROPOSITION 2. — Pour toute algèbre A, il y a un objet universel (U, A, e) dans
la catégorie C 2. Cest un fondeur covariant de A.

Démonstration. — On définira un objet (U, A, e) avec les propriétés suivantes :
(i) Uo==K(Xo) , où Xo est un ensemble en correspondance multiplicative-

ment bijective avec A et £ : Uo-^A est l'homomorphisme d'algèbres dont la
restriction à Xo est la bijection multiplicative de Xo sur A ;

(ii) U^SV,®^..®^

(la somme étendue à toutes les suites d'entiers ?'i, . . . , 4^i dont la somme
est /i), où Vn= Uo 0K K(Y^) (g^Uo, Y^ étant un ensemble en correspondance
bijective avec le noyau N^_i de dn-,i : Vn-i —^ U^_2 ;

(iii) le produit U^.U^=U^(g)^U^, ainsi U^cU^ ;
(iv) pour chaque TI^I, ^ :V^-^U^_i est une application Uo-linéaire à

gauche et à droite de Uo-bimodules dont la restriction à Y^ est l'application
bijective de Y,, sur N,^, et rf,, se prolonge en une application Uo-linéaire à
gauche et à droite rf,, : ̂ n-> Vn-i par la relation :

<^(^0.. .(g)^-,) •== <4^0.. .®^+ (-1 )^(8) ̂ 0.. .(g)^/,
-+-...+(- i )^-- ̂ -^(g). . .0 d,^^

où .̂ € V^, r = i , . . . , k et i^ + • . • + ik•== n ;
(v) o-est la bijection réciproque de la hijection multiplicative Xo-^A, donc

multiplicative; et .?„ est la bijection N,,-^ i x Y,,+i x i qui est la composée
de la bijection réciproque de la bijection Y,,+i-> N,, et la bijection canonique
Y,^i -> î x Y,^ x i.

Les constructions de Uo, £ et a sont déjà indiquées. Supposons qu'on ait déjà
défini Xo, Yi, . . . . Y,, et les applications Uo-linéaires à gauche et à droite
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di \ U,->- U;_i pour tout i^n (on convient que rfo= o) de façon que toutes les
conditions énoncées ci-dessus soient satisfaites et que la suite

l1. ̂  U.-i ->...-> U, -^ Uo4 A. -> o

soit exacte. On définit alors Y^+i comme un ensemble en correspondance bijec-
tive avec le noyau N^ de rf,, : Vn-^Vn-r La bijection Y^+i-^ N^ se prolonge
d'une seule manière en une application K-linéaire K(Y^+i)-^N^. Comme N^
est un Uo-bimodule, cette application se prolonge d'une manière évidente en
une application Uo-linéaire à gauche et à droite Uo0ivK.(Y^)(^Uo--^ N^ qui^
composée avec l'inclusion rs\-^ U,,, donne rf,,+i : V,,+i — U,,. Cette application se
prolonge en une application Uo-linéaire à gauche et à droite d,^ : U^i -> U^
de la manière déjà précisée pour l'indice n. Il est évident que rf^+i applique
Vn+i sur le noyau N^ de d^, parce que l'application K(Y,,+i) -> N^ est surjective
et Uo possède un élément unité. On a donc une suite exacte

U dfi+i T T ^n T T T T ^ T T 6 !
/z+1——>Vn.->Vn-i-^ . . • -^Ui-^Uo-^A->-0.

Il faut montrer que cet objet (U, A, c) est l'objet universel de la catégorie (Ss.
Soi^U', A7, £') un autre objet de la catégorie C^ avec a ' et^ donnés. Soit^:A-^ A'
un homomorphisme d'algèbres. Définissons une application /o : Xo -> Uo par la
relation/o==CT /^£. Comme s, g' et c^ sont des applications multiplicatives, /o est
une application multiplicative. On a £//o= ̂ ^ g-s. =§'£ sur la K-base Xo de Uo.
Cette application se prolonge K-linéairement en une appplication / : U o — ^ U y
telle que £7 fo===g'^' Supposons qu'on ait déjà défini des applications
K-linéaires/^ : Vp-> U^ pow p^_n telles que

fp{Ui,®- • •Î^^^Â^i) • • •A(^) (î'l+.- .+^==7^

et que d'^fy-==f^d^ Définissons fn+i : Y^+i -> V^ par la relation
y,^ == s'^ fndn+i (noter que fndn+i est à valeurs dans le noyau de d'^, parce
que ^/^<4+i= fn-idnd,i+i== o). Cette application est définie d'une façon
unique, parce que ̂  est donné. Prolongeons fn+i K-linéairement en une appli-
cation /,^i : K(Y^+i)->U^^ et prolongeons cette application au moyen de /o
enfn+i : Vn+i-> U ^ + j - Finalement définissons fn+i : U^+ i—^U^ par la formule

/n+l(^ ®- • -® ̂ ) = Â(^) • • • Â-(^.) (îi +. . .+ 4== ̂  + I, ^,.eV^).

Pour vérifier la relation d'^f^^==f^d^^ sur les éléments de U,^, on
commence par Y,,+i. Sur les éléments de Y,,+i,

an+ï Jn+1 == "7 /41 sft Jn dn^\ ==: fn M//+1.

parce que 0^^'^= identité (donné).
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SiyeY,,+i, i(^)j0i €V,,+i est un élément de la l^-base de Vn+i. On a

< , , .A . 1 ( ̂ U (g) ,)' (g) ^o ) = < M ( /O ( K. ) ' fn H ( ;?' ) . /O ( ̂ o ) ) ( ̂ 0, ^0 € UQ )

^ /O ( ̂ 0 ) • ( <<+ , fn Kl ( J ) '/O ( ̂ 0 ) î

^^.j étant U^-linéaire,

=/o(^o) (/^^+ij)/o(^o)

==//, ̂ +1 ( ̂ o ® J ® ^o ) ^

<^+i étant U ̂ -linéaire.

On a prouvé que d'^fn+^=fnd,^^ pour tous les éléments de V,,+i. Pour
terminer

^+1/^1(^1®- • -®^.)
= <.i [A(^).. • A(^)] = < A(^) •Â(^) • • • A(^)

+ (- ̂ À^) ̂ A(^) • • • Â.(^-) +• • •+ (-1)^-^-1/^) • • • <.A.(^.)
=À-iK^) • • • A(^) + (- i^Â^) Â-i(^^) • • • Â.(^.) +• • •

, +(_i)^..-^^(^)...^_^(^^)
=/4<^®•••®^-+(- I) / l^®^^®•••®^.+•••+(- I) / l +•••+ a~^ .̂̂ .1
=//,^+i(^(g).. .(g)^.), ^.eV/,. ( / i+. . .+ 4.== ^ +1).

Le couple (/, g) est un morphisme (U , A, s) -> (U7 , .V, a7) de la catégorie (?-_>
et l'unicité de y montre que (U, A, €) est l'objet universel de la catégorie C^.
La construction de f ci-dessus montre que (U, A, s) est un fbncteur covariant
de A. c. Q. F. D.

Pour faire la distinction, soit (Û, A, s) l'objet universel de la catégorie (3i et
/ » \

soit [V, A, s.) l'objet universel de la catégorie C^, pour une algèbre A donnée.
Observons que U est un objet de la catégorie C^ ; car a et s^ sont définis dans la
construction de U de la façon exigée. D'autre part, U est un objet de la cote-ra
goric Ci, car U est K-libre, la K-base de Uo étant Xo et la K-base X,, de U/, étant
la réunion des produits

Xo x Y/^ x Xo x Y/^ x ... x Xo x Y^. x Xo

tels que ii+. . .+4==^; et le produit d'un élément de X^ et d'un élément
de Xq est un élément de X^+y.

D'après la propriété universelle de Û dans (?i, Û s'envoie dans C. D'après la
S! % w

propriété universelle de U dans (S.j, U s'envoie encore dans U. D'après l'unicité
du morphisme, on obtient la même application U -> U dans les deux cas.

Définition. — Un système (U, A, £) est dit fortement libre s'il existe une
K-base homogène de U, contenant i, telle que le produit de deux éléments de
base soit un élément de base. Un système (U, A, s) est dit fortement acyclique
si £^ : H^(U)-^A est un isomorphisme et s'il existe un relèvement multipli-
catif a : A -> U de £ (tel que £CT = identité).
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Les objets de la catégorie (3i sont fortement libres; et les objets de la
catégorie (3s sont fortement acycliques. D'après ce qui précède, si (U, A, £) est
fortement libre, il existe un homomorphisme U -> Û (qui dépend du choix de
la K-base de U) ; deux tels homomorphismes sont homotopes au sens des
K-modules différentiels gradués, d'après un résultat classique. Si (U, A, s) est
fortement acyclique, il existe un homomorphisme C -^ U qui dépend du choix
de a et des Sn dans (U, A, c); deux tels homomorphismes sont homotopes au
sens des K-modules.

^. LA COHOMOLOGIE 1)\NE ALGÈBRE.

Si (U, A, £) est un système fortement libre (dans le sens de la dernière
section) et U est un complexe acyclique sur A, on dit que U est une résolution
fortement libre et acyclique de A. Si (U, A, s) est un système fortement
acyclique et U est projectif comme K-module, on dit que U est une résolu-
tion K-projective et fortement acyclique de A.

THÉORÈME 2. — Soit M un \-bimodule. Soit U une résolution fortement libre et
acyclique de \, ou bien une résolution K-projectù'e et fortement acyclique de A;
alors

ir(Homu.((^(U), M))

ne dépend pas du choix de la résolution U. D'une façon précise, si l'on a deux
telles résolutions U et 17, on a un isomorphisme bien déterminé de

H*(Homu.(tô(U), M ) ) sur W (Rom^e(<^(V'), M)) .

Démonstration. — C'est vrai si U == Û et [7= IJ, parce que U s'envoie dans l)
(

<w \
et définit un isomorphisme H^ IJ)-^II^(u); ainsi toutes les conditions du
théorème 1, chapitre 1 sont satisfaites, et l'on a Fisomorphisme des groupes
de cohomologie.

Si U est fortement libre et acyclique, on a un homomorphisme d'algèbres
différentielles graduées U -^ U; deux tels homomophismes sont homotopes au
sens des K-modules différentiels gradués. Cet homomorphisme donne un
homomorphisme tô(U) -> c%(u) qui induit un homomorphisme

Hom^(tô(Û), M)->Homu.(rô(U), M ) ;

deux tels homomorphismes étant homotopes. On obtient un homomorphisme

H*(Hom^(tô(Û), M))-^I-r(riom^(tô(U), M ) )

qui est indépendant du choix de U - > U , et qui est un isomorphisme parce
que H^(U) -> H^(Û) est un isomorphisme.
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Si U est K-projectif et fortement acyclique, on envoie 0 dans U et l'on raisonne
de même. c. Q. F. D.

DÉFINITION. — Soit A une K-alg-èbre et sou M un A-himodule. Soit (U^ A, c) une
résolution fortement libre et acyclique de A, ou bien une résolution K-projectù'e et
fortement acyclique de A. On appelle H*(Hom^((13(U), M)) le groupe de
cohomologie de A à coefficients dans le A-bimodule M et on le note H* (A, M).

Si A est projeetif comme K-module, on peut prendre 1 =A et la cohomologie
définie ci-dessus coïncide avec la cohomologie de Hochschild. On verra plus
tard la relation entre la cohomologie d'une algèbre d'après Hochschild et la
cohomologie définie ici.

Si
o -> ivr -> M -> w -^ o

est une suite exacte de A-bimodules, la suite de complexes

o-^Hom^.(tô(LJ), M')->nom^(^(\J), M) -. J lomu.(<l<3(LJ) , M')->o

est exacte, parce que Homu<,(tô(IJ), ) est un fbncteur exact de IF'-modules;
on en déduit d'une façon classique une suite exacte de groupes de cohomologie

. . .-—ïP-^A, M^—I-P^A, M^)-^ ïP(A, M)->IP(A, M^-^ïI^A, M' ) -> . . . ;

{ H ^ ( A , M)} est ainsi un foncteur ^-cohomologique au sens de Grothendieck[5].
L'homomorphisme c : U -> A induit une augmentation Y] : tô(U) -> A donnée

par
Y î ( ^ o ® ^ i ) == ( £ ^ o ) ( £ ^ i ) (^o, ^ i € U ) ;

ï î ( ^o®- • •0 ^n+i) == o .(^.çtJ et n^i).
Soit

c i (U)=:A(g)u^(L T ) (g)uA

et soit •?; : d3(U) -> A une augmentation donnée par :

7l(À(g)^)==À^ (À, pL€A) ;

7î (À(g)^ i (g) . . .(g)^0^.) ==0 (^eLJ ; À, ^.eA et / î^i) .

cB(U) est un A-bimodule différentiel gradué. On a un isomorphisme canonique

HomA.(tô(U), M)^Homu.( tô(U) , M)
et l'on en déduit que

1P(A, M)r=rP(HomAc(tô(LJ) , M).

On écrit X[^ |.. . u^\ ̂  pour l'élément À (g) ̂ (g). . .0 ̂ 0^etô(U); en
particulier, [u^ |. . . ^] signifie l'élément i (g) 1/1 (g)... 0 ̂  (g) i et [ ] signifie
l'élément i (g) i. La graduation dans d3(U) est donnée par :

H

deg[^i . . . 1 u,,} =zn 4-V deg ̂  ( ^ •eU, /z^o) .
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La différentielle dans d3( U) est à •= ̂ ,.+ ̂ , où à, et ^ sont données [d'après
les formules (1. i) et (1.2), chap. I] par

IL

(2. l) Ôr [^i ... | ̂ ] == -^ (- 1 )^ [«i ... | ̂  | ... | Un\,

i=^ï

(2 .2) ^ [Ui 1 ... 1 ^J == (£^i ) U; | ... ^

// - -1

+V(— l)^[^i . . • [ ^^4-1 • • • | ^/J + (— 0e"[^l|- - • ] Un-Y\(S.Un),

où £,== degf^j | . . . ^ ], ^=^0.
Lorsque Fanneau de base K est un anneau principal (par exemple K=Z ,

l'anneau des entiers naturels), on a un théorème plus complet que le théorème 2.

THÉORÈME 3. — Soit K un anneau principal et soit M un \-bimodule. Soit (U^ A, c)
une résolution libre et acy clique de A; alors

IP( \ , M) ^ i r ( H o m u c ( c < 3 ( U ) , M ) ) .

Ce théorème est une conséquence des propositions 3 et 4 données ci-dessous.

PROPOSITION 3. — Si ^possède une résolution libre et fortement acy clique (V, A, £')
telle que V,, == o pour n ̂ > i, alors, pour toute résolution libre et acy clique (U, A, s)
on a un isomorphisme bien déterminé :

H*(A, M)-^H*(Homue(d3(U), M)) .

Démonstration. — On définit /o : Uo -> Vo par le prolongement K-linéaire de
l'application (ensembliste)/o : Xo -^ A donnée par /o= CT£, où Xo est une K-base
de Uo et o- est le relèvement multiplicatif de A dans Vo. On sait que /o est un
homomorphisme d'algèbres tel que £ //o==£. Soit d la différentielle de U et
soit à la différentielle de V. On définit un homomorphisme de K-modules
/i : Ui ->Vi en prolongeant K-linéairement l'application (ensembliste) /i : Xi -^Vi
donnée par f^=à\' fod^, où Xi est une K-base de Ui (noter que à^ est un
monomorphisme et que/oû?i eKer z.' puisque ^ f^d^= £rf i= o). Comme V^=o
pour n^>ï, on définit fn=o pour / i^>i . On vérifie sans peine que

/i(^^i)=/o(^o)/i(^i), /i(^i^o)=/i(^i)/o(^o) (^o€Uo, ^i€Ui);

/^/(^•^•)==o=:/,(^)/;(^) (^eU,, ^eUy, î+y'^i).

On a ainsi un homomorphisme d'algèbres différentielles graduées /: U — V tel
que £'/== £ ; deux tels homomorphismes sont homotopes au sens des K-modules
différentiels gradués. Ceci définit un homomorphisme

(p: ir(Homvc.(tô(V), M))-^rr(Homu<.( tô(U), M))
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indépendant du choix de l'homomorphisme/: U->V (même raisonnement que
dans le théorème 2). Puisque/induit un isomorphisme H^(L) -> H^(V), y est
un isomorphisme, d'après le théorème 1 (ehap. I, § 2). Finalement,

H*(Homv<.(tô(V),M))==:H*(A, M)

parce que (V, A, £) est une résolution libre et fortement acycliquc de A. Ceci
achève la démonstration.

PROPOSITION 4. — SiK est un anneau pî^incipal, A possède une résolution libre et
fortement acy clique (V, A., £') telle que V^ = o pour n ̂ > i.

Démonstration. — Soit Vo = K(A), et ^ : Vo -> A l'homomorphisme d'algèbres
dont la restriction à A est l'application identique. Soit V^=Ker^; Vi est
un K-module libre, puisque K est un anneau principal. On a ainsi une suite
exacte de K-modules :

o-.V^Vo^A—o,

où ai est l ' injection canonique de Vi dans Vo. Comme Vi est un idéal de Vu,
on définit

uv == à~^ [u (ai (^)], VLL = ̂ 7' [(ai v) //], ^ == o,

où ^eVo et v, ^€Vi. Soit V = = V o ® V i ; alors (V, A, ^) est une résolution libre
et fortement acyclique de A telle que V,,==o, pour / i^>i . Cette résolution a
déjà été considérée par Mac Lane [4, § 11].

Lorsque K=Z, on peut prendre U '=V (c/. Mac Lane [4, § 11, p. 34o |). Le
complexe (<l3(U), r\) coïncide avec le complexe (c%(V(A)), T]) de Mac Lane et
les formules (2. i) et (2.2) coïncident avec les formules données par Mac Lane
[4, p. 323]. La cohomologie d'un anneau est donc un cas particulier de la
cohomologie d'une algèbre.

3. CHANGEMENT DE I^ANNEAU DE BASE.

Soit ( p ^ K — ^ K 7 un homomorphisme d'anneaux commutatifs et soit A une
K-algèbre. Soit lV=KfÇ!)^^L qui est une K'-algèbre avec la multiplication
donnée par la relation :

(^(g)^)(/^(g)L.)=^/^(g)Ài^ (À-.^eK^ Ai, À,eA)

et les relations de distributivité. On a un homomorphisme canonique
d'anneaux ^p:A -> iV donné par A -> i0X, tel que ^(Z:A)=== y(Z:)^(X); kçK,
X € A . Soit M un A^-bimodule; alors l'homomorphisme ^ induit sur M une
structure de A-bimodule.

Soit (IJ, A, s) l'objet universel de la catégorie C^ pour la K-algèbre A.
Soit (17, A/, ̂  l'objet universel d'une catégorie analogue e\ pour la K-algèbre A7.
Considérons la K^-algèbre U'^^K'^KU avec l'homomorphisme de KY-algèbres
Ê^U^-^A7 donné par s^^i/)^^^); ^eK7 , uçV. Il est évident que
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la K^-algèbre V est fortement libre, puisque la K-algèbre U est fortement libre.
On a donc (par la propriété universelle de IV dans la catégorie (3^) un homo-
morphisme ^'.V-^V^ En composant ? avec l'homomorphisme canonique
d'anneaux a :U -^IF donné par u->î(^)u, uçV, on obtient un homomorphisme
d'anneaux ^:^]->V/ avec ^Çku)= y(Z:)y(î/): /ceK, uçV. On exprime cette
situation par le diagramme commutatif :

LJ^l^
(3..) V ^

' ^\_Y

On peut définir y directement aussi en utilisant les homomorphismes 9
et ^. En fait, on peut définir y même si A' est une K^algèbre quelconque
et ^ lA-^A ' est un homomorphisme d'anneaux compatible avec rhomomor-
phisme donné 9:K -K7 [c'est-à-dire ^Çk\)= y(^)^(X\ AeK, XeA]. La
construction de Y est bien évidente après la construction de IJ et/dans la propo-
sition 1 (§ 1). On voit facilement que dans le cas A'= K'^^A, cet homomor-
phisme coïncide avec l'homomorphisme ^a défini plus haut.

Le diagramme commutatif (3. i) induit un diagramme commutatif
Homu^u-WU7), M).^

\\
Hom(8,M) \Hom(y,M)

Y \.

Homu.®,,u-(^(U^ M)H^^-M)Homu^u*(û3(LÎ)? M)

où ^(U7) et ^(U^) sont les complexes des K^-algèbres U^ et V" analogues au
complexe tô(U) de la K-algèbre U. On observe que :

U f f (g )K ,U / / ==(K / (g )KU)(g )R . (K / ®KU)^K / (g )K(U(g )KU) ,

et que
L T ' / ® K ' U / / * = : ( K / ( g ) K U ) ( g ) K - ( K / ® U r = ( K / ( g ) K U ) ® K / ( K / ® U * ) ^ K / ® K ( U ® U * ) ;

et de même, on prouve par récurrence sur n que
^'(\.V) ^K/^K^U).

Alors Hom(a, M) est un isomorphisme. En passant à la cohomologie, on obtient
le diagramme commutatif :

H * ( A ^ M ) ,

Y

H^Homu^u-WlT), M))-^ïP(A, M)

où a est un isomorphisme canonique.
Ann. Éc. ^Vor/?i., (3), LXXVIII. — FASC. ^ 23
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PROPOSITION 5. — Si K' est K-plat, y est un isomorphisme.

En effet, l'objet (U^, A', ^) est acyclique, puisque (U, A, £) est acyclique.
Ainsi l'objet (U^ A/, ^) est fortement libre et acyclique, et d'après le théorème 2,
? est un isomorphisme. c. Q. F. D.

CHAPITRE III.

1. CALCULS DE H0 ET H1 .

Soit A une K-algèbre et soit M un A-bimodule. Soit (U, A, €) l'objet universel
de la catégorie (?i (chap. II, § 1). Dans la suite on utilisera toujours cet objet pour
calculer les groupes de cohomologie H"(A, M). Il sera commode d'identifier Xo
avec A et X/i avec le noyau N^_i de rf,,_i. On écrit Uo==K(A) et U^=K(N,,_i).
L'élément de Xo qui correspond à l'élément X de A s'écrit (X), l'élément
de Xi qui correspond à l'élément ^eNo s'écrit (n), etc. On a £ (X)=À,
di(n)==n, etc. Un élément n de No est de la forme VZ:,(À,), avec y^X,==o,

; ;
où X , € A ; un élément n' de N4 est de la forme V^.(^), avec Vz-^/=o,

où ^ /eNo; etc.
On a prouvé que

H*(A, M)=]^/^IïomK(U /S M)\
V n j

où U"= U 0R . . . 0KU Çn facteurs). La diflérentielle S est définie par la rela-
tion S/=/^,/e J^Hom^lP1, M), où ^ =à,+(),, et ^, à, sont donnés sur les

n

éléments de U^/î^o) par les formules (2. i) et (2.2) du chapitre II.
Précisons les Ti-cochaînes pour n = o, i, 2, 3 et 4 :
1. Une o-cochaîne est un élément de M (par définition);
2. Une i-cochaîne est une application K-linéaire,

^ U o — M . . "

Comme Uo est K-libre, cette application est bien déterminée par sa restriction
à A. Ainsi une i-cochaîne est bien déterminée par une application (ensembliste)

A->M.

La structure de K-module de l'ensemble des i-cochaines est définie par la struc-
ture de K-module de M.

3. Une 2-cochaine est la somme de deux applications K-linéaires :
Uo(g)KUo-)-M,

Ui—M.
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l o^K ^o et Ui étant K-libres, une 2-cochaîne est bien déterminée par deux
applications (ensemblistes)

A x A -> M,
No—M.

De la même façon, on voit que :

4. Une 3-cochaîne est bien déterminée par quatre applications (ensemblistes)
A. x A. x A. -> M,

A x N o - ^ M ,
No x A. -> M,

Ni—M.

5. Une 4-cochaîne est bien déterminée par huit applications (ensemblistes)
A x A x A x A --> M,i

A x A x'No->M,
A x N o x A — M ,
N o X A x A-^M^

Ax Ni->-M, .
. N ,x A->M,

NoX'No->M, . ' " ' • •
N,-^M.

Le produit de deux éléments de la K-base de U étant un élément de base, les
formules (2. i) et (2.2) du chapitre II restent valables même si les u, sont des
éléments de la K-base de U.

On va calculer H° (A, iVQetH^A, M).
Soit f==mçM une o-cochaîne. Alors 8/ est une i-cochaîne qui est bien

déterminée par sa restriction A -> M à la K-base A de Uo. On a par (II, 2.2)
ô / ( À ) = = À / n — m ^ pour tout À ç A .

Donc/=/n est un i-cocycle, si et seulement si
/ m—mA-=~:o pour tout }i€A.

Le o-cobord étant nul (par définition), on voit que H°(A, M) est isomorphe au
sous-K-module des me M tels que \m=m\ pour tout A € A . Ainsi H°(A, M)
coïncide avec le o-groupe de cohomologie de A défini par Hochschild.

Soit, maintenant, y une i-cochaîne. Alors o/est une 2-cochaîne qui est bien
déterminée par deux applications (ensemblistes^ A x A — M et No-^M. On a
par (II, 2 . i ) et (II, 2.2)

o/(^, }„) =/,/(/,)-/(^ À,)+/(/i)/,,

àf(n)=-fd(n)=-y,^f(7,)^
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où Xi, ^2, \-€A, / i=V^(X,)€No tel que \ k,\i=o noter que / est une

application K-linéaire et d o n c / ( V Â : / ( A / ) ) =VZ://(X/) . Soit y : A-^M la
restriction de/à A.

Alors/est un i-cocycle si et seulement si :

(i) 9 (7 iL )==Ài9( / , ) - { -c?(?4) /^

(ii) ^Â-, /, r= o ==>^ À, cp(^ , ) == o.
; /

La dernière condition (ii) implique que y est une application K-linéaire de A
dans M. Ainsi (i) et (ii) impliquent que l'application y : A -> M est un « homo-
morphisme croisé » de K-modules (ou une dérivation). De plus, /est i-cobord,
si/==o^où g==mçM est une o-chaîne. En ce cas :

c p ( À ) ==/().) = ^(^) ~=- ̂  i^—i^ ^ pour tout A ç A

et <p est un « homomorphisme principal » (ou une dérivation intérieure). On a
donc montré que H^A^ M) est isomorphe au K-module des K-homomorphismes
croisés de A dans M, divisé par le sous-module des K-homomorphismes princi-
paux. On voit encore que H1 (A, M) coïncide avec le i-groupe de cohomologie
de A défini par Hochschild.

2. INTERPRÉTATION DE H2.

Soit P : E -> A un homomorphisme surjectif de K-algèbres. Soit M le noyau
de P et supposons que M soit tel que le produit de deux éléments quelconques
de M soit zéro (on écrit M2=o). M a alors la structure d'un A-bimodule;
pour une application quelconque p : A -> E telle que pp= identité, cette struc-
ture de A-bimodule est définie sans ambiguïté par les relations

Àm=:(p^) /n et m?.==m(p?>) (/nçM^eA).

En ce cas, on dit que (E, p) est une extension spéciale de A avec noyau M. Deux
extensions spéciales (E, (3 et (E^ p') de A avec noyau M sont équivalentes
s'il existe un homomorphisme d'algèbres y tel que le diagramme

^E\
M7 ° ^-V
\ ^ /^
\Ef/

soit commutatif; a et a' sont les inclusions. I/homomorphisme 9 est nécessaire-
ment un isomorphisme.

Pour un A-bimodule M donné, on va interpréter H2 (A, M) par les extensions
spéciales de A avec noyau isomorphe à M.
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Soit/une 2-cochaîne. Alors S/est une 3-cochaîne qui est bien déterminée
par quatre applications (ensemblistes) de Ax A x A, A x No, N o X A et Ni
dans M. On a par (II, 2. i), (II, 2.2) :

o/oi, ̂  /.)==/,/(L, /^-/(u., ̂ )+/(^, w -/ai, ̂ )^
Ô/(}, 72) == À/(7Z)-/(À7î)+^ZV(^ ^),

z

Ô/(7<, À) =/(^/) -/(/,) À -^/T,/(^ À),

;•

^/(^)=-/^( /Î /)=-S /^/^(^)1

où A i , A,, A.,, À / e A , ^=^^(À,)eNo avec ^^X/=o et 7^/=^^.(^)eN^
^ z /

avec /îy € No et V ̂ . ̂ / = o.

Soient yi : A x A -> M et ^2 : No -> M les restrictions de / à A x A et No.
Alors/est un 2-cocycle si et seulement si yi et^a satisfont aux relations suivantes ;

(2.i) ^ifiO., ^)-Ti(^^, 7:04-Yi(^i, U:0--ïi(^ ^)^,=o,

(2.9,) ^^y,(},,^)=:Y,(////)-^,(^),
/'

(2.3) ^Â-,Y,a,,7)=Y,(»À)-Y,(«)/,,
/'

(2.4) ^Ây^(^-)==o
/'

pour X^ Â2, X;^ X /eA, 72, ^ /€No , A:̂  ^.€K tels que

^ /Q T., ==0 et ^ ̂  /îy = 0.

7

Pour un 2-cocycle/donné, définissons une structure de K-algèbre sur ren-
semble Ey" des couples (m, X), meM, X e A par les relations :

(2.5) Â-(/n, À )==(Â-m+ y^^ ^), /.À),

(2.6) (/^i, Â i ) .+ ( / / Î2 , 7.,)==(^i+///,4-Y2(^l, ^2), ^1+^2) ,

(2.7) (mi, 'hi)(m^ Â ^ ) = (m^-\- ^m..— yi (Ai, ^2), ^1^2),

où m, m^ ma 6 M, X, Xi , XaSA, ^eK et où ron écrit (k, X) pour kÇk)—ÇkX)
et (X^ ^) pour (Ai) + (X^) — (X^ + ^2).

Après que l'on a prouvé Fassociativité de l'addition définie ci-dessus, on peut
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prouver par récurrence que les relations (2.5) et (2.6) sont équivalentes à une
seule relation :
(2.8) ^k,(m^^)=(^k,m^^(n)^k^\

i i i

QVin=^ki(\i)—^{ki\i)\ m,eM,X,€A, ^eK.
;• ;•

Pour vérifier que Ef a une structure de K-algèbre, il faut vérifier les relations
suivantes :
1 . x 4- y =~- y — x ;
2. (x + j) 4- z = x 4- (y + ̂  ;
3. ^ (j 4- ^) = xy -\- xz\

h. (x -\-y) z = x^ 4-j.s;
5. (^j)^==^(j^);
6. (Â-^)jr=Â-(^j);

7. x { k y ) = k ( x y ) ,
8. ' k^k^x)={k^k^)x\

9. A-(^ 4-j) == Â'^ 4- ocy\
10. (k\^-k^) x^k^x-\-k^x^

QVLX, y, z € Ey- ; A:, À:^ Z-2 € K.

Soient .z?==(mi, X i ) ,y=(m2» ^2)? z={m.^ Xs). La relation ̂ +j ===y4-a?
est bien évidente. Les autres relations sont vérifiées Fune après l'autre, en vertu
des relations (2. i)-(2.4). Par exemple la relation (.r+y)+ z=x-}-Çy-{- z)
est vraie si

Y,((^) + a.,) - (^+ 7.)) +Y2((^ + ̂ ) + (^3) - (^i+ ̂ + ^3))
=:Y2((Ài) + (À, 4- ̂ ) - (^+ ̂ 4- ̂ )) 4- Y2((^) + (A:0 - a.+ ̂ ))

qui est une conséquence de (2.4) avec ^i == i = k ' , y k ' , = — i = k'^
n,==. ( ^ l ) + ( ^ 2 ) —— (^1+^2) , / l .2=(/ . . l+^2) + (^3) —— ( ^1+^2+^3) ,

7 Î3==(Ài ) + (^2+^3) —— ( A I 4- ^24-^,) et ^ 4 = ( ^ 2 ) + (A.,) —— ( ^ 2 + ^ 3 ) ;

/ 4 , \( noterque^eNoetVZ: , / iy===o ).
\" \ 7=1 /

Vérifions quelques autres relations, par exemple (3), (5) et (6) pour montrer
comment (2.i)-(2.4) interviennent. On a

x(y + z) •==. ( / /^i , Ai ) (m2+ //^4- ^ '2(^2? ^:î)î ^2 4- ^:,)

== (/ni À.2 + m.i /.3 4- Ai //?.^ 4- ^i /^:î 4- ^i Y2 (^2, ^s) — YI (Ai, ^2 + ^n ), \ ̂  4- À-i ^3)
et

.PJ 4- ^^ == ( /n iÀ2+ ^ i W - 2 — — YI (AI , ^2) , ^1^2)

4-(mi^4-Aim3--yi(Ài , À , , ) , ^ i À 3 )

= = ( / n i À 2 4 - m i ) i 3 4 - ^ i m 2 4 - À i / n 3 — y i ( À i , ^ 2 ) — Y l ( ^ l , ^a)
•' J-^' ' - ï - ,'.-.-... ..--...•'1 4-^2(^1^2, ^1^3), ^^4-)4^).
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Les deux sont égaux si

^T2(^2, ^ ) — — Y l ( ^ l , ^+^3)=——Tl (^ l , ^ )——ï l ( ^ l , ^)+Ï2(U2, U:Q

qui est une conséquence de (2.2) [noter que (Ai ) (As, A 3 ) = ( X i Â 2 , Ài?^)].
On voit directement que la relation ( x y ) z = ̂ (j^) est une conséquence de (2, i).

Vérifions (^)j = kÇxy\ On a

(kx)y= (/cmi-4- ya^ ^i), ^i) (^2, ^2)
=(Â-m,^4-/t-^i/^2+T2(^ ^l)^--Y / l (À•^, L), Â-Ài^)

et
k{xy) -===. k{m^_-\- Ài/n.^ — yi(^i, ^2)7 ^1^2)

-—: ( /{• /^i ^2 —— ^ ̂ 1 ̂ 2 —— ^ YI (^ l î ^2 ) + Y2 ( ^"î ^l ^2 )5 ^^1^2)5

Les deux sont égaux si

Ï2(^ ^)^-yi(À-^, À2)=-Â-Yi(^, ÀO+V^^ ^^)

qui est une conséquence de (2.3) [noter que (k, Xi) Ç\^=Çk, Ai ^2)]- De cette
façon on peut vérifier toutes les autres relations. On voit que l'élément (o, o)
est l'élément zéro de Ëy, et l'élément (71(1, i), i) est l'élément unité de Ey
(car Yi (X, I ) = = À Y ( I , i) et ^1(1, } . )==Yi( i , i ) À , X e A grâce à (2.i)). Les
homomorphismes a : M-^Eye tp : E/ ->Adonnésparam==(/72,o)e tp(m,A)==À,
montrent que (Ey", P) est une extension spéciale de A avec un noyau isomorphe
à M. (Observons que cette extension induit sur le noyau la structure de A-bimo-
dule donnée sur M, car (mi, Ai) (m^ o)=(Aim2, o) et (7723, o)(m^ \^)=Çm^'k^, o)).

On a montré qu'à chaque 2-cocycle/correspond une extension spéciale (Ey, ^),
De plus, deux 2-cocycles cohomologues donnent deux extensions équivalentes.
En effet, soit/^/4- o^, où g- est une i-cochaine. Soit (E^, ^/) l'extension qui
correspond à //. Soit ^ : A - ^ M la restriction de §• à A. Alors l'application
ç :E^-^E^ définie par ©(m, ?.)=(/n+^(A), A), me M, AçA, est l'isomor-
phisme nécessaire pour montrer que (E^, |î) et (Ey/, ^f) sont équivalents. On a

^/^^•(m,, A,)^==Çp(^^/^+Y2(^), ̂ j^)
\ ; /

=^^,m,+Y2(^)+^(^A^,Y ^Â,^.)

et

VÂ-,9(m,, ^•) == VÂ^•(/^•4-4 ;(^•)î ^•)
i

^/^m,+^4a0d-v,(7i), ̂ ^.^V
\ ^ }

6ù/ î=^V^(^)—Y(^?^)etY, :No-^ M est la restriction de/' à No.
; ;
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On veut prouver que

^W^^(^^\=^^^)+^W.
\ J i

mais cela résulte du fait que

Ï2(^)-Ï2(^)==^(^)

^—gd^n)

=-^^(À,)+^y^À^
\i )

=-^^(À,)4-^^^7A

De même
9[(mi, ̂ )(m^ À2 ) ]==cy (^ iÀ24-À i / ^ ,—Yi (À i , À2), ^2)

== ( /niÀ2-h ^ 1 / ^ 2 — - f i ( ^ i , ^2 )+^(^2) , ^i^s)
et

cp(mi, ^i) cp(/n2, ^2) = (mi+4'(^i)? ^i) (^2+^(^2), ^a)

=: (miÀ2+^W2+^(Ài )À24-^ l^ (^2) ——V^l, ^2), ^1^2),

où Y^ : A x A -> M est la restriction de /' à A x A. On veut prouver que

--TlOl, Â2)+^ (^ ^)=:+(^)>.24-^^().2)-T,(^, ^),

mais cela résulte du fait que

Y, (Ai, ̂ )-Tl(^ ^2)==0^(Ài(g)À2)

==^^(^)-^(^^)4-^(^)^.

Il est facile de voir que 9 est injectif et surjectif et applique l'élément unité
de Ey sur l'élément unité de Eyv.

Inversement, soit ?:E -> A une extension spéciale de A ayant pour noyau le
A-module M. Soit p : A -> E une application (ensembliste) telle que Pp = identité,
et que p(o)==o, p ( i )= i .

Définissons deux applications (ensemblistes) Y i : A x A - > M e t^No-^M
par les relations

YiOi, ^)=p(^^)-p(^)p(^),

^(n) ==.^^p(À,),

où Ai, X^, A , € A , /^=^^(A,)eNo/ /avec ^^X,===oYv i )
On vérifie facilement que ^i e ty^ satisfont aux relations (2.1 )-(2.4) et donc

définissent un 2-cocycle.
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On a établi le

THÉORÈME 4. — Soit A une K-alg'èbre et soit M un f^-bimodule. Alors il existe
une correspondance bijective naturelle entre le K-module de cohomologie
H2 (A, M) et F ensemble des classes d équivalence d'extensions spéciales de A avec
noyau M qui induisent sur M la structure donnée de A-bimodule.

On peut même définir directement une structure de K-module sur l'ensemble
des classes d'équivalence des extensions spéciales et montrer que ce K-module
est isomorphe au K-module H2 (A, M)(c/. Hochschild [2]).

3. COMPARAISON DES DEUX COHOMOLOGIES ET DE Ext.

On est maintenant en mesure de comparer les trois modules de cohomologie
d'une K-algèbre A à coefficients dans un A-bimodule M;

(i) les K-modules de cohomologie définis par Hochschild^ c'est-à-dire en
utilisant le complexe standard [1, IX, 6] même dans le cas où A n'est pas
K-projective; on les notera Hoch^A, M);

(ii) les K-modules Ext^(A, M) définis dans [1] ; et
(iii) les K-modules de cohomologie d'une algèbre définis ici ; on les notera

tP(A, M).
Soit (cB(U), rj) le complexe sur A construit au chapitre II (§ 2), où (U, A, s)

est l'objet universel de la catégorie C^ défini au chapitre II (§ 1). d3(U) est un
A^-module libre. Soit (R, ^) une résolution projective (et acyclique) du A^-mo-
dule A. Alors il existe un A^homomorphisme 71 : d3(U) -> R tel que le diagramme

^(U)-^A
.4 ^
R—->A

£'

soit commutatif. Deux tels homomorphismes sont homotopes. On a donc un
homomorphisme bien déterminé

^:ExtX.(A, M)->H^(A, M) (^o);

d^ commute avec les « connecting homomorphismes », car si

o-^ivr-^M-^M'-vo
est une suite exacte de A-bimodules, le diagramme suivant est commutatil' ;

o ^HomAe(R, IVT) ^Hom^(R, M) ^HomAe(R, W)->^
\ _ ^ __ ^ _

o-^HomAc(d3(U)^ M'y-^HomAe^U), M)-^ HomAe(tô(U), M^-^o,

les lignes horizontales étant exactes.
Ann. Éc. Norm., (3), LXXVIII. — FASC. 2. ^4
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Soit (d3(A), ï/) le complexe standard sur A défini dans [1, IX, 6]. Ce com-
plexe coïncide avec le complexe tô(U) défini dans le chapitre 1 (§ 1) lorsque
U == A (rf étant nul sur A). tô(A) est un complexe acyclique sur le A^-module A,
mais pas nécessairement A^-projectif (parce que A n'est pas supposé K-projectit).
Alors il existe un A^-homomorphisme x:R -^tô(A), tel que le diagramme

R-iL^A
^ ^îcl

ûï(\)->A

soit commutatif. Deux tels homomorphismes sont homotopes. On a donc un
homomorphisme bien déterminé

çp:Hoch^(A, M)->Extïe(A, M) (^^o).

On a ainsi deux homomorphismes

Hoch^(A, M)-^Ext.ïe(A, M)4-H^(A, M) (n^o).

L'homomorphisme ^ç : Hoch^A, M)-> IP(A, M) (n^o) est naturel et l'on
peut l'obtenir directement aussi.JEn effet, l'application naturelle ^3(U) -^tô(A)
induit un A^-homomorphisme T:(13(IJ) -> tô(A) qui rend le diagramme suivant
commutatif :

tô(U)-^A
^4 -^id

tô(A)^A

et le K-homomorphisme HomA.(tô(A), M)-^ Homve(tô(U), M) déduit de T est
celui qui définit 4>ç.

On sait, d'après les calculs du paragraphe 1, que y et ^ sont des isomor-
phismes pour n = o et ï . On va montrer que pour n = 2, y et '̂  sont des mono-
morphismes.

Démonstration du fait que ̂  est un monomorphisme. — Soit

o — ^ M — > . I - ^ N - > o

une suite exacte de A^-modules, où 1 est A^-injectif. Comme {H"(A, )} et
{Ext;ve(A, ) } sont des ^-foncteurs et ^ est un homomorphisme qui commute
avec les « connecting homomorphismes », on a le diagramme commutatif
...-.ExtSr^A, N)-^Extïe(A, M)-.Extîe(A, I)-^Ext;.(A, N)-^Ext^ ( A , M) -->...,

^ ^ ^ ^ ^
. . . - ^ H71-1 ( A , N ) - ^ IP(A,M)—^. H^A, I ) — — ^ H ^ ( A , N)—^ H^(A, M) — . . . ,

où les suites horizontales sont exactes. On sait que Ext^(A, I )=o et
Ext^A, ) ̂ H^A, ). On a donc le diagramme commutatif

o->Extl.(A, N)-^Ext^(A, M)-^o
4iso ^(^)

o——^H^A, N ) — > H 2 ( A , M),
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où les suites horizontales sont exactes. Comme H1 (A, N)-^1P(A, M) est un
monomorphisme, on voit tout de suite que

^:Exti.(A, M^H^A, M)

est un monomorphisme. Montrons par un exemple que ce monomorphisme
n'est pas nécessairement un isomorphisme.

Exemple. — Soit K = Z , l'anneau des entiers. Soit M = Z ^ = Z / 2 Z et soit
A = Z ^ aussi. On observe que Ar2=Z..i(g)zZ^ Z,> et donc Ext^A, M)=o ;
mais 1P(A, M) 7^0, parce qu'il existe une extension non triviale (Z^, p) de
A == Z.j avec noyau M == Zo donnée par la suite exacte

a 8o —>- 7^_—> 7.^, -^y 7^—> o,

OÙ
a ( o ) = o ^ ( J ) = = 2 , (3(o)=: i5(y)-_-^o et [3(i) == p(à) == i,

(o et i sont les deux éléments de Z^ et o, i , 2, 3 sont les quatre éléments de
Z^). M=Z^ est isomorphe comme A-module au noyau de P qui est un homo-
morphisme surjectif d'algèbres. Le produit de deux éléments du noyau de 8 est
zéro : 0 . ^ = ^ . 0 = 0 et 2 .2=0 .

Démonstration du fait que o est un monomorphisme. — Montrons maintenant
que ^9 : Hoch2 (A, M) -> H2 (A, M) est un monomorphisme, ce qui impliquera que

^Hoch^A, M)->.Extie(A, M)

est un monomorphisme. Pour le démontrer on utilise le A^-homomorphisme

T:d3(U)-^ tô(A)

et le K-homomorphisme
Hom.v((®(.\) , M)^HomA.( (®(U) , M)

déduit de T. Il suffit de démontrer que si l'image d'une 2-cochaîne /du complexe
HomA.(tô(A), M) dans le complexe HomAe(o3(U), M) est un cobord, alors/est
un cobord.

L'image de / dans le complexe HomAe(tô(U), M) =^ Hom^J", M) est une
n.

2-cochaîne/ qui est bien déterminée par deux applications (ensemblistes)

Y.i:A x \->M
T.:No ->M.

Il est bien évident que ^== o. Alors/ est un cobord si et seulement s'il existe
une application (ensembliste) g". A- -> M telle que

^•(^, ^)=:Y,(^,^)==À^(^)-^(À,L)4-^(ÀO^,
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et

^(^)=Ï2(^)=-^^().0,

i

où 71=]^ (À,) avec ^^À,==o, À,, À,, À,eA, ^eK.
; ^

Puisque ^==0? la seconde relation donne la condition suivante :

^ Â,À,=: 0 ̂ > ̂  Â^(/,) = 0.

-? /

Cette condition implique que l'application g -:A -^ M est K-linéaire. Aussi

/(/.l, /.O^^/.l, À,) = À l ^ ( Â , ) — — ^ ( À i 7 , ) +^(/.i) /,=:^(/^, À,);

donc/est un cobord si et seulement si son image/ est un cobord. On a montré
que o^.'HocIr^A, M) -> H2 (A, iM) est un monomorphisme.

On peut interpréter les extensions (E, fJ) qui correspondent aux éléments
de Hoch^A, M). Si (E^, p) est l'extension qui correspond au 2-cocycle / du
complexe HomAc(tô(A), M), Fapplication p : A —Ey donnée pa rX-^ (o , À) est
K-linéaire car

7^ Â^-(o, } -̂) == ^ o, ^ , A ' ; À / ) puisque ^.^==0.
i i

De plus, pp= identité. Ainsi les extensions (E, p) qui correspondent aux
éléments de Hoch^A, M) sont celles pour lesquelles il existe un relèvement
K-linéaire de P.

On va montrer par les exemples suivants que les trois K-modules Hoch2 (A, M),
ExtAe(A,M)etïP(A, M) sont, en général, différents, et les homomorphismes
ç et ^ (pour n == 2) sont donc des monomorphismes propres.

Exemples. —Soit K==Z, l'anneau des entiers naturels. Soitr^Z+î'Z^^ro),
l'anneau des nombres duaux. F est un groupe abélien avec i et i comme élé-
ments de base, et avec la multiplication donnée par

{ p ^ - i ^ Ç p ' ^ - i q ^ ^ p p ' - ^ i ^ p q ' + q p ' ) (p , q , p ' , q ' ç Z ) .

En particulier, ^=o etpi=ip, pour tout p e Z . Soit ?(2Z) Fidéal de F qui se
compose des éléments de la forme ï.2jo,joeZ. Soit

A = r / / ( 2 Z ) = Z + ? Z ^ où Z2=Z/(9.Z),

(2Z) étant l'idéal des entiers pairs de Z. Alors A est une K-algèbre avec les
relations r^ o, pi== ip et 2.1= o.

Un A-bimodule M est un groupe abélien muni de deux endomorphismes
m -> im et m -> mi, mçM tels que

i(im) =zo= (mi) i,
2(/m)==o == 2 (mi),
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et
i(mi) == (im) /.

Calculons les trois groupes Hoch^A, M), Ext;v(A, M) et 1P(A, M).
flW^A, M). — Soit/eHomR(A(g)A, M) un 2-cocycle. A (g) A est engendré

comme groupe abélien par quatre éléments, i (g) i, i (g) i, i(^) i et /(g) /. Il suffit
donc de connaître les valeurs de/sur ces quatre éléments pour déterminer le
cocycle/. On a :

o/a,, À,, À,)
=V02, ̂ )-/(^ ^)+/0i, W-/(Ai, À , ) À , = o (^^À,eA).

Si l'on substitue à A i , A_», A.; les valeurs i ou i, on obtient
/(i, 0==/( i , i ) < \ /(/', i )= / / ( i , ' ) et //(/, / )==/( / , 0^

Déplus, 2/(/, ?)==/(2î , ï )=o. On pose alors/(i, i)==m,,,/(î , i)=m^ et
l'on voit qu'un 2-cocycle est déterminé par un couple (mo, mi); /Ho, ^2i eM tel
que imi^myi et 2 m j = = o . Le groupe des 2-cocycles est donc Isomorphe au
groupe abélien M Q ) M L où M, est le sous-groupe de M formé des éléments

• m^ € M tels que im^ = m^ i et 2Wi === o.
Si/est un 2-cobord, on a

/(Ai, À,)==Ài^(L)-^(ÀiÀ,)4-^(Ai) / -2,

où ^€HomR(A, M) est une i-cochaîne. On a
/(i, i)=^'(i), /(.,/)=,"(i)/, /(/, •)=^(') et /(/,0=^(04-^(Q/.

On observe que g(^i)= 2^(Ï)=o. Alors le groupe des 2-cobords est iso-
morphe au groupe abélien M(])M7, où M' est le sous-groupe de M formé des
éléments de la forme îW+m^m^eM tel que 277^=0. On observe que M' est
un sous-groupe de Mi.

On a donc
lloch^ A, M) == (M © M,) / (M © iW) -; M I / M / .

Hoch^A, M) est isomorphe au sous-groupe de M formé des éléments m^ tels
que im^=m^iet 2^=0;, dù'isé par le sous-groupe des m\ delà forme im' -{-m'i\
m' çM tel que <2.mr•==- o.

Ea^UA, M). — Construisons une A^-résolation libre et acyclique du
A^-module A. D'abord on a la suite exacte de A^-modules :

o-> I • ->A/-'->A -^ o

où £ ( A i ( ^ ) A 2 ) = A , A 3 ; A , , A.,eA, et 1 est le noyau de c. 1 est engendré comme
A^-module par les éléments de la forme A (g) i — i (g) A ; A e A. Pour A =p e Z,

/ ® I — 1 ® ^ == 0,

et pour A == iç.iï^,
À <g) r — i (g) /. -==. i (g) i — i 0 i ;

donc 1 est engendré par un seul élément i(^)i — i (g) i.
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On construit une suite exacte de A^-modules

o-^J-^A^-^I-^o,

où d, applique l'élément unité i (g) i de A" sur ?(g) i — i (g) /, et où J est le noyau
derfi. Observons que A^ est engendré comme groupe abélien par quatre éléments
i(g)i, i(g)î, ?(g)i, î (g )? ; dans rhomomorphisme d^

i ç$ i -^ < ç$) i — i (g) ^
i (g) / -> i (g) /,
<(9)T->—/(9);' i

par suite 2 (g)i ==i(g)2, i(g) ;+^(g)i, i(g),_^(g)^ ;(g); sont des éléments
qui engendrent J comme groupe abélien. Comme
i (g) i —î(g) i = i 0 /+ /'(g) i — 2/0 i -= i 0 ?4- /(g) i et ^(g)î=: ( î(g)i) (i 0 / — /0 i),
J est engendré comme A^-module par deux éléments 2 (g) i et i (g) ?+?(g) i .

En composant les deux suites exactes ci-dessus/on obtient une suite exacte
de A^-modules :

o -> J -> A." -^ A.^ -> A -> o,

où J est engendré par les éléments 2(g)i et i(g) i-\- ;(g)i. Cette suite exacte
nous suffit pour calculer Ext;v,(A, M). On a

Exti^A^ M) = Coker[HomA.(A6, M) -.nomAe(J, M)],

où HomAe(A% M)-^HomA.(J, M) est rhomomorphisme induit par l'inclusion
J-^A^. Comme J est engendré par deux éléments 2(g)i et i(g) i+ ;(g)i, un
élément/e HoniAc (J, M) est bien déterminé par les valeurs /(i 0 ;'+ i (g) i ) = m,
et / (2(g)i)=m2 (disons). Les éléments 2(g)i et i(g)?+î(g)i satisfont aux
relations

(<-(g) I) (2 (g) I ) = 0, ( l 0 /) (9. (g) J ) = 0, (i (g) < - ̂ '0 l) (i ® ? - ̂ '(g) i) = 0

et

les autres relations étant conséquences de ces quatre relations. Ainsi un élément /
de Homv.(J, M) est bien déterminé par un couple (m^, //^); m^ m ^ ç M tel que
im,=m,i, 2m, =o et im^==o=m^i. Honiv(J, M) est donc isomorphe au
groupe abélien Mi ®M, où Mi se compose des éléments m, e M tels que im, ==/n, ;
et 2m,==o, et 1VL se compose des éléments m^çM tels que im^= o=m^.
Pour que/provienne d'un élément de Homv(A% M), il faut et il suffit que

m, =f(i (g) i + i (g) /) = (/• (g) i + j (g) i)f(i 0 i) :== im + m ' i

et
m,=f(2 0i) ==: 2/(i (g)i) == 2m\



COHOMOLOGIE DES ALGÊBRES ASSOCIATIVES. IQÔ

où m'=f{iÇ^ i ) € M . Alor^
Im ( Homvc (A^ M ) -> ïlom^ ( J, M ) )

est isomorphe au sous-groupe N de M i ^ M ^ formé des éléments de la forme
(im1-\-m'i, 2m'). On a

Exti. ( A, M ) ̂  ( Mi © M., )/N.

Exf- A"(A, M) est isomorphe au groupe des couples (m^ /n,>); m^, m^ çM tels que
im^ ==/72j i, 2mi ==o et ?m_)=o=== m^iy divisé par le sous-groupe des éléments de
la forme Çim' + m' i, 2 m').

L'injection oîHoch^A.jVl^-^ExtA^A, M) est définie en associant à chaque m^
(tel que im^=--m^i, 2/^1 =o) le couple (m^ o).

ZF(A, M). — D'après le théorème 3, il suffit de construire une résolution
libre et acyclique de Panneau A. Soit Uo = F = Z + iï et s : Uo -> A l'homomor-
phisme canonique r-^r/Ï(2Z). Soit I J i = = = Z et soit d^ : Ui -^ Uo rhomomor-
phisme de groupes abéliens donné par i ->2.i. On a donc une suite de groupes
abéliens :

o —> Ui -> t J o -> A -> o,

où c est un homomorphisme d'anneaux. Uo est un Z-module libre avec i et i
comme éléments de base, et Ui est un Z-module libre avec i comme élément de
base. Soi t^çUo et soient v, ^ eUi . On définit

uv -=. d~^ [u(div)~\ ; vu •==. 6/71 [(û?i^) u] ; w'=o.

L'algèbre U = = U o ® U i est une algèbre différentielle graduée et l'on a obtenu
une résolution libre et acyclique (U, A, &) de A. SoitXo l'ensemble { i, i} et
soit Xi l'ensemble { i } .

Soit/€Hom(Uo0Uo, M)®Hom(Ui , M) une 2-cochaîne. On voit que/est
bien déterminé par deux applications ensemblistes :

YI : Xo x Xo->M
y , :X, ->M.

Le cobord o/ est un élément de
Hom(Uo(g)Uo (g)Uo, M)©llom(Uo(g)Ui, M) ® Hom(U, (g) U^ M).

On a les formules :

Ô/[ u, \ //, //:•, 1 == ( £ / / j ) f\ f/., ff, ] — /[ i l , //, //:.. 4- /[ //1| i l ; i l . ,

—f\ f<\ ïf-i (£^:i) (^i- ( i - i ^ ^,eUo) ;
o/l " ^ I - /[ ̂  1 ̂ ' J + ( ̂ / ) /I " 1 - /[ ̂  1 ( // e Uo^' e U i ) ;
o/T ̂  1 ^.1 -- - A ̂  u \ + /| ̂  J - f\ r | ( ̂  ).

Soit y un cocycle. On substitue à u^ u^, Us la valeur i ou i, dans la première
relation (avec o/== o) et Fon obtient les relations :

yi (^ i y = = : / Y i ( i , i), Y i ( i , Q .=Yi ( i , i ) ^ /Y i ( / , / )=Yi ( / , / ) / .
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La seconde relation (avec o/= o) donne pour u = i, ^ == i

/[I 2 Î ] +/M — / N ^ o ^ c'est-à-dire 2 y i ( i , < ) = o .

Elle donne pour u = ?', ^= i :

^ïi^ 0 =— ^(i) ==^'2(1),
puisque 21771=0 pour tout mçM. De même, la troisième relation (avec â/==o)
donne des relations :

2y i ( / , i ) = = o et 2 y ^ ( ? , / ) = = y 2 ( i ) < .

Si ron écrit y , ( i , i )=mo, Y i ( < , i)=m, et ^,(1) ==77^ on a les relations
//n,=/^,/, 2 ( / / / o / ) ==o== 9-(//no), et ?-m,-=//n..,==//z.^'.

Les relations ^(m^')=o=2.(im^ sont valables pour tous les éléments de M
(par définition). Le groupe abélien des 2-cocycles est donc isomorphe au sous-
groupe de M® M® M qui se compose des éléments (m,,m^ //^); m^m, ,m., € M,
tels que irn^ = m^ i et 2 niy = im^ = m^ i.

Si /==o^où^eHom(Uo, M), on a

(P

f[u, \ u,] == (£^)^[«,j —^[u,a..,\ -4-^ij (£</ , ) ;

/[^] ^-^[^J
(? / i , ^eUo, ^eUi) .

Donc
ïi(1. ^^^(i). ï i(i , / )==^( i )^ y(/ , i )==^( i ) ,
ï l ( ^ 0=^(0+^(0^ y 2 ( l ) = — ^ [ 2 / ] = = — 2^(1)

et l'on a
mo==^( i ) , i7î,=ig-(i) 4-^(0 ^ et w,=— 2^(;).

Écrivant — g{i) = m', on a

Wi == — ^^ — fît' i == îw^ 4- m'i et /n-;> == 2 w/.

Le groupe abélien de 2-cobords est isomorphe au sous-groupe d e M ^ M ^ M
qui se compose des éléments (m^m^m^ tels que m,_-==- im' -\-m'i, m^ =2^;
m'eM.

Finalement H^A^ M) ̂  isomorphe au groupe abélien des couples (m^ m^;
m^ m^çM tels que im^=m^i et 2 m, =. im^-== m^i, divisé par le sous-groupe
des (mj, m^ ) de la forme m^ = im' + m'i et m^ = 2 m'.

L'injection ^ : Ext^A, M) ^ H^A, M) est définie par {m,, m^) -> {m,, m^.
Exemple 1. — Soi tM==Za un A-bimodule avec Î/TZ ==== o ==w?pour tout m e M.

On voit aussitôt que :
Hoch^A, M ) ^ Z 2 ,
Exti. ( A , M ) ^ Z , ® Z , ,

H^/^M^Z.eZ,.
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On a donc :
Hoch^A, M) ̂  Extj^ (A, M) ̂  H2 (A, M).

Exemple 2. — Soit M = Z,, un A-bimodule avec im = mi= 2 m.
Les éléments de Zy, qui satisfont aux relations im = mi et 2 m = o sont o et 2.

Parmi ces deux éléments, o est le seul élément de la forme im'+m^i. (En
effet, im' -\- m' i' = 2 m' -\- 2 m'' = o). On a donc :

Hoch^A, M ) ^ Z 2 .

Les couples (m^, m^) ; m^, 7^2 € M qui satisfont aux relations im^ == o = m^ i,
im^=m^i et 2.m^=o sont (o, o), (o, 2), (2, o) et (2, 2). Parmi ces éléments,
(o, o) et (o, 2) sont ceux de la forme (?W+ m' i, 2 m'). On a donc :

Ext^A, M^Z,..

Les couples (^1,7/22); m ^ m ^ e M qui satisfont aux relations im^=m^i et
fîm^=im^=m^i sont ceux tels que 2(^1—m2)===o. Ceux qui sont de la
forme m^=im'-{-m'i et m^=2.mf sont les couples (o, 2m /). Le groupe
quotient est un groupe cyclique de quatre éléments, engendré, par exemple,
par la classe de (i , i). On a donc :

H2 (A, M ) ^ Z 4 .
Dans cet exemple, on a :

Hoch2(A, M) ̂  ExtJ^ (A, M) ̂  H2 (A, M).

Exemple 3. — Soit M = Zg Q) 7^^, la somme directe des A-bimodules Za et 7^
des Exemples 1 et 2. Dans cet exemple :

Hoch^A, M ) ^ Z 2 © Z 2 ,
Ext^(A, M ) ^ Z 2 © Z 2 © Z ^

tP(A, M ) ^ Z 2 ® Z 2 © Z 4
et

Hoch^A, M) ̂  Ext2,^ (A, M) ̂  H2 (A, M).

Hoch2 (A, M) est un groupe de 4 éléments, Extjv (A, M) est un groupe de 8 élé-
ments et H^A, M) est un groupe de 16 éléments.

CHAPITRE IV.

1. LES BIMULTIPLI CATIONS D^UNE ALGÈBRE.

Soit A une K-algèbre n'ayant pas nécessairement d'élément unité. On définit,
d'après Hoschschild [2] et Mac Lane [4], une bimultiplication de la K-algèbre A
comme un couple d'applications a — > a a , a->aa de A dans lui-même qui

Ann. Èc. Norm., (3), LXXVIII. — FASC. 2. 25
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satisfont aux relations suivantes :

( 1 . 1 ) ^{a -\- b) == <j a + (j^; (a-\- b) (7= a a- -4- b o-,

(1 .2 ) (7(ab)=(aa)b, (ab) Œ =: a (b a),

(1 .3 ) (7(ka)=k(aa), (ka) a = k (a cr),

(1 .4) a((7b)=z(a(7)b

pour tous û, &eA, et Z-eK.
La somme o- + T et le produit OT de deux bimultiplications cr et T sont définis

par les relations :
(1 .5) (o- + r) a= (j a + T<2; a (o- + r) == acr + ar^

(1.6) (or) a := o- (ra) ; a (o-r) == (ao-) T.

Si k est un élément de K et a est une bimultiplication de A, le produit k a est
défini par les relations :
(1 .7 ) (Â-O-) a-=k{<ja)\ a (Â-cr) == A- (ao-).

Il est évident que CT + T, CTT et A- a sont des bimultiplications de A ; avec ces opé-
rations l'ensemble de toutes les bimultiplications de A forme une K-algèbre
(avec élément unité) qu'on note M^.

Chaque élément ce A induit une bimultiplication ^définie parles relations :
(1.8) [Lcd= ca\ . a^c^ac ( a e A ),

qu'on appelle une bimultiplication intérieure de A. L'application [L : A-> M^est
un homomorphisme de K-algèbres, et si A possède un élément unité, on
a [j. ( i) == i. Comme :
(1.9) 0- y.c=^ac, ^c0-==^o, ^^=^Â-c,

l'image p-A de cet homomorphisme est un idéal bilatère de la K-algèbre M^.
L'algèbre quotient P^ = MA/^-A est une K-algèbre (avec élément unité) qu'on

appelle l'algèbre des bimultiplications extérieures, ou bien l'algèbre des classes
de bimultiplications de A. Le noyau de p. est un idéal bilatère C^de l'algèbre A;
c € ÇA signifie que ça = o = ac pour tout a e A. On appelle C^ le bicentre de A
(Hoschschild [2] l'appelle le nucleus de A). On a donc une suite exacte de
K-algèbres :
(1.10) O - ^ C A - ^ A ^ M A - ^ P A — — O ,

où Y], p- et Ç sont des K-homomorphismes d'algèbres.

Remarque. — Si A possède un élément unité, d'après (1.2) toutes les bimul-
tiplications de A sont intérieures, ÇA = o, PA = o.

Observons que ÇA est un PA-module à gauche et à droite par les opéra-
tions c ->ac et c -> C C T , cçC, creMA; car ac et c CT ne dépendent pas du choix de
l'élément a dans la classe de PA ; mais ÇA n'estpas nécessairement un PA-bimodule.
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Deux bimultiplications (T et T sont dites permutables si (7(ûT)=((7a)T et
T Ça a) = (T a) a pour tout a € A. Il est bien évident que si a et T sont permu-
tables, ka et A-'T le sont aussi, où ^.Z-'eK. D'après (l.ss), a et unebimultiplica-
tion intérieure sont permutables; donc on peut parler de deux bimultiplications
extérieures permutables. En particulier CT est auto-permutable si cr (^ o) = (a a) a
pour tout açA.

Soit A une K-algèbre n'ayant pas nécessairement d'élément unité, et A une
K-algèbre (avec élément unité). Une extension de A avec noyau A est une suite
exacte de K-algèbres :
(1 .n) o—A.-^E-4-A-^o,

où E est une K-algèbre (avec élément unité) et p est un homomorphisme (uni-
taire) de K-algèbres, i. e. p( i )=i . Comme a A est un idéal bilatère de la
K-algèbre E, l'application qui associe à chaque élément ^eElabimultiplication
intérieure de E définie par e donne un homomorphisme (unitaire) d'algèbres
v : E -> MA ; de plus deux bimultiplications quelconques de l'image de v sont per-
mutables. Comme l'image de a A par v est la sous-algèbre des bimultiplications
intérieures de A, v induit un homomorphisme (unitaire) de K-algèbres :

(1.12) 0 :A^PA,

tel que deux éléments quelconques de 9 A soient permutables. On exprime
cette propriété de permutabilité de deux éléments quelconques de 0 A en disant,
d'après Hochschild [2], que 6 est un homomorphisme régulier.

Donnons-nous deux K-algèbres A et A (A n'ayant pas nécessairement d'élé-
ment unité et A ayant un élément unité) et un homomorphisme (unitaire) régu-
lier 0 : A -> PA; le problème d'extension consiste à chercher une K-algèbre E (avec
élément unité) et des homomorphismes a et [i (^ unitaire) tels que la suite (1.11 )
soit exacte et que l'homomorphisme A --> P^ induit par (1.11) soit l'homomor-
phisme 6 donné. Deux extensions E et E' (relatives à un même 6) sont équivalentes
s'il existe un K-homomorphisme d'algèbres y : E -^ E' tel que le diagramme
suivant soit commutatif :

O^YP

o-^A^ ç -^A-^o
a\ - /^
\E'/1

La commutativité de ce diagramme implique que y est un isomorphisme.
On a remarqué que C^ est un P^-module à gauche et à droite. Si 6 : A -> P^ est

un homomorphisme régulier, C^ est un A-bimodule par les opérations :

(l.i3) À c = ( 9 ^ ) ^ c À = = c ( 9 À ) (ceC^eA).

Si A est une K-algèbre telle que A2 = o, on a C^ = A, M^ = PA et l'on est dans
le cas du chapitre III (§2).
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2. L^OBSTRUCTION.

Supposons donnés une K-algèbre A (n'ayant pas nécessairement d'élément
unité), une K-algèbre A (avec élément unité) et un homomorphisme (unitaire)
régulier 6 : A -^ PA qui définit comme on vient de le voir une structure
de A-bimodule sur le bicentre ÇA. On se propose d'associer à 9 une classe de
cohomologie de dimension 3 de H3 (A, C^) qui sera appelée l'obstruction de 9.

Soit CT : A -> MA une application (ensembliste) telle que ^ (A) soit un
élément de la classe 9X, pour tout X € A . Supposons aussi que o-(o)==o et
CT( i ) = i, la bimultiplication identique.

Définissons deux applications (ensemblistes) :
Yi: A x A->A,
Ï2 :No -^A,

telles que :
(2.i) ^Ti(^i , ^2) =0 (^1^2 ) — < 7 ( ^ i ) o - ( ^ ) ,

(2.2) ^(^)=]^a,),

OU

^i, As, ^-eA, 7î=:^^(^)€No avec VÂ-;^==:O
i i

et p-yi(Xi, X^) , p.Y2(^) sont les bimultiplications intérieures de A induites
par Yi (Xi , X a ) et ^ïÇn) resp. Les applications yi, ̂  ne sojit pas bien détermi-
nées, mais les bimultiplications induites par ^i, y^ sont bien déterminées. Il
faut noter que ces applications sont possibles en vertu du fait que 9 est un homo-
morphisme d'algèbres et donc

o-(^^)-(7(^)cr(^) et ^^cr(^)-cr/^Â^,\==:^Â-,(7(^.)
i \ i ) i

sont des bimultiplications intérieures de A.
Définissons une 3-cochaîneyàvaleurs dans C^ par quatre applications (notées

par la même lettre/) :
A x A x A -> ÇA
A x No -> GA
N o X A ->CA
N, ^CA

qui satisfont aux relations suivantes :

(2.3) /a^,,^)
= ( 7 ( À i ) Y i (^ ^n) — T i ( ^ i ^ 2 , ^:',) +Vi (^ i , ^:î) — T i ( ^ i , ^2) ( 7 (^3 ) ,
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(2.4) /a,«)= ^^Yi(^,^-)+<7(^)Y2(")-T2(^"),
;

(2.5) f(n^)=-^^,(^ )Q-Y^)crO)+Y2(^),
i

(2.6) /(^^-S^ï2^^
i

oùXi,)^,^,) . , A,eA,^==^^(X,)eNo, ^==]^.(/i/)eNi.
z

Les seconds membres des relations (2.3)-(2.6) ont leurs valeurs dans C^ parce
que si l'on applique p- et si l'on calcule leurs valeurs par (2. i ) et (2.2) on obtient
zéro. On voit d'après les formules du cobord d'une 2-cochaîne au chapitre III (§2)
que f=Sh, où h est une 2-cochaîne à valeurs dans A, définie par (^i, ^2) avec
la différence que A n'est pas un M^-bimodule.

On appelle la 3-cochaîne/^^ obstruction de 6.

THÉORÈME 5. — Une obstruction/de 9 est un 3-cocycle, et deux obstructions
sont cohomologues. Si f est une obstruction de 6, alors un 3-cocycle cohomologue
à f est aussi une obstruction de 9.

Démonstration, — On ne peut pas dire tout de suite que §/== Sa h = o, parce
que A n'est pas un M^-bimodule et Fon n'a pas

cr(^i)<7(^)=o-(^i^) et ^^Gr(^)==(7(^Â-,^y
/

où Xi , À 2, X ,€=A, k{ÇK.
Pour vérifier que Sf== o pour huit sortes d'éléments dans les ensembles

A x A x A x A , A x A x N o , A x N o X A , N o X A x A , A x N i , N i X A ,
NoX No et N3, il faut s'assurer que les termes qui impliquent

<7(Ài, ^J-^Oi)^-) et ^Â-,cr(^)-CT/^Â-^A
i \ i )

s'annulent; les autres termes s'annuleront comme d'habitude dans l'iden-
tité SS=o.

Par exemple :

ô/a, ̂  n) = Œ(À)/(^, n) -/(^ n) +/0, ^n) -^^-/(^, ̂  ^),

où X, p-eA, / i==V^(X,)eNo. Les termes qui impliquent
i

0-(},)(7(pL)-(7(^) et ^^(T(^)

i
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sont :
cr W 0- (^) Ï2(^) - cr(^) Y,(^) + y,(^ ^) /^^.CT^-A

\ ^ /

=—ïi(^ ^)ï2(^) +ïi(^ ^)ï2(^) par (3.i) et (8.2),
'==. o. •

Prenons un autre exemple :

ô/(^ „,) =-^f(^ n,) -^/,/(^ ^,) 4-/(^;^(^^))-/^/y(^^,)V

' 7 ^ \ / /

où ^i=^^(À,), ^2==^^(^y)eNo, X,, [^/eA. Les termes qui impliquent
1 i

^k^(^) et ^/yŒ(^.)

/•

sont

-^/:,Œ(^,)^(^)+A(^)/^/^(^.)\

^ / y
=—h(ni)h(n^)-^h(n,)h(n^ par (2.i) et (2.2),

De même on peut vérifier que â/= o dans tous les autres cas. Ainsi / est un
3-cocycle.

Pour montrer que deux obstructions de 9 sont cohomologues, notons que/
dépend du choix de a- et de h =(71, y^). D'abord on va montrer que si Fon prend
une seconde application ^ : A -> M^ compatible avec O^^o)^^^, o'(i)=i),
on peut choisir h de manière que/reste le même. En effet, CT'— Œ a ses valeurs
dans p. A, parce que a'(X) — o(X) appartient à la même classe 9X. Écrivons

o - ' ( ^ ) = = o - ( À ) 4-^.ï(À) pour tout IçA.

On calcule d'après (2. i) et (2.2) que :

cr'ai^O-cr'OOcr^)

==^ïi(^ ^)4-^ [T(^ i^) -T(^)cr (^) -a(^)T(^) -T(^)T(^) ]

et

^k^(^)=^(n)^-^^^(^)\ ^=^/,(^,)eNo.
; \ i ) i

Choisissons /^=(y^ y^) de façon que :

y, (^l, À2)=yi(^, ^ ) 4 - T ( ^ ^ ) - T ( ^ ) C T ( ^ ) - < 7 ( À i ) T ( À 2 ) - T ( À i ) T ( À 2 ) ,

Ï2(^)=Ï2(^)+^^T(^).
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On voit que h' •= h — OT, sauf pour un terme additionnel — ^(^1)^(^2) dans la
première relation. Grâce à ce terme on vérifie que Sh=ShF, de la même façon
qu'on a vérifié que 8/= o. Ainsi l'obstruction définie par a ' et h' est encore /.

De plus, si l'on a choisi o- : A -> M^ une fois pour toutes, et si l'on prend A' au
lieu de h tel que u- h' = a h, h' — h = g- a ses valeurs dans C^. Inversement si l'on
ajoute à h une 2-cochaîne g à valeurs dans C^, [^(A+ g) reste le même,
donc h'=h-}-g est un bon choix. Si // est la nouvelle obstruction donnée
par /^(et o) on a :

/ /=ô^ /=ô(^+^)=/+^.

La démonstration est ainsi achevée.
D'après le théorème 5, la classe de cohomologie ^o de H3 (A, C^) est déter-

minée par/; on l'appelle V obstruction de 9. (Remarquer la différence entre une
obstruction et V obstruction.)

THÉORÈME 6. — Un homomorphisme régulier 6 : A -> P^ est induit par une
extension si et seulement si F obstruction Eo= o.

Démonstration. — Soit :

o-.A-^E-^A—o

une extension qui induit 9. Soit p : A -> E avec p(o)=o, p ( i )== i une appli-
cation (ensembliste) telle que (îp= identité. On prend CT : A-^M^ en compo-
sant p avec v : E -> M^. Alors

ï i(^,^)=p(^i^)-p(^)p(^),

Y,(,z)=]^,pao

^ , ^ , ^ e A ^ = ^ . ^ ( À , ) € N o \ .
\ i /

Si l'on substitue ces valeurs de ^i. T'j dans (2.3)-(2.6) on trouve /= o.
Inversement, soit So== o. D'après ce qui précède, on peut choisir h = (ji, ^2)

de façon que/=o. Définissons une K-algèbre E en prenant l'ensemble des
couples (a, X), a e A, XeA avec

^Â-,(a,, ^)=/^.^a,4-Y2(^), ]^^-V
i \ i i Ji \ i

(<2i, ^i) (a^ 7.2) == (ai02+ aiÀ2+ ^ lOa— yi(^i , ^2), ^1^2)5

où ^=^^(^)—^(^A,)eNo, Ai, x^, x.eA, ^eK.
î î

Les dix identités dans une algèbre sont vérifiées par ces opérations, parce



20^ U. SHUKLA.

que /=o. On voit que (o, o) est l'élément zéro de E et(o, i) est l'élément
unité de E (parce que p (i) == i) et que 6 est induit par l'extension :

o-.A-^E-^A->o,

où a(a)=(<7, o) etp(û, X)=À, aeA, XeA .
C. Q. F. D.

THÉORÈME 7. — y il existe une extension de A avec noyau A qui induit
0 : A -> P^, alors il existe une correspondance bijective entre l'ensemble des
classes d'équivalence des extensions qui induisent 9 et le groupe de cohomo-
logie H2 (A, C^), où le bicentre C^ de A est considéré comme un A-bimodule srâce
à 9.

Démonstration. — S'il existe une extension qui induit 9, l'obstruction $0=0
et l'on peat choisir /= o dans les équations (2.3)-(2.6), a : A -> M^ étant
déjà fixé une fois pour toutes. Soit g un 2-cocycle à valeurs dans C^. Si ho est
une solution des équations (2. 3)-(2.6) avec/=o, h, + g- est aussi une solution.
La correspondance « Ào+^^> la classe de cohomologie de g - ) ) , donne la cor-
respondance énoncée dans le théorème.

c. Q. F. D.

La correspondance dans le théorème 7 n'est pas canonique parce qu'il faut
d'abord choisir une solution h =ho des équations (2.3)-(2.6) avec/=o; une
fois qu'on a cette solution h^ chaque 2-cocycle g à valeurs dans C^ définit une
autre solution. On peut donner une autre démonstration qui montre plus clai-
rement la correspondance en question; il suffît de recopier la démonstration de
Mac Lane [4], et pour cette raison on ne la donne pas ici.

3. LE THÉORÈME D'EXISTENCE.

Dans cette section on va prouver un théorème qui est une généralisation
d'un théorème dû à Mac Lane [4, théorème 8].

THÉORÈME 8. — Soit A une K-alg-èbre (avec élément unité) et soit M un
A-bimodule. Soit f un 3-cocyle de A à coefficients dans M. Alors il existe une
K-alg-èbre A ayant M comme bicentre et un homomorphisme régulier de
K-alg-èbres 9 : A -> P^ tels que 9 induise sur M la structure de A-bimodule donnée
et que f soit une obstruction de 9.

La démonstration de ce théorème n'est pas différente de celle donnée par
Mac Lane, sauf pour quelques points additionnels. Pour donner une image
complète de la démonstration et pour pouvoir préciser les points additionnels,
on donnera les définitions préliminaires et la construction du module A en
détail, mais on ne donnera pas les démonstrations des lemmes sauf pour les
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choses additionnelles qu'il faut démontrer. On gardera, en général, les notations
de Mac Lane pour éviter des confusions.

Soit :
L = UQ 4- UQ ®RUo 4- . . . + Uo 0R . . . (g)RUo + . . .

une K-algèbre où Uo==K(A) . On écrit q->^q') pour l'application identique
de Uo dans L. Cette application est K-linéaire, mais elle n'est pas multiplicative.
On note < î>(^)<^> par < ^ > < r > ; q, r^Vo. On identifie ̂ Xi) et < i > < ^ >
avec <^)> de sorte que <(i)> devient l'élément unité de l'algèbre L (c'est-à-dire
on prend le quotient de l'algèbre L par l'idéal engendré par tous les éléments
^qy^1^—^qY et ^ïy^q>)>—^q^ e^ l'on note l'algèbre quotient encore
par L).

On a deux homomorphismes d'algèbres S :L->Uo défini par ^q^—^-q et
£S:L — A qui est composé de S et £ : U o -> A. Soient

C=Ker[£S:L->A] , D == Ker[S:L->Uo];

C et D sont des idéaux de K-algèbre L avec LoCDD. Comme la suite
U I - ^ U O - V A est exacte, C/D^^Ui , (on note à la différentielle de U au lieu
de rf).

Définissons avec Mac Lane
P(^ r ) = < ^ > - < ^ > < r > (^ reUo) ,

P(^i, . . ., ^2w)==P(^ ^2). • .P(^-i, q^m) (m==.ï, 2, . . ., ^-eUo),
P(^i, . . ., ^+i)==P(^ • • .^2m)< ^2/71+1 > (m==i, 2, . . . , ^ e L J o ) ,

S (^ )=<^> (^€L\) .

On a S(^)= o pour tout ^eUa.
LEMME 1. — D est engendré {comme K-module) par les éléments P(yi, . . . ? qn),

qi € Uo et n = 2, 3, . . ., tandis que C est engendré par ces éléments et les éléments
S(î/), î/eUr Les seules relations entre les générateurs P et S sont la relation
S(^w)==o, la K-linéarité de SÇu) en u, la K-multilinéarité de P et les relations
suivantes :

P(^i, . . ., ^_i, i, ^+1, . . ., q^m) =0 (i^^sm),
(3 .1) P(^i, .. ., qi-i, i, ^+1, . . ., q^n+i)=o (i^i^^m),

P(^l, . . . , ^2m, l )=P(^ i , . . ., Ç2m).

Comme C et D sont des idéaux de L, la bimultiplication intérieure de L
induite par <(^) est une bimultiplication de C et de D; on la note p^. On a,
avec Mac Lane,

n—1

(3.2) py,P(^ ..., q^=^(-ï)iP(q„ . . . . q^qi+i, ..., qn) + (- 1)^(^0, ..., ̂ ),

;=:o
(3.3^) P(^i,...,^^) p/.= P(qi, .... q^n, r),

(3.3^) P(^l, . • ., ^2m+l)pr==—P(^l, • • .^2m+l, ^) + P(^i, . . . , q^m, q^m+l r),

(3.4) pyS(^)=-P(^ au),
(3.5) S(^)py=:-P(^, ^)4-S(^, ^).

Ann. Éc. Norm., (3), LXXVIII. — FASC. 2. 20
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Pour q, r€Uo etZ:eK,

(3.6) p^==py-}-p^ P<7/-=Pypr+^P(y,r), Â-py==p^ et Ri == 1 .

(noter la relation additionnelle koa ==- Q k q ) '

Dans le théorème 8, A, M et/sont donnés. Construisons un K-module :

A=(M©L\®.D) /N,

où N est le sous-module engendré par les éléments /(^)+^, pour tout ^ç Ua.
(On est obligé de changer ici la notation de Mac Lane parce que K désigne
l'anneau de base).

Définissons une application K-linéaire ^:A — C par

^(m-^u-[-d)=S(u)-[-d (mçM, ^eUi, dçD).

LEMME 2. — Inapplication ̂  donne une suite exacte de K-modules

o-^M—A-^C-^o.

LEMME 3. — Pour chaque qçVo un endomorphisme a->^^a, (açA) de
^-modules A est défini par

Tqm=(zq)m (mçM)^

^u=zf(q\u)—P(q,àu)-\-qu (^çUi),

^P(r,s)=f(q r \ s ) - + - ^ P ( r , s ) ( r ,^€Uo),

r,P(r,s,t)=f(q\r s) (et) + ̂ P(r, s, t) (tçV,),

T,P(r,, ..., rn)=^P(r,, ..., r,) (^>3).

Ces endomorphismes satisfont aux relations
T'7rl+<?r2::=T'/l+T^ k(T^a)=Th^a, ^(r^a) ==p^^a,

et pi== i, Fendomorphisme identique, où kçK, açA.
On peut donc définir un endomorphisme Z:T^ = T^.

LEMME 4. — Pour chaque qçVo un endomorphisme a->a^y(açA) de
K-modules est défini par :

m^^=zm(zq) (/neM),

u^=—f(u\q)—P(àu, q)-^-uq (^çUi),
d^=d^ (<^eD).

Ces endomorphismes satisfont aux relations
T7i+^=T7^~{~ T^ k{arq)= arkq, ^(a^) = (^a)p^

et p i= i , où kçK, aeA. On peut donc définir un endomorphisme ^=T/^.

LEMME 5. — Pour tous q, rçVo et açA,
(T^a)ï,.==Ty(aT,.).
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LEMME 6. — Une multiplication dans A est définie par

{m -+- if + d) (m' -+- // + d ' ) •=. T^/ + T(^ d' + <^T^' + dd',

où m y m' € M ; u, u' € Ui ; ̂  € D, ̂  dd' est le produit dans V idéal D. Pour cette
multiplication, ^L:A ~-> C 6^ ̂ î  application multiplicative.

LEMME 7. — Pour uçVi ̂  ^€A, i/û = T^a et au = ^T^.

LEMME 8. — Pour q, rç, Uo et p. /a bimultiplication intérieure de A,

^/- == ^q ̂ r + ^P(/7,r) •

LEMME 9. — Pour q € Uo et a, b € A,

ï^(a^) ==: (T^a)b, (a^)b=a(^b), (ab)^= a(bï^).

LEMME 10. — La multiplication dans A est associative.

LEMME 11. — A est une K-alg-èbre, ̂  est un homomorphisme d''algèbres et la suite
de K-alg'èbres

o->M-^A^ic-^o

est exacte, limage de M étant le bicentre de A.

Pour montrer que A est une K-algèbre, il faut montrer en plus que

(ka)b=k(ab) =a(/ïb) (a,bçA,kçK).

Si a (resp. 6) est contenu dans M, ka (resp. kb) est contenu dans M, et par le
lemme 6^ tous les trois membres sont zéro. Si a et b sont dans D, les relations
sont satisfaites, car D est une sous-algèbre de la K-algèbre L. Il reste donc à
démontrer les égalités lorsque Fun des deux éléments a et b est contenu
dans Ui.

Soit a = u e Ui. Alors

(ka)b = ̂ koub) = (kr^b} = k(T^b) = k(ab)

et
a(kb) = T,n(kb) = k^^b) = k(ab).

Si 6eUi on démontre les égalités de la même manière.

LEMME 12. — Pour XeA, la correspondance Ô X = T ( ) ) induit un homomor-
phisme régulier de K-algèbres

O:A-^PA.

Pour montrer que 6 est K-linéaire, on observe que

0 (À: À) = T(k\) == ̂ (k\)-k(\) + T^(\).
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Or(Z-À)—Z:(X)eKer £ et donc il existe un élément î /eUi tel que c)u=ÇkV)—kÇA),
Par le lemme 7 on voit que T(/<-))-/,()J =T^ est une bimultiplication intérieure
de A. On a donc

0 (Â-À) =EE T/-()) module les bimultiplications intérieures de A,
=^ À-T(^) )) )) » »,

^ k ( 6 À ) » » » ».

LEMME 13. — Le cocycle f est une obstruction de 6.

On va démontrer ce lemme en détail. Définissons une application
(ensembliste) ÎT :A-^MA par la relation ,CT(X)==T()J, où À e A et (X)eUo- Alors

Œ ( 7 i À 2 ) — a ( À i ) o - ( À 2 ) = :T(^^)—T(^)T(^)==fJLP(Ài , ^2) par le lemme 8, Ai, ̂ ç.\.

Aussi
^ ̂ cr(^) ==^ Â-,T(^) = T,, = ̂

i i

où n =^ Z:, (À,) € No C Uo, ^ € K et À, e A.

Définissons les applications yi : A x A -> A et ^2 ; No -^ A par
yi(Ài, À2)==P(Ài , ^)eD,

Ï2(^)==(^)eL\.

Si Fon substitue ces valeurs de Œ e t (Yi , ^2) dans les seconds membres des
relations (2.3)-(2.6) on obtient/. En effet le second membre de (2.3) donne

T(^)P(À2, ^-POl^ ^)+P(^1, À 2 À 3 ) - P ( ^ , 72)T(),)

==/(^ À2, 73)+P() , )P(À2, ^ ) -P(^1À2, ^)+P(^1, W

— P(Ài , ^2)p(^)? par les lemmes 3 et h-.
==/(Ài, À2, ^3) en vertu de la relation (3.2) .

Le second membre de (2.4) donne

^À-,P(À, À;) 4-T(^n — À/i
;•

==^^P(À, À , ) + / ( À , /î) —^^P(À, ^.)-4-^—^ parle lemme 3.
; ;•

=f(^n).

De même, on voit que le second membre de (2.5) donne f(n, X). Enfin le
second membre de (2.6) donne

—^k'f(nj}-=i—àn'^f{n') (module N).

Ainsi/est une obstruction de 6.
La démonstration du théorème 8 est achevée.



COHOMOLOGIE DES ALGEBRES ASSOCIATIVES. 209

4. INTERPRÉTATION DE LA STRUCTURE DE K-MODULE DE H 3 .

On peut donner une interprétation de H3 (A, M) exactement comme dans [2].
On peut définir la somme de deux homomorphismes réguliers 9 i :A-^P^ et
63: A -> P^ avec un bicentre commun et l'on peut définir le produit d'un homo-
morphisme régulier 9 : A — P A par un élément kçK. On peut aussi définir un
K-isomorphisme entre deux homomorphismes réguliers 9i:A -> P^ et Q^.T—^f^
avec un bicentre commun. Tout cela se fait comme dans [2]. Si/i(resp. /s) est
une obstruction d'un homomorphisme régulier 9 4 : A—P^(resp . 63 : A -> P^),
les algèbres Ai et Aa ayant un bicentre commun, on peut montrer sans peine
que /i+/2 est une obstruction de la somme 9^ et os- De même si / est une
obstruction d'un homomorphisme régulier Ô : A - ^ P A , kf est une obstruction
deZ-9.

Définition. — On dit que deux homomorphismes réguliers 9 i : A — ^ P ^ et
G o A — P , . avec un bicentre commun sont semblables, s'il existe deux homo-

-' "2

morphismes réguliers <Î>I:A-^PB, et <Î>2:A-^P^ dont les obstructions sont
zéro, tels que l'homomorphisme 61+^1 soit K-isomorphe à l'homomorphisme
(^_(-(|)^ où 9 ,+<î>/( î= i, 2) désigne la somme des homomorphismes 6, et<î>i .

Finalement, on a le
^

THÉORÈME 9. — L'ensemble des classes de similitude cThomomorphismes régu-
liers 9: A ->• PA, où A est une algèbre quelconque avec bicentre donné M, et où 9
induit sur M la structure de A-bimodule donné, a la structure (Tun ^-module.
Inapplication qui associe à chaque classe de similitude son obstruction est un
K-isomorphisme de ce K-module sur le K-module H3 (A, M).
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