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SUR

LE THÉORÈME DE KUROS
DANS LES PRODUITS LIBRES

PAR M. JULIAN PETRESCO.

Cet article représente la première partie d'un travail se proposant d'adapter
aux produits libres, les procédés utilisés dans [6] pour les groupes libres.

On y trouvera une construction, fondée sur le théorème de Zorn, des décom-
position libres d'un sous-groupe H appartenant à un produit libre II*A; elle
contient comme cas particulier la construction par double récurrence transfînie
de Kuros [4] et celle obtenue à partir d'un bon ordre « semi-alphabétique » par
M. Hall [3].

H. W. Kuhn [2] et A. J. Weir [5] ont obtenu par ailleurs des constructions à
partir de « transversales », où les considérations de « cancellation » sont
remplacées presque entièrement par des considérations d'homomorphisme.
Notre construction fait largement appel aux considérations de cancellation,
mais d'une façon assez systématique ; elle contient également comme cas
particuliers les constructions à partir de transversales.

Les rapports entre la construction donnée ici et les différentes autres construc-
tions, ainsi que les questions liées au théorème de Grusko, feront cependant
l'objet d'un article ultérieur, ultilisant les mêmes procédés.

•
1. A-SEGMENTATION. — Considérons une famille d'ensembles { A a } et notons

A = U Aa. Si les éléments r, d'une /i-suite R = { r ^ , . . . , r^} appartiennent à A

nous disons que R est une A-suite', si les r, appartiennent tous à un même
ensemble Aa nous disons que R est une Ky-suite. Nous notons S(r,r/) le segment
de R ayant ^ comme extrémité à gauche et rj comme extrémité à droite,
etco(R)==^. ^y"
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Soit maintenant un ensemble p' de Aa-sous-suites non vides de R, notées
S^= { s o , . . ., Su}, J^eR, ^€Aa, et supposons que :
( i ' ) tout élément de R appartient à une A^-so us-suite S/ de ^ et à une seule.

Nous disons que le segment S = S(^o^) de R, compris entre les extrémités
SQ et Sft de S/ est le segment supporté par S7 et les éléments .^, o^t^u, de
celui-ci, sont dits supports de S. L'ensemble p des segments supportés par les S^
de p^ constitue une A-segmentation de R.

La correspondance entre les S^p^ et les S € p est biunivoque, car à chaque S
correspond une Ay-sous-suite de supports S7 unique ; une extrémité de S est en
effet support de S et d'après (i7) appartient à une S' unique. Il s'ensuit que :
( i ) tout élément de R est support d^ un segment S de p et d^un seul.

Notons So(r/) le segment de support r^ unique, appartenant à p.
Une A-segmentation p est dite concordante si, pour chaque S e p :

(2) ^€=S=>Sp(r,)CS.

Soit S^= S(r,+i^_i) l'intervalle séparant deux supports consécutifs ^_i=r,
et St=rj de S; nous disons que les segments S1, ï^t^u, sont les
inter-supports de S.

l.i. Pour qu'une A-segmentation p de R soit concordante, il faut et il suffit
que, pour chaque S € p ••
W nçS^S^r^C^.

(^)=^>(2). Si ^€ S est un support de S, d'après (i), Sp(^-)=S; dans le cas
contraire, il existe t tel que r,çS1, donc d'après (2^), Sp(^)ÇS^CS.

(a)^^^^). D'après (2), ^çS^ entraîne Sp(r,)ÇS; d'autre part, quel que soit
^.gS^ ^/eSp(r/) entraîne d'après (2), S = Sp(ry)ÇSp(r,). On a par conséquent
So(r,)=S, donc ^eS', ce qui contredit ^eS^. En définitive Sp^^nS^o,
de sorte que Sp(r,) est contenu dans un inter-support de S, plus précisément
dans SS puisque r.eS^

On conclut : si r/€ S, So(^) coïncide avec S ou bien est contenu dans un inter-
support de S.

1.2 . Si p est une A-segmentation concordante et Si, Sa 6 p :

Si nS2== Si, Sa, o.

Si S, H Sa 7^0, soit ^-eS'iOSa; d'après (i), Si=Sp(r,) et d'après (2),
SinS2==Si . Si S ,nS2==o, on a soit Si n Sa = Sa, soit SinS2=o.

1.3. Si ç est une A-segmentation concordante de R et p^ Ç p', ^ ensemble pi des

segments supportés par les Ay-sous-suites S\ de p^ dans Ri = \_j S\ est une

A-segmentation concordante de Ri.
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Ri et p^ satisfont à (Y) et par conséquent pi est une A-segmentation de Ri .
Considérons d'autre part S i€p i supporté par S.ep^ dans Ri et soit Sep le

segment supporté par S, dans R. Si r/eSi= SnRi CS, on a d'après (2),
Sp(r/)CS, et par conséquent

Sp^.)=:Sp(r,)nRiCSnR,==Si,

de sorte que Ri et pi satisont à (2).
Nous disons que pi est la A-segmentation induite par p dans Ri .
Soit maintenant S€p et notons : cr l'ensemble des segments de p dont un

support appartient à S; a1 l'ensemble de ceux dont un support appartient à S^;
o"* l'ensemble des segments de R — S de la forme S*— S, S*€ p, où un support
de S* appartient à R — S.

1.4. cr, ^ et CT* sont les A-segmentations concordantes induites par p dans S,
S^ et R — S, respectivement.

En appliquant 1.3, on voit que :

Si l'on prend p^== a ' ' , on a d'après (V) et (2), Ri= S et pi= CT.
Si l'on prend p^ == (c^y, on a d'après (i7) et (2 /), Ri = S1 et pi == a1.
CTI étant l'ensemble des segments S* de p dont un support appartient à R — S ,

si l'on prend p^ == a\, on a d'après (i') et (2), R i = R — S et pi= CT\

1.5. Pour que le segment Sep soit minimal dans p il faut et il suffit que
S = S^ ; un S € p minimal est par conséquent un Ay-segment.

SiS=S', r,e S entraîne r/eS^, donc Sp(r,) == S.
Réciproquement, pour tou t r /GS, on a d'après (2), Sp(r,)ÇS, et si S est

minimal, Sp(7',) = S, donc ^ e S7 et en définitive S == S'.
Considérons maintenant les ensembles { R y ^ } et {S/ ,} , i^^^^, de sous-suites

de R construites par récurrence comme suit :

( a Q R i ^ R ;
(û) R,=R,_,—S,_,;

(&) S .̂ est un Aa-segment de R/,.

Soit d'autre part :

Ce) p = [ S/,}, l'ensemble des segments SA supportés dans R par les S^.

1.6. p est une A-segmentation concordante de R et réciproquement, pour
chaque A-segmentation concordante p de R, on peut construire deux ensembles
[ R/.} et [ Sh} de sous-suites de R, satisfaisant, avec p, à Ça), (6)^ (c).

On a Ri 3 Ra 3 . . . 3 R/, 3 . . ., de sorte que si r< € R, il existe k avec r, e R/, et
/ ' /^RA+I; mais d'après (/ï), R/,+i=R/,—S^., donc 7'/€S^. Par ailleurs, si ^€S'/
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et ^ € S^ à la fois, et si par exemple k<^h ,on a d'après (a), r/^R^.—S^=RA.+I, et
d'après (6), ^•eS^ÇR^ÇR/,^, ce qui est contradictoire. En définitive, on a^).

Soit maintenant / ' /€S/,ÇR; comme plus haut, il existe k avec ^eS^CR/,.
Puisque d'après (6), S^ est un segment de R/,, R/^==R//— S^ ne contient plus
d'éléments de S/,, d'où k^h\ pour la même raison R/^=R/,—S^ ne contient
plus d'éléments de S/,, de sorte qu'on a soit Â'===A, soit S/,nS^=o, auquel cas
S/, est contenu dans un inter-support de S/,. Dans les deux cas, Sp(r,)= S/,CS/,
et par conséquent on a (2).

Supposons enfin la réciproque valable pour toute /î*-suite avec n*<^n et soit R
une /î-suite admettant la A-segmentation concordante p. Un segment S minimal de
p est d'après l .ôunA^-segment e t R — S est une ^-suiteavec n^<^n. Considérons
la A-segmentation concordante CT* induite, d'après 1.4, par? dans R—S. D'après
l'hypothèse on peut construire les ensembles j Ra, . . . , R/,} et { S g , . . ., S / } de
sous-suites de R — S satisfaisant, avec a'*', à (^), (6), (c). On déduit que les
ensembles { R , Rs, . . . , R/,} et {S, Sa, . . . , S/,} de sous-suites de R, et la segmen-
tation p, satisfont également à (a), (6), (<"). La proposition est par ailleurs
évidente pour n = i.

2. A-IDENTITÉ. — Supposons maintenant que les Aa soient des sous-groupes
du groupe G et notons R = i\r^ . . . /\ le produit des éléments d'une A-suite R,
dans l'ordre de R. Le segment S de R est dit unitaire, si

(S-) . S^i,

et p est une ^-segmentation unitaire de R, si ses segments sont unitaires.

2.i. SiR admet une A-segmentation concordante et unitaire p,

R==i.

Si la proposition est vraie pour toute ^-suite avec n*<^n, considérons la
/î-suite R et soit S un segment minimal de p. On a d'après 1.5 et (S^, S=S/= i.
D'autre part R — S , qui est une /z^-suite avec n*<^n, admet d'après 1.4, une
A-segmentation concordante CT* induite par p, dont les segments S*—S ont
mêmes supports que les segments S* de p ; il s'ensuit que CT* est également uni-
taire, donc d'après l'hypothèse R — S = i . Si l'on pose S=S(/'/ry), on a par
conséquent

Rz=ri . . . r,_iSry+i . . . r,,=--. /-i . . . r^r^+i. .. /^== R — S=--i.

Par ailleurs, 2. i est évidente pour n = i.

2.2 Pour qu^une K-segmentation concordante p de R soit unitaire il faut et il
suffit que, pour chaque S ç p :

(3) S==:i
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et Von a alors pour tout t,
W ' . S^i.

Si p est concordante et unitaire et Sep, la A-segmentation concordante a
induite par p dans S, d'après 1.4, est composée des segments de p contenus dans
S et par conséquent a est également unitaire ; d'après 2. i, on a S == i.

Réciproquement, soit p concordante, S=S(^o^)€p et S^= S(r/+iry_i),
r,=^_i, rj=St, un inter-support de S; d'après (a^), Sp(r^)== S(r^i^) où
^ + i^^i^J— i. Si l'on considère plus généralement les segments définis par

SF(^i)=S(r,^r^)

(2^) entraîne i-\- i^'i< ̂ <. . .< ̂ <. . .^7— i, de sorte que pour un
certain À-, ^=7— i. Si maintenant (3) est valable, on a

S(r^r^,)=i,

d'où

S^ == S ( r,+i /^ ) . . . S ( /v-i+1 r/_i ) = i,

et en définitive
i=S m^S^i . . . S^/. . . ̂ Su^SoSi.. .Su-= S\

Considérons maintenant une famille { A a } de sous-groupes Aa^i de G qui
soient disjoints deux à deux. Une A-relation R = i est dite ^-identité si la
A-suite R admet une A-segmentation concordante et unitaire. D'après 2. i et 1.4 :

2.3. Si R === i est une A-identité, p une A-segmentation concordante et unitaire
de R et si S € p, S = i ainsi que S^i etR — S=i sont également des K-identités.

Soit R = = - { r i , . . ., / ^ { une A-suite avec r/^i. Puisque les A sont disjoints
deux à deux, les Ky-segments maximaux Sy, i^j^m, de R n'ont pas
d'éléments communs et d'autre part chaque r/ de R appartient à un Sy ; il s'ensuit
que ceux-ci forment une suite { S i , . . . . S^} telle que R=SiS2 . . . S^. Nous
disons que R1^^ ^ Si, . . ., S^ | est la réduite de R; on a R=R1 .

R est dite par ailleurs A-suite réduite si tout A^-segment contient un seul
élément.

Il est clair que si les éléments de R1 sont différents de i, R1 est une A-suite
réduite. Dans le cas contraire, on peut éliminer les Sy égaux à i et considérer la
réduite R2 de la suite ainsi obtenue à partir de RS qu'on appellera seconde
réduite de R; on peut continuer de la sorte jusqu'à une ^ième réduite R dont les
éléments — s'ils ne sont pas tous égaux à i, auquel cas R ^ R ^ ^ i — sont
nécessairement différents de i, c'est-à-dire que R^ estime A-suite réduite avec
R=R\
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Nous disons d'autre part, comme dans [6], que la suite R d'éléments de G est
irréductible, si S ̂  i pour tout segment S C R.

Soit enfin Ea un système de générateurs de Aa vérifiant : xçE^x-1 çEa,
et notons E = ̂  Ea ; E est évidemment un système de générateurs de [Al.

Considérons les propositions :

(La) { A a } est telle que les seules A-relations sont les A-identités.
(L^) { A a } est telle que chaque élément ï ^ x ç [ A ' } admet une représentation

unique comme A-produit réduit.
(L,,) { A a } est telle qu'il n'existe pas de ^-relation irréductible en dehors des

E y-relations.

2.4. On a les équivalences : (La) <=» (Lr^) <=> (L.).

(La)=>(L,). Si i^.r=Re[A], où R est une A-suite, les réduites de R
procurent une représentation réduite de x.

Si maintenant (La) est valable, une A-suite réduite^ est irréductible-, s'il
existe en effet S cR avec S= i, celle-ci est une A-identité, et d'après 1.5 et (3),
un segment minimal S" de la A-segmentation concordante et unitaire p qu'admet
S est un A-segment avec S*= i et contient par conséquent plus d'un élément.

n /a
Supposons enfin que i ̂ a^IJa/^p, avec j'Ja, et Jj^ réduits, donc-

irréductibles; d'après (L^)

R^n^-^rr^i-•- -~- -•- j.
est une A-identité et R admet une A-segmentation concordante et unitaire p. Si
Sep, on a ^=1 pour tout inter-support, de sorte que S' se réduit nécessaire-
ment à ses deux extrémités dont l'une est dans [b^_^} et l'autre dans {a , } ,
d'où m == n, S=S(&71^), S ' = { & 7 1 , a,} et en définitive a,= b,.

(L^=>(L^. Considérons une E-relation irréductible R = i qui ne soit pas
Ea-relation; la réduite j; S^ . . ., S^i, w^2, de R est telle que Sy^i; c'est
donc une A-suite réduite avec R== Si S,,. . .S^=i et ceci contredit (Lp).

(L^)=»(La), Supposons (L^) valable pour un certain système de générateurs
E=^JEa• Si R = = i est une A-relation, nous disons que : R contient un
Ay-segment S avec S === i.

La proposition est évidente s'il existe r,çR avec r,=i ou si R = = i est une
Aa-relation. Dans le cas contraire, soit ! S,, . . . , S^} la réduite de R; si pour
un certain y, Sy= i, la proposition est également démontrée.

Enfin, le cas Sy^i pour tout y est contradictoire. Posons en effet S eAa et^/^=^*-a.-
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_ n!

soit Sy=rT^ une représentation irréductible de Sy avec les éléments de Ea.
k

La relation

^nn6-1
k

n'est pas une Ea-relation, donc d'après (L.,), l'ensemble des Se RE ^cc S 7^1
n'est pas vide et un segment minimal S^ avecS*==i est nécessairement un
Ea-segment. Dans ces conditions, le fait que \ Si, . . . , S^} soit une suite réduite
entraîne S*Ç [ e ^ , . . ., e j ^ , . { pour un certain y, circonstance exclue par S/^i

et l'irréductibilité de TTI ^y/,-.
k

Considérons maintenant la A-relation R== i et supposons qu'on ait construit
comme dans 1.6, les ensembles { R i , . . ., R/^ et { S^, . . ., S^} de sous-suites
de R satisfaisant à (û) et (6), et que de plus

(4) R,==...=R,=S,=....=S,=:i.

Prenons R/,_^==R^— S^.; on a d'après (4)? R / C + I = = R Â — S ^ . = i , et par consé-
quent, en appliquant la remarque démontrée plus haut, on peut choisir dans
R/,+i un Aa-segment S^ avec S^=i. On déduit que (4) est valable pour
tout k. Mais alors la A-segmentation p = { S/^}, définie comme dans (c), concor-
d-ante d'après i .6, est également telle que S^.= i, c'est-à-dire unitaire.

Si (Ls) est valable on dit que { A a } est un système libre de sous-groupes de G,
ou encore que [A] est le produit libre des sous-groupes Aa et l'on écrit
[A]=n*Aa.

L'intérêt des équivalences 2.4 est de permettre le remplacement de (Lg)
dans la définition ci-dessus, soit par (La), soit par (L,/), qui seront seules
utilisées par la suite.

Si.y==R est la représentation réduite de i^^rçII^Aa, on appelle longueur
\(^x) de x le nombre œ(R); on pose X(i)= o et l'on a X(a?) ==X(ry~1).

Si X(.r) = ̂ m-\-1, l'élément r,,,+i de R est dit centre cÇx), la suite
{ r^1, . . ., 7\1 } moitié gauche M_i(.r) et la suite { ^^2, . . ., /^m+i { moitié droite
Mt(x') de x\ la représentation réduite de x s'écrit avec ces notations,

^==M:; (^) .c (^) .Mi(^) .

Si X(o?) = 2m, r,n est dit centre à gauche c_i(.r) et r^i centre à droite c^Çx)
de x.

Nous notons enfin AÇx) le sous-groupe Aa avec c(^)eAa.

3. ENCHAINABILITÉ. — Considérons un produit libre H^Aa et deux éléments x
Ann. Ec. A'orw., (3), LXXV. — FASC. 2. l5
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et y de H*Aa, de même longueur impaire À= 2m+i et tels que

A(^)=A(j)==Aa.

^ et y sont dits contigus si pour certains £, £'==± i ^
(5) Me(^)==M_3/ ( j ) ,

et l'on écrit dans ce cas xr>uy.x^jx^^\ xr^jy^x^^iy^, y^r^x^.
^vérifiant X ( ^ ) = A etA(^)=Aa est dit intermédiaire entre x et y si pour

certains £, £1, £'=±i ;
(6) M^):=M-^), M^)=:M.-.(j).

Si ^ est intermédiaire entre x et y il en est de même pour z~1 ; si x ̂ y, x^
ainsi que y^ sont intermédiaires entre x et y; si z est intermédiaire entre .r
et y , on a a? r^ z et -s^^y, mais la réciproque n'est pas valable.

Soit maintenant H un sous-groupe de ITA et supposons de plus que x et y
appartiennent à H.

x et y sont dits enchaînables (dans H) par la suite [ z ^ , . . ., z^} d'éléments
de H, si x r ^ z ^ , z^r^z^, ...,^^y, autrement dit, d'après (5), si pour
certains £, £1, . . ., £^, E.\, . . ., s^, s^:^ i ''

(7 ) Me(^)==M-^), M^)==M_^), . . . , M^(^)=M-^(j),

et l'on écrit dans ce cas x ^ y . x Ay est une relation d'équivalence; .rA.r"1;
,r ̂ ^y =^> x Ay.

3 . 1 . Si x et y sont enchaînables par { z^, . . ., z^}, on peut déterminer quels que
soient £ç, £o == ± i ? certains Y), Tji, . . ., Y],/, Y^ égaux à — î , o ou ï, tels que

(/) ^^...^j^==M4o(^).^.M^(j), aeAa.

Si l'on convient de poser Mo {x) = Mo (^) = Mo (y) == i, i ̂  [A ̂  v, on a

^^....^j^=M=.V^).^(^).M^(^).M^J^
...M^(^).^(^).M-^(^).M^(j).^(j).M^(j),

de sorte que si l'on prend

_ o si So7^£ ( ° s1 S^T^SIX ( o si s'oT^s
Y î — — • ? Y^=^ / • . , 5 ^ ===^ , , . , , f î

£o==S SI £ o = = £ • ( ^=^ SI £^=S^ ( £o==S' SI £o=£

(7) entraîne (7').

3.2. Pour que x et y soient enchaînables, il faut et il suffit qu^un zçîî soit
intermédiaire entre x et y.

La condition est évidemment suffisante.
Réciproquement, supposons z^ . . ., ̂ çH, x r ^ z ^ , . . ., z^r^y\ d'après 3. T ,
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il existe ^€H avec

z^^z^...z^^'=M-L^).a.M^(y), açA^

Si a ^ ï , d'après (7), z est intermédiaire entre x et y.
Si a= i, on a

^=M4,(^).M^(J)=[M=;(^).c(^).Ml(^)]£ o[M^/(^).c-£o(^).M

où ^çH et
^M^^.C-^^.M^J), I^-^)eAa,

c'est-à-dire que z est intermédiaire entre x et y.
^€lI*Aa, de longueur impaire \ == 2m+ i, est dit élément symétrique (1) de

moitié M(*r), si M-i(^) == Mi(.r) =M(.r), autrement dit si x est conjugué à
un élément d'un Aa.

x et y, symétriques, sont dits semblables si M(.r) = M (y) et l'on écrit vf~y;
pour^r et y non symétriques nous posons xr^.y^x=y±ï ; la relation ~ est
une relation d'équivalence.

Une suite R== { r ^ , . . ., r^} d'éléments de II^Aa est dite x-simple si la classe
des ri semblables à x se réduit à un seul élément de R; R est x-simple à gauche
ou à droite si r^c^x, où r^^x, respectivement.

Un sous-groupe B de H de la forme

B^HnM-^AaM,

où M est la représentation réduite d'un élément de IPA est dit sous-groupe
symétrique de H, de centre c(B) ==MBM-1 CA(B) =Aa et de moitié M(B)=M;
B est conjugué à un sous-groupe d'un Aa.

Les éléments x-^i d'un sous-groupe symétrique B sont des éléments symé-
triques avec A(*r)=A(B) et M(.r)=M(B), que nous appelons éléments prin-
cipaux de B; si B est un sous-groupe cyclique engendré par un non symétrique,
les éléments principaux de B sont ses deux générateurs.

Appelons sous-groupe premier de H, un sous-groupe qui est soit symétrique,
soit cyclique engendré par un non symétrique.

A chaque symétrique x de H on associe le sous-groupe symétrique
B(.r) = HnM'^^.A^).]^!^) le contenant, unique; à chaque non symé-
trique ̂  on associe le sous-groupe premier cyclique B(^) engendré par x\ la
classe des éléments semblables à x coïncide avec l'ensemble B*^) des éléments
principaux de B(a?).

Deux sous-groupes premiers B^ et Bs sont dits enchaînables si leurs éléments

(1) « Transformation » dans la terminologie de Kuro^ [4j.
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principaux sont enchaînables; il s'agit évidemment d'une relation d'équivalence
dans l'ensemble des sous-groupes premiers.

3.3. Deux sous-groupes symétriques enchaînables Bi et 83 sont conjugués dans H
et leurs centres c(Bi) et 0(82) sont conjugués dans A(Bi) = A(Ba) = Aa.

Soient ;reBi e ty^Ba deux éléments principaux donc enchaînables; d'après
3.2, il existe ^çH intermédiaire entre x et y et puisque ceux-ci sont symé-
triques,

^ i^M^ (^) .a .M(j ' ) , i T^ aeA.a.

Si maintenant i; ~ ̂  :

z-ï^z=M-}(y).a--[.c(^).a.M(y)ç\ï^ i ̂  a - ' .c(c) .a€c(B,) CAa.

d'où
^B^CB^ a- ' .^B^.aCc^B^);

de manière analogue
^B^^CBi/ a.^B^.a^C^Bi),

donc
BaC^Bi^ ^(B^Ca-^c^B^.a.

Un ensemble X d'éléments de H est dit enchaînée quel que soit le couple x, y
d'éléments enchaînables de X, ^€[X] pour un certain z intermédiaire entre x
et y; en particulier, X est enchaîné si x et y sont enchaînables par une suite
[ z i , . . ., ̂  } d'éléments de X.

X est dit bien enchaîné si quel que soit le couple x, y d'éléments enchaînables
de X, zç, [X] pour tout ^intermédiaire entre x etj.

Une famille { B p } de sous-groupes premiers de H est dite enchaînée ou bien
enchaînée si l'ensemble B des éléments principaux des sous-groupes B^ est
enchaîné ou bien enchaîné, respectivement.

3.4- Pour qu'un ensemble enchaîné X soit bien enchaînée il faut et il suffit que,
quelle que soit la classe d enchaînabilité A(^) dans X,

B = H n M 7 J ( ^ ) . A ( ^ ) . M 3 ( ^ ) C [ X ]

pour un certain ('o € A(^) et un certain £ =-4- i.

La condition est nécessaire car les éléments principaux de B sont intermé-
diaires entre ('o et ^o.

Réciproquement soit z= Ml^(^).û.M^(y) intermédiaire entre x, y€A(^) .
Si X est enchaîné, il existe Zi € [X] intermédiaire entre x et ^ e^ ^2€[X]
intermédiaire entre ^o ^y? donc d'après (7^)

^^-î.^o=:M^(^).^.M,(ro), ^z^yr^m,ï(^).a,.M^(y).
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où ^i, û^eA^o). Soit maintenant ^eA(ro) tel que a^a'= a\ on a

Mr^ro).^^^)^:^^^).^^1.^^^).^^^).^.^^
== ̂ 'ï ^ ̂ j^ ^ e B c \ x ],

de sorte que

^=M4o(^)^ .M3^(J)=M::^(^) .a , .M3(^o) .Ml 1 (^o) .^ .M3^(J)
= x^ z^ ̂  b^ ^ ̂ y^ e [ x ].

4. RELATIONS IRRÉDUCTIBLES.—Considérons une relation irréductible R=7\ r^;.. .r,;
avec /',€n*Aa et supposons d'une part que ^(R):^3, d'autre part que les r, ne

^ (/•;)
sont pas tous symétriques semblables; soit 7',== FT^? la représentation réduite

7
de ri et notons

/(R) = max ; /.(r,) j, ^A^n fl^'
' j

Si de plus RA admet une A-segmentation concordante et unitaire p, appelons
couverture centrale Cp(r/) le segment minimum appartenant à p U R\ 6t contenant
les centres de r, (dont l'existence est assurée par 1.2).

4.i. Si /(R)==2m, î7 existe pour tout /\eR vérifiant A(r^)=/(R), ^

segment S ̂  R, r^-simple, avec ^(s) <^ X(/\).

D'après (La), RA== i est une A-identité; soit p la A-segmentation concordante
et unitaire qu'admet Ry.

Considérons l'ensemble ?* des couvertures centrales Cp(r/) correspondant
aux r ' i semblables à r^ et soit C = Cp(^), ^a^-'^? un segment minimal de p*.

(A) Un inter-s apport C/ ûfe C contient des centres de tout au plus un seul r,
semblable à r^; il en est de même pour R^ si C = R^.

Supposons en effet i<^k,

r, ~ rk ̂  r.,, a^,n+-k ̂  c\ ( r; ) € C^, a/,^ = c-i ( r/, ) € C^

et notons S*= S(a/^+iû/^); rhypothèse que C est minimal dans p* entraîne

aeS*=»Sp(a)CS*,

qui reste valable si C = R^, ^/^n+i = ^i (^) € R,^ ^m :::= c-i (^/.) € RA-
L'ensemble des Sp(û) avec a^y constitue donc une A-segmentation de S*

concordante et, de même que p, unitaire; d'après 2 . i , on a par conséquent
S*=i.
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Siri=r^
S(r,^_i) ==a^. . .a^.S*.a^.. .o^==i,

et si r,=7^1,

S ( r, rk ) = an . . . ̂ . S*. a^n^. . . a^n = i, S ( r,̂  ̂ _i ) r= /y1 . S ( r, ̂  ). /^1 == i,

ce qui contredit dans les deux cas l'hypothèse : R irréductible et co(R)^3.
D'après (A), si C = R^, R est ^-simple et par ailleurs À (R) == o < X(/-,), de

sorte qu'on peut prendre S == R.
Si C^RA, considérons parmi les inter-supports de C=Cp(^), l'inter-

support G1, unique, contenant des centres de /^ et posons 0^= S(^.j^^).
On a d'après (3^), 0^= i ; d'autre part a^ et a,,^, sont des supports de C appar-
tenant à un mêlï^e Aa, de sorte que a^a^^ =açA^

Quatre cas sont à distinguer :

i° ^(^)^C^ et c_,(r,)^^. — Dans ce cas ^eS(^^,_,) et d'après (A),
S(^+i^/,_i) est ^-simple. D'autre part

^(^-./K^)^/^), 2A<À(r,)^^(r,),

donc À ( ^ ) — y + À < ^ A ( ^ ) , et

S ( r^i r,_i ) = ̂ ); (/,). . . a^ . 0. ̂ . . . ̂ 3 = a^ (,^. . . a^ cq\. .. a^\,

de sorte que
À[S(^+i r / ,_ i ) ]^À(^)—y4-A<À(rv) .

On peut prendre S = S(^r/,_i).

2° ^(r^e^etc.^/^^C^. —Ona^eS( r , r^ )qu i est ^-simple. D'autre
part

^'^(^^(^v), 2A<^(^) , •

doncy+A<X(r , ) , et
S ( ri r/,-, ) = a^. . . a^ a/-/; . . . a^ ,

de sorte que
^[S(r,r,_0]^/+A<À(r,).

On peut prendre S == S(r,^._i).

3° c,(r,)^C' et c-i(r/,)eC^ — Ce cas est analogue à 2° et l'on peut prendre
S=S(r^r/,).

4° ^(^)eC^ et c_,(r,)e0. — Ona^eS(^r,) qui est ^-simple. D'autre
part

^'^(^v), 2[7(^.)-À]^^(^.)^^(r,),

doncy+À(7^)—A^À(^) , et

S ( r, r^ ) = a,,. . . a^ a/^. . . a^r^ = a,,. . . a^ . ̂ . 0^2. . . ̂ , ̂ },
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de sorte que
^[s(r^)]^y+^)-A-i<^(r,).

On peut prendre S = S(r,7^-).

4.2. Si /(R)==2m+i, il existe pour tout T\€R vérifiant ),(^)=/(R),
et tout £ == ± i ? «îo^ ̂  segment S_i ûfe R, r^-simple à gauche, soit un serment Si
de R, r^-simple à droite, avec

S-^==[M^(r,).a.M]"\ ^eA(r,), À(M)^m, ï}=±i,

où Von a Vune des quatre conditions :

(a) û=i;
(P)^(M)<m;
(y) M_^(^-)==M_s(^), M=M-^(r/,), r/,^7-,;
(8) ^ ̂  ̂  ^o/i symétrique, M_^(^-) == M = M_£(/\).

Considérons comme dans 4. i, R^== i? la A-segmentation concordante et uni-
taire p qu'admet R^, l'ensemble p^ des couvertures centrales d'éléments sem-
blables à r^ et soit C = Co(r^), r^~ r^, un segment minimal de p*.

On a c(rp.)6C, donc d'après (2), Sp[c(/^)]CC, et puisque C est minimum
dans p U^A à contenir c(r^), Sp[c(r^)] == C; G€ p? ^ c(7v) ^̂  ^^ support de C.

(A) [7/î inter-support Ct de C né contient pas des centres d'éléments r^ sem-
blables à T^.

En effet, e(r,)€ C^ entraîne d'après (2^),
Cp(^)$Sp[c(r,)]^cC,

ce qui contredit l'hypothèse que C est minimal dans p*; cÇr^est un support de C.
Posons C== S(^j+i û^); on a d'après (3), C=i .
Cherchons maintenant parmi les inter-supports de C, un inter-support C1

contenant une moitié M^(r,) avec Myj(r,) == Me(/\), r/c^ 7\.
Si un tel C^ n'existe pas, r^ est non symétrique et par ailleurs, en tenant

compte également de (A), on conclut que c(/^) est une extrémité de C; soit par
exemple ^== z,y=/n, a,•^^===Co=^(^-)- D'autre part r,cf^i\ pour i<^ i <^ Z: et
si r/,c^.î\ on a h^m-\-1. Dans ce dernier cas on peut même supposer h^m,
car /? ==m+ i est contradictoire; en effet si ^==/^, C1 ou C" est dans les condi-
tions requises pour C1 et si r,•= ?\1 :

S(n^k) = ̂ il ' ' 'airn' C.Cïk,m+2 • . .ûfA-,•2/«+l =1, S(r^rk-ï) =1.

Il reste à étudier le cas :

i° Soit r/^r^, soitr/,~r^ e tA^m. — Sic_i(r/,)^C, S(r,^_i) est ^-simple
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à gauche et h^m, d'où

S(r^_i) = a,,) . . . a^a^ . .. a-^ =M_, (r,) . M, À(M)^ A ̂  /n ;

on peut prendre S_i == S(r^/,_i) car celui-ci vérifie (a).
Si c-i(r/,)e C, on a nécessairement r/^r,, donc S(^r/,) est ^-simple à Hauche

et X (7-,) -/^m, d'où °

S(r,^) = ̂ ,, . . . a^ a/,/^ . . . a^^ = Mz{ (r,). M, ^(M)^ À (r/,) - A ̂  m ;

on peut prendre S_i= S(r,r/,) car celui-ci vérifie (a).
Si d'autre part il existe G' avec

Mr. (r,) CCS M^(r,)=:M3(^), /-,^^,

supposons par exemple Y] = i ; d'après (A), C1 est nécessairement de la forme
C^S^^û/,,); toujours d'après (A), r^r pour ?<i<Z-; d'après (S^),
0^== i ; enfin

^///+j ^/,-,/z+i == 6-/__ i <?, =: ̂  ç A ( /\ ).

Trois cas sont à distinguer une fois choisi CY :

2° SoiO(^)<2m+i,soitÀ(r,)=2m+i et^_^c(r,). — Sic,,^,)^^,
S(^^-,) est ^-simple à gauche et puisque a/,/^^ c(^), on a À < m, d'où

S ( r, /̂ ...i ) == ̂  . . . ̂ /^,. C^. cnk . . . ̂ i1 == M:; ( ̂  ). ̂ /^,. M, //,^^, € A ( r, ),

À(M);<TA <^;

on peut prendre S_i= S(^r^) car celui-ci vérifie (?).
Si c-i^/^eC' d'après (A), r,^r,, donc S(r,7-/,) est /-.-simple à gauche et

^(^)—//—i<^^/2,d'où

S(r,r/,) =: a,i . . . a^+i a/,,/^ . . . a/^.(^ =z Mz,1 (r,). ̂ . M, aç A(/ \ ) ,

À ( M ) ^ À ( r , ) - A - i < , n ;

on peut prendre S_i=S(/^/J car celui-ci vérifie (p).

3° X(r/,)=2m+i,a/,^:-=c(^), r/^r,. —Dans ce cas, S(/\/^) est ̂ -simple
à gauche et h = m, d'où

S(/^)==^., . . . a^n+i ... ^,^4-1 ... ^,2^+i=M::î(r,).a.M, açA(^), M = = M , ( r / , ) ;

on peut prendre S_i = S(r,^) car celui-ci vérifie (y).
Si maintenant a/,^ = c(^), ̂ ~ /^~ r, et si ^ est symétrique,

S ( r^i r/._^ ) == a^+i . . . 0^+2 Ohm Okî ==- Mr1 ( r, ). M_i ( r/, ) = M-1 ( /\ ). M ( A; ) == i,

c'est-à-dire, étant donnée l'irréductibilité de R, k == i + i.
Ceci étant vrai pour tout inter-support G' compris entre des supports centres

de symétriques semblables à r,, il s'ensuit que si l'on ne réussit pas à choisir
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un G1 vérifiant 2° ou 3°, le segment S(r^) de R déterminé par C=S[c(^),
c(r^ ne contient qiie des r, symétriques semblables à i\ et

S(r^) = M:; (r^). G. M, (r^) == M-1 (r,). M(r,) = i ,

ce qui est en contradiction avec les hypothèses faites sur R.
Si par ailleurs, dans le cas de i\ non symétrique, a,,.^^=c(r/,), ^=r^1, on a

h= m, d'où

S (r,/^.) == di\ . . . ^//,+i ai,^,+\ - - . ^/.,2m+i = i, S (^+t rx-_i ) == i.

Il reste à étudier le cas :

4° r, non symétrique, ^^=c(^), ^==^~r,. — Dans ce cas S(^.r/,_i)
est /^-simple à gauche et h =m, d'où

S (r^/,_, ) = ^.,. . . a^+i ̂  . . . a-k\ == M-^(n). a^n^ . M, a^^ ç A (/\),

M = M_, (r,) = M_, (r,) = M_,(r,) ;

on peut prendre S_i= S(r/r/,_i) car celui-ci vérifie (o).

5. THÉORÈME DE KUROS. — Si XÇir'Aa, notons X(À) Fensemble des ^eX
avec ^(^)^X et soit H un sous-groupe de IFAa.

I P i i . i ? 2 { , . . . , |p) ,} , . . . étant des ensembles d'indices, considérons les
systèmes de sous-groupes premiers de H,

i B 3 . ; C j B ^ j C . . . C { B ^ { C . . .

définis par récurrence comme suit :

(^') { Bp ,} est un système libre bien enchaîné maximal tel que

B ' C H ( i ) .

(a) { B ^ } est un système libre bien enchaîné maximal tel que

{ B ^ } C { B ^ } , B ^ C H ( À ) ,

où, notation déjà utilisée, B^ est l'ensemble des éléments principaux des sous-
groupes B^. Il est évident que la propriété d'un système de sous-groupes
d'être libre est une propriété de caractère fini et l'on voit d'autre part
facilement que la propriété d'un système de sous-groupes premiers de H d'être
bien enchaîné est une propriété inductive. L'existence des systèmes maximaux
{ B ^ } est donc assurée par le théorème de Zorn (avec la convention que le sys-
tème vide de sous-groupes premiers est libre bien enchaîné). Notons :

(6) { B p } = \J [ B^} ; suivant les remarques ci-dessus { B s } est également un
système libre bien enchaîné de sous-groupes de H.

Ann. Èc. Norm., (3), LXXV. — FASC. 2. l6
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5.i . 0/iaH=irBp.
Il suffit d'établir H Ç[B]. Supposons H ( X — i)^^-1] et montrons que

(8) HC/OCI^] .

Soit^eH(A); siX(.r)^À—i, ona^e^À—^ÇI^-^C^]; siX(^)=X
etsi^eB^ pour un certain ^, on a^eB^C^].

Considérons donc les éléments xçîî avec X(»==X et ̂ B', pour tout 8 -
onaB(aQnB^=i . i • 1 ' 1 1 Â ?

Si ^ == 2m, B^ u B\o?) est un ensemble bien enchaîné ; d'après (a) il s'ensuit
que {B^B(. r ){ n'est pas un. système libre. Il existe donc, d'après (L^), une
relation R== i irréductible entre les éléments de ff \jV(x) qui n'appartiennent
pas tous à un même sous-groupe de {B^ , B ( ^ ) { on déduit que co(R)^3 et
que les éléments de R ne sont pas tous symétriques semblables. Puisque {B\}
est un système libre, il existe ?\ e R avec ^ ~ x et d'autre part

^(r^)=l(^)=^==:l(r).

On a par conséquent d'après 4. i, une égalité de la forme

3C—^... OC—\ <X"~° 3C'[ . . . OCff^ —— u.

où S est^-simple donc x^x,çîî\ et ^(s)^X — i 'donc

SeH^-i)^^-1]^^],
de sorte que ^e[B^].

Supposons maintenant A == 2m+ i ; on montre successivement :

(A) Tout x avec \(œ) = À, continu à un élément de B\ appartient à [B^.

Si x est contigu ày e B\ B" U V(x) est enchaîné et, dans celui-ci, A(a?) =A(y) ;
mais d'après 3.4, B7 uB*(a?) est dans ces conditions bien enchaîné. On déduit
comme plus haut l'existence de R = = i irréductible et de 7\eR avec r^x et
X(r,) ==• X(^) = \ = /(R) de sorte que si £ est déterminé par M,(r,) == M_£.(y),
on a d'après 4.2 une égalité de la forme

(^£^-l...^,)rl=S-,.^[M^(^£o).a.M]rs - ^^^.eB\

où — éventualités (a) et (?) — X(S_J^X — i, ou bien — éventualités (y) et
(S)—S_^ est intermédiaire entre deux éléments de B^ ; dans les deux cas
S^eEB7], de sorte que ̂ e^].

(B) Tout x avec X(o') = X, symétrique, appartient à [B^j.

Si le symétrique x est enchaînable àjeB^, soit ̂ = M-1 (.c). a. M^y) l'inter-
médiaire entre x et y dont l'existence est assurée par 3.2 ; on a

^^==M- l(^).c(^).a.c£(J).M£(J)==.5 /,
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où z est contigu à yeB^ et^ est soit tel que ^(^)^^—i, soit contigu ày€B\
Si l'on tient compte de (A), on déduite, ^^[B'], de sorte que xç. [B7].

Si le symétrique x n'est enchaînable à aucun élément de B\ B) uB*(c2?) est
bien enchaîné et l'on déduit comme dans (A) l'existence d'une égalité de la
forme

- (E^ . . . X,nY^ S-r,= [M-1 (0 . 0. M]-^ '^XC^ XiÇ. B\

où — éventualités (a) et (?) — À ( S_^) ̂ -\ — i, ou bien — éventualité (y) — S_^
est contigu à un élément de B) ; mais alors

{x^x,. . .x^=-{x\-^x,.'. ..c,n)^=[.c.^-}.M-ï(^).a.M~}^
^[M-^O.c^.c-^O.a.Mj-^S^,

où Sl^ est soit tel que X(S1^)^X—i, soit contigu à un élément de B/ ; on conclut
en faisant intervenir (A) que SliG^B'] et en définitive ^^[B^].

.(C) Tout x avec X(o?) = X appartient à [B^].

Supposons x non symétrique. Si l'on tient compte de (B), B) \J^(x) est
d'après 3 .4? bien enchaîné, et l'on déduit comme dans (A), l'existence d'une
égalité de la forme

{x^Xy. . .x,^-^ S_r,== [M3^(,^>).a.M], xc^XiÇ.^,

où — éventualités (a)e t (p) — X(S_^) ^_\— i, ou bien — éventualité (y)—S_.^
est contigu à un élément de B\ ou encore — éventualité (§)— S_^ est symé-
trique; on conclut en faisant intervenir (A) et (B)que ^^^[B7] et en définitive
x^\

Avec la convention que tout x avec X(^)=i est symétrique, (8) est par
ailleurs évidente pour X = i, de sorte qu'elle est valable pour tout X ; on déduit
en tenant compte de (6)

H=^jHa)C^ j [B^]=[^ jB>]=[B] .
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