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COMPARAISON ENTRE MODELES D’ONDES DE SURFACE EN DIMENSION 2

YOUCEF MAMMERI"

Résumé. Partant du principe de conservation de la masse et du principe fondamental de la dy-
namique, on retrouve 1’équation d’Euler nous permettant de décrire les modeles asymptotiques de
propagation d’ondes dans des eaux peu profondes en dimension 1. Pour décrire la propagation des
ondes en dimension 2, Kadomtsev et Petviashvili [Sov. Phys. Dokady 15 (1970) 539] utilisent une per-
turbation linéaire de ’équation de KdV. Mais cela ne précise pas si les équations ainsi obtenues dérivent
de I’équation d’Euler, c’est ce que montrent Ablowitz et Segur dans article [J. Fluid Mech. 92 (1979)
691-715]. On insistera, de la méme maniere, sur le fait que les équations de KP-BBM peuvent étre aussi
obtenues a partir de ’équation d’Euler, et dans quelle mesure elles décrivent le modele physique. Dans
un second temps, on reprend la méthode introduite dans l'article de Bona et al. [Lect. Appl. Math.
20 (1983) 235-267] dans lequel ils comparent les solutions d’ondes longues en dimension 1, & savoir
les solutions des équations KdV et BBM, pour montrer ici que les solutions des équations KP-II et
KP-BBM-II sont proches sur un intervalle de temps inversement proportionnel a 'amplitude des ondes.
Du point de vue de la modélisation, il sera clair, d’apres la premiere partie, que seul le modele décrit
par KP-BBM-II est bien posé, et comme du point de vue physique, KP-II et KP-BBM-II décrivent les
ondes longues de faible amplitude lorsque la tension de surface est négligeable, il est intéressant de les
comparer. De plus, on verra que la méthode utilisée ici reste valable pour les problemes périodiques.

Abstract. On the basis of the principle of conservation of mass and fundamental principle of dynam-
ics, we find the Euler equation enabling us to describe the asymptotic models of waves propagation in
shallow water in dimension 1. To describe the waves propagation in dimension 2, a linear perturbation
of the KdV equation is used by Kadomtsev and Petviashvili [Sov. Phys. Dokady 15 (1970) 539]. But
that does not specify if the equations thus obtained derive from the Euler equation, that is shown by
Ablowitz and Segur in [J. Fluid Mech. 92 (1979) 691-715]. We will insist, in same manner, on the
fact that the equations of KP-BBM can be also obtained starting from the Euler equation, and up to
what point they describe the physical model. In a second time, we take again the method introduced
in the article of Bona et al. [Lect. Appl. Math. 20 (1983) 235-267] in which the solutions of long
water waves in dimension 1, namely the solutions of KdV and BBM, are compared, to show here that
the solutions of KP-II and KP-BBM-II are close for a time scale inversely proportional to the waves
amplitude. From the point of view of modelling, it will be clear according to the first part, that only
the model described by KP-BBM-II is well posed, and since from the physical point of view, KP-II
and KP-BBM-II describe the small amplitude long waves when the surface tension is neglected, it is
interesting to compare them. Moreover, we will see that the method used here remains valid for the
periodic problems.
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INTRODUCTION

Dans ce papier, nous étudions certains modeles asymptotiques des ondes hydrodynamiques. On s’intéresse
plus particulierement aux modeles d’ondes longues de faible amplitude se propageant a la surface de 1’eau en
dimensions 1 et 2. L’écoulement du flux irrotationnel d’un fluide parfait incompressible homogéene est décrit par

I’équation d’Euler
ou u? P

oll u € R3 désigne le champ de vitesse. A partir de cette équation, on obtient les équations décrivant la surface
libre n de ces ondes en dimension 1, & savoir les équations de Korteweg-de Vries (KdV) [15]

et L 3 0
o 5 QN P cxx — Y,
N+ N 5 nm 2\3 o n

et de Benjamin-Bona-Mahony (BBM) [2], pour o < 1/3,

3 1/1
77x+77t+§0”777x—§ 377 B Nzzt = 0,
ol ¢ > 0 désigne le nombre de Bond lié a la tension de surface, « est le quotient entre 'amplitude des ondes et
la profondeur de I'eau, et 3 est le carré du quotient entre la profondeur et la longueur d’onde. En dimension 2,
les modeles asymptotiques sont donnés par les équations de Kadomstev-Petviashvili [13]

3 1/1 o
<77t + Nz + 50”7% + B <§ - 0) 5%11)@ + gnyy =0,

appelées KP-I'si o > 1/3, KP-II si 0 < 1/3, ou v désigne ici le carré du quotient entre les longueurs d’onde
dans les deux directions du plan.

De la méme maniere que ’on passe de KdV a BBM, on peut se demander quels sont les modeles correspondant
aux équations KP-I et KP-II. Dans un premier temps, on vérifiera que seul le modele décrit par I’équation KP-
BBM-II

3 1/1
(nt + Ny + 50”7771‘ - 5 (g - U) ﬁ%m)z + %nyy =0,

pour o < 1/3, est linéairement bien posé dans L?(R?), et donc est le seul modele raisonnable. De méme, BBM
est un modele raisonnable uniquement pour o < 1/3.

Une fois ce travail de modélisation effectué, on pourra, dans un second temps, comparer les solutions des
équations de KP-II et KP-BBM-II. On supposera alors que «, § et v sont égaux.

Avant d’énoncer notre résultat, rappelons que Bona et al. [6] ont montré en dimension 1 :

Théoréme 0.1. Soient m > 1 et f € H™5(R). Soit a > 0 et soient n et ( respectivement l'unique solution de
KdV et de BBM dans C([0, 00[; H™5(R)), sous la condition initiale n|—o = C|i=0 = f. Alors, il existe ag > 0,
et pour 0 < i <m — 1, une constante d’ordre 1 M; > 0, telle que si 0 < o < g, et pour 0 <t < a~ !, on ait

1050+ 1) = 0oC ()| e m) < Mia® .
Pour les modeles de dimension 2 sans tension de surface, on montrera un résultat similaire. Si on note X™(R?)
I'ensemble des fonctions f de H™(R?) telles que 9, ' f soit dans H™(R?), on peut énoncer :

Théoréme 0.2. Soient m > 2 et f € X™+5(R?). Soit a > 0 et soient n et ( respectivement l'unique solution

—1
de KP-II et de KP-BBM-IT dans C ([T, T}; X" *3(R?)), avec T 1= ———

——— sous la condition initiale
Cm+5|f|m+5
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M=o = Clt=0 = f. Alors, il existe ag > 0, et pour tous entiers naturels 0 < i+ j < m — 2, une constante
N;; >0, dépendant uniquement de la norme de f dans X™°(R?), telle que si 0 < a < ay, et pour [t| < T, on
ait

||a§cagj;77(a '7t) - a;cagj;g(a '7t)||L°°(]R2) < Ni,ja3/2 |t|1/2'

La preuve consistera a étudier les solutions des équations

Up + Uy + Upze + 0;1uyy = 0 (0.1)

—1
Vg + VVg + Vgzw — QUgqt + ag, Vyy =

La chose importante est de remarquer que, lorsque 'on prend o = § = 7, le passage de KP-II 4 (0.1) et de
KP-BBM-II & (0.2) se fait uniquement & ’aide du changement de variables

u(z,y,t) =nz+a 'ty,a't), v(z,y,t) =z +a 'ty a ).

Clairement, ce changement de variables nous permettra de généraliser nos résultats a des problemes périodiques
dans les deux directions d’espace.

On pourra alors s’intéresser a cette comparaison de fagon numérique en se restreignant a des domaines de
type [—7, 7] X [, 7], puis en prolongeant par périodicité. On se demandera alors si I'intervalle du temps de
comparaison pourrait étre plus grand. On observera, effectivement, que les inégalités de comparaison restent
vraies au-dela du temps donné par le théoreme précédent, et que le comportement du probleme non linéaire est
semblable a celui du probleme linéaire lors des premiers instants d’observation.

1. DERIVATION DE KP-BBM

On s’appuie ici essentiellement sur les livres [17,20]. Jusqu'a la Section 2, les résultats seront formels.

On se place dans un référentiel galiléen de R3, c’est-a-dire qu’on se munit d’un repere orthonormé (Ox, Oy, Oz)
avec Oz vertical dirigé vers le haut et d’une chronologie, pour nous permettre d’étudier les aspects cinématiques
de I’écoulement du fluide. On considére un flux irrotationnel d’un fluide parfait incompressible homogene rem-
plissant le volume défini par —h < z < n(z,y,t) et (x,y) € R? tel que la surface libre du fluide soit décrite par
Péquation z = n(z,y,t). On note py la constante représentant la masse volumique du systeme et T la tension
de surface.

Il existe une fonction potentielle de vitesse ¢ vérifiant

Oaz + Qyy + 922 = 0 si—h<z<n(z,y,t), (1.1)
1
pr+ 50z oy +92) +gn
T Nee(1 4+ 102) + 14n2) — 200y
N+ Pz + QyNy — @2 = 0 si Z:n(xayat)v (1'3)
v, = 0 si z=-—h. (1.4)

L’existence de cette fonction ¢ est due au fait que le flux est irrotationnel ([19], Chap. 1 — Sect. 13), a cela s’ajoute
la considération d’un fluide homogene ce qui donne I’équation (1.1) ([17], Chap. 8 — Sect. 1). L’équation (1.2)
est I’équation d’Euler incompressible, elle découle directement du principe fondamental de la dynamique ([17],
Chap. 7 — Sect. 1). L’équation (1.3) est une condition cinématique, elle traduit le fait que la vitesse d’écoulement
du fluide est tangente & la surface. Enfin I’équation (1.4) impose une condition de non pénétration sur la surface
intérieure ([17], Chap. 18 — Sect. 1).

On suppose que ’équation de la surface vérifie n = O(a), ol a est 'amplitude des ondes. On suppose de
plus que 'amplitude des ondes a est négligeable par rapport a la profondeur h et que cette profondeur h est
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elle-méme négligeable par rapport a k la longueur d’onde dans la direction z, c’est-a-dire que 'on s’intéresse
aux ondes de faible amplitude et de grande longueur. Mais on suppose aussi que k, la longueur d’onde dans la
direction x, est négligeable par rapport a [, la longueur d’onde dans la direction y, c’est-a-dire que ’écoulement
se fait principalement dans la direction x.

On cherche & adimensionner les équations précédentes. Pour cela, on suppose que, pour ¢ = @, la vitesse
caractéristique des ondes, les fonctions ¢ et n s’écrivent

gka (:L' y z C)
= 1 -
(P(xayazat) c k l h+ kt b)
Ty C)
t) = -, =, =1).
n(z,y,t) an(k,l,k

Ce changement de fonctions est important, il nous permet de passer de fonctions qui peuvent étre tres oscillantes,
donc difficiles a manipuler, ici ¢ et 7, a des fonctions avec beaucoup moins d’oscillations, autrement dit de grande
longueur d’ondes, ici ¢ et 7. On pose

. Y .z ~
= 2 =241, t==t
x k? y Z’ z h/+7 k"
a h? k2 )
OKZE, g = %2’ VZZ—Q, T = h*po go

ou ¢ > 0 désigne toujours le nombre de Bond. Par abus, on supprimera les tildes dans les équations obtenues
par ces changements. L’équation de la surface devient z = 1 + an, et les équations (1.1), (1.2), (1.3) et (1.4)

6<pm + Wpyy +p.. = 0 si 0<z<1+an, (1.5)
o + 20% + Qawy + 55% +1

Nea (14 2 Bym2) 4+ Y1yy (1 + a2 6n2) — 202 B2y ey .

—fo 5 5 573 = 0 si z=1+an, (1.6)
(1 +a26n2 + a?Byn2)

1 )
N+ pans + aypyny — 5% = 0 si z=1+an, (1.7)
p, = 0 si z=0. (1,8)

Vérifions que 'on retrouve bien les équations précédentes.

(i) L’équation de Laplace (1.1) donne

1 _ 1 1
72 Pae + Pyt 757 =0

Multiplier par A% donne (1.5).
(ii) L’équation (1.2) donne

gka c 1/, gkay1 o  gka o1l 5  gka,1
g+ B8 L (0 st (B2 (2
Szl + ‘}—fﬁg) + %%5(1 + 452

3 < o~ ~
) — 275 agNa Ny
(L4 &2 + 4772)%/2
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En divisant par ga, on trouve

.~ 1/(ga_, gak®?®_, gak?®._
n+¢z+§(§¢§+c——s@g+—— 2

qui est I’équation (1.6).
(iii) L’équation (1.3) donne

2
ga®> _ _  ga’k _ _  gka .
x![x — 5 ¥Pylly — —7 ¥z = 0.
k7T+k<P77+ o 2Pl T TP
.. ac
En divisant par T on trouve
_ ga. . gak®_ _ g k% _
g+ Qsoxm 2l g% = 0

qui est I’équation (1.7).
On veut résoudre ’équation de Laplace (1.5) sous la condition (1.8). Pour cela, on cherche une solution sous
forme de série, on suppose
o0
o(x,y, 2, t) Z (x,y,t

o]
@z(xaya Z, t) = Z nfn(x,y, t)zn_17
n=1

d’ott si z =0, on a fi(z,y,t) = 0. L’équation (1.5) s’écrit

On obtient

o0

iz” 32fn ann Z -1)z2"f = 0
=0

00 2 2
Z (ﬁa ot ayé" +(n+ 1>(n+2)fn+2) = 0.

Il s’ensuit que pour tout entier n,

0? fn 32 fn

6 + By +(m+1)(n+2)fnr2 =0.

On résout ces équations par récurrence sur n. Comme f; = 0, on en déduit que pour tout n € N, fo, 41 = 0.
Pour les indices pairs, on a

9% fo 9% fo
2

s 0x?

:Oa 6

9% f 9% f
EP) Y2

ou encore

fo=— E%Jr@% f1= 6_284f0+627+5’)’2 84f0 +ﬂ2’)/284f0 .
27\ 2022 T 2 0y ) +7 24 02t 24 0220y2 | 24 Oyt
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On note f := fy. On effectue alors un développement limité de ¢ pour § proche de zéro. On trouve

2 2 2 2.2
@(I,y,z,t) =f- (gf:cx + ﬁ_;fyy) 22+ (%fmxmx + %fauyy + ﬁQ—nyyyy) 2+ O(ﬁ3)

L’équation (1.7) devient pour z =1+ an

N+« [fz - (gfzzz + %fzyy) (1 + 0”7)2] Nz + a7y [fy - (gfzmy + ﬂ_;/fyyy) (1 +O‘77)2] My

et plus simplement

ne+ (1 +an)fe), — %fmm +7fyy =0 (o + 5% +7+7). (1.9)
De la méme maniere, ’équation (1.6) devient pour z = 1 + an
n + |:ft - (gfzzt + %fyyt) (]- + 0”7)2:|

2 2
5 |5 (Gt Gt ) ten] 4 = (Bent Gt ) (1 ]
2
+ % |:(6fzz + ﬂ’yfyy)(l =+ 0”7) - gfzzzz(l + 0”7)3] — 08Nz = O (042 + 62 + ’72) )

et en simplifiant

n+ft+%f§ﬂ<%fmzt+anzz) :0(0424’624”72)' (110)

On pose w := f, et on dérive par rapport a x les équations (1.9) et (1.10) pour avoir finalement deux équations
de type Boussinesq

77t+((1+0477)w)1- - %waaa +'nyy = 0(042+ﬁ2+72) , (1.11)
1
Nz + Wy + aww, — 3 (§wa:xt + U"h‘xa‘) = 0 (042 + ﬁQ + 72) . (1'12)

A Tordre le plus bas, les équations (1.11) et (1.12) deviennent
e+ we = O(a+B) et ny +wp = O(a+ ),

ce qui implique 7 — 1z = O(a+ 3). Si on suppose que les ondes se déplacent de la gauche vers la droite dans
la direction z, la solution de cette équation est de la forme n(z,y,t) = n(x —t,y,0) + O(a + (), ce qui implique
Nt + Nz = O(a+ ). On a donc

nt*wt:ﬂt*Fnz:O(Oé#»ﬂ) et ﬂz*wm:anrm:O(aJrﬂ),

d’ou 7 = w a l'ordre le plus bas. Il nous faut alors corriger I’égalité au premier ordre w = 7 en cherchant w sous
la forme

w:n—l—aA—i-ﬁB—i—vC—i—O(aQ—i—ﬁQ—i—’yQ),

et on veut déterminer les valeurs de A, B, et C' au premier ordre. L’équation (1.11) devient

1
Nt + Nz + Az + 21m,) + 8 <Bz - Enzzz> +9(Cx + fyy) =0 (a2 + 62 + 72) ) (1.13)
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et I'équation (1.12)
1
Nt +Ne + (A +mnz) + B <Bt - §nxmt - Unzzz) +7C =0 (a2 + 62 + 72) ) (1.14)
et comme 1 = —n, + O(a + 5+ ), on trouve

1
Tt + N + a(At + 7777:8) + ﬁ (Bt + 577111 - Unam'x) + ’YCt =0 (Oé2 + ﬁ2 + ’72) . (1'15)

La compatibilité des développements limités des équations (1.13) et (1.15) implique

1 1

On effectue le changement de variables r = x —t et s =z 4t pour obtenir

2
-n 1 o -1

Remplacer ces valeurs dans (1.13) donne

3 1 o ¥
Nt + Nz + 504777795 + (6 - 5) Baza + §fyy =0 (042 + 62 +’Y2) )

et comme 1 = —n, + O(a + 3+ ), on déduit de I’équation précédente

3 1 o
Nt + N + 50”7771 - <6 - 5) BNzat + %fyy =0 (042 + 62 +72) .

Finalement, on dérive par rapport a x ces deux dernieres équations pour trouver

bt I ENAY + 7
T SanNy Y TTT a
N +n 2 nmn 6 2 n ) 277yy

NP L7 5 + 7
T SO — " a T a
m+n 2 nmn 6 2 Nzat i 277yy
Les équations (1.16) au premier ordre sont les équations de KP, appelées KP-I si o > 1/3, KP-II si o0 < 1/3,

et les équations (1.17) au premier ordre sont les équations de KP-BBM, appelées KP-BBM-I si o > 1/3 et
KP-BBM-II si o < 1/3. Ce probléme est mal posé si o > 1/3, en effet on peut écrire I’équation précédente

B (1 3 Y-
<1—§ g—a 0§ mz—%—§annm—§0xl77yya

1
ott 97! désigne I'antidérivée dans la direction z, de symbole de Fourier F (9, ')(k) = R On remarque que
i

O (a? + % +77), (1.16)

O (®+ 5 +77). (1.17)

lopérateur (1 + 05'5), pour ¢ > 0, n’est pas inversible pour toute fonction u de L?(R), car on a
(14 cd2)u(z) =F (1 - ck?)Fu) (z),

et (1 — ck?) s’annule si ¢ > 0. On remarque de la méme maniere, qu’en dimension 1, 'équation BBM est mal
posée pour o > 1/3.
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On peut refaire la méme démarche en supposant que la tension de surface T est nulle, on retrouve alors les
équations de KP-II et KP-BBM-II.

Maintenant qu’il est clair que les équations de KP-II et KP-BBM-II modélisent le méme phénomene physique,
il est naturel de vouloir les comparer.

2. COMPARAISON DES SOLUTIONS DE KP-II T KP-BBM-II

On considere les problemes de Cauchy suivants

M+ N + Qi + Qe + 00 'y = 0 (2.1)
Gt + Co + aCly — aaat + Oéaz_lgyy =
n(mayao) :C(mayao) = f(xay)a

ol @ = = v dans la modélisation précédente. L’équation (2.1) est I’équation de KP-II et I’équation (2.2) est
I’équation de KP-BBM-II.

2.1. Discussion linéaire
On suppose que le probleme précédent ne présente pas de non-linéarité

Nt + N + WNzzw + O‘az_lnyy
Ct + C:v - amet + OéaQTIny =
n(z,y,0) = ((2,9,0) = f(z,y).

Supposons que la donnée initiale f appartienne a la classe de Schwartz S(R?). Pour alléger les écritures, on
notera par A la transformée de Fourier en espace et V la transformée de Fourier inverse. Formellement, la
transformée de Fourier en espace donne pour I’équation KP-II une équation différentielle ordinaire dont la
solution est pour tout t € R et (k,l) € R?

f(k,l,t) = exp (—ik (1 —ak? + ai—i) t) f(k, D).

De la méme maniere, la transformée de Fourier en espace donne pour I'équation KP-BBM-II une équation
différentielle ordinaire dont la solution est pour tout t € R et (k,l) € R?

l2
k1, t) = exp (m G:%) t) F(ED.

On a, pour tous réels k, [ et ¢,
. A . 1+ a,i—zz
n(k,l,t) —C(k',l,t) = exp —ik m t

2 2 .
(exp (—ik; (1 — ak? + a%) t) exp (zk (%) t) - 1) f(k, D).

X
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On déduit du fait que pour z € R, |exp(iz) — 1| < 2|z|, que

k0 1) — C(ky 1 1) = e (1— ak? + ol ) ¢ LAY 1 £k, D)
|n(a7)_g(aa)| - exp { —? -« +aﬁ exXp | ? ].+Oék’2 )
12 1+aé .
< 2|-k(1-ak? — — B
< k( ak +ak2)t+kz<1+ak2>t|f(k,l)|,
et en mettant au méme dénominateur, on trouve
. — K+ 12K
0k, 1) — < 202l = UM ),
(k. L.8) = Sk, 18)| < 202}t F ()
Comme, pour tout k € R, 1 4+ ak? > 1, on en déduit que
(K, 1, t) = C(k, 1 )] < 20°[¢] (IK°] + 112K]) | f (R, D). (24)

Soit t € R, inversion de Fourier implique que

1 o .
||7’(.,.,t) 7((""15)”00 = SugR W\/}R eZkz+Zly(ﬁ(kalat) 7C(k;l;t)) dkdl‘
T,y 2
1 .
— (27r)2||77('5'5t) _C(-v-at)”Ll(]R?)-

L’inégalité (2.4) donne finalement

) = ot < (e [ OF°1+ IBRDIFGR Dl abat) o2l

Cette analyse du probleme linéaire nous meéne a la conjecture suivante :

Conjecture 2.1. Soit f une fonction définie sur R? telle que 6/5? et @ soient intégrables sur R2. Alors n
et C, les solutions respectives de KP-II et KP-BBM-II, vérifient qu’il existe une constante C' > 0, qui dépend
uniquement de f et une constante 0 < 0 < 1, telle que pour |t| < a 1% on ait

17( ) = (. Dlloo < Calt].

On verra qu'une comparaison semblable peut étre prouvée sur un intervalle de temps [0, a~!] dans la Sec-
tion 2.3. Néanmoins, on se demandera si, a l'aide d’'une méthode numérique, on peut améliorer ce résultat et
ainsi se rapprocher de la conjecture.

2.2. Problemes de Cauchy

On rappelle tout d’abord les principales notations utilisées : On note L?(R?) I'espace des fonctions de carré
intégrable muni de la norme

1P = [ 1) doa,

et L°°(IR?) I'espace des fonctions bornées muni de la norme

||f]lso = supess (f) := inf {c;|f(z,y)| < ¢ presque partout dans R*} .
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Pour tout réel positif m, H™(R?) est 'espace de Sobolev des fonctions de carré intégrable, dont les m premieres
dérivées sont aussi de carré intégrable, muni ici de la norme

17112, = /Rz(l + 24+ 1™ f(k,D)? dk di.

On note X™(R?) I'ensemble des fonctions f de H™(R?) telles que 9, ! f soit dans H™(R?), muni de la norme

1/2

[flm = (15 + 1107 £117,)

L’espace S(R?) désigne la classe de Schwartz, et 8’(IR?) celui des distributions tempérées.
Si X est un espace de Banach quelconque, et T > 0, l'espace C ([-T,T]; X) est 'ensemble des fonctions
continues de [T, T] dans X, muni de la norme sup |[|f]|x, avec ||.||x une norme sur X.
T<t<T

On rappelle que les problemes de Cauchy (2.1)—(2.2)—(2.3) sont globalement bien posés en temps. Pour
I'équation de KP-II, Bourgain [8] montre que pour tout donnée initiale prise dans H™(R?), avec m > 0, il existe
une unique solution de (2.1)—(2.3) globale en temps. Le probléeme de Cauchy pour I’équation de KP-BBM-II
est traité dans les articles de Bona et al. [7], ou Saut et Tzvetkov [18], ils montrent que pour toute donnée
initiale prise dans le sous-espace de L?(R?) muni de la norme (||u||? 4 ||u.||?)!/?, il existe une unique solution
de (2.2)—(2.3) globale en temps.

Nous n’aurons besoin dans ce travail que de I'existence et 'unicité du probleme de Cauchy local. On effectue
alors le changement de fonctions

u(z,y,t) =n@+a "t y,a '), v(z,y,t) =+ oty a ).

Le probleme de Cauchy (2.1)—(2.2)—(2.3) devient

Vt + Vg + Vg — QUpzt + am_lvyy = .
u(z,y,0) =v(z,y,0) = flz,y). (2.7)

Pour le probleme de Cauchy (2.5)-(2.7), Iério et Nunes [12] nous donnent la condition suivante :
Proposition 2.2. Soit f € X™(R?), m > 2. Alors il existe une constante C,, > 0, dépendant uniquement

de m, telle que pour Ty := il existe une unique solution u € C ([—TO,TO];XM(RQ)) du probléme de

Conl flm’
Cauchy (2.5)—(2.7). De plus, cette solution vérifie qu’il existe une constante c,, > 0 telle que pour |t| < Ty, on

a |u(t)m < em|flm-

On utilise la méthode décrite dans l’article de Iério et Nunes [12] pour trouver un résultat analogue pour le
probléme de Cauchy (2.6)—(2.7).

Proposition 2.3. Soit f € X™(R?), m > 2. Alors il existe une constante C,, > 0, dépendant uniquement

de m, telle que pour Ty := il existe une unique solution v € C ([fTO,TO];Xm(RQ)) du probleme de

1
Cinl flm’
Cauchy (2.6)—(2.7). De plus, cette solution vérifie qu’il existe une constante c,, > 0 telle que pour |t| < Ty, on
a [0(t)|lm < cml|flm-

Il parait évident que le temps d’existence local pour le probleme de Cauchy (2.5)—(2.7) soit indépendant de «,
il ’est moins pour le probléme de Cauchy (2.6)—(2.7).

Lemme 2.4. Soit m > 2. Il existe une constante Cp, > 0, dépendant uniquement de m, telle que pour tout
v e H™(R?)
{0, 002)m| < Conl V][,
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ou le produit scalaire est défini par, pour f et g appartenant ¢ H™(R?),
Frghm = [ (L 2 ) G D b .
R2
Démonstration. On définit 'opérateur J™ par, pour tout f € S'(R?),

T (F) (k1) = (14 K2 4 22 f (R, ).
En particulier, pour f € S(R?), on a

J™(F)x,y) = (2711-)2 / ei(xk+yl)(1 > +l2)m/2f(k',l) dkdi.
R2

Kato et Ponce [14] montrent qu’il existe une constante C,, > 0 telle que pour f et g appartenant & S(R?), on
ait
1™, SIS Co (£ 1o 1™ gl + 1™ 1] gl - (2.8)
ou le crochet est défini par [J™, f] (g) = J"(fg) — fT"(g).
On remarque tout d’abord que pour f fonction réelle, J™(f) est aussi réel, en effet, on a

—_

Jm(f)(z,y) = 2/ e ekt (1 4 g2 4 122 f (k1) dE dI
R2

1 ) U
= G / e ekl (1 4 g2 4 12)m/2 ( / @kl f(i,@did@) dkdl,
™ R2 R2

le changement de variable (k,1) — (—k, —1), implique que J™(f) = J™(f).
Supposons que v appartienne & S(R?), on a alors

(v, VUG Yy, = / J™ ()™ (vv,) = / T ()™ (vvg).
R2 R2
Or, J™(vvy) = vJ™(vg) + [J™, 0] (vg), d’olt
(U, VU ), = / vJ™ (v )™ (v) +/ [J7, 0] (vz) ™ (V).
R2 R2
Majorons ces deux intégrales : d'une part
m m 1 m 2
vJ " (vg)J ™ (V) = = v (J™(v)?)
R2 2 R2 z
une intégration par parties donne

1
< Sllvalloo 17702,

[ e @)

— 1 m 2
‘2A2vzj (v)

et 'injection de Sobolev implique qu’il existe une constante C,, > 0 telle que

< Ol V]2,

[, o7 e)
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D’autre part, 'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

< ™ ol v [[|[T™]-

/ L™, 0] (02).T™ ()
]R?

D’apres I'inégalité (2.8) avec f = v et g = vy, on trouve

< G (Illoo[T™ val| + ([T 0] valloo) 1™ 0],

/ LT, 0] (02)T™ ()
]R?

et 'injection de Sobolev implique

[ el @) w)| < Culll,

R2

On généralise ce résultat aux fonctions de H™(R?) par densité de espace S(R?) dans les espaces de Sobolev. [
On considere tout d’abord I’équation linéaire

-1
Vi + Uggpa — QUggt + O ~Vyy = 0.

e (= (B2 o)

On remarque ([12], Lem. 4.1) que pour v appartenant & X (R?), on a I'égalité v;+Agv = 0 dans H™3(R?). Re-
venons a ’équation avec non-linéarité. On effectue maintenant une régularisation parabolique de cette équation,
c’est-a-dire que 'on considere le probleme

On pose alors pour v € X™(R?)

v+ Apw+alv) = 0 (2.9)
o(z,y,0) = flz,y), (2.10)
N ik 2 ! m(R2
ou A, = —pA+ Ay, pour u >0, a(v) := mv et f € X™(R?). On pose E,(t) := exp(—tA,).

Lemme 2.5. Soient m et n deux réels positifs. Alors il existe une constante K, > 0, dépendant uniquement
de n, telle que pour tout v € X™(R?) et pour tout tempst > 0, on ait

1 ny 1/2
()0l < Ko <1 + (2775> > 0], (2.11)

Démonstration. La preuve est la méme que [11], Lemme 1.1. O

Lemme 2.6. Soit m > 2. Il existe un temps T', dépendant de p, tel que sur la boule fermée

B (T) = {v e C (0,7} X™(R?));|Eu(t)f = v(t)lm < |flm},
Uapplication

B(0)(t) = Eu(t)f — /O B, (t — )a(v)(r)dr (2.12)

soit une contraction.
De plus, il existe une constante Cy, > 0, indépendant de u, telle que la solution v de (2.12), définie sur [0,T],

se prolonge de maniére unique sur [0,Ty], avec To =

Crn| flm
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Démonstration. Soient T > 0, et u, v deux éléments de B,,(T), on a pour t € [0,T], d’apres I'inégalité de
Minkowski,

|2(0)(t) = @(w) ()], = /O Byt = 7)a(u)(r) = Eu(t = m)a(v)(r) dr

m

t
< /0 |E(t = T)a(u)(r) = Bu(t — 7)a(v)(T)],, dr.
En écrivant m = m — 1 + 1, I'inégalité (2.11) donne

1

t 1/2
B0 - 2wl < K [ (1450 )0 - a@ @

On remarque que

2
dkdl

ik ~ —1;5)

lla(v) — a(“’)”%nfl m(“2

/ (1+k32+l2)m_1
R2

~ —2
/(1+k2+l2)m*1|k|2‘v27u2‘ dkdl
R2

IN

< [ AR R0l 0P dkdl < [lo+ u) - o],
R
et comme m > 2, il existe une constante C,,, > 0 telle que
lla(v) = a(@)l[7, -1 < Co,(fullm + [[vllm)?| [0 — ull7,.
Plus généralement, on montre
la(v) = a(u)lm—1 < Co([ttlm + [v]m)[0 = tm.

Finalement

1/2

t 1
|®(v)(t) = @(u)(t)],, < CmKl/ Lt o——— ] ([ulm + [vlm)(T)|v = ulm(7)dr.
0 2u(t — 1)
Or, pour v appartenant & la boule B,,(T), on a d’apres l'inégalité (2.11),

vl < IBu@)() = 0Ol + 1B (Dl < (14 V2o ) £l

d’ou

t—T1

B(v)(t) — B(w)(t)],, < 200K (1 + \/§Ko) | flum /01t (1 + ﬁ)m dr ( sup |v — u|m(7)> .

Comme, pour a et b positifs, va+b < /a + Vb, on a aussi

t 1 1/2 00 1 1/2 t1/2
1+ —— dr < / 1+<7> dr < t+ —-
/0 < 2#(75—7)) 0 2u(t —7) p
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Finalement, on a

T1/2
sup [®(v)(t) — (u)(t)],, < CmKi(l+V2Ko) (T + ) [flm sup_|v = ulm(2).
t€[0,7] 2p t€[0,7)

Pour conclure sur l'existence d’un temps 7' telle que l'application ® soit contractante, il suffit d’écrire que
I'image de la boule fermée B,,(T) par ® est incluse dans B, (T) :

[Eu(H@) = 2(0)(O)],, = [20)F) = 2(v)()],,

T1/2 )
< oL+ VER) (T4 ) I
< Ul
T1/? 1

et il faut choisir T' > 0 de telle sorte que (T + ) < .
2p CmKl(l + \/5K0)|f|m
Reste & montrer que l'on peut prolonger la solution de (2.12) sur [0,Tp], ou ce temps Ty peut étre choisi
indépendamment de . Soit v# une solution de (2.9)—(2.10), on a

Oy [[v*][7, 200", 0 )
—2(v*, Aot — 2(0H, a(v?))m

= 2(vt, pAvt),, — 20t Agv" ) — 20", a(vH)) .

Le premier produit scalaire est négatif; en effet on a

2(vH, pAvty,, = 2/

(14 k% + 12" Aok dk dl = —2u/ (1+ K2+ 15"k + 1)|o"2dk dl.
R2

R2

Pour le second produit scalaire, on a

B —12/k

2t Aty = 2 [ (R o0 (S

) o (k, 1)dk di

3 — 12k

—  _9 2 2ym sp (e
22/R2(1+k + )" ok (K, Do* (—k, l)<1+akz2

>dkdl,

car, la fonction v* étant réelle, on a o#(k,l,t) = o*(—k, —1,t), et le changement de variables (k,1) — (—k, =)
implique que l'intégrale est nulle. On en déduit, via le Lemme 2.4, que, pour m > 2, il existe une constante
Cy, > 0 dépendant uniquement de m telle que

Bullo"(|7, < 20 v ol )m] < 2C0m |, < 20k [0,
De la méme maniere, on trouve
aellog o1, < 2007 ok, 07 (Rl ) m] < 20m [,

Finalement, on obtient
Bu|vH (t)[7, < 2Cm " ()],
ou encore

t
VO, < 1+ 20 [ 1) dr
0
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Il s’ensuit que [v*(¢)|2, < p(t), avec p solution de

dip(t) = 2Cnup*(1)
p(0) = |
p(0)*/2
1 — Chp(0)1/2t
I'intervalle 0 <t < T, avec Ty =

. On en déduit |[v*(t)]m < [l

Dot p(t)'/? = —
p( ) o 1_Cm|f|mt

et v peut étre prolongée en temps a

—_ ([
2Cm|f |m

Démonstration de la Proposition 2.3. On remarque tout d’abord que résoudre le probléme de Cauchy (2.9)-
(2.10) revient & trouver un point fixe de l'application (2.12). En effet, soit v vérifiant (2.9)—(2.10), et posons

w(t) == et4ru(t), on a

wi(t) = A e ru(t) + e (t) = Agetro(t) — Agetru(t) — e ra(v)(t) = —era(v)(t).

¢
Or, w(t) = w(0) +/ we(7) dr, d’ont
0

v(t) = e tAuf — /1t e_(t_T)A“a(v)(T)dT.
0

11 suffit de voir si la limite lorsque p tend vers 0 de v* existe sur I'intervalle de temps [0, Tp]. Soient p et v deux
réels positifs, v* et u” les solutions respectives de (2.9)—(2.10). De la méme maniére que précédemment, on a
pour ¢ € [0, Tp]

ol —u”* = 20" —u” v —up)
= 20" —u” At — Au”) = 20" —u”, a(v?) — a(u”))

= 2" —u”, pAv* —vAuY) — 2(0* —u”; Agv* — Agu”) — 2(v* — u”, a(v?) — a(u”)).
L’opérateur Ag étant linéaire, on a vu précédemment que
(" —u”, Ag(v* — u”)) = 0.
Pour le premier produit scalaire, on a
20" —u”, pAvt —vAWYY = 2(u—v) (0" —u”, Avt) + 2v(v* — u’, A(v* — u”)).

Le fait que, pour t € [0, Tp], v*(t) et u”(t) appartiennent & X™(R?), implique que ces fonctions et leurs dérivées
d’ordre inférieur a m tendent vers 0 a l'infini. Une intégration par parties implique alors que

(v —u”, At —u”)) <0.
On en déduit que
Belvt — u”[[* < 2lp — v [(v" —u”, Avt)| + 2(v* — u”, a(v") — a(u”))].
L’inégalité de Cauchy-Schwarz, puis I'inégalité triangulaire impliquent que

(0" =" Ao | <" = u"[[a][v*][1 < ([0 ]m + [0 |m) [0 |-
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Comme |[vH |, < p/2(t) et [u”],, < p'/2(t), on trouve pour le premier produit scalaire, si on pose M = sup p(t),
te[0,To)

2l — vl (0" — u”, Av)| < 4M | — ]
Pour le second produit scalaire, on a
2(v* —u”, a(v?) — a(u”))] < 2|(v* — u”, vHvE — uul),
et deux intégrations par parties donnent

[[vf + uZlloo

2" = u”; a(v") — a(u”))| < 5

[l — ||

L’injection de Sobolev implique qu’il existe une constante C,, > 0 telle que
2 (v — ¥, a(v") — a(u?))| < Copn MY?||0H — u¥| |2

On obtient finalement
Bullv” — |2 < AM|js — v] + CMV2| % — 2.

Le lemme de Gronwall implique alors que, pour ¢t € [0,7Tp], la suite (v,(t)), est de Cauchy dans un espace

H
complet, donc elle converge vers v(t) = limO v#(t) dans L?(R?) et est unique. De plus, d’apres le lemme précédent,
n—

Iapplication qui & t € [0, Tp] associe v, (t) solution de (2.9)—(2.10), est continue et uniformément bornée dans
L? par M'/2. En particulier, la suite (v, (1)), converge faiblement dans X™(R?) vers v(t), pour tout ¢ € [0, Tp],
et Papplication qui a ¢t € [0,7Tp] associe v(t) est faiblement continue et uniformément bornée par M'/2. En
effet, en prenant p suffisamment petit, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que si |t — s| < d, alors pour toute
fonction ¢ € S(R?), on a

[(W(t) = v(s), @)m| < [(0(t) = 0" (£), )m| + [(W"(E) = 0" (), )m| + [(W"(s) = v(s), p)m| < Be.

Pour déduire la continuité forte, a savoir que v appartienne & C ([0 Tol; X™(R?) ) on utilise ’argument de Bona-
Smith [5]. On peut alors conclure que v est solution du probleme de Cauchy (2.6)—(2.7) dans C ([0, To}; X m(RQ))

Pour les temps négatifs, il suffit de considérer dans les preuves précédentes u < 0, ce qui équivaut au cas ou le
temps est positif, ainsi que p. U

Le fait que le temps Ty, donné par la proposition précédente, soit une constante indépendante de a est
crucial ; en effet on verra que le passage de u a 1 et de v a ¢ implique que si le temps T est d’ordre 1 pour les
solutions u et v, alors il sera d’ordre a~! pour les solutions 1 et ¢, & cela s’ajoute le fait que « est petit.

On aura aussi besoin de deux autres inégalités :

Lemme 2.7. Soient m >0, et u € H™(R?). On a

1/4
sup Ju(@, y)| < 2 (|ul] ||| [Juy]] ey ) (2.13)
z,yeR?

Démonstration. Soit u une fonction de S(R?) et (z,y) € R? on a

) = [ " 2(F,y))e dE = 2 / " uE y)uaE,y) dF.

— 00 — 00
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et 'inégalité de Cauchy-Schwarz implique

e <2 ([ :o () dz)m (f :O 2(F.y) dz)m.

Il suffit de recommencer la méme démarche en remarquant que

Y Y
WGP = [ @EDG et eGP = [ @@,
On conclut en utilisant la densité des fonctions S(R?) dans les espaces de Sobolev. d

De la méme maniere que pour le lemme de Gronwall, on montre :

Lemme 2.8. Soient f et g deux fonctions continues de [0,Tp] dans R, et ¢ un réel tels que pour tout t € [0, Tp],
on ait

t
<ot e | s
0
Alors pour tout t € [0,Ty], on a

f@) <g(t) + ceCt/O g(T)e T dr.

On a désormais tous les outils en main pour comparer les solutions de KP-II et KP-BBM-II. On étudiera
la différence entre u et v, solution du probléme de Cauchy (2.5)—(2.7) pour laquelle le temps maximum de
comparaison est de I'ordre d’une constante, on en déduira alors des résultats sur 1 et ¢, solution du probléeme
de Cauchy (2.1)—(2.3).

2.3. Comparaison des solutions
Théoréme 2.9. Soient m > 0, et f € X™5(R?). Soit o > 0 et soient n et  l'unique solution du probléme

de Cauchy (2.1)~(2.2)~(2.3) dans C ([—a Ty, a ' Tp]; X™3(R?)), avec Ty = . Alors, il existe

Cm+5|f|m+5
ag > 0, et pour tous entiers naturels 0 < i+ j < m, une constante M; ; > 0, dépendant uniquement de |f|m+s,

telle que si 0 < a < v, et pour [t| < a~ Ty, on ait
10509 (., -, 1) = DLOIC(-, -, )] < My o2 [t]M/2.

Remarque 2.10. Notons que I'existence et I'unicité des solutions n et  sont assurées par la section précédente.

Démonstration. On va montrer ce théoreme par récurrence sur le nombre total de dérivées, autrement dit sur
14+ j. On suppose que le temps est positif, la preuve s’adaptera de la méme maniere dans le cas ou le temps est
négatif.

On effectue tout d’abord le changement de fonctions

u(z,y,t) =n(z+a 'ty 0 't), v(z,y,t) =z +a 'ty a '),

ce qui nous permet de retrouver exactement les équations (2.5), (2.6) et (2.7). Posons w = v —u, alors w satisfait
le probleme de Cauchy

Wi + WWy + Wege — OWagt + 0;1wyy = QUggt — (W), (2.14)
w(z,y,0) = 0.
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Pour i + j = 0, c’est-a~dire pour ¢ = j = 0, on multiplie I’équation (2.14) par w et intégre en espace
/ [ww + WA Wy + WWagy — QWWapt + w@;lwyy] dedy = / [cwi s — w(uw),] da dy.
R2 R2

Simplifions l'intégrale de gauche :
8;’18511)(1, y), pour 0 < i+ j <m+ 5, tendent vers zéro a U'infini. On a alors
+oo

+oo 3
/ ww, = / [w_} dy =0,
R2 oo L3 ]

et une intégration par parties donne

—/ (W Wer + wy, 0 tw,] dz dy
R2

—+o0

+oo [, 2 —1,, )2
—/ [%4-7(8” wy) ] dy = 0.

/}R2 [Wwyer + w@;lwyy] dx dy

e L2 2 .

comme w € H™® et 9;'w € H™'® en particulier, 9.0Jw(x,y) et

Il reste alors, apres une derniere intégration par parties, et 'utilisation du théoreme de dérivation de Lebesgue,

/ [wwi + W Wy + WWepr — QWWeps + w@;lwyy] dedy = / [wwy + cwwye) dedy
R2 R2

1d 5 5
= —— dz dy.
5 q R2[w + awz] dx dy

Simplifions maintenant l'intégrale de droite : par intégration par parties, on a

/ [cwug,: — w(uw),]dedy = / [cwiger + wyuw] de dy
R?2 R2

2
= / {awumtJru <%) ] dz dy,
R2 T

et une nouvelle intégration par parties donne
w2
/ [cwug,: — w(uw), ] dedy = / {awumt - —um] dz dy.
R2 R2 2

Finalement, on a
d

dt Jpe
ou encore, comme w(z,y,0) = 0,

[w? + aw?] dz dy = / [20Wtyrt — wu,] dz dy,
R2

t
/ [w? + aw?] dz dy = / / 20w gy — wu,] de dy dr.
R2 o JRr2
On en déduit, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

[lw(®)]?

IN

t t )
%0 / () lftgar ()] dr + / ()| [t () ol

IN

t t
20@/ ||w(T)||dT+cl/ ()| |2 dr,
0 0

(2.15)
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pour t € [0,Tp], ou les constantes ¢; et co sont déterminées de telle sorte qu’elles majorent respectivement
[|uz(T)]|oo €t ||tzer(T)]], pour 7 € [0,¢], indépendamment du temps et de . En effet d’apres la Proposition 2.2,
on a pour ¢ € [0, Tp)

[[u(@)|lm+5 < em+5|flmts-
D’ot, via 'inégalité (2.13),

1/4
sup ||tz (7)o <2 sup  (|[utcl| [ttaw || [ty || ||ty || (7)) < e,
T€[0,To) T€[0,To)

et

sup ||uger(7)|| sup ||a§ (Uzae + uty + @Zluyy)(ﬂll

T€[0,To] 7€[0,To)
< sup ([uaawee (7)]] + 3[|ue ()] ||tae (T)]] + [[u(T)]] [[uww ()] + [tayy (7))
T7€[0,T0]
S Ca.

Comme, pour a et b réels, 2ab < a® + b2, on a
t
lw(®)]* < (ac2)?t + (1 +01)/ [lw(r)[]* dr.
0
On utilise le Lemme 2.8 de type Gronwall avec f(t) = ||w(t)||?, g(t) = (ac2)?*t et ¢ = (1+ ¢1), on trouve

t
lw@®)]]? < (aco)?t+ (14 cp)el et /O (acs)r - 0HeDT dr

o (et —1)

- (QCQ) 1+c
Or,
(e —1) 14+ (+e)t+ ¥, 50 4+e) =1 (0 io(l +en)"t"
1+ I1+a n=1 ' 7
1

d’ou, pour 0 <t < Tp = ——F7—,

Cm+5|f|m+5

(14c1)t _ (+eD) | fIm
(e 2 1), Oreplss
1+ -

Finalement, on a pour 0 <t < Ty

A+e)flmts
lw(t)]| < cze *omes at/? = Myat'/?,

avec My qui ne dépend que de | f]m+5.
On suppose que le résultat est vrai jusqu'au rang m — 1, plus précisément pour 0 < ¢+ j5 < m — 1, et
0 <t < Ty, il existe une constante M; ; > 0 telle que

1085wl < Mijat'/?,

et montrons qu’il reste vrai au rang m.
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Il s’agira d’obtenir une inégalité du type (2.15), la seule différence sera que cette fois-ci, le terme cubique
en w ne s’élimine pas par intégration. On utilisera le fait que w est bornée en norme L>°(R?) et ’hypothese de
récurrence.

On note aﬁiagj w la dérivée d’ordre 27 dans la direction z et 25 dans la direction y, de telle sorte que i+j = m.
On multiplie alors 'équation (2.14) par 92°9;7w et integre en espace

/}R2 [we + WWy + Wy — QWegt + é?m_lwyy] aﬁ"agjw dedy = /]Rz [0ty — (Uw),] 05’65%0 dz dy.

Simplifions l'intégrale de gauche : en effectuant ¢ intégrations par parties dans la direction x et j intégrations
par parties en y, on trouve

/ (070w Weaa + 03 07 w0, wyy | dady = (—1)" / (051 0w 0200w + 0,0 w 041 0)F w] da dy
R2 R2
o [(9itgiw)2 (9190t )2 T
oo .
= 0,
. o 0PI (w?)
/2[8?853111 ww,)derdy = (=1)"7 /2[8;85111 %] dz dy,
R R

et

/2[8§i8§jw wi — a2 O W wegr] da dy = (—1)" /2 [0L0w 0L0)wy + a 05 0w 05T OJwy ] dz dy.
R R

Le théoreme de dérivation de Lebesgue implique que

. . 1)t o . .
/}R2 [85185%11 wy — 0485185774) Wyet) dzdy = %% /]1%2[(8;8?]/71))2 + o (057 0)w)?] da dy.

Simplifions désormais l'intégrale de droite : par intégration par parties, on a

/}R2 (o 8§i8§jw Ugpt — 8382%} (uw),] dedy = (1) /}R2 (o 8;8574) 8;*28§ut - 8;8574) 8;*18§(uw)] dz dy.

Finalement, comme w(z,y,0) = 0, on obtient

/}R2 (0L0Iw)? + o (O I w)? de dy = 2/0 /}R2 0, 0w (a o olu, — 0.1 0) (uw + %)) dz dy dr.
On applique la formule de Leibniz pour obtenir

t
/ (0L0Jw)? + o (O O w)? dedy = 2a/ 0w 020 u, dz dy dr
R2 o JR2

+1 J

t . .
/ / ZZ( ZJ;l ) ( i ) (Ot T0) P w 0,05 w) 905w da dy dr
o Jr2

r=0 s=0

t i+l g . .
t+1 ey eis s o
2/0 /}RQZZ< , > < ‘; > (0L 700w 9O u) 00w dx dy dr,

r=0 s=0



COMPARAISON ENTRE MODELES D’ONDES DE SURFACE EN DIMENSION 2 533

puis on sépare les dérivées d’ordre m + 1,

t
i 57 \2 i+1 5. 12 i 7., 5it+2 47
/]R2 (0:07w)” + (9, Ojw)” dr dy 2a/0 /]R2 0, 0iw 9,0 u, dz dy dr

t
— 2/0 /Rz[waylaéw@;@éw—I—uaiﬂaéw@;@{}w]dxdydq— (2.16)
R A T S A P -
B / / ZZ( > < / >a;+1TaéswagaéwaéaéwdmdydT
0 JR? Ty 5o r §
t i+l i1 i
i1t aies.  aras. aia
— 2/0 /Rz;;( . ) ( . )al# "0 w 0,0, u 0,05 w dx dy dr.

La premiere intégrale du membre de droite de (2.16) est majorée, d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, sur
[0, Ty], par

t t
i 5 i+2 5j o 2

2a/0 Rzamaéw(r)é)m aéuT(T)dxdydT < 2a/0 ||0;8;w(7-)||||6; 8éu7(7)||d7—

t

< ac [ ) ar
0
car d’apres la Proposition 2.2
sup (|02 00u- (Dl = sup 10;720] (taws + utie + 05 Huyy)(7)]|
T€[0,To) T€[0,To]
< e

Par abus, on continuera de noter c les différentes constantes intervenant dans les majorations. La seconde
intégrale de (2.16) donne, apres une intégration par parties dans la direction x,

/0 /ngxm+ux<r>><a;a§w>2<r>dxdydr < / (02 (7)o + 11 ()] oo |0% B0 (7) [Pl

IN

t
/0 (o2 (T)]oo + 2|1 (T)]]o0) |05 05w () |[*dr,
et d’apres 'inégalité (2.13) et les propositions 2.2 et 2.3, on a pour ¢ € [0, Tp)

t t
/0 /R2(wx(r) +ux(T))(0iaiw)2 dxdydr| < c/o ||0i@iw(7‘)||2d7'.

La troisieme intégrale de (2.16) est majorée d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

i+1 g

¢ , .
/O /R2 ZZ ( 7 —l; 1 ) ( .; )6i+1—’"8§_5w(7') 03 0yw(T) 0i0§w(7’) dx dydr

r=1s=1

<

i+l g

i+ 1 ' ‘ T S Y i+1—rqj—s
S (T (1) [ el leiojueil ooyt dr.

r=1s=1
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Or,pour I1<r<i4+letl<s<jonma2<r+s<m+1let0<(i+1—-7r)4+(—s)<m—1. Dapresles
Propositions 2.2 et 2.3, pour tout 7 € [0, Tp], on a, en utilisant 'inégalité (2.13), pour 1 <r <i+1letl <s <y,

10505w(7)|loo 105050(T)loc + [107.05u(7)]]o0

&)

IN A

et ’hypotheése de récurrence implique que pour 7 € [0, Tp]

i+1 7

S () () [ et leaguteiie oy turiar <

r=1s=1

iZ Y (T Y M [ 2 000 d
ac , < itl—rj—s ; T L Oyw(T)||dT,

et comme 0 < 7 < Ty,

+1 7

+1 T S Y] i+1—r9j—s
ZZ(’ )( )/Haa oo 180w (]| 1057700 w(r)]] dr <
r=1s=1
i+1 J . .
+1 i
w3 (E) (4) Mo [ 10800

Finalement, on a trouvé que la troisieme intégrale est majorée par

i+1 g

¢
< ac/ ||8;8§w(7)||d7.
0

< i+1 > < i >a;+1ragsw(7-) 05 w(r) a;aiw(r) dzxdydr

7151

La derniere intégrale de (2.16) est majorée par

i+1 g
<

( i+1 ) ( )az-{-l 'raj sw(r) 9 d5u(r) a;aiw(r)dxdydT

Tlsl

i+l J i+ 1 o ) ]
ZZ( )( ) / 18202 ()| so 105000 (r)]] |05 855w (r)] i

r=1s=1

D’apres l'inégalité (2.13) et la Proposition 2.2, pour tout 7 € [0, Ty], on a
1020,u(T)]le < ¢

et ’hypotheése de récurrence implique que pour 7 € [0, Tp]

’L+1 j Z+1 . . . .
ZZ( )( ) / 10505 () oo 1050000 (7] |05 855w ()] dr <
r=1s=1
i+1 7 . .
1+ 1 J i g
aczz< i )(S) H”“/Haa )| dr.
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Finalement, on a trouvé que la derniere intégrale est majorée par

i+1 7

. t
( i+l > < i >8i+1_’"8§_8w(7) ALasu(r) 9L0lw(r) drdy dr| < ac/ 10283 w(r)|| dr.
0

7“151

En résumé, on a sur l'intervalle de temps [0, To],
||8;8§ (t)]|? <acl/ ||818J |dT+02/ ||818] (7)||? dr.

On conclut de la méme maniere qu’au premier rang a ’aide du Lemme 2.8. 11 suffit alors de remarquer que

10205m(.. - t) = 0L05C(, D)l = 10505 w(at)]| < My a2t /2,

O
Corollaire 2.11. Soient m > 2, et f € X™5(R?). Soit a > 0 et soient n et ¢ l'unique solution du probleme
1
de Cauchy (2.1)-(2.2)-(2.3) dans C ([—a™ Ty, a1 Tp); X™5(R?)), avec T = Coills Alors, il existe
m-+5 m—+5

og > 0, et pour tous entiers naturels 0 <i+j <m — 2, une constante N;; > 0, dépendant uniquement de
| flmas, telle que si 0 < a < g, et pour |t| < a 1Ty, on ait

||a;aén(a '7t) - a;:aéC(a '7t)||L°°(]R2) < Ni7j 043/2 |t|1/2'

Démonstration. L’inégalité (2.13) implique

i nj i nj i j i nj i 1/4
195021 — )l = rey < 2 (110208 (n — Ol 195202 — Q)| 10205 7 ( — Q) [125 05+ (= ) II)

Le théoréme précédent s’applique et donne, pour |t| < a7y,
y 1/4
102051 = (1)l 2y < 2 (M @2/ 112 Mgy @2/ /2 Miya0®/? 1]/ Mg yaa®/ 1]2)

11 suffit de prendre Ni,j =2 (Mi,j MZ‘JrLj Mi,jJrl Mi+17j+1)1/4~ O

Remarque 2.12. On a remarqué que les équations de KP-II et KP-BBM-II sont des corrections au premier
ordre de I’équation 1 + 1, = O(a). On peux alors obtenir une troisitme équation de type KP [16]

& + & + aby + abyys + 0, 1€y, = 0. (2.17)

Il est tentant de vouloir comparer les solutions de cette derniere équation avec celles de KP-II et KP-BBM-II.
Bona et Chen [4] montre en dimension 1 un résultat similaire au Corollaire 2.11 pour un temps maximum de com-
paraison d’ordre o~ '/2. Dans le cas de la dimension 2, la transformée Fourier en espace de ’équation (2.17) donne
une équation différentielle ordinaire du second ordre, pour laquelle les solutions de ’équation caractéristique
peuvent étre doubles, ce qui n’apparaissait pas en dimension 1. Dans le cas de racines simples, on retrouve le
résultat de Bona et Chen [4], mais en cas de racines doubles, le temps de comparaison devient d’ordre «, ce qui
est bien trop court pour comparer les solutions. Il serait intéressant de voir s’il est possible de décrire les modes
pour lesquelles les racines doubles apparaissent.
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2.4. Le cas périodique

Dans Particle [6] de Bona et al. (voir le Thm. 0.1 de l'introduction), on consideére les équations de KdV et
BBM sous la forme

Ne + Mo + Ny + Mgz = 0
Gt + Co + €l — alezt 0
n(z,0) =((x,0) = f(z).

Le passage de ces équations & celles en u et v de forme similaire aux équations (2.5) et (2.6) se fait par 'in-
termédiaire d’un troisieme couple d’équations en M et N de la fagon suivante : on effectue les deux changements
de variables

n(x,t) = a_lM(ozl/Qac, ol 2e), C(zyy,t) = oz_lN(ozl/Qx, ol /2t)
u(z,t) = a MoV 2z + a=3/%t, a73/?), v(z,t) = a N (a Y2z + o732t a3/ %),

Par contre, dans notre travail, on a remarqué qu’il suffisait, pour passer des équations de KP-II (2.1) et KP-
BBM-II (2.2) aux équations (2.5) et (2.6) d’effectuer le changement de fonctions

u(z,y,t) =n@+a ty,a '), v(z,y,t) =+ oty a ).

De plus, la donnée initiale reste toujours la méme. Ce qui est important dans notre cas, c’est que ’on n’effectue
aucune homothétie sur les variables d’espace x et y, ce qui implique que nos résultats restent vrais dans le cas
périodique. On obtient des résultats similaires aux propositions 2.2 et 2.3 pour le probleme de Cauchy local
dans le cas périodique [12]. Si on note

ML (R?) := {g € C*°(R?),2m — périodique en = et en y;/

g(z,y)dz = 0 pour y € [, w]} et X™(R?) la fer-

-
meture de M, (R?) par rapport & la norme ||g||2, = Z (1+ k> +1%)™g(k, 1), on peut énoncer
(k,l)ez?

Théoréme 2.13. Soient m > 0, et f € X5 (R?). Soit a > 0 et soient n et ¢ Uunique solution du probléme

de Cauchy (2.1)(2.2)(2.3) dans C ([—a Ty, a ' Tp]; XT3 (R?)), avec Ty = . Alors, il existe

Cm+5|f|m+5
ap > 0, et pour tous entiers naturels 0 < i+ j < m, une constante M; ; > 0, dépendant uniquement de |f|m+s,

telle que si 0 < a < v, et pour [t| < a~ Ty, on ait
10200n(., . t) = DLOIC(., )] < M o®2Jt]'/2.

Sim > 2, alors pour tous entiers naturels 0 <i4j <m — 2, il existe une constante N;; > 0, dépendant
uniquement de | f|mis, telle que si 0 < a < ap, et pour |t| < a™Ty, on ait

Sup |6;61]!’I7(I, Y, t) - aiagJJC(x’ Y, t)' < Ni,j a3/2 |t|1/2'
(z,y)€[0,27]?

Remarque 2.14. Les résultats de Bona et al. [6] se généralisent & des solutions périodiques des équations de
KdV et de BBM sur lintervalle de temps [¢t| < a~1.

2.5. Comparaison numérique des solutions de KP-II et KP-BBM-I1

Le but de cette partie ne sera pas d’analyser de maniere approfondie le schéma numérique utilisé, mais plutot
de chercher les idées nous permettant d’établir la validité de la Conjecture 2.1.
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On considere alors le probleme de Cauchy (2.5)—(2.7) avec pour donnée initiale f une fonction de X™°(R?),
m > 2. On sait que, d’apres le Théoreme 2.13, les solutions de ce probleme sont telles qu’il existe ag > 0,
une constante C),15 strictement positive et dépendant uniquement de m, telle que si 0 < a < ayp, et pour

0<t< , on ait

Cm+5 |f|m+5

l[u(.y . t) —v(., 1) < Mogat/? et sup  |u(z,y,t) —v(z,y,t)] < Nooat'/2 (2.18)
(z,y)€[0,2n]?

On voudrait inspecter numériquement la Conjecture 2.1, c’est-a-dire que l'on s’intéresse, d’un point de vue
numérique, & 'optimalité du parametre 0 < § < 1 tel que, sur l'intervalle de temps [0, o], les inégalités (2.18)
soient vraies. On reprend la méthode de relaxation associée a un schéma semi-implicite en temps, décrite par
Besse [3], que l'on adapte aux équations de KP & ’aide d'une FFT. On fait ce choix car les méthodes de type
Cranck-Nicholson ou de splitting ne sont pas judicieuses pour notre étude. En effet, Hamidouche [9] utilise une
méthode de Cranck-Nicholson pour approcher les solutions des équations de KP et KP-BBM, mais pour laquelle
les itérations de Picard deviennent cotiteuses, d’autant plus que nous aurons besoin de faire des comparaisons
pour des temps d’ordre o~ !. En ce qui concerne la méthode de splitting, la résolution du probleme non linéaire
revient a celle de ’équation de Burgers, on risque alors de faire apparaitre des chocs alors qu’il n’y en avait
pas pour les équations de KP. Donc finalement, on utilise la méthode de relaxation restreinte au domaine
[—7, ] x [, 7]. On réécrit les équations (2.5)—(2.6)—(2.7) sous la forme

ug + %d)x + Upzz + 0, MUy, = 0
o = w?
vy + %wx + Vaze — QWaat + 0, 0y = 0
6 o= o
u(k,1,0) =v(k,1,0) = f(k,I).

Soit Ty le temps maximum de comparaison des solutions de KP-II et KP-BBM-II, et soit §t le pas de discrétisation
en temps. On note 4™, respectivement 4", ¢n+z ¢)"+2 Papproximation de @ au temps (n + 1)dt, respecti-

vement de ¥ au temps (n + 1)dt, de é au temps (n+ %)515, ¥ au temps (n+ %)515, pour n compris entre 0 et -9,

ot
En ce qui concerne les dérivées en espace, on utilise une transformée de Fourier rapide. On obtient finalement,
—N, N, —-N N , . .
pour <k< > 1et Y <1< Ty — 1, le schéma pour I'équation KP-II
ntd (k] =3 (k.1 —
UL A (DR
~n+1 s T L 2 ~n+1 ~
un(hgtu%h”4fgw*ﬂh0i09%)un(hQ;u%h” — 0 (2.19)
a"*1(0,1) = a"(0,1)
et pour I'équation KP-BBM-II
s (ko1 =3 (k.1 —
R R
0"k, 1) — o™ (K, ik o~ 1 2\ oLk, D + 0™ (k1
(1+Oék’2)v ( ﬂzst v ( ’)+%wn+§(k,l)l<k3z)v ( ,)2+U ( ,) — 0 (220)

" 1(0,1) = ©"(0,1)
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. e N N ; Sl c_1 s .
avec pour données initiales 4% = ¢ = f et ¢72 = ¢p72 = f2 N, et N, sont respectivement le nombre de
modes de Fourier dans les directions x et y, et c’est aussi le nombre de points de discrétisation dans ces méme

directions. .

L’appartenance de f & X™+5(IR?), en particulier le fait que / f(z,y)dz = 0, permet de pallier la singularité

en k. On a vu lors de la modélisation que, dans les variables u eﬂf v, les solutions des problemes asymptotiques
ne doivent pas étre trop oscillantes, on choisit alors la donnée initiale de cette maniere sur [—m, 7] X [—m, 7] et
de telle sorte que sa norme L?(R?) soit égale & 1, les pas de discrétisation en espace n’ont alors pas besoin d’étre
trop élevés. On aura remarqué lors de nos tests que pour les nombres de points de discrétisation en espace N, et
Ny, pris égaux ou non parmi 64 et 128, les résultats sont sensiblement les mémes. On remarque la méme chose
pour un pas de discrétisation en temps §t pris aux alentours de 1072 et 0.05. On choisit d’illustrer les résultats
pour N, = 128, N, = 128 et ¢t = 0.05. Le temps maximum de comparaison théorique est de I'ordre d’une
constante, on effectue alors des itérations pour un intervalle de temps d’ordre a=!. Dans un premier temps, on
observera la comparaison numérique du probleme non linéaire, ainsi que du probleme linéaire. On espere alors
que le temps de comparaison du probleme non linéaire soit meilleur que le temps théorique mais devrait étre
moins bon que le temps de comparaison du probleme linéaire. Dans un second temps, on effectue la comparaison
du probleme non linéaire pour différents choix de «. Le but sera de voir si le temps de comparaison dépend ou
non de a.
On effectue les tests (voir Fig. 1) pour

flz,y) = s Y) N yos Ny—198. 6t =005, a—10-5.
[ cos(z + y)|
On remarque une tres forte croissance des normes a peu pres a partir du temps ¢t = 140, c’est-a-dire pour
In14 1 R
= 310 + 3~ 0,715. On effectue un second test (voir Fig. 1) pour
Fla,y) = —DLCBY -~ Ny =128, Ny=128, &t =005 ao=10"2
|| cosz cosyl

On remarque pour ce dernier test une tres forte croissance des normes a peu pres a partir du temps ¢ = 260, soit

In 26 1
=310 + 3 ~ 0.804, ce qui reste bien meilleur que le temps théorique. En ce qui concerne la comparaison
n

numérique du probléme linéaire, on observe dans tous nos tests que les inégalités (2.18) restent vraies pour
toutes les itérations, ceci est du au caractere périodique des solutions du probleme linéaire.

Reprenons les tests précédents en augmentant cette fois-ci le nombre d’oscillations de la donnée initiale,
résumons tout cela dans un tableau (Tab. 1).

Effectuons la deuxieme série de tests. Il s’agira de voir 'influence du parametre « et aussi de trouver une borne
pour la valeur limite ag. Choisir la valeur o, = 2.5 x 10™* correspond sensiblement & ce qui est observé dans
l’océan pacifique, a savoir des ondes de surface d’une amplitude de 1 metre, de longueur d’onde 213 kilometres
dans la direction 2, pour une profondeur de 4000 metres [10]. On compare ces choix aux valeurs o = 1072, 1073
et 10~* dans nos tests (voir Fig. 3). On se limite & des valeurs de « supérieures & 10~%, car lorsque « est trés
petit, on perd la notion de petitesse de o au profit d’erreurs de calcul du programme. Il serait intéressant de
trouver un schéma numérique mieux adapté aux calculs pour « tres petit.

La valeur 1072 apparait comme une borne dans le choix de ag vérifiant, pour 0 < a < ag, qu’il existe
0 < & < 1 tel que les inégalités (2.18) soient vraies sur I'intervalle de temps 0 < ¢t < a~%. En effet, on note que,
dans tous les cas, le temps de comparaison ne change pas selon la valeur de «, mais ce temps étant donné par

la relation t = %, on trouve :
e avec la donnée initiale f(z,y) = HCOS((I%:U))H , 0 est égal a 1.073, 0.715, 0.596 et 0.544 ;
cos(z +y
o avec la donnée initiale f(z,y) = ——" Y 5 est égal & 1.207, 0.804, 0.670, et 0.604,

~ ||coszcosyl|’
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f(x,y) = cos(x + y) / llcos( x + )il
T T T

f(x,y) = cos(x + y) / llcos( x + y)ll
10 T T ’ T T T

cas non lineaire
— — - cas lineaire

\ S g

Norme 2
Norme infinie

L L L L L L L L L L L L L L
o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 o 50 100 150 200 250 300 350 400 450
temps temps

f(x,y) = cos x cos y / licos x cos ylI f(x,y) = cos x cos y / licos x cos yll

10 T T 10 T T T

L cas non lineaire [ cas non lineaire|]
F — — - cas lineaire — — - cas lineaire
[ ‘ et N

Norme 2
Norme infinie

L L L L L L L L L L L L L L
o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 o 50 100 150 200 250 300 350 400 450
temps temps

FIGURE 1. Comparaison numérique des normes L2 et L> pour les problemes linéaire et
non lindaire avec a = 1072 sur lintervalle de temps [0,a~!] et avec les données initiales
cos(z + y) COS X COS Y

f@,y) = ot et f(a,y) =

en utilisant 1’échelle logarithmique sur Oy.
|| cos(z + y)l|

|| cos x cos y||

respectivement pour a égal & 1072, 1072, 2.5 x 1074, et 10~%. Essayons de voir plus précisément quel serait le
cas limite dans le choix de ag. Pour cela, on reprend les tests pour différentes valeurs de o proche de 1072.
Il résulte des simulations effectuées que la borne ag est proche de 7.14 x 1073 et 3.84 x 1073, respectivement

pour les données initiales f(z,y) = _coslw y) et f(z,y) = _COSTCORY (voir Fig. 2). On a vu aussi que
| cos(z +y)| || cos z cos y|

ces bornes numériques n’engendrent pas de limitation dans les choix physiques possibles de valeurs de «, étant
donné que ces deux cas ne sont pas réalistes.
sin(x + y) sin z siny

Pour les données initiales on obtient des résultats similaires.

|Isin(z +y)|| — [|sinzsiny||’
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TABLEAU 1. Temps maximum de comparaison en fonction du nombre d’oscillations de la
donnée initiale.

Temps maximum Temps maximum
Donnée initiale | de comparaison | Parametre § || Donnée initiale | de comparaison | Parametre §
f(z,y) non linéaire flx,y) non linéaire
_cos(@ty) 140 50715 | STV 260 5 =~ 0.804
|| cos(z + )| || cos = cos y||
2 2
_cos@zty) 130 5~ 0704 || —22TEOBY 260 5 ~ 0.804
|| cos(2z + y)|| || cos 2z cos y||
2 2
_cos(@+2y) 140 50715 | SSECOS2Y 260 5 =~ 0.804
|| cos(z + 2y)|| || cos x cos 2y||
2 2 2 2
_cos(r+2y) 130 § 0704 || SoSTEOSSY 250 5~ 0.799
|| cos(2z + 2y)|| || cos 2z cos 2y||
f(x,y) = cos(x + y) / llcos( x + y)ll f(x,y) = cos x cos y / licos x cos yll

FIGURE 2. Evolution de ¢ en fonction de a pour le probléme non linéaire avec les données

o cos(z + ) COS T COS Y
tial = Teoste o " leoszcosyl|’
initiales f(z, y) [| cos(x + )| ot f(@y) || cos 2 cos |

Il semblerait que la Conjecture 2.1 soit vraie, il reste alors a montrer jusqu’out on peut prolonger le temps de
comparaison des solutions de KP-II et KP-BBM-II, on peut tout de méme faire quelques observations :
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f(x,y) = cos(x +y) / llcos( x + y)Il f(x.y) = cos(x +y) / llcos( x + y)Il
T = T —

[
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FIGURE 3. Comparaison numérique des normes L? et L> pour le probleme non linéaire en
fonction de § avec o = 1073, 2.5 x 1074, 1074, et op = 7.14 x 1073, 3.84 x 1073 respectivement
cos(z + y) COS T COS Y

et fz,y) =

pour chacune des données initiales f(z,y) = m
cos(z +y

|| cosz cosyl|”

e le nombre d’oscillations de la donnée initiale dans les directions = et y, qui ne doit pas étre trop élevé
de part la modélisation, n’influence pas la comparaison;;

e la comparaison du probleme non linéaire, lors des premiers instants d’observation, a un comportement
sensiblement proche de celle du probleme linéaire ;

e le parametre d est plus ou moins proche de 1 que de 0, autrement dit le temps de comparaison est plus
proche du temps donné par le probleme linéaire que du temps théorique, selon que « est plus ou moins
proche de aq. De plus, cette valeur limite oy semble dépendre de la donnée initiale ;
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e si « était nul, les équations de KP-II et KP-BBM-II se réduisant a la seule équation des ondes, les
solutions respectives seraient donc les mémes et ¢ vaudrait 1;

e finalement, on constate que pour des données semblables & ce que I’on observe dans la réalité, c’est-a-dire
pour 1074 < o < 1073, les solutions des équations de KP-II et KP-BBM-II sont suffisamment proches
I'une de 'autre sur un intervalle plus grand que le temps théorique pour cette modélisation du probleme
physique.
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