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CORRESPONDANCE DE JACQUET–LANGLANDS
POUR LES CORPS LOCAUX

DE CARACTÉRISTIQUE NON NULLE

PAR ALEXANDRU IOAN BADULESCU

RÉSUMÉ. – Le but de cet article est la preuve de la correspondance de Jacquet–Langlands locale en
caractéristique non nulle. SiF est un corps local de caractéristique non nulle etG′ est une forme intérieure
de GLn(F ), on construit un parallèle entre la théorie des représentations deG′ et celle d’une forme
intérieure deGLn(L) respectivement, oùL est un corps local de caractéristique nulle, proche deF au
sens de [17]. La correspondance de Jacquet–Langlands entreG′ et GLn(F ) est prouvée en utilisant
cette construction et les idées développées déjà par Deligne, Kazhdan et Vignéras [10] pour la preuve
en caractéristique nulle. Nous obtenons au passage les résultats suivants, connus jusqu’ici uniquement
en caractéristique nulle : le théorème d’orthogonalité des caractères pourG′, des relations entre le
conducteur et le niveau d’une représentation deG′, ainsi qu’un théorème de finitude pour les représentations
automorphes cuspidales d’une forme intérieure deGLn sur un corps global de caractéristique non nulle.

 2002 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

ABSTRACT. – In this article we prove the Jacquet–Langlands local correspondence in non-zero
characteristic. LetF be a local field of non-zero charactersitic andG′ an inner form ofGLn(F ); then,
following [17], we prove relations between the representation theory ofG′ and the representation theory
of an inner form ofGLn(L), whereL is a local field of zero characteristic close toF . The proof of the
Jacquet–Langlands correspondence betweenG′ andGLn(F ) is done using the above results and ideas from
the proof by Deligne, Kazhdan and Vignéras [10] of the zero characteristic case. We also get the following,
already known in zero characteristic: orthogonality relations forG′, inequality involving conductor and
level for representations ofG′ and finiteness for automorphic cuspidal representations with fixed component
at almost every place for an inner form ofGLn over a global field of non-zero characteristic.

 2002 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction

SoientF un corps local non archimédien etA une algèbre centrale simple de dimension finie
surF . SoitA∗ le groupe des éléments inversibles deA. On sait queA∗ est isomorphe àGLr(D),
oùD est une algèbre à division surF , et on l’identifiera avec ce groupe. La dimension deD en
tant qu’espace vectoriel surF est un carréd2. On posen= rd, G=GLn(F ) etG′ =GLr(D).
Si OF (resp.OD) est l’anneau des entiers deF (resp.D), on fixe une mesure de Haar surG
(resp.G′) telle que le volume deGLn(OF ) (resp.GLr(OD)) soit égal à1. Un élément deG
ou G′ dont le polynôme caractéristique est séparable (i.e. sans racine multiple sur une clôture
algébrique deF ) est ditsemi-simple régulier. Si g est un élément deG et g′ un élément deG′

on écritg ↔ g′ si g et g′ sont semi-simples réguliers et ont le même polynôme caractéristique.
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On dit alors queg et g′ se correspondent. Si π est une représentation lisse de longueur finie de
G ouG′, on noteχπ le caractère deπ.

On noteE2(G) l’ensemble des classes d’équivalence de représentations essentiellement
de carré intégrable deG et E2(G′) l’ensemble des classes d’équivalence de représentations
essentiellement de carré intégrable deG′. La correspondance de Jacquet–Langlands s’énonce
de la façon suivante :

THÉORÈME 1.1. – Il existe une unique bijection:

C :E2(G)→E2(G′)

telle que pour toutπ ∈E2(G) on ait

χπ(g) = (−1)n−rχC(π)(g′),(1.1)

à chaque fois queg ∈G etg′ ∈G′ se correspondent.

Ce résultat a été prouvé pourF de caractéristique nulle dans [10] et le but de cet article est
de donner une démonstration en caractéristique non nulle. Comme nous le verrons plus bas, un
des principaux obstaclesen caractéristique non nulleest le fait que les relations d’orthogonalité
des caractères des représentations de carré intégrable ne sont pas prouvées à ce jour pour le
groupeG′. Bien entendu, si nous démontrons la correspondance de Jacquet–Langlands d’une
autre façon, ces relations d’orthogonalité pourG′ en découleront puisqu’on les a déjà montrées
pourG [2]. C’est en effet ce qui va se passer. Attaquer la correspondance en essayant de prouver
l’orthogonalité pourG′ en caractéristique non nulle semble depuis longtemps moins raisonnable
que de l’attaquer par la méthode des “corps proches” en suivant une idée de Kazhdan [17].
C’est ce chemin que nous allons suivre. Expliquons la démarche préconisée et les difficultés
rencontrées.

SoientF un corps local de caractéristique non nulle etDF une algèbre à division centrale
surF de dimensiond2. Soit r un entier strictement positif. On posen = rd. On noteG′

F le
groupeGLr(DF ). SoientOF l’anneau des entiers deF , PF l’idéal maximal deOF et πF une
uniformisante deF . SoientODF l’anneau des entiers deDF etPDF l’idéal maximal deODF .
On fixe une uniformisanteπDF deDF . On poseKF = GLr(ODF ) et, pour tout entier positif
non nul l, K l

F = Id +Mr(P ld
DF
). Si K est un sous-groupe ouvert compact deG′

F , on note
H(G′

F ;K) l’algèbre de Hecke des fonctions localement constantes à support compact surG′
F

qui sont bi-invariantes parK . Siπ est une représentation lisse irréductible deG′
F , alors leniveau

deπ (notationniv(π)) est par définition0 si π a un vecteur fixe non nul sousKF et le plus petit
entier positifl tel queπ ait un vecteur fixe non nul sousK l

F sinon. Il est alors connu qu’il y a une
correspondance bijective entre les représentations lisses irréductibles deG′

F de niveau inférieur
ou égal àl et lesH(G′

F ,K
l
F )-modules irréductibles. Pour étudierH(G′

F ,K
l
F ), on part de la

décomposition de Bruhat

G′
F =

∐
A∈AF

KFAKF ,

oùAF est l’ensemble des matricesA= (aij)1�i,j�r telles que pour touti, j on aitaij = δi,jπ
ai

DF
,

aveca1 � a2 � · · ·� ar . Si l est un entier strictement positif, alorsK l
F est un sous-groupe dis-

tingué deKF et on peut donc obtenir une décomposition du type

G′
F =

∐
A∈AF

∐
(x,y)

K l
FxAyK l

F .
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Alors, l’ensemble des fonctions caractéristiques des ensemblesK l
FxAyK l

F forme une base de
l’espace vectorielH(G′

F ,K
l
F ). L’ensemble des couples(x, y) s’identifie de façon naturelle à un

sous-ensemble de(KF /K
l
F )× (KF /K

l
F ). Or, on a

KF/K
l
F
∼=GLr

(
ODF /P

ld
DF

)
.

L’idée de Kazhdan se traduit, dans notre situation, de la façon suivante : siL est un corps local
non archimédien de caractéristique non nulle, etπL une uniformisante fixée deL, si m est un
entier strictement positif, on dit queL estm-proche deF (ou queL etF sontm-proches) s’il
existe un isomorphisme d’anneaux

λ̄mFL :OF /P
m
F →OL/P

m
L

qui envoie la classe deπF sur la classe deπL. Dans cette situation, on peut considérer surL une
algèbre à division centrale de dimensiond2 qui ait le même invariant de Hasse queDF , et, si on
adopte toutes les notations plus haut aussi pour le corpsL, obtenir quēλmFL induit naturellement
un isomorphisme deODF /P

md
DF

surODL/P
md
DL

. Ensuite on utilise les décompositions

G′
F =

∐
AF ∈AF

∐
(xF ,yF )

Km
F xFAF yFK

m
F

et

G′
L =

∐
AL∈AL

∐
(xL,yL)

Km
L xLALyLK

m
L .

L’isomorphisme deODF /P
md
DF

surODL/P
md
DL

induit un isomorphisme deGLr(ODF /P
md
DF
)×

GLr(ODF /P
md
DF
) surGLr(ODL/P

md
DL
)×GLr(ODL/P

md
DL
), et on peut espérer que cet isomor-

phisme réalise une bijection entre les sous-ensembles{(xF , yF )} et {(xL, yL)} de ces deux
groupes sur lesquels sont indéxées les partitions plus haut. Ceci est une première difficulté. On
montre (lemme 2.7) que, en choisissant comme il faut les uniformisantes deDF etDL, on trouve
bien une telle bijection. On obtient alors, par les considérations plus haut, une application bijec-
tive d’une base deH(G′

F ,K
m
F ) sur une base deH(G′

L,K
m
L ), et donc un isomorphisme naturel

d’espaces vectorielsentre les deux algèbres de Hecke. Dans une situation idéale cette application
serait en fait un isomorphisme d’algèbres(conjecture de Kazhdan), et induirait ainsi une bijec-
tion naturelle entre l’ensemble des représentations lisses irréductibles de niveau inférieur ou égal
àm deG′

F et l’ensemble des représentations lisses irréductibles de niveau inférieur ou égal àm
deG′

L. Remarquons que, siL etF sontm proches, et sim � l > 0, alorsL etF sont triviale-
mentl-proches. Nous montrons dans la section 2 (th. 2.13) le résultat suivant, plus faible que la
conjecture de Kazhdan : pour tout entier strictement positifl, il existe un entierm � l tel que, si
L est un corpsm proche deF , alors l’isomorphisme d’espaces vectoriels entreH(G′

F ,K
l
F ) et

H(G′
F ,K

l
F ) induit à partir de cette proximité est un isomorphisme d’algèbres. Nous prouvons

aussi que la bijection induite entre l’ensemble des représentations lisses irréductibles de niveau
inférieur ou égal àl deG′

F et l’ensemble des représentations lisses irréductibles de niveau infé-
rieur ou égal àl deG′

L envoie les représentations de carré intégrable sur des représentations de
carré intégrable et les représentations cuspidales sur des représentations cuspidales (th. 2.17), et
qu’elle préserve les facteursε′ (th. 2.19). Comme elle préserve également le niveau, il s’ensuit
que les résultats que nous avons prouvés dans [3] uniquement en caractéristique nulle (inéga-
lités concernant le niveau et le conducteur d’une représentation), ainsi que leurs conséquences
(théorème de finitude pour les représentations automorphes cuspidales d’une forme intérieure de
GLn), sont valables aussi en caractéristique non nulle (section 3, th. 3.1 et th. 3.2).
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Supposons maintenant que nous voulions prouver le théorème 1.1 quand le corpsF est de
caractéristique non nulle. Nous voulons d’abord fixer une représentation essentiellement de carré
intégrableπ de G et trouver une représentation essentiellement de carré intégrableπ′ de G′

telle qu’en posantC(π) = π′ on ait la relation (1.1). Considérons un entier strictement positifl.
On peut trouverm suffisamment grand pour que, siL est un corps local non archimédien de
caractéristique nullem-proche deF , on ait un diagramme :

GL
1

G′
L

G

2

G′

2′

où
– la flèche1 est la correspondance déjà établie en caractéristique nulle par [10],
– la flèche2, conséquence de la proximité des corpsF etL, est une application qui réalise une

bijection entre l’ensemble de classes de représentations lisses irréductibles de niveau inférieur ou
égal àl deG et l’ensemble de classes de représentations lisses irréductibles de niveau inférieur
ou égal àl deGL,

– la flèche2′ joue un rôle similaire pourG′ etG′
L,

– les pointillés en bas représentent pour l’instant notre désir de construire une correspondance
(Jacquet–Langlands en caractéristique non nulle).

Fixonsl � niv (π) (sans quoi la flèche2 n’est pas définie pourπ). On pense, naturellement,
monterπ le long de2, transférer le long de1, redescendre le long de2′ et prouver ensuite
que le résultat ainsi obtenu est le bon candidat au poste deπ′. Voici maintenant les principales
difficultés :

– nous pouvons déplacerπ le long de2 et ensuite le long de1, mais on n’est pas sûr de pouvoir
descendre le résultat le long de2′ ; en effet, il se peut qu’il soit de niveau supérieur àl. C’est vrai
que la flèche2 préserve le niveau, mais1 ne le préserve certainement pas dans le sens où il est
défini ici (même si on espère qu’il conserve le niveau normalisé tel qu’il est défini dans la théorie
des types). PrendreL plus proche revient à changer complètement de diagramme, et les mêmes
problèmes recommencent. La solution est de borner uniformément, à partir uniquement deπ, le
niveau de toutes les représentations susceptibles d’intervenir dans la démonstration,

– même si on pouvait descendre le long de2′ le résultat ainsi obtenu, il est difficile de prouver
que ce qu’on trouve convient pour définir une correspondance de Jacquet–Langlands entreG et
G′. Les flèches2 et 2′ sont de nature essentiellement linéaire alors que la correspondance est de
nature essentiellement harmonique.

Nous réglerons le premier problème en montrant que le facteurε′ d’une représentation (tel
que défini dans [12]) est conservé à la fois par1,2, et2′. Donc, le facteurε′ de la représentation
obtenue en appliquant2 et ensuite1 àπ est égal au facteurε′ deπ. Mais on sait borner le niveau
d’une représentation à partir du conducteur qui se lit sur son facteurε (voir la section 3). Or,
à facteurε′ fixé, ce conducteur est borné. Tout cela montre qu’en se donnantπ (et même en
se donnant uniquement le facteurε′ deπ), on se donne automatiquement un entierl′ tel que le
niveau de l’image par la flèche1 de l’image par la flèche2 deπ soit inférieur àl′. En fixant donc
π, on choisit dès le départm (et doncL) de façon à ce qu’il fonctionne pourl′ (à la place del),
et on est assuré du fait qu’on puisse promenerπ sur le diagramme jusqu’àG′.

Pour résoudre le deuxième problème, c’est plus difficile techniquement. Pour une relation
du type (1.1) il faut regarder des couplesg ↔ g′ où g ∈ G et g′ ∈ G′, mais les constructions
faites avec des corps proches ne voient que des ouverts assez gros, pas des points. Nous serons
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donc forcés de raisonner sur des voisinages deg et g′ sur lesquels les caractères fonction
des représentations qui nous intéressent sont constants. La difficulté, une fois de plus, sera un
problème de borne uniforme (de la “taille” des ouverts). Ceci explique la machinerie calculatoire
développée à la section 4.

Dans la deuxième section on étudie les groupesGLr(D) définis sur des corps proches, en
suivant les indications de Kazhdan [17]. La construction est pénible ; les résultats sont les
théorèmes 2.17 et 2.19. Nous tirons dans la troisième section des conséquences immédiates de
ces théorèmes : la validité des résultats de [3] en caractéristique non nulle, ici les th. 3.1 et 3.2.
Ces résultats seront par ailleurs utilisés dans la preuve de la correspondance (section 5). Dans
la quatrième section, nous donnons quelques résultats concernant l’analyse harmonique de deux
groupes du typeGLr(D) définis sur des corps proches et qui se correspondent comme dans la
section 2. Dans la cinquième section nous démontrons enfin le théorème 1.1 en caractéristique
non nulle. Nous nous inspirons fortement de [10]. Cet article a été rédigé en caractéristique nulle,
et les auteurs utilisent plusieurs techniques que nous ne pouvons pas nous permettre dans le cas
de caractéristique non nulle. Notamment, la correspondance est prouvée par une récurrence qui
fait intervenir en même temps un transfert d’intégrales orbitales qu’on ne peut pas obtenir ici.
Nous avons séparé la démonstration de la correspondance, en la rendant dépendante d’un seul
résultat à prouver : l’orthogonalité des caractères (connu en caractéristique nulle mais non en
caractéristique non nulle). Ici nous utilisons la théorie des corps proches décrite aux sections 2
et 4 et nous pratiquons un va-et-vient entre le théorème 1.1 et le théorème d’orthogonalité des
caractères sur les groupesGLr(D) en caractéristique non nulle (th. 5.3), en prouvant, au passage,
la validité de ce dernier résultat.

Ce travail a été mené dans le cadre d’une thèse de doctorat sous la direction de Guy Henniart ;
je lui suis très reconnaissant de m’avoir proposé un si beau sujet, et de m’avoir encouragé et
aidé tout au long de mes recherches, avec la gentillesse et la disponibilité qui le caractérisent.
Je considérerai toujours un honneur que d’avoir été accueilli ce temps durant par le Laboratoire
d’Arithmétique et Géométrie Algébrique de l’Université Paris-Sud, Orsay, où j’ai pu côtoyer
des chercheurs exceptionnels, merveilleux exemples pour tout jeune mathématicien. Je remercie
Bertrand Lemaire qui m’a beaucoup aidé par ses conseils et tous ceux avec lesquels j’ai eu des
discussions mathématiques, et qui m’ont souvent donné des réponses à des questions vitales
pour mon travail : Marie-France Vignéras, François Courtès, Anne-Marie Aubert, et les autres
membres du séminaire Groupes Réductifs et Formes Automorphes. Je remercie ceux qui ont lu
le manuscrit avec attention, et qui m’ont fait des commentaires très utiles : Guy Henniart, Hervé
Jacquet, Colette Mœglin et Bertrand Lemaire.

2. Corps locaux proches et formes intérieures du groupe linéaire

SoientF un corps local de caractéristique non nulle,DF une algèbre à division centrale de
dimensiond2 surF et G′

F le groupeGLr(DF ). Soientm ∈ N et L un corps localm-proche
deF au sens de [17]. On voudrait définir un groupeG′

L surL tel qu’il y ait une ressemblance
entre la théorie des représentations deG′

F et celle deG′
L à la manière dont Kazhdan l’a fait

pour les groupes de Chevalley dans [17] et Lemaire pourGLn dans [18]. L’idée est simple :
choisir une algèbre à divisionDL centrale surL de dimensionn2 qui ait le même invariant
de Hasse queDF , et poserG′

L = GLr(DL). Dans ce qui suit nous montrons que ce groupe
est effectivement solution de notre problème ; on construitG′

L de façon à pouvoir vérifier les
théorèmes que Kazhdan a montrés pour les groupes de Chevalley, et montrer aussi quelques
autres résultats utiles pour la suite. Les résultats de 2.3 et 2.4 sont démontrés dans un cadre
général dans [9]. On les a redémontrés ici d’une façon concrète dans ce cas particulier pour fixer
les notations qu’on utilise par la suite.
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2.1. Préliminaires sur les algèbres à division

SoientF un corps local non archimédien,vF la valuation normalisée deF , OF l’anneau
des entiers deF , PF l’idéal maximal deOF formé des éléments deF de valuation strictement
positive,kF =OF /PF le corps résiduel deF (de cardinal finiq) etπF une uniformisante deF .
SoitD une algèbre à division centrale surF . On identifieF au sous-corps1DF deD. On sait
quedimF (D) est un carréd2. On sait également qu’il existe une valuationvD surD à valeurs
dansZ surjective qui prolongedvF ; on noteOD l’ensemble des éléments deD de valuation
positive ou nulle etPD l’ensemble des éléments deD de valuation strictement positive ;OD est
un anneau local non commutatif etPD est l’idéal (bilatère) maximal deOD.

On dispose d’une classification des algèbres à division centrales surF de dimensiond2 : si D
est une telle algèbre, il existe un sous-corps commmutatif maximalE deD qui soit une extension
non ramifiée de degréd deF ; il existe également un élémentπD deD et un générateurσ du
groupe de Galois de l’extensionE/F tels que :

– πdD = πF ,
– D=

⊕d−1
i=0 πiDE,

– pour toute ∈ E on aπ−1
D eπD = σ(e). L’élémentσ est uniquement déterminé et permet de

calculer l’invariant de Hasse deD.
Réciproquement, en se donnant un générateurσ du groupe de Galois deE/F où E est une

extension non ramifiée de degréd deF (unique à isomorphisme près), on peut construire une
algèbre à division centrale surF de dimensiond2 en lui imposant les trois conditions plus haut.
Si on fixeE, deux telles algèbres sont isomorphes si et seulement siσ ∈Gal(E/F ) est le même.
Ce sont les résultats de la Proposition a, p. 277, et du Corollaire b, p. 335 de [19].

Nous commençons par la relation entre les extensions non ramifiées de même degré sur deux
corps locaux proches.

2.2. Préliminaires sur les extensions non ramifiées d’un corps local

SoientF, vF ,OF , PF , πF , kF , q = card(kF ) comme plus haut. Soitd ∈ N∗. Si on fixe une
clôture algébriqueF deF , alors il existe une unique extensionE non ramifiée de degréd deF
incluse dansF . On a les propriétés suivantes :

– la valuation normalisée deE prolonge celle deF etπF est une uniformisante deE ;
– si l = qd et P est le polynômeP (X) = X l−1 − 1 ∈ F [X ], alors E est un corps de

décomposition deP ; en particulier, pour toute racine primitive d’ordrel− 1 de l’unitéyE dans
F , on ayE ∈E etE = F [yE ] ;

– le cardinal du corps résiduelkE = OE/PE deE est égal àqd et on a un isomorphisme de
groupesgE/F de Gal(E/F ) sur Gal(kE/kF ) ; cet isomorphisme est donné par l’application
suivante : siσ ∈Gal(E/F ) alorsσ induit un automorphismeσ′ deOE qui envoiePE surPE et
qui agit comme l’identité surOF ; σ′ induit par conséquent un isomorphismeσ′′ dekE surkE
dont la restriction àkF est l’identité et on posegE/F (σ) = σ′′.

C’est la Proposition 17.8, p. 334, [19].
Soit m ∈ N∗. On poseOFm = OF /P

m
F et OEm = OE/P

m
E . Dans ce qui suit, une barre

au-dessus d’un symbole rappelle que ce symbole est rattaché (d’une façon ou d’une autre) à
kF ou kE , et un chapeau au-dessus d’un symbole rappelle qu’il est rattaché àOFm ou OEm.
SoientP le polynômeX l−1−1∈ F [X ], P̂ le polynômeX l−1− 1̂∈OFm[X ] etP le polynôme
X l−1− 1̄ ∈ kF [X ]. SoitP = P 1P 2 . . .P k une décomposition en produit de polynômes unitaires
irréductibles deP danskF [X ]. Supposons (sans restreindre la généralité) queP 1 ait une racine
primitive d’ordrel− 1 de l’unité ȳ dans l’extensionkE dekF . On sait qu’alors le degré deP 1

est égal àd.
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PROPOSITION 2.1. – (a)Il existe un unique polynôme unitairêP1 ∈OFm[X ] tel que
(A) P̂1 diviseP̂ , et
(B) l’image deP̂1 danskF [X ] soitP 1 (en particulierP̂1 est irréductible).

(b) Soity l’unique racine deP dansE telle que l’image dey danskE soit ȳ. Notonsŷ
l’image dey dansOEm. Il existe un isomorphisme deOFm-algèbres

f̂m :OFm[X ]/(P̂1)→OEm

induit par le morphismefm :OFm[X ]→OEm donné parQ �→Q(ŷ).

Démonstration. –(a) On montre l’existence et l’unicité.
Existence: Dans la démonstration de la Proposition a, p. 277, de Pierce on montre que la

décomposition deP en produit de polynômes unitaires irréductibles est du typeP = P1P2 . . .Pk

où pour touti ∈ {1,2, . . . , k}, l’image facteur dePi danskF [X ] estP i (en outre, lesP i sont
tous distincts parce qeP est sans racine multiple dans une clôture algébrique dekF ). On vérifie
aussitôt que l’image facteur deP1 dansOFm[X ] satisfait à (A) et (B).

Unicité : SoitM̂ un polynôme unitaire deOFm[X ] qui satisfait à (A) et (B). Il suffit de montrer
queM̂ a un représentantM dansOF [X ] qui diviseP = P1P2 . . .Pk (voir l’ Existence) ; on aurait
alors queM est un produit desPi, et, par (B), queM = P1.

Écrivons P̂ = M̂V̂ où, M̂ et P̂ étant unitaires,̂V est unitaire. SoientN un représentant
unitaire deM̂ etU un représentant unitaire dêV dansOF [X ]. On applique le théorème 1 de [4]
IV, 3, plus précisément la remarque qui suit la démonstration. Cette variante plus fine du lemme
de Hensel assure que siN etU sont deux polynômes unitaires tels que

P ≡NU mod
(
πmF
)
,

et par ailleurs le résultant des polynômesN etU estde valuation nulle, alors la décomposition
“se relève” au sens où il existe une décompositionP =MV dansOF [X ] oùM et V sont tels
que

M ≡N mod
(
πmF
)

et

V ≡ U mod
(
πmF
)
.

Or, le résultant̂R deM̂ et V̂ est de valuation nulle parce que, les polynômes étant unitaires, la
réduction dêR moduloπF est égale au résultant des réductionsM etV moduloπF , et ce dernier
est non nul danskF , parce queP =M V est sans facteurs multiples, soitM etV sont forcément
premiers entre eux. (Le lecteur remarquera que la difficulté de cet exercice réside dans le fait que
OmF n’est pas principal. En utilisant queOF etkF le sont on coince le problème entre les deux.)

(b) L’applicationfm est visiblement un morphisme deOFm-algèbres. Montrons qu’elle est
surjective. L’algèbreOEm est unOFm-module libre de rangd dont une base est

B =
{
1̂, ŷ, ŷ2, . . . , ŷd−1

}
;

en effet,B est une famille génératrice car{1;y;y2 . . . yd−1} était une famille génératrice deOE

surOF ([23], prop. 5, p. 20) etB est une famille libre car,̂P1 étant irréductible, c’est le polynôme
minimal deŷ. Or, la baseB se trouve dans l’image defm doncfm est bien surjective. Comme
le noyau defm est clairement l’idéal principal engendré parP̂1, le résultat en découle.✷
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PROPOSITION 2.2. – On noteGm l’ensemble desOFm-automorphismes de l’algèbreOEm.
Alors le morphisme naturelgm,E/F :Gal(E/F )→Gm est un isomorphisme de groupes.

Démonstration. –On rappelle qu’on a notégE/F l’isomorphisme canonique

Gal(E/F )�Gal (kE/kF ).

S’il existaitσ et σ′ distincts dansGal(E/F ) tels quegm,E/F (σ) = gm,E/F (σ′) alors on aurait
égalementgE/F (σ) = gE/F (σ′) ce qui est impossible cargE/F est un isomorphisme. Donc
gm,E/F est injective. D’autre part, d’après la proposition 2.1(b), unOFm-automorphisme de
l’algèbreOEm est uniquement déterminé par l’image deŷ, et par ailleurs cette image doit être
une racine dêP1. Comme le degré dêP1 estd, le cardinal deGm est inférieur ou égal àd qui
est le cardinal deGal (E/F ). Mais alors, l’applicationgm,E/F étant injective elle est forcément
surjective et finalement bijective.✷
2.3. Corps locaux proches et extensions non ramifiées

SoitF un corps local de caractéristique non nulle. SiL est un corps local de caractéristique
nulle etm est un entier supérieur ou égal à1, on dit queF et L sontm-prochessi OFm et
OLm sont isomorphes en tant qu’anneaux. On appelle alors untriplet dem-proximitéun triplet
(πF ;πL; λ̄mFL) oùπF est une uniformisante deF , πL est une uniformisante deL, et λ̄mFL est un
isomorphisme deOFm surOLm qui envoie la classe deπF sur la classe deπL. SoientF etL
deux corps locauxm-proches (m � 1) et(πF ;πL; λ̄mFL) un triplet dem-proximité correspondant.
Soientd � 1,E une extension non ramifiée de dimensiond deF etK une extension non ramifiée
de dimensiond deL.

THÉORÈME 2.3. – Les corpsE etK sontm-proches.

Démonstration. –L’isomorphisme λ̄mFL :OFm → OLm s’étend de façon naturelle en un
isomorphismēλmFL :OFm[X ]→OLm[X ]. SoientPF ∈ kF [X ] etP̂F ∈OFm[X ] choisis comme
P 1 et P̂1 dans la proposition 2.1. Posons

PL = λ̄mFL(PF ) ∈ kL[X ] et P̂L = λ̄mFL(P̂F ) ∈OLm[X ].

Alors on a un isomorphisme

λ̄mFL :OFm[X ]/(P̂F )�OLm/(P̂L).(2.1)

Maintenant on sait par le point (b) de la proposition 2.1 que

OFm[X ]/(P̂F )�OEm,(2.2)

isomorphisme qui dépend du choix d’une racine deP̂F . D’autre partP̂L est un polynôme qui
vérifie les conditions (A) et (B) de la proposition (avec corps de base cette fois le corpsL). Par
unicité et par le point (b) de la proposition 2.1 (appliquée cette fois surL) on a un isomorphisme

OLm[X ]/(P̂L)�OKm(2.3)

qui dépend du choix d’une racine primitive dêPF . Des isomorphismes (2.1), (2.2) et (2.3) on
déduit un isomorphisme
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λ̄mEK :OEm �OKm.

Le triplet (πF ;πL; λ̄mEK) est un triplet dem-proximité pour les corpsE etK . ✷
2.4. Corps locaux proches et algèbres à division

SoientF etL deux corps locauxm-proches (m � 1) et soitDF une algèbre à division centrale
de dimensiond2 sur F . On choisit un sous-corps non ramifié maximalE de DF et notons
σE le générateur du groupe de Galois de l’extensionE/F qui correspond àDF comme dans
l’introduction. SoitK une extension non ramifiée de degréd deL. Il existe un isomorphisme
canoniquegE/F,K/L :Gal(E/F )�Gal (K/L), image de l’isomorphisme

g :Gal(kE/kF )�Gal (kK/kL)

qui envoie le Frobenius sur le Frobenius. À son tour, l’isomorphismegE/F,K/L induit (par la
proposition 2.2) un isomorphismegm,E/F,K/L :Gm,E/F � Gm,K/L. Par transport de structure
on a pour̂σ ∈Gm,E/F et x̂ ∈OEm :

gm,E/F,K/L(σ̂)
(
λ̄mEK(x̂)

)
= λ̄mEK

(
σ̂(x̂)

)
.(2.4)

On noteDL l’algèbre à division centrale surL de dimensiond2 qui correspond à l’extension
K/L et à l’élémentσK = gE/F,K/L(σE) du groupe de GaloisGal (K/L). On fixe une
uniformisanteπDL deDL avec les propriétés de 2.1 (relatives àπL).

En reprenant les notations de 2.1 on a

DF =
d−1⊕
i=1

πiDF
E,(2.5)

ODF =
d−1⊕
i=0

πiDF
OE ,(2.6)

Pmd
DF

=
d−1⊕
i=0

πiDF
Pm
E ,(2.7)

d’où

ODF /P
md
DF

=
d−1⊕
i=0

πiDF
OE/P

m
E .(2.8)

On a donc un isomorphisme de groupes additifsλ̄mDF DL
:ODF /P

md
DF

� ODL/P
md
DL

qui envoie∑d−1
i=0 πDF λ̂i sur

∑d−1
i=0 πDL λ̄

m
EK(λ̂i) pour toutd-uplet {λ̂0; λ̂1 . . . λ̂d−1} ∈ Od

Em. Montrons
que cet isomorphisme est compatible avec la multiplication (raison pour laquelle on a choisiσK
correspondant àσE). En effet, il suffit de vérifier la compatibilité avec la multiplication sur deux
éléments du typeπiDF

x̂ et πjDF
x̂′ où 0 � i, j � n− 1 et x̂, x̂′ ∈ OEm. Soit σ̂E l’image deσE

dansGm,E/F . On a

πiDF
x̂πjDF

x̂′ = πi+j
DF

gm,E/F,K/L

(
σ̂jE
)
(x̂)x̂′ si i+ j < n(2.9)
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et

πiDF
x̂πjDF

x̂′ = πi+j−n
DF

π̂F gm,E/F,K/L

(
σ̂jE
)
(x̂)x̂′ si i+ j � n.(2.10)

Finalement, en utilisant la relation (2.4) plus haut on a obtenu le :

THÉORÈME 2.4. – La flècheλ̄mDF DL
:ODF /P

md
DF

→ ODL/P
md
DL

définie plus haut est un
isomorphisme d’anneaux.

2.5. Bijections formelles

Prenons le cas le plus simple du groupe linéaire sur deux corps locaux prochesF etL. Ce cas a
déjà été traité par Lemaire qui a montré comment on peut “transférer” certaines parties ouvertes
et compactes deGLn(F ) à GLn(L) et les implications qu’a ce transfert pour les théories des
représentations des deux groupes. Supposons maintenant qu’on se soit donné un élément d’un
de ces sous-ensembles deGLn(F ) et un élément du sous-ensemble deGLn(L) correspondant
et qu’on veuille comparer leurs polynômes caractéristiques qui sont, certes, à coefficients dans
des corps différents, mais proches. C’est un problème très concret si on se représente les deux
éléments comme des matrices dont on sait comparer les éléments. Seulement, la façon abstraite
dont on définit les bijections entre des objets attachés àGLn(F ) etGLn(L) respectivement ne le
permet pas. On va alors définir ici desbijections formelles(formelles parce qu’elles ne respectent
pas les opérations) qui nous permettront de traiter ce genre de situation concrète. Ce problème
peut être vu aussi comme celui d’un choixprécisde représentant dans une classe d’équivalence.

2.5.1. Les corps locaux proches
SoitF un corps local de caractéristique non nulle. On choisit un système de représentantsSF

deOF /PF dansOF .
Soitm ∈ N∗, L un corpsm-proche deF et (πF ;πL; λ̄mFL) le triplet dem-proximité associé.

Pour toutx∈ SF on choisit un représentanty(x) dansOL de l’image par̄λmFL (dansOL/P
m
L ) de

la classe dex dansOF /P
m
F . L’ensembleSL = {y(x): x ∈ SF } est un système de représentants

deOL/P
m
L dansOL. Pour simplifier les calculs, on impose la condition suivante :0F et1F font

partie deSF , et on ay(0F ) = 0L ety(1F ) = 1L.
On noteλmFL la bijection deSF surSL qui envoiex sury(x). Si on se représente les éléments

deF et deL par des séries à l’aide des uniformisantesπF etπL et des systèmes de représentants
SF et SL respectivement, on obtient une bijection deF dansL qui prolongeλmFL – et pour
laquelle on utilisera donc la même notation – donnée par :

λmFL

( ∞∑
j=j0

sjπ
j
F

)
=

∞∑
j=j0

λmFL(sj)π
j
L.

La bijectionλmFL induit une bijection (bien définie) deOF /P
m
F surOL/P

m
L et cette bijection

n’est autre que l’isomorphismēλmFL. On appelleλmFL une bijection formelle. Notons les
propriétés suivantes qui sont immédiates :

∀i ∈ N, ∀x ∈ F, λmFL

(
πiFx

)
= πiLλ

m
FL(x),(2.11)

∀x ∈ F, vL
(
λmFL(x)

)
= vF (x).(2.12)

2.5.2. Les extensions non ramifiées
SoientF et L comme plus haut,E une extension non ramifiée deF de degréd et K une

extension non ramifiée deL de degréd. Nous reprenons les notations de 2.2. Les corpsE etK
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étantm-proches par le théorème 2.3, on peut bien entendu définir une bijection formelle entre
E et K comme plus haut en oubliant complètement les corpsF et L. Mais, pour définir une
bijection formelle entre deux algèbres à division surF et L respectivement, bijection qui ait
une certaine propriété utile par la suite (voir 2.5.3), on définit une bijection formelle entreE
et K de la façon suivante, plus précise : au lieu de partir comme dans la sous-section 2.5.1
avec un système de représentantsSE quelconquedeOE/PE dansOE , on fixe un isomorphisme
λmEK :kE � kK compatible avec̄λmFL :kF � kL et on impose que

– SE soit formé de 0 et de toutes les racines du polynômePE =X l−1 − 1 ∈ F [X ],
– SK soit formé de 0 et de toutes les racines du polynômePK =X l−1 − 1∈ L[X ],
– la bijectionλmEK entreSE etSK soit donnée par l’application suivante : siy est une racine

dePE , et ȳ est l’image dey danskE , alorsλmEK(y) = z où z est l’unique racine dePK qui se
trouve au-dessus dēλmEK(ȳ) ∈ kK .

C’est à partir de ce choix (qui est, remarquons-le), compatible avec la conditiony(0F ) = 0L
et y(1F ) = 1L, qu’on étend l’applicationλmEK en une bijectionλmEK :E � K comme dans la
sous-section 2.5.1.

On obtient ainsi une bijection qui a la propriété d’être compatible avec l’action des éléments
du groupe de GaloisGal(E/F ). En effet, quel que soitσ ∈ Gal(E/F ) on vérifie facilement
que, pour toutx∈E,

λmEK

(
σ(x)

)
= gE/F,K/L(σ)

(
λmEK(x)

)
.(2.13)

L’application λmEK est une bijection formelle entre les corps locauxE et K . Elle induit un
isomorphismēλmEK :OEm �OKm.

2.5.3. Les algèbres à division
SoientF,E,DF etL,K,DL comme dans la sous-section 2.4. On suppose qu’on a construit

des bijections formellesλmFL :F �L etλmEK :E �K comme au 2.5.1 et 2.5.2. On construit une
bijection formelle entreDF et DL de la façon (naturelle) suivante : on pose, pour toutd-uplet
(α0;α1 . . .αd−1) ∈Ed,

λmDF DL

(
d−1∑
i=0

πiDF
αi

)
=

d−1∑
i=0

πiDL
λmEK(αi).(2.14)

La bijectionλmDF DL
induit une bijection (bien définie) deODF /P

md
DF

sur ODL/P
md
DL

et cette
bijection est l’isomorphismēλmDF DL

. La bijectionλmDF DL
a aussi les propriétés suivantes :

∀x ∈DF , vDL

(
λmFL(x)

)
= vDF (x),(2.15)

∀i ∈ N, ∀x ∈DF , λmDF DL

(
πiDF

x
)
= πiDL

λmDF DL
(x),(2.16)

∀i ∈ N, ∀x ∈DF , λmDF DL

(
xπiDF

)
= λmDF DL

(x)πiDL
.(2.17)

Les propriétés (2.15) et (2.16) sont évidentes, seule la propriété (2.17) pose un petit problème.
Il suffit bien sûr de la montrer pourx ∈ E. On sait que six ∈ E alorsxπiDF

= πiDF
σiE(x). Il

suffit donc de démontrer que pour toutx ∈ E on aλmEK(σ
i
E(x)) = σiK(λ

m
EK(x)). Mais c’est

la relation (2.13) (et c’était justement pour avoir cette propriété (2.17) qu’on avait choisiλmEK

comme dans 2.5.2).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



706 A.I. BADULESCU

2.5.4. Les matrices, les polynômes
Si F,DF etL,DL sont comme au 2.5.3, la bijection formelle entreF etL s’étend de façon

naturelle en une bijection entreFn et Ln. Si U est unF -espace vectoriel de dimension finie
n muni d’une base etV un L-espace vectoriel de dimensionn muni d’une base, une bijection
formelle entreF etL s’étend “composante par composante” en une bijection entreU etV . C’est
pareil pour des espaces vectoriels à droite ou à gauche surDF et DL. En particulier cela vaut
pour les espaces de matricesMn(F ), Mn(L) et Mr(DF ), Mr(DL), et aussi pour des espaces
de polynômes. En général, on noteraλmFL la bijection formelle donnée entreF et L, et ζmFL la
bijection induite entreMn(F ) et Mn(L). Pareillement, la bijection formelle entreMr(DF ) et
Mr(DL) induite parλmDF DL

sera notéeζmDF DL
.

2.6. La construction

SoientF,E,DF ,L,K,DL comme plus haut et soitr ∈ N∗. On se propose d’étudier les
ressemblances entre les groupesG′

F = GLr(DF ) et G′
L = GLr(DL). On va suivre le chemin

indiqué par Kazhdan dans [17]. On poseKF = GLr(ODF ), KL = GLr(ODL) et, pour tout
l ∈ N∗, on noteK l

F le noyau de la projectionKF → GLr(ODF /P
ld
DF
) et K l

L le noyau de
la projectionKL → GLr(ODL/P

ld
DL
). Pour toutl, K l

F est un sous-groupe distingué deKF .
C’est aussi le groupeId +Mr(P ld

DF
). Si K est un sous-groupe ouvert compact deG′

F on note
H(G′

F ;K) l’algèbre des fonctions complexes localement constantes à support compact surG′
F

et bi-invariantes parK . On fait de même pourG′
L.

Notation. – Si g = (gij) ∈ Mr(DF ) alors on notevF (g) le minimum des valuations en tant
qu’éléments deDF des coefficientsgij deg. De même surL.

Maintenant, pour toutl ∈ N
∗, siF etL sontl-proches, on construit un isomorphisme d’espaces

vectoriels

ζ̄lDF DL
:H
(
G′
F ;K

l
F

)
�H

(
G′
L;K

l
L

)
.

Cet isomorphisme sera dépendant du triplet del-proximité(λmDF DL
;πDF ;πDL) déduit du triplet

del-proximité fixé pourF etL comme nous l’avons expliqué au 2.4.
Posons

AF =
{
A= (aij)i,j ∈GLr(DF ): aij = δijπ

ai

DF
, a1 � a2 � · · ·� ar

}
où δij est le symbole de Kroneker.

LEMME 2.5. –On a

G′
F =

∐
A∈A

KFAKF .

Démonstration. –Voir [21], p. 43. ✷
Soit l ∈ N∗ etA ∈AF . CommeK l

F est un sous-groupe deKF , il existe un sous-ensembleX
deKF ×KF tel que

KFAKF =
∐

(B;C)∈X
K l

FBAC−1K l
F .

Posons

TF,l =GLr

(
ODF /P

ld
DF

)
×GLr

(
ODF /P

ld
DF

)
.

Si (B;C) ∈KF ×KF , alorsK l
FBAC−1K l

F ne dépend que de la classe(B̂; Ĉ ) de(B;C) dans
TF,l. On peut donc définir sans ambiguïtéK l

F B̂AĈ−1K l
F pour tout(B̂; Ĉ ) ∈ TF,l. Notons
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maintenantHF,l,A l’ensemble des couples(B̂; Ĉ ) ∈TF,l tels qu’il existe un représentantB de
B̂ dansGLr(ODF ) et un représentantC de Ĉ dansGLr(ODF ) tels qu’on aitBA = AC. En
écrivant cette relationBAC−1 = A on vérifie queHF,l,A est un sous-groupe deTF,l. Posons
enfin

T̃F,l,A =TF,l/HF,l,A.

LEMME 2.6. – (a)Pour tout(B̂; Ĉ ) ∈TF,l, l’ensembleK l
F B̂AĈ−1K l

F ne dépend que de la
classe(B̃; C̃) de(B̂; Ĉ ) dansT̃F,l,A ; on le noteK l

F B̃AC̃−1K l
F .

(b) On a

KFAKF =
∐

(B̃;C̃)∈T̃F,l,A

K l
F B̃AC̃−1K l

F .

Démonstration. –(a) Soient (B̃; C̃) ∈ T̃F,l,A et (B̂; Ĉ ) ∈ TF,l, (B̂′; Ĉ′) ∈ TF,l deux
représentants de(B̃; C̃). Il existe donc(Û ; V̂ ) ∈ HF,l,A tel queB̂′ = B̂Û et Ĉ′ = ĈV̂ . Soit
(B;C) un représentant de(B̂; Ĉ ) dansGLr(ODF )×GLr(ODF ) etU etV des représentants de
Û et deV̂ dansGLr(ODF ) qui vérifientUA=AV . On a donc

K l
F B̂

′AĈ′−1K l
F =K l

F B̂ÛAV̂ −1Ĉ−1K l
F =K l

FBUAV −1C−1K l
F

=K l
FBAC−1K l

F =K l
F B̂AĈ−1K l

F .

(b) On a

KFAKF =
⋃

(B;C)∈GLr(ODF
)×GLr(ODF

)

K l
FBAC−1K l

F

et pour tout(B;C) ∈GLr(ODF )×GLr(ODF ) on a

K l
FBAC−1K l

F =K l
F B̃AC̃−1K l

F .

Donc,

KFAKF =
⋃

(B̃;C̃)∈T̃F,l,A

K l
F B̃AC̃−1K l

F .

Il suffit de montrer que la réunion est bien disjointe. Soient(B̃; C̃) et (B̃′; C̃′) deux éléments de
T̃F,l,A. AlorsK l

F B̃AC̃−1K l
F etK l

F B̃
′AC̃′−1K l

F sont ou disjointes ou égales. Supposons que

K l
F B̃AC̃−1K l

F =K l
F B̃

′AC̃′−1K l
F .

CommeK l
F est distingué dansKF on a

K l
F B̃AC̃−1K l

F = B̃K l
FAK l

F C̃
−1

et

K l
F B̃

′AC̃′−1K l
F = B̃′K l

FAK l
F C̃

′−1.

En posantX̃ = B̃′−1B̃ et Ỹ = C̃′−1C̃ et en réutilisant le fait queK l
F est distingué dansKF , on

obtient

K l
F X̃AỸ −1K l

F =K l
FAK l

F .
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Il suffit donc de montrer que dans ce cas on a forcémentX̃ = Ỹ = 1̃. C’est pareil que de
montrer que, si(X̂ ; Ŷ ) est dansTF,l et vérifieK l

F X̂AŶ −1K l
F = K l

FAK l
F , alors (X̂ ; Ŷ ) a

un représentant(X ;Y ) dansGLr(ODF )×GLr(ODF ) tel queXA=AY . Montrons que cette
assertion est vraie :K l

F X̂AŶ −1K l
F =K l

FAK l
F implique qu’il existe un représentant(X ′;Y ′)

de (X̂; Ŷ ) dansGLr(ODF ) × GLr(ODF ) et deux élémentsk1 et k2 de K l
F tels qu’on ait

X
′
AY

′−1 = k1Ak2. Mais alors il suffit de prendreX = k−1
1 X ′ etY = k2Y

′, car l’appartenance
dek1 etk2 àK l

F = Id +Mr(P ld
DF
) nous garantit̂X = X̂ ′ et Ŷ = Ŷ ′ et avec ce choix on a bien

XA=AY . ✷
Maintenant on va traiter les corpsF et L à la fois. Les objets définis plus haut surF se

définissent de même surL et c’est l’indiceF ouL qui indique à tout moment de quel corps il
s’agit. Les résultats plus haut sont évidemment valables aussi surL.

On se rappelle l’isomorphismēλlDF DL
:ODF /P

ld
DF

� ODF /P
ld
DF

. Il induit un isomorphisme
ζ̄lDF DL

:TF,l �TL,l.
On se rappelle également la bijection formelleζlDF DL

:Mr(DF )�Mr(DL). Elle induit une
bijectionζlDF DL

:AF �AL.

LEMME 2.7. – Pour toutA ∈ AF , l’isomorphismeζ̄lDF DL
:TF,l � TL,l induit un isomor-

phisme

ζ̄lDF DL
:HF,l,A �HL,l,ζl

DF DL
(A)

et par conséquent une bijection

ζ̄lDF DL
: T̃F,l,A � T̃L,l,ζl

DF DL
(A).

Démonstration. –Supposons queA soit la matricediag(πa1
DF

, πa2
DF

, . . . , πar

DF
). Soit (B̂; Ĉ ) ∈

HF,l,A. Il existe donc un représentant(B;C) de(B̂; Ĉ ) dansGLr(ODF )×GLr(ODF ) tel que

BA=AC.(2.18)

ÉcrivonsB = (bij) etC = (cij). La relation (2.18) se traduit par :

∀i, j, bijπ
aj

DF
= πai

DF
cij .(2.19)

Par les propriétés (2.16) et (2.17) de la bijection formelleζ̄lDF DL
on a alors :

∀i, j, ζlDF DL
(bij)π

aj

DL
= πai

DL
ζlDF DL

(cij)(2.20)

et cette relation impliqueζlDF DL
(B)ζlDF DL

(A) = ζlDF DL
(A)ζlDF DL

(C) et par conséquent

(ζ̄lDF DL
(B̂); ζ̄lDFDL

(Ĉ )) ∈ HL,l,ζl
DF DL

(A). Donc ζ̄lDF DL
(HF,l,A) ⊂ HL,l,ζl

DF DL
(A). Comme

les rôles deF et L sont symétriques il est évident que ce résultat est suffisant pour en déduire
que ζ̄lDF DL

:HF,l,A → HL,l,ζl
DF DL

(A) est un isomorphisme, par exemple parce qu’on peut lui

construire une application réciproque en partant de(ζ̄lDF DL
)−1 :TL,l �TF,l. ✷

D’après les lemmes 2.6 et 2.7, si pour tout ensembleW on note1W la fonction caractéristique
deW , alors l’ensemble :{

1
Kl

F
B̃AC̃−1Kl

F

: A ∈AF , (B̃; C̃) ∈ T̃F,l,A

}
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est une base de l’espace vectorielH(G′
F ;K

l
F ). Soit

ζ̄lDFDL
:H
(
G′
F ;K

l
F

)
→H

(
G′
L;K

l
L

)
l’application linéaire déterminée par

ζ̄lDF DL
(1

Kl
F
B̃AC̃−1Kl

F

) = 1
Kl

L
(ζ̄l

DF DL
(B̃))(ζl

DF DL
(A))(ζ̄l

DF DL
(C̃))−1Kl

L

.

THÉORÈME 2.8. –L’application ζ̄lDF DL
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Démonstration. –Cela découle des lemmes 2.6 et 2.7.✷
REMARQUE 2.9. – Soitl un entier strictement positif. La surjection canonique

ODF /P
(l+1)d
DF

→ODF /P
ld
DF

induit une surjection canonique

TF,l+1 →TF,l

dont la restriction induit une surjection

HF,l+1,A →HF,l,A.

Finalement, on obtient une surjection canonique

T̃F,l+1,A → T̃F,l,A.

Supposons queF etL sont(l+1)-proches. De la même façon, on a une surjection canonique

T̃L,l+1,ζl+1
DF DL

(A) → T̃F,l,ζl+1
DF DL

(A).

Il est très facile de vérifier que le diagramme

T̃L,l+1,ζl+1
DF DL

(A) T̃F,l,ζl+1
DF DL

(A)

T̃F,l+1,A

ζ̄l+1
DF DL

T̃F,l,A

ζ̄l
DF DL

où on aura tenu compte du fait queζl+1
DF DL

(A) = ζlDF DL
(A) (par les définitions mêmes) est

commutatif. Cela implique que l’isomorphisme d’espaces vectoriels

ζ̄lDF DL
:H
(
G′
F ;K

l
F

)
�H

(
G′
L;K

l
L

)
est induit par la restriction de l’isomorphisme

ζ̄l+1
DF DL

:H
(
G′
F ;K

l+1
F

)
�H

(
G′
L;K

l+1
L

)
.
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LEMME 2.10. – SoitA= diag(πa1
DF
;πa2

DF
. . . πar

DF
) ∈AF . Alors

vol
(
K l

FAK l
F

)
= q

d
∑

i<j
aj−aivol

(
K l

F

)
.

Démonstration. –On a

vol
(
K l

FAK l
F

)
= card

(
K l

F /
(
AK l

FA
−1 ∩K l

F

))
vol
(
AK l

F

)
= card

(
K l

F /
(
AK l

FA
−1 ∩K l

F

))
vol
(
K l

F

)
.

Il suffit donc de montrer que

card
(
K l

F /
(
AK l

FA
−1 ∩K l

F

))
= q

d
∑

i<j
aj−ai .(2.21)

PosonsXA = AMr(P dl
DF
)A−1 ∩ Mr(P dl

DF
) (en particulier,X1 = Mr(P dl

DF
)). L’ensemble

XA est formé des matricesX = (xij)1�i,j�r ∈Mr(P dl
DF
) qui vérifientvDF (π

ai

D xijπ
−aj

D )� dl

pour touti < j, soit des matricesX qui vérifientX ∈Mr(P dl
DF
) et pour touti < j,

vDF (xij)� dl+ aj − ai.

Par conséquent, le cardinal du groupe additifX1/XA estq
d
∑

i<j
aj−ai . Ce que nous voulons

montrer (eq. (2.21)) se traduit par

card(1 +X1/1+XA) = q
d
∑

i<j
aj−ai = card(X1/XA).

Disons queA ∈AF estpetitesi on amaxi<j(aj − ai)� ld. Des calculs simples montrent que,
si A est petite, alors

– X1 · XA ⊂XA, donc1+XA est un sous-groupe distingué de1 +X1 multiplicatif,
– X1 · X1 ⊂XA, donc l’application1 + x �→ x de1 +X1 dansX1 induit un isomorphisme de

groupes

(1 +X1/1+XA; ·)∼= (X1/XA;+).

Nous avons ainsi le résultat voulu (eq. (2.21)) siA est petite. Comme tout élémentA ∈ AF

s’écrit comme produit de matrices petites deAF , pour avoir le résultat en général il suffit de
remarquer que, pour touteA ∈AF et touteA′ ∈AF petite on a

– XA · XAA′ ⊂XAA′ , donc1 +XAA′ est un sous-groupe distingué de1 +XA multiplicatif,
–XA · XA ⊂XAA′ , donc l’application1+x �→ x de1+XA dansXA induit un isomorphisme

de groupes(1 +XA/1+XAA′ ; ·)∼= (XA/XAA′ ;+). ✷
Pour toutg ∈G′

F on poseh(g) = (vol (K l
F ))

−11Kl
F
gKl

F
. On a le :

LEMME 2.11. – (a)Pour toutA,A′ ∈AF on ah(A) ∗ h(A′) = h(AA′).
(b) Pour toutB,C ∈GLr(ODF )×GLr(ODF ) on ah(B) ∗ h(A) ∗ h(C) = h(BAC).

Démonstration. –(a) Par la proposition 2.2, chapitre 3 de [15], il suffit de démontrer qu’on a

vol
(
K l

FAK l
F

)
vol
(
K l

FA
′K l

F

)
= vol

(
K l

F

)
vol
(
K l

FAA′K l
F

)
.

Ceci est une conséquence directe du lemme 2.10.
(b) Par la même proposition 2.2 de [15], il suffit de montrer qu’on a :

vol
(
K l

FBK l
F

)
vol
(
K l

FACK l
F

)
= vol

(
K l

F

)
vol
(
K l

FBACK l
F

)
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et

vol
(
K l

FAK l
F

)
vol
(
K l

FCK l
F

)
= vol

(
K l

F

)
vol
(
K l

FACK l
F

)
.

C’est une relation facile à obtenir parce queK l
F est distingué dansKF (donc on peut “sortir”B

et C) et les volumes sont pris par rapport à une mesure de Haar à droite et à gauche (donc
finalement on peut effacerB etC partout où ils apparaissent).✷

REMARQUE 2.12. – SiWF est un ensemble ouvert et compact deG′
F invariant à gauche

et à droite parK l
F et L est un corpsl-proche deF , la construction de l’isomorphismēζlDF DL

implique que l’image de la fonction caractéristique deWF est la fonction caractéristique d’un
ensemble ouvert compactWL deG′

L qui est invariant à gauche et à droite parK l
L. Le calcul de

volumes qu’on fait dans la démonstration du lemme 2.11 plus haut montre qu’on a alors :

vol(WF ) = vol (WL).

On posēζlDF DL
(WF ) =WL.

THÉORÈME 2.13. – Soit l ∈ N∗. Il existe un entierm tel que, si les corpsF et L sont
m-proches, alors l’isomorphisme d’espaces vectorielsζ̄lDF DL

:H(G′
F ;K

l
F ) �H(G′

L;K
l
L) est

un isomorphisme d’algèbres.

Démonstration. –On utilise la démarche de Kazhdan en précisant certains détails :

LEMME 2.14. – SoitC un sous-ensemble fini deAF et soit

G′
F (C) =

⋃
A∈C

KFAKF .

(a) Il existem> l qui dépend deC tel qu’on ait, pour toutg ∈G′
F (C), gKm

F g−1 ⊂K l
F .

(b) Supposons queL soit m-proche deF . Alors pour toutf1, f2 ∈ H(G′
F ;K

l
F ) à support

dansG′
F (C) on a

ζ̄lDF DL
(f1 ∗ f2) = ζ̄lDF DL

(f1) ∗ ζ̄lDF DL
(f2).

Démonstration. –(a) Il faut trouver unm tel qu’on aitKm
F ⊂

⋂
g∈G′

F
(C) g

−1K l
F g. Il suffit de

prendre

m � l+ sup
g∈G′

F
(C)

vF
(
g−1

)
+ sup

g∈G′
F

(C)

vF (g)

i.e.

m � l+max
A∈C

vF
(
A−1

)
+max

A∈C
vF (A).

(b) Il suffit de montrer ce résultat pourf1 = 1Kl
F
gKl

F
et f2 = 1Kl

F
g′Kl

F
, avecg, g′ ∈G′

F (C).
En revenant à la définition du produit de convolution on trouve :

1Kl
F
gKl

F
∗ 1Kl

F
g′Kl

F
(x) = vol

(
K l

FgK
l
F ∩K l

F g
′K l

Fx
)
.

Par le point (a), cette intersection est bi-invariante parKm
F et on a :

1Kl
F
gKl

F
∗ 1Kl

F
g′Kl

F
=
∑

A∈AF

∑
(B̃;C̃)∈T̃F,l,A

vol
(
K l

F gK
l
F ∩K l

Fg
′K l

F B̃AC̃
)
1
Km

F
B̃AC̃−1Km

F

.
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Les corpsF etL étantm-proches,̄ζmDFDL
est bien définie. D’après la formule plus haut qui vaut

aussi bien surL que surF , et la remarque 2.12 sur les volumes,

ζ̄mDF DL
(f1 ∗ f2) = ζ̄mDF DL

(f1) ∗ ζ̄mDF DL
(f2).

Le résultat de (b) est alors une conséquence du fait que, sim � l, alorsζ̄lDF DL
est induite par la

restriction dēζmDF DL
(remarque 2.9 plus haut).

LEMME 2.15. – Pour tout entieri, 0� i � r, on poseAi = diag(πa1
DF

, πa2
DF

. . . πar

DF
) où pour

1� j � i, aj = 0 et pouri+1� j � r, aj = 1. On pose aussiA−1 = diag(π−1
DF
;π−1

DF
. . . π−1

DF
).

SoitsF un système de représentants deGLr(ODF /P
ld
DF
) dansGLr(ODF ). Alors{

h(x): x ∈ sF ∪ {A−1;A0;A1 . . .Ar}
}

est une famille génératrice deH(G′
F ;K

l
F ) commeC-algèbre.

Démonstration. –On a déjà vu que{h(BAC): A ∈ AF ,B ∈ sF ,C ∈ sF } était une famille
génératrice deH(G′

F ;K
l
F ) commeC-espace vectoriel. SiA ∈AF ,A= diag(πa1

DF
;πa2

DF
. . . πar

DF
)

alors, sia1 � 0, A s’écrit

A=Aa1
0

∏
1�i�r−1

A
ai+1−ai

i Ar,

et sia1 < 0, A s’écrit

A=A−a1
−1

∏
1�i�r−1

A
ai+1−ai

i .

Le lemme 2.11 implique alors le lemme 2.15.✷
LEMME 2.16. – L’algèbreH(G′

F ;K
l
F ) est de présentation finie.

Démonstration. –D’après la remarque qui suit le corollaire 3.4. de [5],H(G′
F ;K

l
F ) est un

module de type fini sur son centreZ(G′
F ;K

l
F ), qui, à son tour, est une algèbre de type fini surC.

Il existe donc unZ(G′
F ;K

l
F )-module libreM de rang finip et un sous-moduleN deM tels

queH(G′
F ;K

l
F ) �M/N en tant queZ(G′

F ;K
l
F )-modules. Soit{Y1, Y2, . . . , Yp} une base de

M sur Z(G′
F ;K

l
F ). L’algèbre commutaitiveZ(G′

F ;K
l
F ), étant de type fini, est isomorphe à

C[X1;X2 . . .Xn]/I où I est un idéal donné par un nombre fini de relationsR1,R2 . . .Ru entre
lesXi. Elle est en particulier noethérienne et donc le moduleN est de type fini. LeZ(G′

F ;K
l
F )-

moduleM/N est donc le module engendré par la famille{Y1, Y2 . . . Yp} avec un nombre fini de
relationsR′

1,R
′
2 . . .R

′
v linéaires entre lesYi. En écrivant encore pour tousi, j ∈ {1,2, . . . , p} le

produitYiYj sur la base{Y1, Y2 . . . Yp} deM on obtient encore une famille finie (de cardinal
au plusp2) de relations{R′′

1 ,R
′′
2 . . .R

′′
w}. Alors H(G′

F ;K
l
F ) est isomorphe à l’algèbre non

commutative engendrée surC par lesn + p variablesX1,X2 . . .Xn, Y1, Y2 . . .Yp, avec les
relationsR1,R2 . . .Ru,R

′
1,R

′
2 . . .R

′
v,R

′′
1 ,R

′′
2 , . . .R

′′
w et lesn(n− 1)/2 relations qui traduisent

le fait que les variablesX1,X2 . . .Xn commutent entre elles. Le lemme est démontré.✷
Fin de la démonstration du théorème 2.13. –Nous explicitons la démonstration dont le

principe est dû à Kazhdan :
Par le lemme 2.16,H(G′

F ;K
l
F ) est de présentation finie ; c’est donc l’algèbre non commu-

tative engendrée surC par un nombre fini de générateursg1, g2 . . . gn avec un nombre fini de
relationsR1,R2 . . .Ru qu’on va regarder comme des polynômes non commutatifs enn va-
riables qui s’annulent en(g1; g2 . . . gn). Par ailleurs, le lemme 2.15 nous fournit une famille
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finie {h1, h2 . . . hp} de générateurs deH(G′
F ;K

l
F ). Soient alorsGi(1 � i � n) des polynômes

enp variables qui appliqués à(h1;h2 . . . hp) donnent lesg1, g2 . . . gn, etFi(1� i � p) des poly-
nômes enn variables qui appliqués à(g1; g2 . . . gn) donnent lesh1, h2 . . .hp. Soits le plus grand
nombre parmi les degrés (totaux) des polynômes

R′
1 =R1

(
(G1;G2 . . .Gn)

)
, R′

2 =R2

(
(G1;G2 . . .Gn)

)
, . . . , R′

u =Ru

(
(G1;G2 . . .Gn)

)
et

F ′
1 = F1

(
(G1;G2 . . .Gn)

)
, F ′

2 = F2

(
(G1;G2 . . .Gn)

)
, . . . , F ′

p = Fp

(
(G1;G2 . . .Gn)

)
et un compactK suffisamment grand dansG′

F pour qu’il contienne tous les produits des
éléments qui se trouvent dans la réunion des supports de tous leshi. Soit C ∈ AF de cardinal
fini tel que K ⊂ G′

F (C) (voir le lemme 2.14). Prenons l’entierm associé àC comme dans
le lemme 2.14. Notonsh′

1, h
′
2 . . .h

′
p les images deh1, h2 . . .hp par ζ̄lDF DL

. Définissons un
morphisme d’algèbrest :C(g1, g2 . . . gp)→H(G′

L;K
l
F ) défini par :

t(gi) =Gi

(
(h′

1;h
′
2 . . .h

′
p)
)

Ce morphisme vérifiet(Ri((g1, g2 . . . gn))) = 0 pour tout 1 � i � u par le choix dem
relativement aux polynômesR′

1,R
′
2 . . .R

′
u et par le lemme 2.14. Il induit donc un morphisme

d’algèbres

t̄ :H
(
G′
F ;K

l
F

)
→H

(
G′
L;K

l
L

)
,

carH(G′
F ;K

l
F ) est laC-algèbre non commutative engendrée parg1, g2 . . . gn avec les relations

traduites par l’annulation des polynômesR1,R2 . . .Ru en (g1; g2 . . . gn). Or, ce morphisme
d’algèbres vérifie

t̄(hi) = h′
i(2.22)

pour tout1� i � p par le choix dem relatif aux polynômesF ′
1, F

′
2 . . .F

′
p et par le lemme 2.14.

Comme c’est un morphisme d’algèbres, (2.22) et les lemmes 2.11 et 2.15 impliquent que pour
toutA ∈AF , pour tout(B̃; C̃) ∈ T̃F,l,A on a

t̄(1
Kl

F
B̃AC̃−1Kl

F

) = 1
Kl

L
(ζ̄l

DF DL
(B̃))(ζl

DF DL
(A))(ζ̄l

DF DL
(C̃))−1Kl

L

.

Comme c’est un morphisme d’espaces vectoriels qui coïncide avecζ̄mDF DL
sur une base de

H(G′
F ;K

l
F ), on at̄= ζ̄mDF DL

, doncζ̄mDF DL
est un isomorphisme d’algèbres.✷

Nous rappelons que le niveau d’une représentation lisse irréductibleπ deG′
F (resp.G′

L) est
le plus petit entierl tel queπ ait un vecteur fixe non nul sousK l

F (resp.K l
L). Soit π une

représentation lisse irréductible de niveau inférieur ou égal àl deG′
F ; notonsVπ l’espace de

la représentationπ. AlorsH(G′
F ;K

l
F ) agit surV Kl

F
π , espace des vecteurs fixes sousK l

F , par

f(v) = π(f)v

pour toutf ∈ H(G′
F ;K

l
F ) et toutv ∈ V

Kl
F

π . L’espaceV Kl
F

π est ainsi muni d’une structure de

H(G′
F ;K

l
F )-module. On noteVπ,H le H(G′

F ;K
l
F )-moduleV Kl

F
π pour le différencier duC-

espaceV Kl
F

π avec lequel il coïncide ensemblistement. On sait queVπ,H est unH(G′
F ;K

l
F )-

module non nul irréductible et queπ �→ Vπ,H induit une bijection entre l’ensemble des classes
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d’équivalence de représentations irréductibles deG′
F de niveau inférieur ou égal àl et l’en-

semble des classes d’isomorphie deH(G′
F ;K

l
F )-modules irréductibles ([5] ou [7]). Maintenant,

sim est comme dans le th. 2.13, l’isomorphismeζ̄lDF DL
:H(G′

F ;K
l
F )�H(G′

L;K
l
L) induit une

bijection (notée toujours̄ζlDF DL
) entre l’ensemble des classes d’isomorphie deH(G′

F ;K
l
F )-

modules irréductibles et l’ensemble des classes d’isomorphie deH(G′
L;K

l
L)-modules irréduc-

tibles. Donc l’image par̄ζlDF DL
de la classe d’isomorphie deVπ,H est une classe d’isomorphie

deH(G′
L;K

l
L)-modules irréductibles et elle correspond à une classe d’équivalenceCL de repré-

sentations irréductibles de niveau inférieur ou égal àl deG′
L. Si CF est la classe d’équivalence

de la représentationπ, on posēζlDFDL
(CF ) =CL.

THÉORÈME 2.17. – (a)L’application ζ̄lDF DL
réalise une bijection de l’ensemble des classes

d’équivalence des représentations lisses irréductibles deG′
F de niveau inférieur ou égal àl

(resp. égal àl) sur l’ensemble des classes d’équivalence des représentations lisses irréductibles
deG′

L de niveau inférieur ou égal àl (resp. égal àl).
(b) Soitπ une représentation lisse irréductible deG′

F de niveau inférieur ou égal àl. Alorsπ
est de carré intégrable si et seulement siζ̄lDF DL

(π) est une représentation de carré intégrable
deG′

L.
(c) Soitπ une représentation lisse irréductible deG′

F de niveau inférieur ou égal àl. Alorsπ
est cuspidale si et seulement siζ̄lDF DL

(π) est une représentation cuspidale deG′
L.

REMARQUE 2.18. – On parle abusivement deζ̄lDF DL
(π) alors queζ̄lDF DL

n’est définie que
pour les classes d’équivalence. C’est ce qui arrivera parfois aussi par la suite, puisque toutes les
propriétés des représentations sont en fait des propriétés des classes d’équivalence.

Démonstration. –(a) Le fait que ζ̄lDF DL
soit une bijection de l’ensemble des classes

d’équivalence des représentations lisses irréductibles deG′
F de niveau inférieur ou égal àl sur

l’ensemble des classes d’équivalence des représentations lisses irréductibles deG′
L de niveau

inférieur ou égal àl résulte de la discussion faite avant l’énoncé du théorème.
Soit maintenantΠ(G′

F , l) (resp.Π(G′
F , l − 1)) l’ensemble des classes d’équivalence de

représentations lisses irréductibles de niveau inférieur ou égal àl (resp. àl−1) deG′
F . Adoptons

les mêmes notations pourG′
L. Alors ζ̄lDF DL

réalise une bijection deΠ(G′
F , l) surΠ(G′

L, l), et

aussi (mettrel−1 à la place del), ζ̄l−1
DF DL

réalise une bijection deΠ(G′
F , l−1) surΠ(G′

L, l−1).
Par la remarque 2.9 et ce qu’on vient de voir, la restriction deζ̄lDF DL

à Π(G′
F , l − 1) induit

ζ̄l−1
DF DL

. Nous obtenons alors quēζlDF DL
réalise une bijection deΠ(G′

F , l)\Π(G′
F , l − 1) sur

Π(G′
L, l)\Π(G′

L, l− 1), qui est la variante “niveau exactement égal àl” de l’énoncé.
(b) Supposons maintenant queπ soit de carré intégrable. Soitσ une représentation (irréduc-

tible et de niveau inférieur ou égal àl) se trouvant dans l’image par̄ζlDF DL
de la classe d’équi-

valence deπ. Comme nous l’avons dit plus haut, on a un isomorphisme d’espaces vectoriels

f :V Kl
F

π � V
Kl

L
σ

induit parζ̄lDF DL
. L’isomorphismef induit un isomorphisme, dans les espaces duaux munis des

actions contragrédientes :

f ′ :V
′Kl

F
π � V

′Kl
L

σ .

Soientv ∈ V
Kl

F
π et v′ ∈ V

′Kl
F

π tels quev′(v) �= 0. Considérons le coefficient non nul deπ

hπ :G′
F → C
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défini par

g �→ v′
(
π(g)(v)

)
.

Pour toutg ∈G′
F , hπ est constant surK l

F gK
l
F égal àhπ(g). On a aussi

hπ(g) = vol
(
K l

F gK
l
F

)−1
v′
(
π(1Kl

F
gKl

F
)(v)

)
.(2.23)

La représentationπ étant de carré intégrable,|hπ|2 est trivial surZ et intégrable surG′
F /Z .

Exprimons cette propriété à partir de la décomposition

G′
F =

∐
A∈AF

∐
(B̃;C̃)∈T̃F,l,A

K l
F B̃AC̃−1K l

F

(lemme 2.6(b)) en étudiant l’action par multiplication deZ là-dessus. NotonsA0
F le sous-

ensemble deAF formé des matricesA = diag(πa1
DF
;πa2

DF
; . . .πar

DF
) telles quea1 ∈ {0; 1 . . .

d − 1}. Pour toute matriceA ∈ A0
F notonsAF (A) l’ensemble des matrices obtenues à partir

deA par multiplication avec une puissance deπF = πdDF
. C’est un sous-ensemble deAF . On a

AF =
∐

A∈A0
F

AF (A).

Montrons que, pour toutA ∈ A0
F , l’ensemble

∐
A′∈AF (A)

∐
(B̃;C̃)∈T̃F,l,A

K l
F B̃A′C̃−1K l

F est

stable sous l’action deZ par multiplication et étudions cette action. IdentifionsZ avecF ∗.
Alors, si z est un élément deZ , z s’écrit de façon uniquez = παFx oùx est un élément deO∗

F .
D’autre part, on a un isomorphisme

O∗
F /
(
1F + P l

F

)
�
(
OF /P

l
F

)∗
.

On peut ainsi décomposer l’action deZ sur
∐

A′∈AF (A)

∐
(B̃;C̃)∈T̃F,l,A

K l
F B̃A′C̃−1K l

F

puisque :
– si z = παF , alorszK l

F B̃A′C̃−1K l
F s’écritK l

F B̃A′′C̃−1K l
F oùA′′ = zA′ ∈ AF (A), et une

simple vérification montre qu’on a aussiT̃F,l,A′′ = T̃F,l,A′ ,
– si z ∈O∗

F , alors :
– si z ∈ 1F + P l

F , on azK l
F B̃A′C̃−1K l

F =K l
F B̃A′C̃−1K l

F , tandis que
– si z /∈ 1F + P l

F , zK l
F B̃A′C̃−1K l

F =K l
F B̃

′A′C̃
′−1K l

F , où (B̃′; C̃′) est un élément de
T̃F,l,A différent de(B̃; C̃) et qui ne dépend que de la classe dez modulo1F +P l

F .
Finalement, dire que|hπ|2 est intégrable surG′

F /Z revient à dire que la somme∑
A∈A0

F

( ∑
(B̃;C̃)∈T̃F,l,A

(
card((OF /P

l
F )

∗)
)−1

× vol
(
K l

F B̃AC̃−1K l
F ;dg

)(
vol (1F + P l

F ;dz)
)−1∣∣hπ(B̃AC̃−1)

∣∣2)(2.24)

est convergente.

Maintenant,f(v) est un élément deV Kl
L

σ , f ′(v′) est un élément deV
′Kl

L
σ et l’application

hσ :G′
L → C
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définie par

g �→ f ′(v′)
(
σ(g)(f(v))

)
est un coefficient non nul deσ. Pour toutg ∈G′

L, hσ est constant surK l
LgK

l
L égal àhσ(g). On

a aussi

hσ(g) = vol
(
K l

LgK
l
L

)−1
f ′(v′)

(
σ(1Kl

L
gKl

L
)(f(v))

)
.(2.25)

La fonctionhσ est de carré intégrable modulo le centre surG′
L si et seulement si la somme∑

A∈A0
F

( ∑
(B̃;C̃)∈T̃

L,l,ζl
DF DL

(A)

(
card((OL/P

l
L)

∗)
)−1

× vol
(
K l

LB̃ζlDF DL
(A)C̃−1K l

L;dg
)(

vol(1L +P l
L;dz)

)−1∣∣hσ(B̃ζlDF DL
(A)C̃−1)

∣∣2)(2.26)

est convergente, où on a tenu compte du fait queζlDF DL
réalise une bijection deA0

F surA0
L.

Mais cette somme correspond terme pour terme à la somme (2.24) puisque
– les volumes des sous-ensembles deG′

F et G′
L qui se correspondent sont égaux pour les

mesures fixées surG′
F etG′

L,
– les volumes des sous-ensembles des centres deG′

F etG′
L qui se correspondent sont égaux

pour les mesures fixées sur les centresF ∗ deG′
F etL∗ deG′

L,
– card((OF /P

l
F )

∗) = card((OL/P
l
L)

∗) parce que les anneauxOF /P
l
F et OL/P

l
L sont

isomorphes,
– par construction de l’isomorphismef ′ on a

v′
(
π(1Kl

F
gKl

F
)(v)

)
= f ′(v′)

(
σ(1Kl

L
gKl

L
)(f(v))

)
,

et alors (2.23) et (2.25) impliquent que

hσ
(
B̃AC̃−1

)
= hπ

(
ζ̄lDF DL

(B̃)ζlDF DL
(A)ζ̄lDF DL

(
C̃−1

))
.

On vient de montrer qu’un coefficient non nul deσ est de carré intégrable surG′
L/Z . Doncσ

est de carré intégrable. La réciproque se montre exactement de la même façon.
(c) Une représentation est cuspidale si et seulement si elle admet un coefficient non nul à

support compact modulo le centre. La démonstration est la même que celle du point (b), en
plus facile : il faut remplacer “somme convergente” par “somme à nombre fini de termes non
nuls”. ✷

Soit ψ un caractère additif non trivial deF . On dit quek est le conducteur deψ si k est
le plus petit entier tel queP k

F soit inclus danskerψ. On fixe une fois pour toutes un caractère
ψ non trivial deF de conducteur nul. Si π est une représentation lisse irréductible deG′

F , on
noteL(s;π), ε(s;π;ψ) et ε′(s;π;ψ) les fonctions de Godement–Jacquet [12]. On sait que la
fonction ε(s;π;ψ) est égale àq−ms, à multiplication par un scalaire non nul près, oùq est,
comme avant, le cardinal du corps résiduel deF , etm est un entier ([12], th. 3.3, (4)). D’après
[12], équation (3.3.5), p. 33, l’entierm ne dépend pas du choix deψ plus haut (une fois que son
conducteur est nul) ; il ne dépend donc que deπ : on le note par la suitem(π) et on l’appelle le
conducteur deπ. En suivant [12], nous allons utiliser une formule particulière pour la fonction
ε′(s;π;ψ), très commode pour les calculs. Supposons que le niveau deπ soit l. Soit f un
coefficient deπ tel quef est constant non nul surK l

F (choisi comme dans la démonstration
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du th. 2.17(b)). Prenons le cas particulierΦ= 1Kl
F

dans le th. 3.3 de [12]. Nous posons donc

Z(s;f) =
∫
Kl

F

f(g)
∣∣N(g)∣∣s dg = f(1)vol

(
K l

F

)

oùN est la norme réduite. On sait par le dit théorème qu’il existes0 dansR tel que, sis est un
nombre complexe de partie réelle supérieure ou égale às0, alors

Z(s; f̌) = q−nl

∫
π−l

F
Mr(ODF

)∩GLr(DF )

ψ
(
trMr(DF )/F (g)

)
f
(
g−1

)∣∣N(g)∣∣s dg
converge etZ(s; f̌) est une fraction rationnelle en la quantitéq−s. Par les points (2) et (4) du
même théorème,ε′(s;π;ψ) est une fraction rationnelle en la quantitéq−s qui vérifie :

ε′(s;π;ψ) = (−1)r(d−1)Z
(
1− s+ (n− 1)/2; f̌

)
Z
(
s+ (n− 1)/2;f

)−1
.(2.27)

Nous adoptons les mêmes conventions pour le corpsL. Si L estm-proche deF , le triplet de
m-proximité (πF ;πL; λ̄mFL) associé induit naturellement un isomorphisme de groupes additifs
λ−m :π−m

F OF /OF � π−m
L OL/OL. Alors, siψL est un caractère additif deL, on dit queψL est

m-prochedeψ si ψL est de conducteur nul et le caractère induit parψ surπ−m
F OF /OF et le

caractère induit parψL surπ−m
L OL/OL se correspondent viaλ−m (i.e.ψ = ψL ◦ λ−m).

Le théorème suivant est d’une importance capitale pour la démonstration de la correspon-
dance :

THÉORÈME 2.19. – Sim est comme dans le théorème2.13, si L est un corpsm-proche de
F , siψL est un caractère additif deL m-proche deψ, alors on a:

(a) si π est une représentation lisse irréductible de niveau� l de G′
F , alors les fonctions

ε′(s;π;ψ) et ε′(s; ζ̄lDF DL
(π);ψL) sont égales,

(b) si π est une représentation cuspidale de niveau� l deG′
F , alors les fonctionsε(s;π;ψ) et

ε(s; ζ̄lDFDL
(π);ψL) sont égales; en particulierm(π) =m(ζ̄lDF DL

(π)).

Démonstration. –On peut supposer que le niveau deπ estl.
(a) PosonsπL = ζ̄lDF DL

(π). Soientf un coefficient deπ et fL un coefficient deπL choisis
comme dans la démonstration de la proposition 2.17. NotonsNL la norme réduite surG′

L.
Montrons qu’on a alors :

(i) Z(s;f) = Z(s;fL) et
(ii) pour less pour lesquelsZ(s; f̌) converge,Z(s; f̌L) converge et on aZ(s; f̌) =Z(s; f̌L).
Le point (i) est évident. Pour montrer (ii) on prouve que∫

π−l
L

Mr(ODL
)∩GLr(DL)

ψL

(
trMr(DL)/L(g)

)
fL
(
g−1

)∣∣NL(g)
∣∣s dg

=
∫

π−l
F

Mr(ODF
)∩GLr(DF )

ψ
(
trMr(DF )/F (g)

)
f
(
g−1
)∣∣N(g)∣∣s dg,(2.28)
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en montrant que les intégrales prennent la forme de deux sommes identiques. On a une
décomposition

π−l
F Mr(ODF )∩GLr(DF ) =

∐
A∈A+

F

∐
(B̃;C̃)∈T̃l,A,F

K l
LB̃AC̃−1K l

L

où A+
F est l’ensemble des matrices dansAF dans lesquelles toutes les puissances de

l’uniformisante πDF qui apparaissent sont supérieures ou égales à−ld (rappelons que
πdDF

= πF ). On a une décomposition analogue pourπ−l
L Mr(ODL)∩GLr(DL) qu’on peut écrire

π−l
L Mr(ODL)∩GLr(DL)

=
∐

A∈A+
F

∐
(B̃;C̃)∈T̃l,A,F

K l
Lζ̄

l
DF DL

(B̃)ζmDF DL
(A)ζ̄lDF DL

(
C̃−1

)
K l

L

tenant compte du fait queζmDF DL
réalise une bijection deA+

F surA+
L et que, pour toutA ∈A+

F ,

ζ̄lDF DL
réalise une bijection dẽTl,A,F sur T̃l,ζm

DF DL
(A),L.

On a vu à la proposition 2.17 que, par la construction defL à partir def , on a : pour tout
A ∈ AF , pour tout(B̃; C̃) ∈ T̃l,A,F , f est constant sur l’ensembleK l

F B̃AC̃−1K l
F et fL est

constant surK l
Lζ̄

l
DF DL

(B̃)ζmDF DL
(A)ζ̄lDF DL

(C̃−1)K l
F ; en outre les valeurs def et fL sont

égales. C’est pareil pour les fonctions|N | et |NL| qui y sont constantes égales à|N(A)|. On a
aussi

vol
(
K l

F B̃AC̃−1K l
F

)
= vol

(
K l

Lζ̄
l
DF DL

(B̃)ζmDF DL
(A)ζ̄lDF DL

(
C̃−1

)
K l

L

)
.

Par ailleurs, si on noteU la matrice(uij)1�i,j�r ∈GLr(DF ) définie paruij = δi,r−j , alors pour
toutA ∈AF et pour tout(B̃; C̃) ∈ T̃l,A,F , la fonctionf(g−1) est constante sur l’ensemble

K l
F C̃A−1B̃−1K l

F

égale àf(B̃AC̃−1), et on a

K l
F C̃A−1B̃−1K l

F =K l
F (C̃U)

(
UA−1U

)(
UC̃−1

)
K l

F

oùUA−1U ∈AF et (C̃U ;UB̃−1) ∈ T̃l,UA−1U,F . Le même phénomène se produit aussi surG′
L

et toutes les applications des objets surF vers les objets correspondants surL commutent à
l’action par multiplication deU , qui est une simple permutation de lignes ou colonnes.

Montrons encore que, siA ∈A+
F , si (B̃; C̃) ∈ T̃l,A,F , alors

– ψ ◦ trMr(DF )/F est constante surK l
F B̃AC̃−1K l

F ,

– ψL ◦ trMr(DL)/L est constante surK l
Lζ̄

l
DF DL

(B̃)ζmDF DL
(A)ζ̄lDF DL

(C̃−1)K l
L, et

– on a

ψ ◦ trMr(DF )/F

(
B̃AC̃−1

)
= ψL ◦ trMr(DL)/L

(
ζ̄lDFDL

(B̃)ζmDF DL
(A)ζ̄lDF DL

(
C̃−1

))
.

PosonsA = diag(πa1
DF

, πa2
DF

. . .πar

DF
) où a1 � a2 � · · · � ar . n rappelle qu’on aA ∈ A+

F et

donca1 � −ld. Par conséquent, la différence de deux éléments de l’ensembleK l
F B̃AC̃−1K l

F

est un élément deMr(ODF ), donc la différence de leurs traces réduites est un élément deOF et
ψ est trivial surOF . Doncψ ◦ trMr(DF )/F est constante surK l

F B̃AC̃−1K l
F . De la même façon

on montre queψL ◦ trMr(DL)/L est constante surK l
Lζ̄

l
DFDL

(B̃)ζmDF DL
(A)ζ̄lDF DL

(C̃−1)K l
L.
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Maintenant, montrer qu’on a

ψ ◦ trMr(DF )/F

(
B̃AC̃−1

)
= ψL ◦ trMr(DF )/F

(
ζ̄lDF DL

(B̃)ζmDF DL
(A)ζ̄lDF DL

(
C̃−1

))
,

revient à montrer que

ψ
(
π−l
F trMr(DF )/F

(
B̃
(
πlFA

)
C̃−1

))
= ψL

(
π−l
L trMr(DL)/L

(
ζ̄lDF DL

(B̃)
)(
πlLζ

m
DF DL

(A)
)
ζ̄lDF DL

(
C̃−1

))
et, vu queψL etψ sontm-proches, etm � l, il suffit de montrer que l’image (bien définie) de

trMr(DF )/F

(
B̃
(
πlFA

)
C̃−1

)
dansOF /P

l
F et l’image (bien définie) de

trMr(DL)/L

(
ζ̄lDF DL

(B̃)
(
πlLζ

m
DF DL

(A)
)
ζ̄lDF DL

(
C̃−1

))
dansOL/P

l
L se correspondent par l’applicationλ̄lFL (induite parλ̄mFL).

Maintenant, si on choisit des représentatntsB etC−1 deB̃ et deC̃−1, puisquēλlDF DL
(induit

parλ̄lFL) est un isomorphisme d’anneaux deODF /P
dl
DF

surODL/P
dl
DL

, on a

ζmDFDL

(
BπlFAC−1

)
− ζmDF DL

(B)ζmDF DL

(
πlFA

)
ζmDF DL

(
C−1

)
∈Mr

(
P ld
DL

)
et par conséquent l’image dansOL/P

l
L detrMr(DL)/L(ζmDF DL

(BπlFAC−1)) est égale à l’image
dansOL/P

l
L de trMr(DL)/L(ζmDF DL

(B)ζmDF DL
(πlFA)ζ

m
DF DL

(C−1)). Il nous suffit donc de
montrer que l’image dansOF /P

l
F de trMr(DF )/F (B(πlFA)C

−1) et l’image dansOL/P
l
L de

trMr(DL)/L(ζmDF DL
(BπlFAC−1)) se correspondent par l’applicationλ̄lFL. Mais la trace réduite

d’un élément deMr(DF ) est la somme des traces réduites des éléments diagonaux de cette
matrice et de même pourDL, donc, pour avoir (enfin) le résultat voulu il nous suffit du lemme
suivant :

LEMME 2.20. –Soit x ∈ ODF . Alors l’image detrDF /F (x) dansOF /P
l
F et l’image de

trDL/L(λ
m
DF DL

(x)) dansOL/P
l
L se correspondent par l’isomorphismeλ̄lFL.

Démonstration. –Reprenons les notations de la section 2.5. Écrivons

x=
d−1∑
i=0

πiDF
ei

où tous lesei sont dansE, et même dansOE puisquex∈ODF . Alors, par définition,

λmDF DL
(x) =

d−1∑
i=0

πiDF
λmEK(ei).

L’algèbreDF agit sur leE-espace vectorielDF de dimensiond par multiplication à gauche et la
trace réduite dex surF est la trace de l’endomorphisme qui correspond àx ; on peut la calculer
facilement en choisissant dans leE-espaceDF la baseπ0

DF
, π1

DF
, . . . , πd−1

DF
. On trouve

trDF /F (x) =
d−1∑
i=0

σiF (e0).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



720 A.I. BADULESCU

Pareillement, on a

trDL/L

(
λmDF DL

(x)
)
=

d−1∑
i=0

σiL
(
λmEK(e0)

)
=

d−1∑
i=0

λmEK

(
σiF (e0)

)
.

Pour tout1 � i � d − 1, l’image deσiF (e0) dansOE/P
l
E et l’image deλmEK(σ

i
F (e0)) dans

OK/P l
K se correspondent par l’isomorphismeλ̄mEK , et donc l’image detrDF /F (x) dansOE/P

l
E

et l’image detrDL/L(λ
m
DF DL

(x)) dansOK/P l
K se correspondent aussi par l’isomorphisme

λ̄mEK . CommetrDF /F (x) ∈OF et trDL/L(λ
m
DF DL

(x)) ∈OL et queλ̄mEK :OE/P
l
E �OK/P l

K

induit λ̄mFL :OF /P
l
F �OL/P

l
L, le lemme est démontré.✷

On peut donc décomposer les intégrales dans l’égalité (2.28) en des sommes qui se
correspondent terme à terme et en déduire que∫

π−l
L

Mr(ODL
)∩GLr(DL)

ψ
(
trMr(DL)/L(g)

)
fL
(
g−1

)∣∣NL(g)
∣∣s dg

=
∫

π−l
F

Mr(ODF
)∩GLr(DF )

ψL

(
trMr(DF )/F (g)

)
f
(
g−1

)∣∣N(g)∣∣s dg.
On conclut maintenant par la relation (2.27) et par l’égalité des fonctionsZ (pour un nombre

infini de valeurs deq−s) montrée.
(b) Les facteursε et ε′ sont reliés par la relation-définition :

ε′(s;π;ψ) = ε(s;π;ψ)L(1− s; π̌)L(s;π)−1(2.29)

où π̌ est la représentation contragrédiente deπ.
Si G′

F n’est pas le groupe des éléments inversibles d’une algèbre à division, alors la
fonctionL associée à une représentation cuspidale est triviale. Comme la contragrédiente d’une
représentation cuspidale est une représentation cuspidale on conclut par le point (a) ci-dessus et
le théorème 2.17(c).

Si G′
F est le groupe des éléments inversibles d’une algèbre à division, alors on sait que siπ

est une représentation deG′
F ouG′

L on am(π) = niv (π) + n− 1. CommeζmDF DL
conserve le

niveau, nous savons donc déjà qu’elle conserve le conducteur. Autrement dit, le rapport

ε(s;πF ;ψ)/ε(s;πL;ψL) = c(2.30)

où c est une constante. Reste à montrer quec= 1.
Si π est une représentation deG′

F ouG′
L on a

L(1− s; π̌)L(s;π)−1 = Uπ

(
q−s
)

où

Uπ(X) = 1 ouUπ(X) =
X(1− αX)

X − β
(2.31)

avec α et β deux nombres complexes (facile à obtenir à partir de [12], th. 5.11). Les
égalités (2.29), (2.30) et le point (a) impliquent alors :

UπL/UπF = c.
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Des calculs simples montrent que, quelle que soit la forme deUπF etUπL (voir (2.31)), on doit
avoir c= 1. ✷

3. Conséquences immédiates

Dans cette section nous donnons une preuve du fait que les résultats de [3], a priori valables en
caractéristique nulle, sont vrais indépendamment de la caractéristique. Ce sont les théorèmes 3.1
et 3.2 plus bas. Ce n’est pas la preuve la plus simple, ni la plus naturelle qui soit, étant basée sur la
construction faite à la section précédente. D’autre part, ces résultats sont un corollaire immédiat
de la dite construction et sont, aussi, indispensables pour la preuve de la correspondance de
Jacquet–Langlands en caractéristique non nulle. Ils étaient donc incontournables.

Soit F un corps local non archimédien, soitD une algèbre à division centrale de dimension
finie d2 surF , soitr un entier strictement positif ; posonsA=Mr(D). On posen= rd.

THÉORÈME 3.1. – (a)Siπ est une représentation cuspidale deA∗, alors on a

niv (π)� m(π)
r

− d+2.

(b) Siπ est une représentation lisse irréductible quelconque deA∗, alors on a

niv (π)� m(π)− n+ 2r.

Soit maintenantF un corps global et soitA une algèbre centrale simple de dimension finie
surF . SoientF ∗(A) etA∗(A) les groupes des adèles deF ∗ etA∗ respectivement. On identifie
F ∗ au centre deA∗ etF ∗(A) au centre deA∗(A). Pour toute placev deF on noteFv etAv les
localisés deF et deA env.

THÉORÈME 3.2. – SoitV un ensemble fini de places finies deF . Si pour toute placev /∈ V
on fixe une représentation lisse irréductibleπv deA∗

v, alors il existe au plus un nombre fini de
classes d’équivalence de représentations automorphes cuspidalesπ deA∗(A), telles que, pour
toutv /∈ V , la composante locale deπ à la placev soit équivalente àπv .

La preuve des deux théorèmes est très concise : Dans [3], nous avons montré que le
th. 3.1(a) implique le th. 3.1(b) qui à son tour implique le th. 3.2, et ce indépendamment de
la caractéristique. Dès lors, le seul problème reste le point 3.1(a). Il a été prouvé dans [3] en
caractéristique nulle. Pour boucler la démonstration nous indiquons ici la preuve dans le cas
où F est de caractéristique non nulle. Si, dans ce cas,π est une représentation cuspidale de
A∗ = GLr(D) de niveaul, alors en se plaçant dans la situation des théorèmes 2.17 et 2.19 et
avec les mêmes notations, nous pouvons appliquer le th. 3.1(a) à la représentationcuspidale
(par 2.17(c))ζ̄lDF DL

(π), puisque le corpsL est de caractéristique nulle. On obtient ensuite la
même relation pourπ, car l’applicationζ̄lDF DL

conserve toutes les quantités qui apparaissent
dans l’inégalité (par construction pourr et n, par th. 2.17(a) pour le niveau et 2.19(b) pour le
conducteur).

Le théorème 3.2 appliqué à une situation particulière (la prop. 5.6) jouera un rôle important
dans la démonstration de la correspondance.

4. Quelques résultats d’analyse harmonique sur des structures proches

Soit F un corps local non archimédiende caractéristique non nulleet DF une algèbre à
division centrale surF de dimensiond2. Soit r ∈ N∗. On posen = dr et GF = GLn(F ) et
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G′
F =GLr(DF ). Comme en caractéristique nulle, on veut trouver une correspondance entre les

représentations essentiellement de carré intégrable deGF et les représentations essentiellement
de carré intégrable deG′

F . Le fait essentiel pour lequel la démonstration ne marche pas comme
en caractéristique nulle est qu’on n’a pas l’orthogonalité des caractères surG′

F . Je ne pense
pas qu’on puisse l’obtenir directement comme surGF , même si on a construit dans la section
précédente une situation proche en caractéristique nulle, parce qu’on ne sait pas “relever” les
intégrales orbitales, et surtout parce qu’on n’a pas l’intégrabilité locale des caractères pour
les représentations deG′

F . C’est pourquoi on va étudier plutôtGF et G′
F en parallèle. Plus

précisément on aura à tout instant en mémoire le carré :

GL
1

G′
L

GF

2

G′
F

2′

oùL est un corps proche deF qui est de caractéristique nulle. La flèche 1 est la correspondance
(qu’on va noterCL) déjà établie en caractéristique nulle, les flèches2 et 2′ sont les applications
du type ζ̄mFL et ζ̄mDF DL

, et on voudrait définir une correspondance à la place où on a mis sur
le dessin des pointillés. Les ennuis viennent du fait que les correspondances horizontales et
verticales sont de natures très différentes : pour pouvoir user de2 et 2′ on doit être sûr que
les objets qu’on veut transférer sont constants sur des ouverts assez “gros”, alors que pour la
flèche1 on ne sait pas en quelle mesure elle conserve la propriété “être constant sur un ouvert
assez gros” (que ce soit pour des fonctions, pour leurs intégrales orbitales ou pour les caractères
de représentations). C’est à l’étude de ce problème que la présente section est dédiée. Un autre
problème découle du fait que les correspondances verticales2 et 2′ sont partielles et envoient
certainesreprésentations des groupes d’en bas surcertainesreprésentations des groupes d’en
haut, et pour obtenir des renseignements sur une autre représentation on est obligé de changer
de corpsL. Pour régler ce problème il faut se placer dans une situation où le niveau de toutes
les représentations qui apparaissent est borné uniformément, et c’est ce qu’on va faire dans la
section 5 (suivante) au cours de la démonstration proprement dite.

Dans les sous-sections 1, 2 et 3 nous nous intéressons seulement àGLn(F ). C’est dans la
section 4 qu’on démontre le seul résultat sur les formes intérieures deGLn(F ) dont nous avons
besoin par la suite.

4.1. Éléments proches

SoientF etL deux corps locaux non archimédiensm-proches. On reprend toutes les notations
de la section 2, notammentλmEK . On notevF et vL les valuations surF etL respectivement.

Si a ∈ F ∗, b ∈ L et 0< l � m on dit quea et b sontl-proches si (b− λmFL(a)) ∈ P
(l+vF (a))
L .

On note alorsa ∼l b. On remarquera queb est alors non nul, car il a la même valuation quea.
On considère que les éléments nuls deF etL sontl-proches pour toutl.

Soienta ∈ F ∗ et b ∈ L∗. Si a = π
vF (a)
F a′ aveca′ ∈ O∗

F et b = π
vL(b)
L b′ avecb′ ∈ O∗

L, alors
a∼l b si et seulement si on a l’égalitévF (a) = vL(b) et que l’image par̄λmFL de la classe dea′

dansOF /P
m
F et la classe deb′ dansOL/P

m
L sont égales moduloP l

L.
Propriétés:
(1) Pour toutx∈ F , x etλmFL(x) sontm-proches.
(2) Pour tousa ∈ F et b ∈L qui sontl-proches, pour touti ∈ Z, πiF a etπiLb sontl-proches.
(3) Sia1 eta2 sont dansF et b1 et b2 sont dansL, si a1 ∼l b1 eta2 ∼l b2, alorsa1a2 ∼l b1b2.
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(4) SoientA un ensemble fini et pour touti ∈ A, ai un élément deF et bi un élément deL
tels que

∑
A ai �= 0. On posel′ = l+ vF (

∑
A ai)−minA(vF (ai)). Sim � l′ et pour touti ∈A,

ai ∼l′ bi, alors on a :
∑

A ai ∼l

∑
A bi.

Les trois premières propriétés sont triviales. Pour démontrer la quatrième on écrit

λmFL

(∑
A

ai

)
−
∑
A

bi = λmFL

(∑
A

ai

)
−
∑
A

λmFL(ai) +
∑
A

λmFL(ai)−
∑
A

bi

= λmFL

(∑
A

ai

)
−
∑
A

λmFL(ai) +
∑
A

(
λmFL(ai)− bi

)
.

Or, pour touti on aai ∼l′ bi et donc

λmFL(ai)− bi ∈ P
l+vF (

∑
A
ai)

F

d’où ∑
A

(
λmFL(ai)− bi

)
∈ P

l+vF (
∑

A
ai)

F .

Reste à montrer que

λmFL

(∑
A

ai

)
−
∑
A

λmFL(ai) ∈ P
l+vF (

∑
A
ai)

F .

En écrivant, pour touti, ai = π
minA vF (ai)
F a′i, a

′
i ∈OF , on a

λmFL

(∑
A

ai

)
= π

minA vF (ai)
L λmFL

(∑
A

a′i

)

et, pour touti,

λmFL(ai) = π
minA vF (ai)
L λmFL(a

′
i).

Il suffit donc de vérifier que
∑

A a′i −
∑

A λmFL(a
′
i) ∈ P l′

L . Mais comme lesa′i sont dansOF

et les corps sontm-proches, alors par le fait quēλmFL est induit parλmFL (sous-section 2.5.1),
λmFL(

∑
A a′i)−

∑
A λmFL(a

′
i) ∈ Pm

L ; commem � l′ le résultat est prouvé.
Sur leF -espace vectorielFn on considère la valuation

vFn

(
(a1;a2; . . .an)

)
= min

1�i�n
vF (ai).

On rappelle que, siF et L sontm-proches on étend l’isomorphismeλmFL de façon naturelle,
composante par composante, en un isomorphisme deFn surLn. Si a= (a1;a2; . . .an) ∈ Fn et
b= (b1; b2; . . . bn) ∈Ln et si0< l � m on dit quea etb sontl-proches sia etb sont nuls tous les

deux ou sia est non nul et que pour touti on abi−λmFL(ai) ∈ P
l+vF n (a)
L . SiU est unF -espace

vectoriel de dimension finien muni d’une base, etV unL-espace vectoriel de même dimension
n muni d’une base, alors on peut identifierU àFn etV àLn et parler d’élémentsl-proches deU
etV . Cette extension de la définition des éléments proches s’applique en particulier aux espaces
de matricesMn(F ) etMn(L).
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4.2. Éléments proches et polynômes

SiP est un polynôme enn2 variables commutativesX11,X12, . . . ,Xnn à coefficients dansZ,
si M = (mij) ∈Mn(F ) (ou Mn(L)), on poseP (M) = P (mij) ∈ F (ou L). Énonçons quatre
propositions qui nous seront utiles par la suite :

PROPOSITION 4.1. – SiM,M ′ ∈Mn(F ) alors

vMn(F )(MM ′)� vMn(F )(M) + vMn(F )(M ′).

PROPOSITION 4.2. – SoitM ∈GLn(F ). Pour toutk > 0 on a :

M +Mn

(
P
k−vMn(F )(M

−1)

F

)
⊂Kk

FMKk
F ⊂M +Mn

(
P
k+vMn(F )(M)

F

)
.

PROPOSITION 4.3. – Sik > 0 est fixé, siM ∈GLn(F ), en posant

m= k− vMn(F )(M)− vMn(F )

(
M−1

)
on a : si F etL sontm-proches, alorsζmFL(M) ∈ ζ̄mFL(K

k
FMKk

F ).

PROPOSITION 4.4. – Supposons queF est de caractéristique non nullep. Soit P ∈
Z[X11,X12, . . . ,Xnn]. Soientk > 0 etM ∈Mn(F ) fixés.

(a)On suppose que tous les coefficients deP se trouvent dans l’ensemble{1,2, . . . , p− 1} et
queP (M) �= 0. On poseS = {s tel ques est un monôme deP} et

m= k+ vF
(
P (M)

)
−min

s∈S
vF
(
s(M)

)
− vMn(F )(M)− vMn(F )

(
M−1

)
.

Alors, siF etL sontm-proches, pour toutN ∈ ζ̄mFL(K
m
F MKm

F ) on aP (M)∼k P (N).
(b) On ne fait aucune supposition sur les coefficients deP , mais on suppose toujours que

P (M) �= 0. ÉcrivonsP = Q + pR où Q,R ∈ Z[X11,X12, . . . ,Xnn] et tous les coefficients
de Q se trouvent dans l’ensemble{1,2, . . . , p − 1}. Soit µ le degré total deR, S =
{s tel ques est un monôme deQ} et

m=max
{
k+ vF

(
P (M)

)
−min

s∈S
vF
(
s(M)

)
− vMn(F )(M)− vMn(F )

(
M−1

)
;

k+ vF
(
P (M)

)
+max

{
0;−µvMn(F )(M)

}}
.

Alors, siF etL sontm-proches, pour toutN ∈ ζ̄mFL(K
m
F MKm

F ) on aP (M)∼k P (N).
(c) Supposons queP (M) = 0. Alors il existem tel que, siF etL sontm-proches, pour tout

N ∈ ζ̄mFL(K
m
F MKm

F ) on aitvL(P (N))� k.

Démonstration de la proposition 4.1. –Pour tout1� i � n et tout1� j � n on a

vF

(
n∑

k=1

mikm
′
kj

)
� min

1�k�n
vF (mik) + min

1�k�n
vF (m′

kj)

d’où le résultat. ✷
Démonstration de la proposition 4.2. –Si A=M +B oùB ∈Mn(P

k−vMn(F )(M
−1)

F ) alors

A=M
(
Id +M−1B

)
∈MKk

F
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par la prop. 4.1, d’où la première inclusion.
Si A= (Id +B)M(Id +C) avecB,C ∈Mn(P k

F ), alors

A=M +BMC +BM +MC

oùBMC,BM etMC se trouvent dansMn(P
k+vMn(F )(M)

F ) par la prop. 4.1, d’où la deuxième
inclusion. ✷

Démonstration de la proposition 4.3. –SoitM =BAC, oùB ∈GLn(OF ), C ∈GLn(OF ) et
A ∈AF . On a vu qu’alors

ζ̄mFL

(
Kk

FMKk
F

)
=Kk

Lζ
m
FL(B)ζ

m
FL(A)ζ

m
FL(C)K

k
L.

Pour montrer queζmFL(M) ∈ ζ̄mFL(K
k
FMKk

F ) il suffit, par la prop. 4.2, de montrer que

ζmFL(BAC)− ζmFL(B)ζ
m
FL(A)ζ

m
FL(C) ∈Mn

(
Pu
L

)
où

u= k− vMn(L)

(
(ζmFL(B)ζ

m
FL(A)ζ

m
FL(C))

−1
)
= k− vMn(F )

(
M−1

)
=m+ vMn(F )(M).

On a utilisé pour la deuxième égalité le fait que
– ζmFL(B) ∈GLn(OL),
– ζmFL(C) ∈GLn(OL) et
– vL(ζmFL(A

−1)) = vF (A−1) = v(C−1M−1B−1) = vF (M−1). Pour les mêmes raisons,
vMn(F )(M) = vMn(F )(A) et si on écrit

A= diag
(
πa1
F ;π

a2
F . . . πan

F

)
,

alorsvMn(F )(A) = a1. Donc la relation à montrer est

ζmFL(BAC)− ζmFL(B)ζ
m
FL(A)ζ

m
FL(C) ∈Mn

(
Pm+a1
L

)
;

ou encore :

ζmFL

(
Bπ−a1

F AC
)
− ζmFL(B)ζ

m
FL

(
π−a1
F A

)
ζmFL(C) ∈Mn

(
Pm
L

)
,

qui est évidente, carB,C,π−a1
F A ∈Mn(OF ) et on peut appliquer le fait que l’application̄ζmFL

est induite par la restriction deζmFL. ✷
Démonstration de la proposition 4.4. –Le partage du premier résultat de ce théorème

(hypothèseP (M) �= 0) en point (a) et point (b) vient du fait que, siF et L sontm-proches
la somme àl termes1 + 1 + · · ·+ 1 dans les corpsF etL respectivement donne des éléments
m-proches pourl < p (voir la propriété (4)), mais pas pourl = p. Le point (c) traite du cas
P (M) = 0 où le résultat est de nature différente.

(a) Par la proposition 4.3,ζmFL(M) ∈ ζ̄mFL(K
m
F MKm

F ). Par la proposition 4.2,N−ζmFL(M) ∈
Mn(P

m−vMn(F )(M
−1)

F ) et doncN etζmFL(M) sont[m−vMn(F )(M−1)−vMn(F )(M)]-proches.
Mais

m− vMn(F )

(
M−1

)
− vMn(F )(M) = k+ vF

(
P (M)

)
−min

v∈S
vF
(
s(M)

)
.
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Donc les coefficients de mêmes indices des deux matrices respectivement sont[k+vF (P (M))−
minv∈S vF (s(M))]-proches. Par la propriété (3), pour chaques ∈ S, s(M) et s(N) sont
[k+vF (P (M))−minv∈S vF (s(M))]-proches. Les coefficients devant ces monômes se trouvent
dans l’ensemble{1,2, . . . , p − 1}. Les éléments1F et 1L sont m-proches par la condition
imposée dans la définition de l’applicationλmFL. Alors, par la propriété (4), pour toutl ∈
{1,2, . . . , p − 1}, les sommes àl termes1 + 1 + · · · + 1 dansF et L respectivement sont
m-proches. AinsiP (M) et P (N) sont des sommes non nulles d’éléments[k + vF (P (M)) −
minv∈S vF (s(M))]-proches deux à deux. Donc, par la propriété (4),P (M) et P (N) sont
k-proches.

(b) Par le point (a) et le choix dem, Q(M) et Q(N) sontk-proches. Remarquons que la
caractéristique deF étantp, Q(M) = P (M). Il suffit de montrer donc queQ(N) + pR(N) et
Q(N) sontk-proches. Or, siL est un corps de caractéristique nullem-proche deF , alors l’image
de la somme àp termes1 + 1 + · · ·+ 1 dansOL/P

m
L est la classe de0, donc la valuation de

l’élément1 + 1 + · · · + 1 (p fois 1) est supérieure àm. Par le choix dem dans l’hypothèse,
pR(N) ∈ P

k+vL(Q(N))
L et doncQ(N) + pR(N) etQ(N) sontk-proches.

(c) Considérons le polynômeQ(X) = P (X) + 1. On aQ(M) �= 0 et on peut appliquer le
point (b) àQ. Or, siQ(M) etQ(N) sontk-proches, alorsQ(N)− ζmFL(Q(M)) ∈ P k

L . Mais

Q(N)− ζmFL

(
Q(M)

)
=
(
P (N) + 1

)
− 1 = P (N)

d’où le résultat. ✷
4.3. Éléments proches et polynômes caractéristiques, cas deGLn

SoientF un corps local de caractéristique non nullep. SoientPM un polynôme unitaire de
degrén à coefficients dansF et séparable (sans racine multiple), etM la matrice compagnon
dePM . Soit l > 0.

PROPOSITION 4.5. – Il existe deux entiers,m � l et s, qui ne dépendent que dePM et de
l, tels que, siL est un corps local de caractéristique nullem-proche deF , on ait : si g est un
élément deGL (resp. deGF ) dont le polynôme caractéristique ests-proche dePM , alorsg est
conjugué à un élément dēζmFL(K

l
FMK l

F ) (resp. deK l
FMK l

F ).

Démonstration. –On pose

s= l− vMn(F )(M)− vMn(F )

(
M−1

)
et

m= s.

Par la proposition 4.3 et le choix dem, ζmFL(M) ∈ ζ̄mFL(K
l
FMK l

F ) et donc

ζ̄mFL

(
K l

FMK l
F

)
=K l

Lζ
m
FL(M)K l

L.

D’autre part, siKFMKF =KFAKF , A ∈AF , alors

vMn(F )(M) = vMn(F )(A)

et

vMn(F )

(
M−1

)
= vMn(F )

(
A−1

)
.
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Comme on āζmFL(K
l
FMK l

F ) =K l
Lζ

m
FL(M)K l

L, on en déduit que

ζmFL(M) ∈K l
Lζ

m
FL(A)K

l
L

et que

vMn(L)

(
ζmFL(M)

)
= vMn(L)

(
ζmFL(A)

)
et

vMn(L)

(
ζmFL(M)−1

)
= vMn(L)

(
ζmFL(A)

−1
)
.

Bref,

vMn(F )(M) = vMn(L)

(
ζmFL(M)

)
et

vMn(F )

(
M−1

)
= vMn(L)

(
ζmFL(M)−1

)
.

On peut donc écrire :

s= l− vMn(L)

(
ζmFL(M)

)
− vMn(L)

(
ζmFL(M)−1

)
.

On remarque par ailleurs queζmFL(M) est la matrice compagnon deζmFL(PM ). Donc, siP est
un polynômes-proche dePM , alorsP est un polynômes-proche du polynôme caractéristique
Pζm

F L
(M) de ζmFL(M) aussi. Donc la matrice compagnonComp(P ) de P seras-proche de

ζmFL(M). Par conséquent

Comp(P )− ζmFL(M) ∈Mn

(
P
s+vMn(L)(ζ

m
F L(M))

L

)
=Mn

(
P
l−vMn(L)(ζ

m
F L(M)−1)

L

)
.

Par la proposition 4.2 on a alors

Comp(P ) ∈K l
Lζ

m
FL(M)K l

L = ζ̄mFL

(
K l

FMK l
F

)
.

On conclut par le fait que sig ∈GLn(F ) a le même polynôme caractéristiqueP queComp(P ),
alorsg etComp(P ) sont conjugués (carP est sans racine multiple).✷

PROPOSITION 4.6. – Soitπ une représentation de carré intégrable deGF . SoitM un élément
elliptique régulier deGF . SoitPM le polynôme caractéristique deM . Il existe alorsm et s qui
ne dépendent que deπ et dePM tels que, siL est un corps local de caractéristique nullem-
proche deF , on ait : pour tout élémentg deGL dont le polynôme caractéristique ests-proche
dePM , on a

χζ̄m
F L

(π)(g) = χπ(M).

Démonstration. –On peut supposer queM est la matrice compagnon dePM , puisque les
caractères sont constants sur une classe de conjugaison. Dans [2] nous montrons à la p. 65, au
cours de la démonstration du th. 4.3, qu’il existel tel queχπ soit constant surK l

FMK l
F et

m tel que, siL est un corpsm-proche deF , alorsχζ̄m
F L

(π) soit constant sur̄ζmFL(K
l
FMK l

F ),
et ces deux constantes sont égales. Les entiersl et m ne dépendent que deM et deπ. (Ce
relèvement local des caractères ne se fait que pour des représentations de carré intégrable et
pour unM elliptique régulier, car il passe par un relèvement local de l’intégrale orbitale d’un
pseudocoefficient.) Nous appliquons ensuite la prop. 4.5 pour cel et, quitte à augmenterm, nous
avons le résultat. Les entiersm et s obtenus ne dépendent que del, M etπ, maisl ne dépend à
son tour que deM etπ, etM ne dépend que dePM , étant sa matrice compagnon.✷
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4.4. Éléments proches et polynômes caractéristiques, cas des formes intérieures deGLn

Dans cette sous-section on démontre un résultat sur les formes intérieures deGLn(F ) (la
proposition 4.10). SoitDF une algèbre à division centrale de dimensiond2 surF . SoitE une
extension non ramifiée de dimensiond surF incluse dansDF . On supppose qu’on a fixé une
uniformisanteπF deF (et deE aussi), ainsi qu’une uniformisanteπDF deDF et un générateur
σE de Gal (E/F ) qui correspondent àDF comme dans la sous-section 2.4. Soitr un entier
strictement positif etG′

F =GLr(DF ). On posen= rd. Chaque fois qu’on se donneL un corps
local m-proche deF , on considère que le triplet correspondant est choisi de façon à ce que
l’uniformisante deF qui y apparaît soitπF . On reprend alors toutes les notations de la section
précédente pourK , DL et tous les objets qui leur sont associés, avec une seule exception : la
dimension deDF surF est notée icid alors que dans la section précédente elle était notéen. On
rappelle que la base de voisinages{K l

F }l∈N de l’identité avec laquelle on a travaillé surG′
F est

associée à la base de voisinages{P dl
DF

}l∈N de0 et non pas à la base de voisinages{P l
DF

}l∈N.

PROPOSITION 4.7. – SiM,M ′ ∈Mr(DF ) alors

vMr(DF )(MM ′)� vMr(DF )(M) + vMr(DF )(M ′).

PROPOSITION 4.8. – SoitM ∈GLr(DF ). Pour toutk > 0 on a:

M +Mr

(
P
d(k−vMr(DF )(M

−1))

DF

)
⊂Kk

FMKk
F ⊂M +Mr

(
P
d(k+vMr(DF )(M))

DF

)
.

PROPOSITION 4.9. – Sik > 0 est fixé, siM ∈GLr(DF ), en posant

m= k− vMr(DF )(M)− vMr(DF )

(
M−1

)
on a : si F etL sontm-proches, alorsζmDF DL

(M) ∈ ζ̄mDF DL
(Kk

FMKk
F ).

Démonstrations. –Les démonstrations des propositions 4.1 et 4.2 s’appliquent aux proposi-
tions 4.7 et 4.8 sans changement. Pour la proposition 4.9 il y a un petit problème car l’uni-
formisante deDF ne commute pas avec tous les éléments deDF donc il faut vérifier que
ζmDF DL

(BAC)− ζmDF DL
(B)ζmDF DL

(A)ζmDF DL
(C) ∈Mn(P

d(m−a1)
L ) est toujours vrai. On mul-

tiplie parπ−a1
DF

comme dans la démonstration de la proposition 4.3 et on écrit :

π−a1
DL

ζmDF DL
(BAC) = ζmDF DL

(
π−a1
DF

BAC
)
= ζmDF DL

(
σa1
E (B)(π

−a1
DF

A)C
)

car nous avons définiζmDF DL
de sorte qu’elle commute à la multiplication par les uniformisantes

(propriété (2)).
Maintenant

π−a1
DL

ζmDF DL
(B)ζmDF DL

(A)ζmDF DL
(C) = σa1

K

(
ζmDF DL

(B)
)
π−a1
DL

ζmDF DL
(A)ζmDF DL

(C)

= σa1
K

(
ζmDF DL

(B)
)
ζmDF DL

(
π−a1
DF

A
)
ζmDF DL

(C).

On a aussi

ζmDF DL

(
σa1
E (B)

)
= σa1

K

(
ζmDF DL

(B)
)

par la relation (2.13). Il faut donc montrer que

ζmDF DL

(
σa1
E (B)(π

−a1
DF

A)C
)
− ζmDF DL

(
σa1
E (B)

)
ζmDF DL

(
π−a1
DF

A
)
ζmDF DL

(C) ∈Mr

(
P k
DF

)
.
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On conclut comme dans la démonstration de la proposition 4.3, carσa1
E (B), π−a1

DF
A et C sont

dansMr(ODF ).

PROPOSITION 4.10. – SoientM ′ ∈G′
F etk ∈ N. Il existe un entierm tel que, siF etL sont

m-proches, alors pour toutg′ ∈ ζ̄mDF DL
(Km

DF
M ′Km

DF
) les polynômes caractéristiques deM ′ et

g′ sontk-proches.

Démonstration. –On rappelle la proposition de la p. 295, [19] :
SoitA une algèbre centrale simple surF de dimensionn2. SoitE une extension de dimension

n deF . Alors, si on a un morphisme d’algèbres unitairesΨ:A→ Mn(E), pour tout élément
g deA, le polynôme caractéristique deΨ(g) (qui a priori a des coefficients dansE) a tous ses
coefficients dansF et c’est le polynôme caractéristique deg.

Dans notre cas,A =Mr(DF ). Elle agit surDr
F . En écrivantDF =

⊕
0�i�d π

i
DF

E on a un
isomorphismeDr

F �En et par conséquent une action deMr(DF ) surEn. On a obtenu donc un
morphisme d’algèbresΨ:Mr(DF )→Mn(E). Le polynôme caractéristique deM ′ est alors égal
au polynôme caractéristique deΨ(M ′). On va calculer ce dernier en fonction des coefficients
de M ′. Supposons queM ′ s’écrit M ′ = (m′

ij)1�i,j�r et queΨ(M ′) s’écrit (nst)1�s,t�n.

Supposons maintenant que pour tousi et j, m′
ij s’écrit sur la base1, πDF , π

2
DF

. . . πd−1
DF

deDF

surE :

m′
ij =

∑
0�k�d−1

πkDF
ekij , ekij ∈E.

Pour tout0 � l � d− 1, pour tout telekij posonseklij = σlE(e
k
ij). On peut fabriquer une matrice

U(M ′) = (uvw)1�v,w�n a n lignes etn colonnes et à coefficients dansE en posant pour tout
1� v,w � n : uvw = eklij où i, j, k et l sont définis comme suit :l est le quotient de la division
euclidienne dev parr, i− 1 est le reste de la division euclidienne dev parr, k est le quotient de
la division euclidienne dew parr et j − 1 est le reste de la division euclidienne dew parr.

Notation. – SiP est un polynôme dansZ[X11,X12, . . . ,Xnn][t], si A= (aij)1�i,j�n est une
matrice dansMn(F ), six ∈ F , l’élémentP (a11;a12; . . . ;ann;x) deF sera noté abrégéP (A;x).

LEMME 4.11. – Pour tout 1 � s, t � n il existe un polynôme indépendant deM ′, Pst ∈
Z[X11,X12, . . . ,Xnn][t], dont le degré total en les variablesX11,X12, . . . ,Xnn est1, tel qu’on
ait nst = Pst(U(M ′);πF ).

Démonstration. –Il suffit de vérifier cette propriété pour des matrices du typeMke
i0j0

=
(m′

ij)1�i,j�r oùm′
ij = δi0iδj0jπ

k
DF

e où i0, j0 sont des entiers entre1 etr, k est un entier entre1
etd, ete ∈E, car l’ensemble formé par ces matrices engendreMr(DF ) surZ et les polynômes
considérés sont de degré1 en lesn2 premières variables. Soitd1, d2, . . . , dr la base canonique
deDr

F . L’élémentMke
i0j0 agit surDr

F en envoyantdi sur 0 pour touti �= i0 et en envoyantdi0
surπkDF

edj0 . Si on se représente la matriceΨ(Mke
i0j0

) par blocs de tailled × d, alors tous ces
blocs sont nuls à l’exception de celui qui se trouve dans la positioni0j0, et ce dernier est égal à
X = (xij)1�i,j�d où lesxij sont donnés par :

– si 1� i� k, alorsxij = δi,j−d+kπFσ
k−d+j−1(e),

– sik+ 1� i � n, alorsxij = δi,j+kσ
j−1(e).

Le lemme est vérifié. ✷
LEMME 4.12. –Il existe des polynômesP0, P1 . . .Pn−1 ∈ Z[X11,X12, . . . ,Xnn][t] tels que

pour toute matriceM ′ dansMr(DF ), le coefficient deX i, 1 � i � n − 1, dans le polynôme
caractéristique deM ′ soit égal àPi(U(M ′);πF ).

Démonstration. –C’est évident par le lemme 4.11 plus haut.
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LEMME 4.13. – Les points(a), (b) et (c) de la proposition4.4 sont vérifiés si on rem-
placeZ[X11,X12, . . . ,Xnn] par Z[X11,X12, . . . ,Xnn][t], P (M) par P (M ;πF ) et P (N) par
P (N ;πL).

Démonstration. –La démonstration marche identiquement en tenant compte que, siF et L
sontm-proches, alorsπF etπL sontm-proches. Une autre façon de démontrer ce lemme est de
le voir comme un cas particulier de la proposition 4.4 : on applique la proposition 4.4 à(n+1)2

variables. ✷
Démontrons maintenant la proposition 4.10. On remarque que, siM etM ′ sont dansMr(DF ),

et siM −M ′ ∈Mr(P dh
DF
), alors pour touti, j, si on écrit

mij =
∑

0�k�d−1

πkDF
ekij et m′

ij =
∑

0�k�d−1

πkDF
e′
k
ij ,

on a pour toutk : ekij − e′
k
ij ∈ P h

E . Par conséquent, pour tout entierk1 fixé, il existe un

entier k2 tel que, siF et L sont k2-proches, pour toutM ∈ ζ̄k2
DF DL

(Kk2
DF

M ′Kk2
DF
) on ait :

U(M) ∈ ζ̄k2
EK(K

k1
E U(M ′)Kk1

E ) (on a utilisé les propositions 4.2, 4.8, 4.3, 4.9 et le fait que si
e, e′ ∈E sontk-proches alors, pour toutσ ∈Gal(E/F ), σ(e) etσ(e′) sontk-proches).

Soit maintenantM ′ comme dans l’hypothèse de la proposition 4.10. On pose

N = min
0�i�n−1

vMn(E)

(
Pi(U(M ′))

)
qui a un sens parce qu’au moinsP0((U(M ′))) est non nul (car égal àdet(M ′)). L’entier N
n’est autre que la valuation du polynôme caractéristique deM ′′ vu comme élément deFn. En
appliquant la proposition 4(b) à la matriceU(M ′) ∈ Mn(E) on trouve qu’il existe unk0 tel
que, siL estk0-proche deF , pour toute matriceM ′′ ∈ ζ̄k0

EK(K
k0
EKU(M ′)Kk0

EK), pour touti
entre0 etn− 1 tel quePi(U(M ′)) �= 0, Pi(U(M ′)) etPi(M ′′) soientk-proches. En appliquant
le lemme 4.13(c) aux polynômesPi qui vérifientPi(U(M ′)) = 0 on trouve qu’il existe un

k′0 tel que, siL estk′0-proche deF , pour toute matriceM ′′ ∈ ζ̄
k′
0

EK(K
k′
0

EKU(M ′)Kk0
EK) on a

vMn(K)(Pi(M ′′))� k+N . En posantk1 =max{k0;k′0} l’entier m= k2 (voir quelques lignes
plus haut pourk2) vérifie les propriétés requises par la proposition 4.10.

5. Preuve de la correspondance

SoientF un corps local non archimédien etD une algèbre à division centrale surF et de
dimensiond2. On posen= rd, G=GLn(F ) etG′ = GLr(D). Si OF (resp.OD) est l’anneau
des entiers deF (resp.D), on fixe des mesures de Haar surG et G′ telles que le volume de
GLn(OF ) (resp.GLr(OD)) soit égal à1. Rappelons qu’un élémentg deG ou G′ est ditsemi-
simple régulier(resp.elliptique régulier) si le polynôme caractéristique deg est séparable (resp.
irréductible séparable) et que, sig est un élément deG et g′ un élément deG′ on dit queg
correspond àg′ et on écritg↔ g′ si g et g′ sont semisimples réguliers et ont le même polynôme
caractéristique. Siπ est une représentation lisse de longueur finie deG ouG′, alors on noteχπ

le caractère deπ vu comme fonction localement constante sur l’ensemble des éléments semi-
simples réguliers du groupe en question.

On noteE2(G) l’ensemble des classes d’équivalence de représentations essentiellement de
carré intégrable deGLn(F ) etE2(G′) l’ensemble des classes d’équivalence de représentations
essentiellement de carré intégrable deG′. On fixe une fois pour toutes un caractère additif non
trivial ψF deF , trivial sur l’anneau des entiers deF . Tous les facteursε′ des représentations
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de G ou G′ seront calculés à partir deψF . Nous voulons montrer le théorème suivant, dit
correspondance de Jacquet–Langlands.

THÉORÈME 5.1. – Il existe une unique application:

C :E2(G)→E2(G′)

telle que pour toutπ ∈E2(G) on ait

χπ(g) = (−1)n−rχC(π)(g′)(5.1)

pour tousg↔ g′.
L’applicationC est bijective. Les représentationsπ etC(π) ont le même facteurε′.

Nous voudrions montrer ce théorème en partant du fait qu’il a déjà été montré en
caractéristique nulle (dans [10]) et en utilisant la construction de situations proches de la
section 2. L’idéal serait de prouver que pour les deux groupesG et G′ on peut relever
localement les caractères des représentations au voisinage des éléments réguliers. En pratique
cela est difficile à envisager, et tout ce dont on dispose est un relèvement local des caractères
seulement pourG et seulement au voisinage des éléments elliptiques, et seulement pour les
représentations de carré intégrable (cette dernière condition n’est pas vraiment une contrainte
dans le cadre présent). Ce résultat, qui est une conséquence immédiate des résultats dans [2],
permet néanmoins de prouver le théorème plus faible ci-dessous, par comparaison avec la
caractéristique nulle et à l’aide des résultats prouvés dans la section 4 :

THÉORÈME 5.2 (Correspondance faible). –Il existe une bijection:

C′ :E2(G)→E2(G′)

telle que pour toutπ ∈E2(G) on ait

χπ(g) = (−1)n−rχC(π)(g′)

pour tousg↔ g′ elliptiques réguliers.

Attirons l’attention sur le fait que cette variante faible n’est pas satisfaisante parce qu’elle
ne permet pas d’étendre la correspondance de Jacquet–Langlands aux représentationsqui ne
sont pas essentiellement de carré intégrable(voir pour l’instant [1], ch. 4). Nous ne pouvions
donc pas nous arrêter là. Pour montrer le th. 5.1 (variante forte) en caractéristique non nulle,
nous remarquons que le th. 5.2 permet de montrer les relations d’orthogonalité des caractères
des représentations de carré intégrable surG′ (voir l’annexe), par transfert, une fois qu’on a ce
résultat surG. Nous énonçons donc un troisième théorème :

THÉORÈME 5.3. – Les relations d’orthogonalité des caractères sont valables surG etG′.

On sait pour l’instant qu’il est vrai si la caractéristique du corps de base est nulle [8] et qu’il
est vrai pourG si la caractéristique du corps de base est non nulle [2]. Nous suivons ensuite le
schéma suivant :

On montre que, sur un corps de base fixé (toute caractéristique),
(1) le th. 5.3 implique le th. 5.1,
(2) le th. 5.1 implique le th. 5.2,
(3) le th. 5.2 implique le th. 5.3.
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La preuve de (1) est une récriture de [10] telle qu’il soit clair que la caractéristique n’intervient
pas, en particulier en supprimant toute référence aux résultats de l’appendice 1 dans [10],
indisponibles en caractéristique non nulle. Le (2) est trivial. Comme le th. 5.3 est prouvé pour
G en toute caracéristique, le (3) est immédiat par transfert surG′. La partie originale de la
démonstration est la preuve (qui utilise la théorie des corps proches développée aux sections 2
et 4, ainsi que les résultats de la section 3), de l’implication

(4) si le th. 5.1 est vrai sur tout corps de caractéristique nulle, alors le th. 5.2 est vrai sur tout
corps de caractéristique non nulle.

C’est pour pouvoir démontrer cette implication qu’on a dû intégrer la relation sur les facteurs
ε′ à l’énoncé du th. 5.1.

Dans cette situation, comme le th. 5.3 est connu en caractéristique nulle, (1), (2), (3) et (4)
impliquent que les trois théorèmes sont vrais en toute caractéristique.

Montrons quele th.5.3 implique le th.5.1.

Démonstration. –On fixeD et on raisonne par récurrence surr. L’hypothèse de récurrence
est :

(Hk) Le théorème 5.1 est vrai pourG=GLdk(F ) etG′ =GLk(D).

Le premier pas (k = 1), connu en caractéristique nulle [20] a été traité dans [2] pour le cas
de la caractéristique non nulle. Nous supposons que le théorème plus haut est vérifié pour tout
entierk de1 à r− 1. On poseG=GLdr(F ) etG′ =GLr(D), pour vérifier l’hypothèseHr.

Soit π0 une représentation de carré intégrable deG de caractère central (unitaire)ω.
Considérons un corps globalF et une algèbre à divisionD surF tels que :

– il existe une placev0 deF telle queFv0 � F et Dv0 �Mr(D) ;
– aux places infiniesD est scindée ;
– à toute placev différente dev0 oùD est ramifiée,Dv est isomorphe à une algèbre à division

surFv.
Soientv0, v1, . . . , vm les places deF où D est ramifiée. On fixe une fois pour toutes un

isomorphismeDv0 �Mr(D) et des isomorphismesDv �Mn(Fv) pour toutes les placesv oùD

est scindée. Pour toute placev deF on noteGLn(Fv) parGv et D∗
v parG′

v .
On note indistinctementZv = ZGLn(Fv) � ZD∗

v
. Les adèles des groupesGLn et D

∗ sur F

seront notéesGLn(A(F)) et D∗(A(F)).
Soit vm+1 une place finie deF où D n’est pas scindée. On poseS = {v0, . . . , vm+1}. Pour

toutv ∈ S nous définissonsωv etπv de la façon suivante :
– ωv0 = ω, πv0 = π0 ;
– ωvi

∼= 1 pour touti ∈ {1,2, . . . ,m+1} ;
– πvi ∈ E2(GLn(Fvi);ωvi) la représentation de Steinberg deGLn(Fvi) pour tout

i ∈ {1,2, . . . ,m} ;
– πm+1 une représentation cuspidale de caractère central trivial deGLn(Fvm+1).
Notonsπ̃ une représentation automorphe cuspidale qui vérifieπ̃v � πv pour toutv ∈ S et

ω̃ son caractère central. L’existence d’un telπ̃ n’est pas évident. Dans un appendice de [14],
Henniart montre ce résultat pour un groupe réductif quelconque, mais à condition que lesπv
soient cuspidales pour toutv ∈ S. Dans le cas particulier du groupe linéaire, sa démonstration
marche avecreprésentations de carré intégrableà la place dereprésentations cuspidales. En
effet, il suffit de :

– rajouter à une autre place une composante cuspidale,
– remplacer tout au long de la preuvecoefficientparpseudo-coefficient; pour montrer que les

pseudo-coefficients jouent ici exactement le même rôle que les coefficients dans la démonstration
d’Henniart, il faut utiliser les deux arguments suivants :
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– un pseudocoefficient d’une représentation de carré intégrableτ est une fonction sur laquelle
la trace de toute représentation générique non équivalente àτ s’annule (car ou bien de carré
intégrable, ou bien non elliptique),

– toute composante locale d’une représentation automorphe cuspidale deGLn est générique
([22], p. 190).

Si ωv est un caractère deZv, on noteH(Gv;ωv) l’espace des fonctionsf surGv localement
constantes à support compact moduloZv telles quef(zg) = ω−1

v (z)f(g) pour toutg ∈ Gv et
tout z ∈ Zv. Pareil pourG′

v. Pour toute placev on poseKv = GLn(Ov) et K ′
v = GLr(ODv ).

Si f ∈H(Gv;ωv) etf ′ ∈H(G′
v;ωv) sont à support dans l’ensemble des éléments semi-simples

réguliers, on dit quef et f ′ se correspondent si leurs intégrales orbitales sont égales sur des
éléments qui se correspondent (∀ g ↔ g′, Φ(f ; g) = Φ(f ′; g′)) et l’intégrale orbitale def est
nulle sur tout élémentg qui ne correspond à aucung′ ∈ G′. Ici le choix de mesures pour ces
intégrales orbitales se fait de la façon suivante : surGv = GLn(Fv) la mesure est telle que
vol(Kv) = 1, surG′

v =GLr(Dv) la mesure est telle quevol(K ′
v) = 1, surZv on fixe une mesure

dz arbitraire, sur tout tore elliptique maximalT deGv ouG′
v on fixe la mesuredt telle que pour

la mesure quotientdt/dz on aitvol (T/Zv) = 1, sur tous les tores maximaux deGv on fixe des
mesures arbitraires avec la seule condition que si deux tores sont conjugués les mesures choisies
se correspondent via cet isomorphisme (c’est indépendant de la conjugaison envisagée), et sur
les tores maximaux deG′

v on fixe des mesures provenant des tores maximaux deGv comme
dans l’Annexe. Remarquons que les fonctions qui apparaîtront sont à support dans les éléments
semi-simples réguliers, et ne “voient” pas les autres points. En particulier, bien que l’on n’ait pas
posé de condition sur la caractéristique du corps de base, pour toute fonctionf ′ ∈H(G′

v;ωv),
il existe une fonctionf ∈H(Gv;ωv) qui lui correspond et réciproquement, par le théorème de
submersion de Harish-Chandra [13].

Soit ω̃ un caractère unitaire deF∗. On poseω̃v = ωv et on définitH(GLn(F); ω̃) comme
l’ensemble des fonctionsf :GLn(A(F))→ C invariantes à gauche parGLn(F), qui sont produits
sur l’ensemble des placesv de fonctions localesfv ∈H(Gv;ωv) telles que, pour presque toutv,
le support defv est inclus dansZvKv et fv(k) = 1 pour toutk ∈ Kv. On définit de façon
analogueH(D∗(F); ω̃).

Soientf̃ ∈H(GLn(F); ω̃) et f̃ ′ ∈H(D∗; ω̃). On dit quef̃ et f̃ ′ se correspondent et on écrit
f̃ ↔ f̃ ′ si pour touti ∈ {0,1,2, . . . ,m} on a f̃vi ↔ f̃ ′

vi
et pour toute placev où D est scindée

on af̃v = f̃ ′
v (via les isomorphismes à ces places fixés au début).

On noteρ0 (resp.ρ′0) les représentations deGLn(A(F)) (resp.D∗(A(F))) dans l’espace des
formes automorphes cuspidales de caractère centralω̃.

PROPOSITION 5.4. – Si f̃ ∈ H(GLn(F); ω̃) et f̃ ′ ∈ H(D∗; ω̃) sont telles quẽf ↔ f̃ ′, et si
f̃vm+1 est un coefficient d’une représentation cuspidale deGvm+1 , alors on a:

trρ0(f̃) = trρ′0(f̃ ′).

PROPOSITION 5.5. – On pose

V = {v0, v1, . . . , vm}.

PosonsGV = Πv∈V Gv , G′
V = Πv∈V G

′
v et ωV = Πv∈V ω̃v. Notons π̃V la représentation

de GV induite par π̃ par restriction aux places dansV . Si fV ∈
∏m

i=0 H(Gvi ;ωvi) et
f ′
V ∈

∏m
i=0 H(G

′
vi
;ωvi), on écrit fV ↔ f ′

V si pour tout i ∈ {1,2, . . . ,m} fvi et f ′
vi

sont à
support dans les éléments elliptiques réguliers et pour touti ∈ {0,1,2, . . . ,m} on afvi ↔ f ′

vi
.
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On a alors:

tr π̃V (f̃V ) =
∑
π̃′∈U ′

m(π̃′)tr π̃′
V (f̃

′
V )

oùU ′ est l’ensemble des représentations automorphes cuspidalesπ̃′ deD∗ telles que pour tout
v /∈ V on ait π̃′

v = π̃v , m(π̃′) est la multiplicité dẽπ′ dansρ′0 et l’indiceV veut dire “restriction
aux places dansV ”.

PROPOSITION 5.6. – L’ensembleU ′ est fini.

PROPOSITION 5.7. – PosonsV = {v0, v1, . . . , vm} comme plus haut. Il existe alors un
nombre finik d’entiers strictement positifsaj , 1 � j � k, et des représentations irréductibles
π′
V j de G′

V tels que, pour toutfV ∈
∏m

i=0 H(Gvi ;ωvi) et pour toutf ′
V ∈

∏m
i=0 H(G

′
vi
;ωvi)

telles quef ′
v ↔ fv pour toutv ∈ V , on ait :

tr π̃V (fV ) =
k∑

j=1

aj tr π′
V j(f

′
V ).

La prop. 5.4 est une application classique de la formule des traces, qui remonte à [16].
Le résultat tel qu’énoncé ici est une conséquence de la formule des traces simple, valable en
toute caractéristique. Pour la preuve de 5.5 voir par exemple [11] – c’est indépendant de la
caractéristique du corps de base. La prop. 5.6 est prouvée dans [3] en caractéristique nulle et
dans la section 3, th. 3.2 du présent article, en caractéristique non nulle. La prop. 5.7 découle
immédiatement de 5.5 et 5.6.

PROPOSITION 5.8. – Il existe un nombre finik′ d’entiers strictement positifsap, 1� p � k′,
et de représentations irréductiblesπ′

p deG′ tels qu’on ait:

χπ0(g) = (−1)n−r
k′∑
p=1

apχπ′
p
(g′) ∀g↔ g′.(5.2)

Démonstration. –Si g′V est un élément deG′
V et gV est un élément deGV qui lui correspond

composante par composante (en particulier les composantes deg′V sont des éléments semi-
simples réguliers desG′

vi
), alors on écritgV ↔ g′V . Comme dans l’égalité de la prop. 5.7 il

apparaît un nombre fini de représentations, et que les caractères de ces représentations sont
constants au voisinage deg′V et degV respectivement, en choisissant des fonctions à petit support
au voisinage de ces éléments (on peut les choisir telles qu’elles se correspondent, par le principe
de submersion de Harish-Chandra) on peut passer à une égalité des caractères fonctions. En
mettant alors tout du côté gauche de l’égalité on obtient

χπ̃V (gV )−
k∑

j=1

ajχπ′
V j
(g′V ) = 0 ∀gV ↔ g′V .

Les composantes locales deπ̃V aux placesv1, v2, . . . , vm sont des représentations de Steinberg.
Le caractère de la représentation de Steinberg deGvi correspond par la correspondance avec
une algèbre à division au caractère de la représentation triviale deG′

vi
. On utilise alors

l’indépendance linéaire des caractères sur l’ensemble des éléments réguliers de
∏m

i=1 D∗
vi

qui
est compact modulo le centre. La nullité du coefficient du caractère de la représentation triviale
de ce groupe donne la relation voulue sur les caractères fonction à la placev0. Le (−1)n−r vient

4e SÉRIE– TOME 35 – 2002 –N◦ 5



CORRESPONDANCE DE JACQUET–LANGLANDS EN CARACTÉRISTIQUE NON NULLE 735

après un simple calcul de la loi de réciprocité et du fait que le caractère de la représentation
de Steinberg deGLn(Fvi ) (pour i de 1 à m) est égal à(−1)n−1 sur l’ensemble des éléments
elliptiques réguliers. ✷

PROPOSITION 5.9. – Les représentationsπ′
p qui apparaissent dans l’égalité de la proposi-

tion 5.8sont de carré intégrable.

Avant de prouver cette proposition, ouvrons une parenthèse où nous montrons deux propo-
sitions, A et B. La prop. B s’applique d’une part pour prouver la proposition 5.9 plus haut et
d’autre part dans l’étude de la compatibilité de la correspondance de Jacquet–Langlands avec
les foncteurs de Jacquet. L’idée de la démonstration de la prop. B et les arguments sont de [10],
B.2.e. Nous évitons ici l’utilisation du transfert des intégrales orbitales posé par récurrence dans
[10], et qui est délicat en caractéristique non nulle. La prop. A n’est qu’un résultat intermédiaire,
plus faible que la prop. B, et qui ne sert qu’à démontrer cette dernière.

Soient πi, i ∈ {1,2, . . . , k}, des représentations lisses irréductibles deG et π′
j , j ∈

{1,2, . . . , k′}, des représentations lisses irréductibles deG′, et supposons qu’on ait la relation :

(EG)

(
k∑

i=1

aiχπi

)
(g) = (−1)n−r

(
k′∑
j=1

a′jχπ′
j

)
(g′) pour toutg ∈G↔ g′ ∈G′

où lesai et lesa′j sont des nombres complexes. SurG (resp.G′) on fixe la paire parabolique
minimale standard(A;P ) (resp.(A′;P ′)) où A (resp.A′) est le tore diagonal etP (resp.P ′)
est le groupe des matrices triangulaires supérieures inversibles. Donc, siL est un sous-groupe
de Levi standard deG, L est le groupe des matrices inversibles diagonales par blocs d’une
taille donnée. Il correspond de façon biunivoque à une suite finie d’entiers strictement positifs
(n1;n2; . . .np) où

n= n1 + n2 + · · ·+ np

et lesni représentent les tailles des dits blocs dans l’ordre, en lisant du haut à gauche vers le bas à
droite. Pareillement, à un sous-groupe de Levi standardL′ deG′ correspond de façon biunivoque
une suite finie d’entiers strictement positifs(n′

1;n
′
2; . . . n

′
p) où

r = n′
1 + n′

2 + · · ·+ n′
p.

On dit alors queL se transfèresi, pour touti ∈ {1,2, . . . , p}, d divise ni. Soit L′ le sous-
groupe de Levi standard deG′ qui correspond à la suite(n′

1;n
′
2; . . .n

′
p) telle que, pour tout

i ∈ {1,2, . . . , p}, n′
i = ni/d. On dit alors queL′ correspond àL ou queL correspond àL′ ou

queL etL′ se correspondent. SiP est un sous-groupe parabolique standard deG etP = LU est
une décomposition de Levi standard deP , on dit queP se transfèresiL se transfère. Alors, siL′

est le sous-groupe de Levi standard deG′ qui correspond àL, etP ′ le sous-groupe parabolique
standard deG′ qui a pour sous-groupe de Levi standardL′, on dit queP etP ′ se correspondent.
Si L et L′ sont deux sous-groupes de Levi standard deG et G′ respectivement, on utilise la
notationL↔ L′ pour dire queL etL′ se correspondent. On adopte la même notation pour des
sous-groupes paraboliques standard qui se correspondent.

Soit P = LU un sous-groupe parabolique propre standard deG qui se transfère et soit
P ′ = L′U ′ le sous-groupe parabolique standard deG′ qui lui correspond. On se demande si
on a alors la relation :

(EP)

(
k∑

i=1

aiχresG
P
πi

)
(l) = (−1)n−r

(
k′∑
j=1

a′jχresG′
P ′π

′
j

)
(l′) pour toutl ∈ L↔ l′ ∈ L′
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(resGP est la restriction parabolique, ou “foncteur de Jacquet”). La réponse est oui, sous certaines
conditions (voir prop. B), et non en général.

SoientZL et ZL′ les centres deL et deL′ respectivement. On noteX(ZL) l’ensemble des
caractères lisses (pas forcément unitaires) deZL et pareil pourZL′ . Il y a un isomorphisme
naturel entreZL et ZL′ et on identifiera tacitement par la suite, via cet isomorphisme,ZL

et ZL′ ainsi queX(ZL) et X(ZL′). Soit AP l’ensemble desω ∈ X(ZL) tels queω soit un
exposant central de l’un desπi relatif àP (c’est-à-dire queω est le caractère central d’un des
sous-quotients irréductibles de la restriction parabolique deπi à P ). Soit A′

P ′ l’ensemble des
ω ∈X(ZL′) =X(ZL) tels queω soit un exposant central de l’un desπ′

j relatif àP ′.

PROPOSITION A. – Si (EG) est vérifiée et si les conditions(1), (2) et (3) plus bas sont
satisfaites:

(1) tous lesai sont des nombres réels non nuls de même signe et tous lesa′j sont des nombres
réels non nuls de même signe,

(2)pour touti ∈ {1,2, . . . , k}, ou bienresGPπi est nulle, ou bien tout sous-quotient irréductible
deresGPπi est une représentation essentiellement de carré intégrable,

(3) pour tout j ∈ {1,2, . . . , k′}, ou bien resG
′

P ′π′
j est nulle, ou bien tout sous-quotient

irréductible deresG
′

P ′π′
j est une représentation essentiellement de carré intégrable,

alors on a:
(i) AP =A′

P ′ ,
(ii) (EP) est vérifiée.

Démonstration. –(i) Tout d’abord on a que pour toutn′ le caractère d’une représentation
essentiellement de carré intégrable deGLn′(F ) est constant, réel, non nul et de signe(−1)n′−1

sur les éléments elliptiques réguliers d’un voisinage de l’unité dansGLn′(F ). Cela est une
conséquence immédiate de la correspondance entreGLn et une algèbre à division ([20] et [2]),
pour ne pas citer d’autres résultats plus généraux sur les germes, mais qui ne sont écrits qu’en
caractéristique nulle. Mais alors on a, par l’hypothèse de récurrenceHr′ , que, pour toutr′ < r, le
caractère d’une représentation essentiellement de carré intégrable deGLr′(D) est constant, réel,
non nul et de signe(−1)r′−1 sur les éléments elliptiques réguliers d’un voisinage de l’unité dans
GLr′(D). Cela s’applique en particulier àL etL′ qui sont des produits de tels groupes. Faisons
la remarque quec’est le seul endroit où nous avons besoin de l’hypothèse de récurrence. Il existe
donc un voisinageV de l’unité dansL tel que le caractère de tout sous-quotient irréductible de
resGPπi soit constant réel de signe(−1)n−1 sur l’ensembleVe des éléments elliptiques réguliers
deV pour touti ∈ {1,2, . . . , k} et il existe un voisinage de l’unitéV ′ dansL′ tel que le caractère
de tout sous-quotient irréductible deresG

′

P ′π′
j soit constant réel de signe(−1)r−1 sur l’ensemble

V ′
e des éléments elliptiques réguliers deV ′ pour toutj ∈ {1,2, . . . , k′}.
Soit g′ ∈ V ′

e tel qu’il existe g ∈ V avec la propriétég ↔ g′. On a évidemmentg ∈ Ve. Si
L correspond à la partition ordonnée(n1;n2; . . . np) den, alorsg se représente par unp-uple
(g1; g2; . . . gp), oùgi ∈GLni(F ). Posons

c(g) = sup
1�i�p−1

|det(gi)|F
|det(gi+1)|F

.

Soit maintenantz ∈ZL = ZL′ . On représentez par unp-uple(z1; z2; . . . ; zp), oùzi ∈ F ∗. On
pose

N(z) = sup
1�i�p−1

|zi|Fni

|zi+1|Fni+1
.
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Alors, si N(z) < c(g)−1, on a c(zg) < 1 et, par le th. 5.2 de [6], pour toute représentation
admissibleπ deG (ouG′)

χresG
P
π(zg) = χπ(zg) (ouχresG′

P ′π
(zg′) = χπ(zg′)).

Écrivons maintenant dans le groupe de Grothendieck des représentations lisses de longueur
finie deG et respectivementG′ :

resGPπi =
ki∑
s=1

αsπ
s
i , αs > 0

et

resG
′

P ′π′
j =

kj∑
t=1

α′
tπ

′t
j , α′

t > 0,

où lesπsi et lesπ
′t
j sont des représentations irréductibles.

On a alors, en passant aux caractères, et en utilisant la relation(EG) pourg et z comme plus
haut :

k∑
i=1

ai

ki∑
s=1

αsχπs
i
(zg) = (−1)n−r

k′∑
j=1

a′j

k′
j∑

t=1

α′
tχπ

′t
j
(zg′).

Si ωs
i sont les caractères centraux desπsi et ωt

j sont les caractères centraux desπ
′t
j , alors on a

l’égalité :

k∑
i=1

ai

ki∑
s=1

αsω
s
i (z)χπs

i
(g) = (−1)n−r

k′∑
j=1

a′j

k′
j∑

t=1

α′
tω

t
j(z)χπ

′t
j
(g′).

On obtient, en regroupant, une relation :∑
ω∈AP

nωω(z) =
∑

ω′∈A′
P ′

nω′ω′(z)(5.3)

où, chose très importante, lesnω et lesnω′ sont tous non nuls comme somme de nombres réels
non nuls et de même signe (par exemple,nω =

∑
aiαsχπs

i
(g), où la somme porte sur les couples

(i, s) tels queωs
i = ω). Or, cette relation est vraie pour toutz tel queN(z)< c(g)−1. Pour avoir

AP =A′
P ′ le lemme suivant suffit :

LEMME 5.10. – Si ω1, ω2, . . . , ωv sont des caractères distincts deZL et a1, a2, . . . , av sont
des nombres complexes tels qu’on ait:

∀z ∈ ZL tel queN(z)< c,

v∑
i=1

aiωi(z) = 0,

alors on aai = 0 pour touti.

Démonstration du lemme 5.10. –Raisonnons par l’absurde et supposonsv minimal tel que

v∑
i=1

aiωi(z) = 0(5.4)

pour toutz ∈ ZL tel queN(z)< c et il existe au moins unai non nul.
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Évidemmentv � 2 et tous lesai sont non nuls. Soitz0 ∈ ZL tel queN(z0) < 1. Alors
pour tout z tel que N(z) < c on a N(z0z) < c donc Σv

i=1aiωi(z0z) = 0 ce qui donne
Σv
i=1aiωi(z0)ωi(z) = 0. En multipliant (5.4) parω1(z0) et en faisant la différence avec la

dernière relation obtenue on trouve une relation du type (5.4) avec unv strictement inférieur
donc une relation dans laquelle tous les coefficients sont nuls. Ceci implique que pour tout
i∈ {1,2, . . . , v} on aωi(z0) = ω1(z0). Mais alors on a en particulier :

ω1(z0) = ω2(z0) ∀z0 tel queN(z0)< 1

et aussi, lesωi étant des caractères,

ω1

(
z−1
0

)
= ω2

(
z−1
0

)
∀z0 tel queN(z0)< 1.

Comme tout élémenth ∈ZL s’écrith= xy−1 oùN(x)< 1 etN(y)< 1 (prendrey tel qu’on
ait simultanémentN(y)< 1 etN(hy)< 1, et poserx= hy) on aboutit àω1 = ω2 ce qui contredit
nos hypothèses.✷

Ainsi le point (i) de la proposition est démontré.
(ii) Prenons maintenantg′ ∈ L

′reg quelconque etg↔ g′. On peut raisonner de la même façon,
et il est toujours vrai que pour toutz ∈ ZL qui vérifieN(z)< c on a une relation du type (5.3)
avec la seule différence qu’on ne puisse plus garantir le fait que les coefficients qui apparaissent
soient tous positifs. On écrit cette relation :∑

ω∈AP

nωω(z) =
∑

ω∈A′
P ′

n′
ωω(z).

Par le point (i) on aAP = A′
P ′ et par le lemme plus haut on en déduit quenω = n′

ω pour tout
ω ∈ AP = A′

P ′ . En particulier
∑

ω nω =
∑

ω n′
ω et cette relation, si on regarde qui étaient les

coefficientsnω et n′
ω , n’est autre que la relation(EP) appliquée àg ↔ g′. Le point (ii) est

démontré. ✷
PROPOSITION B. – Si (EG) est vérifiée et si
– tous lesai sont des nombres réels non nuls de même signe et tous lesa′j sont des nombres

réels non nuls de même signe et
– pour touti ∈ {1,2, . . . , k}, πi est une représentation essentiellement de carré intégrable,

alors :
(i) AP =A′

P ′ pour toutP ↔ P ′.
(ii) (EP) est vérifiée pour toutP qui se transfère.
(iii) Tous lesπ′

j sont des représentations essentiellement de carré intégrable.

Démonstration. –La démonstration utilise plusieurs fois le critère de Casselman ([7] 4.4.6 et
6.5.1) et la prop. A plus haut. Pour un sous-groupe de Levi standardL deG comme plus haut,
le centreZL deL s’identifie à(F ∗)p et tout caractèreω deZL correspond à une suite ordonnée
(α1(ω);α2(ω); . . .αp(ω)) de nombre complexes, par la formule :

ω((z1; z2; . . . zp)) =
∏

1�i�p

|zi|αi(ω)
F ∀(z1; z2; . . . zp) ∈ ZL.

Soit π une représentation lisse irréductible deG. Le critère de Casselman dit queπ est une
représentation essentiellement de carré intégrable si et seulement si elle a la propriété :
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(Cas) pour tout sous-groupe parabolique standardP , ou bienresGPπ est nulle, ou bien, pour
tout sous-quotient irréductibleτ deresGPπ, le caractère centralω deτ a la propriété :

∀i, 1� i � p− 1, Re
(
αi(ω)

)
<Re

(
αi+1(ω)

)
.

Ce critère implique déjà :
(***) la restriction d’une représentation essentiellement de carré intégrable à un sous-groupe

parabolique standard est ou bien nulle, ou bien tous ses sous-quotients irréductibles sont des
représentations essentiellement de carré intégrable.

Le critère de Casselman admet aussi une variante :π est une représentation essentiellement de
carré intégrable deG si et seulement si elle a la propriété :

(Cas 0) siP est le sous-groupe parabolique standard deG tel queresGPπ soit cuspidale, alors
pour tout sous-quotient irréductibleτ deresGPπ, le caractère centralω deτ a la propriété :

∀i, 1� i � p− 1, Re
(
αi(ω)

)
<Re

(
αi+1(ω)

)
.

Ces mêmes résultats valent pourG′ aussi.
Maintenant, pour chaque représentationπ′

j , il existe un sous-groupe parabolique standardP ′
j

de G′ tel que la restriction deπ′
j à P ′

j soit cuspidale. SoitB0 l’ensemble des sous-groupes
paraboliques standardP ′ de G′ tels que pour au moins unj la restriction deπ′

j à P ′ soit
cuspidale. Définissons une relation d’ordre partielle surB0 en posantP ′ <Q′ si et seulement si
P ′ ⊂Q′. Pour toutP ′ ∈B0, on noteΠP ′ l’ensemble des représentationsπ′

j dont la restriction à
P ′ est cuspidale.

Soit P ′
0 un élément minimal deB0. Soit P0 ↔ P ′

0. CommeP ′
0 est minimal, pour tout

j ∈ {1,2, . . . , k′}, la restriction deπ′
j àP ′

0 est nulle siπ′
j /∈ ΠP ′

0
, et cuspidale siπ′

j ∈ ΠP ′
0
. Par

conséquent, pour toutj, ou bien la restriction deπ′
j àP ′

0 est nulle, ou bien tous ses sous-quotients
irréductibles sont des représentations essentiellement de carré intégrable. Il en est de même pour
les restrictions desπi à P0 par (***). On peut donc appliquer le point (i) de la proposition A
pour en déduire queAP0 = A′

P ′
0
. Mais alors, (Cas) appliqué auxπi implique (Cas 0) pour les

π′
j ∈ ΠP ′

0
. Donc tous les éléments deΠP ′

0
sont des représentations essentiellement de carré

intégrable.
On montre alors le point (iii) de notre proposition par récurrence : posonsB1 = B0\{P ′

0}.
Prenons un élément minimalP ′

1 deB1. SoitP1 ↔ P ′
1. Soit j ∈ {1,2, . . . , k′}. Alors on a trois

possibilités :
– ou bien la restriction deπ′

j àP ′
1 est nulle,

– ou bienπ′
j ∈ΠP ′

1
,

– ou bienπ′
j ∈ΠP ′

0
.

Dans le deuxième cas, les sous-quotients irréductibles deresG
′

P ′
1
π′
j sont des représentations

essentiellement de carré intégrable parce que cuspidales, et dans le troisième cas par (***) et par
le pas de récurrence précédent. En conclusion, si la restriction deπ′

j à P ′
1 est non nulle, alors

tous les sous-quotients irréductibles deresGP ′
1
π′
j àP ′

1 sont des représentations essentiellement de
carré intégrable. Comme du côté deG c’est pareil (par (***)) on applique encore une fois le point
(i) de la proposition précédente pour avoir queAP1 = A′

P ′
1
, et en déduire que tous les éléments

deΠP ′
1

sont des représentations essentiellement de carré intégrable. Ainsi de suite ; à chaque
pas, les restrictions non nulles du côté deG sont constituées uniquement de représentations
essentiellement de carré intégrable par (***), et du côté deG′ les restrictions non nulles sont
constituées uniquement de représentations cuspidales et de représentations essentiellement de
carré intégrable (par (***) et les pas précédents). Aprèscard(B0) pas, on est sûr de trouver que
toutes les représentationsπ′

j sont essentiellement de carré intégrable et le point (iii) est démontré.
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Le point (iii) implique directement les points (i) et (ii) par application de la prop. A et par (***).
La proposition B est démontrée.✷

Démonstration de la proposition 5.9. –C’est immédiat par la prop. B(iii). ✷
Soit ω le caractère central deπ0. Dans l’annexe nous définissons l’espaceL0(Ge;ω) (resp.

L0(G′
e;ω)) comme espace des fonctions localement constantes sur l’ensemble des éléments

elliptiques réguliers deG (resp.G′), invariantes par conjugaison par des éléments deG (resp.
G′) et de caractère centralω. À partir de la bijection entre l’ensemble des classes de conjugaison
des éléments elliptiques réguliers sur les deux groupes nous y définissons une bijectioni de
L0(Ge;ω) surL0(G′

e;ω). Il est bien connu qu’on peut définir des sous-espaces préhilbertiens
L2(Ge;ω) et L2(G′

e;ω) de L0(Ge;ω) et respectivementL0(G′
e;ω) et que la restriction dei

induit une isométrie entre ces deux espaces. Tous ces faits sont rappelés dans l’annexe. Les
représentations du côté droit de l’égalité (5.2) sont forcément de caractère centralω et on peut
donc écrire une égalité dansL0(G′

e;ω) :

i(χπ0) = (−1)n−r
k′∑
p=1

apχπ′
p
.(5.5)

Supposons maintenant que le th. 5.3 est vrai.Alors les objets intervenant dans l’égalité (5.5)
sont des éléments deL2(G′

e;ω) ; commei(χπ0) est de norme1 et lesχπ′
p

sont orthogonaux deux
à deux et de norme1, on obtient

1 =
k′∑
p=1

a2
p.

Comme lesap sont des entiers positifs, on en déduit quek′ = 1 eta1 = 1 dans la prop. 5.8. On a
donc

∀g↔ g′ χπ0(g) = (−1)n−rχπ′
1
(g′).

De plus,π′
1 est la seule représentation essentiellement de carré intégrable deG′ avec cette

propriété. En effet, siπ′
2 en était une autre, il y aurait une contradiction évidente avec

l’orthogonalité des caractères surG′ (on a supposé que le th. 5.3 était vrai). On pose

C(π0) = π′
1.

Ainsi, pour touteπ ∈ E2(G) unitaire (pour l’instant) il existe une uniqueπ′ ∈ E2(G′) telle
qu’on ait

∀g↔ g′ χπ(g) = (−1)n−rχπ′(g′).

On pose alors

C(π) = π′.

Si π ∈E2(G) n’est pas unitaire, alors on écrit :

π =
∣∣det(.)∣∣x

F
⊗ πu

oùπu est unitaire etx est un nombre réel, et on pose :

C(π) =
∣∣nrdG′/F∗(.)

∣∣x
F
C(πu)

oùnrd est la norme réduite. Ainsi nous avons défini une applicationC qui vérifie l’égalité (5.1).
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Unicité. Si on suppose qu’il n’y a pas unicité d’une telle applicationC on trouve deux
représentations essentiellement de carré intégrable deG′ qui ont des caractères égaux, bien
qu’elles soient non équivalentes. En particulier, elles ont des caractères centraux égaux et donc,
en tordant par un caractère deG′ on peut les rendre unitaires toutes les deux et obtenir deux
représentations de carré intégrable non équivalentes, mais dont les caractères sont égaux. Cela
contredit l’orthogonalité des caractères surG′.

Injectivité. Si C(π) = C(τ) alors les caractères deπ et τ sont égaux sur l’ensemble des
éléments semi-simples réguliers deG qui ont un correspondant surG′. En particulier il y a
égalité sur l’ensemble des éléments elliptiques réguliers deG, car ils ont tous un correspondant
surG′. Par orthogonalité des caractères surG, on doit avoirπ = τ .

Les facteurs ε′. Si on suit la démonstration depuis le début, on voit qu’on a obtenu au
passage le résultat suivant : en se plaçant dans la situation globale déjà définie, siπ est une
représentation de carré intégrable deG, il existe une représentation automorphe cuspidaleπ̃ de
GLn(AF) et une représentation automorphe cuspidaleπ̃′ deD(AF)∗ telles que

– aux places oùD est scindée les composantes locales deπ̃ et π̃′ sont égales,
– aux places ramifiées différentes dev0 les composantes locales deπ̃ sont des représentations

de Steinberg et les composantes locales deπ̃′ sont des représentations triviales,
– la composante locale dẽπ à la placev0 estπ et la composante locale dẽπ′ à la placev0 est

C(π).
Donc, pour toute place deF différente dev0, les composantes locales deπ̃ et π̃′ ont des

fonctionsL, ε et ε′ égales, aux places oùD n’est pas scindée parce que ces composantes locales
sont égales, et aux autres par les calculs de [12] sur les représentations de Steinberg. Donc, si on
applique l’équation fonctionnelle de [12], th. 13.8, on trouve que les facteursε′ deπ etC(π) sont
aussi égaux. Pour les autres représentations (représentations essentiellement de carré intégrable
mais non unitaires) le résultat s’obtient en tordant par un caractère non ramifié, de façon à les
rendre unitaires, et en tenant compte du fait que le facteurε′ subit le même décalage par ce
changement.

Surjectivité. Supposons qu’il existe une représentation de carré intégrableπ′ de G′ de
caractère centralω qui ne se trouve pas dans l’image deC. Par le th. 5.3, avec les notations
de l’annexe, la restriction du caractère deπ′ à G′

e est dans l’espaceL2(G′
e;ω) et de plus

il est orthogonal à toute restriction àG′
e d’un caractère d’une autre représentation de carré

intégrable de caractère centralω de G′. En particulier, il est orthogonal aux caractères des
représentations qui se trouvent dans l’image deC donc en identifiantL2(Ge;ω) et L2(G′

e;ω)
par l’isomorphismei (voir annexe) et en utilisant la correspondance, la restriction du caractère
deπ′ est orthogonale à la restriction de tout caractère d’une représentation de carré intégrable de
G de même caractère central. D’après le corollaire 5.2 dans [2], les restrictions des caractères des
représentations de carré intégrable deG de caractère centralω forment un système orthonormal
completde l’espace préhilbertienL2(Ge;ω) ; le caractère deπ′ serait alors nul surG′

e. C’est
impossible carχπ′ est de norme1 dansL2(G′

e;ω). ✷
Nous avons prouvé qu’indépendamment de la caractéristique du corps de base, le th. 5.3

implique le th. 5.1.
Montrons maintenant quela validité du résultat5.1 pour tout corps de caractéristique nulle

implique le th.5.2pour tout corps de caractéristique non nulle.

Démonstration. –Supposons donc que la caractéristique du corps de baseF est non nulle. On
procède par contradiction, en transférant à la caractéristique nulle. Du coup, nous travaillerons
avec plusieurs corps de base, et les objets porteront parfois des indices indiquant sur quel corps
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nous les considérons. Nous prouverons une correspondance faible (th. 5.2) entre les groupesGF

etG′
F en appliquant le th. 5.1 àGL etG′

L oùL est un corps de caractéristique nulle bien choisi
(voir la section 2, notamment la sous-section 2.6).

Soit π une représentation de carré intégrable deGF et soitω le caractère central (unitaire)
deπ.

PROPOSITION 5.11. – Soit π′ une représentation de carré intégrable deG′
F de caractère

central ω. Supposons qu’il existeM ∈ GF et M ′ ∈ G′
F elliptiques réguliers tel qu’on ait

M ↔M ′ et :

χπ(M) �= (−1)n−rχπ′(M ′).

Alors il existe un entierm � 1 tel que, siL est un corps local de caractéristique nullem-proche
deF etCL est la correspondance surL entreGLn(L) etGLr(DL), alorsπ etπ′ se relèvent et
on a

CL

(
ζ̄mFL(π)

)
�= ζ̄mDF DL

(π′).

Démonstration. –
Principe. On veut trouver un voisinage ouvert compactV de M , un voisinageV ′ ouvert

compact deM ′ et un entierm tels qu’on ait :
(1) χπ est constant (égal àχπ(M)) surV ;
(2) χπ′ est constant (égal àχπ′(M ′)) surV ′ ;
(3) Pour tout corpsL qui estm-proche deF , ζ̄mFL(V ) et ζ̄mDF DL

(V ′) sont bien définis, et on a
(a)χζ̄m

F L
(π) est constant égal àχπ(M) sur ζ̄mFL(V ) et

(b) Pour tout élémentg′ ∈ ζ̄mDF DL
(V ′) il existe un élémentg ∈ ζ̄mFL(V ) tel qu’on aitg↔ g′.

Si on suppose quēζmFL(π) et ζ̄mDF DL
(π′) se correspondent par la correspondance en

caractéristique nulle, on obtient alors par (3)(a) et (b) que le caractèreχζ̄m
DF DL

(π′) est constant

égal à(−1)n−rχπ(M) sur ζ̄mDF DL
(V ′). Mais, par (2),χπ′ est constant surV ′ et en utilisant la

fonction caractéristique1V ′ deV ′ qui se relève, on aurait

trπ′(1V ′) = tr ζ̄mDF DL
(π′)

(
ζ̄mDF DL

(1V ′)
)

ou encore

χπ′(M ′)vol(V ′) = (−1)n−rχπ(M)vol
(
ζ̄mDF DL

(V ′)
)
.

C’est une contradiction, car̄ζmDF DL
préserve le volume (remarque 2.12) et

χπ′(M ′) �= (−1)n−rχπ(M).

On va donc constuireV , V ′ etm qui vérifient ces conditions. Quitte à conjuguerM on peut
supposer qu’il est la matrice compagnon de son polynôme caractéristique. Soientm ets comme
dans la proposition 4.6. Par cette proposition, le caractèreχζ̄m

F L
(π) de ζ̄mFL(π) est constant égal à

χπ(M) sur l’ensemble des éléments deGL qui ont un polynôme caractéristiques-proche de celui
deM . Donc le caractère deCL(ζ̄mFL(π)) est constant égal à(−1)n−rχπ(M) sur l’ensemble des
éléments deG′

L qui ont un polynôme caractéristiques-proche de celui deM . Mais le polynôme
caractéristique deM est aussi celui deM ′. Posonss= k dans la proposition 4.10 et notonsm′

l’entier (qui dans la proposition 4.10 est notém) associé à cek. En posantm′′ =max{m;m′}, si
L etF sontm′′-proches, alors on āζm

′′

DF DL
(Km′′

DF
M ′Km′′

DF
)⊂XM,s oùXM,s est l’ensemble des

éléments deG′
L qui ont un polynôme caractéristiques-proche de celui deM . Quitte à changer

de voisinage (et à augmenterm′′) on peut supposer queχπ′ est constant surKm′′

DF
M ′Km′′

DF
(car
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M ′ est semi-simple régulier). On poseV = Km
F MKm

F , V ′ = Km′′

DF
M ′Km′′

DF
et alors le triplet

(V ;V ′;m′′) vérifie les conditions (1), (2) et (3). On peut donc conclure comme nous l’avons
expliqué plus haut. ✷

Démontrons maintenant le théorème. Définissons d’abordC′(π). On noteXπ
GF

(resp.Xπ
G′

F
)

l’ensemble des classes d’équivalence de représentations de carré intégrable deGF (resp.G′
F ) de

caractère centralω et qui ont un facteurε′ égal à celui deπ (calculé pour le caractère additif fixé
en début de section).

LEMME 5.12. –Les ensemblesXπ
GF

etXπ
G′

F
sont finis.

Démonstration. –Nous savons que le facteurε′ deπ s’écrit

ε′(s;π;ψF ) =
Q(q−s)
R(q−s)

,

où Q et R sont des polynômes etq est le cardinal du corps résiduel deF . On fixe une telle
écriture. Soitτ un élément deXπ

GF
. On rappelle la formule (2.29) :

ε′(s; τ ;ψF ) = ε(s; τ ;ψF )L(1− s; τ̌)L(s; τ)−1.

On sait que

L(s; τ) =
1

S(q−s)

et

L(1− s; τ̌) =
1

T (qs−1)
= q−sdeg T 1

T ′(q−s)

oùS, T etT ′ sont des polynômes,deg T = deg T ′. Alors, si on pose

ε(s; τ ;ψF ) =Kq−m(τ)s,

oùK est une constante complexe (non nulle), on a que

Kq−m(τ)sq−sdeg TS
(
q−s
)
R
(
q−s
)
=Q

(
q−s
)
T ′(q−s

)
.

La comparaison des degrés des polynômes qui interviennent montre que le conducteurm(τ) de
toute classeτ ∈ Xπ

GF
est borné pardeg Q. Le même raisonnement marche aussi pourXπ

G′
F

,
bien entendu. Alors le th. 3.1(b) implique que le niveau des éléments deXπ

GF
et Xπ

G′
F

est
uniformément borné, et comme ce sont des classes de représentations de carré intégrable de
caractère central fixé, il n’y en a qu’un nombre fini.✷

Supposons par l’absurde qu’il n’existe pas de représentation de carré intégrableπ′ deG′
F de

caractère centralω telle queχπ(g) = (−1)n−rχπ′(g′) pour tousg ↔ g′ elliptiques réguliers.
Alors, en particulier, il n’en existe pas dansXπ

G′
F

. Comme cet ensemble est fini, on peut trouver

unm suffisamment grand pour que prop. 5.11 s’applique à tousπ′ ∈Xπ
G′

F
. Soit alorsL un corps

m-proche deF . Soit ψL un caractère additif deL m-proche deψ. NotonsXπ
GL

(resp.Xπ
G′

L
)

l’ensemble des classes d’équivalence de représentations de carré intégrable deGL (resp.G′
L) de

caractère central̄ζmFL(ω) et qui ont un facteurε′ égal à celui deπ. Par le th. 2.17(b) et th. 2.19(a),
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ζ̄mDF DL
réalise une bijection entreXπ

G′
F

et Xπ
G′

L
. Donc, en appliquant la prop. 5.11, on obtient

CL(ζ̄mFL(π)) /∈Xπ
G′

L
. Ceci contredit le fait déjà prouvé que la correspondance en caractéristique

nulle conserve le facteurε′. Ainsi, il existe une représentation de carré intégrableπ′ de GF

telle queχπ(g) = (−1)n−rχπ′(g′) pour tousg ↔ g′ elliptiques réguliers. À ce stade faisons la
remarque que

– ζ̄mDF DL
réalise une bijection deXπ

G′
F

surXπ
G′

L
(par th. 2.17(b) et th. 2.19(a), on l’a dit plus

haut),
– ζ̄mFL réalise une bijection deXπ

GF
surXπ

GL
(par le même argument),

– CL réalise une bijection deXπ
GL

surXπ
G′

L
par le th. 5.1 en caractéristique nulle.

Donc, le cardinal deXπ
GF

est égal à celui deXπ
G′

F
. D’autre part, en appliquant le même

raisonnement que plus haut aux autres éléments deXπ
GF

on peut trouver pour chacun (au moins)
un correspondant dansXπ

G′
F

. Mais deux éléments deXπ
GF

qui ont des caractères égaux sur
les éléments elliptiques réguliers sont égaux, par orthogonalité des caractères surGF (vrai
en caractéristique non nulle, [2]). Ceci, rajouté à l’égalité des cardinaux, prouve que pour
tout élément deXπ

GF
on peut trouver exactement un élément deXπ

G′
F

qui lui correspond et
réciproquement. Ainsi, on peut définir une correspondance pour les représentations de carré
intégrable. On étend la correspondance aux représentations essentiellement de carré intégrable
non unitaires en tordant par des caractères, comme en caractéristique nulle. Le fait que pour
tout π comme plus haut la correspondance réalise une bijection deXπ

GF
sur Xπ

G′
F

implique

qu’elle est injective et qu’elle conserve le facteurε′. Montrons qu’elle est surjective. Cela revient
à montrer que les ensembles du typeXπ

G′
F

réalisent une partition deE2(G′
F ), ou encore que,

si π′ ∈ E2(G′
F ), on peut toujours trouverπ ∈ E2(GF ) avec le même facteurε′ queπ′. Or, à

facteurε′ fixé, on a vu que le niveau est borné par une constanteK (que ce soit surGF ouG′
F ).

Il suffit alors de partir avecπ′ et de faire le tour à l’envers,G′
F − G′

L − GL − GF , pour un
corpsL suffisamment proche pour que toutes les représentations de niveau inférieur ou égal à
K se relèvent ; nous savons que le facteurε′ est conservé sur le parcours. Prouvons maintenant
l’unicité d’une telle correspondance. Comme la correspondance qu’on a défini estsurjective, s’il
existait une autre correspondance, alors deux classes distinctes de représentations essentiellement
de carré intégrable deGF auraient des caractères égaux sur l’ensemble des éléments elliptiques
réguliers. Or, ceci contredit l’orthogonalité des caractères surGF . ✷

Maintenant on veut prouver quele th. 5.2 en caractéristique non nulle implique le th.5.3 en
caractéristique non nulle. Ceci est évident en transférant les relations d’orthogonalité deG àG′

par l’isomorphismei (voir l’annexe) et la correspondanceC′.
Récapitulons : nous avons montré que le th. 5.3 en caractéristique nulle (resp. non nulle)

implique le th. 5.1 en caractéristique nulle (resp. non nulle). Nous avons montré que le th. 5.1
en caractéristique nulle implique le th. 5.2 en caractéristique non nulle et aussi que le th. 5.2 en
caractéristique non nulle implique le th. 5.3 en caractéristique non nulle. Comme le th. 5.3 est
vrai en caractéristique nulle [8], tous ces théorèmes sont prouvés en toute caractéristique.

COROLLAIRE 5.13. – La restriction des caractères des classes de représentations de carré
intégrable deG′ de caractère centralω fixé à l’ensemble des éléments elliptiques réguliers forme
un système orthonormalcompletpour l’espace de HilbertL2(G′

e;ω).

Démonstration. –On avait obtenu ce résultat pourGLn(F ) (corollaire 5.2, [2]) par transfert
à partir d’un groupe compact modulo le centre. Grâce à l’isomorphismei entreL2(Ge;ω) et
L2(G′

e;ω) défini dans l’annexe, on le transfère sans problème surG′ par la correspondance
(th. 5.1).
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6. Annexe

Soit G un groupe réductif connexe sur un corps local non archimédienF de caractéristique
quelconque. SoientZ le centre deG et dz une mesure de Haar surZ . On noteGe l’ensemble
des éléments elliptiques réguliers deG (i.e. dont le polynôme caractéristique est irréductible
séparable) ; sur tout tore elliptique maximalT deG on considère une mesure de Haardt telle
que le volume deT/Z pour la mesure quotientd t= dt/dz soit égal à 1 ; pour tout tore maximal
T deG on noteT reg l’ensemble des éléments réguliers deT ,WT le groupe de Weyl deT et |WT |
le cardinal de ce groupe. Pour tout élément semi-simple régulierg deG de centralisateurT , on
noteD(g) la valeur absolue normalisée du déterminant de l’opérateurAd(g−1)− Id agissant sur
Lie(G)/Lie(T ). Pour tout caractère unitaireω deZ on noteL0(Ge;ω) l’espace des fonctions
f définies surGe à valeurs dansC qui sont localement constantes, invariantes par conjugaison
par des éléments deG, et vérifientf(zg) = ω(z)f(g) pour toutg ∈ Ge et toutz ∈ Z . Soit Te
un ensemble de représentants des classes de conjugaison de tores elliptiques maximaux. On note
L2(Ge;ω) le sous-espace deL0(Ge;ω) formé des fonctionsf pour lesquelles

∑
T∈Te

|WT |−1

∫
T reg/Z

D(t̄ )
∣∣f(t̄ )∣∣2 dt̄

converge. On définit un produit scalaire dansL2(Ge;ω) en posant :

〈f1;f2〉e =
∑
T

|WT |−1

∫
T reg/Z

D(t̄ )f1(t̄ )f2(t̄ )dt̄,

qui munitL2(Ge;ω) une structure d’espace préhilbertien.
Clozel a montré dans [8] que, si la caractéristique deF est nulle, alors, pour toute

représentationπ deG de carré intégrable et de caractère centralω, la restriction du caractère de
π àGe se trouve dansL2(Ge;ω) et les éléments deL2(Ge;ω) ainsi obtenus forment une famille
orthonormale pour〈 ; 〉e. Cette propriété qu’ont tous les groupes réductifs en caractéristique
nulle est appelée usuellement l’orthogonalité des caractères. Dans [2] nous avons prouvé cette
propriété dans le cas deGLn en caractéristique non nulle, et une conséquence du présent article
est la validité de l’orthogonalité des caractères pour toutes les formes intérieures deGLn en
caractéristique non nulle.

Dans le cas particulier oùG/Z est compact, alors indépendamment de la caractéristique de
F , les caractères de toutes les représentations lisses irréductibles deG de caractère centralω se
trouvent dansL2(Ge;ω) et forment une base hilbertienne de cet espace (cela se montre comme
pour les groupes compacts). C’est le cas du groupe des éléments inversibles d’une algèbre à
division surF .

Si G et G′ sont les groupes des éléments inversibles de deux algèbres centrales simples de
même dimensionn2 surF , on peut identifier leurs centres qu’on note avec la même lettreZ .
On fixe une fois pour toutes une mesure surZ . L’application qui à un élément deG associe son
polynôme caractéristique surF réalise une bijection entre les classes de conjugaison d’éléments
elliptiques réguliers deG et l’ensemble des polynômes unitaires irréductibles séparables de
degrén à coefficients dansF . De même pourG′. On obtient ainsi une bijection de l’ensemble
des classes de conjugaison d’éléments elliptiques réguliers deG sur l’ensemble des classes
de conjugaison d’éléments elliptiques réguliers deG′. On écritg ↔ g′ si g ∈ G est elliptique
régulier,g′ ∈G′ est elliptique régulier etg etg′ ont le même polynôme caractéristique. Il y a un
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isomorphisme d’espaces vectoriels :

i :L0(Ge;ω)� L0(G′
e;ω)

défini par

i(f)(g′) = f(g) si g↔ g′.

Maintenant, sig ↔ g′, alors il y a un unique isomorphisme deF -algèbres (qui dans ce cas
précis sont des corps)F [g]� F [g′], qui envoieg surg′. On a donc un isomorphisme de groupes
multiplicatifs F [g]∗ � F [g′]∗. MaisF [g]∗ n’est autre que le tore maximal elliptiqueZ(g) qui
contientg et F [g′]∗ n’est autre que le tore maximal elliptiqueZ(g′) qui contientg′. Toutes
ces considérations impliquent que, si on choisit un ensemble de représentantsTe des classes de
conjugaison de tores elliptiques maximaux deG et un ensemble de représentantsT ′

e des classes
de conjugaison de tores elliptiques maximaux deG′, il y a une bijection

j :Te →T ′
e

qui est caractérisée parT � j(T ).
Soit T ∈ Te. NotonsjT l’isomorphisme deT sur j(T ). Étant un morphisme de groupes,jT

transforme la mesure de T en une mesure de Haar dej(T ), donc en un multiple de la mesure
qu’on avait choisi surj(T ). Mais la restriction de l’applicationjT à Z est l’identité, donc, vu
le choix des mesures surT et i(T ), on en déduit quejT préserve la mesure. Alors la restriction
de l’isomorphismei àL2(Ge;ω) induit un isomorphisme d’espaces préhilbertiens deL2(Ge;ω)
surL2(G′

e;ω). D’une façon plus explicite, on a :

〈i(f); i(h)〉= 〈f ;h〉 ∀f,h ∈L2(Ge;ω).

Si maintenantG′ est le groupe des éléments inversibles d’une algèbre centrale simple de de-
grén2 surF , si g′ est un élément semi-simple régulierquelconquedeG′ (i.e. dont le polynôme
caractéristiquePg′ est séparable), alors l’ensemble des éléments deG′ dont le polynôme carac-
téristique estPg′ est la classe de conjugaison deg′. L’ensemble des éléments deGLn(F ) dont
le polynôme caractéristique estPg′ est non vide, constitué d’éléments semi-simples réguliers, et
forme une classe de conjugaison dansGLn(F ). On obtient ainsi une injection de l’ensemble des
classes de conjugaison d’éléments semi-simples réguliers deG′ dans l’ensemble des classes de
conjugaison d’éléments semi-simples réguliers deGLn(F ). On noteg ↔ g′ si g ∈G est semi-
simple régulier,g′ ∈G′ est semi-simple régulier etg etg′ ont le même polynôme caractéristique.
SoitT ′ un tore maximalquelconquedeG′ etg′ ∈ T reg. Si g↔ g′, alors il y a un unique isomor-
phisme deF -algèbresF [g]� F [g′] qui envoieg surg′. On a donc un isomorphisme de groupes
multiplicatifs F [g]∗ � F [g′]∗. MaisF [g′]∗ n’est autre que le toreT ′ etF [g]∗ est un tore maximal
deGLn(F ), le tore maximal qui contientg. On obtient finalement une injection de l’ensemble
des classes de conjugaison de tores maximaux deG′ dans l’ensemble des classes de conjugaison
de tores maximaux deGLn(F ) qui prolonge la bijectionj définie plus haut entre l’ensemble
des classes de conjugaison de tores maximaux elliptiques deG′ et l’ensemble des classes de
conjugaison de tores maximaux elliptiques deGLn(F ). On note cette application toujours par la
lettrej. Le raisonnement qu’on vient de faire implique aussi que pour tout toreT ′ deG′ il existe
un isomorphisme deT ′ sur tout élémentT de la classe de conjugaison correspondant à la classe
de conjugaison deT ′. Si on fixe maintenant des mesures de Haar sur tous les tores maximaux de
GLn(F ), avec la propriété que sur deux tels tores conjugués les mesures se correspondent via la
conjugaison, on peut obtenir par les isomorphismes plus haut des mesures de Haar sur tous les
tores maximaux non elliptiques de toutes les formes intérieures deGLn(F ).
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