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ABSTRACT

For a root system in RY furnished with its Weyl-Coxeter group W and a multiplicity
function k > 0, we consider the associated commuting system of Dunkl operators
D1,..., Dy and the Dunkl Laplacian Ay = D% +...+ Dﬁ. This paper studies the properties
of the functions u of class C2" on an open W-invariant set 2 C R and satisfying
Af'u =0 on £ (D-polyharmonicity if m > 1 and D-harmonicity if m = 1). In particular,
we introduce a new operator, which is a generalization of the classical volume mean value
operator and which characterizes D-harmonicity (resp. D-polyharmonicity) and we give
some applications.
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Abridged English version

Let R c RY\{0} be a root system (i.e. a finite set such that R N Ro = {+a} and o4R = R for all @ € R, o, being
the reflection with respect to the hyperplane H, orthogonal to o = (x1,---,®g)), W the associated Coxeter-Weyl group
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(generated by the reflections oy, @ € R) and k: R — Ry a W-invariant multiplicity function. Let D (j=1,...,d) the
commuting family of Dunkl operators (see [2]) defined for f € C1(RY) by

f®) — fou(x)

Dif(0)= —f(x)+ > k@) )

aeRy
where R, is a positive subsystem and V the Dunkl intertwining operator, i.e. the unique isomorphism of C*°(RY) onto
itself satisfying (see [3] and [11]): Vj=1,...,d, D;V\ = Vk%, and V(1) = 1. This operator has the following integral
representation (see [8]): Vf € C®(RY), vx e RY, Vi(f)(x) = fRd f(y)dux(y), where fiy is a probability measure on RY with
compact support contained in the convex hull of the orbit of x under W. Let now Ay := Z?zl Df be the Dunkl Laplacian
operator ([4], p. 156), which acts on C2(£2) (£2 a W-invariant open subset of R?) functions as

(VFX).a)  fx) = f(oa(X))>

(a, X) (a, x)2

AfR=Af0)+2 ) k(oe)(

aER

where A is the classical Laplacian operator on RY and the roots are normalized such that |Ja||2 = 2. A function u € C>™(£2),
m e N\ {0}, is called Dunkl-polyharmonic of degree m (D-polyharmonic) on £, if: Vx € 2, Af'u(x) =0. When m=1, u is
called D-harmonic. In order to study D-harmonicity on 2, we define the Dunkl-volume mean value of u relative to (x,r)
as:

. B 1
Mpu)(x) = meBO.1) fU(y)hk(r,x, Vo (y)dy,
]Rd

where x € 22, > 0 is such that B(x,1) C 2, @i (¥) :=[Tger, o, y)12%@  m(B(0, 1)) = Ja0.n @k()dy is the wy-volume
of the ball B(0,r) and hi(r, X, y) := fpa 101/ IxI2 + lyII2 — 2(x, 2))duy (2) is a kernel that we call the volume kernel. If
k=0 (in the classical case of the Laplace operator A), we have ho(r, X, y) = 1p,n(¥) and Mp(u)(x) is the usual volume

mean value of u at x on the ball B(x, r). Our first result asserts that for a function u € C2(£2), for all x € £2 and p > 0 such
that B(x, p) C £2, we have:

R r

VR=p/3, MW@ =u® + Rsz//M‘ (Agw)()tder? T4 1dr,
0

where y := ZaeR+ k(o). We then obtain the fundamental characterization that u is D-polyharmonic of degree m in 2 if
and only if it satisfies the volume mean value property. That is: for all x € 2 and p > 0 such that B(x, p) C £2, we have

m—1
VR € ]0, g] ME@)(x) =Y d()HRY Aju(),
j=0

where d(0) =1, A =1Id and d(j) = /j![[]_; 2y +d+2s))"', j > 1. As a corollary, we obtain a Liouville-type theorem:
every positive D-harmonic function on R? is a constant. As another application, we obtain a strong maximum principle for
D-harmonic functions and a generalization of the famous Harnack’s inequality: for each compact set K C §2, there exists
a universal constant Cx > 1 such that the inequality u(x) < Cxu(y) holds for all x, y € K and all nonnegative D-harmonic
function u in £2.

1. Introduction

Soient R c RY\{0} un systéme de racines (i.e. un ensemble fini tel que R N Ra = {+a} et o,R = R pour tout « € R,
o, étant la réflexion par rapport a I'hyperplan H, orthogonal & o = (1, ---,aq)), W le groupe de Coxeter-Weyl associé
(engendré par les réflexions oy, @ € R) et k: R — R, une fonction de multiplicité W-invariante. Soit D; (j=1,...,d) la
famille commutante des opérateurs de Dunkl (voir [2]) définis pour f € C'(R?) par

f&x) — foax)
(o, %)

’

Dif ()= —f(x>+ > k(@

aeRy
ot R, est un sous-systéme positif et Vj 'opérateur d’entrelacement de Dunkl, i.e. I'unique isomorphisme de C®°(R%) sur
lui-méme satisfaisant (voir [3] et [11]): Vj=1,...,d, D;Vy = Vkaixj' et V(1) = 1. Cet opérateur a la représentation intégrale
suivante (voir [8]) :
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v eCx (), vee R Vihw = [ Fmdi). (1)
Rd

oil jux est une mesure de probabilité sur RY & support compact inclus dans I'enveloppe convexe de I'orbite de x sous I'action
de W. Soit maintenant Ay := Z‘}:] D? le laplacien de Dunkl ([4] p. 156) agissant sur les fonctions de C2(£2) (£2 est un

ouvert W-invariant de R?) comme suit

AfR=AF0)+2 k(a)( )

aER

(VX)) fx) - f(Ua(X)))

(a, X) (o, x)2

oil A est le laplacien classique sur R et les racines sont normalisées de telle sorte que |«||2 = 2. Une fonction u € C2™(£2),
m e N\ {0}, est dite Dunkl-polyharmonique de degré m (D-polyharmonique) sur £2 si : Vx € £2, Ajlu(x) =0.Sim =1, u est
dite D-harmonique. A notre connaissance, jusqu’a présent, les fonctions D-harmoniques n'ont été étudiées que sur §2 = R¢
(voir [7]) et £2 =B (la boule unité ouverte de R?) (voir [6]). Dans [7], les auteurs montrent qu'une fonction u € C*°(RY) est
D-harmonique sur R si et seulement si elle vérifie la propriété de la moyenne sphérique suivante :

vxeR? vr>o0, ux) = Ms)(x) := dlk / TxU(ré)w (§)do (§), (3)

sd—1

oit do(¢§) est la mesure de surface sur la sphére unité S9! de RY, wy(x) := ]_[Ole,2+ l{er, x)|2K@) est la fonction poids
de Dunkl, d, est la constante donnée par : dy = fsd—l wp(&)do(§) et Ty est l'opérateur de translation de Dunkl,
dont l'expression est donnée ci-dessous (voir (4)). De plus (voir [9]), pour x € RY et r > 0 fixés, il existe une
unique mesure de probabilité o,if, 3 support compact telle que, pour toute fonction f € C®(R%), on a ML (fH(x) =

Jpa o ().

Rappelons que la transformation de Dunkl d'une fonction f € L'(RY, wy(x)dx) (voir [1] et [10]), est donnée par
Fp(HH(h) = fRd fX)Ep(—iA, X)wp(x)dx, A € RY, ol Ex(x,y) := Vk(e("“))(y),x,y e RY, est le noyau de Dunkl (voir [4] et
[10]), qui est analytiquement prolongeable sur C4 x C¢. On sait (voir [1]) que la transformation Fp est un isomorphisme de
S(RY) (lespace de Schwartz) sur lui-méme et son inverse est donnée par : ]-'51(f)(x) = Clz [Rd FO)Ex(ix, Moy (M)dr, x e R,

k

I
avec ¢y = fpae” 2 wr(X)dx.

Maintenant, les opérateurs de translation de Dunkl 7y, x € R? (voir [12]) sont définis sur C*°(RY) par

VyeR!, nf(y) = / Vko Tz 0V, ' (N0 dux(@) = (ViOx(Vidy [V ' (H & + )], (4)
Rd

oil Ty est l'opérateur de translation classique donné par : Txf(y) = f(x+ y). Si f € SRY), o f € S(RY) et en utilisant la
transformée de Dunkl (voir [12]), on a : 74 f(y) = ]—'El[Ek(ix, IFp(HI) (v € RY). Notons que si f € C®(RY) est radiale
(i.e. f(x)=F(J|x]])), on a la formule (voir [9])

vxeR Tf(y) = / F(/IXI2 + 112 +2(x. 2))dpay @), (5)
Rd

ol 1y est la mesure de Résler donnée dans (1). Dans la suite, on aura besoin de la relation de dualité suivante :

Proposition 1.1. Soient f € C®°(RY) et g € D(RY) (I'espace des fonctions de C*°(RY) a support compact). Alors, pour tout x € RY, on
a foa e f NEW k(MY = [za f(Y)T_xgW) i (¥)dy.

2. La propriété de moyenne volumique

Pour définir I'opérateur de moyenne volumique au sens de Dunkl, on introduit le noyau suivant.

Définition 2.1. Soit r > 0 et x, y € R%, on définit le noyau volumique hi(r, x, y) comme suit :

hi(r,x, y) == / 10,1 (\/IIXII2 + Y12 = 2(x, 2))d ey (2). (6)

Rd

Exemple 1. Pour k =0 (i.e. dans le cas classique du laplacien), on a wy =38y et ho(r,x, ¥) = 1px,r)(¥).



108 L. Gallardo, C. Rejeb / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. 1 353 (2015) 105-109

Proposition 2.2. Le noyau volumique satisfait les propriétés suivantes :

(i) pourtoutr>0etx,y € R, 0 <hy(r,x,y) <1;
(ii) pour tout x, y € RY fixés, la fonction r —> hy(r, x, y) (r > 0) est continue et croissante;
(iii) pour tout r > 0 et x € R fixés, la fonction hy(r, x,.) : y — hy(r, X, y), est a support compact et

supphi(r,x,.) C | J B(gx. 1) (7)
geWw

(iv) soit r > 0 et x € RY. Pour toute suite (¢e)e>0 C D(RY) de fonctions radiales telles que 0 < pe <letVye RY, limg_o Qe (¥) =
150.n(¥), 0na

VyeRY  h(r,xy) = lim 7@ (v); (8)

(v) pourtoutr >0etx, y € RY onahy(r,x, y) =h(r, y,x);

(vi) pour toutr>0etxcR% ona Jra hi(r, %, M (y)dy = m(B(0,1)) = d’2‘y+d , ott dmy(y) = wy(y)dy et dy est la constante
définieen (3);
(vii) soitr > 0etx, y € R% Alors, pour tout g € W,ona:
hi(r, gx, 8y) =hi(r.x, ) et (. gx, y) =h(r.x, g7 y); 9)

(viii) pour toutr > 0 et x € RY, la fonction hy(r, x, .) est semi-continue supérieurement sur R ;
(ix) soit x € RY. La famille de mesures de probabilité dn¥(y) = mhk(r, X, y)wi(y)dy, r > 0, est une approximation de la
mesure de Dirac 8y quand r — 0. Plus précisément :
(a) pour tout o > 0, limy_,¢o fl\x—y||>ot dn¥(y)=0
(b) soit f une fonction mesurable et localement bornée définie sur un ouvert W-invariant 2 C R? et soit x € §2. Si f est
continue au point x, alors lim;_, o /Rd fFdni(y) = fx).

Démonstration : Les assertions (i) et (ii) sont triviales; (iii) découle du fait que si z € suppuy, on a X112 + 1y]12 — 2(x,2) =
dew Ag(z)Hg x — y||%, ol Ag(z) = 0 et dew Ag(2) = 1. Le point (iv) résulte de la formule (5) et le point (v) dé-
coule du fait que, si f e S(RY) est radiale, on a T_yf(y) = T_y f(x). La propriété (vi) découle de (8) et de la formule
fRd wf(Yo(y)dy = f]Rd f(Mwr(y)dy, valable si f € D(RY) (voir [12]). Le point (vii) se déduit du fait que 'opérateur Vj
commute avec I'action du groupe W et (viii) découle facilement de (iv). La preuve de (ix), un peu plus technique, basée sur
la proposition 1.1, est omise.

Définition 2.3. Soit u une fonction continue sur un ouvert W-invariant £2 C RY, soit x € £2 et r > 0 tels que B(x,r) C £2. On
définit la moyenne volumique de u relative a (x,r) par

T e 1
Mg (w)(x) := me(B(0.1) /U(J’)hk(r, X, y)or(y)dy. (10)

Remarque 1. ¢ On note que d’apreés (7) le domaine d’intégration est en fait supp hy(r, x,.) C £2.

e Soit u, x et r comme dans la définition précédente. D’aprés la proposition 2.2 (propriétés (ii) et (vi)) et le théoréme de
convergence dominée, on déduit que la fonction t —> M% (u)(x) est continue sur ]0,r]. De plus, par la propriété (ix), elle
est prolongeable en une fonction continue au point t =0 et telle que Mg W) (x) = u(x).

Proposition 2.4. Soit u € C*°(RY). Alors, pour toutr > 0 et x € RY, ona

M) (x) = u(x) + /Mt (Agu)(x)tdt. (11)

Démonstration (idée) : Par la formule de Green associée au laplacien de Dunkl (voir [7]) et le fait que Tx(Agu) = Ag(txll),

on peut montrer que MtB(Aku)(x) = 21;;‘1 fsdfl %[rxu(ts)]a)k(s)da (&), puis il suffit d’'intégrer en t sur [0, r].

Théoréme 2.5. Soit u € C>(£2). Alors, pour tout x € £2 et p > 0 tels que B(x, p) C 2,0na:

YO<R<p/3, MRu@w=ux+—=— Rzyw //Mf (Agu) (x) dtr?? T4=1dr, (12)
00
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Démonstration (idée) : Si u € C*°(RY), le résultat découle de (11). Le résultat s'en déduit si u € C2(£2) en montrant qu'il
existe une suite de polynémes (p,) telle que p, converge vers u et Ayp, converge vers Aiu uniformément sur le compact

Ugew B(gx, R).

Théoréme 2.6. Soit 2 C R? un ouvert W -invariant et u € C2(£2). Alors, u est D-harmonique dans $2 si et seulement si u satisfait la
propriété de moyenne volumique, i.e., pour tout x € §2 et p > 0 tels que B(x, p) C 2,0ona:

YO<R<p/3, u@®=MFw®x. (13)

Démonstration : Le sens direct est évident. La réciproque découle de (12) et du point (ix) de la proposition 2.2. Par récurrence
sur I'entier m, en utilisant (12), on en déduit le théoréme suivant, qui inclut le cas classique si k =0.

Théoréme 2.7. Soit u € C>™(£2) et m € N*. La fonction u est D-polyharmonique de degré m sur 2 si et seulement si pour tout x € £2
et tout p > 0 tels que B(x, p) C £2,0na:

m—1
VR e ]0, g] MR w)(x) = ;d(j)szA,{u(x),

oud(0) =1, A0 =Idetd(j) = 2/ jI[[_, @y +d +25) 7", j > 1.
3. Applications

Soit u une fonction D-harmonique positive sur R? et x € R? fixé. En utilisant la propriété de la moyenne volumique,

pour tout R > [lx||, ona 0 <u(x) < %u(m = 22r+dy(0). Ceci montre que u est bornée. Par le théoréme de Liouville

(voir [5]), on en déduit le résultat suivant.
Proposition 3.1. Toute fonction D-harmonique minorée (resp. majorée) sur RY est constante.

Théoréme 3.2. Soit $2 C RY un ouvert connexe et W -invariant. Pour tout compact K C £2, il existe une constante Cx > 1 telle que
pour toute fonction u D-harmonique positive dans 2, on ait

supu < Cginfu.
K K

Démonstration (idée) : Soit x € £2 et r > 0. Si X1, X2 € B(x, 1), on peut montrer que hi(r, X2, y) < hg(4r,x1,y) (y € RY). Si
de plus B(x,13r) C £2, il existe une constante C > 1 telle que pour toute fonction u D-harmonique positive sur £2, on a
u(x2) < Cu(xq). En suivant alors la démarche de la preuve de I'inégalité de Harnack classique, on obtient le résultat.

En appliquant le théoréme précédent, on déduit le principe du maximum fort suivant.

Théoréme 3.3. Soit 2 C R? un ouvert connexe et W -invariant et soit u une fonction D-harmonique sur £2. Si u atteint son maximum
sur £2, alors u est constante.

Application : Si, de plus, £2 est borné, toute solution du probléme de Dirichlet pour I'opérateur Ay sur §2, est unique.
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