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PINCEMENT SUR LE SPECTRE ET LE VOLUME
EN COURBURE DE RICCI POSITIVE

PAR ERWANN AUBRY !

RESUME. — Nous montrons qu’une variété riemannienne compléte de dimensida courbureRic >
n — 1 et dont lan-ieme valeur propre est proche deest Gromov—Hausdorff proche d&8", can) et
difffomorphe &". Ce résultat étend de maniére optimale un résultat de P. Petersen [Invent. Math. 138
(1999) 1] (au passage nous comblons le trou annoncé par l'auteur dans I'erratum [Invent. Math. 155
(2004) 223]). Nous montrons également qu’une variété vérifiant I'inégRlit€= n — 1 et de volume
proche de% est difffomorphe a un quotient isométrigsie/w1 (M) et Gromov—Hausdorff proche
de la métrique de courbure Ceci améliore des résultats de T. Colding [Invent. Math. 124 (1996) 175] et
T. Yamaguchi [Math. Ann. 284 (1989) 423].
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ABSTRACT. — We shall show that a complete Riemannian manifold of dimensigith Ric > n — 1 and
its n-st eigenvalue close to is both Gromov—Hausdorff close and diffeomorphic to the standard sphere.
This extends, in an optimal way, a result of P. Petersen [Invent. Math. 138 (1999) 1] (as a by-product, we
fill a gap stated in the erratum [Invent. Math. 155 (2004) 223]). We shall also show that a manifold with
Ric = n — 1 and volume close te#% is both Gromov—Hausdorff close and diffeomorphic to a space
form S™ /71 (M). This extends results of T. Colding [Invent. Math. 124 (1996) 175] and T. Yamaguchi
[Math. Ann. 284 (1989) 423].
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1. Introduction

Dans cet articleM désigne par défaut une variété riemannienne compléte de dimension
et de courbure de Ricdic > (n — 1). Dans I'ensemble de ces variétés, la spt#rgmunie
de sa métrique canonique) est un point extrémal pour de nhombreux invariants riemanniens. Des
théorémes de comparaison classiques dus a S. Myers, R. Bishop, A. Lichnerowicz, S. Cheng et
M. Obata (voir par exemple [20]) astreignent les variétés de cet ensemble a \[&rifiel/ <
DiamS™ = 7 (etdoncM est compacte)r; (M) estfini,Vol M < VolS™, Rad M < RadS" ==
(ouRad désigne leayon couvranti.e. le rayon de la plus petite boule géodésique qui recouvre
toute la variété) \; (M) > A (S") =n (000 = Ag(M) < A1 (M) < A2(M) < --- désigne le
spectre du laplacien sur la variété, compté avec multiplicité). De plus, si I'égalité est réalisée
dans une de ces inégalités, alors la varigtést isométrique a la sphere canonitie(auquel
cas,n est une valeur propre deg de multiplicitén + 1).

Au vu de ces faits, il est naturel de rechercher les propriétés (topologiques, différen-
tiables ou métriques) dB™ qui sont conservées par les variétés riemanniennes de courbure

1 Travaux en partie financés par la bourse FNRS Sui%2@-h01469.
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Ric = n — 1 pour lesquelles 'un des invariants riemanniens considérés plus haut prend une
valeur suffisamment proche de sa valeur extrémale. Ce genre de problémes de stabilité est doré-
navant classique lorsqu’on suppose en plus que la courbure sectionnelle des variétés considérées
reste minorée par une constante fixée. La recherche d’analogues a ces résultats lorsque seule la
courbure de Ricci est supposée minorée est encouragée par le célébre résultat de Gromov qui
impligue que I'ensemble des variétés riemanniennes complétes de courbure de Ricci minorée
par (n — 1) est précompact pour la distance de Gromov—Hausdorff (nous renvoyons le lecteur
a [12,20] pour la définition et les propriétés usuelles de la distance de Gromov—Hausdorff sur
I'ensemble des variétés riemanniennes compléetes), et connait un essort récent grace aux travaux
pionniers de G. Perelman [18], T. Colding et J. Cheeger [8,9,6,7].

Dans [8,9], Colding montre que les trois conditions suivantes sont équivalentes (toujours sous
'hypothéseRic >n — 1) :

(1) Vol M est proche d&/olS",

(2) Rad M est proche de,

(3) M est Gromov—Hausdorff proche ¢8", can).

P. Petersen a par la suite prouvé que la conditiynest équivalente a ce que les+ 1
premieres valeurs propres (non nulles) du laplaciedfsoient proches de (voir [16]). De
plus, ces quatre conditions impliquent gueest difféomorphe &”, d'aprés le résultat suivant.

THEOREME (J. Cheeger et T. Colding [6]). -SoientK un réel fixé e{M}, g,) ,en Une suite
de varietés riemanniennes completes vérifian,, > K et qui converge au sens de Gromov—
Hausdorff vers une variété riemannienffd’. , g) compactdde méme dimensiprAlors M, est
diffomorphe a\/,, pour p assez grand.

Le but de cet article est de démontrer trois résultats de stabilité nouveaux. Le premier est une
version optimisée (et quantitative) du résultat énoncé dans [16].

THEOREME 1. — Soit (M™,g) une variété riemannienne compléte de courbure de Ricci
minorée parn — 1. Il existe des constantesn) > 0, S(n) > 0 et C(n) > 0 telles que si les
n premieres valeurs propres non nulles du laplacienMesont inférieures & + ¢(n) alors la
distance de Gromov—Hausdorff enfié et M est majorée pa€'(n)(\, —n)?"™) et M estdonc
difféfomorphe &".

Remarquons que nous ne demandons que le contrble gesmiéres valeurs propres non
nulles dans cet énoncé. De plus, dans notre schéma de preuve, une approximation de Hausdorff
a valeur dan§$” est explicitement construite, ce qui rend calculable la vadéuy & partir de
laquelle elle existe.

Remarque— Le théoréme 1 est optimal en ce qui concerne la premiére conclusion, puisqu’on
construit dans cet article une suite de métriggesurS™ telle queRic(gr) > n—1, \i(gx) — n
pourl <i<n—1 ettelle que la suit€S™, g5 ) tende (en distance de Gromov—Hausdorff) vers
la demi-sphére de dimension— 1 munie de sa métrique canonique. En revanche, le probléeme
de savoir & partir de quelle valely I'hypothése), (M) < n(1 + €(n)) implique que la variété
M™ est difffomorphe &™ est encore un probléme ouvert (il résulte du théoréme 1 et de contre-
exemples dus a M. Anderson [1] et Y. Otsu [15] que cette valeur est comprise atitug.

Notons que J. Bertrand démontre dans [4] quekigsemiéres valeurs propres non nulles de
M sont proches de si et seulement s'il existe une partie 8i& Hausdorff proche d&*—!. De
ceci et du théoreme 1 découle le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2. —Il existe des constantegn) > 0, 5(n) > 0 etC'(n) > 0 telles que, siM/
contient une partied qui, munie de la distance induite, est a distance de Gromov—Hausdorff
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de (S"~1, can) inférieure ae < €(n), alors M est difféomorphe &" et M est a distance de
Gromov-Hausdorff d8" inférieure aC(n)el™).

Remarque— Ce corollaire est encore valable s'il existe une paftide M qui est Gromov—
Hausdorff proche du sous-ensemil¢e,,...,+e,} deS™ (ou (eq,...,e,11) €St Une base
orthonormée d&"*1).

Avant d’énoncer les autres résultats principaux de cet article, rappelons que le volume d’'une
variété M de courburdRic > n — 1 est majoré palWolS™/#m1 (M), I'égalité étant atteinte si
et seulement sty (M) est un sous-groupe (fini) de(n + 1) agissant librement si@" et si la
variété riemannienn@/ est I'espace quotien8”, can)/m (M) (résultat obtenu en appliquant
au revétement universel riemannien @g”, g) les théorémes de R. Bishop et de S. Cheng
cités plus haut; voir [20]). De méme, 31 est non orientable, alors son volume est majoré par
Vol(S™, can) /2, I'égalité étant atteinte si et seulement si la dimensia@st paire ef\/ = P"R.

Dans le cas o/ est de volume presque maximal, hous prouvons les deux résultats suivants
(notons que le second améliore a la fois un résultat de T. Colding [8], qui ne traite que le cas ou
le volume deM est proche de celui d&*, et un résultat de T. Yamaguchi [22] qui suppose de
plus que la courbure sectionnelle 8i£ est minorée par une constanté?).

THEOREME 3. — Il existe des constantegn) > 0, 5(n) > 0 et C(n) > 0 telles que, siM
est non simplement-connexe et vérifid M > YoLE™ (1 — ¢(n)), alors la distance de Gromov—
Hausdorff entreM etP™(R) est majorée par

VolS™

B(n)
C(n) < — Vol M) et M estdiffefomorphe 8" (R).

On remarquera que ce résultat s’applique au cas non-orientable et que, dans ce cas, la
conclusion est que est pair,M est difffomorphe &"(R) et Gromov—Hausdorff proche de
P™(R). Dans le cas ou le groupe fondamental est de cardinal quelconque, on a le résultat suivant.

THEOREME 4. — Soitk € N*. Il existe des constantesn, k) > 0, 3(n) >0 etC(n) >0
telles que siM vérifie:

Vol S™

Vol M > (1—e(n,k)) et #m(M)>k,

alors 71 (M) est un sous-group@le cardinalk) de O(n + 1) agissant librement su$”, la dis-
tance de Gromov-—Hausdorff entreM et S"/m (M) est majorée par
C(n)[¥oL5™ — Vol M]P(™) et M est difféomorphe & 'espace quotigiit/m; (M).

En remarquant que tout quotient de la sphére canonique par un groupe d’isométries non trivial
(agissant liborement su8™) est de diamétre majoré pd, on obtient, en courbure de Ricci
minorée parn — 1, le corollaire suivant.

COROLLAIRE 5. Il existe des constantegn) > 0 et d(n) > 0 telles que siM vérifie les
deux inégalités

Vol M > VO;S

(1-06(n)) et DiamM}%—l—e(n),

alors M est simplement connexe.

Dans [7], les auteurs démontrent que la fonctionnalae valeur propre est continue pour
la distance de Gromov—Hausdorff sur I'ensemble des variétés riemanniennes complétes de
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dimensionn, de diamétre majoré pdp et de courbure de Ricci minorée patn — 1). Comme
les espaces modeléS™, can)/m (M) obtenus sous les hypothéses du théoréme 4 sont en
nombre fini, on en déduit 'amélioration suivante du théoreme de Lichnerowicz.

COROLLAIRE 6.—Soientk > 2 et p des entiers et > 0 un réel. Il existe une constante
n(e,n, k,p) > 0 telle que siM vérifie:

n
Vol M > VolS

(1 - n(e,n,k,p)) et #m(M)>k,

alors \;(M™, g) > (1 — €)Ai((S", can)/m1 (M) = 2n(1 — €) pour touti < p (voir [13] pour un
calcul du spectre des variétés de courbure constante éghle a

En particulier, on en déduit un énoncé équivalent au corollaire 5 ot I'hypothése sur le diamétre
est remplacée par I'hypothesde < 2n(1 — e(n)).

Il découle des arguments utilisés dans la démonstration de notre théoréme 4 une autre
amélioration des théorémes de Lichnerowicz et de Myers ou le pincement requis sur le volume
ne dépend pas dér (M).

COROLLAIRE 7. —Il existe une constanign) > 0 telle que siM est non simplement connexe
alors:

M) > n( PG o),
Diam M < (7 — 6(n)) {2 - W} .

Remarque— La démonstration de ce dernier corollaire est plus simple que celle du résultat de
[7] utilisé pour le corollaire 6. Toutefois la conclusion est plus décevante car les bornes obtenues
sont a priori trés éloignées des valeurs réalisées par les espaces modéles du théoreme 4. Les
corollaires 6 et 7 améliorent I'inégalité de Lichnerowicz dans le cas de variétés de courbure de
Ricci minorée pan — 1, non simplement connexes et de volume presque maximal. On peut se
demander si le pincement sur le volume est vraiment nécessaire pour qu’une telle amélioration de
I'inégalité de Lichnerowicz ait lieu (il est troublant de constater que les seuls exemples connus de
variétés de courbure de Ricci minorée par 1 et de); proche dex sont simplement connexes;;
voir [1,15]).

PLAN DE L'ARTICLE : Dans la section 2 nous établissons les estimées analytiques sur les
fonctions propres dé/ nécessaires a nos démonstrations, dans la section 3 nous nous plagons
dans le cas o/ admetn + 1 valeurs propres proches deet, en suivant [11,16], nous
construisons a l'aide de ces fonctions propres une approximation de Hauddbeff\/ dans
S™ de degrét+1 (nous prouvons ce dernier fait, qui manquait dans [16]; voir I'erratum [17]).
Cependant, notre méthode de preuve s'appuiera sur des arguments différents de ceux proposés
dans [11,16]. Dans la section 4, nous montrons qu’un sous-groupe fini d'isométiésadeet
une action isométrique s qui rend® équivariante et que, si la premiére action est libre,
alors la seconde I'est aussi. Dans la section 5, nous donnons la preuve des théorémes 3 et 4 et du
corollaire 7. Pour cela, nous montrons que nos variétés sont Hausdorff proches d’un quotient de
la sphére par un groupe fini d’isométries, mais pour pouvoir conclure, il faut toutefois montrer
que ce quotient est une variété non singuliere. Pour ce point délicat, T. Yamaguchi utilise dans
[22] une hypothese supplémentaire de minoration de la courbure sectionnelle, qui implique une
minoration de la systole d&/. Nous nous passons de cette hypothése gréace au résultat de la
section 4 (quant a la technigue de T. Colding pour traiter leicasO du théoréme 4, elle
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utilise de maniére essentielle le fait que I'espace modéle est dans ce cas de rayon epuvrant
cette technique ne peut pas s’adapter trivialement pour démontrer le théoréme 4). En section 6
nous prouvons le théoréme 1 et décrivons en section 7 la famille de contre-exemples qui prouve
I'optimalité du théoréme 1.

2. Valeurs propres proches de: et fonctions propres associées
Fibré augmenté de E. Ruh [19]

Notons E — M le fibré vectoriel obtenu comme somme de Withneyld¥e et d'un fibré
trivial en droite (on noterd& = T'M @ Re). Le produit scalaire et la connexion linéaire suivants
munissentr d’'une structure de fibré riemannien :

(X +fe,Y +he)p=g(X,Y)+ fh
DE(X + fe)=DY X+ fZ+ (df(Z)—9(Z,X)).e
ou on a notgy la métrique de\f et DM sa connexion de Levi-Civita.

Remarque— Le fibré normal d&™ dansR™*! est un fibré trivial en droites dont la somme
de Withney aved’’'S™, munie de la métriqgue décrite plus haut n'est autre que le fibré trivial
E =8" x (R"*!, can). Rappelons que les fonctions propresstieassociées a la valeur propre
sont de la formef (x) = (u, z)gn+1, OUu est un vecteur quelconque B& 1. Notonse(z) =z ;
alors la correspondange— V f + f.e = u donne une identification naturelle entre I'espace des
fonctions propres associées a la valeur propoe S™ et les sections paralléles du fibFg On
va montrer dans la suite que cette correspondance se généralise a toutes les variétés de courbure
de Ricci presque minorée par— 1 : le laplacien deM sur les fonctions aura autant de valeurs
propres proches de que le laplacien bruA? sur E aura de valeurs propres proches (e
(proposition 10) et les sections diede la formeV f + fe, ou f est une fonction propre associée a
une valeur propre proche deseront presque «paralléles» (lemme 11). Inversement les fonctions
de la forme(S, e) g, ol lesS sont des sections propres associées a de petites valeurs propres
seront presque des fonctions propres associées a des valeurs propres praches de

Opérateur Agpn

Dans la suitepn noten la projection orthogonale de&Z sur son sous-fibrd'M et A la
symeétrie orthogonale d’hyperpldhi)/. On définit un champ d’endomorphismes symétriques sur
E en posantRic’(S) = Ricp (7(S)) — (n — 1)m(S). On notera par la suite)\y,;, I'opérateur
AF 1+ Ric.

SectionsSy =V f + fe

Le lemme suivant sera fondamental pour relier les fonctions proprisaex sections propres
deAF,

LEMME 8.— Soit f: M — R telle queAf = Af. On poseSy = Vf + f.e, on a alors la
relation Agpn (Sf) = (A —n)A(Sy).

Preuve — Un calcul direct donne :
ANE(S)(x) =Dy Vf—-Vf+nfe—Afe,
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ou A, estle laplacien brut d& M. Enfin, 'opérateur ,, + Ricy, n'est autre que I'opérateur
de HodgeA g sur les champs de vecteurs, qui commute aved’ou la relation annoncée.

Correspondance fonctions/sections propres

Nous aurons besoin d’'une minoration de la premiére valeur prapreu laplacien de
Hodge sur lesl-formes deM . L'inégalité suivante découle d’'une variante de la méthode de
Lichnerowicz. Nous en donnons une preuve succincte.

LEMME 9. — Soit M vérifiantRic > n — 1; alors \} (M) > n (respectivement la premiére
valeur propre du laplacien de Hodge, restreint alxformes co-fermées est minorée par
2(n—1)).

Preuve — Soita € A*(M). En décomposant orthogonaleméd en partie antisymétrique

do partie symétri i laite btient Dal2 > ldel’ | 6)? E
5 P ymétrique sans trace et partie scalaitg g, on obtient Da|* > =5~ + = En
intégrant la formule de Bochner on obtient :

ldad? o3
2

(Aa,a)=||D04||§+/RiC(0¢,06)> +(n—1)all3.

M

Sida =0, alors||da|3 = (A, @) etdonc(Aa, ) = n|al|?. Sida =0, alors||da||? = (A, )
etdonc(Aa,a) =2(n—1)|al®>. O

Nous en déduisons la proposition suivante, qui affirme queA” et Ay, ont le méme
nombre de petites valeurs propres.

PrRoPOSITION 10. — Il existe des constantes (n) > a(n) > 0 (explicitement calculablgs
telles que, siVf est une variété compléte vérifiaRtc > n — 1, alors:
() Ans2(M) =1+ a/(n) €t hna(Dapn) > Ans2(BP) > o/ (n).
(i) Pour tout entierk, 0 < A (AF) < Ap(Dgpn) < (Ae(M) —n).
Réciproquement, si, (AF) < a(n) alors

Ak(M) < n+200n°\/ A (AF).

Preuve — La premiére série d’inégalités annoncée en (ii) découle directement de la positivité
du potentieRic’, du lemme 8 et du principe du min—max.

Pour finir de démontrer (ji), notor(s; )1 <;<x une familleL2-orthonormée de sections propres
(associées auk premiéres valeurs propres) de”. Notons€ I'espace vectoriel engendré par
les sectiongS;)1<i<k, Muni du produit scalaird.? de E, et F = ¥(€), ot ¥(S) = (S,e)r
(notons queF est engendré par les fonctiofis= (S;, e) g). Nous allons conclure en appliquant
le principe du min—-max & :

— Les fonctions deF sont d'intégrale nulle cai\? est auto-adjointA e = n.e (lemme 8,

aveCf = ].), ZE(SZ) =\;S; et )\ 7é n, d'oll m fM fz = ﬁ fM(S“e>E =0.

— WU est une application injective, et dotf€ est un espace de fonctions de dimension
siSeKer¥n¢&, alorsS =X eT(M) et|DES|2 < an)||S|% < |S||3. Or DEX =
DY X — g(X,Y)e, etdonc| D”S|3 = [ DMX |3 + [ X3 > | X|33 = | S|13. On en déduit
quesS =0.

— Il ne reste plus qu’'a montrer que le quotient de Rayleigh des fonctiaAsast presque plus
petit quen. Soit doncf € F\ {0}. Il existe donax € A (M) tel queS = a* + f.e € £, ce
qui donne :
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HDMa# + fIdrar — (df — a).eHi
= [|DZS|5 < M (BE) 813 = M (BE) (llal3 + [1£13).
Dont on déduit les deux inégalités suivantes :
1D e+ fall; < Ak (B7) (a3 +11£13),
ldf — all3 < X (A7) (3 + [1£13)-

La deuxiéme de ces inégalités donne I'inégalité :

< )\k(ZE) <1+ |Oé||2)'

[1£1l2
On est donc ramené a montrer que le rappati2 /|| f||2 est presque majoré par Or, en
procédant comme dans la démonstration du lemme 9 :

ldfllz [l
1l W £l

]
=

o3

2
. <[[DMa+ falls < M (BE) (o3 + 11£13)-
2

On en déduit :

(A, a) = [[dar]|3 + |03

<502\ A (BF) ([ll3 + 1F13) + (1+ /A (BE))n?| 13-

Enfin, d’aprés le lemme 9, on(@\«, ) > n|jal|3. En combinant les deux derniéres inégalités,

on obtient|a||3 < (1+12n4/ M\ (AE))n|| f||3, dés quev(n) < ===, ce qui permet de conclure :

= 36nt?
(i) sera démontré pour I'opératedr” dans la section suivante. Pour les autres opérateurs,
cela découle alors de (ii). O

Remarque— On pourrait renforcer I'analogie avec le cas $ie décrit précédemment en
montrant que, sif est une combinaison linéaire des fonctions propres/dassociées a des
valeurs propres proches de alors Sy estL2-proche d’'une combinaison linéaire des sections
propres de\” associées a de petites valeurs propres (la réciproque est aussi vraie en remplacant
fr—SyparS— (S,e)g).

Estimées sur les fonctions propres

Soit(v/n + 1. f;)1<i<k une familleL2-orthonormée de fonctions propresideassociées a des
valeurs propre§ < A\; <--- < A\, < n+ e. On lui associe la famillé.?-orthogonalg(S; )1 <i<k
de sections du fibré& définies parS; = V f; + f;e. On obtient alors les estimées analytiques et
géomeétriques suivantes.

LEMME 11. - Il existe des constantegn) > 0 etC(n) > 0 (explicitement calculabl@selles
que siM vérifie \;, < n + ¢ (avece < a(n)), alors:
(M) 11327 @iSillee < (14 C(n)VE) | 3, @iSill2, pour tout(a;) € RF.
(i) Il existe un sous-ensembld/. de M tel que: VolM, > (1 — C(n)e'/*) Vol M
1(Si(2),Sj(x)) g — ;] < C(n)e'/* pour toutr € M, et tout couple(i, j).

Remarque— Si la famille(S;)1 <<k €st une familleL2-orthonormée de sections propres d’'un
opérateur A¥ + V a potentiel V positif associées a des valeurs propres

ANNALES SCIENTIFIQUES DE LECOLE NORMALE SUPERIEURE



394 E. AUBRY

M(AF+V) < < M(AP 4+ V) < e (avece < a(n)), alors les propriétés (i) et (i) sont encore
valables (la preuve qui suit s’adapte facilement).

Preuve — D’apres le lemme 8, la famille de secticm;t A’”fl S;) estL?-orthonormée et vérifie

AgpnSi = (A — n)A(S;) pour tout indices < k. SoientE), I'espace vectoriel engendré par
(Si)1<i<k €L A =suppge g\ (oy 11lp/l1S]l2, oup €]1, +00].

Soit S € E \ {0}; posonsu = /|S|? 4 €2 poure > 0. Une technique & la Kato nous donne
l'inégalité :
(DS, S) e

1 _
< 5A|S|2 +|DS|? = (AF5,S) L < (DspnS, S) B < | AgpnS|u.

1 1
ulAu = EAuZ + |dul? = §A|S|2 +

On en déduit que, pour tout réet> 1/2 :

2

@) |2 = 2 [(wauuz—2 <
2 2p—1 =2
M

— [12anSllzpllullz; ]

En appliquant I'inégalité de Sobol@f\\%” < C(n)||df||3+ ||f]|3 donnée par [14] & la fonction
uP et en faisant tendrevers 0, on obnent

151 2 < \/IIAsphS\IszISII% LSl

\/_

(cette inégalité reste valable en dimensoen remplacant par4). Or Ej. est un espace stable
par AAg,, et A est une isométrie, on a donc :

||AsphSH2p = HAAsphS”% < A2p||AA8phSH2 < A2p()‘k - ”)”5”2

On en déduit linégalitt Az. < (1 + JHE(\ — n)l/2)V/r4y, et donc

V2p—1
Ao <TI3Z,(1+ \/%()\k —n)Y/2)1/»" en posant = iay- Enfin, en utilisant la conca-

vité de la fonctioriog, on obtientA,, < (14 C(n)/e).
Nous allons maintenant prouver que l'inégalité (i) implique la propriété (ii). Pogdpns
I'ensemble des points € M ou :
2 2
|Si(z) +S(2)|, =2(1— ), [Si(x) = S;(x)|, = 2(1 — €4,
|Si(2)|2 =14 Vi<,

D'apres (i) (et en posait=>",_.|S; + S;|% +1S: — S;|% + >, 21S:|%)

i<j
VOIM/ VOIM V lM
M\ M.
VolM
ST ONERETRIEETED BRIy
1<J
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max [||5; + 512, 115 — S5llZ0, 211512, ]

1<i<j<k

2 Vol M,
+ (K* —1) (1 V01M>

+2<1 . V01M€><1_61/4)

Vol M
<2R2(1 4 Cn)e) Yo e
+ [2(k2 — 1) (1 + C(n)\/E) + 2(1 _ 61/4)} (1 _ \\//(())11]\1\4j>

. ‘ / , .
On en déduityile > 1 — fjg%i; >1—k2C(n)e'/*, poure < a(k,n) assez petit. D’aprés

(i), on a pour toutr € M, ettouti # j :

(S:(a), 8 (2)) | = |21+ 5i(@)] ;\Si(w) — ()|
LAY O(”)\/Z) —201 - C'(n)e'/1.

De méme|||S;(z)||% — 1| < C’(n)e'/*. Supposong > n + 1 : en appliquant ce qui précéde a
la famille (S;)1<i<n+2, ON obtient que(S;, S;) — d;;| < C(n)e/* sur M. Mais alors, il existe
au moins un point de M ou la famille(S;(x))1<i<n+2 €St de rang + 2, ce qui est impossible
carE estde rang + 1. On en déduit d’'abord que< n + 1 (et donc le (i) de la proposition 10),
puis la propriété (ii) annoncée.O

3. Variétés admettantn + 1 petites valeurs propres

Dans cette section nous étudions les variétés complétes véRfiapt (n — 1) et A\, 11 <n+
a(n). Fixons une famillg(v/n +1.f;), <;<,,,, L*-orthonormée de fonctions propres associées
aux valeurs propres < A1 < --- < Ap11 < n + € et considérons I'application :

(1) ®: M —S"—R"!

'_> m(fl(z)7afn+l($))

Nous démontrons dans cette section la proposition suivante.

x

PrRoOPOSITION 12. — |l existe des constantes(n) > 0 et C(n) > 0 (explicitement calcu-
lableg telles que siM est une variété compléte qui vériliéc > (n — 1) et A\,,11 < n + e (pour
e < a(n)); alors:

Vol M > (1 — C(n)eT ) Vol S

et I'application ® est une approximation de Hausdorff a valeur d&@fsde degré+1. Plus
précisément, pour tout couple de poifisy) de M, on a:

|ds (®(2), D(y)) — das (,9)] < C(n)eimiDs.

Remarque— Notre schéma de preuve est une adaptation de celui de P. Petersen dans [16] (voir
aussi [2]). Toutefois, nous corrigeons I'erreur faite par P. Petersen sur le calcul du defré de
(voir I'erratum [17]) ce qui est indispensable pour notre démonstration des résultats annoncés
en introduction. Pour la démonstration du fait ghi@st une approximation de Hausdorff, nous
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renvoyons a l'article [16] de P. Petersen (noter que d'aprés ce quids@st surjective). On

pourra regarder aussi [3], ou la méme propriété est démontrée sous des hypothéses de pincement
intégral de la courbure de Ricci passant saus 1 et la forme du majorant de la distance de
Gromov—Hausdorff est explicitement calculée.

® est bien définie sous nos hypothéeses

Cela découle du lemme suivant.

LEmMME 13. -l existe des constantegn) > 0 etC(n) > 0 (explicitement calculabl@selles
1
que i\, 41 < n + e (avece < a(n)), ona: | 1 2 — 1] < C(n)e?mi .

Preuve — Soitz, un point quelconque d&/. En appliquant le lemme 11 aveg = f;(zo),
on obtient :

n+1 2 n+1 2
<Z fL(J?O)fL> + (Z ft(l‘o)VfL>

i=1
2 n+1

(L1+C(n Zfza'o

n+1

Zfz xO

On en deéduit que la fonctionh = E"“ f? vérifie les inégalités ||h||; = 1,
[Ihlloo < (14 C'(n)y/€) et|dh]l < C'(n). Le résultat annoncé découle alors d'un second
lemme. O

<(1+C(n)

LEMME 14.-Soient(M™,g) compacte et vérifianRic > 0 et h: M — R une fonction
lipschitzienne alors, pour tout point x dé/, on a:

. n/(n+1) 1/( n+1)
[7|(z) > [|hl|oc — 2(Diam M ||dh| ) (17l = lIRll1)

Preuve — On peut suppos#lhlll > 0. Soitz € M :

I =z [ 1M+ e )
B(z,n) M\B(z,n)

Vol B(x, 1) Vol B(z,7)
< _ YOLDRL ) .

On en déduit quel|h|e — [|A]; = Y&BED (h) o, — |A(z)| — [|dh]wn). Posonsy =

Vol M
W > 0. Le théoréme de Bishop—Gromov donne alors :

1B]loe — [|2]|1 = (I1Bllo — |R(z)])" ]
00 12 2n+1||dh||n, (Diam M )"

Calcul de d®

Soitx un point de)M ; alorsd, ® est une application d&, M dansly(,)S" C R"*1, On note
td,® I'application transposée d& ® vu comme une application dé, M, g,.) dansR™*! muni
de son produit scalaire canonique, qu'on noterag.+1. Si (¢;)1<i<n+1 €St la base canonique
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deR™*! alors

— T 0n VS Si— 8T 25,

tdx(I)(e’:‘i) = (Z] f]2)1/2 - (Ej f]2 1/2 )

ou on a posé

o
=T e

(TM est vu comme un sous-fibré d8. En particulier, pour dansly,)S" (= ®(z)*), ona

n+1
Zz 1 Uzsz

td, ®(v) = (ij?)l/Q

® est presque contractante

Les lemmes 11 et 13 nous donnent alors le résultat suivant.

LEMME 15.— SiM vérifieRic > n — 1 etsi),41 <n+ e (avece < a(n)), alors ||d®|| - <
1+ C’(n)e2<"1+1> .
Si M est orientable, alorsdeg ® = +1

Soientz un point deM et (X;) une base orthonormée directe’fg\V/. Pour toutz € M, on
munit £, de I'orientation induite pa¥f'M (i.e. telle que(f(i)lgignﬂ =(X4,...,Xn,€)soitune
base directe d&,). On noteL, : R"*! — E, I'application définie par,(v) = Zf*ll v;.9; ()
et h(z) = det L, (le déterminant étant calculé relativement a des bases orthonormées directes
des espaces de départ et d’arrivée). En calcilatdns une base orthonormée directéRde !
de la forme(ey, ..., e,, ®(x)), on obtient :

(n+1)/2
- (Z ff@)) det d,P.
J

Commengons par estiméh||,. On a||h||2, < (1 + C(n)y/€) carh?(z) < |L,|*" et d'aprés le
lemme 11(i),ona:

n+1 2

g /Ul 7

pour toutv € R**1, Par ailleurs, pour tout couple, v) de vecteurs d&”+!, ona:
‘<th o L,(u), v>Rn+1 — (U, V)gn+1 ‘

’U] SZ,S (2])

}Lw(v)‘ <(14+C(n) < (T+Cn)ve)|vl3

R'n+1 I}

2

< Hg?XI (S5, 85) & = dij [ullgns 0| rnsa

etdonc, d'aprés le lemme 11(ii): L, o L, — Idz,, s~ || < C(n)e'/*, pour tout pointz du sous-
ensemblé\/,, i.e.|h?(z) — 1| < C(p,n)e*/* sur M,. On obtient alors I'estimée :
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2_
’VOIM 4 1’

Vol M, 5
\W/ ]+ (1- S ) st =)

< C(n)el/4.

Pour obtenir le degré dé, c’est I’intégralem fM h que I'on doit estimer. Nous allons
utiliser l'inégalité de Poincaré pour montrer que la moyenné @st proche de sa normie.
Pour cela, il faut montrer que la nornié dedh est petite :

En prenant la base canonique Bet! comme base orthonormée au depart, et une base
orthonormée directe quelconqu&;(x)) de E, a l'arrivée, on obtient(z) = det((X;, S;) ).
Soientz un point donné de\/, X € T, M et~x la géodésique passant paavec le vecteur
vitesseX. On note(X;) le repere transporté parallélement le long-de de (X;(x)). Alors
dh(X)=X. (det((Xl,S VE)ij) est égal a:

(X1,81) ... (X1,DES)) ... (X1,Sn.41)
n+1

Z det
j=1

(Xnt1,81) - (X1, DES)) oo (Xng1, Snga)

Dot |d,.h(X)| < C(n) max; ||S;||”, max; | DE S;(z)|z. Le lemme 11(i), donne donc :

1 1 2
2 2 < Eg. <
lldhl5 = ) /|dh| \C(n)m;fix ) /‘D SZ| (z) < C(n)e,
M

la derniére inégalité découle de la preuve du lemme 10(ii).
Or Ay > n et doncO < [|hl13 — (a7 Jos P)? < C(n)e. On déduit donc de I'estimée
précédente sufhl||3 que :

2
1—C’(n)61/4< ( h) <1+C(n)el/4.

Vol M
M

Pour conclure, on aeg® VolS" = [, detd® = [, (>, f2)~"*1/2h. Le lemme 13 et la

majoration de||h||., donnent alorg|deg ®|y2A5" — 1] < C(n)e7m7 . Commedeg & est un

entier et quévol M < VolS™, on obtientdeg ® = +1 et Vol M > Vol S™(1 — O(n)e2<nl+1> ).

SiA4+1(M) < n—+e(n) alors M est orientable

Si M™ est non-orientable, on construit I'applicatich a partir des fonctions propres
(fl)1<1<n+1 et on noter: M — M le revétement riemannien orientable dé. Soit ® —
dom: M — S On adeg, o= deg, Pdegy m=0 (ot deg, désigne le degré modulo 2), et donc
d est de degré orientable pair. Cependénf”, §) vérifie aussiRic > (n — 1) et les fonctions
f; = f; o sont des fonctions propres dM” J) associées aux mémes valeurs propresOn
en déduit que I'applicatio@ n'est autre que celle étudiée ehpassociée a la variét(éﬁg) et
aux fonctions propreg;. & doit donc étre de degré1, ce qui est contradictoire.
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4. Equivariance de®

Nous allons exhiber, sous les hypothéses de la section 3, un morphisme du Groupé
des isométries d&/ dans le group®,,,1(R) des isométries d&™ pour lequel I'applicationd
est équivariante.

Soientf une fonction propred f = Af) eto une isométrie de la variéfdd . Alors A(foo) =
A(f o o). En particulier, si on suppose que'n + 1. f;)1<i<x €St une base de I'espace de toutes
les fonctions propres associées aux valeurs propre¥ deférieures a un réek donné, alors
il existe une matriced? de M,(R) telle que pour tout indice, on ait f; o o = >, A7, f;.

De plus, commer préserve le volume riemannien, on;fég'—l = ﬁ Sy fioo.fjoodvg =

> A% AS ,,fjr’l. On en déduit que — A? est un morphisme de groupe B®em M a valeur
dansOy(R).

Dans le cas particulier ol vérifie Ric > (n — 1) et A\,+1 < n + ¢, le choix d’'une famille
(Vn+1.fi)1<i<nt1 L?-orthonormée de fonctions propres associées @aux 1 premiéres
valeurs propres non nulles dg induit un morphisme désom M a valeurs dan®(n + 1)
(d’apres le lemme 10(i)) tel qué(o(z)) = A°(®(z)) pour toute isométrie. L'outil central de

la démonstration des théorémes 3 et 4 est le lemme suivant.

LEMME 16.— SoientM une variété compléte vérifialtic > n — 1 et A\, 11 <n + € (pour
e < an)), etd: M — S™ I'application définie dans la SectioB On se donne de plu§ un
groupe fini d'isométries agissant librement suf. Le morphisme — A? est alors injectif sur
G et A(G) estun sous-groupe d#, 1 (R) agissant librement su8™. Enfin,® passe au quotient

en uneC(n)emwl/H)3 -approximation de Hausdorff d&f /G surS™ /A(G).

Preuve—Si o € Ker A, alors la variété quotient dd/ par le groupe(c) vérifie aussi
Ric >n —1etA,41 < n+ e Mais alorsM et M /(o) ont des volumes presque égaux a celui
de (S™, can) (d’aprés 12). Or le cardinal d@) est égal au rapport de ces volumes (egragit
librement), et don&er A = {idg }.

G est un groupe agissant par isométrie 8LetS™, et® est une application équivariante pour
ces deux actionsb passe donc au quotient en une application de la variété riemanniéyiGe

sur (orbifold) S™/G. |l est facile de montrer qué étant uneC(n)e384<i+1>3 -approximation

de Hausdorff deM sur S™ (proposition 12), son quotient est aussi u@én)6384<5+1>3-
approximation.

Pour montrer que~ agit librement surS™, commencons par remarquer que, d'aprées le
théoréme de J. Cheeger et T. Colding cité en introduction, on peut supposer que sous les
hypothéses du lemmé&/™ = S™ (remarquez que dans la suite on a juste besoin/gusoit
homéomorphe &", et donc [18] suffit). On utilise alors le résultat suivant.

LEMME 17.— SoitG un groupe fini, soient; : G x S™ — S™, i = 1,2, deux actions sur la
sphereS™ et ®: (S™, o) — (S™, az) une application équivariante qui est de degré. Si«; est
libre, alors ay est aussi libre.

Si as n'est pas libre, alor€? admet un élément non triviat tel queas (o) fixe un point
de S™. Quitte a remplace€ par (o!) (pour! bien choisi), on peut se ramener au cagbést
un groupe de cardinal premier fixant un point d&™ par I'actionas. NotonsMg le cylindre
de 'application®. Au couple(Mq,S™) est alors associée la suite longue exacte en cohomologie
relative (& coefficients daris/pZ) suivante :

0— H(Mg,Z/pZ) 2> HO(S", Z/pZ) — H' (Mg, S™; Z/pZ) — - -
— H"(Mg,S"; Z/pZ) — H" (Mg, Z/pZ) > H™(S",Z/pZ) — 0.
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Or, pour tout1 < i < n, on a H'(Mg,Z/pZ) = H'(S",Z/pZ) = {0} et donc
Hi(Mq),Sn;

Z/pZ) = {0}. Enfin, puisqued est de degré:1, on en déduit qué* est un isomorphisme
entreH" (Mg, Z/pZ) et H™(S™,Z/pZ) et donc :

H'(Ms,S™;Z/pZ) = {0}

pour tout entie > 0.

Comme® est équivariante, les actions et a, induisent une actiomg sur Mg dont les
points fixesFix(aq ) s'identifient aux points fixes de. (cara; est sans point fixe). D’aprés un
théoreme di a E. Floyd (théoréme 7.9, Chap. lll, p. 144 de [5]),on a:

> dim H* (Fix(ove), Fix(on); Z/pZ) < Y _ dim H* (Mg, S"™; Z/pZ) = 0
S—

> >
k>0 Fix(a2) 0 k20

et doncH* (Fix(az),0; Z/pZ) = H*(Fix(az); Z/pZ) = {0} pour tout entiek, ce qui implique
Fix(az) = (). D’ol une contradiction (remarquez que dans le cas qui nous intéresse dans la suite,
ap agit par isométrie, et dori€ix(aw) ne pouvait étre a priori que vide ou une sous-sphéreg).

5. Démonstration des théorémes 3 et 4

Sous les hypothéses des théorémes 3 et 4, le revétement riemannien universel (respectivement
orientable)(ﬂ, g) de la variété\/ vérifieRic > n — 1 et est de volume presque égalé S™. On
en déduit qué M, §) vérifie A, 41 (M, §) < n + C(n) (YL — Vol M)#(™ (ce résultat découle
gualitativement de P. Petersen [16]; voir [3] pour une autre preuve et le calcul de la forme du
majorant). Le lemme 16 implique alors que()M) (respectivement le groupe du revétement
orientable) agit librement s par isométrie et que le quotient deréalise une approximation
de Hausdorff de\/ (car le revétement est normal) sit/m (M) (respectivemerit™ /(Z/27)).

Pour la démonstration du théoréme 3, remarquons que le seul groupe d’'isométries de cardinal 2
agissant librement si§" est{+1d}, et donc nos variétés sont prochesri&R en distance de
Gromov—Hausdorff. Pour le théoréme 4, remarquons que le cardinal(d¢) est exactement

k et donc que les variétés-quotient isomeétriqU®'s, can)/m (M) possibles sont en nombre

fini (le nombre de classes d’équivalence des représentationgansl) des groupes finis de
cardinalk est fini; voir [21, Chap. ll]] pour une classification des variétés complétes de courbure
constante égale &). On en déduit que sous les hypothéses du théoréeme 4, les variétés sont
proches d’'un nombre fini de variétés riemanniennes compactes possibles de méme dimension.
D’apreés le théoreme de J. Cheeger et T. Colding cité en introduction, il existe une constante
e(n, k) > 0 telle que les variétés vérifiant les hypothéses du théoréme 4 soient diffomorphes
aux espaces quotients annoncés.

Nous finissons cette section par la preuve du corollaire 7. D'aprés le théoréme de Lichnero-
wicz, on est ramené a considérer le cad/ol(M) # w1 (M) > (1 —0(n)) Vol S™. Le revétement
riemannien d€ M, g) est alors encore une fois de volume presque édall&”, et admet donc
n + 1 valeurs propres proches de Si (M™, g) admettait au moins une valeur propre inférieure
an + d(n), alors une fonction propre associée se releverdif &n une fonction propre qui
pourrait étre utilisée dans la construction de I’applicaﬁodu lemme 16. Mais, cette fonction
propre deM étant invariante par I'action de, (M), l'action dem; (M) surS™ induite pard
admettrait un point fixe, ce qui impliquerait, d’aprés le lemme 16,gué/) est trivial. Ceci
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est contraire aux hypothéses du corollaire 7. L'énoncé sur le diamétre découle de celwi;sur le
et d’'un résultat classique de C. Croke [10] d’aprés lequai Id’'une variété de diameétre proche
der et de courbure de Ricci minorée par- 1 est proche de (voir par exemple [3,4] pour une
redémonstration simple de ce fait).

6. Démonstration du théoreme 1

Nous allons en fait montrer que, sur une variété vérifiant> n — 1, I'existence de: valeurs
propres proches deimplique I'existence d'unén + 1)-iéme valeur propre proche de

Nous commencons par supposer gudesst orientable. On munif (comme dans la section 3)
de l'orientation compatible avec celle déM. Si (Sy,...,S5,) est une famille de sections
de E, on noteS =51 A --- A S, la section duale de la-forme S — det(Sh,...,S5,9).
S1 A--- A S, est bien évidemment?-orthogonale aux section$; pour touti. On a de plus
les relationsDE (S1 A -~ A S,) =31 S1 A~ ADES; A~ AS, pour toutX € TM et
|S1 A~ ASu|g <|S1|E - |Sn|E. On peut alors démontrer un premier résultat.

LEMME 18. — Il existe des fonctiona(n) > 0 etC(n) > 0 (explicitement calculablgselles
que siM est orientable et vérifia,,(AF) < e (avece < a(n)), alors A\, 41 (AF) < C(n)e.

Preuve — Soient (S1,...,5,) une famille L?-orthonormée de sections propres de”
associées aux premieres valeurs propres 81,1 = S1 A -+ A S,,. Le lemme 11(iii) nous
donne:

|DFS H2 < n? (max||S-|| )Qn_ZmzaLxHDES’-H2 < C(n)e
n+1 o X i<n 7||oco i<n illg X .

Montrons que la normé&? de S,,, | est proche de : d’aprés la remarque qui suit le lemme 11,
onal[Sn+1llee < [Lic,, ISillo < 1+ C(n)V/e, etil existe un sous-ensemhié, de M tel que :

[(Si,8;)E — 6ij| < C(n)e*/*, Vol M. > (1 - C(n)e"/*) Vol M.

Fixons un pointz de M et (Xi,...,X,+1) un repére orthonormé direct d&, tel que
Vect(Xy,...,X,) et Vect(S1(x),...,S.(z)) coincident; on a alor§; A --- A S, = cX 41,
ol ¢? vaut

(S1,81)E ... (Sn,S1)E

det

(51,8 .. (Sn,Sn)E
On en déduit que :

|[Snya (@) = 1] = | — 1] = |det (S, Si)p)i; — detIn| < C(n)e' /4,

en tout pointz de M. On obtient donc :

1 1
[[1Sn+1ll5 — 1] < ‘W /(\Sn+1|2 - 1)’ + ‘W / (1Sns1l” = 1)‘
M. M\ M.

Vol M,
Vol M

< C(n)et/* + <1 - >20(n) < C(n)et/?,
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(Si)1<i<n+1 estdond.? presque othonormée D% S;(|3 < C(n)e pour toutl <i < n+1.Par
l'inégalité de Cauchy—Schwarz, on obtient que pour toute combinaison lingales sections
S1y...,8n €tS, 1 onal|DES||2 < C(n)e||S||3. Le principe du min—-max conclut.0

On peut alors en déduire la proposition suivante (remarquer qu’on ne suppose pldsagte
orientable) qui combinée a la proposition 12 et au theoreme de J. Cheeger et T. Colding (cité en
introduction) démontre le théoréme 1.

PROPOSITION 19. — |l existe des constantea(n) > 0 et C(n) > 0 (universellement
calculable$ telles que siM vérifie A\,,(M) < n + € (avece < a(n)), alors A\,41(M) <
n+ C(n)e'/2,

Remarque— Bien évidemment, on peut décliner cette proposition en remplacant la conclusion
par I'une des inégalités :

Rad M > (1 - C’(n)eﬁ("))ﬂ', VolM > (1 - C’(n)eﬂ(”)) Vol S™
oudgr (M,S™) < C(n)e’™
ouC(n) et3(n) sont des constantes explicitement calculables.

Preuve — Si M est orientable, la proposition découle directement des propositions 10(i) et (ii)
et du lemme 18. Supposons donc duen’est pas orientable. Sdit/n + 1.f;)1<i<, une famille
L2-orthonormée de fonctions propres associéesrapremiéres valeurs propres non nulles de
M et soitr: (M”,g) — M le revétement riemannien orientable ©l; notonsf; = f; o mr. Sur
(M™, §) on obtient une fonctiorf,, 1 telle que(y/n + 1.f;)i<ns1 SOit une famille de fonctions
propres de(]\7,9) associées a des valeurs propres proches.dee morphisme de groupd
de Gr(]\Af, M) dansO,,+1(R) construit & partir de la familléﬁ)ignﬂ (voir le lemme 16) est
injectif etA(Gr(]\Ai M)) agit librement suR™*!. Or, 'hyperplan engendré par;)i<i<, est
évidemment fixé pa@r(ﬂ, M), ce qui est contradictoire.

Remarque— La preuve de la proposition 19 peut se faire sans théorie de Flyod : on sait que
I'élément non trivial deGr(]\Ai M) est d’ordre 2, fixe I'hyperplan engendré par les fonctions
(fi om) et donc agit par symétrie orthogonale hyperplaneS§uOn en déduit que I'application
® de degré+1 construite a partir des fonctions propr@é)i@ﬂ passe au quotient en une
application® de M sur la demi—sphéréSn dont le degré modul@ est égal a 1. OM est une
variété sans bord %tS” est une variété a bord (et méme contractile), le degré moduloR2rae
peut donc étre que nul, d’ou une contradiction.

7. Optimalité du théoreme 1

Pour clore cet article, nous allons montrer que pour tout eptief1,...,n — 1}, il existe une
suite(gx)keny de métriques sWB™ qui vérifieRic > (n—1), Ap(gr) — n, Ap+1(gx) — B(n) > n,
Vol(gx) — 0, (S™, gx) tend en distance de Gromov—Hausdorff vers la demi-sphére canonique
de dimensiorp et par conséquent, la suite des rayons couvrants tendjvéce qui montre
gu'aucun des résultats de stabilité obtenus dans la proposition 19 et dans la remarque qui la suit
ne se généralise sous I'hypothésg ; < n + €). En revanche, nous n'avons pas encore réussi
a construire une suite de variétés non difféomorph&88 @e courbure de Ricci supérieure a
(n — 1) et telle que la suite des,,_; tende vers: (voir [1,15] pour des variétés n'ayant pas
le méme type d’homotopie qu&*, qui supportent des métriques dont la courbure de Ricci est
supérieure dn — 1) et dont une seule valeur propre est arbitrairement prochg.de
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Exemple— La métriquey;, est une généralisation des fuseaux en codimension quelconque. En
fait, on construitg; en écrasant la métrique canoniqueStedans le fibré normal a une sous-
sphéreSP—!, La difficulté étant de régulariser la métrique §iir!' et sur son cut-locu§™—»
tout en préservant le minorant sur la courbure de Ricci. Nous décrivons laggudtns le cas
particulierp = n — 1; la généralisation aux autres valeurspdee pose aucun probléeme (notons
que dans le cag = n, il n'est pas possible d'écraser la métrique dans le facteur normal)k Soit
un entier non nul. Nous commencons par fixer les notations suivantes :

=, [sin® L +i0052 L *%_
nk‘* \/E I{;Q \/E }) Ekf k b

1 ) T 1
Ttan L | or U g
ktan ﬁ 2k k\/%
On notel}, lintervalle |0, 5 — 0, [. Sur la variété\/ = I;, x S' x S"~2, on considére la métrique

gk = dr? + ap(r)?gst + bi(r)?gsn—2, Ol gs: €tgsn—2 sont les métriques canoniques des spheres
S! etS"—2, et oliay, etb;, sont des fonctions définies s par les formules :

1 .
_ | gsin(kr) sur]0, €],
ak(T) - {nk Sin(T—FGk) SUI’[Gk,% —Gk[,

Sl

0, = arctan<

et
+0 0
bk(T = { 6k1€9k COS((EkEk : )T) + ek-:Gk COS(Qk + ek) sur ]Ovek]!

cos(r + 6y) surleg, 5 — Okl.

Remarquons que la fonctiar, (respectivementy,) estC? sur I, C? en dehors dey, et tend
vers0 en0 (respectivement tend vedsen 5 — 6). La métriqueg,, se prolonge en une metrique
C' surS™ pour laquelle le cercl§! est le cut-locus de la sous-sphé&fe 2.

Pour minorer la courbure de Ricci, on applique les formules de calcul de la courbure de Ricci
des doubles-produits tordus (voir par exemple [15]). En un poifixé de M on note% un
vecteur tangent au factefy, v un élément d€,S', v un élément dg,,S*—2. Alors, la courbure
de RicciRicy, de (S™, gx) vérifie les propriétés suivantes :

. 0 . 0 .
Ricy, (E’ u) = Ricy, (E’ v) = Ricg(u,v) =0,

cos((#)r)
> k% sur]0,e
COS((%)TH*S—QCOS(G;CJWM = ] 3 k];

k2 (n — 2) (2t

— €k

n—1 surfeg, 5 — 0kl

Ricy (u, u) a” (n—2) a't
it St R SN PO | el
gr(u, u) a ab
. € 01
2 o kcos(kr) /e, +05 Sm((%)"’) 2
_ k + (TL 2) sin(k7) ( kek . )COS((EJ":;QIC )’r‘)—‘,—%—: cos(Orten) = k SUI’}O, Gk],

n—1 SUT[E}C,% —Ok[
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et
Rick(v,v) " a'Vf 1—b?
gr(v,v) b ab +(n=3) 2 )
Donc

Ricy(v,v) <ek + 9k>2 cos(( 22 )r)
- cos((

gr(v,v) €k %)T) + f—: cos(fy + i)

€

0 2
> %% 2k surlo, ;]
€L ™

(carby, + e, > (=0 )r) et

Ricg (v, v)
9k (Uv U)

1 —sin®(r + 6y)

:2 —
+(n=3) cos?(r + 0)

=n-—1 sur{ek,g—ek[.

On déduit des calculs précédents ¢8®, g;.) est de courbure de Ricci supérieur@- 1) pour
k assez grand.

Il est évident que le volume des métriqugstend vers). De plus, la suite de variétés ainsi
obtenue tend (en distance de Gromov—Hausdorff) vers une des hémisphéres de dimenkion
que borde la sphe®* 2 : notons(Ny, hy,) la variété]ey, 5 - 0[xS"~2, munie de la métrique
hi, = (dr)? + cos?(r + 0,) gsn—2 ; elle est isométrique a une boule géodésiqu’de de rayon
T — (e + 0x) (privée de son centre), donc elle converge vers la demi-sgj&re!, munie de
sa métrique canonique. Par ailleufdjy, k) se plonge dan§M, g;) de maniére isométrique,
via I'application (r,v) — (r,ug,v), Ol ug est un point fixé des'. De plus, la distance dans
M entre deux pointp = (r,ug,v) etq = (r',up,v’) coincide avec la distance dang entre
(r,v) et(r',v"). Commedg, [(r,u,v); (r,u0,v)] < mng, On obtient queM, gi) converge vers
I'hémisphére de&s”~! au sens de Gromov—Hausdorff. Il nous reste & montrer que le laplacien
de ces variétés admet au moims- 1 valeurs propres proches de Pour cela, nous pouvons
soit appliquer un résultat de J. Bertrand [4], soit choisir des paigts. ., z,_2 surS*—2 de
sorte quels»—»(z;, ;) = 5 Sii # j et noter encore; le point (0, uo,z;) de M ; en appliquant
le principe du min—-max augn — 1) fonctions f;(z) = cos(di(z;,x)) (la forme des métriques
g fait que les intégrales a calculer convergent vers les intégrales correspondantes calculées sur
(%S”—l, can) ; voir [3] pour les détails). Enfin, les métriqugs n'ont pas plus de: — 1 valeurs
propres proches de car sinon, d'aprés [4], les variétéS™, g;.) contiendraient une sous-partie
Gromov—Hausdorff proche dg&" !, can); or une demi-sphére de dimensien- 1 ne peut
contenir une partie Gromov—Hausdorff proche de la spti@&fe!, can).

A propos de ces exemples, remarquer queitame valeur propre\* de la variété M", g;)
reste bornée par une fonction tlen et p (pour! quelconque) lorsqué tend vers l'infini car
les fonctions propres radiales pour le probléme de Neuman de la demi-sphére de dimension
p — 1 permettent de construire, comme précédemment, une famille préSgorghonormée de
fonctions tests suk/ dont les quotients de Rayleigh pour la métrigyetendent vers le spectre
pour le probleme de Neuman de la demi-sphére de dimensiori. On conclut alors par le
principe du min—-max.

Remerciements

Je remercie S. Gallot pour ses nombreux encouragements et U. Suter pour les nombreuses
conversations concernant le lemme 17.

4® SERIE— TOME 38 — 2005 N° 3



PINCEMENT SUR LE SPECTRE ET LE VOLUME EN COURBURE DE RICCI POSITIVE 405

REFERENCES

[1] ANDERSONM., Metrics of positive Ricci curvature with large diameteglanuscripta Math68 (1990)
405-415.
[2] AuBRY E., Théoreme de la Sphé®@éminaire de Théorie Spectrale et Géométrie, Grent®(@000)
125-155.
[3] AuBryY E., Variétés de courbure de Ricci presque minorée : inégalités géométriques optimales et
stabilité des variétés extrémales, These, Institut Fourier, Grenoble, 2003.
[4] BERTRAND J., Pincement spectral en courbure de Ricci positReépublications de I'Ecole
polytechniquen® 2003-13
[5] BREDON G., Introduction to Compact Transformation Groups, Pure Appl. Math. 4&lAcademic
Press, New York, 1972.
[6] CHEEGER J., CoLDING T., On the structure of spaces with Ricci curvature bounded below. I,
J. Differential Geom46 (1997) 406—480.
[7] CHEEGER J., COLDING T., On the structure of spaces with Ricci curvature bounded below. llI,
J. Differential Geom52 (1999) 37-74.
[8] CoLDING T., Shape of manifolds with positive Ricci curvatuheyent. Math.124(1996) 175-191.
[9] CoLDING T., Large manifolds with positive Ricci curvatudeyent. Math.124(1996) 193-214.
[10] CrROKE C., An eigenvalue pinching theoreinyent. Math 68 (1982) 253-256.
[11] GALLOT S., Courbure de Ricci et convergence des variétés, in: Colding T.H., Cheeger-Colding (Eds.),
Séminaire Bourbakih, Nov. 1997 (expo$éB5), in : Astérisque, vol252 1998, pp. 7-32.
[12] GRoMov M., Metric Structures for Riemannian and Non-Riemannian Spaces, Progr. Matii520l.
Birkh&auser, Boston, 1999.
[13] IKEDA A., On the spectrum of a Riemannian manifold of positive constant curva@saka J.
Math. 17 (1980) 75-93.
[14] ILias S., Constantes explicites pour les inégalités de Sobolev sur les variétés riemanniennes
compactesAnn. Inst. Fourier33(1983) 151-165.
[15] OTsu Y., On manifolds of positive Ricci curvature with large diamebath. Z.206(1991) 252—-264.
[16] PETERSENP., On eigenvalue pinching in positive Ricci curvatureent. Math.138(1999) 1-21.
[17] PETERSENP., On eigenvalue pinching in positive Ricci curvature, Erratinvent. Math.155(2004)
223.
[18] PERELMAN G., Manifold of positive Ricci curvature with almost maximal volunie Amer. Math.
Soc.7 (1994) 299-305.
[19] RuUH E., Curvature and differentiable structure on spheBed, Amer. Math. Socz7(1971) 148-150.
[20] Sakal T., Riemannian Geometry, American Mathematical Society, Providence, RI, 1996.
[21] WoLF J.A., Spaces of Constant Curvature, Publish or Perish, Wilmington, DE, 1984.
[22] YAmMAGUCHI T., Lipschitz convergence of manifolds of positive Ricci curvature with large volume,
Math. Ann.284(1989) 423-436.

(Manuscrit regu le 9 juillet 2004 ;
accepté, aprés révision, le 4 janvier 2005.)

Erwann AUBRY
Université de Nice-Sophia Antipolis,
Laboratoire de Mathématiques J.-A. Dieudonné,
Parc Valrose,
F-06108 Nice cedex 02, France
E-mail : eaubry@math.unice.fr

ANNALES SCIENTIFIQUES DE LECOLE NORMALE SUPERIEURE



