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PINCEMENT SUR LE SPECTRE ET LE VOLUME
EN COURBURE DE RICCI POSITIVE

PAR ERWANN AUBRY 1

RÉSUMÉ. – Nous montrons qu’une variété riemannienne complète de dimensionn, de courbureRic �
n − 1 et dont lan-ième valeur propre est proche den est Gromov–Hausdorff proche de(Sn, can) et
difféomorphe àSn. Ce résultat étend de manière optimale un résultat de P. Petersen [Invent. Ma
(1999) 1] (au passage nous comblons le trou annoncé par l’auteur dans l’erratum [Invent. Ma
(2004) 223]). Nous montrons également qu’une variété vérifiant l’inégalitéRic � n − 1 et de volume
proche de Vol S

n

#π1(M)
est difféomorphe à un quotient isométriqueS

n/π1(M) et Gromov–Hausdorff proch
de la métrique de courbure1. Ceci améliore des résultats de T. Colding [Invent. Math. 124 (1996) 17
T. Yamaguchi [Math. Ann. 284 (1989) 423].

 2005 Elsevier SAS

ABSTRACT. – We shall show that a complete Riemannian manifold of dimensionn with Ric � n−1 and
its n-st eigenvalue close ton is both Gromov–Hausdorff close and diffeomorphic to the standard sp
This extends, in an optimal way, a result of P. Petersen [Invent. Math. 138 (1999) 1] (as a by-prod
fill a gap stated in the erratum [Invent. Math. 155 (2004) 223]). We shall also show that a manifol
Ric � n − 1 and volume close toVol S

n

#π1(M)
is both Gromov–Hausdorff close and diffeomorphic to a sp

form S
n/π1(M). This extends results of T. Colding [Invent. Math. 124 (1996) 175] and T. Yamag

[Math. Ann. 284 (1989) 423].
 2005 Elsevier SAS

1. Introduction

Dans cet article,M désigne par défaut une variété riemannienne complète de dimensn
et de courbure de RicciRic � (n − 1). Dans l’ensemble de ces variétés, la sphèreS

n (munie
de sa métrique canonique) est un point extrémal pour de nombreux invariants riemannie
théorèmes de comparaison classiques dus à S. Myers, R. Bishop, A. Lichnerowicz, S. C
M. Obata (voir par exemple [20]) astreignent les variétés de cet ensemble à vérifierDiamM �
DiamS

n = π (et doncM est compacte),π1(M) est fini,VolM � VolSn, RadM � RadS
n = π

(où Rad désigne lerayon couvrant, i.e. le rayon de la plus petite boule géodésique qui reco
toute la variété),λ1(M) � λ1(Sn) = n (où 0 = λ0(M) < λ1(M) � λ2(M) � · · · désigne le
spectre du laplacien sur la variété, compté avec multiplicité). De plus, si l’égalité est ré
dans une de ces inégalités, alors la variétéM est isométrique à la sphère canoniqueSn (auquel
cas,n est une valeur propre deM de multiplicitén + 1).

Au vu de ces faits, il est naturel de rechercher les propriétés (topologiques, dif
tiables ou métriques) deSn qui sont conservées par les variétés riemanniennes de cou

1 Travaux en partie financés par la bourse FNRS Suisse no20-101469.
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Ric � n − 1 pour lesquelles l’un des invariants riemanniens considérés plus haut pren
valeur suffisamment proche de sa valeur extrémale. Ce genre de problèmes de stabilité
navant classique lorsqu’on suppose en plus que la courbure sectionnelle des variétés con
reste minorée par une constante fixée. La recherche d’analogues à ces résultats lorsque
courbure de Ricci est supposée minorée est encouragée par le célèbre résultat de Gro
implique que l’ensemble des variétés riemanniennes complètes de courbure de Ricci m
par (n − 1) est précompact pour la distance de Gromov–Hausdorff (nous renvoyons le l
à [12,20] pour la définition et les propriétés usuelles de la distance de Gromov–Hausdo
l’ensemble des variétés riemanniennes complètes), et connaît un essort récent grâce au
pionniers de G. Perelman [18], T. Colding et J. Cheeger [8,9,6,7].

Dans [8,9], Colding montre que les trois conditions suivantes sont équivalentes (toujou
l’hypothèseRic � n− 1) :

(1) VolM est proche deVolSn,
(2) RadM est proche deπ,
(3) M est Gromov–Hausdorff proche de(Sn, can).
P. Petersen a par la suite prouvé que la condition(2) est équivalente à ce que lesn + 1

premières valeurs propres (non nulles) du laplacien deM soient proches den (voir [16]). De
plus, ces quatre conditions impliquent queM est difféomorphe àSn, d’après le résultat suivan

THÉORÈME(J. Cheeger et T. Colding [6]). –SoientK un réel fixé et(Mn
p , gp)p∈N une suite

de variétés riemanniennes complètes vérifiantRicgp � K et qui converge au sens de Gromo
Hausdorff vers une variété riemannienne(Mn

∞, g) compacte(de même dimension). AlorsMp est
difféomorphe àM∞ pourp assez grand.

Le but de cet article est de démontrer trois résultats de stabilité nouveaux. Le premier
version optimisée (et quantitative) du résultat énoncé dans [16].

THÉORÈME 1. – Soit (Mn, g) une variété riemannienne complète de courbure de R
minorée parn − 1. Il existe des constantesε(n) > 0, β(n) > 0 et C(n) > 0 telles que si les
n premières valeurs propres non nulles du laplacien deM sont inférieures àn + ε(n) alors la
distance de Gromov–Hausdorff entreS

n etM est majorée parC(n)(λn −n)β(n) etM est donc
difféomorphe àSn.

Remarquons que nous ne demandons que le contrôle desn premières valeurs propres n
nulles dans cet énoncé. De plus, dans notre schéma de preuve, une approximation de H
à valeur dansSn est explicitement construite, ce qui rend calculable la valeurε(n) à partir de
laquelle elle existe.

Remarque. – Le théorème 1 est optimal en ce qui concerne la première conclusion, puis
construit dans cet article une suite de métriquesgk surSn telle queRic(gk) � n−1, λi(gk)→ n
pour1 � i � n − 1 et telle que la suite(Sn, gk) tende (en distance de Gromov–Hausdorff) v
la demi-sphère de dimensionn − 1 munie de sa métrique canonique. En revanche, le prob
de savoir à partir de quelle valeurk, l’hypothèseλk(M) � n(1 + ε(n)) implique que la variété
Mn est difféomorphe àSn est encore un problème ouvert (il résulte du théorème 1 et de co
exemples dus à M. Anderson [1] et Y. Otsu [15] que cette valeur est comprise entre2 etn).

Notons que J. Bertrand démontre dans [4] que lesk premières valeurs propres non nulles
M sont proches den si et seulement s’il existe une partie deM Hausdorff proche deSk−1. De
ceci et du théorème 1 découle le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2. – Il existe des constantesε(n) > 0, β(n) > 0 et C(n) > 0 telles que, siM
contient une partieA qui, munie de la distance induite, est à distance de Gromov–Haus
4e SÉRIE– TOME 38 – 2005 –N◦ 3
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de (Sn−1, can) inférieure àε � ε(n), alors M est difféomorphe àSn et M est à distance d
Gromov–Hausdorff deSn inférieure àC(n)εβ(n).

Remarque. – Ce corollaire est encore valable s’il existe une partieA deM qui est Gromov–
Hausdorff proche du sous-ensemble{±e1, . . . ,±en} de S

n (où (e1, . . . , en+1) est une bas
orthonormée deRn+1).

Avant d’énoncer les autres résultats principaux de cet article, rappelons que le volume
variétéM de courbureRic � n − 1 est majoré parVolSn/#π1(M), l’égalité étant atteinte s
et seulement siπ1(M) est un sous-groupe (fini) deO(n + 1) agissant librement surSn et si la
variété riemannienneM est l’espace quotient(Sn, can)/π1(M) (résultat obtenu en appliqua
au revêtement universel riemannien de(Mn, g) les théorèmes de R. Bishop et de S. Ch
cités plus haut ; voir [20]). De même, siM est non orientable, alors son volume est majoré
Vol(Sn, can)/2, l’égalité étant atteinte si et seulement si la dimensionn est paire etM = P

n
R.

Dans le cas oùM est de volume presque maximal, nous prouvons les deux résultats su
(notons que le second améliore à la fois un résultat de T. Colding [8], qui ne traite que le
le volume deM est proche de celui deSn, et un résultat de T. Yamaguchi [22] qui suppose
plus que la courbure sectionnelle deM est minorée par une constante−K2).

THÉORÈME 3. – Il existe des constantesε(n) > 0, β(n) > 0 et C(n) > 0 telles que, siM
est non simplement-connexe et vérifieVolM � VolS

n

2 (1 − ε(n)), alors la distance de Gromov
Hausdorff entreM et Pn(R) est majorée par

C(n)
(

VolSn

2
−VolM

)β(n)

et M est difféomorphe àPn(R).

On remarquera que ce résultat s’applique au cas non-orientable et que, dans ce
conclusion est quen est pair,M est difféomorphe àPn(R) et Gromov–Hausdorff proche d
P

n(R). Dans le cas où le groupe fondamental est de cardinal quelconque, on a le résultat

THÉORÈME 4. – Soit k ∈ N
∗. Il existe des constantesε(n,k) > 0, β(n) > 0 et C(n) > 0

telles que siM vérifie:

VolM � VolSn

k

(
1− ε(n,k)

)
et #π1(M) � k,

alors π1(M) est un sous-groupe(de cardinalk) deO(n + 1) agissant librement surSn, la dis-
tance de Gromov–Hausdorff entre M et S

n/π1(M) est majorée pa
C(n)[VolS

n

k −VolM ]β(n) etM est difféomorphe à l’espace quotientS
n/π1(M).

En remarquant que tout quotient de la sphère canonique par un groupe d’isométries no
(agissant librement surSn) est de diamètre majoré parπ2 , on obtient, en courbure de Ric
minorée parn− 1, le corollaire suivant.

COROLLAIRE 5. – Il existe des constantesε(n) > 0 et δ(n) > 0 telles que siM vérifie les
deux inégalités:

VolM � VolSn

2
(
1− δ(n)

)
et DiamM � π

2
+ ε(n),

alorsM est simplement connexe.

Dans [7], les auteurs démontrent que la fonctionnelleième valeur propre est continue po
la distance de Gromov–Hausdorff sur l’ensemble des variétés riemanniennes compl
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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dimensionn, de diamètre majoré parD et de courbure de Ricci minorée par−(n− 1). Comme
les espaces modèles(Sn, can)/π1(M) obtenus sous les hypothèses du théorème 4 so
nombre fini, on en déduit l’amélioration suivante du théorème de Lichnerowicz.

COROLLAIRE 6. –Soientk � 2 et p des entiers etε > 0 un réel. Il existe une constan
η(ε,n, k, p) > 0 telle que siM vérifie:

VolM � VolSn

k

(
1− η(ε,n, k, p)

)
et #π1(M) � k,

alorsλi(Mn, g) � (1− ε)λi((Sn, can)/π1(M)) � 2n(1− ε) pour touti � p (voir [13] pour un
calcul du spectre des variétés de courbure constante égale à1).

En particulier, on en déduit un énoncé équivalent au corollaire 5 où l’hypothèse sur le di
est remplacée par l’hypothèseλ1 � 2n(1− ε(n)).

Il découle des arguments utilisés dans la démonstration de notre théorème 4 un
amélioration des théorèmes de Lichnerowicz et de Myers où le pincement requis sur le
ne dépend pas de#π1(M).

COROLLAIRE 7. – Il existe une constanteδ(n) > 0 telle que siM est non simplement conne
alors :

λ1(M) � n

(
#π1(M)VolM

VolSn
+ δ(n)

)
,

DiamM �
(
π − δ(n)

)[
2− #π1(M)VolM

VolSn

]
.

Remarque. – La démonstration de ce dernier corollaire est plus simple que celle du résu
[7] utilisé pour le corollaire 6. Toutefois la conclusion est plus décevante car les bornes ob
sont a priori très éloignées des valeurs réalisées par les espaces modèles du théorèm
corollaires 6 et 7 améliorent l’inégalité de Lichnerowicz dans le cas de variétés de courb
Ricci minorée parn − 1, non simplement connexes et de volume presque maximal. On p
demander si le pincement sur le volume est vraiment nécessaire pour qu’une telle amélior
l’inégalité de Lichnerowicz ait lieu (il est troublant de constater que les seuls exemples con
variétés de courbure de Ricci minorée parn−1 et deλ1 proche den sont simplement connexe
voir [1,15]).

PLAN DE L’ ARTICLE : Dans la section 2 nous établissons les estimées analytiques s
fonctions propres deM nécessaires à nos démonstrations, dans la section 3 nous nous p
dans le cas oùM admetn + 1 valeurs propres proches den et, en suivant [11,16], nou
construisons à l’aide de ces fonctions propres une approximation de HausdorffΦ de M dans
S

n de degré±1 (nous prouvons ce dernier fait, qui manquait dans [16] ; voir l’erratum [1
Cependant, notre méthode de preuve s’appuiera sur des arguments différents de ceux
dans [11,16]. Dans la section 4, nous montrons qu’un sous-groupe fini d’isométries deM admet
une action isométrique surSn qui rendΦ équivariante et que, si la première action est lib
alors la seconde l’est aussi. Dans la section 5, nous donnons la preuve des théorèmes 3
corollaire 7. Pour cela, nous montrons que nos variétés sont Hausdorff proches d’un quo
la sphère par un groupe fini d’isométries, mais pour pouvoir conclure, il faut toutefois m
que ce quotient est une variété non singulière. Pour ce point délicat, T. Yamaguchi utilis
[22] une hypothèse supplémentaire de minoration de la courbure sectionnelle, qui impliq
minoration de la systole deM . Nous nous passons de cette hypothèse grâce au résulta
section 4 (quant à la technique de T. Colding pour traiter le cask = 0 du théorème 4, elle
4e SÉRIE– TOME 38 – 2005 –N◦ 3
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utilise de manière essentielle le fait que l’espace modèle est dans ce cas de rayon couπ ;
cette technique ne peut pas s’adapter trivialement pour démontrer le théorème 4). En s
nous prouvons le théorème 1 et décrivons en section 7 la famille de contre-exemples qui
l’optimalité du théorème 1.

2. Valeurs propres proches den et fonctions propres associées

Fibré augmenté de E. Ruh [19]

NotonsE → M le fibré vectoriel obtenu comme somme de Withney deTM et d’un fibré
trivial en droite (on noteraE = TM ⊕Re). Le produit scalaire et la connexion linéaire suiva
munissentE d’une structure de fibré riemannien :

〈X + fe,Y + he〉E = g(X,Y ) + fh

DE
Z (X + fe) = DM

Z X + fZ +
(
df(Z)− g(Z,X)

)
.e

où on a notég la métrique deM etDM sa connexion de Levi-Civita.

Remarque. – Le fibré normal deSn dansR
n+1 est un fibré trivial en droites dont la somm

de Withney avecTS
n, munie de la métrique décrite plus haut n’est autre que le fibré tr

E = S
n × (Rn+1, can). Rappelons que les fonctions propres deS

n associées à la valeur propren
sont de la formef(x) = 〈u,x〉Rn+1 , oùu est un vecteur quelconque deR

n+1. Notonse(x) = x ;
alors la correspondancef �→ ∇f + f.e = u donne une identification naturelle entre l’espace
fonctions propres associées à la valeur propren deS

n et les sections parallèles du fibréE. On
va montrer dans la suite que cette correspondance se généralise à toutes les variétés de
de Ricci presque minorée parn− 1 : le laplacien deM sur les fonctions aura autant de vale
propres proches den que le laplacien brut�E sur E aura de valeurs propres proches d0
(proposition 10) et les sections deE de la forme∇f +fe, oùf est une fonction propre associé
une valeur propre proche den, seront presque «parallèles» (lemme 11). Inversement les fonc
de la forme〈S, e〉E , où lesS sont des sections propres associées à de petites valeurs p
seront presque des fonctions propres associées à des valeurs propres proches den.

Opérateur �sph

Dans la suite,on noteπ la projection orthogonale deE sur son sous-fibréTM et A la
symétrie orthogonale d’hyperplanTM . On définit un champ d’endomorphismes symétriques
E en posantRic′(S) = RicM (π(S)) − (n − 1)π(S). On notera par la suite�sph l’opérateur
�E + Ric′.

SectionsSf = ∇f + f.e

Le lemme suivant sera fondamental pour relier les fonctions propres deM aux sections propre
de�E .

LEMME 8. – Soit f :M → R telle que�f = λf . On poseSf = ∇f + f.e, on a alors la
relation�sph(Sf ) = (λ− n)A(Sf ).

Preuve. – Un calcul direct donne :

�E(Sf )(x) =�M∇f −∇f + nf.e−�f.e,
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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où�M est le laplacien brut deTM . Enfin, l’opérateur�M + RicM n’est autre que l’opérateu
de Hodge�H sur les champs de vecteurs, qui commute avec∇, d’où la relation annoncée.�
Correspondance fonctions/sections propres

Nous aurons besoin d’une minoration de la première valeur propreλ1
1 du laplacien de

Hodge sur les1-formes deM . L’inégalité suivante découle d’une variante de la méthode
Lichnerowicz. Nous en donnons une preuve succincte.

LEMME 9. – Soit M vérifiant Ric � n − 1 ; alors λ1
1(M) � n (respectivement la premièr

valeur propre du laplacien de Hodge, restreint aux1-formes co-fermées est minorée p
2(n− 1)).

Preuve. – Soit α ∈ Λ1(M). En décomposant orthogonalementDα en partie antisymétriqu
dα
2 , partie symétrique sans trace et partie scalaire− δα

n g, on obtient|Dα|2 � |dα|2
2 + (δα)2

n . En
intégrant la formule de Bochner on obtient :

(�α,α) = ‖Dα‖2
2 +

∫
M

Ric(α,α) � ‖dα‖2
2

2
+

‖δα‖2
2

n
+ (n− 1)‖α‖2

2.

Si dα = 0, alors‖δα‖2
2 = (�α,α) et donc(�α,α) � n‖α‖2. Si δα = 0, alors‖dα‖2

2 = (�α,α)
et donc(�α,α) � 2(n− 1)‖α‖2. �

Nous en déduisons la proposition suivante, qui affirme que�, �E et �sph ont le même
nombre de petites valeurs propres.

PROPOSITION 10. – Il existe des constantesα′(n) > α(n) > 0 (explicitement calculables)
telles que, siM est une variété complète vérifiantRic � n− 1, alors :

(i) λn+2(M) � n + α′(n) etλn+2(�sph) � λn+2(�E) � α′(n).
(ii) Pour tout entierk, 0 � λk(�E) � λk(�sph) �

(
λk(M)− n

)
.

Réciproquement, siλk(�E) � α(n) alors

λk(M) � n + 200n2
√

λk

(
�E

)
.

Preuve. – La première série d’inégalités annoncée en (ii) découle directement de la po
du potentielRic′, du lemme 8 et du principe du min–max.

Pour finir de démontrer (ii), notons(Si)1�i�k une familleL2-orthonormée de sections propr
(associées auxk premières valeurs propres) de�E . NotonsE l’espace vectoriel engendré p
les sections(Si)1�i�k, muni du produit scalaireL2 de E, et F = Ψ(E), où Ψ(S) = 〈S, e〉E
(notons queF est engendré par les fonctionsfi = 〈Si, e〉E). Nous allons conclure en appliqua
le principe du min–max àF :

– Les fonctions deF sont d’intégrale nulle car�E est auto-adjoint,�Ee = n.e (lemme 8,
avecf = 1), �E(Si) = λiSi etλi 
= n, d’où 1

VolM

∫
M

fi = 1
VolM

∫
M
〈Si, e〉E = 0.

– Ψ est une application injective, et doncF est un espace de fonctions de dimensionk :
si S ∈ KerΨ ∩ E , alorsS = X ∈ Γ(M) et ‖DES‖2

2 � α(n)‖S‖2
2 < ‖S‖2

2. Or DE
Y X =

DM
Y X − g(X,Y )e, et donc‖DES‖2

2 = ‖DMX‖2
2 + ‖X‖2

2 � ‖X‖2
2 = ‖S‖2

2. On en déduit
queS = 0.

– Il ne reste plus qu’à montrer que le quotient de Rayleigh des fonctions deF est presque plu
petit quen. Soit doncf ∈F \ {0}. Il existe doncα ∈Λ1(M) tel queS = α# + f.e ∈ E , ce
qui donne :
4e SÉRIE– TOME 38 – 2005 –N◦ 3
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∥∥DMα# + fIdTM − (df − α).e
∥∥2

2

=
∥∥DES

∥∥2

2
� λk

(
�E

)
‖S‖2

2 = λk

(
�E

)(
‖α‖2

2 + ‖f‖2
2

)
.

Dont on déduit les deux inégalités suivantes :∥∥DMα + fg
∥∥2

2
� λk

(
�E

)(
‖α‖2

2 + ‖f‖2
2

)
,

‖df − α‖2
2 � λk

(
�E

)(
‖α‖2

2 + ‖f‖2
2

)
.

La deuxième de ces inégalités donne l’inégalité :∣∣∣∣‖df‖2

‖f‖2
− ‖α‖2

‖f‖2

∣∣∣∣ �
√

λk

(
�E

)(
1 +

‖α‖2

‖f‖2

)
.

On est donc ramené à montrer que le rapport‖α‖2
2/‖f‖2

2 est presque majoré parn. Or, en
procédant comme dans la démonstration du lemme 9 :

‖dα‖2
2

2
+

∥∥∥∥f − δα

n

∥∥∥∥2

2

�
∥∥DMα + fg

∥∥2

2
� λk

(
�E

)(
‖α‖2

2 + ‖f‖2
2

)
.

On en déduit :

(�α,α) = ‖dα‖2
2 + ‖δα‖2

2

� 5n2
√

λk

(
�E

)(
‖α‖2

2 + ‖f‖2
2

)
+

(
1 +

√
λk

(
�E

))
n2‖f‖2

2.

Enfin, d’après le lemme 9, on a(�α,α) � n‖α‖2
2. En combinant les deux dernières inégalit

on obtient‖α‖2
2 � (1+12n

√
λk(�E))n‖f‖2

2, dès queα(n) � 1
36n4 , ce qui permet de conclure

(i) sera démontré pour l’opérateur�E dans la section suivante. Pour les autres opérat
cela découle alors de (ii).�

Remarque. – On pourrait renforcer l’analogie avec le cas deS
n décrit précédemment e

montrant que, sif est une combinaison linéaire des fonctions propres deM associées à de
valeurs propres proches den, alorsSf estL2-proche d’une combinaison linéaire des secti
propres de�E associées à de petites valeurs propres (la réciproque est aussi vraie en rem
f �→ Sf parS �→ 〈S, e〉E).

Estimées sur les fonctions propres

Soit(
√

n + 1.fi)1�i�k une familleL2-orthonormée de fonctions propres deM associées à de
valeurs propres0 < λ1 � · · · � λk � n + ε. On lui associe la familleL2-orthogonale(Si)1�i�k

de sections du fibréE définies parSi = ∇fi + fie. On obtient alors les estimées analytique
géométriques suivantes.

LEMME 11. – Il existe des constantesα(n) > 0 etC(n) > 0 (explicitement calculables) telles
que siM vérifieλk � n + ε (avecε � α(n)), alors :

(i) ‖
∑k

i=1 αiSi‖∞ � (1 + C(n)
√

ε )‖
∑k

i=1 αiSi‖2, pour tout(αi) ∈ R
k.

(ii) Il existe un sous-ensembleMε de M tel que : VolMε � (1 − C(n)ε1/4)VolM
|〈Si(x), Sj(x)〉E − δij |� C(n)ε1/4 pour toutx ∈Mε et tout couple(i, j).

Remarque. – Si la famille(Si)1�i�k est une familleL2-orthonormée de sections propres d
opérateur �E + V à potentiel V positif associées à des valeurs prop
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re

ar

ne

n

le

-

λ1(�E +V ) � · · ·� λk(�E +V ) � ε (avecε � α(n)), alors les propriétés (i) et (ii) sont enco
valables (la preuve qui suit s’adapte facilement).

Preuve. – D’après le lemme 8, la famille de sections(
√

n+1
λi+1Si) estL2-orthonormée et vérifie

�sphSi = (λi − n)A(Si) pour tout indicei � k. SoientEk l’espace vectoriel engendré p
(Si)1�i�k etAp = suppS∈Ek\{0} ‖S‖p/‖S‖2, oùp ∈ ]1,+∞].

Soit S ∈ Ek \ {0} ; posonsu =
√
|S|2 + ε2 pourε > 0. Une technique à la Kato nous don

l’inégalité :

u�u =
1
2
�u2 + |du|2 =

1
2
�|S|2 +

|〈DS,S〉E |2√
|S|2 + ε2

� 1
2
�|S|2 + |DS|2 =

〈
�ES,S

〉
E

� 〈�sphS,S〉E � |�sphS|u.

On en déduit que, pour tout réelp > 1/2 :

∥∥d
(
up

)∥∥2

2
=

p2

2p− 1

∫
M

(u�u)u2p−2 � p2

2p− 1
[
‖�sphS‖2p‖u‖2p−1

2p

]
.

En appliquant l’inégalité de Sobolev‖f‖2
2n

n−2
� C(n)‖df‖2

2 +‖f‖2
2 donnée par [14] à la fonctio

up et en faisant tendreε vers 0, on obtient :

‖S‖p
2pn
n−2

� C(n)p√
2p− 1

√
‖�sphS‖2p‖S‖2p−1

2p + ‖S‖p
2p

(cette inégalité reste valable en dimension2 en remplaçantn par4). Or Ek est un espace stab
parA�sph etA est une isométrie, on a donc :

‖�sphS‖2p = ‖A�sphS‖2p � A2p‖A�sphS‖2 � A2p(λk − n).‖S‖2.

On en déduit l’inégalité A 2pn
n−2

� (1 + C(n)p√
2p−1

(λk − n)1/2)1/pA2p, et donc

A∞ �
∏∞

j=0(1 + C(n)νj√
2νj−1

(λk − n)1/2)1/νj

en posantν = n
(n−2) . Enfin, en utilisant la conca

vité de la fonctionlog, on obtientA∞ � (1 + C(n)
√

ε ).
Nous allons maintenant prouver que l’inégalité (i) implique la propriété (ii). PosonsMε

l’ensemble des pointsx ∈M où :∣∣Si(x) + Sj(x)
∣∣2
E

� 2
(
1− ε1/4

)
,

∣∣Si(x)− Sj(x)
∣∣2
E

� 2
(
1− ε1/4

)
,∣∣Si(x)

∣∣2
E

� 1− ε1/4 ∀i < j.

D’après (i) (et en posanth =
∑

i<j |Si + Sj |2E + |Si − Sj |2E +
∑

i 2|Si|2E) :

2k2 =
1

VolM

∫
M

h =
1

VolM

∫
Mε

h +
1

VolM

∫
M\Mε

h

� VolMε

VolM

(∑
i<j

‖Si + Sj‖2
∞ + ‖Si − Sj‖2

∞ +
∑

i

2‖Si‖2
∞

)
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s

à

e
),

iées

-

6] (voir
é de
noncés
us
+
(
k2 − 1

)(
1− VolMε

VolM

)
max

1�i<j�k

[
‖Si + Sj‖2

∞,‖Si − Sj‖2
∞,2‖Si‖2

∞
]

+ 2
(

1− VolMε

VolM

)(
1− ε1/4

)
� 2k2

(
1 + C(n)

√
ε
)VolMε

VolM

+
[
2
(
k2 − 1

)(
1 + C(n)

√
ε
)
+ 2

(
1− ε1/4

)](
1− VolMε

VolM

)
.

On en déduitVolMε

VolM � 1− k2C(n)ε1/4

1+C(n)ε1/4 � 1− k2C(n)ε1/4, pourε � α(k,n) assez petit. D’aprè
(i), on a pour toutx ∈ Mε et touti 
= j :∣∣〈Si(x), Sj(x)

〉
E

∣∣ =
∣∣∣∣ |Si(x) + Sj(x)|2 − |Si(x)− Sj(x)|2

4

∣∣∣∣
� 2(1 + C(n)

√
ε )− 2(1− ε1/4)
4

� C ′(n)ε1/4.

De même,|‖Si(x)‖2
E − 1| � C ′(n)ε1/4. Supposonsk > n + 1 : en appliquant ce qui précède

la famille (Si)1�i�n+2, on obtient que|〈Si, Sj〉 − δij | � C(n)ε1/4 surMε. Mais alors, il existe
au moins un pointx deM où la famille(Si(x))1�i�n+2 est de rangn + 2, ce qui est impossibl
carE est de rangn+1. On en déduit d’abord quek � n+1 (et donc le (i) de la proposition 10
puis la propriété (ii) annoncée.�

3. Variétés admettantn + 1 petites valeurs propres

Dans cette section nous étudions les variétés complètes vérifiantRic � (n− 1) etλn+1 � n+
α(n). Fixons une famille(

√
n + 1.fi)1�i�n+1 L2-orthonormée de fonctions propres assoc

aux valeurs propresn � λ1 � · · ·� λn+1 � n + ε et considérons l’application :

Φ:M → S
n ↪→ R

n+1(1)

x �→ 1
(
∑

j fj(x)2)1/2
.
(
f1(x), . . . , fn+1(x)

)
.

Nous démontrons dans cette section la proposition suivante.

PROPOSITION 12. – Il existe des constantesα(n) > 0 et C(n) > 0 (explicitement calcu
lables) telles que siM est une variété complète qui vérifieRic � (n− 1) etλn+1 � n + ε (pour
ε � α(n)) ; alors :

VolM �
(
1−C(n)ε

1
2(n+1)

)
VolSn

et l’application Φ est une approximation de Hausdorff à valeur dansS
n de degré±1. Plus

précisément, pour tout couple de points(x, y) deM , on a:

∣∣dSn

(
Φ(x),Φ(y)

)
− dM (x, y)

∣∣ � C(n)ε
1

384(n+1)3 .

Remarque. – Notre schéma de preuve est une adaptation de celui de P. Petersen dans [1
aussi [2]). Toutefois, nous corrigeons l’erreur faite par P. Petersen sur le calcul du degrΦ
(voir l’erratum [17]) ce qui est indispensable pour notre démonstration des résultats an
en introduction. Pour la démonstration du fait queΦ est une approximation de Hausdorff, no
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incement
de

ond

e

renvoyons à l’article [16] de P. Petersen (noter que d’après ce qui suit,Φ est surjective). On
pourra regarder aussi [3], où la même propriété est démontrée sous des hypothèses de p
intégral de la courbure de Ricci passant sousn − 1 et la forme du majorant de la distance
Gromov–Hausdorff est explicitement calculée.

Φ est bien définie sous nos hypothèses

Cela découle du lemme suivant.

LEMME 13. – Il existe des constantesα(n) > 0 etC(n) > 0 (explicitement calculables) telles

que siλn+1 � n + ε (avecε � α(n)), on a: ‖
∑n+1

i=1 f2
i − 1‖∞ � C(n)ε

1
2(n+1) .

Preuve. – Soitx0 un point quelconque deM . En appliquant le lemme 11 avecαi = fi(x0),
on obtient :(

n+1∑
i=1

fi(x0)fi

)2

+

(
n+1∑
i=1

fi(x0)∇fi

)2

�
(
1 + C(n)

√
ε
)2

∥∥∥∥∥
n+1∑
i=1

fi(x0)Si

∥∥∥∥∥
2

2

�
(
1 + C(n)

√
ε
)n+1∑

i=1

fi(x0)2.

On en déduit que la fonctionh =
∑n+1

i=1 f2
i vérifie les inégalités ‖h‖1 = 1,

‖h‖∞ � (1 + C ′(n)
√

ε ) et ‖dh‖∞ � C ′(n). Le résultat annoncé découle alors d’un sec
lemme. �

LEMME 14. –Soient (Mn, g) compacte et vérifiantRic � 0 et h :M → R une fonction
lipschitzienne; alors, pour tout point x deM , on a:

|h|(x) � ‖h‖∞ − 2
(
DiamM‖dh‖∞

)n/(n+1)(‖h‖∞ − ‖h‖1

)1/(n+1)
.

Preuve. – On peut supposer‖h‖1 > 0. Soitx ∈M :

‖h‖1 =
1

VolM

∫
B(x,η)

|h|+ 1
VolM

∫
M\B(x,η)

|h|

� VolB(x, η)
VolM

(∣∣h(x)
∣∣ + ‖dh‖∞η

)
+

(
1− VolB(x, η)

VolM

)
‖h‖∞.

On en déduit que‖h‖∞ − ‖h‖1 � VolB(x,η)
VolM

(
‖h‖∞ − |h(x)| − ‖dh‖∞η

)
. Posonsη =

‖h‖∞−|h(x)|
2‖dh‖∞

> 0. Le théorème de Bishop–Gromov donne alors :

‖h‖∞ − ‖h‖1 � (‖h‖∞ − |h(x)|)n+1

2n+1‖dh‖n
∞(DiamM)n

. �
Calcul dedΦ

Soitx un point deM ; alorsdxΦ est une application deTxM dansTΦ(x)S
n ⊂ R

n+1. On note
tdxΦ l’application transposée dedxΦ vu comme une application de(TxM,gx) dansRn+1 muni
de son produit scalaire canonique, qu’on notera〈· , ·〉Rn+1 . Si (εi)1�i�n+1 est la base canoniqu
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irectes
deR
n+1 alors

tdxΦ(εi) =
∇fi −Φi

∑n+1
k=1 Φk.∇fk

(
∑

j f2
j )1/2

=
Si −Φi

∑n+1
j=1 ΦjSj

(
∑

j f2
j )1/2

,

où on a posé

Φi =
fi

(
∑

j f2
j )1/2

(TM est vu comme un sous-fibré deE). En particulier, pourv dansTΦ(x)S
n(= Φ(x)⊥), on a

tdxΦ(v) =
∑n+1

i=1 viSi

(
∑

f2
j )1/2

.

Φ est presque contractante

Les lemmes 11 et 13 nous donnent alors le résultat suivant.

LEMME 15. – SiM vérifieRic � n− 1 et siλn+1 � n + ε (avecε � α(n)), alors‖dΦ‖∞ �
1 + C(n)ε

1
2(n+1) .

Si M est orientable, alorsdegΦ = ±1

Soientx un point deM et (Xi) une base orthonormée directe deTxM . Pour toutx ∈ M , on
munitEx de l’orientation induite parTM (i.e. telle que(X̃i)1�i�n+1 = (X1, . . . ,Xn, e) soit une
base directe deEx). On noteLx :Rn+1 → Ex l’application définie parLx(v) =

∑n+1
i=1 viSi(x)

et h(x) = detLx (le déterminant étant calculé relativement à des bases orthonormées d
des espaces de départ et d’arrivée). En calculanth dans une base orthonormée directe deR

n+1

de la forme(e1, . . . , en,Φ(x)), on obtient :

h(x) =
(∑

j

f2
j (x)

)(n+1)/2

detdxΦ.

Commençons par estimer‖h‖2. On a‖h‖2
∞ � (1 + C(n)

√
ε ) carh2(x) � |Lx|2n et d’après le

lemme 11(i), on a :

∣∣Lx(v)
∣∣2
E

�
(
1 + C(n)

√
ε
)∥∥∥∥∥

n+1∑
i=1

viSi

∥∥∥∥∥
2

2

�
(
1 + C(n)

√
ε
)
‖v‖2

Rn+1 ,

pour toutv ∈ R
n+1. Par ailleurs, pour tout couple(u, v) de vecteurs deRn+1, on a :∣∣〈tLx ◦Lx(u), v

〉
Rn+1 − 〈u, v〉Rn+1

∣∣
=

∣∣∣∣∑
ij

uivj

(
〈Si, Sj〉E − δij

)∣∣∣∣
� max

ij

∣∣〈Si, Sj〉E − δij

∣∣‖u‖Rn+1‖v‖Rn+1

et donc, d’après le lemme 11(ii),‖tLx ◦Lx − IdTΦ(x)Sn‖ � C(n)ε1/4, pour tout pointx du sous-

ensembleMε, i.e. |h2(x)− 1|� C(p,n)ε1/4 surMε. On obtient alors l’estimée :
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s

base

r

e

s

nc
∣∣∣∣ 1
VolM

∫
M

h2 − 1
∣∣∣∣

�
∣∣∣∣ 1
VolM

∫
Mε

(
h2 − 1

)∣∣∣∣+
(

1− VolMε

VolM

)
max

(
1,

∥∥h2
∥∥
∞ − 1

)
� C(n)ε1/4.

Pour obtenir le degré deΦ, c’est l’intégrale 1
VolM

∫
M

h que l’on doit estimer. Nous allon
utiliser l’inégalité de Poincaré pour montrer que la moyenne deh est proche de sa normeL2.
Pour cela, il faut montrer que la normeL2 dedh est petite :

En prenant la base canonique deR
n+1 comme base orthonormée au départ, et une

orthonormée directe quelconque(X̃i(x)) deEx à l’arrivée, on obtienth(x) = det(〈X̃i, Sj〉E).
Soientx un point donné deM , X ∈ TxM et γX la géodésique passant parx avec le vecteu
vitesseX . On note(X̃i) le repère transporté parallèlement le long deγX de (X̃i(x)). Alors
dxh(X) = X.(det(〈X̃i, Sj〉E)ij) est égal à :

n+1∑
j=1

det


〈X̃1, S1〉 . . . 〈X̃1,D

E
XSj〉 . . . 〈X̃1, Sn+1〉∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

〈X̃n+1, S1〉 . . . 〈X̃n+1,D
E
XSj〉 . . . 〈X̃n+1, Sn+1〉

 .

D’où |dxh(X)| � C(n)maxi ‖Si‖n
∞ maxi |DE

XSi(x)|E . Le lemme 11(i), donne donc :

‖dh‖2
2 =

1
VolM

∫
M

|dh|2 � C(n)max
i

1
VolM

∫ ∣∣DESi

∣∣2(x) � C(n)ε,

la dernière inégalité découle de la preuve du lemme 10(ii).
Or λ1 � n et donc 0 � ‖h‖2

2 − ( 1
VolM

∫
M

h)2 � C(n)ε. On déduit donc de l’estimé
précédente sur‖h‖2

2 que :

1−C(n)ε1/4 �
(

1
VolM

∫
M

h

)2

� 1 + C(n)ε1/4.

Pour conclure, on adegΦVolSn =
∫

M
detdΦ =

∫
M

(
∑

k f2
k )−(n+1)/2h. Le lemme 13 et la

majoration de‖h‖∞ donnent alors||degΦ|VolS
n

VolM − 1| � C(n)ε
1

2(n+1) . CommedegΦ est un

entier et queVolM � VolSn, on obtientdegΦ = ±1 etVolM � VolSn(1−C(n)ε
1

2(n+1) ).

Si λn+1(M) � n + ε(n) alors M est orientable

Si Mn est non-orientable, on construit l’applicationΦ à partir des fonctions propre
(fi)1�i�n+1 et on noteπ :M̃ → M le revêtement riemannien orientable deM . Soit Φ̃ =
Φ◦π :M̃ → S

n. On adeg2 Φ̃ = deg2 Φdeg2 π = 0 (oùdeg2 désigne le degré modulo 2), et do
Φ̃ est de degré orientable pair. Cependant,(M̃n, g̃) vérifie aussiRic � (n − 1) et les fonctions
f̃i = fi ◦ π sont des fonctions propres de(M̃n, g̃) associées aux mêmes valeurs propresλi. On
en déduit que l’applicatioñΦ n’est autre que celle étudiée ene) associée à la variété(M̃, g̃) et
aux fonctions propres̃fi. Φ̃ doit donc être de degré±1, ce qui est contradictoire.
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tes

t

lui

ur

le
ous les

logie
4. Équivariance deΦ

Nous allons exhiber, sous les hypothèses de la section 3, un morphisme du groupeIsomM
des isométries deM dans le groupeOn+1(R) des isométries deSn pour lequel l’applicationΦ
est équivariante.

Soientf une fonction propre (�f = λf ) etσ une isométrie de la variétéM . Alors�(f ◦σ) =
λ(f ◦ σ). En particulier, si on suppose que(

√
n + 1.fi)1�i�k est une base de l’espace de tou

les fonctions propres associées aux valeurs propres deM inférieures à un réelα donné, alors
il existe une matriceAσ de Mk(R) telle que pour tout indicei, on ait fi ◦ σ =

∑
j Aσ

ijfj .

De plus, commeσ préserve le volume riemannien, on aδij

n+1 = 1
VolM

∫
M

fi ◦ σ.fj ◦ σ dvg =∑
kl A

σ
ikAσ

jl
δkl

n+1 . On en déduit queσ �→ Aσ est un morphisme de groupe deIsomM à valeur
dansOk(R).

Dans le cas particulier oùM vérifie Ric � (n − 1) et λn+1 � n + ε, le choix d’une famille
(
√

n + 1.fi)1�i�n+1 L2-orthonormée de fonctions propres associées auxn + 1 premières
valeurs propres non nulles deM induit un morphisme deIsomM à valeurs dansO(n + 1)
(d’après le lemme 10(i)) tel queΦ(σ(x)) = Aσ(Φ(x)) pour toute isométrieσ. L’outil central de
la démonstration des théorèmes 3 et 4 est le lemme suivant.

LEMME 16. – SoientM une variété complète vérifiantRic � n − 1 et λn+1 � n + ε (pour
ε � α(n)), et Φ:M → S

n l’application définie dans la Section3. On se donne de plusG un
groupe fini d’isométries agissant librement surM . Le morphismeσ �→ Aσ est alors injectif sur
G etA(G) est un sous-groupe deOn+1(R) agissant librement surSn. Enfin,Φ passe au quotien

en uneC(n)ε
1

384(n+1)3 -approximation de Hausdorff deM/G sur S
n/A(G).

Preuve. – Si σ ∈ KerA, alors la variété quotient deM par le groupe〈σ〉 vérifie aussi
Ric � n − 1 et λn+1 � n + ε. Mais alorsM et M/〈σ〉 ont des volumes presque égaux à ce
de(Sn, can) (d’après 12). Or le cardinal de〈σ〉 est égal au rapport de ces volumes (car〈σ〉 agit
librement), et doncKerA = {idG}.

G est un groupe agissant par isométrie surM etSn, etΦ est une application équivariante po
ces deux actions.Φ passe donc au quotient en une application de la variété riemannienneM/G

sur (l’orbifold) S
n/G. Il est facile de montrer queΦ étant uneC(n)ε

1
384(n+1)3 -approximation

de Hausdorff deM sur S
n (proposition 12), son quotient est aussi uneC(n)ε

1
384(n+1)3 -

approximation.
Pour montrer queG agit librement surSn, commençons par remarquer que, d’après

théorème de J. Cheeger et T. Colding cité en introduction, on peut supposer que s
hypothèses du lemme,Mn = S

n (remarquez que dans la suite on a juste besoin queM soit
homéomorphe àSn, et donc [18] suffit). On utilise alors le résultat suivant.

LEMME 17. – SoitG un groupe fini, soientαi :G × S
n → S

n, i = 1,2, deux actions sur la
sphèreSn etΦ: (Sn, α1)→ (Sn, α2) une application équivariante qui est de degré±1. Siα1 est
libre, alorsα2 est aussi libre.

Si α2 n’est pas libre, alorsG admet un élément non trivialσ tel queα2(σ) fixe un point
de S

n. Quitte à remplacerG par 〈σl〉 (pour l bien choisi), on peut se ramener au cas oùG est
un groupe de cardinalp premier fixant un point deSn par l’actionα2. NotonsMΦ le cylindre
de l’applicationΦ. Au couple(MΦ,Sn) est alors associée la suite longue exacte en cohomo
relative (à coefficients dansZ/pZ) suivante :

0→H0(MΦ,Z/pZ) Φ∗
−→ H0

(
S

n,Z/pZ
)
→ H1

(
MΦ,Sn;Z/pZ

)
→ · · ·

→Hn
(
MΦ,Sn;Z/pZ

)
→Hn(MΦ,Z/pZ) Φ∗

−→ Hn
(
S

n,Z/pZ
)
→ 0.
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Or, pour tout 1 � i < n, on a Hi(MΦ,Z/pZ) = Hi(Sn,Z/pZ) = {0} et donc
Hi(MΦ,Sn;
Z/pZ) = {0}. Enfin, puisqueΦ est de degré±1, on en déduit queΦ∗ est un isomorphism
entreHn(MΦ,Z/pZ) etHn(Sn,Z/pZ) et donc :

Hi
(
MΦ,Sn;Z/pZ

)
= {0}

pour tout entieri � 0.
CommeΦ est équivariante, les actionsα1 et α2 induisent une actionαΦ sur MΦ dont les

points fixesFix(αΦ) s’identifient aux points fixes deα2 (carα1 est sans point fixe). D’après u
théorème dû à E. Floyd (théorème 7.9, Chap. III, p. 144 de [5]), on a :∑

k�0

dimHk
(
Fix(αΦ)︸ ︷︷ ︸
Fix(α2)

,Fix(α1)︸ ︷︷ ︸
∅

;Z/pZ
)
�

∑
k�0

dimHk
(
MΦ,Sn;Z/pZ

)
= 0

et doncHk(Fix(α2),∅;Z/pZ) = Hk(Fix(α2);Z/pZ) = {0} pour tout entierk, ce qui implique
Fix(α2) = ∅. D’où une contradiction (remarquez que dans le cas qui nous intéresse dans l
α2 agit par isométrie, et doncFix(α2) ne pouvait être a priori que vide ou une sous-sphère).�

5. Démonstration des théorèmes 3 et 4

Sous les hypothèses des théorèmes 3 et 4, le revêtement riemannien universel (respec
orientable)(M̃, g̃) de la variétéM vérifieRic � n−1 et est de volume presque égal àVolSn. On
en déduit que(M̃, g̃) vérifie λn+1(M̃, g̃) � n + C(n)(VolS

n

2 −VolM)β(n) (ce résultat découl
qualitativement de P. Petersen [16] ; voir [3] pour une autre preuve et le calcul de la for
majorant). Le lemme 16 implique alors queπ1(M) (respectivement le groupe du revêtem
orientable) agit librement surSn par isométrie et que le quotient dẽΦ réalise une approximatio
de Hausdorff deM (car le revêtement est normal) surS

n/π1(M) (respectivementSn/(Z/2Z)).
Pour la démonstration du théorème 3, remarquons que le seul groupe d’isométries de ca
agissant librement surSn est{± Id}, et donc nos variétés sont proches deP

n
R en distance de

Gromov–Hausdorff. Pour le théorème 4, remarquons que le cardinal deπ1(M) est exactemen
k et donc que les variétés-quotient isométriques(Sn, can)/π1(M) possibles sont en nomb
fini (le nombre de classes d’équivalence des représentations dansO(n+1) des groupes finis d
cardinalk est fini ; voir [21, Chap. III] pour une classification des variétés complètes de cou
constante égale à1). On en déduit que sous les hypothèses du théorème 4, les variété
proches d’un nombre fini de variétés riemanniennes compactes possibles de même dim
D’après le théorème de J. Cheeger et T. Colding cité en introduction, il existe une con
ε(n,k) > 0 telle que les variétés vérifiant les hypothèses du théorème 4 soient difféom
aux espaces quotients annoncés.

Nous finissons cette section par la preuve du corollaire 7. D’après le théorème de Lic
wicz, on est ramené à considérer le cas oùVol(M)#π1(M) � (1−δ(n))VolSn. Le revêtemen
riemannien de(M,g) est alors encore une fois de volume presque égal àVolSn, et admet donc
n + 1 valeurs propres proches den. Si (Mn, g) admettait au moins une valeur propre inférie
à n + δ(n), alors une fonction propre associée se releverait àM̃ en une fonction propre qu
pourrait être utilisée dans la construction de l’applicationΦ̃ du lemme 16. Mais, cette fonctio
propre deM̃ étant invariante par l’action deπ1(M), l’action deπ1(M) sur S

n induite parΦ̃
admettrait un point fixe, ce qui impliquerait, d’après le lemme 16, queπ1(M) est trivial. Ceci
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est contraire aux hypothèses du corollaire 7. L’énoncé sur le diamètre découle de celui sλ1

et d’un résultat classique de C. Croke [10] d’après lequel leλ1 d’une variété de diamètre proch
deπ et de courbure de Ricci minorée parn− 1 est proche den (voir par exemple [3,4] pour un
redémonstration simple de ce fait).

6. Démonstration du théorème 1

Nous allons en fait montrer que, sur une variété vérifiantRic � n− 1, l’existence den valeurs
propres proches den implique l’existence d’une(n + 1)-ième valeur propre proche den.

Nous commençons par supposer queM est orientable. On munitE (comme dans la section 3
de l’orientation compatible avec celle deTM . Si (S1, . . . , Sn) est une famille de section
de E, on noteS = S1 ∧ · · · ∧ Sn la section duale de la1-forme S �→ det(S1, . . . , Sn, S).
S1 ∧ · · · ∧ Sn est bien évidemmentL2-orthogonale aux sectionsSi pour touti. On a de plus
les relationsDE

X(S1 ∧ · · · ∧ Sn) =
∑n

i=1 S1 ∧ · · · ∧ DE
XSi ∧ · · · ∧ Sn pour toutX ∈ TM et

|S1 ∧ · · · ∧ Sn|E � |S1|E · · · |Sn|E . On peut alors démontrer un premier résultat.

LEMME 18. – Il existe des fonctionsα(n) > 0 etC(n) > 0 (explicitement calculables) telles
que siM est orientable et vérifieλn(�E) � ε (avecε � α(n)), alorsλn+1(�E) � C(n)ε.

Preuve. – Soient (S1, . . . , Sn) une famille L2-orthonormée de sections propres de�E

associées auxn premières valeurs propres etSn+1 = S1 ∧ · · · ∧ Sn. Le lemme 11(iii) nous
donne : ∥∥DESn+1

∥∥2

2
� n2

(
max
i�n

‖Si‖∞
)2n−2

max
i�n

∥∥DESi

∥∥2

2
� C(n)ε.

Montrons que la normeL2 deSn+1 est proche de1 : d’après la remarque qui suit le lemme 1
on a‖Sn+1‖∞ �

∏
i�n ‖Si‖∞ � 1 + C(n)

√
ε, et il existe un sous-ensembleMε deM tel que :∣∣〈Si, Sj〉E − δij

∣∣ � C(n)ε1/4, VolMε �
(
1−C(n)ε1/4

)
VolM.

Fixons un pointx de M et (X1, . . . ,Xn+1) un repère orthonormé direct deEx tel que
Vect(X1, . . . ,Xn) et Vect(S1(x), . . . , Sn(x)) coïncident ; on a alorsS1 ∧ · · · ∧ Sn = cXn+1,
où c2 vaut :

det


〈S1, S1〉E . . . 〈Sn, S1〉E∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
〈S1, Sn〉E . . . 〈Sn, Sn〉E

 .

On en déduit que :∣∣∣∣Sn+1(x)
∣∣2 − 1

∣∣ =
∣∣c2 − 1

∣∣ =
∣∣det

(〈
Si, Sj

〉
E

)
ij
− det In

∣∣ � C(n)ε1/4,

en tout pointx deMε. On obtient donc :∣∣‖Sn+1‖2
2 − 1

∣∣ �
∣∣∣∣ 1
VolM

∫
Mε

(
|Sn+1|2 − 1

)∣∣∣∣+
∣∣∣∣ 1
VolM

∫
M\Mε

(
|Sn+1|2 − 1

)∣∣∣∣
� C(n)ε1/4 +

(
1− VolMε

VolM

)
2C(n) � C(n)ε1/4.
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(Si)1�i�n+1 est doncL2 presque othonormée et‖DESi‖2
2 � C(n)ε pour tout1 � i � n+1. Par

l’inégalité de Cauchy–Schwarz, on obtient que pour toute combinaison linéaireS des sections
S1, . . . , Sn etSn+1 on a‖DES‖2

2 � C(n)ε‖S‖2
2. Le principe du min–max conclut.�

On peut alors en déduire la proposition suivante (remarquer qu’on ne suppose plus quM est
orientable) qui combinée à la proposition 12 et au theorème de J. Cheeger et T. Colding
introduction) démontre le théorème 1.

PROPOSITION 19. – Il existe des constantesα(n) > 0 et C(n) > 0 (universellemen
calculables) telles que siM vérifie λn(M) � n + ε (avec ε � α(n)), alors λn+1(M) �
n + C(n)ε1/2.

Remarque. – Bien évidemment, on peut décliner cette proposition en remplaçant la conc
par l’une des inégalités :

RadM �
(
1−C(n)εβ(n)

)
π, VolM �

(
1−C(n)εβ(n)

)
VolSn

oudGH

(
M,Sn

)
� C(n)εβ(n)

oùC(n) etβ(n) sont des constantes explicitement calculables.

Preuve. – SiM est orientable, la proposition découle directement des propositions 10(i)
et du lemme 18. Supposons donc queM n’est pas orientable. Soit(

√
n + 1.fi)1�i�n une famille

L2-orthonormée de fonctions propres associées auxn premières valeurs propres non nulles
M et soitπ : (M̃n, g̃) → M le revêtement riemannien orientable deM ; notonsf̃i = fi ◦ π. Sur
(M̃n, g̃) on obtient une fonctioñfn+1 telle que(

√
n + 1.f̃i)i�n+1 soit une famille de fonction

propres de(M̃, g̃) associées à des valeurs propres proches den. Le morphisme de groupeA
de Gr(M̃,M) dansOn+1(R) construit à partir de la famille(f̃i)i�n+1 (voir le lemme 16) es
injectif et A(Gr(M̃,M)) agit librement surRn+1. Or, l’hyperplan engendré par(f̃i)1�i�n est
évidemment fixé parGr(M̃,M), ce qui est contradictoire.�

Remarque. – La preuve de la proposition 19 peut se faire sans théorie de Flyod : on sa
l’élément non trivial deGr(M̃,M) est d’ordre 2, fixe l’hyperplan engendré par les foncti
(fi ◦ π) et donc agit par symétrie orthogonale hyperplane surS

n. On en déduit que l’applicatio
Φ̃ de degré±1 construite à partir des fonctions propres(f̃i)i�n+1 passe au quotient en un
applicationΦ deM sur la demi-sphère12S

n dont le degré modulo2 est égal à 1. OrM est une
variété sans bord et12S

n est une variété à bord (et même contractile), le degré modulo 2 deΦ ne
peut donc être que nul, d’où une contradiction.

7. Optimalité du théorème 1

Pour clore cet article, nous allons montrer que pour tout entierp ∈ {1, . . . , n−1}, il existe une
suite(gk)k∈N de métriques surSn qui vérifieRic � (n−1), λp(gk) → n, λp+1(gk)→ β(n) > n,
Vol(gk) → 0, (Sn, gk) tend en distance de Gromov–Hausdorff vers la demi-sphère cano
de dimensionp et par conséquent, la suite des rayons couvrants tend versπ

2 (ce qui montre
qu’aucun des résultats de stabilité obtenus dans la proposition 19 et dans la remarque q
ne se généralise sous l’hypothèseλn−1 � n + ε). En revanche, nous n’avons pas encore ré
à construire une suite de variétés non difféomorphes àSn de courbure de Ricci supérieure
(n − 1) et telle que la suite desλn−1 tende versn (voir [1,15] pour des variétés n’ayant p
le même type d’homotopie queSn, qui supportent des métriques dont la courbure de Ricc
supérieure à(n− 1) et dont une seule valeur propre est arbitrairement proche den).
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Exemple. – La métriquegk est une généralisation des fuseaux en codimension quelconqu
fait, on construitgk en écrasant la métrique canonique deS

n dans le fibré normal à une sou
sphèreS

p−1. La difficulté étant de régulariser la métrique surS
p−1 et sur son cut-locusSn−p

tout en préservant le minorant sur la courbure de Ricci. Nous décrivons la suitegk dans le cas
particulierp = n− 1 ; la généralisation aux autres valeurs dep ne pose aucun problème (noto
que dans le casp = n, il n’est pas possible d’écraser la métrique dans le facteur normal). Sk
un entier non nul. Nous commençons par fixer les notations suivantes :

ηk =

√
sin2

(
1√
k

)
+

1
k2

cos2
(

1√
k

)
, εk =

π
2 − 1√

k

k
,

θk = arctan
(

1
k tan 1√

k

)
− π

2k
+

1
k
√

k
.

On noteIk l’intervalle ]0, π
2 − θk[. Sur la variétéM = Ik × S

1 × S
n−2, on considère la métriqu

gk = dr2 + ak(r)2gS1 + bk(r)2gSn−2 , oùgS1 etgSn−2 sont les métriques canoniques des sph
S

1 et Sn−2, et oùak et bk sont des fonctions définies surIk par les formules :

ak(r) =
{

1
k sin(kr) sur]0, εk],
ηk sin(r + θk) sur[εk, π

2 − θk[,
et

bk(r) =

{
εk

εk+θk
cos

((
εk+θk

εk

)
r
)
+ θk

εk+θk
cos(θk + εk) sur ]0, εk],

cos(r + θk) sur[εk, π
2 − θk[.

Remarquons que la fonctionak (respectivementbk) estC1 sur Ik, C2 en dehors deεk et tend
vers0 en0 (respectivement tend vers0 en π

2 − θk). La métriquegk se prolonge en une métriqu
C1 surSn pour laquelle le cercleS1 est le cut-locus de la sous-sphèreS

n−2.
Pour minorer la courbure de Ricci, on applique les formules de calcul de la courbure de

des doubles-produits tordus (voir par exemple [15]). En un pointx fixé deM on note ∂
∂r un

vecteur tangent au facteurIk, u un élément deTxS
1, v un élément deTxS

n−2. Alors, la courbure
de RicciRick de(Sn, gk) vérifie les propriétés suivantes :

Rick

(
∂

∂r
,u

)
= Rick

(
∂

∂r
, v

)
= Rick(u, v) = 0,

Rick

(
∂

∂r
,

∂

∂r

)
=−a′′

a
− (n− 2)

b′′

b

=

k2 + (n− 2)
(

εk+θk

εk

)2 cos((
εk+θk

εk
)r)

cos((
εk+θk

εk
)r)+

θk
εk

cos(θk+εk)
� k2 sur]0, εk],

n− 1 sur[εk, π
2 − θk[,

Rick(u,u)
gk(u,u)

=−a′′

a
− (n− 2)

a′b′

ab

=

k2 + (n− 2)k cos(kr)
sin(kr) ( εk+θk

εk
)

sin((
εk+θk

εk
)r)

cos((
εk+θk

εk
)r)+

θk
εk

cos(θk+εk)
� k2 sur]0, εk],

n− 1 sur[εk, π
2 − θk[
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Rick(v, v)
gk(v, v)

=−b′′

b
− a′b′

ab
+ (n− 3)

(
1− b′2

b2

)
.

Donc

Rick(v, v)
gk(v, v)

�
(

εk + θk

εk

)2 cos(( εk+θk

εk
)r)

cos(( εk+θk

εk
)r) + θk

εk
cos(θk + εk)

� εk + θk

εk
∼ 2

π

√
k sur]0, εk]

(carθk + εk � ( εk+θk

εk
)r) et

Rick(v, v)
gk(v, v)

= 2 + (n− 3)
1− sin2(r + θk)

cos2(r + θk)
= n− 1 sur

[
εk,

π

2
− θk

[
.

On déduit des calculs précédents que(Sn, gk) est de courbure de Ricci supérieure à(n− 1) pour
k assez grand.

Il est évident que le volume des métriquesgk tend vers0. De plus, la suite de variétés ain
obtenue tend (en distance de Gromov–Hausdorff) vers une des hémisphères de dimensin− 1
que borde la sphèreSn−2 : notons(Nk, hk) la variété]εk, π

2 − θk[×S
n−2, munie de la métrique

hk = (dr)2 + cos2(r + θk)gSn−2 ; elle est isométrique à une boule géodésique deS
n−1 de rayon

π
2 − (εk + θk) (privée de son centre), donc elle converge vers la demi-sphère1

2S
n−1, munie de

sa métrique canonique. Par ailleurs,(Nk, hk) se plonge dans(M,gk) de manière isométrique
via l’application (r, v) �→ (r,u0, v), où u0 est un point fixé deS1. De plus, la distance dan
M entre deux pointsp = (r,u0, v) et q = (r′, u0, v

′) coïncide avec la distance dansNk entre
(r, v) et (r′, v′). Commedgk

[(r,u, v); (r,u0, v)] � π ηk, on obtient que(M,gk) converge vers
l’hémisphère deSn−1 au sens de Gromov–Hausdorff. Il nous reste à montrer que le lapl
de ces variétés admet au moinsn − 1 valeurs propres proches den. Pour cela, nous pouvon
soit appliquer un résultat de J. Bertrand [4], soit choisir des pointsx0, . . . , xn−2 sur S

n−2 de
sorte quedSn−2(xi, xj) = π

2 si i 
= j et noter encorexi le point(0, u0, xi) deM ; en appliquan
le principe du min–max aux(n − 1) fonctionsfi(x) = cos(dk(xi, x)) (la forme des métrique
gk fait que les intégrales à calculer convergent vers les intégrales correspondantes calcu
(1
2Sn−1, can) ; voir [3] pour les détails). Enfin, les métriquesgk n’ont pas plus den− 1 valeurs

propres proches den car sinon, d’après [4], les variétés(Sn, gk) contiendraient une sous-par
Gromov–Hausdorff proche de(Sn−1, can) ; or une demi-sphère de dimensionn − 1 ne peut
contenir une partie Gromov–Hausdorff proche de la sphère(Sn−1, can).

À propos de ces exemples, remarquer que lal-ième valeur propreλk
l de la variété(Mn, gk)

reste bornée par une fonction del, n et p (pour l quelconque) lorsquek tend vers l’infini car
les fonctions propres radiales pour le problème de Neuman de la demi-sphère de dim
p− 1 permettent de construire, comme précédemment, une famille presqueL2-orthonormée de
fonctions tests surM dont les quotients de Rayleigh pour la métriquegk tendent vers le spectr
pour le problème de Neuman de la demi-sphère de dimensionp − 1. On conclut alors par le
principe du min–max.
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