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VERSION KAHLERIENNE D’'UNE CONJECTURE DE
ROBERT J. ZIMMER

PAR SERGE CANTAT

RESUME. — Nous démontrons une conjecture de Robert J. Zimmer dans le cas particulier des actions de
réseaux par difféfomorphismes holomorphes sur les variétés kahlériennes compactes.
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ABSTRACT. — Let M be a compact Kéhler manifold. L&t be a connected simple real Lie group. [Let
be a lattice inGG. We prove the following: if thédR-rank of G is strictly larger than the complex dimension
of M any morphism fronT" to the group of holomorphic diffeomorphisms &f has finite image. Thisis a
particular case in a conjecture of Robert J. Zimmer
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1. Introduction

Les travaux de Gregori A. Margulis permettent de comprendre les représentations linéaires
des réseaux des groupes de Lie simples de rang réel strictement supdriéuoia[15,17]).
Dans [18], Robert J. Zimmer propose de généraliser les travaux de Margulis au cadre des
représentations non linéaires de réseaux. L'une des conjectures-phares du programme, attribuée
a Zimmer, est la suivantedir [18,19]).

Conjecture de Zimmer SoitG un groupe de Lie réel simple connexeletin réseau dé.
S'il existe un morphisme d’'image infinie diedans le groupe des difféomorphismes d’'une variété
compacteV/, le rang réel dé&; est inférieur ou égal a la dimension g8ié.

Dans cet article, nous résolvons la conjecture de Zimmer pour le cas particulier des actions
holomorphes sur les variétés kahlériennes compactes. Ce cas particulier de la conjecture de
Zimmer et les problémes qu'il souléve nous avaient été signalés par Etienne Ghys il y a quelques
années. La stratégie globale de la preuve et une large part des arguments développés dans les
pages suivantes lui sont dus. Nous recommandtailieurs la lecture de [10] pour le cas des
actions de réseaux sur le cercle et celle de [6] pour des considérations analogues a celles que
nous développeronsici.

THEOREME A. — SoitM une variété complexe compacte kahlérienndet()/) le groupe
de ses difféomorphismes holomorphes. Goiin groupe de Lie réel, simple et connexe. $oit
un réseau dé~. S'il existe un morphisme de dansAut(M) dont I'image est infinie, le rang
réel deG est alors inférieur ou égal a la dimension complexelde
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760 S. CANTAT

Remarquel.l. — L'inégalité sur le rang est plus forte que celle conjecturée par Zimmer car
elle concerne la dimension complexe ©lEe mais cette amélioration ne doit pas étre considérée
comme une surprise puisque I'action est holomorphe.

Outre les travaux de Margulis et Zimmer, les points-clés de la démonstration du théoréme A
reposent sur
1. Les résultats de Salomon Bochner et Dean Montgomery concernant la structure du groupe
des automorphismes des variétés complexes compactes, couplés a ceux de David I.
Lieberman concernant les variétés kahlériennes.
2. Un résultat récent de Tien-Cuong Dinh etssien Sibony concernant les actions holo-
morphes de groupes commutatifs sur les variétés kahlériennes compactes.
C’est le résultat de Dinh et Sibony qui, associé a un théoréeme de Gopal Prasad et Mada-
busi S. Raghunathan, permet d’apporter la touche finale a la démonstration.

2. Préliminaires

Soit M une variété complexe compacte. Par définition, les automorphismés gent les
difffomorphismes holomorphes d¢ ; ils forment un groupe not&ut (/). Lorsque I'on munit
ce groupe de la topologie de la convergence uniforme, le théoreme de Bochner et Montgomery
montre queAut(M) est un groupe de Lie complexe dont 'algébre de Lie s’identifie & celle
des champs de vecteurs holomorphedfiévoir [5]). Nous noterons\ut(M)° la composante
connexe de l'identité ehut(M)* le quotient deAut(M) par Aut(M)°.

2.1. Exemples d’automorphismes

Il se peut queAut(M)# soit infini. C’est par exemple le cas pour une surface d’Enriques
générique\oir [1]). Puisque toute la difficulté du théoréme A provient justement de I'existence
de tels groupes d’automorphismes, nous allons teaant décrire quelques exemples explicites.

Soit M une hypersurface lisse d&'(C))**!. Dans I'ouvert de ZariskC**!, M est définie
par une équation polynomiale

P(Ila---axk+1)zo'

Supposons que le degré du polyném@ar rapport a chaque variahig soit égal a deux ; géo-
métriqguement, ceci signifigue chacune des projections

mi M — (PI(C))k

consistant & oublier 'une dést 1 coordonnées est un revétement ramifié de degré deux. D’aprés
la formule d’adjonction, cette condition est équivalente a I'existence didioeme holomorphe
surM qui ne s'annule pas. Le théoreme des sections hyperplanes de Lefschetz montre alors que
M est une variété de Calabi—Yau : la varidtéest kahlérienne, compacte, simplement connexe
et son fibré canonique est trivial. Une telle variété ne possede jamais de champs de vecteurs
holomorphes eAut (M) est donc un groupe discret.

Puisque chacun des revétements ramifjésst de degré, nous disposons de+ 1 involutions
holomorphes suM : chaque involutiorr; permute les points des fibres dg Il se trouve que
le groupe engendré par ces involutions est isomorphe au produit likre-decopies deZ/27Z.
Autrement dit, il n'y a pas de relation non triviale entre ces involutions. Une démonstration de ce
fait est proposée dans [7] pour le cas des surfaces et celle-ci s'étend en dimension quelconque.
Le groupe d’automorphismes ainsi construit contient donc un groupe libre sur une infinité de
générateurs.
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VERSION KAHLERIENNE D’'UNE CONJECTURE DE ROBERT J. ZIMMER 761

Lorsquek est égal &, la variétéM est une surface Xavec une infinité d’automorphismes.

Les produits symétriqued/l"! de cette surface fournissentoe des exemples de variétés
symplectiques de dimension arbitraire avec de nombreux automorphismes.

Il existe aussi des exemples surprenants sur certaines variétés rationnelles : sil'on éclate le plan
projectif en les dix points doubles d'une sextique rationnelle générique, on obtient une surface
projective dont le groupe d’automorphismes est isomorphe au produit libre de dix groupes
abéliens libres de rang huitdir [11]).

Pour des exemples d’actions de réseaux dans des groupes de Lie de rang supérieur, nous
renvoyons le lecteur au paragraphe 3.1.

2.2. Cohomologie et composante connexe de l'identité

Tout automorphisme’ d’'une variété complexe compacte induit un isomorphisfiiedu
groupe de cohomologiél*(M,Z). Cet isomorphisme préserve la structure de Hodge de
H*(M,C). LorsqueM est une variété kahlérienne, on dispose d’un critere cohomologique pour
déterminer les automorphismes isotopes a I'identitér (14], prop. 2.2).

THEOREME 2.1 (Lieberman). —-SoientM une variété complexe compacte kahlérienné et
un sous-groupe daut(M). Si F fixe une classe de Kahler, I'intersection fleavecAut(M)°
est un sous-groupe d’indice fini dafs

En particulier, si I'action d& sur la cohomologie dé/ est triviale, I'intersection dé” avec
Aut(M)? est un sous-groupe d’indice fini dahs Nous emploierons ce résultat au paragraphe
3.1. Ceci permettra de réduire la preuve du théoréme A au cas des représentations a valeurs dans
Aut(M)Y.

2.3. Variétés hyperkahlériennes

Une variété hyperkahlérienne est une variété complexe compacte kéhlérienne qui est
simplement connexe et qui possede @Wtorme holomorphe symplectique. La dimension
complexe de la variété est donc paire, égdlé,at il existe une€-forme holomorphé telle que
la 2d-forme A“€2 soit partout non nulle.

De nombreuses variétés de ce type possédent un groupe d’automorphismes infini ; c’est le cas,
notamment, de certaines surfacesd€ des produits symétriques associé@sin(ci-dessus). Dans
ce petit paragraphe, nous allons montrer directement le théoréme A pour ce type de variétés. Ceci
permettra d'illustrer et de préciser la démarche générale.

PROPOSITION 2.2. — Soit M une variété hyperkahlérienne. Sait un groupe de Lie réel,
simple et connexe dont le rang réel est supérieur ou égal SoitT" un réseau de~. Tout
morphisme dé&' dansAut(M) a une image finie.

Démonstration. Toute variété hyperkahlériennd est un produit de variétés hyperkahlé-
riennesrréductibles ceci de maniére unique a permutation prés des facteairs[2] et [3]). Si
un groupd agit holomorphiquement sui/, un sous-groupe d’indice fini dé préserve chaque
facteur de ce produit. Nous pouvons donc supposerduest irréductible. En ce cas, la forme
symplectique) est unique a un facteur multiplicatif prés. En particulier, la fofhe Q est
préservée paAut(M).

Notonsgy, la restriction al** (M, R) de la forme de Beauvillevpir [2]); ¢ est donc la
forme quadratique qui, & chaque formele type(1, 1), associe la quantité

qu (@) :/a/\a/\ (Q /\ﬁ)d_l,

M
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ou d est la moitié de la dimension complexe #t&. Cette quantité ne dépend que de la classe
de cohomologie de la forme et détermine donc une forme quadratique Bur' (M, R). Il se
trouve que la signature de cette forme est de type—, ..., —). Cette forme quadratique est
invariante par I'action dé\ut(M) car la décomposition de Hodge et la forae\  le sont.

Soit maintenan& un groupe de Lie réel, simple, connexe et de rang réel supérieur ou égal a
2. SoitT" un réseau dé&'. Le groupel” a donc la propriété (T) de Kazhdan et tout morphisme de
I’ dansSO(1,n) a donc une image relativement compaeia( [8], cor. 23, p. 80).

Supposons que I'on dispose d’un morphismeldeers le groupeAut(M). Le principe de
Bochner montre quaut(M) est discret; d’aprés le théoréme 2.1, la proposition sera démontrée
si nous montrons qu’un sous-groupe d’indice finildéixe une classe de Kahler. Pour cela, il
s'agit d’étudier I'action dd&" sur H1 (M, R). La remarque précédente et le calcul de la signature
deqys montrent que 'image dE dansGL(H 1 (M, R)) est relativement compacte. Puisque les
automorphismes dé/ préservent la structure entiére de I’homologieMe I'action deT" sur
HY(M,R) transite par un groupe fini. Il existe donc un sous-groupe d’indice fini Haonsi
fixe une classe de Kéhler. Ceci termine la démonstratian.

Remarque2.1. — Cette proposition “montre” que les ié&és hyperkahlériennes se comportent
comme les surfaces, ce que suggére déja I'existence de la forme de Beauville.

2.4. Un théoréme de structure

Nous aurons également besoin d'un théoréme de structure fatfM)® relatif au
morphisme d’Albanese. Avant de I'énoncer, rappelons quelques faits standards.

Soit H(M, Q') le C-espace vectoriel constitué degsormes holomorphes globales suf.
Lorsque M est kahlérienne et compacte, ce que nous supposons ici, toutes les formes
holomorphes globales sont fermées. Seoitin point deM. Pour chaque lacei basé enz,
I'intégration le long dey fournit une forme linéaire

WH/(A}
Y

sur I'espaced®(M, Q') qui ne dépend que de la classe d’homologie/dea théorie de Hodge
montre queH; (M, Z) détermine ainsi un réseau cocompact du duaHdéM, Q'). Lespace
quotient, notéAlb(M), est la variété d’Albanese d¥ .

Si y est un point deV/, et si 3 est un chemin joignant a y, I'intégration le long de3 ne
dépend que dg modulo des intégrales sur des lacets basés. &¥e procédé définit donc une
application holomorphe;, : M — Alb(M), a savoir

Y

Bien qu’elle dépende du choix d’un point baseette construction est équivariante sous I'action
du groupe d’automorphismes d¢ : il existe une représentatign Aut(M) — Aut(Alb(M))
telle que

amof=p(f)oam

pour tout automorphismeg.
L'énoncé dont nous ferons usage est le suivaoir (14], thm. 3.12).
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THEOREME 2.3 (Lieberman). —SoientM une variété complexe compacte kdhlérienne et
Alb(M) la variété d’Albanese d&/. Le noyau de la représentation

p: Aut(M)° — Aut (Alb(M))"

est un groupe algébrique complexe linéaire.

Remarque2.2. — Le groupeAut(Alb(M))? coincide avec le groupe des translations de
Alb(M). C’est donc un groupe abélien.

2.5. Groupes commutatifs

Dans [9], Dinh et Sibony démontrent le trés joli théoréme suivant.

THEOREME 2.4 (Dinh, Sibony). —-SoientM une variété complexe compacte kahlérienn et
un sous-groupe abélien deut (/). Sil'action de tout élément dé \ {id} sur la cohomologie
de M a un rayon spectral différent di, alors A est un groupe abélien libre dont le rang est
strictement plus petit que la dimension complexéfle

La démonstration utilise trés astucieusetrlen inégalités de type Hodge—Riemann démon-
trées par Mickael Gromov a la suite des traval@xBernard Teissier et Askold G. Khovanskii
(voir [12]).

Remarque2.3. — Le théoréme que nous venons de citer n'est pas énoncé exactement sous
cette forme dans [9]. Pour le déduire des résultats de Dinh et Sibony, il faut savoir qu'un
automorphisme d’'une variété kahlérienne compacte a une entropie topologique strictement
positive si, et seulement si son action sur la cohomologig/dposséde une direction propre
dilatée yoir [9] et les références qui s'y trouvent).

3. Démonstration du théoreme A

Dans cette partie)/ désigne une variété complexe compacte kahlérieGhen groupe de
Lie réel, simple et connexe &tun réseau dé;. Pour démontrer le théoréme A, nous pouvons
supposer, et nous le ferons, que le rapgde G est supérieur ou égal2 Les deux références
principales que nous utiksons sont [17] et [19] car elles présentent les résultats dans un contexte
proche du nétre. Le lecteur peut bien sir consulter [15], notamment les énoncés reproduits en
page 4.

3.1. Action sur la cohomologie

ProPOSITION 3.1. — S'il existe un morphismg:T" — Aut(M) tel que I'action induite sur
la cohomologie deV/ ait une image infinie, le rang réel; est strictement plus petit que la
dimension complexe d¥ .

Démonstration. Par définition du rang, il existe un sous-groupe de Lie condége G qui
est abélien, de dimensiaop et qui satisfait la propriété suivante : toute représentation linéaire de
C est constituée d’endomorphismes simultanémegahalisables (prendre un tore multiplicatif
maximal dangx).

D’aprés le théoréme (2.8) de [16], il existe un élémede G tel quegCg~' intersectd sur
un groupe abélien libre de ramg, cocompact dangCg~'. Notons

p*:T — GL(H*(M, Z))
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I'action deI” sur la cohomologie dé/. Puisquep*(I") est infini et préserve la structure entiére
de la cohomologiey* (T") n’est contenu dans aucun sous-groupe compaGtdd* (M, C)). Le
théoréme de rigidité de Margulis affirme alors gifes’étend en un morphisme de (voir [17],
chap. 3, §6.6).

Le groupeG étant simple, la restriction de ce morphismeGy—! réalise une bijection de
gCg~! sur un sous-groupe diagonalisable Ge(H* (M, C)). Le groupel’ contient donc un
sous-groupe abélien libre de rang dont les éléments distincts de l'identité agissent sur la
cohomologie deV/ avec un rayon spectral strictement plus grand que 1. Le théoréme de Dinh et
Sibony montre alors que; est strictement inférieur a la dimension complexélde O

COROLLAIRE 3.2.— Supposons que; est supérieur ou égal a la dimension complexe de
M. Sip:T — Aut(M) est un morphisme de groupes, il existe un sous-groupe d’indice fini de
dont I'image parp est contenue dansut (M )°.

Démonstration. +a proposition 3.1 montre que I'action diesur la cohomologie dé/ a un
noyau d’'indice fini dan¥. Le théoréme 2.1 permet de conclurea

Exemple3.1. — Soitl" le groupeSL(n,Z), vu comme réseau du groupe(n,R). Soit A un
réseau d& et E la courbe elliptiqueC/A. Le groupel’ agit linéairement su€™ en préservant
le réseau\™. On obtient ainsi un morphisme injectif devers le groupe des automorphismes de
la variété abélienn&™. L'action induite au niveau de la cohomologie est fidele et I'on se situe
dans le cas limite de la proposition 3.1 car le rangde:, R) est égal & — 1.

Exemple3.2. — Le groupePSL(n + 1,Z) s'injecte dans les autoorphismes de I'espace
projectif de dimensiom. Ceci fournit un exemple pour le cas d'égalité dans le théoreme A.

3.2. Conclusion, premiére étape

Vu le corollaire 3.2, nous pouvons désormais supposei ggeplonge en un sous-groupe de
Aut(M)°. Il s'agit de montrer que la dimension dé est supérieure au rang réel de Ceci
terminera la preuve du théoréme A.

Nous avons supposé que le rang rée:0était supérieur ou égalz donc tout morphisme de
T’ dans un groupe résoluble a une image finie. En particulier, le groupe ¢{rivest d’indice
fini dansI" (voir [17], chap. 3, thm. 7.1). Quitte a remplacer le résEqar son groupe dérivé, le
théoréme 2.3 permet de supposer fjuest “contenu” dans un sous-groupede Aut(M)° qui
est un groupe algébrique complexe linéaire. Nous noterons

7:I' - L C GL(m,C)

le plongement d& associé.

Si 'image 7(T") n’est pas un sous-groupe relativement compadt deous pouvons étendre
ce morphisme & de maniére unique. Dans ce casgst un groupe algébrique complexe de rang
supérieur a celui d& contenu dandwut(M)°. Les inégalités

rag g TrL g dlmc(M)
en découlentoir [18], [19] 83, ou encore [6], §3).
3.3. Conclusion, seconde étape

Supposons désormais quél’) est un sous-groupe relativement compact.d&ous allons
construire une nouvelle représentatiofddansAut (M) dont 'image ne sera pas relativement
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compacte, ce qui terminerala dénstration via I'argument précédent. La méthode est classique :
elle joue unréle crucial dans I'alternative de Tits [4], le théoréme 3.3 de [19] et le théoréme 10.1
de [6].

Tout d’abord, nous pouvons supposer gueest semi-simple. Soit, en effeR le radical
résoluble del et S le quotient delL par R. Si la projection der(I") dansS est finie, un sous-
groupe d’indice fini d&" est contenu dan®. PuisqueR est résoluble, ceci estimpossible. Quitte
a changet” en I'un de ses sous-groupes d’indice fini, la projectionr@E) dansS est donc
un morphisme injectif. D'aprés le théoréeme de Levi-Malcev, la projectiofi deir S admet
une section. Le group§ apparait donc Iui aussi comme un sous-groupé\de(M)°. Nous
pouvons donc remplacér par.S. Nous supposerons donc dorénavant fjuest un sous-groupe
algébrique semi-simple d&l(m, C), m € N, et queL est défini par des équations polynomiales
a coefficients rationnels.

Le groupel” étant un réseau dans le groupe conr@xe’est un groupe de type finv@ir [17],
chap. 1, 83.1). Fixons une partie génératrice fi@eI" et noton<, I'ensemble des coefficients
des polyndmes caractéristiques des matrides, poury dansS. Nous noteron&(r) le corps
Q(C;) engendré par ces coefficients.

LEMME 3.3.-— Le corpsk(7) est un corps de nombres.

Remargue3.1. — Soito un isomorphisme du corpgr) sur un sous-corps d€. La repré-
sentationr, obtenue en appliquant a tous les coefficients des matricgsy) est une nouvelle
représentation dE dansL, car L est défini par des équations a coefficients d@n§i \ est une
valeur propre de (), alorso(\) est une valeur propre dg ().

Démonstration du lemme.Soit [ le degré de transcendance Hér) sur Q. Il s’agit de
montrer quel est nul. Si ce n'est pas le cas, le théoreme de I'élément primitif montre que
k(t) = Q(z1,...,2;)(y) ou lesz; sont des nombres complexes algébriquement indépendants
et y est algébrique suQ(z1,...,x;). Soit P le polyndme minimal deg;. Pour tout nombre
réel strictement positi, on peut choisir des nombres complexes algébriquement indépendants
x} différents maise-proches des:;. Ceci détermine un isomorphisneede Q(z1, ..., x;) sur
Q(z,. .., z}). Soit P, le polynéme obtenu en appliquantux coefficients dé. Par continuité
des racines, on peut choisir une racif\@e P, proche dey. L'isomorphismer s’étend donc en
un plongement dé(7) dansC.

La remarque précédente permet alors de déformer la représentaionne représentation
T, qui est arbitrairement proche decar e est arbitrairement petit. En outre, la représentation
T, N'est pas conjuguée@caro change les coefficients du polynébme caractéristique d’'une des
matricesr (7).

Le plongement d€ dansL est localement rigide car, pour toute représentatida dimension
finie en caractéristique nulle, le premier groupe de cohomologié de/aleurs dang est nul
(voir [17], chap. 3, §7.1). On ne peut donc pas déformer localement la représentativserment
gue par conjugaison.

Juxtaposées, ces deux propriétés montrent alorg gueest un corps de nombrest

Le lemme de Selberg affirme que tout sous-groupe de type fiiLge, C) posséde un sous-
groupe d’indice fini sans torsiowdgir [17], §3.2). Etant donné queé est un groupe de type fini
infini, nous pouvons supposer glieontient un élément, pour lequelr(~y,) est d’ordre infini.
Comme l'image dé& est relativement compacte, la matricey) est conjuguée a un élément de
U(n,R); elle doit donc posséder une valeur proprgui n’est pas une racine de l'unité.

Puisquel est solution d’'une équation polynomiale a coefficients dgmg, A est un nombre
algébrique qui n’est pas une racine de I'unité. Le lemme de Kronecker assure alors I'existence
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766 S. CANTAT

d’'un plongementx de k(7) dans un corps local’ qui envoie sur un nombre de norme plus
grande qud (voir [13]).

En appliquanta aux coefficients des matrices(y), v € ', on construit une nouvelle
représentation,, : I' — L(k’) dont 'image n’est plus relativement compacte. Ceci assure que
k' est archimédien, c’est-a-dire qiécoincide ave® ou C (voir [19], chap. 3, §3.2 ou [15],

p. 4, thm. 2). Nous avons donc construit une nouvelle représentatidhdnsZ dont I'image
n'est pas relativement compacte, ce qui termine la preuve du théoréme A.

4. Compléments
4.1. Raffinements

Le théoréeme A et sa démonstration ont plusieurs corollaires immédiats. On peut d’'abord
étendre le résultat a des variétés projectives sur d’autres corps que celui des nombres complexes.

THEOREME B. —Soitk un corps de caractéristique nulle. Sdif une variété projective lisse
sur k. SoitG un groupe de Lie réel, simple et connexe. $oitn réseau de~. Si le rang réel
de G est strictement supérieur a la dimension g tout morphisme d& dans le groupe des
automorphismes d&/ a une image finie.

Démonstration. -Soitp: I' — Aut(M ) un morphisme. Le groupe est un groupe de type fini
car c’est un réseau dats Nous noteronsy, .. .,v; un systéeme de générateurdde’ensemble
des coefficients des polyndmes qui définisgehet lesp(~;) engendrent une extension de type
finie de Q. Nous pouvons donc supposer que le cofpsst une extension de type fini d@.

Le corpsk peut donc étre plongé en un sous-corpsGet le théoréme se déduit ainsi du
théoréme A. O

Remarque4.1. — Ce résultat me semble encore valable pour un corps de caractéristique
positive, mais la démonstration nécessite d’étendre certains des théoremes auxquels nous avons
fait référence a un cadre plus général.

Il est également possible de généraliser le théoréme A aux réseaux irréductibles de groupes
semi-simples.

THEOREME C. —Soit M une variété complexe compacte kahlérienne de dimension com-
plexed. SoitG un groupe de Lie réel, semi-simple et connexe. Bain réseau irréductible
deG.

S'il existe un morphisme: ' — Aut(M) dont 'image est infinie, il existe un sous-groupe
d’indice fini IV dansT" sur lequelp est composéi) du plongement d&’ dansG, (ii) d’'une
surjection deG sur un groupe de Li&"’ de rang réel inférieur ou égal &, (iii) d’'une action de
G’ sur M par difffomorphismes holomorphes.

Nous ne démontrerons pas ce résultat. || sdudt€facilement de la démonstration présentée
dans la partie précédente.

4.2. Questions

Peu de variétés kahlériennes compactes sont susceptibles d’admettre un groupe d’automor-
phismes dont le nombre de composantes connexes est infini. Il est donc envisageable, et il se-
rait intéressant, de classer les va¥gtomplexes compactes de dimensiaqui réalisent le cas
d’égalité dans la proposition 3.1. On se donne donc un groupe de Lie réel, simple et connexe de
rang réeld — 1 et un réseall deG. Il s’agit alors de classer les couplg¥/, p) ou
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(i) M estune variété complexe compacte kahlérienne,

(i) p:T' — Aut(M) est un morphisme de groupes,

(iii) I'action de p(T") sur la cohomologie d&/ ne transite pas par un groupe fini.

Il'y a des exemples sur les tores et donc sur les variétés de Kummer qui s’en déduisent.

Si M est projective et possede une telle action de réseau, alors sa dimension de Kodaira vaut
—oo ou 0, son premier groupe de cohomologie est un groupe de torsion ou son application
d’Albanese est un isomorphisme, elle estoatiellement connexe (et donc simplement connexe)
ou son fibré canonique est pseudo-effectif Toutes ces propriétés se déduisent facilement
de résultats importants de géométrie algébrique complexe. Elles montrent que les deux cas
principaux a étudier sont les variétés de Calabi—Yau et les variétés rationnellement connexes.

En conclusion, on peut dire qu'il serait intéressant de classer les variétés de Calabi—Yau de
dimension3 qui admettent une action holomorphe du gro%t€3,Z). Le cas des variétés
rationnellement connexes est également crucial, mais est sans doute le plus délicat : on ne sait
toujours pas classer les surfacesaatielles munies d’une action du groupe lidre Z.
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