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Résumé
La marche aléatoire centrifugest un processus de Markov dans I'espace euclidien dont les transitions sont celles d’'une
marche aléatoire symérique ordinaire perturbées par une dérive centrifuge. Nous étudions le comportement de ce processus el

moyenne, en loi et par trajectoires individuelles quand le temps tend vers l'infini.
0 2005 Elsevier SAS. Tous droits réserveés.

Abstract
The centrifugal random walkds a Markov process in the Euclidean space whose transition probabilities are those of an
ordinary symmetric random walk perturbed by a centrifugal drift. We study the behaviour of this process in the mean, in law

and on individual trajectories when times goes to infinity.
0 2005 Elsevier SAS. Tous droits réservés.

MSC :60F05; 60F15; 60J05

0. Introduction

L'objet de cet article est I'étude du comportement en temps grand d’'une marche aléatoire dans I'espace eu-
clidien, soumise & une dérive centrifuge. L'étude précise de cette chaine de Markov est justifiée par une double
motivation. D’une part la question est apparue en dehors du champ usuel du Calcul des Probabilités, d’autre part
elle conduit a des résultats mathématiques significatifs, et a quelques problémes ouverts.
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Présentation de la chaine étudiée, sur un exemple simeus considérons des processus markoviens a temps
discret, dont les transitions sont gouvernées par celles d’'une marche aléatoire classique perturbées par une déri
centrifuge. La loi de la marche aléatoire et la perturbation sont soumises a des conditions de symétrie. Ces processt
peuvent étre a transitions discrétes ou continues, ils peuvent vivre dans un réseau ou dans I'espace euclidien to
entier. Le cadre général est précisément décrit dans la premiére section de I'article.

Présentons ici I'exemple le plus simple de oegrches aléatoires centrifugeNous partons de la marche aléa-
toire simple sur le résedif, que nous perturbons pour imposer une dérive centrifuge. Pour éviter les formules trop
lourdes plagons nous en dimensida= 2. Soita un parameétre réel fixé entre 0 et 1. irearche centrifuge plane
aux plus proches voisirest une chaine de Markov sif dont les transitions sont gouvernées par les probabilités
suivantes :

P((0,0), (1,0)) = P((0,0), (—1,0)) = P((0,0), (0, 1)) = P((0,0), (0, —1)) =

Nl

et, si(x, y) € Z?, avec(x, y) # (0, 0), en notanip := /x2 + y2,

X

1 1
P((X7Y)a(x+1,Y))= Z<1+a%>a P((st)’ (x_l,)’)) = Z(l_a;)a

P((x,y), (x,y+1) = %<l+az>, P((x,y), (x,y—1) = %(1— a%).
L'accroissement moyen d'un pas de cette chaine a partir du paimd non nul est— (x,y). La dérive est donc
centrifuge et d’'intensité constante.
Pour éviter les problémes d’arithméticité liés a cet exemple, et pour améliorer 'isotropie de cette marche cen-
trifuge le modéle d’'une marche aux huit plus proches voisins a aussi été proposé. En voici une description rapide.
On fixe cette fois deux parametre®tr compris entre 0 et 1. Les probabilités de transition s’écrivent

P(Q.0).(r.y) =7 Silrl+Iyl=1
1- .
P((0.0).(r.y) = == silx|=y|=1

et, si(x, y) € Z2, (x,y) # (0,0), en notanp := \/x2+ y2, e = +1,¢' = +1,

o).
<

l—l—ea—)

— ex+¢€'y
< 2p )

Méthodes et résultats.Notre objectif est la description du comportement asymptotique de ces chaines de Mar-
kov. Elles sont transientes. Leur vitesse de fuite a I'infini est connue puisque nous démontrons une loi des grands
nombres et un théoréme limite central pour la norme de la marche. Nous démontrons aussi que, presque sGremer
la marche centrifuge s'échappe a l'infini dans une direction précise, etajuogeet directionsont asymptotique-
ment indépendantes. Les principaux résultats sont rassemblés dans la Section 1.4.

Les théoréemes limites pour martingales constituent notre principal outil. Nous utilisons en particulier un théo-
reme limite central uniforme pour une famille de martingales, que nous présentons en appendice.

Nous laissons ouvertes quelques questions qui nous semblent intéressantes, autour de la loi limite de la directio
de la marche et autour du théoréme limite local.

P((x.y), (x +€.3)) = %
P((x, ), (x,y +€)) = %

P((x,y),(x+e,y+e)
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Motivations. Le sujet trouve son origine dans les travaux menés par le premier auteur pour construire dans un
espace discret une cinématique a partir de laquelle une machine de Turing pourrait simuler les lois de la physique.

La marche aléatoire centrifuge sur le rés@4ua été introduite comme un modeéle d’onde circulaire dans un
espace physique discret. Les résultats décrits dans cet article — vitesse de fuite, isotropie, convergence en loi —
confortent le choix du modele. L'onde circulaire est ainsi représentée par un procédé aisément implémentable sur
un ordinateur.

Liens avec des travaux antérieursNous soulignons la similarité entre les résultats que nous obtenons et ceux
concernant le comportement asymptotique du mouvement brownien sur une variété d’'Hadamard dont la courbure
sectionnelle satisfait certaines conditions de pincement ou de décroissance a l'infini. De nombreux auteurs ce sont
intéressé a cette question depuis le travail initiateur de Jean-Jacques Prat [10] en 1975. Citons plus particulierement
les travaux de Pei Hsu et Peter March [6] ou il est montré que le mouvement brownien converge presque-sirement
en direction et que le support de la loi limite de I'angle est la sphére toute entiére (on trouvera aussi dans cet
article des références précises sur ce sujet). Le modéle a temps discret que nous proposons ici présente une certair
symétrie radiale, notamment lorsque la mesurest invariante par rotation, et les résultats du paragraphe 3 sont
alors arapprocher de ceux de P. Hsu et P. March ; néanmoins les méthodes sont trés différentes, ces auteurs utilisar
de facon essentielle I'ellipticité de I'opérateur de Laplace—Beltrami.

Notons aussi le travail de David Kendall [7] concernant I'étude d’une diffusion centripéte permettant de modé-
liser les migrations d’oiseaux ; le fait que le module du mouvement brownien soit un processus de Bessel intervient
de facon essentielle dans I'étude de cette diffusion.

Enfin, I'étude fine du comportement en direction de la marche aléatoire centrifuge achoppe rapidement sur
la question difficile de I'estimation de la probabilité de retour dans un compact d’une marche aléatoire centrée
conditionnée a rester jusqu’'a l'instamt> 1 dans un con€ fixé. LorsqueC et son complémentaire sont des
semi-groupes, cette question a été résolue par différents auteurs, notamment dans [8], grace a la factorisation de
Wiener—Hopf. Le cas d'un cdne d’amplitude quelconque est beaucoup plus délicat a traiter. Si pour le mouvement
brownien de nombreux résultats existent (citons par exemple [12]), il n’en est pas de méme pour une marche
aléatoire quelconque et seules quelques réponses partielles ont été obtenues ; en particulier, il existe une minoratior
«polynomiale » de la décroissance de la probabilité que la marche aléatoire restejdsms’a I'instantn > 1
(voir [13]) mais a notre connaissance, le probléme reste ouvert si I'on impose en plus a la marche de revenir
a linstantn dans un compact fixé. Nous préciserons cette question dans le paragraphe 5 de l'article, ainsi que
d’'autres problémes ouverts.

1. Lamarchecentrifuge
1.1. Présentation du modéle

Soitd un nombre entier- 0. Nous noterong, -) et || - || le produit scalaire et la norme usuels de I'espate

Nous nous proposons d’étudier le comportement asymptotique d’'une marche aléafRitesuurbée par une
dérive centrifuge. Sojt une mesure de probabilité SRf qui représentera la loi de la marche non perturbée, et soit
a une fonction deR™ dans lui-méme qui représentera un parameétre de la perturbation. On consideére la probabilité
de transition définie suR? par

(x, )
flxl

P(x,x +dy):= (1+a(llyll) >/L(dy)- (1)
(Pourx = 0 laformule (1) doit se lire simpleme®(0, dy) = u(dy). Cette convention sera utilisée dans I'ensemble
de nos calculs.)

La marche centrifugest la chaine de Markov associée a cette probabilité de transition.
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Pour que la formule (1) définisse effectivement une probabilité de transition il est nécessaire que pour chaque
dansR¢, la fonctiony — 1+ a(||y|) (‘)I‘;‘Vf soit une densité de probabilité pour la mesureC’est pourquoi nous
devons imposer, outre la mesurabilité de la fonctipkes deux conditions suivantes

pouru-presque touy, Iyl -a(llyll) <1, 2
/y'a(llyll)u(dy)=0. 3)

Nous imposons également a la marche non perturbée d’'étre non dégénérée, a pas bornés et symétrique p
rapport a I'origine. Autrement dit, on suppose que :
la probabilitéu est & support borné et est distincte de la masse de Dirac en zéro. 4)

et
pour toute fonctiornf w-intégrable et impaire, /f(y)u(dy) =0. (5)

Pour mener a bien notre étude, nous imposons aussi une condition d’isotropie a la marche non perturbée : nou
supposons que la variance de la projection de I'accroissement sur une direction quelconque est indépendante c
cette direction. Cela se traduit par I'existence d’une constahtelle que, pour touf sur la sphére unité dg?,

m' = / (v, i) (dy). (6)

(Bien sdr, cette condition assure que le support de la marche aléatoireudis$nie de I'origine n’est pas contenu
dans un sous-espace vectoriel propre de I'esféce
Enfin, nous imposons les deux conditions suivantes.&iv sont orthogonaux dari®?, alors

/ (i) (. Bya (1) e (dy) = O. )
Le nombre
m = / (i) 2a(lly ) i(dy) ®)

est indépendant du choix desur la sphére unité de<.

Compte tenu de I'hypothése de symétrie (5), la condition (7) indique que I'accroissement moyen de la marche
perturbée est centrifuge (ie I'accroissement moyen de la marche issueddeolinéaire &), et la condition (8)
indique que l'intensité de cet accroissement est constant (égpal a

Nous voulons que la perturbation centrifuge de la marche soit non triviale. Nous excluons donc le cas ou, pour
u-presque touy £ 0, on aa(]|y])) = 0. Ainsi on aura toujours: > 0.

Les conditions (3)—(7) et (8) sont évidemment satisfaites par les probabilités invariantes par les isométries vecto-
rielles deR?. Elles le sont aussi, quelque soit le choix de la fonctippar les probabilités discrétes uniformément
distribuées sur les vecteurs d'une base orthonormée et leurs opposés. Ces six conditions sont préservées par |
similitudes de I'espace vectoriel euclidi@®f. Un barycentre (discret ou continu) de probabilités vérifiant ces
conditions les vérifie encore.

Exemples. Les exemples présentés dans l'introduction entrent dans ce cadre général. Plagons nous en dimensio
d = 2. Si les transitions de la chaine se font aux quatre plus proches voisin&(ef%as(lvo) +60,1) +8—1,0 +

80,—1))), alorsm = %a(l) etm’ = % Si les transitions de la chaine se font aux huit plus proches voisins (on a

r 1-r
n= 2(3(1,0) + 80,1 +8(-1,00 +0,-1) + 7(3(1,1) +8-11 +8a-1 +6-1,-1)

our estun parametre entre O et 1), alors= 5a(1) + (1 — ra(x2)etm =1— 5
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1.2. Quelgues notations

Notons(X,),>o la chaine de Markov a valeurs ddR$ associée a la probabilité de transitiBrdéfinie par (1),
ou la probabilitéu et la fonctiona vérifient I'ensemble des conditions précédentes de (2) a (8). On a, pour toute
fonction mesurable bornég surRR?,

<Xn7 )’>
Xl

E[f(Xn+1) | X0, X1, .., Xu| =E[f (Xp41) | Xu] = / f(Xn+ y)(1+a(||y||) >M(dy).

La loi du processusX,),>o est entierement déterminée par la loi des transitions et par la distributieria
variable aléatoiré(g. Nous noterons aloiB, la probabilité sur I'espace des réalisationEgt'espérance associée.

Nous noterong,, := || X, | et f(,, :=(1/pn)X,, la norme et la direction du processus.

Si la distribution initialev de la chaine est une masse de Dirac, c'est-a-dire si la variable aléHtpizst
constante, la probabilitg, sera noté@’po’;(o.

Nous noterongr, la tribu engendrée par les variables aléatokgsXy, ..., X,,.

Nous noterond’ := [ [|yl|2u(dy).

Nous noterons enfint! 'ensemble des mesures de probabilité Réir

1.3. Hypothéses de non-dégénérescence

Avant d'énoncer les principaux résultats décrivant le comportement en temps grand de la marche centrifuge,
nous devons distinguer deux situations dégénérées propres a la dimension 1.

e Dans le cas ou/ = 1, ou la probabilitéu est portée par deux points, > 0 et son opposé-y,, et ou
a(yo) = 1/|lv|l, la marche centrifuge est déterministe dés qu’elle a quitté l'origine : elle passe deyp a
avec probabilit%, mais elle passe sirement.dé x + y, pour toutx > 0, et dex ax — y, pour toutx < 0.
Ce cas particulier sera appelé le premier cas dégénéré.
Les hypothéses (2), (6) et (8), associées a I'inégalité de Cauchy—Schwarz entrainent que, en dehors du premiet
cas dégénéré, on a toujouns > m?.

e Dans le cas od =1 et oua(]ly]) = 1/|ly|l pour u-presque touy non nul, la marche centrifuge s’éloigne
srement de l'origine dés qu’elle I'a quittée. Ce cas particulier sera appelé le second cas dégénéré.

1.4. Principaux résultats

Théoréme 1 (Loi des grands nombres pour la normé€)uelle que soit la distribution initiale de la chaine, la suite
(%pn) tend vers la constanta quandrn tend vers I'infini. Plus précisément, pour taut- 0, on a

n—oo

_ 1 2 -

lim n¢E, [(—(pn — po) — m) } =0 uniformémenten € M1, 9)
n

et,P,-presque slrement

1
lim n1/2_€<—,0,1 - m> =0. (10)
n

n— oo

Théoréme 2 (TLC pour la norme) Quelle que soit la distribution initiale de la chaine, la su{t% (o, — nm))
converge en loi vers une gaussienne centrée de variarice m?. En dehors du premier cas dégénéré, cette
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variance est non nulle, et la convergence en Ioi(%(pn — po — nm)) est uniforme en la distribution initiale.
Autrement dit, on a
t

1 1 2
P, 7(:0n—,00—m71)<l:|——/e_A /2 ds
|: n(m’ —m2) V2

lim sup =0.

n—0oo
veMl teR

—00

Théoréme 3 (Convergence de la directianuelle que soit la distribution initiale, la sui(é?n) converge presque
sQrement vers une variable aléatoike,.

Théoréme 4 (Loi limite de la direction) En dehors du second cas dégenére, et quelle que soit la distribution
initiale, le support de la loi de la variable aléatoit€,, est la sphére d&< toute entiére.

Théoréme 5 (Indépendance asymptotique de la norme et de la directi@ulle que soit la distribution initiale,
le couple

Pn —nm o
- X
< n >
converge en loi vergZ, )?oo), ou la variable aléatoireZ est indépendante dé’oo et suit la loi gaussienne
N(©O,m' —m?).

2. Comportement en norme
2.1. Estimations de moments

Dans cette section nous donnons des estimations utiles de I'espérance, la variance et la transformée de Laplac
du modulep, de X,,.

Proposition 1. On a

E[p2,1| Fu] = p2 + 2mp, + V. (11)
Pour toute > 0, il existea > 0 tel que, pour touv € M? et pour toutr > 0,

nm < E,[p, — pol < nm + an®. (12)

Ona

V—m 1
Elonra| Fal = pn+m+ — +o<—2>, (13)
Pn Pn

ou le O est uniforme en l'aléa.
Enfin pour toute > 0, il existe > 0 tel que, pour touv € M? et pour touts > 0,

Var,[p, — pol < pn*Te. (14)
(On note bien sdr ici Vgrla variance sous la probabilifg,. Dans les démonstrations, nous utiliserons les nota-

tions d’espéranck, de probabilité? et de variance Var pour des calculs sur la chaine de Markov avec distribution
initiale arbitraire.)



J.-D. Fouks et al. / Ann. I. H. Poincaré — PR 42 (2006) 147-170 153

Démonstration. On a

P2y = || Xu + Xusr — X)) * = 2 + 11 Xus1 — Xall? + 20X, Xs1 — Xir).
D'ou

E[p2 4| Fu] = / (P2 + 1112 + 20X, )) (1 + a(Iy ) (X, ¥)) ().

En développant cette expression et en utilisant la condition de symétrie (5), on obtient

E[pZ.1 | Fu] = p2 + f 1y 12(dy) + 20n / a(ly )X, y)u(dy).
Ce qui est exactement la formule (11).
Ona

<Xnv Xn+1 - Xn>
1Xnll - 1 Xnt1 — Xl

2
P21 = P2+ 1 Xnt1 — Xn ||2( ) +2(X 0, Xn1 — Xn),

c'est-a-direp?, ; > (o + (Xp, Xni1 — Xa))2. On en déduit que

Pn+1 2 Pn + <an Xn+1— Xn)a

puis que

Blonsa 1 5] [ (pn (%o ) L+ a1y T 2.
En développant cette expression et en utilisant a nouveau la symétrie de la mesure et la formule (8) on obtient

Elpn+1 | Ful = pn +m, (15)
d’ou I'on déduit immédiatement la premiére inégalité de (12).
Démontrons la seconde inégalité de (12). On a
E[(0n+1 = p0)? | Fa] = E[pf 1| Fu] = 200Epur1 | Ful + 0.
En utilisant (11) et (15), on en déduit que
E[(pn+1— p0)? | Fu] < 07+ 2mpy + V — 2p0(py +m) + pj.

ce qui entraine successivement

E[(ont1— £0)? | Fu] < (on — p0)% + 2m(py — po) + V,
E[(ont1 — p0)%] < E[(on — p0)?] + 2mElpn — pol + V.,

n—1

E[(pn — po)?] <2m Y "Elpx — pol + 1V, (16)
k=1

et
n—1

(Elpn — pol)® < 2m > “Elp — pol +nV.
k=1

La seconde inégalité de (12) se déduit alors du lemme suivant.
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Lemme 1. Soit(u,),>1 une suite réelle telle que, pour touf

n—1
u,zl <2m Zuk +nV.
k=1

Alors, pour tout: et toute > 0,

2(1+¢)
me

u, <nm-+ (V —mz)ne.

On aura remarqué, par une simple application de I'inégalité de Cauchy—Schwaiz ~qué. La vérification
de ce lemme est laissée au lecteur.
Démontrons a présent I'estimation (13). On a

Blprsa| Fal = [ o3 + 1912+ 2060 201+ (I ) o st

En utilisant le développement limité

_ - IyllZ (i, y)? 1
o224 20 ) = p (i) + o — 2 o ),
2p 2p o

(dans lequel l&0 est uniforme e sur la sphére unité et endans une partie bornée de I'esp®&®, en dévelop-
pant I'intégrale et en utilisant la propriété de symétrieug@®n obtient bien

Vv m’ 1
Elpont1 | Ful=pn +m+ - +0 - |
2101’1 210}1 pn

dans lequel leO est uniforme en l'aléa. C’est le résultat annoncé.
Cherchons enfin une estimation de la variance. En utilisant successivement (16) et (12), on peut écrire

n—1
Var(p, — po) =E[(on — p0)*] = Elpn — pol* < 2m Y Elpx — pol +nV — Elp, — pol®
k=1
n—1 n—1
<2m Z(km —i—ake) +nV — (nm)? = (V - mz)n + 2ma X:k6 = O(n1+€).
k=1 k=1

Cela achéve la démonstration de la propositiom.
Notons sous forme d’un lemme une conséquence utile de la Proposition 1.
Lemme2. Soit(W,) une suite de variables aléatoires positives définies sur I'espace canonique associé a la chaine
de Markov. S'il existe > 0 tel que, pour toutz, on ait
W,<c et W,<c/pn,
alors, pour toute > 0, il existey > 0 tel que, pour toub € M?* et pour toutn,

E,[W,] < yn~1Fe.
Démonstration. On a

2
PWH>_C <P pn<ﬂ <Ppn_p0<m~
nm 2 2
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En utilisant I'estimation de I'espérance (12) et I'estimation de variance (14), ainsi que l'inégalité de Bienaymé—
Tchebychev, on en déduit que

2c nm _
P[Wn > —} < ]P’[]E[pn — pol — (pn — p0) > —] < —— Var[p, — pol = O(n 17,
nm ncm

2
uniformément en la distribution initiale.

Puisque les variable,, sont uniformément bornées pgron a

2 2
E[W,] ch[Wn > —c} i

nm

nm

Cela permet de conclure qli&W,] = O(n~1+¢), uniformément en la distribution initiale.oo

Nous noterons?~1 la spheére unité de I'espace euclidigfi.

Proposition 2. Il exister > 0 ety < 1 tels que, pour toutp, i) € RT x S~ et pour toutr € N,
E,a[e ] <y"e ™.

Démonstration. Grace a la propriété de Markov, il suffit de démontrer qu'il existe 0 ety < 1 tels que, pour
tout (p, 1) € RT x §9-1,

E,i[e ] <ye™.

17)
Pourii € $9~1, notonsu; la mesure de densité— 1+ a(||y||)(y, i) par rapport & la mesuge. On a

Ep’ﬁ[efk(prp)] :/efk(«/p2+\|yll2+2p(y,ﬁ>fp)ﬂﬁ(dy) < /e’)‘(y’f’)ug(dy).

Cette derniére quantité est la transformée de Laplage;devaluée erii, que I'on noteL; (A).
OnaL;(0)=1etL.(0)=— [(y,ud)u;z(dy). En utilisant (5) et (8), on voit que’.(0) = —m < 0.

OnaLl() = [{(y, i)2e i - (dy), et cette quantité est uniformément bornée par rapparteéi > 0
puisque le support de est borne. La famill€L’) est donc équicontinue S,

En conséquence, il exisie> 0 tel quey := sup;cg4-1 L;(A) < 1. Nous avons établi (17).0
2.2. Loides grands nombres

1 1
—(pon = po):| =0(n~1"¢) et 'E[;(pn — ;00)} _ m‘ —O(n~1+),

Démonstration du Théoreme 1. Soite > 0. D’aprés la Proposition 1, on a

Va

=

Puisque

r/1 2\ 1/2 1 1/2 1
(E (;(pn — po) — m) D < (Var[;(pn — po)]) + 'E[;(pn - po)} —m

I'affirmation (9) est établie.

3

Pour établir la convergence ponctuelle avec vitesse, nous allons utiliser un argument de martingale. Posons
Yov1:=pnr1 —Elpoprr | Ful et Zyp1:=Elppr1| Ful — pn —m.
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La suite (¥,) est une suite d’accroissements de martingales uniformément bornég,.aae p,+1 — on —
Elpnt+1 — pn | Ful. La martingale(d ;_; k~1/2=<y;) est bornée en moyenne quadratique, donc presque sirement
convergente. Le lemme de Kronecker permet de conclure que, presque slrement,

n
lim n—1/2—¢ Z Yi = 0.
k=1

Les variables aléatoires, sont uniformément bornées et, d'aprés (13), il existe une constantetelle que,
pour toutr, on ait|Z,| < ¢/p,. Le Lemme 2 permet d’affirmer qu&{| Z,|] = O(n—1*¢). Cela étant vrai pour tout
€ > 0, on en déduit successivement que

lasérie Y "E[n~¢|Z,|] estconvergente
n>1

la série Zn_5|Zn| est presque srement convergente
n>1

n
presque sGrement, lin7¢ ) " Z; =0.
k=1
En rassemblant les estimations obtenues sur les sériéset Y Z;, on conclut que, presque sirement,

n
pn—po—nm=Y_(Yi + Z) = o(n'/?+).
k=1

Et on en déduit I'estimation (10).0O
2.3. Théoréme limite central

Démonstration du Théoréme 2. Cette démonstration est basée sur un théoréme limite central uniforme pour
martingale dépendant d’'un parameétre. Pour une valeur fixée du parametre, ce TLC est un résultat classique, et not
avons besoin d’'une convergence en loi uniforme en le paramétre. Le théoréme est précisément décrit en appendic
de cet article.

Comme dans la démonstration du Théoréme 1, on écrit

n n
Pn—Po—nmzzYk+sz
k=1 k=1
avec
Yi:=pn —Elpn | Fu1l et Z,:=E[p, | Fu-1]l — pu—1—m.

Quelle que soit la distribution initiale, la suite(Y,,) est une suite d’accroissements de martingale uniformément
bornés par le rayon du support deNotons

1 n
Vii=———s ];E[Ykz | Fi-1)-

Nous allons montrer que, pour tolt- 0,

P,

1o
n

> 8] —> 0 quand: — oo, uniformément em. (18)
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En utilisant le TLC uniforme (Théoréme 6), on en déduit que

t

P, Z e <t e 2ds —> 0 quand: — oo, uniformément erfv, 7). (19)
| Va(m' —m )k 1 \/
Nous allons montrer également que, pour muto,
B 1 n
P, f Z Zi| > 8} — 0 quandr — oo, uniformément em. (20)

En utihsant (19), (20) et 'encadrement

P, Y, Zi>§
¢n<m ~m? uzl Hs ] [mm ~m? >,; ‘ }
1
<Py ——=(on — po — <t
[ n(m/_mz)(p 00 — nn) }
l n
<Py ——— Y <t+8}+P[ Zy < 8]
|:\/n(m’—m2)k§1 ¢ Vn(m' —m? )kz1 ¢

on obtient sans peine la conclusion du Théoreme 2.
Il nous reste a démontrer les affirmations (18) et (20).
De I'identité (13), on déduit que

1
Elpns1| Ful? = p2 + 2mpy + m? +V —m +O<p )
n
I'estimation du reste en Q/p,) étant uniforme en I'aléa. Autrement dit, si I'on pose
Ry :=E[pyr1 | Ful? = (p2 + 2mp, +m? +V —m'),
alorsondR,| < c”/pn, 0uc” estune constante déterministe. Le Lemme 2 s’applique aux variables alé@gjres
pour toute > 0,
nl_eE[|Rn|] — 0 quandz — oo, uniformément en la distribution initiale.
La suite(E[R,]) étant uniformément bornée, on en déduit que
n—1
n~¢> E[|R|] — 0 quand: — oo, uniformément en la distribution initiale. (21)
k=0
Lidentité (11) s’écrit
E[pZ, 11 Fn] = pZ +2mp, +V,
et nous avons

E[YZ1 | Fa] =E[pf11 | Fu] = Elont1 | Ful®.
D'ou
[ n+1|~7:] m —mZ—R,,,

et

-1
I7A 1 X
e — Ry.

n n(m’—m2)Z k

k=0
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Ainsi, on a

v,
IPHl——"
n

et de I'estimation (21) découle alors la convergence en probabilité (18).
Pour établir (20), rappelons que la suif, p,) est bornée et que I'on a donc, d’apres le Lemme 2,

1 n—1
>a} < SE[R],
n(m’ —m#)8 =

pour toute > 0, nl_fE[|Zn|] — 0 quand: — oo, uniformément en la distribution initiale.
Puisque la suit€E[| Z,|]) et uniformément bornée, on en déduit que

1 n

ZE[|Zk|] — 0 quand: — oo, uniformément en la distribution initiale.

ﬁ k=1

Et cela entraine la propriété de convergence (20). Le Théoreme 2 est démantré.

3. Comportement en direction
3.1. Convergence

La démonstration de la convergence de la s@ft,e) (Théoreme 3) est basée sur I'étude de ses accroissements.
En norme, ils sont faciles a estimer : puisque le support de la probabiist borné, il existe une constante réelle
c telle que, pour tout,

R (22)

n

et on sait que, presque sirementest de I'ordre de grandeur delLa moyenne des accroissements est d’'un ordre
de grandeur inférieur comme nous l'indique le lemme suivant.

Lemme3. On aE[f(nH — f(n | Ful= O(l/p,f), uniformément en 'aléa.

Démonstration. Siy= X, 11 — X, alorsp, 1 = \/p,% + 20,(y, Xu) + [y]I2. D'OU

> - n)}n + v Y
E[Xui1— X | ] =[( e ) —Xn>(1+a(llyll)(y,Xn))M(dy>
V242000, Xa) + 12

pn)}n“‘y o > .
B 7 — X, ) (L4 a(Iy 1)y, Xu))n(dy)
/<pn(1+(yaxn),0n_l+0(pn_2)) ( ( )< ))
1

= o, /(y — (v, ffn))?n + O(p,,‘l))(1+a(||y||)<y, ??n))u(dy).

Nous savons que la densié—~> 1+ a(||y|){y, f(n) est bornée. On a donc

. . 1 Lo .
IE|:Xn+l — Xy | ﬁz] = ; /(y - (y’ Xn)Xn)(1+ a(||y||)<y, Xn))ﬂ(d}’) + O(pn_z)~

Montrons que I'intégrale apparaissant dans cette derniére expression est nulle. Cela concluera la démonstration d
lemme.
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D’une part, puisque la mesureest symétrique, on a

/(y —(y, Xu)X,) (dy) =0

D'autre part, la condition (7) nous dit que, pour taitle vecteur/ (y, u)a(|lyll) - yu(dy) est colinéaire ai.
Ainsi, pour toutii € §4~1, on a

/(y,ﬁ)a(llyll) -yu(dy)=/(y,ﬁ)2a(||yll) -ii p(dy),

ce qui nous donne bien
/(y—(y, in>in)a(”y“)<)’a )}n>ﬂ(d)’) =0. a

Démonstration du Théoréme 3. Le Lemme 3, associé a la Proposition 1, nous donne

presque strement,E[X,+1 — X, | F,] = O(n?). (23)
Posons

Aps1i=Xp41 — E[ nt1 | Fn] = Xnt1— Xn — E[;(Hl — X | Fa)-

La suite(4,) est une suite (vectorielle) d’accroissements de martingale et, grace a (22),on a

2

E[||An+1||2 | }—n] ZIE:[||)?n+l - )}n ||2 | }—n] - ”E[in-l-l - )}n | -7:11]”2 < ]E[”}?n—i-l - Xn ”2 | -7:;1] < ?

n

On déduit du Théoréme 1 que, presque siirement,

ZE 1An11ll? | Fu] < +o0.

Un theoreme classique de convergence de martingales (cf. par exemple [9], Proposition IV-6-2), nous permet alors
d’affirmer que la séri % An converge presque strement. Or I'estimation (23) assure la convergence presque

sOre de la sen{fr ]E[X,,+1 - X, | F»]. On conclut que la série de terme gené(aJH ~ X, converge presque
srement. C’est ce qu'il fallait démontrerc

3.2. Piégeage dans les cbnes et support de la loi limite

La proposition suivante nous dit que si la marche a atteint un point éloigné de l'origine dans un céne ouvert,
alors elle restera définitivement dans ce cone avec une forte probabilité.

Proposition 3. Pour toute > 0, on a

lim sup (1-P,;[Vn > <e])=0.

Pour démontrer cette proposition, nous utiliserons le lemme suivant, conséquence de la Proposition 2.

Lemme4. Il existea > O tel que, pour toug > 0, il existeCg > 0 tel que, pour toutp, i) € RT x §9-1 et tout
n=>0,

1 C
Ep,;|: :|< p .
LA+ P ] T At na+ /p)P
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Démonstration. Nous utilisons les notations introduites dans la Proposition 2, et fixen® assez petit pour que
ro =y &* <1.0nak, ;e P L et et

1 1
E,j| —— | <P, ; <no+ +E, ;| ————, >na +
p,u|:(1+pn)ﬁi| p,u[pn \/E] p,u|:(1+pn)ﬂ Pn \//_7:|
1
<E, -[e *on=na—y/p)
pil ]+(1+na+ﬁ)ﬁ
< e M= VP) - )
“ (A +na +/p)P

Pour conclure la démonstration du lemme, il suffit de remarquer qu'il existe un natnbr@, indépendant de
neNetdep e RT tel que

e MoV ¢

14+na+ f)ﬂ
Démonstration dela Proposition 3. Comme dans la démonstration du Théoréme 3 nous posons

A= X — B[ Xk | Fi-1].
et nous avons

n n
Xn—Xo= ZAk + ZE[Xk — Xe—1 | Fr—1]-
k=1 k=1

Nous utiliserons I'inégalité

n “+o00
sup| X, — Xo| < sup ZAk + Z|E[f{k — Xp—1 | Fit])- (24)
nz1 21 =1 k=1

L'inégalité maximale de Kolmogorov appliquée a la martingéf€; _; Ax),>1 nous donne (quelle que soit la

distribution initiale) :
4 n
<sE
} [ k=1

L<m<n Rk 2 A 2} =§§E[||Aknz]

La majoration (22) garantit I'existence d'une constariteelle que,

E[ A2 <E[| Xy — Xs ZgE[Ci/}.
[” k” ] [H k k 1” ] (1+pk71)2

D'ou

P max

i /1\ X:: [(1+pk)2]

En faisant tendre vers I'infini, on arrive a

] /S}\ Z[mmz} (2

DM
k=1

Par ailleurs, grace au Lemme 3, on sait qu'il existe une constdniadépendante de la distribution initiale
telle que

B[R - %t 1]l < B |

1+ pr—1)?

P| sup
_m}l
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Ainsi,
+00 . . +o00 1
E||E| Xk — Xg—1 | Fk— <’ El ——— |,
> Bl Foal Aall) < R[]
d'ou

+00 R . € 26” = 1
P|:Z|E[Xk ~ Xi-1| Fia]| 2 5} S ZE[W]'

k=1 k=0

Cette inégalité, associée a (24) et (25), nous donne I'existence d'une constamiépendante de la distribution
initiale telle que

. > 1
IP[ X, — X >]< E[i]
supl %~ Yo > ] <ec 8

En utilisant le Lemme 4, on en déduit I'existence d’une constentelle que, pour toutp, i),

1
A+ ka+ /p)?

et cette derniére quantité tend vers zéro quatehd vers l'infini. O

n
Py.a| sup|X, - Xo| >e| <l Y
nz1 k=0

Démonstration du Théoréme 4. Nous devons démontrer que, pour tout ouvert non idae la sphéres?—1 (et
quelle que soit la distribution initiale) on a

IP[)}OO €0]>0.

Il suffit de démontrer que, pour tout ouvert non videde la sphéres?=1, il existeng > 0 tel que,P[Vn > no,
X, €0]>0.
Fixons un tel ouvert et considéronsg € O ete > 0 tels que

vesi™t et |T-i| <2 = TeO.

La Proposition 3 nous dit que si la marche passe par un point assez éloigné de l'origine, elle restera ensuite
définitivement dans un petit cone centre en ce point avec une probabilité non nulle : ilexiéteel que sip > r
etsiv e §971, alorsP, ;[Vn > 1, | X, — v]| <e€] > 0.

Si pour un entierzg on aIP’[Hf(n0 — || < € etp,, >r]> 0, alors, grace a la propriété de Markov on obtient
P[¥n > no, || X, — ii]| < 2¢] > 0.

Il nous suffit donc de démontrer que, quelle que soit la distribution initiale, la marche visite avec une probabilité
non nulle le domaine

X
— —ul| Le€q.

[lx]] }

C’est une conséquence du lemme suivant, qui concluera la démonstration du Théoréme 4.

-

{xeRd‘lle?ret

Lemme5. Il existe R > 0 tel que, quelle que soit la distribution initiale, toute boule de raybsst visitée avec
probabilité non nulle par la marche aléatoire centrifug,).

Démonstration. Commencons par remarquer que tout sous-groupe addiifdgui n’est pas contenu dans un
sous-espace vectoriel propre rencontre toute boule de rayon suffisamment grand.
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Le support de la mesune est symétrique par rapport a zéro et n’est pas contenu dans un sous-espace vectoriel
propre deR?. Le support de la marche aléatoire degoissue de I'origine 0 est donc un sous-grodpeeR?, et
il N'est pas contenu dans un sous-espace vectoriel propre de cet espace. Le support de la marche aléatoire de |
w et de distribution initiale arbitraire fixée est une réunion de translatés deute boule de rayon suffisamment
grand est donc visitée par la marche aléatoire dg lavec une probabilité non nulle.

Etudions a présent la marche centrifuge. Pour chaqiensR?, le support de la probabilité(x, -) est contenu
dans celui de la probabilit¢ translatée pat. Si, pour chaque dansR?, le support de la probabilité(x, dy) est
le méme que celui de la probabilitét . (dy), alors le support de la marche centrifuge est le méme que celui de la
marche de lop et le lemme découle de I'affirmation de I'alinéa précédent.

Mais il peut arriver que le support de la probabilité, -) ne soit pas le méme que celui de la probabdjté ..
On remarque tout de méme que le support de la probaBiiié-) contient le support d&, x .« privé des pointg
placés sur la demi-droite issue det passant par 'origine. En effet, c’est seulement en ces poius la densité
deP(x, -) par rapport &, » u peut s'annuler.

Dans le cag = 1 et en dehors du second cas dégénéré, il est facile de voir que le support de la marche centrifuge
rencontre tous les intervalles suffisamment longs.

En dimensiord > 2, en utilisant le fait que le support de la mesurest symétrique par rapport a l'origine et
non contenu dans une droite, on peut montrer que

le support de la marche centrifuge est le méme que celui de
la marche aléatoire de lai, privé éventuellement de I'origine. (26)

Cela sulffit pour conclure comme précédemment et achever la démonstration.
Il nous reste donc a justifier I'affirmation (26). Pour des raisons de facilité de rédaction, nous nous limiterons a
I'exposé du cas ou la mesugeest discrete.
Pour tout nombre entier > 1, notonsP®™ (x, y) la probabilité de transition em pas de la marche centrifuge.
Deux pointsx et y de I'espace sont connectables par la marche centrifuge si et seulement si iketdbtgue
P™ (x, y) > 0. Ces deux points sont connectables par la marche aléatoire deilet seulement si il existe tel
quen™ (y — x) > 0. Nous voulons démontrer que si les pointst y sont connectables par la marche aléatoire de
loi u et siy n'est pas l'origine, alors ces points sont connectables par la marche centrifuge. Examinons plusieurs
situations.

e Six, y etl'origine ne sont pas alignés etis{y — x) > 0, alorsP(x, y) > 0. Cela a déja été vu.

e Six, y et l'origine sont alignés et deux a deux distincts et 6y — x) > 0, alorsP® (x, y) > 0. En effet, le
support deu n’étant pas contenu dans une droite, on peut considérer unzoont aligné avea, y et O tel
queu(z—x)>0.0nau((z+y—x)—z2) >0etu(y — (z+ y — x)) > 0. Comme de plus aucun des trois
triplets de pointgx, z, 0), (z, z+y —x, 0), (z+y —x, y, 0) n'est un triplet de points alignés, orfdx, z) > 0,
P(z,z+y—x)>0etP(z+y—x,y)>0.D0otu P®(x,y)>0.

e Pour chaque, onaP (0, y) = u(y). Ainsi, six =0 etu(y — x) > 0, alorsP(x, y) > 0.

(Bilan d’étape : nous savons que si la marche aléatoire deparmet de passer deay en un pas et st £ 0,
alors la marche centrifuge permet de passet @y, en un ou trois pas; il nous reste a examiner ce qui se
passe pour deux points que la marche aléatoire de tminnecte en passant par l'origine.)

e Soient deux points ety non alignés avec l'origine et tels qué—x) > 0 etu(y) > 0. Onau((x+y)—x) >0
etu(y — (x +y)) > 0. Comme aucun des deux triplets de pointsx + y, 0) et (x + y, y, 0) n’est un triplet
de points alignés, onA(x,x +y) > 0 etP(x +y,y) > 0. Dot P@(x, y) > 0.

e Soient enfin deux points et y alignés avec I'origine et distincts de celle-ci, tels gue-x) > 0 etu(y) > 0.

Il existe un pointz, hors de la droite portant, y et O, tel queu(z — x) > 0. On au((z — x) —z) > 0,
w((z—x+y)—(z—x))>0etu(y — (z—x+y)) > 0. Comme aucun des quatre triplets de pointg, 0),
(z,z—x,0), (z—x,z—x+y,0) et(z—x+y,y,0) n'est un triplet de points alignés, on”(x, z) > 0,
P(z,z—x)>0,P(z—x,z—x+y)>0etP(z—x+y,y)>0.Dou P@(x,y)>0.
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L'examen de I'ensemble de ces cas nous montre que :

e A chaque pas de la marche aléatoire dedajui relie un point quelconque & un point distinct de I'origine on
peut associer une trajectoire de la marche centrifuge qui possede les mémes extrémités.

¢ A chaque paire de pas de la marche aléatoire de tpii relie deux points distincts de 'origine en passant par
I'origine, on peut associer une trajectoire de la marche centrifuge qui posséde les mémes extrémités.

Ainsi, pour toute trajectoire de la marche aléatoire dedeoéliant une originer & une extrémité distincte de
I'origine, il existe une trajectoire de la marche centrifuge qui posséde les mémes extrémités. Cela justifie I'affirma-
tion (26). O

4. Indépendance asymptotique dela norme et de la direction

L'objet de cette section est la démonstration de I'indépendance asymptotique des variables aiadtmres-
nablement normalisée) &t,.

Démonstration du Théoréme5. On considére la marche centrifuge de distribution initiale arbitraire et fixée
on noteP = I,,. Pour démontrer le théoreme, il suffit de démontrer quessk et siA est un borélien de la sphére
59-1 de frontiere négligeable pour la loi d&,, (i.e.P[X, € dA] = 0), alors

t
. - 1 -
lim IP’[,O,, <nm +tv/n(m’ —m?) etX, A] = (— / e_sz/zds> -]P’[Xoo € A].
n—o00 ‘/27-[
—0o0

(Les caractérisations classiques de la convergence en loi sont exposées par exemple dans [1].)
Fixonss et A. Posond,, :=]—o0, nm + ty/n(m’ — m?)]. Si B est un sous-ensemble 8¢, nous noteron®*
son complémentaire et, poar> 0, nous noterons, le e-voisinage deB danss¢—1, défini par

Be:=liie s I eB, |i—1| <€}
Fixons deux suites de nombres entiers positif9 et (b,) telles que, quand — oo,

an Jn
b,—>00, — —>o00, a,<n et — — 0.
n ap

Enfin, nous noterong %, la loi du couple de variables aléatoirgs,, )?n).
La formule de Chapman—Kolmogorov permet d’écrire

%, (p-10).

P[on € I et X, € Al = / Pyi[on—a, € In et)?,l_an €A] dﬁpam

Rt x§d-1
On décompose cette expression en trois parties
Ppn € In €tX, € Al = — B + v,
ou
oy = Pp,ﬁ[pn—an el, et)}n_an € A] dﬁpa,l,f(a,, (p,u),
R+ x A°

By = / ]Pp,ii[pn—an el, etf(n_an ¢ A] dﬁpan»iun (p, ﬁ)v
RtxA
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et

Yn = / Pp,ﬁ[pnfa,, € I,] dﬁpan’)}an (p, IZ)
RtxA
Pour étudier la quantit&,, on introduit un parametre> 0 et on découpe le domaine d'intégration en excluant les
éevénementso,, < b,] et[X,, € Ac]. On obtient la majoration suivante :

on < Plpa, < bal +P[Xy, € A\ A]+ / Ppi[Xn-a, € AlAL, 5 (p.iD).
1bn 400 x (Ac)®
D’apres le Théoréme 1, on a liBip,, < b,]=0.
Le Théoréme 3 assure en particulier la convergence en loi de la(Xyjtevers X, et on en déduit que
limsupP[X,, € Ac \ A] < limsupP[X,, € Ac \ A] <P[Xo € Ac \ A].

Enfin, puisqué),_gAc \ A =dA on alim_oP[X« € A \ A] = P[Xo, € 9A] = 0.
Le troisieme terme de la majoration dg est une intégrale sur un domaine ou la variableste a distance ¢
de I'ensembled. Forts de cette observation, nous écrivons

Ppi[Xn-a, €AldL, 5 (p.iD) < / PBpal|Xna, —ii] 2 €]dL, 3 (0.0,
1bn,+00[ X (Ae)© 16y, 00l X (Ae)©

puis

Pp’ﬁ[)?n_a” €A dﬁpan,f(un (p,u) < sup Pp,g[“)ﬁ(,,_an —ft” > €.

>by, ie§4-1
T, 00l X (Ac)¢ p=n

Enfin

P, [ Xn-a, € A] dc, 5. ()< sup P, a[3k>0,

p>by,, neSd-1

ik —u ” > 6].
by, oo x (Ae)©
D’apres la Proposition 3, cette derniere quantité tend vers zéro quimdl vers I'infini.
Nous avons démontré que lim = 0.
L'ensembleA et son complémentaire ayant méme frontiére, on obtient de la méme faggnra.

Il nous reste a étudier le comportementygle Commencons par limiter le domaine d'intégratiop & 2may,.
Ona

0<v= [ Pralpis €0AL, 5, (o) <Plpy, > 2ma,]
[0,2may,]x A
etlimP[p,, > 2ma,] =0, d’aprés le Théoreme 1.
Posons

__tyn(m' — m2) +ma, — p

n--—
V(1 —ay)(m' —m?)
et remarquons que

Ppilpn—an € =Py i[pn—a, — p < (1 = a)m + ty/ (n — an)(m’ —m?)].
Notons® (x) := \/%_n ffoo e*/2 du la fonction de répartition de la loi normale. Le Théoréme 2 permet d’affirmer
que, uniformément efp, i), on a

|]P)p,f4'[,0n—an el,]— @(tn)| —> 0 quandi — oo.
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On en déduit que

Vi — / @ (t,) dﬁpaw;(”n (p,u) — 0 quandr — oo.
[0,2ma,]x A
On remarque de plus que la suitg) converge vers, uniformément par rapport au paramétresoumis a la
condition 0< p < 2ma,, et on obtient
Yu — D (1) - P[pa, < 2ma, €tX,, € A] — 0 quands — co.
En réutilisant la loi des grands nombres pour le module (Théoréme 1) on peut conclure que
limy, = @) - limP[X,, € A] =@ (1) - P[X € A].

C’est ce que nous voulions démontrerd

5. Questions

Notre étude laisse de nombreuses questions ouvertes. Parmi celles-ci figurent I'étude de la loi limite de la
direction et la question du théoréme limite local.

5.1. Loi limite de la direction

Nous savons que la loi limite de la direction de la marche centrifuge est supportée par la sphére toute entiére,
mais nous ignorons en général si elle est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur la sphere ¢
méme si elle est continue.

Si la loi 1 et la distribution initialev sont invariantes par les isométries vectorielles de I'esfdcalors la loi
limite de la direction est uniforme sur la sphére. C’est le seul cas qui soit parfaitement clair.

Les calculs numériques effectués sur la marche centrifuge aux quatre plus proches voisins dans le plan semblent
indiquer que la loi limite est continue, mais que, méme si la marche est issue de I'origine, cette loi limite n'est pas
uniforme sur la sphére. La Fig. 1 représente la distribution de la variable alégiogs exprimée en degrés, pour
la marche centrifuge plane aux quatre plus proches voisins issue de I'origine. La distribution a été représentée par
un histogramme dont le pas est de 5 degrés.

Question 1. La loi limite de la direction de la marche centrifuge est-elle toujours continue ? absolument continue ?
Sinon, quelles sont les conditions sur la mesuet sur la fonctiorz qui 'assurent ?

0.015

\/\/\/\/

0.01

0.005

1] 50 100 150 200 250 300 350 0 50 100 150 200 250 300 350

Fig. 1. Fig. 2.
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Fig. 3.

Puisque la marche centrifuge privilégie les directions dans lesquelles elle est déja partie, il est clair que la loi
limite de la direction dépend de la distribution initiale. La Fig. 2 représente la distribution de la variable aléatoire
X 1200, exprimée en degrés, pour la marche centrifuge plane aux quatre plus proches voisins issue(@ulpoint
La distribution a été représentée par un histogramme dont le pas est de 3 degrés.

La Fig. 3 représente la distribution de la variable aléatiirso, exprimée en degrés, pour la marche centrifuge
plane aux quatre plus proches voisins issue du padirt). La distribution a été représentée par un histogramme
dont le pas est de 3 degrés.

Question 2. Comment la loi limite de la direction dépend-elle de la distribution initiale de la marche centrifuge ?
5.2. Théoréme limite local

Une question qui nous semble particulierement intéressante du point de vue mathématique et du point de vue
de l'interprétation physique du modeéle est celle du théoréme limite local (TLL). Il s’agit de trouver un équivalent
lorsquen tend vers l'infini de la probabilité que la marche centrifuge a I'insties# trouve dans une partie bornée
de I'espace. Il y a au moins deux formes possibles pour cette estimation : on peut rechercher un équivalent qui nou:
renseigne sur la probabilité de présence dans un enséiiié une fois pour toute ou bien dans un ensenible
qui « part a I'infini » avec le temps. Ces deux formes sont classiques pour les marches aléatoires ordinaires et elle
coincident pour les marches centrées. La premiére forme du TLL est une forme précise d'estimation de grande:
déviations ; elle apparait par exemple dans un article de Stone [11]; on 'obtient par I'analyse de Fourier dans le
cas centré, associé au procédé de relativisation de Cramer [3] pour passer au cas décentré. La seconde forme
une version locale du théoreme limite central due a Gnedenko (cf. [5], 843), qui s’obtient directement par I'analyse
de Fourier.

Soit K une partie bornée du plan. Pour la premiére forme du TLL on attend un équivalept ge K] dont le
terme principal soit de la forme " avech > 0. D’oll la question suivante, premiére étape dans I'obtention d’'un
TLL sous sa premiéere forme.

Question 3. Existe-t-il un nombre: > 0 tel que, pour toute distribution initiale de la marche centrifgg) et
pour toute partie bornég de I'espace,

lim }In(IP’[Xn € K])=—h?

n—oon
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La Proposition 2 donne une estimation de la transformée de Laplace du module de la marche a l'aide de para-
métresi > 0 ety €]0, 1[. Un argument classique permet d’en déduire que, pour toute gaibiernée, il existe
C > 0 tel que, pour tout > 0,

P[X, € K] < Cy".

En particulier, on a

. 1

limsup—InP[X, € K]<In(y) <O.

n—oo N
Pour la marche centrifuge plane aux quatre plus proches voisins, des calculs analytiques peuvent étre menés e
nous savons démontrer que la constante /(2 — a2)/2 convient. Plus précisement, en utilisant les notations
introduites dans la démonstration de la Proposition 2 on peut montrer que

inf supL;(A) = inf L; (A

inf SUDLz (4) = inf Lzo()
oliig = (¢1+&2)/+/2. Un calcul élémentaire donne alors;ing Liy(\) =+/(2—a?)/2 d’ou le résultat. De plus, le
calcul numeérique approché de la loi 8¢ pour de grandes valeurs desemble confirmer que I'on a effectivement

1 1 2
(La méthode de calcul numérique utilisée a été validée sur des marches aléatoires ordinaires pour lesquelles le
taux de décroissance exponentiel est connu.) Pour établir cette égalité rigoureusement, il faut alors montrer que la
probabilité que la marche aléatoire de Aqgj, surZ? reste dans un cone centré @nne décroit pas exponentiel-
lement vers 0; c’est en substance la question des probabilités «tabous » dans les cénes, que nous avons évoqueé
dans l'introduction.

Passons a présent a une discussion sur la seconde forme du TLL.

Notonso := +/m’ — m?2 I'écart type asymptotique de la norrpg. Pour la deuxiéme forme du TLL, en partant
de I'énoncé du TLC pour la norme et par analogie avec ce qui se passe dans le cas des marches aléatoires ordinaire:
on peut conjecturer que, si la lgiest continue, alors, pour tobt>- 0, on a

b (t — nm)?
Pl < <t+b]~ ex ,
VPt < p, <t +b] ey P, 2

uniformément en > 0, quand: — oo. Si la loi u est portée par un réseau discret, on ne peut pas espérer un tel
équivalent uniforme en

Question 4. SoientA un borélien de la sphés? 1 tel queP[f(oo € 0A] =0, etb un nombre> 0 fixés. A-t-on
(t— nm)2

b .
T exp( 52 >]P’[Xoo € A,

quandr et n tendent verstoo ? De plus, si la lojw est continue, cet équivalent est-il uniformeer 0, quand
n—00?

VP[t <pp<t+betX, e A]~

Annexe A. TLC pour martingales avec parametre
Voici le théoréme limite central que nous avons utilisé dans la démonstration du Théoréme 2.

Théoréme 6. Soit A un ensemble. A chaquec A, on suppose associé un espace probabilisg, 7,, P,), une
filtration croissante(F, ,),>0 de cet espace et une suitg, ,),>1 de variables aléatoires réelles intégrables
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adaptées et conditionnellement centries telles que pour tout > 1, la variable Y, , soit 7, ,-mesurable et
]E[Ya,n | fa,n—l] = 0)

On noteSy =Y j_1 Yak €t Vo =Y 41 BIY?, | Fur-1l.

Si les suitegY, ,),>1 sont uniformément bornées par un nombre indépendantetesi, pour touk > 0, on a

. 1
lim supIP’a[ 1——Vun >e}=o, (A.1)
I‘l—)OOueA n
alors
1 1
2
lim  sup |Py| —=S.,<x ——/e_”/zdu =0.
n_)ooaeA,xpelR al:\/’/_l o :| \/277
—0Q

Nous avons énoncé ce théoreme sous la forme que nous utilisons, pour des accroissements de martingale
uniformément bornés et pour une normalisation\én Le résultat peut s'étendre au cas d'accroissements de
martingales de carré intégrable, sous une condition de Lindeberg uniformetpour d’autres normalisations.

La littérature autour du théoréme limite central pour martingales est tres abondante, comme le remarque Richarc
Durrett dans la Section 7.7 de son livre [4]. Nous donnons ici une démonstration de notre théoreme en partant d'un
lemme apparaissant dans des notes de cours d’Albert Raugi et Jean-Pierre Conze. La démonstration de ce lemn
suit les arguments développés par Brown dans [2] pour aboutir a sa majoration (20).

Lemme 6. Soient(Fr)ogig, Une famille croissante de tribus éVi)1<k<» des variables aléatoires telles que,
pourl <k <n, IE[U,E] < 00, Uy estFi-mesurable eE[Uy | Fr_1] =0.

Posonsly :=U1+ U+ --- 4+ U et Wy := Z’;zlE[U,.z | ;—1]. Nous supposons qu'il existe un nombre- 0
tel queP[W, < C]=1. '
Alors, pour toute > 0, nous avons

6 8 8) &~ ke =k

Nous utiliserons également une version uniforme du théoréme de convergence dominée, dont la démonstratiot
ne pose pas de difficulté, et dont voici un énoncé.

Lemme 7. SoitA un ensemble. A chaquec A, on suppose associé un espace probabiligg, 7,, P,) et une
suite(Z,,»)n>1 de variables aléatoires positives définies sur cet espace. S'il existe une corstafitelle que,
pour touta € A et toutn > 1, on ait

Za,n <c Pa'pp,
et si, pour touk > 0,

lim supP,[Z,, >€]=0

n—)OanA
alors

lim supE[Z, ,]=0.

l’l—)OanA

Preuve du théoréme. Notonsh une borne uniforme pour le?, . Fixons un nombre réel non nyl un entier
n >0, etnotondJ, i := (t//n) Y4 -
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On aZ?ZlE[UaZJ | Fa,j-11 < bt?. Le Lemme 6, appliqué a la familld/, «)1<k<n, NOUs donne :
pour toute > 0, et toutn tel queec./n > V1|

2 2 2
ot t € € 5 bt

E|exp| i—S. —V -1 <\ =+ = )broexpl = ).

Elon{iZmsen+ gven) | -4 < (5+ 5 e 7 )

Ainsi, on a

¢ 2
l E i85, )-expl —Vv..)|-1/=0. A2
Jim,sugs| exp(i7=5.. ) -exe ) | 1] =0 *2

D’autre part, on a

12 bt?
exp| ZV‘”’ < exp — ) pour toutn > 1 et touta € A.

L'hypothése (A.1) nous permet alors d'appliquer le Lemme 7 aux variables aléatoires

12 12
exp(% Va,n) - eXp(f) )
12 12
exp(z Va,,,> - exp<5> H =0.
On en déduit que

. i ot 12 t2
s o) -l

En utilisant (A.2), on arrive &

. i ot 12
nll_)moo feufE _exp<| ﬁsa’"> . exp<§> — l:| ‘ =0.
Autrement dit la suite des fonctions caractéristiquesije/n)S, , converge simplement, uniformément en
vers la fonction caractéristique de la loi normale réduite.

Soit a présent une suite,,) dansA. Notonsu, la loi de la variable aléatoirel//n)S,, ». La suite des fonctions
caractéristiques des, converge simplement vers la fonction caractéristique de la loi normale réduite. Cela garantit
la convergence étroite de la suite,) vers cette loi normale. Et la suite des fonctions de répartitiopgesnverge
uniformément vers la fonction de répartitignde la loi normale réduite.

Ainsi, on a

X
1 1 2
lim supP, ( —S, ., <x ——/e*” 2 dy
pim s () - -

La suite(a, ) étant arbitraire, on a démontré le TLC uniforme annongg.

Zop =

et on obtient

lim supE[

n%OOaEA

=0.
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