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Résumé

On donne des estimations centrales inférieures du noyau de transition d’une marche aléatoire symétrique sur
p-adique moyennable.
 2005 Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

We give central lower estimates for the transition kernels corresponding to symmetric random walks on amenabp-adic
groups.
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1. Introduction

Soit G un groupe localement compact et moyennable. Notons dg = dlg et drg respectivement les mesures
Haar gauche et droite surG. Notonsm(g) = drg/dlg la fonction module surG normalisée parm(e) = 1, e dé-
signant l’élément identité. Soit dµ(g) = ϕ(g)drg ∈ P(G) une mesure de probabilité surG où ϕ(g) est supposé
à support compact ou à décroissance rapide à l’infini. Supposonsµ symétrique (i.e. stabilisée par l’involutio
g → g−1) et considérons la marche aléatoire surG induite parµ, i.e. le G-processus{Xn}n�0 évoluant de la
manière suivante : siXn = g à l’instantn alorsXn+1 = gh, h étant choisi selonµ. Notons dµ∗n(g) = ϕn(g)drg

(n = 1,2, . . .) les puissances de convolution successives de la mesureµ. Une question centrale est de décider d
rapidité de la convergence deϕn(e) → 0 quandn → ∞.
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Dans le cas des groupes de Lie unimodulaires (et moyennables) la réponse à cette question est conten
type de croissance du volume du goupeG. Rappelons que siG désigne un groupe localement compact à généra
compacte, la croissance du volume est définie de la manière suivante. On fixeΩ un voisinage compact, symétriqu
de l’élément identité deG tel queG = ⋃

n�0 Ωn oùΩn = Ω · Ω · · ·Ω(n fois) etΩ0 = {e} et on pose (cf. [12])

γ (n) = Vol
(
Ωn

)
, n = 1,2, . . .

où le volume est calculé relativement à la mesure de Haar (gauche ou droite) surG. On pose

|g|G = inf
{
n, g ∈ Ωn

}
, g ∈ G.

On définit une distance invariante à gauche surG en posantd(g, g′) = |g−1g′|G. La fonctionγ (n) apparaît alors
comme la fonction donnant le volume de la boule centrée sure et de rayonn dansG. Si Ω ′ est un autre voisinag
symétrique compact dee, engendrantG, alors les fonctionsγ (n), γ ′(n) qui correspondent respectivement àΩ et
Ω ′ vérifient l’équivalenceγ (n) ≈ γ ′(n), i.e.

γ ′(n) � Cγ (Cn) + C � C′γ ′(C′n) + C′, n � 1,

oùC,C′ > 0 désignent des constantes convenables. Il en est aussi de même pour les distances associéesΩ etΩ ′.
C’est ce qui justifie la notation| · |G (cf. [12,35]).

Pour les groupes de Lie on a la dichotomie suivante (cf. [12,16]) : soit

γ (n) ≈ nD

oùD = D(G) = 1,2, . . . est un entier qui ne dépend que du groupeG, soit

γ (n) ≈ en.

Dans le premier cas on dit queG est à croissance polynômiale (du volume) et dans le second on dit queG est à
croissance exponentielle. Pour les groupes de Lie moyennables unimodulaires le comportement deϕn(e) est lié à
la croissance du volume de la manière suivante (cf. [1,8,13,35]) :

ϕn(e) ≈ n−D/2 ⇐⇒ γ (n) ≈ nD,

ϕn(e) ≈ e−n1/3 ⇐⇒ γ (n) ≈ en.

Pour les groupes de Lie moyennables non-unimodulaires le comportement deϕn(e) n’est plus décidé par l
croissance du volume (ces groupes sont tous à croissance exponentielle) mais par la géométrie des
l’action du radical sur le nilradical (cf. [31,32]).

Le cas discret et plus généralement celui des groupes localement compacts à génération compacte es
plus délicat (cf. [1,8,20–23,28–30,35,36]). D’abord on ne dispose en général pas de dichotomie pour la cr
du volume pour les groupes moyennables (cf. [11]). D’autre part bien que l’on dispose dans le cas des g
croissance polynômiale de l’équivalenceϕn(e) ≈ n−D/2 (où il faut se restreindre aux indices pairs pour l’estimat
inférieure), on ne dispose, dans le cas des groupes unimodulaires à croissance exponentielle, que de l’e
supérieure (cf. [14])

ϕn(e) � C exp
(−cn1/3), n � 1.

En effet cette estimation supérieure n’est pas accompagnée, en général, d’une estimation inférieure ana
Pittet et L. Saloff-Coste ont établi l’existence de groupes discrets résolubles, à croissance exponentielle
quels la décroissance deϕn(e) est en exp(−cnα) avecα ∈ (0,1) pouvant être pris arbitrairement proche de 1
[21,22]). L’estimation inférieureϕ2n(e) � c exp(−Cn1/3) est cependant vérifiée dans le cas des groupes po
cliques (cf. [1]). Pittet et Saloff-Coste ont récemment étendu ce résultat aux groupes résolubles finiment e
de rang de Prüfer fini (cf. [23]). Ils ont posé le problème de déterminer (cf. [23], §8) si une telle estimation inf
était satisfaite dans le cas des groupes analytiquesp-adiques. Nous donnons ici une réponse à ce problème
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p)l où il est possible de calculer expliciteme
ϕn(e) cf. [17]).

Dans toute la suite on désigne park un corps commutatif, localement compact, non discret, totalemen
connecté, de caractéristique 0 et on considèreG un groupe algébrique connexe surk. On suppose ce group
moyennable et à génération compacte. On désigne par dµ(g) = ϕ(g)drg ∈ P(G) une mesure de probabilité surG,
symétrique, de support compact. On note dµ∗n(g) = d(µ ∗ · · · ∗ µ)(g) = ϕn(g)drg les puissances de convolutio
successives deµ. On suppose que la densitéϕ est continue et qu’il existee ∈ Ω = Ω−1 ⊂ G tel que

inf
{
ϕ(g), g ∈ Ω

}
> 0, G =

⋃
n�0

Ωn,

où e désigne l’élément identité deG.

Théorème 1. Avec les notations ci-dessus on a :

ϕ2n(e) � c exp
(−Cn1/3), n = 1,2, . . . , (1)

pour des constantes c,C > 0 indépendantes de n.

Dans le cas où le groupeG est unimodulaire, on a :

Théorème 2. Soient G et µ ∈ P(G) comme ci-dessus. Supposons le groupe G unimodulaire, alors

1

C
exp

(−c1n
1/3) � ϕ2n(e) � C exp

(−c2n
1/3), n = 1,2, . . . (2)

pour des constantes c1, c2,C > 0 indépendantes de n.

Pour aider le lecteur à mieux situer les résultats ci-dessus rappelons que Varopoulos a montré dans [3
estimation inférieure en exp(−ct1/3) était toujours satisfaite par le noyau de la chaleur associé à un sous-Lap
(ou le noyau de transition d’une marche aléatoire) dans le cas oùG est un groupe de Lie réel connexe moyenna
unimodulaire ou non. Le Théorème 1 ci-dessus montre que ceci est aussi le cas pour les groupes analyp-
adiques. Le casp-adique présente cependant la particularité suivante. Si on suppose le radical unipotent dG non
trivial alors le fait d’être à génération compacte force le groupeG à être à croissance exponentielle (cf. [24]). Si
suppose en plus queG est unimodulaire on peut alors utiliser les résultats généraux de [14] qui entraînent l’e
tion supérieureϕn(e) � C exp(−cn1/3), n = 1,2, . . . . Cette estimation combinée avec l’estimation (1) entraîne
D’où le Théorème 2.

Les estimations inférieures dans le cas de la croissance polynômiale sont établies à partir d’estimations
gonales de type gaussien intégrées sur des boules de rayon convenable (cf. [14]). De telles estimations ga
peuvent être établies dans le cas de la croissance exponentielle (cf. [10,18,34]) mais sont en générales in
pour permettre l’obtention d’estimations centrales inférieures (cf. néanmoins [18,33]).

On peut distinguer deux autres approches pour obtenir des estimations centrales inférieures : une appr
métrique (cf. [6,8,9]), qui consiste à construire des ensembles de Følner (cf. [19]) adaptés à des inégalité
anti-Faber–Krahn (cf. [7]) qui permettent de déduire les bonnes estimations inférieures pourϕn(e) et une approche
probabiliste (cf. [1,32]) qui consiste à établir des estimations inférieures pour les probabilités d’occurre
certains évènements qui permettent d’estimer inférieurementϕn(e). L’approche géométrique dont le spectre d’a
plication est assez large (variétés Riemanniennes, graphes, groupes de Lie, groupes discrets,. . .) semble utiliser
d’une manière cruciale des propriétés de symétrie du noyauϕn(·), ce qui, par exemple dans le cas des grou
de Lie, requiert l’unimodularité. Comme ici nous ne faisons pas une telle hypothèse nous utilisons la de
approche.
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2. Racines de l’action adjointe

Soit G un groupe algébrique connexe surk, un corps commutatif, localement compact, non discret, totalem
disconnecté, de caractéristique 0. SoientQ et U resp. le radical et le radical unipotent deG (cf. [5,27]). On
supposeraG moyennable, ce qui signifie que le groupe semi-simpleG/Q est compact (cf. [25]).

On sait que le radicalQ se décompose comme produit semi-directQ = U 	
 A, oùA est un groupe algébriqu
abélien constitué d’éléments semi-simples deG. Le groupeA s’écrit aussi comme produit direct d’un toreT et
d’un groupe finiF0 (cf. [5]).

Nous allons définir les racines de l’action deT sur U en nous appuyant sur la structure des corps loc
totalement disconnectés. Soit| · | la valeur absolue standard surk (cf. [2,4]). On pose|k| = {|x|, x ∈ k, x �= 0}. On
désigne parp un générateur du groupe cyclique infini|k| (on choisitp = |x0|, où x0 est une uniformisante dek
vérifiant |x0| > 1). Le groupe multiplicatif du corpsk est le produit direct du groupe des unités dek, i.e le groupe
compact{x ∈ k, |x| = 1} et du groupe cyclique infini{xn

0 , n ∈ Z}. Le toreT étant isomorphe à dimT = d copies
du groupe multiplicatif dek (cf. [5]), il s’écrit T ∼= Zd × K , oùK est un sous-groupe compact deT . Notons

π :T → Zd, (3)

fixonsπ1 = π−1(e1), . . . , πd = π−1(ed) ∈ T , e1, . . . , ed désignant la base canonique deZd . Pour

t = π
n1
1 · · ·πnd

d τ (4)

oùn1, . . . , nd ∈ Z, τ ∈ K , on a

Ad (t) = (Ad π1)
n1 · · · (Ad πd)nd (Ad τ). (5)

Observons que du fait que la caractéristique dek est nulle, il est possible d’identifierU à son algèbre de Li
Lie(U) en utilisant l’application exponentielle (cf. [5,26]).

Soit k̄ une extention finie dek contenant toutes les racines de det(Ad(πj )−λI)) = 0, j = 1, . . . , d . De la preuve
du Lemme de Zassenhaus (cf. [15]) on déduit qu’il existe une décomposition de Lie(U)⊗k k̄ en une somme direct

Lie(U) ⊗k k̄ = W1 ⊕ · · · ⊕ Wr (6)

où les sous-espacesWj , 1 � j � r , sont invariants parAd (πi), i = 1, . . . , d , et telle que la restriction de chaqu
Ad (πi) à Wj soit la somme d’un scalaireλj (πi) et d’un endomorphisme nilpotent. Il existe alors une b
de Lie(U) ⊗k k̄ où chaqueAd (πi) est représenté par une matrice diagonale par blocs dont chacun des
Bj (πi), j = 1, . . . , r , est une matrice triangulaire supérieure avec des éléments diagonaux égaux àλj (πi). Pour
t = π

n1
1 · · ·πnd

d τ ∈ T on posẽt = π
n1
1 · · ·πnd

d de sorte queAd (t) = Ad (t̃)Ad (τ ). En posant

χj (t) = χj (t̃) = λj (π1)
n1 · · ·λj (πd)nd , j = 1, . . . , r, (7)

on voit alors queAd (t̃) est représenté, dans la base de Lie(U)⊗k k̄ considérée ci-dessus, par une matrice diago
par blocs dont chacun des blocsBj (t̃), j = 1, . . . , r , est une matrice triangulaire supérieure avec des élém
diagonaux égaux àχj (t). Commeτ commute avec̃t les espacesW1,W2, . . . ,Wr sont stables parAd (τ ). Nous
appelons les homomorphismesχj :T → k̄∗ définis par (7) racines de l’action deT surU .

Observons par ailleurs que la valeur absolue| · | possède une extension surk̄. Nous notons aussi cette extensi
| · |. On a|x| ∈ {p̄n, n ∈ Z} ∪ {0} pourx ∈ k̄, où p̄ est une puissance rationnelle dep (cf. [4]). Afin d’alléger les
notations nous continuons à noterp le nombrep̄.

Considérons pourj = 1, . . . , r les valeurs absolues distinctes associées aux racinesχj , i.e. les homomorphisme
définis deT → {pn,n ∈ Z} = pZ, part → |χj (t)|. Notonsα1, α2, . . . , αs les différentes valeurs absolues assoc
aux racinesχj .

Il est facile de voir, en utilisant la caractérisation donnée dans [3], que le groupeG est à génération compac
si et seulement si tous lesαj sont distincts de 1 (i.e. l’homomorphisme deT → pZ identiquement égal à 1
Remarquons que pourt = π

n1
1 · · ·πnd

d τ ∈ T :

αj (t) = pγj,1n1+γj,2n2+···+γj,dnd , j = 1, . . . , s, (8)
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où lesnj = nj (t) ∈ Z, où led-uplet (γj,1, · · · , γj,d ) ∈ Zd ne dépend que deαj . Dans toute la suite on noteraLj ,
j = 1, . . . , s, la Z-forme linéaire surZd définie par (8), i.e.

Lj(n1, . . . , nd) = γj,1n1 + γj,2n2 + · · · + γj,dnd, (n1, . . . , nd) ∈ Zd . (9)

Les racines définies ci-dessus vont nous permettre d’analyser certains aspects géométriques de l’actioT sur
Lie(U).

3. Un lemme ultramétrique et son interprétation géométrique

Soit u1, u2, . . . , uδ une base fixée de Lie(U). Pourx = x1u1 + x2u2 + · · · + xδuδ ∈ Lie(U), on définit‖x‖ =
maxi |xi |. ‖x‖ vérifie l’inégalité ultramétrique‖x +y‖ � max(‖x‖,‖y‖), x, y ∈ Lie(U), et vérifie‖αx‖ = |α|‖x‖,
α ∈ k, x ∈ Lie(U). On noteB = {x ∈ Lie(U), ‖x‖ � 1}. La boule unité ainsi définie est une partie compa
ouverte de Lie(U) vérifiant : u + v ∈ B, αu ∈ B, pour u,v ∈ B et α ∈ k tel que |α| � 1. Les définitions ci-
dessus s’étendent d’une manière évidente à Lie(U) ⊗k k̄. Munissons End̄k(Lie(U) ⊗k k̄) de la norme‖|A‖| =
sup‖u‖�1 ‖Au‖. On a alors, pourA,A′ ∈ Endk̄(Lie(U) ⊗k k̄)

‖|A + A′‖| � max
(‖|A‖|,‖|A′‖|). (10)

Remarquons que pourt = π
n1
1 · · ·πnd

d τ ∈ T et Ad(t) ∈ Endk̄(Lie(U) ⊗k k̄) on a (cf. (5))∣∣∣∣∣∣Ad(t)
∣∣∣∣∣∣ � pC|t |T , t ∈ T , (11)

où |t |T = |n1| + · · · + |nd | et oùC > 0 désigne une constante positive.

Proposition 1. Les notations étant comme ci-dessus, soient t1, t2, . . . , tm ∈ T et soient u > 0 et v > 0 tels que
|tj |T � u, j = 1, . . . ,m, et αk(t1 · · · tm) � pv , k = 1, . . . , s. Alors il existe une constante C > 0 telle que∣∣∣∣∣∣Ad(t1)Ad(t2) · · ·Ad(tm)

∣∣∣∣∣∣ � pCu+Cv. (12)

La preuve de cette proposition repose sur le résultat élémentaire suivant :

Lemme 1. Soient Tj = (t
j
α,β) ∈ Mn×n(k̄) (j = 1,2, . . . , l) l matrices triangulaires supérieures strictes et Mj =

λj I +Tj , j = 1,2, . . . , l, où λj ∈ k̄∗. Soient N ∈ N et M ∈ N tels que ‖|Tj‖| � pN , |λj |−1 � pN , |λ1 · · ·λl | � pM .
Alors

‖|M1M2 · · ·Ml‖| � p2nN+M.

Preuve du Lemme 1. Il suffit d’observer que

M1M2 · · ·Ml = λ1λ2 · · ·λl

∑
α,ij

(λi1λi2 · · ·λiα )
−1Ti1Ti2 · · ·Tiα

où tous les termes tels queα > n sont nuls et d’utiliser (10). �
Preuve de la Proposition 1 . On a (avec les notations de (6), (7))

Ad(t̃j )|Wk
= χk(tj )I + Tj , j = 1,2, . . . ,m, k = 1, . . . , r, (13)

oùTj est une matrice triangulaire supérieure stricte. D’autre part, pourtj = π
n1
1 · · ·πnd

d τ ∈ T

χk(tj ) = χk

(
π

n1 . . . π
nd

) = χk(π1)
n1 . . . χk(πd)nd .
1 d
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Ainsi ∣∣χk(tj )
∣∣ � pC|tj |T ,

∣∣χk(tj )
−1

∣∣ � pC|tj |T . (14)

En combinant (11), (13) et (14) on déduit facilement que∣∣∣∣∣∣Tj

∣∣∣∣∣∣ � pC|tj | � pCu.

Il suffit alors pour déduire (12) d’appliquer le Lemme 1 aux Ad(t̃j )|Wk
, k = 1, . . . , r , j = 1,2, . . . ,m.

4. Preuve du Théorème 1

Nous suivons de près [32]. SoitG comme dans le Théorème 1. Le groupeG (resp.G/U ) se décompose comm
produit semi-direct (resp. direct)

G = Q 	
 S = (U 	
 A) 	
 S ∼= U 	
 (A × S),

G/U ∼= A × S ∼= T × F0 × S ∼= Zd × K̃ × S

où K̃ et S sont compacts ; les notations sont celles de la Section 2. Ceci résulte de la moyennabilité du gG

et de la décomposition de Levi. Pourz = tσ = t̃ τσ ∈ A × S ∼= G/U ∼= Zd × K̃ × S, on définit

|z|G/U = |t̃ |T = ∣∣n1(t̃)
∣∣ + · · · + ∣∣nd(t̃)

∣∣,
où t̃ = (n1(t̃), . . . , nd(t̃)) ∈ Zd . Soit dµ(g) = ϕ(g)drg ∈ P(G) et dµ∗n(g) = ϕn(g)drg comme dans le Théo
rème 1. Soitξ1, ξ2, . . . ∈ G une suite de variables aléatoires indépendantes équidistribuées de loi dµ(g) et soit
Xn = ξ1ξ2 · · · , ξn, n = 1,2, . . . , la marche aléatoire surG associée aux variablesξ1, ξ2, . . . , (X0 = e). On a, pour
toute partie borélienneA ⊂ G :

Pe[Xn ∈ A] =
∫
A

ϕn(g)drg, n = 1,2, . . . . (15)

La mesure dµ(g) étant symétrique, on a

dµ(g) = dµ
(
g−1) = ϕ(g)drg = ϕ

(
g−1)dg = ϕ(g)m(g)dg,

d’où l’identité

ϕ
(
g−1) = ϕ(g)m(g), g ∈ G.

On a aussi

ϕn

(
g−1) = ϕn(g)m(g), g ∈ G, n = 1,2, . . . .

D’autre part

ϕ2n(e) =
∫
G

ϕn

(
g−1)ϕn(g)dg =

∫
G

ϕn(g)m(g)ϕn(g)dg =
∫
G

ϕn(g)2 drg.

L’inégalité de Schwarz appliquée à (15) donne alors

ϕ2n(e) � (Pe[Xn ∈ A])2

|A| , A ⊂ G, n = 1,2, . . . . (16)

où |A| désigne la mesure de Haar droite de la partieA.
En utilisant le fait queG se décompose comme produit semi-directG = U 	
 (A × S) on peut écrire

Xn = ξ1ξ2 · · · ξn = u1z1u2z2 · · ·unzn, n = 1,2, . . . .
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où ξj = uj zj avecuj ∈ U et zj ∈ A × S, j = 1,2, . . . . En utilisant les automorphismes intérieursxy = yxy−1,
x, y ∈ G, on peut réécrire

Xn = u1u
z1
2 u

z1z2
3 · · ·uz1···zn−1

n z1z2 · · · zn = ΓnZn,

Γn ∈ U, Zn ∈ A × S, n = 1,2, · · · .
Pourn = 1,2, . . . introduisons les évènements

En = {|Zn|G/U � n5/6},
E′

n = {∣∣Lj(ζ1 + ζ2 + · · · + ζk)
∣∣ � n1/3, 1� j � s, k = 1, . . . , n

}
oùζj = π̃(zj ), j = 1,2, . . . ; π̃ désignant la projection canoniqueπ̃ :A×S → Zd et où lesLj sont comme dans (9

En utilisant la Proposition 1 et la formule de Campbell–Haussdorff on voit que

Γn = exp(γn), γn ∈ Lie(U), ‖γn‖ � CpCn1/3
, n = 1,2, . . .

où la constanteC > 0 est indépendante den et où les notations sont celles de la Section 3.
On déduit de ce qui précède que l’évènementEn ∩ E′

n ⊂ [Xn ∈ An] où la partieAn ⊂ G = U 	
 (A × S) est
définie par

An = exp
({‖u‖ � CpCn1/3}){|z|G/U � n5/6}.

Il est facile de voir (par une désintégration de la mesure drg) que

|An| � Cn5d/6pCn1/3 = O
(
exp

(
Cn1/3)). (17)

Par ailleurs la probabilitéP(Ec
n) peut être estimée inférieurement par

P(Ec
n) � P

[|ζ1 + ζ2 + · · · + ζn|Zd � Cn5/6] � exp
(−Cn2/3), (18)

où | · |Zd désigne la norme euclidienne dansZd . L’estimation (18) résulte du fait que le noyau de transition
la marche aléatoire symétriqueζ1 + ζ2 + · · · + ζn ∈ Zd vérifie des estimations gaussiennes inférieures (cf.
exemple [14]).

Enfin pour estimerP(E′
n) il suffit d’utiliser l’estimation maximale inférieure (cf. [34], Appendix)

P
[|ζ1 + ζ2 + · · · + ζk|Zd � α, 1� k � n

]
� 1

C
exp

(
−C

n

α2

)
, n = 1,2, . . . , α > 0.

En choisissantα ≈ n1/3 dans cette dernière estimation et en utilisant (18) on déduit que

P(En ∩ E′
n) � c e−Cn1/3

, n = 1,2, . . . . (19)

L’estimation (1) est une conséquence immédiate de (16), (17) et (19). Ceci complète la preuve du Théorè
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