SOUS-GROUPES CANONIQUES ET CYCLES EVANESCENTS
p-ADIQUES POUR LES VARIETES ABELIENNES

par Auvep ABBES et Asperian MOKRANE

1. Introduction

1.1. Soient k£ un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0, W =
W(k) Panneau des vecteurs de Witt a coefficients dans £ et o 'endomorphisme de
Frobenius de £ et de W. Soient A une £-variété abélienne ordinaire de dimension
g et I Tespace de modules formel des déformations de A sur les W-algebres
artiniennes locales de corps résiduel 4. Par le théoreme de Serre-Tate [25], il
existe un isomorphisme canonique de W-schémas formels

M — Homg, (T,A(h) ® T,A(k), G,),

ol A est la variété¢ abélienne duale de A et T, est le module de Tate. Dwork
([13] Appendice) a montré qu’une structure de groupe formel torique sur 91 est
imposée par la donnée d’un W-morphisme @ : 9t — 9 qui releve le Frobe-
nius. En particulier, la structure de groupe formel de Serre-Tate est completement
déterminée par le relévement canonique du Frobenius @, : 9 — M@ défini de
la fagon suivante. Soient A/ le schéma abélien formel universel, ,A le noyau
de la multiplication par p et ,A° C ,A sa composante connexe neutre. Alors ,A°
est Punique sous-schéma en groupes fermé de ,A, fini et plat sur 9 de rang p¢
qui reléve le noyau de Iisogénie de Frobenius A — A®. Le morphisme @, est
défini par lisomorphisme de schémas abéliens formels ®* (A?) ~A/,A°.

Dans un cadre global, Dwork a conjecturé que le relévement canonique
du Frobenius est surconvergent (probléme du relévement excellent). Soient X un
W-schéma formel topologiquement de type fini et &/ — X un schéma abélien
formel tel que o — X, soit une famille de variétés abéliennes ordinaires. Soient
,/ le noyau de la multiplication par p, ,&/“ son plus grand quotient étale et ,.o7°
le noyau du morphisme naturel ,o/ — ,&7“. On désigne par ®; 'endomorphisme
de Frobenius absolu de X;. On suppose donné un diagramme cartésien

o [, L oy
xr—2—>x

tel que @ releve @, et © releve le morphisme naturel (&7/,%7°); = ngk(cp") —
(noter que ,27° releve le noyau de Iisogénie de Frobenius o7 — ﬂ/k@")). Un tel
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diagramme existe pour certains espaces de modules de variétés abéliennes. Dans ce
cas, Dwork a conjecturé que ® est surconvergent (voir Définition 7.1.1). Deligne,
Dwork [15] et Lubin-Tate [24] ont démontré cette conjecture pour les familles de
courbes elliptiques. Ensuite Dwork [16] I'a utilis¢é pour montrer que la fonction
L unit¢ de la famille universelle de Legendre des courbes elliptiques ordinaires
admet un prolongement méromorphe a tout G,. Dans cet article, on démontre la
surconvergence en dimension arbitraire sous ’hypothése p > 3 et on en déduit une
application a I'étude de certaines fonctions L unités.

1.2. On commence par reformuler le probléme de surconvergence en termes
modulaires. Soient K un corps de valuation discréte complet de caractéristique 0,
de corps résiduel £ parfait de caractéristique p > 0, Ok son anneau d’entiers
et v, sa valuation normalisée par z,(p) = 1. On pose S = Spec(Ok) et S| =
Spec(Ox /pOx). On appelle valuation p-adique tronquée lapplication Ok /pOx —
Q N[0, 1] induite par z,. Soit M un ¢-Os -module, c’est a dire un Ofg -module
libre de type fini muni d’'un endomorphisme semi-linéaire ¢ : M — M. On définit
la hauteur de Hodge de M comme la valuation p-adique tronquée du détermi-
nant d’'une matrice de ¢. Soient A un S-schéma abélien de dimension relative g,
A =AxgsS; et A le noyau de la multiplication par p. Le Frobenius de A, fait de
H'(A,, O4,) un ¢-Os,-module. 1l s’agit de construire, sous Phypothése que la hau-
teur de Hodge de H'(A,, O4,) est plus petite qu’un nombre rationnel b(g) >0, un
sous-schéma en groupes fermé canonigue Hg,, C ,A fini et plat sur S de rang p*.
Si A; est ordinaire, on demande que H., soit la composante connexe neutre
de ,A. Pour ce faire, on ¢tudie la ramification des schémas en groupes finis et
plats sur S, en utilisant la théorie de ramification de Abbes-Saito [1,2]. Soit G
un S-schéma en groupes fini et plat. On définit sur G une filtration décroissante
exhaustive canonique (G“ a € Q () par des sous-schémas en groupes fermés finis
et plats sur S. Pour tout nombre réel a > 0, on pose G** = U;, G’ (ou b€ Q).

1.2.1. Théoreme. — Supposons p > 3 et notons e [indice de ramification absolu de
Kej=e/(p—1). Soit A un S-schéma abélien de dimension relative g tel que la hauteur

1 ~ - . 1 =
de Hodge de H' (A, Oy,) est strictement plus petite que inf (p(p_l), (p—l)(?g(/)—l)—/)))' Alors

le cran ij+ de la filtration canomque de ,A est fi et plat sur S de rang p*. De plus, st
A, est ordinawre, alors /)Aj+ est la composante connexe neutre de ,A.

Soient K une cloture algébrique de K et Og la cloture intégrale de Ok
dans K. Pour démontrer le théoréme, on est amené 2 donner une description dif-
férentielle de la filtration canonique de ,A. On procede en deux étapes. D’abord,
on décrit la filtration duale sur H'(Ag, Z/pZ) via la suite spectrale des cycles éva-
nescents p-adiques, en termes de filtration par les symboles ([5] Section I). Ensuite,
on en déduit des descriptions différentielles du cran ,,AJAJ’(K)l grace a un calcul
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syntomique. On démontre en particulier que /JAJAJ’(K)L = ker(6(—1)), ou
0 : H'(Ag, Z/pZ(1)) — H(A, Q) 5) ® 0, Ox/pOx

est un homomorphisme classique en théorie de Kummer. 1l faut noter que cette
description simple ne permet pas de calculer le rang de ,,Aj+. Pour démontrer le
théoréeme, on a besoin de toute la puissance du calcul syntomique.

Le théoréeme 1.2.1 se généralise facilement aux S-schémas semi-abéliens de
fibres génériques des variétés abéliennes (Corollaire 6.1.2). En dimension relative 1,
la filtration canonique de ,A se résume au sous-groupe canonique de Lubin et
Tate [24] (Proposition 2.4.1). Dans ce cas, le théoréeme 1.2.1 ne donne pas la
meilleure estimation sur la hauteur de Hodge de H'(A,, #,,) pour Pexistence du
sous-groupe canonique.

1.3. Le théoreme 1.2.1 implique la conjecture du relévement excellent de
Dwork pour des espaces de modules de variétés abéliennes. On traite dans cet ar-
ticle 'exemple du probléme de module 2,y paramétrisant les schémas abéliens de
dimension relative g, principalement polarisés, avec structure de niveau N. D’apres
[29], ce module est représentable par un W-schéma quasi-projectif connexe et lisse.
Sa complétion formelle le long de sa fibre spéciale contient un ouvert formel cano-
nique Q) qui ind-représente les variétés abéliennes ordinaires. Par propriété univer-
selle, QO est muni d’un relévement canonique du Frobenius de Q) ;. On démontre
dans le théoréme 8.1.1 qu’il est surconvergent. Soit H le premier groupe de coho-
mologie de de Rham relative de la famille universelle sur Q). Grace a la formule
des traces de Dwork-Monsky, on en déduit une formule qui exprime le produit
infini des fonctions L. des puissances symétriques paires du dual de la partie unité
de H, en termes de déterminants de Fredholm d’opérateurs de Dwork (Proposition
8.3.2). Les opérateurs en question sont induits par la trace du relévement cano-
nique du Frobenius. Ils généralisent 'opérateur d’Atkin U des formes modulaires
p-adiques défini pour ¢ =1 (voir [24] 3.11). Dans ce cas (ie. g = 1) la formule
est due a Dwork ([16] et [24] A3.1.5). La construction de ces opérateurs est la
premiére étape d’un projet qui a pour but le développement d’une théorie des
formes modulaires p-adiques de Siegel (et pour d’autres variétés de Shimura) sur
le modele de la théorie elliptique développée par Dwork [16], Katz [24], Coleman
[10,11], ....

1.4. La section 2 de cet article est consacrée a des rappels et compléments
sur la filtration de ramification. Dans la section 3, on démontre le théoréme 3.1.2
qui relie la filtration de ramification sur la p-torsion dun S-schéma abélien a la
filtration par les symboles sur les cycles-évanescents p-adiques. Le calcul syntomique
est développé dans la section 4. Le théoreme 1.2.1 est démontré dans la section 6.
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La section 7 contient des rappels et compléments sur la formule des traces de
Dwork-Monsky. La derniere section contient I'application a %, x décrite plus haut.
L’article se termine avec un appendice qui contient en particulier deux applications
du théoreme de la fibre réduite de Bosch-Liitkebohmert-Raynaud [9]. La premiecre
application est une généralisation en géométrie rigide de la notion de composante
connexe neutre d’un schéma en groupe sur une base. La seconde application est
un énoncé de spécialisation du conducteur qui n’est pas utilisé dans larticle.

1.5. Notations. — Dans cet article, K est un corps complet pour une valua-
tion discrete. On note Ok son anneau de valuation, £ son corps résiduel qu’on
suppose de caractéristique p > 0, 7w une uniformisante et v la valuation normali-
sée par o(m) = 1. Soient K une cloture séparable de K, Ok la cloture intégrale
de Ok dans K, k son corps résiduel, et % le groupe de Galois de K/K. On
désigne aussi par v la valuation de K qui prolonge v. Pour tout « € Q, on pose
m, = {x € K; o(x) > a}.

A partir de la section 3 (a P'exception de I'appendice) on suppose K de ca-
ractéristique 0 a corps résiduel £ parfait. On note 7, la valuation de K normalisée
par 2,(p) = 1. Pour tout a € Q, on pose n, = {x € K; 7,(x) > a}.

On pose S = Spec(Ok) et S = Spec(fg). On désigne par s et n (resp. 5
et 7) les points fermé et générique de S (resp. de S).

On note SFA4, la catégorie des schémas formels adiques noetheriens affines
X sur Ok tels que le sous-schéma fermé X,.4, défini par le plus grand idéal de
définition, est un schéma de type fini sur Spec(k).

Pour une K-variété afhnoide X, on note m;(Xg) l'ensemble de ses compo-
santes connexes géométriques.

Pour un schéma X, on note D(X,,) la catégorie dérivée de la catégorie des
faisceaux abéliens sur le petit site étale de X.

2. La filtration de ramification

2.1. Soient A une Ok-algebre finie et plate et 7 : Spf(A) — X une Ok-
immersion fermée dans un objet X de SFA4.. Soit ¢ > 0 un nombre rationnel.
Dans [1,2] et [12] Chapitre 7, on associe a ¢ une K-variété affinoide X, appe-
lée voisinage tubulaire d’épaisseur a de :. Rappelons brievement sa construction.
Soient X = Spf(«), I C & l'idéal qui définit I'immersion fermée 7, et m,n > 0
deux entiers tels que @ = m/n. Soient o/ (I"/n™) la complétion mw-adique du sous-
anneau de &/ Qg K engendré par &7 et les éléments f/n™ pour f € I". Alors
C,.=d{I"/7") Qg K est une K-algebre affinoide qui ne dépend que de a et
X* = Sp(C,..). De plus, pour tout nombre rationnel 4 > a, i existe un mor-
phisme canonique X — X’ qui fait de X’ un sous-domaine rationnel de X’.
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Soient &(A/0x) lensemble des Og-immersions fermées ¢ : Spf(A) — X dans un
objet X de SFAg qui est formellement lisse sur Ok, et &,(A/Okx) C &E(A/Ok)
le sous-ensemble formé par les 7 tels que Spf(A)eq = Xiq. Ces deux ensembles
forment naturellement des catégories cofiltrantes. Par un théoréme de fibration ([2]
Lemme 1.8), le systtme projectif (7(Xg))sa/e, est constant. On pose

FUA) = lim mp(XL).
E(A)OK)

Soient AFPg, la catégorie des Ox-algebres finies et plates et %x—Ens la catégorie
des ensembles finis munis d’une action continue de %. On désigne par

F . AFP, —  “—Ens
A +— Spec(A)(K)

le foncteur des points géométriques. On vérifie facilement que la construction rap-
pelée ci-dessus fournit pour tout a € Q -y, un foncteur

F* A¥P, — 9 —Ens,

et des morphismes de foncteurs ¢°: . F — F* et ¢’ : F* — F’ pour a > b >0,
vérifiant les relations ¢’ = @0 ¢’ et ¢ = ¢’ o ¢, pour a>b>¢>0. La propriété
suivante est immédiate.

2.1.1. Lemme. — Sowent A et B deux objets de A¥Pgs et a € Q. Il existe un
wsomorphisme canonique et bifonctoriel

F(A Qg B) — FUA) x F(B).
De plus, cet isomorphisme est associatif et compatible au morphisme de foncteurs @°.

Pour ¢ > 0 un nombre réel, on pose

FT(A) = lim F'(A) et FTA) =1imF(A),

0<b<a b>a

ou b est un nombre rationnel.

2.1.2. Proposition ([1] Propositions 6.2 et 6.4). — Soit A une Ox-algébre finie plate
et inlersection complete relative sur Ox (voir EGA IV 19.5.6).

(i) Pour tout a € Q o, le morphisme naturel F(A) — F*(A) est surjectif-
(i) Lapplication naturelle F(A) — lim F*(A) est une byection.
a€Q >q
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(iti) La fonction a v F*(A) est continue a gauche et ses sauts sont rationnels, i.e.,
F(A) = FYA) si a est rationnel et F~(A) = .F7(A) si a est irrationnel.

2.1.3. Remarque. — Soit A une Ok-algebre finie plate. Par EGA IV 19.2.4,
19.3.2 et 19.3.7, A est une intersection compléete relative sur Ok si et seulement
si A est localement un anneau d’intersection complete.

2.1.4. Défimition. — Soit A une Ox-algebre finie et plate et intersection complete relative
sur Ok, telle que Ax = A Qg K soit élale sur K. On définit le conducteur de AJOx ou
de Spec(A)/Ox par

o(A/Ox) = «(Spec(A)/ Ox) = infla € Q| F(A) = F(A)}.
Clest un nombre rationnel par la proposition 2.1.2.

2.1.5. Lemme. — Soit K'/K une extension de corps de valuation discrete complets
(pas nécessarrement finie) d’indice de ramification e. Soit A une Ox-algébre finie et intersection
complete relative sur Ok, telle que Ax = A Qg K soit étale sur K. Alors A' = A Qg Ok
est une nlersection complete relative sur Oxr et on a (A /Ox) = ec(A)Ox).

Preuve. — Si B est une Ok-algebre topologique m-adique, on pose

B®ﬁKﬁK/ = I}LIIB/T[”B ®ﬁ}< ﬁ}(//ﬂ”ﬁ}(/.

Soit ¢ : Spf(A) — X = Spf(&/) une Ok-immersion fermée d’idéal I, ou & =
Ok (X, ..., X,) est la complétion m-adique de l'anneau des polynémes Ox[X|,
wa Xl Alors & = A Rp Ox ~ Ox(Xy, ... X)), A®s.Ox = A Qg Ogx = A
car A est fini sur Ok, et ¢ induit une Oy-immersion fermée 7' : Spf(A’) - X =
Spf(e/’) d’'idéal 1e7’. Soient a € Q -y, X le a-¢me voisinage tubulaire de ¢ (défini
sur K) et X le a-¢me voisinage tubulaire de 7 (défini sur K'). Par [6] 9.3.6/1 (i),
on a X‘®K' —> X On fixe K une cloture séparable de K’ contenant K.
Soient X (resp. X'“) le modele entier normalis¢ de X sur Ok (resp. X' sur Og),
qu’on suppose défini sur une extension séparable finie K; de K (resp. K| de K’
contenant K,) (voir [1] Section 4). On en déduit un isomorphisme de Oy;-schémas
formels X‘®g, Ok, >~ X. D’ou par [1] Corollaire 4.4, on a my(XL) =~ mo(X'%).

Le lemme s’ensuit. O

2.1.6. Lemme. — Soient A et B deux S-schémas abéliens, f : B — A une isogénie
(i.e. un morphisme de schémas en groupes qui est fini et plat) génériquement étale et G le noyau

de f. Soient o et B les points génériques des fibres spéciales de A et B respectivement et O,
et Op les complétions de leurs anneaux locaux. Alors «(Og/O,) = ¢«(G/Ox).
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Preuve. — Comme Spec(ﬁﬂ) est un torseur sur Spec(ﬁ;) sous G, il existe

un isomorphisme de ﬁ};-sehémas
Spec(ﬁA’lg ®4, ﬁ’;ﬂ) ~ G Qp¢ ﬁA’lg.

L’indice de ramification de ﬁﬂ/ﬁK vaut 1. Donc par le lemme 2.1.5, on a «(GQg;

5’5/5’5) = (G/Ok) et c(ﬁ}; ®y, ﬁ};/ﬁ};) = c(ﬁi«;/ﬁl). Le lemme s’ensuit. O
2.1.7. Remarque. — Le lemme 2.1.6 est un énoncé facile de spécialisation

du conducteur. On démontre dans I'appendice (Proposition A.1.3) un énoncé plus
général qui n’est pas utilis¢ dans cet article.

2.2. Cohomologie galoisienne des corps locaux. — La construction rappelée au dé-
but de la section a été introduite dans [1] pour définir deux filtrations décroissantes
Gk et G o (@€ Qo) de % = Gal(K/K) par des sous-groupes fermés distingués,
dites respectivement filtration de ramification et filtration de ramification logarith-
mique. On considére sur H'(K, Z/pZ) = Hom,,,(%, Z/pZ) la filtration duale de
la filtration logarithmique, définie pour a € Q- par

fil,H'(K, Z/pZ) = {p € Hom,,,(%. Z/pZ) | p(%,,) = 0}.

2.2.1. Proposition. — i) Soient L une extension galoisienne finie de K contenue dans K,
G son groupe de Galois et G* et Gy, (a € Q) les filtrations de G quotients des filtrations
de ramification de Gx. Si Uindice de ramification de L/K vaut 1 et si G est un Fj,-espace
vectoriel, alors G* = Gy, pour tout a € Q 5.

i) Pour tout a € Q-o, on a fil,H (K, Z/pZ) = fil,;H' (K, Z/pZ), o [a] est la
partie enticre de a.

itl) La filtration A1, H' (K, Z/pZ) coincide avec la filtration définie par Kato dans [22].

) On suppose que K est de caractéristique O et contient ¢ une racine primitive
p-eme de lumité. Soent e = v(p) Uindice de ramification absolu de K, ¢ = ep/(p — 1)
et h: K* — H'(K,Z/pZ) lapplication symbole obtenu & partir de la suite exacte de
Rummer et de Uisomorphisme Z/pZ >, défini par ¢. On a alors :

Wl 4+7/7"0x) si 0<n<é,

1 _
fil,H (K, Z/pZ) = H'(K,Z/pZ) i n>/.

Preuve. — 1) Comme G est un F,-espace vectoriel, on peut le supposer iso-
morphe a F,. Dans ce cas, I'extension 0},/0x est monogene et I'assertion découle
directement de [1] Lemme 3.9. i) Un élément non nul p € H'(K,Z/pZ) dé-
termine une extension galoisienne L/K dordre p. On a p € fil,LH' (K, Z/pZ) si
et seulement si ¢(07,/0kx) < a. Or le conducteur d’une telle extension est claire-
ment un entier. iii) découle de [22] Proposition 6.8. iv) découle de iii) et [22]
Proposition 4.1. O
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2.3. Schémas en groupes. — Soit Grg, la catégorie des Ok-schémas en groupes
commutatifs finis et plats. Soient G = Spec(A) un objet de Grg et a € Q. Par
fonctorialité¢ et le lemme 2.1.1, la structure de schéma en groupes commutatifs de
G induit une structure canonique de groupe commutatif sur .#“(A). De plus, le
morphisme G(K) = .Z(A) - Z%A) est un homomorphisme de groupes. Comme
A est une intersection compléte relative sur Ok, cet homomorphisme est surjectif.
On en déduit que % agit sur #“(A) par des homomorphismes de groupes. En
particulier; le noyau GYK) = ker(G(K) — .Z*A)) est un groupe commutatif
muni d’une action continue de %. Donc il définit un faisceau abélien fini pour
la topologie étale sur n. De fagon équivalente, G(K) définit un K-schéma en
groupes fini ¢tale Gj, qui est canoniquement un sous-schéma en groupes fermé
de G,. L'adhérence schématique G* de Gj dans G est un sous-schéma en groupes
fermé de G, fini et plat sur Ok ([30] 2.1).

2.3.1. Défimtion. — La filtration décroissante (G*, a € Q o), défimie ci-dessus pour
a>0 et prolongée par G° = G, est appelée filtration canonique de G.

Par fonctorialité, un morphisme « : H - G de Grg, induit, pour tout a €
Q -, un morphisme canonique «*: H* = G* de Grg,.

2.3.2. Lemme. — Souit u: H — G un morphisme fini plat et surjectif de Grey. Pour
lout a € Q -, le morphisme u*(K) : H(K) — G*(K) est surjectsf.

Preuve. — Le morphisme u est d’intersection complete. Donc par [2] Lemme
2.1 (3), on peut trouver un diagramme cartésien

H—X%

ui'f

G—1=9

avec 1 € &, (H/Ok), j € &,(G/0Ok) et [ est fini et plat. D’ou pour tout a € Q 5, le
morphisme [ : X — Y? induit par / sur les voisinages tubulaires, est fini et plat.
Soient X! et Y? les composantes connexes géométriques de X* et Y contenant
les éléments neutres de H et G respectivement. Le morphisme X! — Y? induit
par f“ est fini et plat, donc surjectif. Le lemme s’ensuit car H‘(K) = i_l(Xg(K))
et G*(K) =~ (Y4(K)). 0

Soient G un objet de Grg, et N C G(K) un sous-groupe stable sous Iaction
de %. Soient N, le sous-K-schéma en groupes fermé de G, associé a N, et Ng
son adhérence schématique dans G. Alors Ng est un sous-schéma en groupes fermé
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de G, fini et plat sur Ok, et le quotient G/Ng est un objet de Grg,. Pour tout
a € Qxj, on pose

SY(G) = {N C G(K) sous groupe % — stable
tel que ¢((G/Ngs)/O%) < a}.

2.3.3. Corollaire. — Pour tout a € Q >y, on a GY(K) = Nxesec)N.

Prewve. — Par construction, on a G* = G*(K)s. Par le lemme 2.3.2, le mor-
phisme GYK) = (G/GH“K) est surjectif. On en déduit que (G/GH(K) = 0,
c((G/GY/Ok) < a et G“K) € SYG). Inversement, si N € S%(G), alors il existe un
morphisme G’ — (G/N)* =0 qui montre que G*(K) C N. m|

2.3.4. Remarque. — Pour des applications ultérieures, rappelons I’analogue du
corollaire 2.3.3 pour les extensions finies galoisiennes de K. Soit /K une extension
finie galoisienne de groupe de Galois A et soit (A% a € Q) la filtration de
ramification supérieure de A ([1] Remark 3.5). Pour tout nombre rationnel a > 0,
on pose

SYA) = {(H< A tel que «(L"/K) < a}.
Alors A* = mHesa(A)H.

Soit G un objet de Grg,. Pour @ > 0 un nombre réel, on pose G** = U, G’
et si a > 0, G = Nyy<,G’, oll b désigne un nombre rationnel. La proposi-
tion 2.1.2 implique que la filtration canonique est semi-continue a gauche avec un
nombre fini de sauts qui se produisent en des nombres rationnels.

2.3.5. Lemme. — Le sous-groupe G°F est la composante connexe neutre de G.

Preuve. — On considére la suite exacte canonique 0 - G° - G — G® — 0.
[1] Proposition 6.3 (i) montre que ¢(G®) = 0. Soit ¢« € Q5. L'existence du
morphisme G’ — (G*)* = 0 montre que G* C G°. D’ou Gt C G°. Inverse-
ment, le morphisme G%(K) — (G/G"")*(K) est surjectif. Donc (G/G")* = 0 et
¢(G/G"") = 0. On en déduit par [1] Proposition 6.3 (iii) que G/G"" est étale.
Donc G° C G"*. ]

2.4. Application aux variétés abéliennes. — On suppose que K est de caractéris-
tique O et on note ¢ I'indice de ramification absolu de K. Soient A un S-schéma
abélien, ,A le noyau de la multiplication par p et (A% a € Q=) sa filtration
canonique.
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2.4.1. Proposition. — Supposons p > 5. Sowent A un schéma elliptique sur S, w une
Ox-base de T'(A, Q}x/s) et By_y la séne d’Eisensten de pods (p— 1) (/24] 2.1).

(a) Si v=0(E,_1 (A, @) > ep/(p+ 1), alors

Al = 0 si a>g’/(p*— D),
PETA st 0<a< /(PP —1).

(b) St v = v(E,—1 (A, @) <ep/(p+ 1), alors

0 si a>(p—0)/(p—1),
A= st p/(p—1)<a=<(¢p—0v)/(p—1),
A st 0<a=<p/(p—1).

ou K est le sous-groupe canonique de Lubin-Tate ([24] Section 3).

Preuve. — D’apres [24] Section 3.6, il existe un parametre X du groupe
formel G de A/S normalis¢ par la condition [§](X) = &X pour toute & € Z,
racine (p — 1)-¢éme de l'unité. Pour un tel parametre, on a

4
[PIX) = pX +aXl + ) o, XM g (X4 Y g XD
m=2 m>p+2

ou a =E, (A, w) mod p et v,(c,) =1 si m# 1 mod p. Ceci permet de cons-
truire le polygone de Newton de la série [p](X), qui est un générateur de I'idéal
qui définit 'immersion fermée ,A° — G = Spf(Ok[[X]]). La proposition découle
directement de la description du polygone de Newton (voir [24] page 127). ]

Soient A un schéma abélien sur S, A; sa fibre spéciale et v le point gé-

nérique de A;. Soient O, la complétion de l'anneau local de A en v et L son
corps de fractions. Soient [p] : A — A la multiplication par p, ,A son noyau et

o, —> ﬁAU[/’] et L > LI les extensions qu’elle induit en v. On fixe une cloture
séparable L. de L. contenant K. Dans la suite, on note avec un indice 1, les fonc-
teurs sur AFP, (ie. Fp, F{, ..) et avec un indice g les foncteurs sur AFPg, (i.e.
Ik, Fi, ...). Comme [p]: A — A est un ,A-torseur, alors on a un isomorphisme
canonique

(1) AR = Zi(,A) —> Fi(O) = Spec(O7) (D).
2.4.2. Proposition. — Lisomorphisme (1) induit pour tout nombre rationnel a > 0 un
somorphisme

FL(A) — F(OW).
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Preuve. — 11 suffit de démontrer la proposition aprés un changement de base
fini Ox — Ox. On suppose donc que ,A(K) = pA(K). L’extension L/L. est
galoisienne de groupe A = ,A(K). Soient H C j)A(K) un sous-groupe, H, C A
le K-schéma en groupes qui lui est associé et Hg C ,A l'adhérence schématique
de H, dans ,A. Soient B = A/Hs, qui est un S-schéma abélien, et f : B — A
I'isogénie induite par lisogénie [p] : A — A. Soient B le point générique de la
fibre spéciale de B et ﬁAﬂ la complétion de l'anneau local de B en B. Par le
lemme 2.1.6, on a

(LML) = ((63/6,) = o((,A/Hs) [ Ok).
On en déduit que S*(,A) = S“(A), ou ces ensembles sont définis dans la sous-

section 2.3. Donc ,A%(K) = A", ce qui est équivalent & I’énoncé de la proposition.
O

3. Cycles évanescents p-adiques

Dans la suite de larticle, on suppose K de caractéristique O a corps résiduel
k parfait de caractéristique p > 0.

3.1. Soit X un S-schéma lisse et X = X x5 S. On considére le diagramme
cartésien

X — =X <
- T
s——>S~<~—

et les faisceaux étales sur X;

~— X5

3|<—

W =7 RY% (Z/pZ(g)).

La suite exacte de Kummer 0 — @, - G,, - G,, > 0 sur X; induit I'application
symbole

hy i 17,0% — V.
On pose U'W!' = W! et pour a € Q-j, UW! = iig(1 —i—m,,;*(ﬁy)).

3.1.1. Lemme. — Soient ¢ = v(p) [indice de ramification absolue de K et ¢ =
ep/(p—1). Pour tout nombre rationnel a > ¢, on a U"W' = 0.
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Prewve. — Soient K’ une extension finie de K contenue dans K, S =
Spec(Ox/) s = Spec(k’) son point fermé et n° = Spec(K’) son point générique.
On considere le diagramme

o j/
XJ/ Zﬁ XS/ - Xn/

RN

S/ S/ 77/

et les faisceaux étales sur Xy

Wi, = {"RYL(Z/pZ(g)).

On a aussi une application symbole /i : i”%ﬁg/ — Wi,. On pose UV}, = W},
et Uy, = hxy (1 + nl"{/i/*(ﬁxs,)) pour n > 0 un entier, ou 7g est une unifor-
misante de K. On prolonge cette définition aux nombres rationnels ¢ > 0 par
U}, = Uldwl,. Alors, il existe un isomorphisme canonique W' =~ lim W,. Pour

K/
tout nombre rationnel ¢ > 0, on a U¥' = limU‘”K’/K\IJII{/, ou eg g est I'indice
K,
de ramification de K'/K. Par [5] Corollaire 1.4.1, on a U°W¥}, = 0 pour tout
a> deg k. Le lemme s’ensuit. O

On a W' ~ Z/pZ. Si X est propre et lisse sur S, alors il existe une suite
spectrale

Ey' = HY(X;, ¥')(—0) = H"'(X;, Z/pZ).
Elle induit la suite exacte

0 — H'(X, Z/pZ) — H' (X5, Z/pZ) > H(X;, W')(—1)

3
3 — H2(X, Z/pZ)

3.1.2. Théoreme. — Sowent A un S-schéma abélien, ,A le noyau de la multiplication
par p, et u le morphisme défini dans la suite exacte (3). Sous laccouplement parfait canonique
(4) JAK) x H'(A;, Z/pZ) — Z/pZ,
on a pour tout a € Q -,

! (HY(A, U W) (=) si 0<a</,

at+ L
PATE)T = { H'(Aq, Z/pZ) sia>d.
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Prewve. — On peut supposer £ algébriquement clos. Soit K’ une extension
finie de K d’indice de ramification ex,x. Le changement de base Ox — Ok a
pour seul effet sur I’énoncé du théoréeme de multiplier les indices des filtrations
par ex k. Donc quitte a effectuer un tel changement de base, on peut supposer
que K contient une racine primitive p-¢me de lI'unité, ,A(K) = pA(K), les sauts
de la filtration canonique de ,,A(K) sont entiers et on a H(A;, ') = H(A,, ¥}).
Par le lemme 3.1.1, le théoreme 3.1.2 pour ¢ =0 se réduit a la relation

(5) ATEK)T =HY (AL Z/pZ),

qui découle directement du lemme 2.3.5. L’accouplement (4) induit grace a (5) un
accouplement parfait

(6) LAKR)™ x im(u) — Z/pZ.

Soient v le point générique de A; = A; et V un point géométrique au dessus de v.
Soient ¢, I'anneau local de A en v, 0, sa complétion, Oy la henselisation de O,
en vV et ﬁ la henselisation de ﬁ en V. Soient Ly le corps de fractions de O,
L{" le corps de fractions de Oy, L le corps de fractions de O, et L™ le corps de

fractions de Oy :

Lgr Ior

Lo

L

On fixe L une cloture séparable de L™ contenant K. Llisogénie [p] : A — A définit
une extension finie galoisienne L'//L de groupe de Galois isomorphe a ,A(K) =
LAK). On fixe un plongement L — L, ce qui induit un morphisme surjectif
0 : Gal(L/L) — ,A(K). Soient Gal(L/L)" et Gal(L/L){‘Og (a € Q) les filtrations de
ramification de Gal(L/L). Comme Gal(L!”//L) est un F,-cspace vectoriel et I'indice
de ramification de LY!/L vaut 1, les propositions 2.2.1 (i) et 2.4.2 impliquent que
pour tout rationnel > 0, on a

(7) 0(Gal(L/L);,,) = 6(Gal(L/L)") = ,A*(K).

En particulier, on a O(Gal(L/L™)) = /,AO+(K). Par ailleurs, [5] Proposition 6.1

implique que le morphisme naturel
H'(A,, W) — Wy, = H'(Spec(LY)), Z/pZ(1))
est injectif. On désigne par p le composé des deux injections

p: HY(A, Wi) — H' (Spec(Ly), Z/pZ(1)) — H' (Spec(L™), Z/pZ(1)).
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On considere le diagramme

X

) A0+ (K)

Gal@T/1m) * H'(Spec(L™), Z/pZ) —Z/pZ

ou (x) est accouplement canonique. L’isogénie [p] : A — Ay induit une surjection
T (Az, 0) — pA(K), qui définit P'accouplement (4). On en déduit que ker(f) L
im(u) et Paccouplement (x) induit accouplement parfait (6).

Soit 4 : (IL™)* — H'(Spec(L™), Z/pZ(1)) Tapplication symbole. Pour tout
entier m > 0, soit U"H'(Spec(L™), Z/pZ(1)) = k(1 + [ O ).

3.1.3. Lemme. — Pour tout entier m >0, on a
H'(A,, U"Wy) = p~ ' (U"H' (Spec(L™), Z/pZ(1))).

Preuve. — Soit hy : (Ly)* — Hl(Spec(Lgr),Z/pZ(l)) I'application symbole.
Par [5] Théoréme 5.12, h et Ay sont surjectifs. On en déduit que

U"H'(Spec(Ly"), Z/pZ(1)) =
H' (Spec(Ly"), Z/pZ(1)) N U"H' (Spec(L™), Z/pZ(1)).

Le lemme découle alors de [5] Proposition 6.1 (ii). O

Le théoreme 3.1.2 pour a > 0, découle de (7), du lemme 3.1.3 et de la
proposition 2.2.1 (iv), par chasse au diagramme (8). ]

4. Faisceaux syntomiques

4.1. Avec les notations de 3.1, pour un S-schéma abélien A, le théo-
réme 3.1.2 rameéne I'étude de la filtration canonique de ,A a celle du faisceau W'
par les symboles. Les travaux de Bloch et Kato [5] montrent que cette derniére
est de nature différentielle, mais ils ne permettent pas d’en déduire une description
différenticlle de la filtration induite sur H’. Pour ce faire, on remplace le faisceau
W! par un complexe quasi-isomorphe, le complexe syntomique, et on décrit expli-
citement un cran de sa filtration par les symboles en suivant les résultats de [23]
Chapitre 1.
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Soient £ un corps parfait de caractéristique p >0, W, = W,(k), W = W(£) et
Ky le corps des fractions de W. On désigne par o I'endomorphisme de Frobenius
agissant sur £, W,, W et Ky. Pour tout W-schéma X et tout entier » > 1, on
pose X, =X QwW,.

4.1.1. Démition. — Soit X un W-schéma syntomique. Une présentation syntomique de
X sur W est la donnée d’une W-immersion 1 : X — 7. dans un schéma lisse sur W. La
présentation syntomique est dite admussible st 7. est muni d’un endomorphisme, dit de Frobenius,
[ 7 — 7 qui releve le Frobemius de 7., et qui rend commutatif le diagramme suiwant :

Z Z

| |

Spec(W) —Z= Spec(W)

Soient X un W-schéma syntomique, X — 7 une présentation syntomique de

X sur W, et n > 1 un entier. Soient D, = Dy, (Z,) I'enveloppe a puissances divisées

de X, dans Z, compatibles aux puissances divisées de pW, C W,, Jp, I'idéal qui

définit X, comme sous-schéma fermé de D, et Jg] ses puissances divisées (avec

][S]n = Op, st r < 0). On identifie les sites (X)) et (D,), grace a I'immersion

nilpotente X; — D,. Pour tout entier » > 0, on définit le complexe de faisceaux
de W,-modules sur (X;)

~lr] e qlr—el]
JH,X,Z ._JD?I ®ﬁzﬂ, Qz,,/Wn‘

Supposons de plus que la présentation syntomique X — Z soit admissible (e.g. si X
est quasi-projectif sur W alors il admet des présentations syntomiques admissibles).
Alors son Frobenius f : Z — 7 induit un endomorphisme de Frobenius de D,
noté aussi f et qui rend commutatif le diagramme suivant

D,—L D,

| |

Spec(W,) —— Spec(W,)
Soit ¢ : 37[1(’)%(’2 — 3%(1 le morphisme semi-linéaire induit par les Frobenius de Z,
et D,.

4.1.2. Proposition (/23] Section 1.1). — Soent X un W-schéma syntomique et @ :
X — Z une présentation syntomique de X sur W.

() Pour tout entiers r > 0 et n> 1, la casse FU% de U\, dans D((X))e) ne
dépend pas de la présentation syntomique de X sur W.
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(1) Pour tout entiers v >0 et n,m > 1, on a une suile exacte

~[r] P AT P Al can [/
‘jn—l-m,X,Z ‘sn+m,X,Z ‘sn+m,X,Z ‘jn,X,Z 0

(111) Supposons de plus que la présentation syntomique @ soit admissible et notons comme
plus haut ¢ : 3L?;<7Z — 35)%(4 le morphisme semi-linéaire de Frobenius. Soient 0 <r < p—1
et n>1 deux entiors. Alors oIV ) C pI3™% .

(iv) Sous les hypothéses de (111), il existe un unique morphisme semi-linéaire de complexes

de faisceaux sur (Xi)e

. ~lrl ~[0]
Or i Iuxz — Jux,zs

tel que le composé

~ 7] can A [/] o ~[0] 2 ~L0]
‘Jn—i-r,X,Z ‘Jn,X,Z ‘jn,X,Z ‘jn+7,X,Z’

soit duit par ¢ : 3532,_1&2 — 3,[317,’)(’2. De plus, le morphisme induit ¢, : f%{ — ;£0>]<
dans D((X))e) ne dépend pas de la présentation syntomique.

(v) Sous les hypotheses de (iv), soit .7, (r)x.z la fibre du morphisme ¢, —1 :3,[1"])(’2 —
350;“ Alors la classe 7)(r)x de 7, (r)x.z dans D((X))e) ne dépend pas de la présentation
syntomique admissible et on a un triangle distingué

F(Nx —= JIk—— SN —

Soient X un W-schéma syntomique et quasi-projectif’ et n > 1 un entier.
On définit ([23] Section 1.2) pour tout entiers 7,7" > 0 tels que r+7 <p—1 un
produit dans D((X;).)

9) ,(Dx @ F,()x — S +1)x.
On définit ([23] Section 1.3) pour tout entier 0 < r < p—1 une application symbole
(10) O3, X X O —> H(S(Nx)-

4.1.3. Proposition (/23] 1.3.6). — (1) Pour tout entiers O <r <p—1 et ¢>r, on
a (S (Nx) = 0.

(2) St 0 <r<p—1 alors lapplication symbole (10) est surjective.

' La quasi-projectivité n’est pas nécessaire dans la suite, mais elle est suffisante pour l'application de cet
article.
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Soit K une extension finie totalement ramifi¢e de Ky de degré e. Pour toute
extension finie L. de K, on note &) son anneau d’entiers, S; = Spec(0)) et
S = Spec(0k). Pour tout S-schéma X, soient X =X x5S et X =X xg58S;. Pour
tout a € Q g, on pose n, = {x € Og; v,(x) > a}, S, = Spec(Og/n,) et X, = X xsS,.
Ces notations sont compatibles avec celles fixées au debut de la section si a =n
est entier.

4.1.4. Défimtion. — Soit X un S-schéma syntomique. Une pro-présentation syntomique

de X sur W est la donnée

Q) pour toute extension finie 1. de K contenue dans K, d’une W-immersion iy, : Xy, —
71 dans un schéma 7Zg lisse sur W

(i) pour toutes 1. C L extensions finies de K contenues dans K, d’un W-morphisme
affine T, 1, 2y, = Ly, compatible a i, et 1.

La pro-présentation syntomique est dite admissible s

(i11) pour chaque L., 7y, est muni d’un endomorphisme de Frobemus fi, : 7y, — 7y, (voir
Défimition 4.1.1) compatible aux morphismes ti,1,.

4.1.5. Remarque. — Les pro-présentations syntomiques existent toujours. Les
pro-présentations syntomiques admissibles existent si X est quasi-projectif sur S.

4.1.6. Proposition (/23] Section 1.2). — Sout X un S-schéma syntomique. On fixe une
pro-présentation  syntomique de X sur W et deux entiers 1> 0 et n > 1.

(1) Les umages inverses des complexes (35,‘]XL7ZL)L par les morphismes (X, — Xp.1)1

quand 1. décrit ensemble des extensions finies de K contenues dans K, forment un systéme
inductif. La classe /:]X de liinﬁ,[l%”h dans D((X)e) ne dépend pas de la pro-présentation
L

syntomique.

(1) Supposons de plus que la pro-présentation syntomique soit admussible et que 0 <
r < p—1. Alors, la limite des morphismes @, : JUx, 5 — Ik 5 définit un morphisme
@ jj';( — jjo)l( dans D((X))e) qui ne dépend pas de la pro-présentation syntomique
admussible.

(111) Sous les hypothéses (i1), les images nverses des complexes (L%l(r)XL,ZL)L par les
morphismes (Xl — XL,I)L, Jorment un systeme inductif. La classe ./, (r)x de liin Z(x .71

L

dans D((X))e) ne dépend pas de la pro-présentation syntomique admissible. On a un triangle
distingué

(11) T — jj']i o=l j[ol RN

n,X
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Soient X un S-schéma syntomique et quasi-projectif et 0 <r <p—1et n>1
deux entiers. La limite inductive des applications symbole pour X; quand L décrit
ensemble des extensions finies de K contenues dans K définit une application
symbole

0X X ..X ﬁ%}m — (S, (Dx).

X1

On reprend le diagramme (2) et on considére le complexe .7, (r)x dans la catégorie
dérivée D((X5)e). Pour tout point géométrique ¥ de X; on pose

&, = <ﬁx,y B]) = (7.05).

Par [23] 1.4.2, 'application symbole ﬁ%)_c — (S, ()x); se factorise a travers la

surjection
X I I
ﬁi,x Gx/ﬁnGx'

4.1.7. Théoreme (/23] 1.4.3). — Supposons p > 3. Soit X un S-schéma lsse et
quasi-projectif. Il existe un isomorphisme canonique ' (7 (1)) — W' qui est compatible
aux applications symbole S — A (A (1)x)x et SL — WL

Soit X un S-schéma lisse et quasi-projectif. Soient ¢, et ¢g, les morphismes

. < R < . e .
de Frobenius absolus de X, et S;, et le le schéma défini par le diagramme
cartésien:

X(/)) Xl

)

Sl—§>S

Pour tout entier ¢ > 0, on désigne par I le morphisme composé

QL - Q, —(QL )/dQL))

Xi/5) X5, Xi/S1 Xi/51

ou le second morphisme est induit par I'isomorphisme de Cartier
Cgls, Q;L(gm/s — A, 5,)-

Soit ¢ la classe dans 05 = Ox/pOx d’une racine p-¢me de (—p). On pose
& = coker (ﬁgl = ﬁgl) ,
2 =ker (R 5 > (2 5)/4(0x)).

On note o«(T) = 317} T//i! € Z,[T].
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4.1.8. Proposition. — Supposons p > 3. Il existe une suite exacte canonique

(12) 0— P A () - 2— 0,
telle que pour tout point géométrique x de X, on ait
(1) la fibre az se factorise en

symbole

2.~ B /p6L AN (A (D)

et y est induit par le morphisme Ox, ; — SL/pSL; a — e(—a({ — DY, on
4 € Oxx est un relevement de a € Ox, 5 et ¢ € K est une racine primitive p-éme
de [umité.

(1) le composé

symbole

CHICE AN (Dg)r —> Zx

est lunique morphisme qui envoie a € ﬁ%j sur a”‘da € Zx.
De plus, on a des isomorphismes canoniques
~ 0 Al #7100 A0
P =~ coker (% (jli) — A LY))
~ 1 Ay 27 a1 g0l
2= ker (' (1Y) 25 2 (1))
et la suite exacte (12) s’obtient naturellement a partir du triangle distingué (11).

Preuve. — Cet énoncé est essentiellement contenu dans [23] Section 1.4 bien
qu’il ne figure pas sous la forme générale ci-dessus. On explique comment s’y
ramener. Il existe au plus une suite exacte (12) vérifiant (1) et (i1). Par conséquent
il suffit de la construire étale localement et de recoller. Donc on peut supposer
X =Aj et méme que Ox =W. Dans ce cas, la suite (12) a été construite dans
[23] 1.4.8 et 1.4.10. On pose

' = coker (%O(jm) "y %O(j[o] ))

1,X 1,X
2 = ker (A (A1%) "= A(AY)

et on considere la suite exacte induite par le triangle (11)

o

(13) 0— Z L A (S L5 2 — 0.

Pour montrer que les suites exactes (12) et (13) coincident, il suffit de le faire étale
localement. Donc on peut supposer que X = Ay et Ox = W. Dans ce cas, le
résultat a été démontré dans [23] 1.4.8 et 1.4.10. O
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4.1.9. Proposition. — Supposons p > 3. Sowent X un S-schéma lsse et projectif et
t=(p—=1D/p.

(i) Le morphisme ¥ — ¢ : Ok, — O, se factorise en un morphisme Ogx, — Ox, et on
a une suite exacte
F—c
(E): O—>Fp—>ﬁ§t—3ﬁgl—><@—>0.
De plus, il existe un diagramme commutatif

0 —— A (A (1)) —= A (L) L (%) —> P —0

1,X 1,X

N

0 F, 43 = 0%, P 0

ou ps est un somorphisme.

(1) Sozent Sy, : H'(X,, &) - H* (X, F,) le cup-produit avec la classe de (E) dans
Ext* (2, F,), e dQO 1 HYX, U (—1) = H2(X, F,) le morphisme donné par la suite
spectrale des cycles evanescents

Ey' = H'(X;, V) (—0) = H(X,, Z/pZ).
Alors, il existe ¢ € K une racine primitive p-éme de Punité telle que le composé
H'(X,, 2) — H'(X;, ' (#1(1)x)) —— H'(X;, ¥')
d{(),l
LK F)(1)

coincide avec ¢Sy, ou Uisomorphisme central est donné par le théoreme 4.1.7.
(iti) Supposons H°(X, Ox) = Os, alors on a légalité

dimg, H' (X1, F)) + dimg, ker (H'(R;, 2) > H(X,, F)))
— dimy, ker (Hl(Xl, o) 5 H'(K, ﬁgl)) .

Preuve. — (i) Soient b € Oy, la classe d’une racine p(p—1)-éme de (—p) dans
0%, et F, — 05 le morphisme défini par x + x6. On en déduit un morphisme
F, — O et on vérifie facilemment que la suite (E) est exacte.

Pour construire (14), on commence par construire un diagramme commutatif
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On fixe une pro-présentation syntomique admissible de X sur W, de sorte que
[0]
1.X

désigne par Dy, Penveloppe a puissances divisées de Xp,; dans Zp; et par Jp,,
I'idéal qui définit X, ; comme fermé de Dy, ;. Le Frobenius absolu de Dy ; induit
un morphisme Oy, , — Op, |, qui sannule sur Iidéal a puissances divisées Jp, .

soit la classe du complexe limﬁ[l(?]XbZL dans D((X}).). Pour chaque L, on

On en déduit facilement un morphisme de complexes O, [0] — 3[1(?]& 7.~ En
passant a la limite, on obtient un morphisme O, [0] — fl[O]i dans D((X}).), et
on définit p; comme le 5#° de ce dernier.

On observe qu’on a un morphisme naturel de faisceaux étales sur X,

S Ag) @ A (Sy) = A SS)-
Par ailleurs, il existe un morphisme canonique ([23] 1.4.5)
0: O, = Ox/pOx — H'(S,, 71%)

et 6(c) € H®S,, /1[%). On prend Py, = ho (6(c).py). La commutativité de (15)
se vérifie étale localement. Donc on peut supposer X = Ay et Ox = W. Dans
ce cas, la commutativit¢ de (15) a été démontrée dans [23] 1.4.8. Par le méme
argment, on montre que Py se factorise par le morphisme naturel O, — Ok,
On en déduit alors le diagramme commutatif (14). Le composé des isomorphismes
AL (D)y) = SO ([23] 143 (2) et AU(AO)g) = ¥ = F, ([23]
[.4.3 (1)) est un isomorphisme J#°(S(1)x) =~ »(1). On vérifie étale localement
que ps n'est pas nul. Donc ps; est un isomorphisme.
(i) Il existe un isomorphisme dans D((X5).)

S (g — 111 Rj(Z/pZ(1))

qui induit Iisomorphisme 2'(.%(1)x) S W' du théoreme 4.1.7. On en déduit
un isomorphisme des suites spectrales

By’ = H{(Xs, #(#(Dy) = HH (X, #(Dy)
"By’ = H(X;, #'(t<11 Rj(Z/pZ(1))))
= H™(Xs, 121i RJ,(Z/PZ(1))).

Or Ey' = ”Eé’t(—l) pour 0 < ¢ < 1. Donc 1l suffit de montrer que dp coincide
avec le composé

7 40,1

HO(X,, 22) —= H'(X,, (7 (1)x)) ——= H2(X,, A(F (1))

—1
P3

H* (X, F)).
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Par le lemme 4.1.10, on associe a .#](l)x une classe canonique
c(¥) € Ext* (' (S (D), A (A(D).

et 'dy’" est le cup-produit avec cette classe. L assertion recherchée découle alors du
lemme 4.1.10 et de (14).

(iii) Soit £~ le faisceau défini par les suites exactes 0 - F, — O, — X — 0
et 0 > A — O, - & — 0. Légalit¢ s’obtient facilement a partir des suites
exactes longues de cohomologies associées a ces suites exactes courtes.

F, ¢ 0, H (%) —H'(F,)) — H'(0%) —=H'(¥)
F—¢
U3,
H(2)
H'()
H'(0%)
O
4.1.10. Lemme. — Soit A —> B —> C - un triangle distingué dans la catégorie

dérivée D(C) d’une catégorie abélienne €. On suppose F(A) = A (B) = #(C) = 0
pour 1 < 0. On défimit P par la suite exacte

(E) : 0 — #°(A) — H#°B) — #°(C) — P — 0,

et on note j: P — Y (A) Uinjection canonique. Soient (I')i=q un complexe de € et A ~1°
un somorphisme dans D(E). Alors, la suite exacte

F:0— 2N — 1" —1_, — #'A) — 0

définit une classe cl(F) € Ext>(A'(A), #°(A)) qui ne dépend que de A, et on a j*cl(F) =
(E) dans Ext*(P, #°(A)).

Prewve. — Le fait que cl(F) € Ext*(JZ'(A), #°(A)) ne dépend que de A
est évident. Soient (J)io et (K)o des complexes de 4, B =~ J* et C ~ K*
des isomorhismes dans D(%) et v : J* — K*® un morphisme de complexes qui
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reléve u. On peut supposer que I* est la fibre de 0. On a I’ =]°, I' = J'®K" et
I, ={(x,») €J'®K"|dx = 0 et u(x) = dy}. Le lemme découle alors du diagramme
commutatif a lignes exactes

0 — #"(A) I0 I_, HO'(A) —=0
A N
00— H#°(A) Jio Ko, P 0

5. Invariant de Hasse

5.1. On suppose K de caractéristique 0. Pour tout nombre rationnel ¢> 0,
on pose S, = Spec(Og/n,) ou n, = {x € Og; v,(x) > t}. Soient M un O -module
libre de rang d et ¢ : M — M un endomorphisme semi-linéaire par-rapport au
Frobenius absolu de O5,. On dit que M est un ¢-Og-module de rang d. L'en-
semble @(M) est un sous-Og-module de M et il existe des nombres rationnels
0<a <a <..=<a <1, appelés pentes de Hodge de M, tels que

M/pM) =~ @leﬁg/n,,i.

On définit la hauteur de Hodge de M comme la somme de ses pentes de Hodge.
Pour tout nombre rationnel 0 <¢ <1, on pose M, = M®ﬁ§1 ﬁgr.

5.1.1. Proposition. — Soit A € Og de valuation v = v,(A) < (p—1)/p, et e O3,
sa classe. Pour tout entier d > 1, il existe un nombre rationnel b(d, v) > 0 vénfiant la propriété
suwante:

(P) pour tout @-Og -module M de rang d dont la hauteur de Hodge est plus petite que
b(d, v), le morphisme ¢ — X : M — M se factorise a travers le morphisme canonique
M — M,_, et le noyau

(M) =ker (p — % : My_, —> M)
est un Fy-espace vectoriel de dimension d.

Preuve. — Soient X = (X, ..., X;) une multivariable et X’ = (X’{f s s X’Z). Si
>0 est un nombre rationnel et E C &, on désigne par cl,(E) I'image de E par
le morphisme naturel ﬁgd — ﬁg/d = (Og/n)?. Soit U € My,,(0%) une matrice de
taille d x d a coefficients dans Ox. On note

Sol(UX! — AX mod p') := {x € 6% | Ux’ —rx € n,},
Sol(UX! — 2X) := {x € Og' | Ux’ = A}
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On a 1 —v» > 1/p. Donc le morphisme naturel (ﬁgm)d — (ﬁgw)d induit une
bijection

cli—, (Sol(UX! — 2X mod p)) = cli, (Sol(UX’ — AX mod p)).

En effet, ces ensembles sont des F,-espace vectoriel. Donc il suffit d’observer que
si x € Sol(UX? — AX mod p) N (nl/p)d, alors x € (n;_,)°. On en déduit que la
proposition est équivalente a Pexistence d’'un nombre rationnel b(d,v) > 0 vérifiant
la propriété suivante:

(P’) Pour toute matrice U € M, ,(0%) telle que z,(det(U)) < b(d,v), I'en-
semble cl;/,(Sol(UX? — AX mod p)) est fini de cardinal 7.

5.1.2. Lemme. — Soent 0 < & < v/(p— 1) un nombre rationnel, U € My, ,(O%)
et x € Sol(UX? — X mod p). St y,(det(U)) < e(p— 1), alors

(x) = inf () = o(e) := o/ (p— 1) — .

Prewve. — Soient V € My, ,(Og) telle que VU = UV = det(U)I et y € ()’
tel que Ux’ = Ax+ pyp. Si 9,(x) = y,(x), alors la relation -

P— » Vx + 4 \Y
T det(U) T det(U) 2

implique que py,(x;) > inf(v —e(p — 1) +v,(x;), 1 — e(p — 1)). Par hypothése, on a
L —e(p—1) = po(e), et si pu,(x;) = v—e(p— 1)+ v,(x), alors v,(x;) > v(e). O

Soit € > 0 un nombre rationnel tel que

. < -1
(16) ed—D(p—1) = L—o—1/p
eQd(p—1) = p) < 1= po/(p— 1)

Soient o € O de valuation v,(a) = v(g), et A' = AJal™" qui est donc de valuation

9(A) = e(p—1). Soit U € My, ,(Og) telle que y,(det(U)) < e(p — 1). Par le
lemme 5.1.2, le morphisme ﬁ% — ﬁ%, x > oax induit une bijection

Sol(UX? — A'X mod p'7®) 5 Sol(UX! — AX mod p).

Soit § =1 —0v—uv(e) — [l —po(e) —d(p— 1)e] = (d — 1)(p — 1)e. Noter que (16)
mmplique que 1 — po(e) —d(p— 1)e > 0. On en déduit le diagramme commutatif
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cli—yoe) (SOl(UX? — A'X. mod p!=#))) cl1_,(Sol(UX? — AX mod $))

% lN

cli—yu(e)-s(SOl(UX? = M'X mod p' 7)) —— clj_,_5(Sol(UX! — 21X mod p))

lz

Cll/[,(Sol(UX/’ —AX mod p))

Par conséquent (k) est une bijection. Le lemme suivant montre que (P’) est vérifiée

pour b(d,v) = (p — D)e.

5.1.3. Lemme. — Soient U € My, ,(Ox) et € > 0 un nombre rationnel vérfiant les
hypotheses (16). St v, (det(U)) < e(p — 1), alors Uensemble Sol(UX? — AM'X) est fini de
cardinal §° et Papplication

C11—py(s)—d(p—l)s(SOI(UXp - )L/X))
g Cll—pv(s)—d(p—l)s(SOI(UXp — A'X mod Pl_p 7}(5)))

est une bijection d’ensembles finis de cardinal p°.

Prewve. — Soit 'V € My, ,(0%) telle que UV = VU = det(U)I. Résoudre le
systtme UX? = A'X revient a résoudre X/ = (1'/det(U))VX. Ces derniéres équa-
tions définissent une algébre finie étale sur K de degré p?. Dons il suffit de voir
que toutes ses solutions sont entiéres. Si x est une solution et 7,(x;) = 1,(x) <0,

alors

/

pvp(xi) < Z)/,(Xl') < U m Z U5, % | »

E

ce qui est absurde. On a 2d(p — 1)e < 1 — pu(¢). Donc l'application de I’énoncé
est bijective par [17] Lemme 2 (en remplagant K par une extension finie de
K suffisament grande). Reste a voir que la source a pour cardinal p°. Soient
x#y € Sol(UX! —1'X) et 1 <i<d tels que (v, —y) = 1(x —»). En écrivant un
développement de Taylor, on voit que la relation U(x? — »*) = A'(x — ») implique
que

e(p—1) +u(x; — ) > inf (1 + 2,05 — 27), 20,(x; — ;).

Or e(p—1) <1, donc ,(x; —»;) < e(p—1). Par ailleurs, par (16) on a e(p—1) <
1 —po(e) —d(p— De. Dot cli_pe)—ap—1e(x) 7 climpier—ap—1)e(D)- o
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6. Sous-groupe canonique

6.1. On suppose K de caractéristique 0 a corps résiduel £ parfait de ca-
ractéristique p > 3. On note ¢ = v(p) l'indice de ramification absolu de K et
J=¢/(p—1). Soient A un S-schéma abélien et ,A le noyau de la multiplication
par p. Les résultats des sections 3 et 4 nous permettent de décrire le cran ij+
de la filtration canonique de ,A. Plus précisement, on a le diagramme suivant

H'(A,, 2)(—1)

H'(Ay, Z/pZ) ——H(As, ¥') (= 1) ——H(As, ' (A (1)m) (= 1)

H'(A, 2)(-1)

ol u est défini par la suite exacte (3), v est induit par I'isomorphisme 7' (.7 (1)x)
~ W' du théoreme 4.1.7 et & et 2 sont définis dans la proposition 4.1.8. On
a &>~ UW sous Iisomorphisme S#'(S(1)5) >~ W'. Par le théoréeme 3.1.2 on a

(17) ATEY = @wow ™ (H (A1, 2)(—1)) = ker(6(—1)).

Prewve du théoreme 1.2.1. — Grace a (17) et a la proposition 4.1.9 (i1), il suffit
de prouver I’égalité

dimg, H' (A, F,) + dimg, ker (HO(KI, P2) 5 HA(A, F,,)) —q

Le théoreme découle alors des propositions 4.1.9 (1) et 5.1.1. La borne explicite
se déduit de (16). O

6.1.1. Remarque. — Soient A le S-schéma abélien dual de A et ,,A le noyau
de la multiplication par p, qui est canoniquement isomorphe au dual de Cartier
de ,A. On définit classiquement ’homomorphisme ([19] Section 4)

. A(<Q 0(A 1
dlogs, 1 )AS) — H(A1, Q 5).

Une section p € ,,A(gl) est un homomorphisme p :;,Kl — G,5,- On lui associe

dlogs (p) = p*(dt/1) € HO(I)KI, Qjﬁl /§1)’ ou dt/t est la différentielle logarithmique

canonique de G, 5. On note que linclusion /,KI C A, induit un isomorphisme

m.
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Ho(pAl, QI\ /%) ~ HY(A,, Q}\ /%) Les auteurs de cet article se demandent si le
dlagramme suivant est commutatif
JAK) —H'(Aq, Z/pZ)(1) H'(A,, 2)
L .
pA(ﬁK) pA(Sl) H (Al’ Qx /Si )

ou ¢ est I'somorphisme canonique, 7 est la reduction modulo p et ¢ est I'inclusion
induite par la définition de 2. Si cest le cas, alors ,,AH(K)L = ker(dlogz, o) et
on pourrait dire que le sous-groupe ij+ fournit une sorte de décomposition de
Hodge-Tate de ,A dans Iesprit de [19] Section 4.

Soit G un S-schéma semi-abélien (i.e. un S-schéma en groupes séparé com-
mutatif lisse a fibres géométriquement connexes tel que chaque fibre est une ex-
tension d’une variété abélienne par un tore), de fibre générique G, une K-variété
abélienne de dimension g. On désigne par 0 — T — G — A — 0 Dextension de
Raynaud de G ([28] IV.2). Soient ,G et pé les noyaux de la multiplication par p
respectivement sur G et sur G. Comme tout schéma quasi-fini et plat sur S, ,G se
décompose en ,G = ,G \LI G’ ou pr est fini et plat sur S et ,G' est quasi-fini de
fibre spéciale V1d€ ([28] IVI) De plus ,,Gf est un S-schéma en groupes et on a
un isomorphisme canonique G/ ~ G Soit (pG a € Q) la filtration canonique
de G.

6.1.2. Corollaire. — On suppose p > 3 et on fixe les notations comme ci-dessus. Soient
e = v(p) Uindice de ramification absolu de K et j = e/(p—1). St la hauteur de Hodge de
H'(Ay, OL,) est strictement plus petite que

(= G -vp)
pp—=1"(p=D@gp—1) —p)
alors le cran péj+ est fimi et plat sur S de rang pS.

Preuve. — On a une suite exacte 0 - , T — ,G — A — 0 des noyaux des
multiplications par p. Elle induit la suite exacte

0— ,THE®) — 67K — AHE®) — 0.

En effet, I'exactitude au centre découle de I’égalité ij+ = ,T (noter que ¢(u,/Ok)
=¢p/(p—1)), et la surjectivit¢ est une conséquence du lemme 2.3.2. Le corollaire
découle alors du théoréeme 1.2.1. ]
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7. Formule des traces de Dwork-Monsky

7.1. Soient ¢ = ', k=F,, W= W(k) et K le corps de fractions de W. On
désigne par o I’endomorphisme de Frobenius agissant sur £, W et K. Soient P
un W-schéma formel quasi-compact et admissible (i.e. topologiquement de type fini
et plat sur W) et Y =P®wk. Soient X C Y un sous-schéma ouvert et Q le sous-
schéma formel ouvert de P de fibre spéciale X. On note j : X — Y I'immersion
ouverte, Z = (Y — X),eq le fermé complémentaire et Fx le ¢-Frobenius de X (ie.
la puissance s-¢me de son Frobenius absolu). On considére le faisceau jT@)y; de
germes de sections de Oy surconvergentes le long de Z ([3] 2.1).

7.1.1. Définttion. — Un relévement de Yx surconvergent le long de 7. est donné par

(1) un W-endomorphisme ¢ : Q — Q qui releve Fx;
(1) un vowsinage strict 'V de 1X[ dans 1Y[ et un Ko-morphisme rigide ¢ : V —]Y[
tels que o(1X[) CIX[ et ¢lix; = ¢ Qw K.

7.1.2. Lemme. — Sowent (¢, V, @ : V —=]1Y[) un relevement de ¥x surconvergent le
long de 7 et Q' C Q un ouvert formel de fibre spéciale X' = Q' @w k. Alors ¢p(Q') C Q’
e (@lo, V@ : V =IY]) est un relevement du q-Frobenius de X' surconvergent le long de
(Y - X/)rcd-

Preuve. — L’inclusion ¢(Q') C Q' découle de Fx(X') C€ X' et le reste du
lemme du fait que V est un voisinage strict de X[ dans ]JY[. ]

Soit (¢, V, ¢ : V —=]Y[) un reléevement de Fx surconvergent le long de Z,
quon suppose fixé dans la suite de cette section. De plus, on suppose que X est
un schéma lisse sur £ et Y est un schéma projectif sur k. Par EGA III; 5.4.5,
il existe un W-schéma C projectif et plat sur W dont la complétion p-adique est
isomorphe a P. Soient E un W-module libre de type fini, P(E) = Proj(Sym,,(E))
et t : C — P(E) une W-immersion fermée. On dit qu'un ouvert affine U C C est
en bonne position pour ¢ s7il existe s € E qui fait partie d’'une W-base de E tel
que U= "D, ().

7.1.3. Lemme. — (1) Il existe E un W-module lbre de type fini, ¢ : C — P(E)
une W-immersion fermée et Uy, ..., U, des ouverts affines de C, connexes et lisses sur W, qui
sont en bonne position pour t et lels que les fibres spéciales Uy Qwk, ..., U, @w k forment un
recouvrement affine de X.

(1) Soient E un W-module lLbre de type fini, 1 : G — P(E) une W-immersion fermée
et Uy, ..., U, des ouverts affines de C qui sont en bonne position pour t. On désigne par
(®" 0 G — P(E®") le composé du plongement diagonal C. — P(E) Xy ... xyw P(E) et du
plongement de Segre P(E) Xy ... xwP(E) — P(E®"). Alors pour tout 1 < i) < ...<y <n,
Powvert affine Uy N ...NU,, de C est en bonne position pour 1*".
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Prewve. — (1) On explique comment adapter la preuve de [21] II 7.6. Soit
Z un faisceau inversible ample sur C. Pour tout x € C, soit V un voisinage
ouvert affine connexe de x dans C tel que £y =~ Oy. Si x € X, on suppose que
VRwk C X et V est lisse sur W, ce qui est possible car X est lisse sur £ et
C est plat sur W. Soit .# C O le faisceau d’idéaux du fermé (C —V),q C C.
Il existe un entier m > 0 tel que . ® £ soit engendré par ses sections. Donc
il existe s € H(C, ¥ ® ") qui engendre ¢ ® £" en x. On considére s €
H(C, £™) via linclusion & ® £" C £" et on pose C, = {y € Cls, & m),.,?;’”}.
Comme V est affine et L)y >~ Oy, s définit une fonction f € I'(V, Oy) et on
a G, =D(f) C V. Par quasi-compacité, on peut recouvrir C par de tels ouverts
affines U, =C;,...,U,, =, correspondant a des sections s; € HY(C, .Z™), tels
que Uy, ..., U, soient lisses et leurs fibres spéciales couvrent X. La preuve continue
comme dans [21] II 7.6. Pour finir, il suffit d’observer que si U = ("'(D,(s)) a
une fibre spéciale non vide, alors s # 0 mod p. Donc s fait partie d'une W-base
de E. (i) est trivial. m|

7.1.4. Proposition. — Sotent E un W-module libre de type fini, ¢ : C — P(E) une
Weimmersion fermée et U un ouvert affine de C, connexe et lsse sur W, qui est en bonne
position pour . On suppose que Up = U Qw k C X, de sorte que la la complétion p-adique
U = Spec(Z) de U soit un ouvert affine formel de Q. Par le lemme 7.1.2, $(0) c U
et (Dlg, Voo 0V =1Y[) est un relevement du q-Frobemius de Uy surconvergent le long de
(Y — Uprea- On note h: Uy — Y Cimmersion naturelle et ¢* : o/ — o le morphisme
indwit par Ply. Alors

@ A = TAYL A On) N7 € TAULL A Oy = o Qw Ky est une W-algebre
Jablement complete de type fini (fetf) qui releve T'(Uy, Oy,) (/27] 1.2.1).

(b) @*(A) C A et ¢* ndwt un morphisme wyectif fim @* : A — A qui releve le
g-Frobenius de AJpA. On note AY” le A-module A induit par ¢*. On peut définir
un morphisme trace W : AYY — A, A-linéaire, qui se prolonge en un morphisme de
complexes de de Rham

[ Q1.\/w = Q%) w7 QR/W'

(c) pour tout entier m > 0, on a

- QY Qw K si1=0
i tom ) _ A/W W X0 ’
H (]Y[’ f Q]Y[) o { 0 si 1% 0.

Prewve. — (a) Soit fy, {1, ..., tx une W-base de E telle que U = Spec(B) =
7'My (%)). On en déduit une présentation de type fini B = W[T, ..., Tx]/L
Par [3] (2.1.2.4), on a I'(JY], /zTﬁ]Y[) ~ Bf @w Ko, ot BT est la complétion faible
de B. Comme & est la complétion p-adique de BP et le morphisme Bf — o7
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est fideélement plat, on a Bf =Bl @y Ky N/ C o @w K. Ceci achéve la preuve
de (a).

(b) Soit V' un voisinage strict de JU;[ dans JY[. Il est évident que ¢~ ' (V')
est un voisinage strict de JUi[ dans ]Y[. Par conséquent ¢ : V —]Y[ induit un
morphisme T'(JY], hTﬁ]Y[) — 'YL, ﬁTﬁ]Y[), qui est par hypothése induit par ¢*®yy
Ko : o @w Ky —> o @y Kj. On en déduit que ¢*(A) C A. Le reste de Iassertion
découle de [27] T 8.5.

(c) L’assertion découle de la présentation de B du (a) (voir [4] preuve de
1.10). O

Soient ¢ : G — P(E) et Uy, ...,U, comme dans le lemme 7.1.3 (). On
remplace ¢ par (¥" de sorte que la conclusion du lemme 7.1.3 (i) soit vérifice.
On en déduit un recouvrement affine de Q) par les complétions p-adiques U, =
Spf(«) des U;. Pour 1 <1y, ...,5 <n, on pose UZl n. ﬂU% = Spf(<, ;) et on
désigne par X; ; sa fibre spéciale et j;, ; : X; ., — Y llmmersmn correspondante.
Par le lemme 7.1.3 (ii) et la proposition 7.1.4, on a ¢(ﬁilﬂ...ﬂfj%) C ﬂilﬂ...ﬂfj% et
il existe A, ; C < ; une W-algebre fctf, stable par ¢*, qui releve I'(X,, i, O%).

Soient @; . 1A, ; — A la restricion de ¢* et ¥; ;¢ Q;‘l_]__ik/w — QA{IH_%/W la
trace. Soit m > 0 un entier. Par [3] 2.1.8, on a une suite exacte canonique

f f
18) 0 — jieR — l_[Jz oy — [ — - — il — 0.

1<ty

On vérifie, grace a la proposition 7.1.4, que la suite (18) induit le diagramme
commutatif

=TT, Q8w ®w Ko —— T, <, 8w Ow Ko —— o ——= Qv Qw Ko

(LI
wi [T vi i H7|<i2 1//1’11’2 l xl/1...nl
L

F=T1L 2%, w ®w Ko —— Hi1<i2 Q;"\M/W Ow Ko —— - —— Q) ®w Ko

Par la proposition 7.1.4 (), on a pour tout entier £ > 0, un isomorphisme ca-

nonique HY(JYT, jTQ 9] — HYCT). On en déduit un morphisme trace, appelé
opérateur de Dwork,

(19) Y H(IYL Q) — H(IYL Q).

On vérifie facilement que ces opérateurs ne dépendent pas du choix des (U;),.

Soit T ={tr:Spf(W) - Q ; ¢ot =r1}, quon considére aussi comme un
sous-ensemble de ]X[. Pour chaque 7 € T, ¢ induit un endomorphisme Ky-linéaire
de %Qiy.
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7.1.5. Proposition (Monsky [26]). — On suppose comme plus haut que X est un
schéma lisse sur k, de dimension d, et Y est un schéma projectif sur k. Alors, les morphismes
(19) sont nucléaires et on a pour tout entier 0 < m < d

. tr(PlT* Q")
-1 Zt 12 HZ ]Y[, TQm — X[ )
;( ) F(W | ( J ]Y[)) ; det (¢ _ I|T*Q]1X[)

Preuve. — Elle découle directement de [26] Théoréme 5.3 appliqué a chaque
terme du complexe de Cech €. O

8. Application aux espaces de modules de variétés abéliennes

8.1. Soient ¢ = p', k =F, W = W(k) et K; le corps de fractions de W.
On désigne par o P'endomorphisme de Frobenius agissant sur £, W et Kj. On
fixe K, une clbture séparable de K. Soient ¢ > 1 et N > 3 deux entiers tel
que p/N. On suppose que W contient {x une racine primitive N-¢éme de 'unité.
On munit le W-schéma en groupes (Z/NZ)* de la structure symplectique induite
par ¢y. On considére le probléeme de modules %A, x qui associe a tout W-schéma

g
localement noethérien S, 'ensemble des classes d’isomorphismes

A NES) ={(B, A, 63}/,

ou B est un S-schéma abélien de dimension relative g, A : B — B est une polarisa-
tion principale, B[N] est le noyau de la multiplication par N et 8y : (Z/NZ)% =
B[N] est un isomorphisme symplectique de S-schémas en groupes. Par [29] Théo-
reme 7.9, %, est représentable par un W-schéma quasi-projectif connexe et lisse
M. On note A — M le schéma abélien universel. Soient M, la fibre spéciale de
M, X C M; Touvert qui paramétrise les variétés abéliennes ordinaires et U C M
un sous-schéma ouvert de fibre spéciale X. On désigne par QQ la complétion for-
melle de U le long de X; c’est un W-schéma formel qui ne dépend pas du choix
de U. On considére le probleme de module 91‘(?1% qui associe a tout W-schéma lo-
calement noethérien S dans lequel p est localement nilpotent, Pensemble des classes
d’isomorphismes

ALES) = {(B, &, 83)}/ =~

ou (B,A,0x) € A, n(S) telle que toutes les fibres géométriques de B — S sont
des variétés abéliennes ordinaires. Alors Ql;ﬂ% est ind-représentable par ). Soient

f 1 — Q le schéma abélien formel universel, A : &/ — &/ sa polarisation
principale et § sa structure de niveau N. Soient ,4/ le noyau de la multiplication
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par p, ,</" son plus grand quotient étale et ,&/° le noyau du morphisme naturel
o — /. Le quotient & = &//,a/° est un Q-schéma abélien formel dont
toutes les fibres géométriques sont ordinaires. La polarisation principale de <7 et la
dualité¢ de Cartier entre ,.o7 et pézfA induisent un accouplement parfait ,o7 xq %7 —
My X sprew) Q, pour lequel ,o7° est totalement isotrope. Par conséquent A induit une
polarisation A" : % — B.

Soient ¢x le Frobenius absolu de X et szka) — X le changement de base

de & — X par ¢x. Les Q-schémas en groupes formels ,o7° et pﬂf " relevent les

. L. . ~ ~(Px) i
noyaux des isogénies de Frobenius .« — /" et o — o, respectivement.

. . . C S ~(@x)
Donc on a des isomorphismes canoniques %, =~ %(M) et By =~ A, de X-

schémas abéliens. Sous ces identifications, la polarisation A’ ®@wk de %, est I'image
inverse par ¢x de la polarisation A ®w £k de .o7.

Le morphisme canonique & — % induit un isomorphisme </[N] >~ Z[N],
donc une structure de niveau & sur A. Il est facile de voir que l'isomorphisme
B, ~ %(¢X) transforme &' ®w £k en ¢L (8 @w k). Le triplet (£, A, ) définit un
diagramme cartésien de W-schémas formels

B—of

|, |

¢
Q—Q
Par propriété universelle, on a un diagramme cartésien

k4 4

L

Q——Q

Lo

Spf(W) —Z > Spf(W)

et ¢ est un isomorphisme. L'universalit¢ de X et I'isomorphisme %) >~ %(rﬁx) (com-
patible aux polarisations et structures de niveau) montrent que ¢ o ¢ releve ¢x.
Donc ¢° releve Fx = ¢, le ¢g-Frobenius de X.

8.1.1. Théoreme. — 1l existe P un W-schéma formel topologiquement de type fini et
plat sur W, de fibre spéciale Y projective, une vmmersion ouverte QQ C P et un relevement
surconvergent (¢*, V, @ : V. —=]Y[) de Fx le long de (Y — X),eq, qui prolonge ¢’
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8.2. Prewve du théoreme 8.1.1. — Par [18] Théoremes IV.6.7, V.5.8, il existe

(i) un W-schéma projectif M et une W-immersion ouverte M C M complé-
mentaire de D =M —M un diviseur relatif 2 croisements normaux stricts
sur W;

(i) un schéma semi-abélien G — M dont la restriction 2 M est canonique-
ment isomorphe a A.

On pose E = Lie(G/M), qui est un Og-module localement libre de rang g.
Soient Y = M; et ¢y son Frobenius absolu. Le Frobenius absolu de G; induit
le morphisme Oy-linéaire u : ¢5(E;) — E;. Grace aux isomorphismes canoniques
det(¢SEy) = @i (detEy) = (detEy)®, on peut considérer detu : det(¢p3E;) — detE,
comme une section 4 = detu € (Y, (detE;)' ), appelée invariant de Hasse. Par
définition, X = M; N {x € Y|h(x) # 0}.

Soient P la complétion formelle de M le long « de Y et M * =]Y[= Pk, sa
fibre rigide. Soient L. une extension finie de Ky, x € M (L) et 7:Spf(01) — P le
morhisme qui lui est associé par adhérence schématique et normalisation (appelé
dans la suite prolongement de x). On désigne par 1, : Spec(01,/p0)) — Y la rédu-
ction de T modulo p. Le choix d’une trivialisation 7} (detE;)' ™ >~ 0y /p0, permet
de définir la valuation p-adique ,(7y (/). C’est un nombre rationnel compris entre
0 et 1 qui ne dépend pas du choix de la trivialisation; on le note vp(Z(x)) On
choisit P =U;U; un recouvrement fini de P par des ouverts formels affines et des
sectlons /L e I'(U;,, (det E)!™?) qui relévent A. Si T se factorise a travers U, alors
vp(/z(x)) = inf(1, vp(r*/z )). On en déduit que pour tout nombre rationnel » > 0, il

existe un sous-espace rigide quasi-compact M . C M tel que
M (Ko) = {v e M¥®Ko) | (i) < 7).

On considére aussi le sous-espace rigide (non qua51 compact) M c M ' défini
par la condition vp(/z(x)) < r. Noter que M B =M®sir>1 et Mrf = M s

r> 1. Soit M"8 Pespace rigide analytique associ¢ au Kg-schéma Mg,. On observe
que M™ contient strictement le tube ]M;[ (qui s’identifie & la fibre rigide de

la complétion formelle de M le long de M;). On pose M<g, Mg N Mr;

Mrlg Mg N M12 On a une immersion formelle ouverte Q C P. Le tube IX[
coincide avec la ﬁbre rigide de Q et [X[=]M;[ N M;l‘%.

8.2.1. Lemme. — Pour tout nombre rationnel r > 0, Mr; el M;lg, sont des voisinages
stricts de X[ dans 1Y].

.. ) —i
Preuve. — Par construction M est un voisinage strict de Mr;) dans Y.

Comme |X[C M. on en déduit que Mrj est un voisinage strict de JX[ dans ]JY[.

<0»



150 AHMED ABBES, ABDELLAH MOKRANE

Par ailleurs, le diviseur effectif D définit un Oxi-faisceau inversible O(D) et une
section t € I'(M, 0(D)). On considére 'ouvert admissible U de M vérifiant

UK, = {xe M*®y) | 50) < 1}.

Alors (U, ]D,[) est un recouvrement admissible de JY[ et son intersection avec le
recouvrement admissible (M<,, JY[—1X[) est aussi admissible. Or UﬂM . C Mrﬁ et
1ID,[CIY[—=]X[. On en déduit que (Mr;,, IY[=IX[) est un recouvrement adm1551ble
de 1YI. O

Soient G la complétion formelle de G le long de sa fibre spéciale (qui est
un P-schéma en groupes formel lisse) et G le noyau de la multplication par p.
On désigne par G et pG les fibres rlgldes de G et pG respectivement. Les
morphismes naturels G — M* et pG — M ° sont des espaces rigides en
groupes respectivement lisse et étale. Soient & le faisccau d’idéaux de I'immersion
fermée pG — G et m,n>0 deux entiers. Soient % Iéclatement admissible de G
le long de l'déal 7 = I"+ p"Og et Z™" C % Touvert formel ou p" engendre

7.0,

8.2.2. Proposition. — (1) La fibre rigide de Z™" est un ouvert admissible de G
qui est un sous-M  -groupe. Elle dépend du nombre rationnel a = m/n mais pas de la paire
(m, n); on la note 2.

(i) £ [l exzste un ouvert admissible (2°)° C 7 qui est un sous- M *_aroupe tel que pour
tout x € M (KO), (Z%); est la composante connexe neutre de 7.

(1) Sowent L. une extension finie de KO d’indice de ramy ﬁcatzon e x e M" ‘(L) e

T : Spf(0) — P son prolongement Sotent G _pG Xp Spf(ﬁL) et (pG be Q) sa
Sfiltration canonique. Alors pG Qg L= ,,Gng N (Z“) dans Grlq

_ Prewve. — (1) Soient L une extension finie de Ko, z € érig(L), T, : Spf(0y)
— G son prolongement et .#(z) I'image du morphisme naturel 7. — 0. On a

(20) 2'(Ko) = {z € G5(Ky) | 9(F () = a},

ce qui montre que Z° dépend de @ mais pas de la paire (m, n). Pour montrer
a TS i
que Z“ est un sous- M “-groupe de G %, on commence par rappeler la notion
de dilatation ([7] Chapitre 3). Soient R un anneau de valuation discréte, m une
uniformisante, S = Spf(R) et s son point fermé. Soient X un S-schéma formel
quasi-compact admissible, V un sous-schéma fermé de X; et J le faisceau d’idéaux
de I'immersion fermée V — X. Soient X' Péclatement admissible de X le long
de V, X le sous-schéma formel ouvert de X’ ou 7 engendre J. Oy et u: X, - X

le morphisme naturel. On vérifie facilement les propriétés suivantes ([7] 3.2/1) :
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(@) X est un S-schéma formel quasi-compact admissible et u, : (X)), = X,
se factorise a travers V;

(b) pour tout S-schéma formel admissible ) et tout S-morphisme v: %) — X
tel que o : Y, — X, se factorise a travers V, il existe un unique S-
morphisme ¢ : Q) — X tel que v =uov.

Gréace a la propriété¢ universelle (b), le couple (X, u) est unique a isomorphisme
unique prés. On appelle X/, la dilatation de V dans X. Soient .7, X' et X? des
S-schémas formels quasi-compacts admissibles, X! — 7 et X* — Z deux S-
morphismes et V! C X! et V2 C X? deux sous-schémas fermés. On désigne par
XD, (XD et (X' xz7 XY les dilatations de respectivement V' dans X', V2
dans X? et V' x5 V? dans X' x5 X% Alors on a un isomorphisme canonique
X' x7 X ~ (X", x7 (X*).. En particulier, si X est J-schéma en groupes
formel et V est un sous-Z;-schéma en groupes de X,, alors la dilatation X/ de V
dans X est un .7-schéma en groupes formel et u : X, — X est un homomorphisme
de groupes.

On fixe une extensmn finie L. de Ky et on prend R = &;. On pose X, =
G Xsprewy S, V= pG Xsprw) S et 7 =P Xgpwy S. On définit par récurrence des
S-schémas formels quasi-compacts admissibles ... - X, — X;, — ... X = X
et un systtme compatible d’immersions fermées formelles (¥ — X,);»0, en notant
X1 la dilatation de ¥, dans X, Par propriété (b), le morphisme ¥ — X, se
releve en un morphisme 7?7 — X, qui est clairement une immersion fermée
formelle. Comme X; est un Z-schéma en groupes formel et ¥ — X, est un
homomorphisme de groupes pour : = 0, alors ces propriétés sont vérifiées pour
tout 7 > 0 et les morphismes X;;; — X; sont des homomorphismes de groupes.
On a X; @ L =277 XK, L ot ¢ est l'indice de ramification absolu de L. Donc
77 xg, L est un sous-(M Xk, L)-groupe de Grlg Xk, L. On en déduit que Z"
est stable par la loi de groupe et I'inverse de G“g, ce qui termine la preuve de
lassertion (1). I’assertion (ii) découle de la proposition A.1.2. L’assertion (iii) découle
de (20). m]

1 _ . ~; ) —rig
On considére les ouverts admissibles suivants de G™ qui sont des sous-M -
groupes

2" = Useq.,Z" et (Z™)° = Ueq ., (Z")°.
On définit les ouverts admissibles pG = pG Xgrg (£9)° et Grlg = péng X Grig
(Z71)° de G qui sont des sous- M —groupes (étales). Soient Arlg et pArig les es-
paces rlgldes analytiques associés aux Ky-schémas Aget ,A,  (noyau de la multi-
plication par p), qui sont naturellement des M"-groupes. La polarlsatlon principale
de A et la dualit¢ de Cartier induisent un accouplement parfait (,A) Xy (,A) —
1y ®w M. Par analytification, on obtient un accouplement parfait



152 AHMED ABBES, ABDELLAH MOKRANE
. . ; .
(21> (/)Arlg) X Mrig (pArlg) — M;g XK, M"®,

L’'immersion naturelle érigmrig — A" permet d’identifier péngh\,pig a un ouvert ad-
missible de ,A™ qui est un sous-M"S-groupe.

On prend a = 1/(p=1) et r=inf(s" (p= 1", (p=2)(p— D) Qe(p—D—p) ).
Soient V=M% et J# := /,Gnga X3rie V qui est un ouvert admissible et un sous-
V-groupe de ,Ay 5. = A" 8 aris V.

8.2.3. Proposition. — 1) Le V-groupe H  est fini localement libre de rang ps.
) Soit Vo, C'V la réunion des composantes connexes de V qui rencontrent 1X[. Alors
H v, est totalement isotrope relativement a laccouplement parfait (21) au dessus de V,.

Prewe. — 1) Comme # — V est étale, il suffit, par le lemme A.l.1, de
montrer que %, est de rang p¢ pour tout x € V(K,). Soient L une extension
finie de K, d’indice de ramification ¢, x € M(L), p : S = Spec(01) — M son
prolongement (par le critére valuatif de proprete) et G = G x5 S. On suppose
x € M<,(L) grace a l'identification ML) = M (L) Soit 0 > T — G - A—>0
I'extension de Raynaud de G, (noter que G, ®g» L est une variété abélienne).
On désigne par G, et Ei les noyaux de la multiplication par p respectivement

sur G, et sur G On rappelle que ,,G ~ (,G,)/. Par la proposition 8.2.2 (i),

on est ramené a montrer que le cran ,,G” de la filtration canonique de ,,Gp est
fini et plat sur O}, de rang pé, ou j = ¢/(p — 1). On pose S; = Spec(Oy,/p0}),
G, =G, X5 ('ip xsS; et A = A x5 S,. Par définition de M2}, la hauteur
de Hodge de Lie(G, ;) est strictement plus petite que 7. On en déduit grace a la
surjection naturelle Lie(G, ;) — Lie(A;) que la hauteur de Hodge de Lie(A;) est
strictement plus petite que 7. Comme A admet une polarisation principale alors
H'(A,, O4,) >~ Lie(A)) et la proposition découle alors du corollaire 6.1.2 (on peut
aussi argumenter en utilisant [28] IL.1.1 et 1.7.2.3 ou [18] IL.2).

1) On considére le diagramme commutatif de Oy-modules localement libres

I

|

O, ®, Ov —> 04 ®¢, Ox
Oy

ou Oy est la Oy-algebre de #, 0, est la Kg-algebre de p,, & est Iidéal
d’augmentation et g est induit par 'accouplement (21) restreint a £ Xy % 1l
suffit de montrer que f|y, = 0. Avec les notations du début de la section, £ |x
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est la fibre générique de ,#7°. Donc J||x; est totalement isotrope relativement a
I'accouplement (21) et f|)x; = 0. On en déduit par le principe de prolongement
analytique suivant, que f|y, = 0.

Soient W un espace analytique rigide connexe, tel que Uanneau local Oy . soit intégre
pour tout x € W, M un Ow-module localement libre de type fini et f € T(W, M). S existe
un ouvert non vide U de W tel que la restriction de [ a U soit nulle, alors f = 0. (voir
[3] 0.1.13). ]

Pour un Kgy-schéma séparé de type fini T, on note T'8 son analytification.
Pour une varié¢t¢ affinoide U = Sp(B), on note Us = Spec(B).

8.2.4. Lemme. — (a) Soit U une Ko-vaniété affinoide. 11 existe un morphisme canonique
U — U™ de Ky-espaces annelés. Soient T un Ko-schéma séparé de type fini et f : U — T"8
un Ko-morphisme rigide vérifiant la condition suivante

(%) il existe W C'T un ouvert affine vérifiant f(U) C W™ en tant qu’ensembles.

Alors, 1l existe un diagramme commulalif canonique d’espaces annelés fonctoriel en
D

U —f> Trig

L

Ualg —T

ot [ est un morphisme de Ko-schémas et les fleches verticales sont les morphismes canoniques.

(b) Soient N — T un morphisme fini de schémas et N"5 — T son analytification.
Alors U x-prie N — U est un morphisme fini de variétés affinoides et il existe un diagramme
cartésien canonique

(U i Ni8)™ —= N

| .

Ualg - T

Prewve. — a) Comme tout ouvert de Zariski de U* est un ouvert admissible
de U ([6] 9.1.4/7), alors 'application canonique U — U est continue. Elle est
clairement un morphisme d’espaces annelés. Soit W C T vérifiant la condition (x).
Le morphisme composé¢ d’espaces annelés U — T — T induit un morphisme
de Ky-algebres I'(W, 0y) — I'(U, Oy) = B, donc un morphisme de Ky-schémas
U# — W. Le morphisme U — T ainsi obtenu est fonctoriel en la paire (W, T)
dans le sens suivant: soient T — T’ un morphisme de Ky-schémas séparés de
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type fini et W C T et W C 1" des ouverts affines tels que W' contient I'image
de W. Alors le morphisme compos¢ de schémas U — W — W’ est induit
par le morphisme rigide composé¢ U — T — T et Pouvert affine W C T’. En
particulier % : U% — T ne dépend pas du choix de W (car T est séparé sur Kj).

b) On peut supposer T = Spec(A) et N = Spec(A’), ou A’ est une A-algebre
finie. On vérifie facilement que Onis = Opris @y A, ce qui implique I'énoncé. O

On remplace V par V, et & par |y, (Proposition 8.2.3 ii)). Soit U CV
un ouvert affinoide. On note 7 : U — M" I'immersion naturelle et on suppose
quelle vérifie la condition (*) du lemme 8.2.4. Soit %8 : U — My, le morphisme
de Ky-schémas défini par loc. cit.. On pose C = U Xng, Ak, quon munit de la
polarisation principale et la structure de niveau N induites par celles de Ag,. Par
le lemme 8.2.4 b), le schéma affine associ¢ a la variété¢ affinoide pAEg = pArig|U est
(LA™ = ,C. Par la proposition 8.2.3 i), l'immersion & — ,A{® est fermée. Donc
K = (X|v)™ est canoniquement un sous-U"S-schéma en groupes fermé de ,C.
On considére le U-schéma abélien quotient D = C/K. Par la proposition 8.2.3,
K est totalement isotrope relativement a Paccouplement parfait sur ,C. Donc la
polarisation principale de C induit une polarisation principale de D. La structure
de niveau N sur C induit une structure de niveau N sur D. On obtient ainsi un
diagramme cartésien

D%AKU

|

Pu
Ualg E—— MKO

Le morphisme d’espaces annelés U — Mg , induit par go?}g et le lemme 8.2.4,
définit par propriété universelle du GAGA rigide un morphisme ¢y : U — M"8
de Ky-espaces rigides. On montre facilement le lemme suivant:

8.2.5. Lemme. — Soit U C U une immersion d’ouverts affinoides de V tels que leurs
immersions dans M vérfient Phypothése (x) du lemme 8.2.4. Alors oy = (pv)|ur-

Soit (U,);cr un recouvrement admissible de V par des ouverts affinoides tels
que leurs immersions dans M™ vérifient I’hypothése (%) du lemme 8.2.4. Par [6]
9.3.3/1 et le lemme 8.2.5, les morphismes ¢y, : U; = M™ se recollent en un K-
morphisme rigide ¢ : V. — M"8. Le lemme 8.2.5 implique que ¢|x; = ¢QwKy. On
note que ¢~ '(V) est un voisinage strict de ]X[ dans ]Y[. On en déduit qu’il existe
V' un voisinage strict de ]X[ dans ]Y[ et (¢, V', ¢ : V' — M) un relévement
surconvergent de Fx le long de (Y — X),eq. O

8.3. Fonctions L. umités. — Soit n > 1 un entier. Pour tout point x € X(F,),
il existe un unique morphisme 7 : Spf(W(F,)) — Q qui releve x et qui vérifie
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¢" ot =1, appelé relevement de Teichmiiller de x. De plus ¢por =700, OU O
est I'endomorphisme de Frobenius de W(F,)). On pose T, = {t : Spf(W(F,)) —
Q | ¢"ot = t}. Pour une variété¢ abélienne A sur £ =F,, on note F : A — A©
et Vo 1 A — A les isogénies du Frobenius et du Verschiebung et F) : A —
A > 5> A=A et Vi:A=A") - . - A® — A leurs itérés d’ordres s.

8.3.1. Proposition. — Sotent x € X(k) et v : Spft(W(k)) — Q son relevement de
Teichmiiller. Soient A la k-variété abélienne et A : A — Al la polarisation principale associées
a x, T,,A(%) le module de Tate de A et Sym® (T,,A(%)) sa seconde puissance symétrique.
Sozent Q =0Q Qw W) et X € Q(%) un point au dessus de x.

(1) Sout O la complétion de Panneau local de Q en %. La théorie de Serre-Tate induit
un isomorphisme canonique de W (k)-schémas formels

¢(—, o, ®) : Spf(€%) —> Homg, (Sym*(T,A(K), G,).

(i) Lendomorphisme ¢* ®id de Q. fixe X et induit un endomorphisme ¢ de Spf (0>).
Soient R un anneau local artinien de corps résiduel k et p : Spec(R) — Spf(0;) un
morphisme. Alors on a un diagramme commutatif

idx Vi

T,A(k) ® T,A(k) T,A(k) ® T,A(k)

Fj\xidl lq(p,-,o)

T,A(k) ® T,A(k) G,,(R)

9(¢2(p),0,9)

(ili) Lisogénie ¥ induit un endomorphisme Z,-linéaire inversible de T,A(k) et on a
FyoVy=/p"
(iv) On a un wsomorphisme canonique

T2 B W —> Sym*(T,A®) @7, WD,

et @ induit un endomorphisme W-linéaire de T*Qé/w: qui correspond via Uisomorphisme ci-
dessus a [lendomorphisme pJSme (F)~" de Sme(TpA(%)).

Prewve. — (1) Soit A, le champs algébrique sur W qui paramétrise les
schémas abéliens principalement polarisés. Le morphisme naturel M — A, est fini
étale. Donc 1l suffit de montrer, pour tout anneau local artinien R de corps rési-
duel %, que lensemble des classes d’isomorphismes des R-schémas abéliens
principalement polarisés qui relevent (A, 1), est en bijection avec I'ensemble
Homzp(Sme(TpA(%)), G,,l(R)). C’est une conséquence de [25] Théoreme 2.1. Soit
A/R un relevement de A. Grace a la polarisation principale de A, le parameétre
de Serre-Tate ¢(A/R, e, @) est un élément de Hornz/,(TpA(%)@TpA(%), Gm(R)). Par

[25] Théoréme 2.1 3), le dual A de A, qui releve A, a pour paramétre de Serre-
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Tate q(A/R, x,9) = ¢(A/R,»,x). Par loc. cit. Théoréeme 2.1 4), I'isomorphisme
A:A — A se reléve en un R-homomorphisme A : A — A ssi J(A/R, e, @) est
symétrique. De plus, dans ce cas A est unique.

(ii) Soit (A, 1) le twist de (A, 1) par le Frobenius o de k. Soient R un
anneau local artinien de corps résiduel k et (A/R, A) un relévement de (A, L).
Soient ,A le noyau de la multiplication par p et ,A° sa composante connexe
neutre. Comme ,A° reléve le noyau de Iisogénic de Frobenius A — A, alors
le quotient A/,A° est un R-schéma abélien qui releve A, Comme ,A° est to-
talement isotrope relativement a Paccouplement parfait de ,A induit par A, alors
A induit une polarisation principale A’ de A/,A° qui releve 1. Le morphisme
ainsi défini

Homg, (Sym*(T,A()), G,(R)) —> Homg, (Sym*(T,A” (%)), G, (R))
(A, A) — (A/,A° A')

est induit par ¢. (i) en découle par [25] Théoreme 2.1 4). (i) est triviale et (iv)
se déduit de (i) et (iii). ]

Soit H un F-cristal sur Q. Pour 7 € T,, H; = 7"H est un F-cristal sur F.
Soient ¢, son endomorphisme de Frobenius et H? sa racine de I'unité. Pour tout
entier m > 0 et € = £, on considére la série formelle

LB(SYm”’H, j) — 1_[ 1_[ (det (1 _ l‘nSYmm((]ﬁ?n)|SymmH2))_l/” .

n>1 tel,

8.3.2.  Proposition. —  Sowent y*  les opérateurs de Dwork agissant  sur

H*(]Y[,]'TQ#EH)/Q) défimis  dans (19) par le relevement surconvergent du Frobenius du
théoréme 8.1.1. Pour le F-cristal H = J(]/Q) sur Q, on a

[T (dec (1 — sy meavL o))

(= 1yt1+ele+ /2

€20
— HLE(SYmQMH’psmt)'
m=>0
Preuve. — Elle découle du théoréme 8.1.1 et des propositions 7.1.5 et 8.3.1,
grace a la relation suivante valable pour toute matrice carrée M
1 , :
—_— = tr(Sym’M)¢/.
det(1 — M) ; r(Sym’M)

8.3.3. Remarque. — La fonction LS (H, ?) est p-adiquement méromophe. C’est
une conséquence d’une conjecture de Dwork démontrée par Wan [31,32]. La mé-
romophie pour g =1, due a Dwork [16], découle de la proposition 8.3.2.
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A. Trois résultats auxiliaires

A.1. On reprend les notations du début de larticle et on ne suppose plus
K de caractéristique 0.

A.1.1. Lemme. — Soit [ : X — Y un morphisme quasi-fint et plat entre K-espaces
ngides quasi-compacts et quasi-séparés. St le rang des fibres rigides de f est constant, alors f
est fint.

Preuve. — Par le théoréeme de structure de Raynaud et [8] Théoreme 5.2,
il existe g : X — ) un morphisme quasi-fini et plat de Ok-schémas formels
admissibles quasi-compacts tel que gi, = f. Le morphisme induit sur les fibres
spéciales g, : X; — ), est plat et quasi-fini. Soient » un point fermé de 2, et
ﬁA’ggJ, la complétion de P'anneaux local de ) en y. Soient «xq, ..., x; les points de
X, au dessus de » et pour 1 <i<d, ﬁAxx la complétion de I'anneau local de X
en x;. Le morphisme fini et plat g, : Spf(ﬁAx,xl.) — Spf(ﬁA@J), induit par g, est un
modele du morphisme rigide ]x;[—]y[, induit par f sur les tubes. On en déduit
que le morphisme I_Ile]xl-[—>] y[ est fini et plat de rang r le rang constant des
fibres rigides de f. Donc la somme des rangs des morphismes g, vaut r. D’ou le
rang de la fibre g7 '(y) est . Comme 9); est de type fini sur £, alors le rang de
toutes les fibres de g : X, — ), est constant égal a r. On en déduit par [14]
Lemme 1.19 que g est fini. Par conséquent g et donc f sont finis. O

A.1.2. Proposition. — Sowent X et Y deux K-espaces rigides quasi-compacts et quasi-
séparés, [ X — Y un morphisme plat a fibres rigides géométriquement rédwtes, et g: Y — X
une section. Alors il existe un ouvert admussible X° C X tel que pour tout y € Y, X est la
composante connexe de X, contenant g(y). De plus, st X est un Y-groupe alors X° est un
sous-Y -groupe de X.

Preuve. — Par le théoréme de structure de Raynaud, il existe X et ) deux
Ok-schémas formels topologiquement de type fini de fibres rigides respectivement
XetYeth:X — %) un morphisme de Og-schémas formels tel que Ay, = f.
Par le théoréme principal de [9], il existe un diagramme commutatif de schémas
formels

z

|

L
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ou
(1) p est un éclatement admissible;
(i) 6 est un morphisme quasi-fini, plat, surjectif et rig-étale (ie. étale au
dessus de Y);
(i11) les carrés sont cartésiens;
(iv) Z — X” est un morphisme fini qui induit un isomorphisme des fibres
rigides;
(v) Z — Q" est plat a fibres géométriquement réduites.
Soit g” — X}, la section induite par g. Il existe un diagramme cartésien

rlg

ou ’;5 — 9" est un éclatement admissible et g est_une section de W7 15
telle que la section rigide associée gf}ig 0 Vg — 2 coincide avec g’ via les
1somorphlsmes 7. g = Ziig %” et fzjng = rlq Par EGA IV; 15.6.5, il existe
Z° C Z un ouvert formel tel que pour tout pomt €, Z estla composante
connexe de ff qui contient g(y). Soient Y, Z et 7° les ﬁbres rlgldes de 2),

Z et Z° respectlvement Par [1] Proposition 4.3, pour tout 7 € Y, Z~ est la

composante connexe de Z~ qui contient g (7). On a un digramme cartésien de
K-espaces rigides

Z.;rig (

Soient 7 € Y et » = 6,i,(¥). Sous lidentification Z;, = X.), X,7, on a 25 = (X))’ %,
ou (X,)° est la composante connexe de X, qui contient g(y) car [ est plat a
fibres rlgldes géométriquement réduites. Comme 6,

—X

}Lrig f jg

—
el‘ig Y

N

-

!

ie est plat surjectif, alors I'image
X° de 7° par le morphisme 7 — X est un ouvert admissible de X qui vérifie
les propriétés requises. Si X est un Y-groupe, alo.rs pour tout y € Y, X7 est un
sous-groupe de X,. Donc X° est stable par la loi du groupe et I'inverse de X

c’est un sous-Y-groupe de X. O
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A.1.3. Proposition. — Sowent X un Ox-schéma formel normal plat et topologiquement
de type fini sur Ox de fibre rigide X géométriquement rédwite sur K, ) un Ox-schéma formel
plat et topologiquement de type fini et [ 2L — X un morphisme fini d’intersection complete et
rig-élale. Sotent v un point générique de X, O, le complété de Uanneau local de X en v et
v : Spf (O) = X le morphisme canomique. Un pomnt x € X(K'), pour une extension finie K’
de K, défimit par adhérence schématique et normalisation un Ox-morphisme o : Spf(Ox) — X,
appelé prolongement de x. On défimit Y5 et Y, par le diagramme cartésien

Q.ji @ @J

Lo

Spf(6,) —— X <2 Spf ()

Alors, il existe un ouvert admissible non-vide N C X tel que pour toute extension finie K' de
K dindice de ramification e, et tout pont x € V(K') de prolongement o : Spf(Ox) — X,
on a

C(%a/ﬁK’) =< 66(237/@0-

Preuve. — On peut supposer X = Spf(B) et Y = Spf(A) affines. Le mor-
phisme / se factorise en

2) = Spf(A) —— Spf(B(xy, ..., x,))

N

X = Spf(B)

ou g est la projection canonique et z est une immersion fermée formelle définie par
un idéal 1 C B(xy, ..., x,). En prenant le produit fibré avec v, on obtient ’élément
Yy — Spf(ﬁv(xl, .., %)) de é"(ﬂ‘jy/ﬁ:}). Soient K’ une extension finie de K
d’indice de ramification ¢ et o : Spf(Ox)) — X un Ok-morphisme. En prenant
le produit fibré avec o, on obtient I'élément i, : ), — Spf(Ok (x,...,x,)) de
E()y/Ox). On désigne par L le corps de fractions de ﬁ:,. Soient n,m > 0 des
entiers, a = n/m, S le voisinage tubulaire de i, d’épaisseur a (défini sur K') et
T le voisinage tubulaire de @3 d’épaisseur a (défini sur L). Soient fi, ..., [ € I" des
générateurs de I”. On considere le morphisme de schémas formels

¢:3= Spf(B(xl, cees Xy D1, ...,ys)/(n"yj -1 =<j= s)) — X
et les produits fibrés

3y 3 3o

Lo

Spf(6,) ——= % < Spf(T)
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30’ - Spf(ﬁK’<xl’ ce xrayls -'-a.ys>/(nno—>‘i]§ _.){])’
3? = Spf(ﬁv<xlv ces Xy V1 -~-J’x>/(77nf‘7ﬂi]jf' __y_])'

Par conséquent 3, est un modele de Si sur Ox et 33 est un modele de T¢
sur ﬁ:.

Par le théoréme principal de [9], i existe un diagramme commutatif de
schémas formels

g//

|

3”%3’%3

L

h

%//%%/%%

(1 p est un éclatement admissible;

(i) A est un morphisme quasi-fini, plat, surjectif et il est étale au dessus

de X7;

(i11) les carrés sont cartésiens;

(iv) Z” — 3” est un morphisme fini qui induit un isomorphisme des fibres

génériques;

(v) Z” — X" est plat a fibres géométriquement réduites.

En appliquant le méme théoréme au morphisme X” — Spf(Ox), on trouve
une extension finie séparable M de K et un morphisme fini X* — X" Qg4 Ou
qui induit un isomorphisme sur les fibres génériques, tel que le morphisme X* —
Spf(Oyp) soit plat a fibre spéciale géométriquement réduite. Comme espace rigide
X, est normal, [1] lemma 4.1 implique que pour toute extension finie séparable
M’ de M, le schéma formel X' ®g, Oy est normal. Comme X est normal, il
existe un sous-schéma formel ouvert X, C X' tel que p induit un isomorphisme
X, >~ p(X)) et v est 'unique point générique de la fibre spéciale de p(X)). En
rétrécissant X/, on peut supposer que le morphisme At @ XP = Xt xp X, — X/
est plat. En effet, le morphisme Xt — X’ est rig-plat et plat au dessus du point
générique v (car X est normal). Quitte a remplacer M par une extension finie
séparable, on peut trouver un ouvert formel ¥ C XF tel que la fibre spéciale ¥
de 7 — Spf(Oy) soit géométriquement intégre et lisse sur le corps résiduel de
Oy. Solent % =V xx0 ', U = ¥V xp 2, B le point générique de ¥, ﬁAﬂ
la complétion de I'anneau local de ¥ en B et :é: Spec(ﬁ};) — ¥ le morphisme
canonique.
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A.1.4. Lemme. — Qutte a rétrécir V', on peut supposer que pour tout point fermé t de v,
on a #o(% g) < #mo(%,), ou 1 désigne Uensemble des composantes connexes géométriques.

Prewve. — Soit H — ¥ un morphisme étale avec H connexe, donc integre de
point générique y, tel que les composantes connexes de %, soient géométrique-
ment connexes. On considére le morphisme % x5 H — H qui est plat a fibre géo-
métriques réduites. Comme H est géométriquement unibranche, EGA IV
18.9.11 et la remarque apres 18.9.7 montrent que les composantes connexes de
% x7 H sont en bijection avec ceux de % Le lemme s’ensuit. ]

Par platitude, 427(7) est un ouvert de X, C X. Sa fibre générique définit un
ouvert rigide V C X. Soient K’ une extension finie de K d’indice de ramification e,
x € V(K') et o : Spec(Ox) — ht(¥) son prolongement. Comme A% : X} — X! est
quasi-fini plat et surjectif, il existe une extension finie K” de K’ et un morphisme
o : Spec(Okr) — 7 qui reléve o. On considére le diagramme cartésien

Us U Ue
Spf(6y) —2— ¥ < Spf ()

qui définit %5 et %,. Alors %, est un modele affine de S¥ sur Ogr, de fibre
spéciale %, géométriquement réduite. On en déduit par [1] Proposmon 4.3 que

7o (Uy) ~ mo(SY). Par ailleurs, ﬁﬂ est une extension finie de ﬁu, génériquement
étale, et % est un modele affine de T* sur @;, de fibre spéciale % g géomé-
triquement réduite. On en déduit par [1] Proposition 4.3 que m)(%ﬂ) ~ m(T?).

Supposons a > c(%/ﬁ:)), alors #my(T%) = [Y : X]. D’ou par le lemme A.1.4, on
a #my(S¥) > [Y : X]. Donc #m(S¥) = [Y : X] par la proposition 2.1.2. On en
déduit que ea > (%, /0x/). La proposition s’ensuit. O
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