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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

[0'2]
OUELQUES APPLICATIONS DES COORDONNEES INTRINSEQUES;
Par M. F. BALITRAND.

Soient (M) une courbe, M un point de cetle courbe,
Mz et My la tangente et la normale en ce point. Nous
prendrons ces deux droites pour axes mobiles de coor-
données et nous choisirons 'arc s de la courbe (M)
comme variable indépendante.

Par le point M menons une droite MM,, inclinée

/-

Q »

d’un angle O sur la tangente Mx; cel angle sera consi-

Ann. de Mathemat., 4° série, t. XV. (Janvier 1915.) 1
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déré comme fonction de 'arc s, c’est-a-dire variera en
méme temps que le point M sur la courbe (M). la
droite MM, enveloppera donc une certaine courbe (M,);
M, désignant son point de contact avec son enveloppe.

Soient s, p, ¢ I’arc, le rayon de courbure, ’angle de
contingence de (M) au point M; sy, o4, ¢, les mémes
éléments de (M,) au point correspondant M,.

Désignons par z et y les coordonnées d’un point du
plan par rapport aux axes Mz et My, qui sont mobiles.
Ces coordonnées seront supposées fonctions de s. On a
les formules suivantes, dues & Cesaro,

Sr _ dr r Sy dy =,
(1) ——%ﬁ-l—?a x——d—s—i— 5

o |

ds

les caractéristiques d et 8 se rapportent au mouvement
absolu et au mouvement relatif du point M.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour 'immo-
bilité de ce point sont donc

de _ y dy =
(2) “d—s——?—'y P
ou, en coordonnées polaires r et 6,
| dr d0  sinb 1
(3) z——cose, % —5-

L’équation de la droite MM, est
1) zsinf — y cosf =o.

Le point My, ou elle touche son enveloppe, doit étre
considéré comme immobile. Ses coordonnées satisfont

donc a l'équation (4) et a celle qu'on obtient en la

s . dx dy
différentiant et en y rennpla(;anF &5 Y par leurs
valeurs (2); c’est-a-dire a I'équation

(3) x cos8 + ysin — Asind =o,



(3)
ot I'on a posé
N i a0 1

(6) =& T
h représente le segment MN, détaché sur la normale
en M a (M), par la normale en M, a (M, ).

Différentions encore (5); nous obtenons, en tenant
compte de (2),

(7) xsin@— ycosb-+nh cose<2 — !—2) -+ %hsin() =o.

Cette droite est la normale a la développée de (M,).
Sa distance a l'origine est égale au rayon de courbure
de cette courbe; d’ou 'expression suivante de ce rayon
de courbuve

h dh , .
(8) P|=h0059<2———p> -+——;;hsm6.

Plus loin nous trouverons d'autres expressions.
Les coordonnées de M, peuvent s’écrire

(9) @ =rcosb = hsin0cosh, ¥y = rsin® = Asin20.
Les formules (1), appliquées a ce point, donnent

Sz dr o dar .
(IO) 3; = <-d—s +C059> COSQ, % = <$ +6050) 5|n0;

d’ou pour I’élément linéaire de la courbe (M)
(11) dsy = dr + cos ds.

Cette formule ne differe pas de celle qui a été établie
par M. Bricard (Vowo. Ann., 1913, p. 306).

Les mémes formules (1) appliquées au point cosf et
sinf, c’est-a-dire aux cosinus directeurs de MM,,
donnent

(12) gy =d0 +e¢,
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et I'on en déduit aussitot les formules ci-dessous, sou-
vent utiles dans les applications :

3 _ e
(13) ds = sin0’
dr
(14) 1= <%+°"59>’
(15) plrz~d—r+ rcot,
€1
; p_g, i du
(16) R e T ds

Pour faive quelques applications, reprenons la
formule (6)
I db 1
et faisons diverses hypothéses sur I'angle § qui regle le
mouvement de la droite MM,. Le cas particulier le plus

. . \ S . d0
simple, le premier a considérer, est celui de 2= 0

d’ou 0 =const. Les formules précédentes résument
alors la théorie des développoides (voir par exemple
E. Cesiro, Nouv. Ann. de Math., 1886, p. 67
et suiv.).

Aprés 2= o, il est naturel d 4
L[)lbﬁg;—-(),\ est nalurel de supposel 7

Cetle hypotheése ne semble pas conduire & des résultats
simples et intéressants lorsque la courbe (M) est quel-
conque; mais il en est autrement si on la particularise
et st I'on suppose qu’elle est un cercle. Faisons donc,
dans les relations ci-dessus,

— const.
s

ds = k db, p=a;

k el a étant deux constantes. 1l résulte de la que £ est

constan! et égal a
ak
a+ k




(3)
Puis de » = / sinf on dédunit

dr = h cosf db;

et les formules (14) et (11) donnent

h(h <+ k)
—————-—/l C

dsy= (h + k) cos0db;

pr=

os0),

d’on
si= (h+k)sin0

4 une constante prés qu’on peut négliger, puisque I'ori-
gine des arcs est arbitraire. Il en résulte, pour le lieu
du point M,, I’équation intrinséque suivante

st A*p}
(h—+ k)2 + he(h + k)2

= 1,

¢quation intrinséque d’une épi- ou hypocycloide, engen-

. ak
drée par un cercle de rayon ———— roulant sur un
2(a+k)

a? , . .
-~ Comme ’équation conticnt deux
a+ k

arbitraires, @ et K, elle peut représenter une épi- ou

cercle derayon

hypocycloide quelconque. D’ou le théoréme suivant
(Devarrurs, Cours de Géométrie infinitésimale,
p. 163):

Toute épi- ou hypocycloide est U'enveloppe d’une
droite qui tourne uniformément autour d’un de ses
points, tandis que celui-ci décrit, d’un mouvement
uniforme, un cercle.

Reprenons la formule (6) et supposons A =)p,
% élant une constante. Cela revient a dire que le
point N, intersection des normales en M et M, a (M)
et (M), décrit une développée intermédiaire de (M).



La formule (6) donne

o désigne I'angle de la tangente a (M), en M, avec une

droite fixe de son plan, qu’on peut appeler directrice.
On a done

a une constante prés que nous négligerons. Clest le
cas envisagé par M. Braude, dans la troisieme partie de
son arlicle des Nouvelles Annales (1913, p. 506 et
suiv.). Onvoit que I'enveloppe de MM, estcelle d’une
droite menée par M et faisant avec la tangente en
ce point un angle égal a k fois (/f = 1—;—l> langle
de cette tangente avec une droite fixze de son plan.

En particulier, pour A = 2, le point N coincide avec
Uextrémité du diametre du cercle osculateur a (M)
en M. Si C désigne le centre de courbure en ce point,
on voit que, dans le triangle rectangle MNM,, le
segment CM,, médiane de ce triangle, est égal a CM;
c'est-a-dire a g. De plus, la direction de CM,, lorsque M
varie, reste fixe et perpendiculaire & la directrice. Dans
ces conditions, la courbe enveloppée par MM, coin-
cide avec le lieu des extrémités des segments égaux
aux rayons de courbure de (M), menés par les
centres de courbure correspondants, parallélement
a une direction fize.

Inversement, on peut dive que si, par le centre de
courbure correspondant a chaque point de (M), on
méne, parallélement a une direction fixe, un seg-
ment égal au rayon de courbure en ce point, le lieu
des extrémités de ces segments est une courbe (M)
dont la tangente passe par (M).
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(M,) est donc une ligne de poursuite pour (M) et le
rapport des vitesses sur les deux courbes est facile a
évaluer. En effet, en vertu des formules précédentes ou
des hypothéses faites, on a

%=Z_:+°050* r=hsind =2psin8,
h__ L, 2.
ds 2p 2
On en déduit
%?— = 2Tsinf;

R désignant le rayon de courbure de la développée
de (M). Signalons aussi, en vertu de (16), la formule

?

2

p1= 4R sin

qui fournit une construction géométrique évidente du
centre de courbure de (M,).

Pour faire une application de ce qui précéde, prenons
comme courbe (M) celle qui a pour équation intrin-
séque

elle est connue sous le nom de syntractrice. La forme

de son équation conduit a introduire un paramétre
variable, défini par la relation

e =1;
d’ou
a1+
b=5
Par suile en posant
t= tang?

2
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on a
a ds
—> — =a2dg;
2sin® p

s=aloglang§, p=
\
la tangente au point M 4 (M) fait donc avec une droite
fixe D, un angle égal a 2.¢.

La droite menée par M, faisant, avec la tangente
a (M) en ce point, un angle égal & o, enveloppe une
courbe (M,), qu’'elle touche au point M,. D’aprés ce
qui précéde, la normale en M, & (M,) coupe la normale
a (M) en M, a Pextrémité N, du diamétre du cercle
osculateur en ce point. La droite qui joint le centre de
courbure G, correspondant @ M, & M,, est égale au
rayon de courbure en M et est perpendiculaire a la
droite D.

Demandons-nous quelles sont, dans le cas présent,
les courbes lieux des points M, et N. Soient P et Q
les points d’intersection, avec D, de la tangente en M
a (M) et de la droite MM,. Le triangle MPQ est i1so-
scéle et My, pied de la hauteur abaissée de P sur MQ),
est le milieu de MQ. Dans le triangle MM, N, on a

[\1M1= MN Sil'ICP =2p Sin? =a;

a

en vertu de la relation p =

eing Donc M, Q, qui est

égal 3 MM,, est constant et, par suite, le lieu du
point M; est une tractrice. Il en résulte, d’apres des
propriétés connues, que le lieu du point N est une
chainette, développée de la tractrice.

Ce qui préceéde fournit une construction, d’ailleurs
connue (Nouv. Ann., 1891, p. 86), du centre de cour-
bure de la syntracirice. Le centre de courbure, C, de
la syntractrice, relatif au point M, est au milieu du
segment qui joint ce point au centre de courbure du
point correspondant de la tractrice.
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Il est également possible d’arriver, au moyen des
considérations ci-dessus, & une construction géomé-
trique simple du rayon de courbure de la développée
de la syntractrice. Il suffit pour cela de se reporter a la
?

.
poser R connu et g, inconnu, c’est l'inverse qu’on doit

formule o, = 4R sin Seulement, au lieu d’y sup-

. . [ . ,
faire. Il faut de plus observer que é doit y étre remplacé
par . On aalors p,=4Rsing, et comme p,=2pcosgp,
on en déduit 2R =pcotp. D’ou la construction
sutvante :

Le rayon de courbure CC, de la développée de la
syntractrice s’obtient en prenant la moitié du seg-
ment déterminé sur la normale a cette développée

par la droite MM,.

La syntractrice et la tractrice fournissent donc un
exemple d’un couple de courbes, telles que les normales
aux points correspondants se coupenten un point dont
le lieu est une développée intermédiaire pour I'une des
courbes, et une développée, au sens ordinaire du mot,
pour l'autre. Proposons-nous de trouver toutes les
courbes jouissant de cetlte propriété. Les formules
ci-dessus le permettent aisément.

En effet, on a, par hypothése, h="ho, X étant une
constanle, el o, = A cosl =g cosh. La relation (16)

ds, . .
donne s = cosf, et il en résulte en vertu de (11)
(que r est une constante. Ainsi, guelles que soient les

courbes, la distance des points correspondants est
constante.

A cause de la relation (6)on a

ds I—).P
ds A O




d’ou

en posant

et en désignant par o I'angle de la tangente en M 4 (M)
avec une droite fixe du plan de la courbe. Donc § = ko;
on peut ne pas introduire de constante; il suffit pour
cela de choisiv pour origine des arcs le point ou la
tangente est paralléle a la droite fixe.

Les formules (13) et (16) conduisent alors sans
difficulté a la velation

_(lc+n)r o

sinko ~ sinko’

p

qui est I'équation générale des courbes cherchées en
coordonnées intrinséques (o ct ©); o désigne une

. . 1 .
constante arbitraire. Pour A= — 52 on retrouve bien

la syntractrice.
Quant aux courbes (M), leur équation générale est
également aisée a trouver. On a en effet

ko coske

pr=Ahpcosb = ke T kacotko.
Mais la relation
g
(16) h ™ =
donne

gy =(k+1)e.

Par suite, en désignant par ¢ l'angle de la tangente
a (M, ) avec la droite fixe, on a

db = (k+1)do;
d’oul
Y— = (k—f—l)"D,
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et 'équation précédente devient

k
A+

p1 = kacot (4 — dy).

C’est I'équation des courbes (M,) en coordonnées
intrinséques (o, et §). Par un changement de la droite
fixe, elle peut se melttre sous la forme

p1=Beotmy;

8 et m sont des conslantes. Ce qui précéde se résume
ainsi :

Par chaque point M d’une courbe (M) d’équation

. . \ A€ . .
intrinséque o — ———, menons une droite faisant
' sink ¢

avec la tangente en ce point un angle égal a
k1 fois Uangle de la tangente avec une droite
Sixe de son plan; elle enveloppe une courbe (M)
Jjouissant des propriétés suivantes : 1° elle appar-
tient a la famille des courbes d’équation intrin-
séque o,= B cotm; 2° la distance des points
correspondants sur (M) et (M,) est constante; 3° le
point de rencontre des normales a (M) et (M), aux
mémes points, décrit une courbe qui est & la fois
développée intermédiaire de (M) et développée, au
sens ordinaire du mot, de (M,).

Dans le cas ou la courbe, lieu du point de rencontre
des normales, est une développée pour (M) et une
développée intermédiaire pour (M,), le probléme se
résout d’'une facon analogue. On trouve que les
courbes (M) et (M, ) sont deux spirales logarithmiques
et que la distance des points correspondants est une
foncuion linéaire de I'arc. De plus, P'angle § est
constan®,
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Nous avons ainsi examiné dcux cas: celui ou le lieu
décrit par le point N est développée intermédiaire
pour (M), sans I'étre pour (M), et celui ou le méme
lieu est a la fois développéc intermédiuire de (M) et
de (M,). ll reste un troisi¢éme cas 4 examiner: celui ot
le lieu en question est développée intermédiaire de(M,),
sans I'étre pour (M).

Dans cette hypothése, on a

kpy= hcosb.

La formule (16) donne alors

dsy cosl

ds I3

et la formule (11)

Comme

on voil que
dr

@, =1—k;

donc r est une fonction linéaire de l'arc de la
courbe (M,).

Ainsi la solution générale du probléme s’obtient en
prenant une courbe quelconque (M, ) et en portant sur
ses tangentes, & partir du point de contact, des
longueurs foncticns linéaires de 'arc de la courbe,

compté a partir d'un point fixe.
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AGREGATION DES SCIENGES MATHEMATIQUES
(CONCOURS DE 1914).

SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHEMATIQUES SPECIALES;
Par M. J. LEMAIRE,

Professeur au Lycée Janson'de Sailly.

On donne un hyperboloide a une nappe rapporté
a ses axes et dont Uéquation est

8

-2 2 g2
+—’-/—,——’ =1,
e p*

2

>

I. Il existe deux familles de tels hyperboloides
susceptibles d'étre engendrées par lintersection de
plans rectangulaires passant respectivement par
deux droites fixes; on peut passer d'un hyperbo-
loide H de la premiére famille a un hyperboloide H’
de la seconde famille par rotation d’un angle droit
autour de OL. Soient D, A les droites fixes relatives
a H; D' A les droites fixes relatives a H'; trouver les
surfaces lieux de D, A et de D' A, quand X, p
varient, p étant fize. Il existe des plans P paralléles
au plan XOY coupant ces surfaces suivant deux
courbes qui ont un point commun A situé sur OL et
un pornt commun B réel situédansle triédre OXYZ;
évaluer laire limitée par les arcs AB des deux
courbes, ainsi que le volume engendré par cette aire
quand le plan P a une cote variant de z, & 3,.

. A un hyperboloide H, de la premiére famille,
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on peut faire correspondre une infinité d’ hyperbo-
loides de la seconde famille, tels que les droites fizes
relatives a H, et les droites fixes relatives ad un de ces
derniers forment un quadrilatére gauche; soient Hy
un tel hyperboloide; D, A, et D, A, les droites fixes
relatives respectivement a H, et a Hy; ABCD le
quadrilatére formé par ces droites; montrer que
Uhyperboloide H,, engendré par lintersection de
deux plans rectangulaires passant respectivement
par les diagonales du quadrilatére, appartient au
Saisceau ponctuel linéaire défini par H, et H,;
queles pleds a, b, c,d des hauteurs Aa,Bb, Cc, Dd du
tétraédre ABCD sont sur la courbe du faisceau, et
que les droites autres que les hauteurs, qui joignent
les points A, B, C, D aux pointsa, b, ¢, d, sont sur
un hyperboloide H,, H, ou H,.

1. L’hyperboloide H, étant donné, on peut, par
un point A de Uespace, faire passer deux hyperbo-
loides H, de la seconde famille, définis comme il a
étéindiqué (I1); sur quelle surface S doit se trouver A
pour que ces hyperboloides H, sotent confondus? On
peut de méme, par le point A, faire passer deux
hyperboloides Hy définiscomme il aété indiqué(1l);
sur quelle surface S' doit étre A pour que ces hyper-
boloides H, soient confondus ? Montrer que H,
coupe S et §' suivant la méme courbe C, et que l'in-
tersection de S et S' se compose de la courbe C et
d’une courbe imaginaire.

IV. Construire la projection T, sur le plan XOY,
de la courbe C; montrer que T est l'enveloppe de
cercles orthogonauxr a un cercle fixe, et trouver le
lieu des centres de ces cercles. Trouver le lieu des
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milieux des cordes de la courbe ' qui passent par
Uorigine.

I. On sait que si deux plans rectangulaires tournent
respectivement autour de deux droites D, A non en
méme plan, leur intersection engendre un hyperboloide
contenant D et A, ayantses plansde sections circulaires
perpendiculaires a cesdroites, et dont I’ellipse de gorge
a pour axe focal leur plus courte distance ; inversement,
st un hyperboloide a ses sections circulaires perpen-
diculaires & deux génératrices, qui passent nécessaire-
ment aux extrémités de I'axe focal del’ellipse de gorge,
il est susceptible de ce mode de génération. Si donc
I’hyperboloide

2 2 32
(1) z +—‘Z.-—-f;=|
12 w2 p?

peut étre ainsi engendré, les droites D et A ne peuvent
étre que deux génératrices de méme espeéce passant
aux sommels opposés situés sur X'X ou Y'Y.

Premiéere famille. — D et A passent aux extré-
mités de I'axe appartenant a X'X ; les équations de D
étant

(D) r= A\, 3= Q/,
"

celles de A sont

(A) .Z‘:——)\, z:—u.
[

Les plans perpendiculaires a ces droites et passant
par OX, c’est-a-dire les plans

(2) y2+ 22
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devant éire des plans cycliques, I'équation

x? 1 1)
(= L)
obtenue en ajoutant (1) et (2) membre a membre, doit
représcitter une sphére, d’ott la condition

. 1 1 1
) IR
qui exige A > .
En remplacant D et A par les génératrices de I'autre
systéme passant aux mémes sommets, on a le méme

hyperboloide H.

Deuxieme famille. — Par analogie, si I'on a

. 1 1 1
(3) E:m o'

_ 7,

’hyperboloide correspondant H' est susceptible du
mode de génération indiqué dans I'énoncé, les
droites D’ et A’ élant les génératrices de méme
espéce, ’

' ’ pr
(D) Y= ¥, 2= N
(A') y:—l}.’y z:—P_.‘IT—‘.

Si k= et ) =uyu, d’ot p =/, on peul passer de
I'un des hyperboloides H et H' a 'autre par une rota-
tion d’un angle droit autour de OZ.

Licu de D et A. — L’équation du lieu des droites D
et A, quand ) el v varient, o restant fixe, s’obtient en
éliminant % et u entre les équations de 'une ou 'autre
de ces droites et la condition (3), ce qui donne

(D) (3t —y?) =2y
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Le lieu des droites D’ et A" est de méme la surface ayant
pour équation
(D) yH(st— o) = pral.

Ces deux surfaces sont symélriques par rapport aux
plans bissecteurs des diédres formés par les plans
70X, Z0OY, ce qui résulte de la position relative des
hyperboloides des deux familles. Retranchant la
seconde équation de la premicre, nous avons
2(a?—y?) = p(yr— 2?),

d’ot il suit que Vintersection des deux surfaces se
compose : 1° de OZ, ligne double de chaque surface,
qui comple pour quatre droites communes; 2° de deux
courbes imaginaires du (uatriéme degré contenues dans
les plans 5 = == o0 ¢; 3" de deux coniques situées dans

les plans ) = ==z, el projetées sur le plan ZOX sui-
vanl 'hyperbole équilatére
e 22— = p2,

On déduit de la une génération simple de la surface
(D) : (C) désignant 'hyperbole du plan y = x projetée
suivant ('), cette surface cstle conoide droit ayant OX
pour axe et (CG) pour directrice. La surface (D') est
susceptible d’une génération analogue, en remplagant
OX par OY.

Si 5= h est I'équation d’un plan P parall¢le a XOY,
il coupe les surfaces précédentes suivant des courbes
ayant pour projections sur ce dernier plan
(d) 2 (h2 — y?) = o2 y2,

(a) Y —22) = o222,

Ecrivant I'équation de (d) sous la forme

h2

Ann. de Mathémat., ° série, t. XV. (Janvier 1915.) 2
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nous trouvons pour cette courbe la forme ci-dessous
(fig. 1) : elle admet les axes pour axes de symétrie,

h
— BY (d).
(dh
Y
Fig. 1.

les droites y = D= & pour asymptotes, l'origine pour
point double d’inflexion. La courbe(d') est la syméirique

A

. . < \
de la précédente par rapport ala bissectrice de XOY ;
les arcs situés dans cet angle se coupent au point B

(VIF =%, yh* —¢?).

[’aire hachurée, comprise entre OX, I'arc OB de (d),

et 'ordonnée de B, a pourvalear

V=g = hadr
[ e [Tt
Ja Var+ ot

<0

=[hyer+p2 )" = h(h—¢).

I’aive comprise entre les ares OB des deux courbes (d)
et (d') vaul

B}

2[/1(/1—9) —-il’:—P-] = (h—p)>2

e point B n’est réel qu’a partir de 2= g; le volume
engendré par cetle aire el compris entre les plans de
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cote 54 et zy a pour expression

L[‘a(h-— o) dh = [é(h _ 4):»]

S

I1. Soient H, un hyperboloide de la premiére famille

T 2 y? z2
(”1) i;'+‘;?-—-53:=|
avec
VU l‘_'7’+-—" O\>:1N

les droites correspondantes D, et A, ayant pour équa-
tions

(D)

. x? }/2 32
(Hg) Tt T Ty =1
NE P
avec
“ ot 1 1 I B <~
) =t r (W,

les droites D, et A, ayant pour équations

ky:p.', ‘ y=—u,
(D) C o or, (42) N
3= 5 ' = .

Ecrivant que D, et D, se coupent, nous avons la con-
dition

' N
(4) Ao -

bl . , , .
qu'on trouverait également en écrivant que Dy et A, se
coupent, ou D, et A,, ou A, et A,. Donc a un sysiéme
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(M u, p) correspondent une infinité de systémes
(N, W, p’) satisfaisant aux conditions (3)' et (4), autre-
ment dit a un H, correspondent une infinité de H, tels
que les droites fixes relatives & H, et les droites fixes
relatives a chaque H, forment un quadrilatére gauche
ABCD; H, étant supposé fixe, lelieu des droites Dy, A,
relatives a H, est le puraboloide équilatére passant

par Dy, A,, et ayant XOZ pour plan directeur ( fig. 2)

Fig. 2.

Les coordonnées des sommets du quadrilatére gauche

ABCD sont :

g A, — 2, \ — A, ‘A,
l, ’ . _J.r’ _P"y
(ay (o my ey (TR ,
Tl _ P, e, _ew
? p’ [T ( [T ( ®
avec
T NS

(BD) ¢
"

<

I
i -
<

Il

I
.
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Observons que les relations (3) (3), (4) qui lient les
parameétres de H, et H, entrainent la suivante

N— =2 \'2;

donc les distances focales des ellipses de gorge de deux
tels hyperboloides sont égales, et les ellipses de gorge
de tous les H; correspondant & un méme H, sont
homofocales.

Soit M (z, y, z) un point de I'’hyperboloide H,
engendré par lintersection de deux plans rectangu-
laires passant respectivement par AC et BD; les plans
MAC et MBD ont pour équations

X Y Z
z y z I
(MAC) x w2 =,
©®
A —
A ® m I
X Y Z
x Y 3 I
(MBD) N o—w — | =o.
lJ.
Y oo I
# m

L’équation de H; est la condition de perpendicularité
de ces plans, c’est-a-dire

2,2
(Hy) —p2224 02924 (A2 — p'2)z2 4 P_Pg‘_(w,_)\,)___o‘

Les équations de H, et H, étant

2,2
(H,)spf-’x2+)\=y2_ )‘p}: Z2— A2 ur =o,
Nep't

p'2

(Hy) =222+ )\’2},2_ 22— N2p'2=o,
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un calcul aisé montre que
w2(AN24 N2) (Hy) — A2(p2+ p'?) (Hy)

est identique, 4 un facteur prés, en tenant compte des
conditions (3), (3), (4), au premier membre de I'équa-
tion de Hj, ce qui établit que les trois hyperboloides
appartiennent a4 un méme faisceau ponctuel. On peut
s’en rendre compte géométriquement a I'aide du théo-
réme suivant : ABCD étant un tétraédre quelconque,
M un point de Uespace, si les plans MAB et MCD,
MBC et MDA, sontrectangulaires, ilen est de méme
des plans MAC et MBD.

Rappelons que les cercles décrits sur les trois diago-
nales d'un quadrilatére complet comme diamétres ont
deux joints communs, d’ou il résulte que le lieu des
points de I’espace desquels on voit deux diagonales, el
par suite les trois, sous un angle droit, est le cercle
ayanl pour diamétre le segment qui joint ces deux
points, et situé dans un plan perpendiculaire & celui du
quadrilatere.

Pour établir que, les plans MAB et MCD étant
rectangulaires, ainsi que MBC et MDA, il en est de
méme des plans MAC et MBD, menons en M des
perpendiculaires & ces plans et coupons-les par un
plan Il qui les rencontre aux points ab, cd, ..., bd. Les
droites Mab, Mac, Mad, perpendiculaires 4 MA, sont
en méme plan, et les points ab, ac, ad sont en ligne
droite; il en est de méme des points ab, bc, bd, des
points ac, be, cd et des points ad, bd, cd, de sorte que
ces six points forment un quadrilatére complet.

T
A cause de I'hypothése, les angles <ab,M,cd> et

/\ . . o ey .
be,M,ad ) sont droits; par suite, la troisitme diago-
nale est vue aussi de M sous un angle droit, 'angle
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<a®d) est droit; les plans MAC et MBD, qui sont
perpendiculaires aux cotés de cet angle, sont bien
rectangulaires. v C.Q.F.D.

Si nous appelons Ha, H,, Hy les hyperboloides ayant
pour droites fondamentales AB et CD, BC et AD, AC
et BD, ce théoréme montre que tout point commun a
deux de ces surfaces appartient a la troisiéme : ces
hyperboloides font partie d'un méme faisceau ponctuel.

Ainsi il existe une infinité de points déterminant
avec chaque groupe d’arétes opposées un diédre
droit, et ces points forment une biquadratique
gauche.

Si a est le pied de la hauteur issue de A, les
plans ABe, DCa sont rectangulaires, et leur droite
commune Ba est une droite de H,; de méme Da,
intersection des plans reclangulaires ADa et BCa, est
une droite de H,, et enfin C« une droite de Hy; méme
propriété pour les droites analogues relatives aux autres
hauteurs du tétraédre; ainsi H, contient les droites Ba,
Ab, Cd, Dc; H, contient les droites Da, Ad, Be, Cb;
el Hy les droites Ca, Ac, Db, Bd. Les points a, b, ¢, d
sont bien sur la biquadratique commune aux trois
hyperboloides.

On peul observer que ces propriétés s’appliquent a
un tétracdre quelconque, et non pas seulement a un-
tétraédre a arétes opposées égales comme celui que
forment les droites Dy, A,, D, A,.

HI. L’hyperboloide H,(X, u, p) de la premiére
famille étant donné, et par suite ses droites fondamen-
tales Dy, Ay, tout systéme de droites D,, A,, paralléles
au plan XOZ, équidistantes de ce plan et s’appuyant
sur Dy, A, et OY, détermine un H,; donc, par un
point A de I'espace, passent autant de H, qu’il existe de
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systémes D,, A, pour lesquels les plans (A, D,) et
(A, A;) sont rectangulaires.

Soit P le paraboloide lieu des droites Dy, A, : le lieu
géométrique des milieux des cordes déterminées par P
sur des droites issues de A est un paraboloide homo-
thétique de P, coupant par suite le plan XOZ suivant
une droite, de sorte que le lieu des droites [, passant
en A, et s’appuyant sur deux droites D;, A, équidis-
tantes de cc plan est un plan p. D’autre part, consi-
dérons deux droites D}, A} telles que les plans (A, D)),
(A, A,) soient rectangulaires; comme ces plans sont
tangents a P, le lieu de leur droite commune /' est un
cone de second degré c.

A tout systeme de droites D,, A, coincidant avec un
systéeme D, A, c’est-a-dire & toute droite [ confondue
avec une droite //, correspond un H, passant en A, et
réciproquement : donc il passe, par tout point de
I'espace, deux, un ou zéro hyperboloide H,.

Pour que les deux H, soient confondus, il faut et il
suffit que le plan p (plan focal relatif 3 A du complexe
linéaire formé parles droites coupant P en deux points
équidistants du plan ZOX) soit tangent au cdne ¢
(cone relatif 3 A du complexe des droites par lesquelles
passent deux plans tangents & P rectangulaires) : le
lieu des points satisfaisant & cette condition est une
surface S dont nous allons déterminer 'équation.

Les hyperboloides H, passant par A(z, y, 5) sont

déterminées par les relations suivantes en ), ', o’ :

1 1
PR AT
)
ro1
Mt e
P
x? y? z2



(25)

)—-,, et — — sont les racines de l’equatlon
1 p?
2 —_— =
u - u uigt o,
d’ou

T
)
R —
—‘23 + 4 To'h )\*ueo'z

{

2.2

©

[’équation correspondante en o est

.’1'2———)’2 9 o ! Pz 22 —
e + (224 y?) —45"+————~)\?y?;'2_p’2 =1,
{ {

ui peut s’écrire
qur p

,\2}12
+ (282 — 224+ 2 — (224 y2)t =0,

49'4+4[?’z2_w2+},2_

équation du second degré en p'?; donc il passe bien
deux hyperboloides H, par tout pomt de 'espace. La
surface S sur laquelle doit se trouver le point pour
que ces hyperboloides soient confondus, a pour
équation

2 (72 2)272
[2z'z__x~z+},2_9_(_’7;2%~)]
— (282 - 22+ y) 4 (224 )=,

ou

2
—2(282— 22+ ) )\5“2 + (224 yr)y )\f

ou
(8)  [p2(@r+ y2) + N2 2]t — 4A2p2p2(y2+ 3%) = 0.

On verrait de méme que, par tout point de I'espace
passent deux hyperboloides Hy, et que le lieu des points
pour lesquels ils sont confondus, est la surface

(5" [p2(22+ 3?) + Mp2]E— § A2 u2p2(y2+ 52) = o.
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Retranchant cette équation de la précédente, nous
obtenons
[e2(22+ y2) + )\2[_,.‘2_,_ p(x?+ 32) + )‘2«32]
> [p2(22 4 y2) + 122 — p2(a2+ 32) — \2o!] = o,
ce qui montre que intersection des surfaces S et S'se

compose de deux parties : une courbe imaginaire et
une courbe C appartenant & la quadrique

P24 y2) A A2 — pu2(22+ 22) — K252 = 0.

I 1
}\2 - 'P—z’ on
reconnait 'équation de H,, de sorte que C appartienta
cet hyperboloide.

En tenant compte de la condltlon

IV, L’équation de la projection I', sur le plan XOY,
de la courbe C, s’obtient en éliminant 3* entre I'équa-
tion ci-dessus, et celle de 5, ce qui donne

ot yt) 4 2 pa

20 g2 2y 22 e K2 (12— o?
_ ')“"MQP")[}'?*‘P (24 92) — 222 - A (1 ° )J Y

2
“w

)‘l

En substituant & 32 sa valeur 73 s dans cette équa-

tion, on peut la mettre sous la fm'me
() (x4 y2)2

4 2[(A—3u2)a?+ (p2— 3A2) y2] + (A2 + pu2)2 =0,
(ui représente une quartique bicirculaire qui a les
axes de coordonnées pour axes de symétrie; montrons

qu’elle admet deux anallagmaties.
On sait que Uenveloppe d’un cercle mobile

2t 2. . 98 =
*hyt—2ax —2fy+20 =0
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qui coupe orthogonalement le cercle fixe

14 yr— a9 — 2By +28 =0 (28 =a} + B2 — R})

et dont le centre décrit la conique qui a pour équation

tangentielle
F(u, v, w)=o0
a pour équation

2+ y? )

F (J‘ — %y, Y — ﬁua 80 - >

= 0.
Dans le cas actuel, la conique déférente a une équa-
tion de la forme

Au+ A'v2— w2=o,
ce qui donne pour 'enveloppe

2 4 20\ 2
Ae =) Ay — B — (3— T ) o
ou

(224 12)2— 4(A + 89) w2 — 4( A"+ 8) y?
+8Axr +8ABiy+4(82—Aa2—A'B2)=0.

En identifiant cette équation avec celle de T, on
obtient
2= Bo=o,
il ou Ri= (N2 p2)p,
—2(A + 8)) = A\2—3u2,
— 2 (A By) = p— 3

On en conclut :
1° RZ = X2+ u2, A =2p2 A= 22,
La déférente est Pellipse

22U+ 2X202— 2= 0

ou
2 2
(8) @ oy
2u?  2A?

—1=o0,
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et le cercle fixe
Z2+4 yr= N2+ p
2° RI=— (04 p2), A=pi—2R, A=)i—p

[.a déférente est ’hyperbole équilatére

(2= AN2)(u2—o?2) —w2=o0

ou
(3 X2 —yr A2 p2=o
et le cercle fixe
22+ 2= — (A2 4 p?).
L’équation de I' en coordonnées polaires étant
re4 2[(A2—3 x2) cos?w + (2 —3A2) sin?w] 72+ (A2 + p2)?=o,

une droile passant par P'origine coupe celte courbe en
quatre points symétriques deux a deux par rapport a
Porigine : A(#'), A’(—r'), B(r"), B'(— 7"), les rayons
vecteurs 7’ el 1" de A et B étant supposés positifs; le

r'—+

. r’
milieu M de AB a pour rayon vecteur , et comme

(r'+r'e2=r24+r"2+arr
=—2[(M—3u?)costw + (u2— 3A%)sin’w]
+2(A2+ p?)
= 8(A2sin?w + P2 costw),
I'équation du lieu du milieu de AB, et aussi du milieun
de A'B/, est
r2=2(A*sin?w + p?cos?y)
ou

) (22 y2)2=2(p22?+ A2y?).

I.e milien M' de AB’ a de méme pour rayon vec-
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' ru

r
teur s> et comme

(r'—r")2=—a[ (32— 3p2)cos?w + (p?—3A%)sinw]
— 2 (A2 + p?)
= — §(A2+4 p?) (cos?w —sin2w),

I’équation du lieu du milieu de AB', et du milieu
de A'B, est

r2=— (A2— pu2)(cos?w — sin’w)

ou
™ (@4 y2)r = (A2— p?) (y?—a?).

Ces deux courbes sont, comme T, des quartiques
bicirculaires donl chacune admet deux symétries et
deux anallagmaties.

La premiere (v), qui a un point double isolé a I'ori-
gine, est la podaire de ce point par rapport a l'el-
lipse (8). déférente de I, comme il résulte des
propriétés des anallagmatiques, et aussi l'inverse de
I"ellipse

x? 2
PYY] -+ 7—}"—2 —1=0
par rapporl a l'origine, la puissance d’inversion
étant 2.

La deuxiéme ('), qui a en O un point double a
tangentes reclangulaires, est la podaire de ce point par
rapport & lautre déférente (8'), el aussi l'inverse de
cette hyperbole équilatére par rapport a l'origine, la
puissance d’inversion étant (A2 — u2) : c’est une lem-
niscate de Bernoulli dont les sommets appartiennent &
I’axe non focal de I'ellipse de gorge de H,, leur distance
élant égale a la distance focale de cette ellipse.
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CORRESPONDANCE.

M. J. Pal. — Au sujet d’un article récent de M. R. Bri-
card (1914, p. 19). — La question traitée dans cet article a déja
fait 'objet des deux Mémoires suivants de M. H. Jung:

1° Ueber die kleinste Kugel, die eine rdumliche Figur
umschliesst (Journal de Crellé, t. 129, 1901, p. 241-257).

2° Ueber den kleinsten Kreis, der eine ebene Figur um-
schliesst (Journal de Crelle, t. 137, 1910, p. 310-313).

Je me suis occupé de mon coté du théoréme qui concerne
les ensembles plans, et voici la démonstration a laquelle je
suis arrivé, il y a quelques années :

Soit M un ensemble de points situés dans le plan. Soit E
I’élongation de I'ensemble. Je dis qu'il existe un cercle de

. 4. E

rayon au plus égal a ‘—/— renfermant tout 'ensemble.

’ 3

Tout d’abord, on peut supposer que I'ensemble est fermé.
On démontre d’'une maniére élémentaire qu'il existe un cercle
de rayon minimum (et un seul qui renferme lensemble).
Soient K, ce cercle, C, son ceatre et p son rayon. On veut

. B
démontrer qu'on a pog.‘_/_:.

3

M étant fermé, la périphérie de K, contient des points de M
qui forment un ensemble fermé m. Soit eXE Vélongation
de m. Il existe alors deux points de m, A et A’, tels que leur
distance AA'=a<E.

E SN .
Supposons py > 7§~ Alors 'angle ACoA’ est plus petit que
120°; par conséquent, P’ étant un point arbitraire sur le plus

grand des arcs AA', on a A/Pk’<60°. Mais alors, AP ou A'P
est plus grand que AA’; donc P n’est pas un pointde iz (AA’
étant égal a I'élongation de m); on trouve ainsi que l'en-
semble m est situé sur le plus petit des arcs AA'.
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Menons une corde BB’ paralléle a AA’, entre AA’ et C,.
M étant fermé, aux environs du plus grand des arcs BB, il
n’existe pas de points de M. Par suite, si G, est assez voisin
de G, et situé a la méme distance p; < po de B et de B', le
cercle de centre G, passant par B, contiendra I'ensemble M.
C’est une contradiction, parce que po est le rayon le plus petit
possible.

CERTIFICATS DE MATHEMATIQUES GENERALES.

Grenoble.

EPREUVE THEORIQUE. — On considére une verticale ascen-
dante Oy et une horizontale Ox qui la rencontre; soit M
un point matériel de masse m, de coordonnées (x, y),
situ¢ dans le plan 2O y. Ce point est pesant; il est en outre
repoussé par chaque élément P de la verticale Oy avec
une force qui est proportionnelle @ la masse m, a la masse
de U'élément P, est inversement proportionnelle a la 4° puis-
sance de la distance PM.

On demande :

1" Quelles sont les projections sur Ox et sur Oy de la
résultante des forces appliquées au point M?

2" Ecrire les équations du mouvement du point M sous
U’action de ces forces, etintégrer ces équations sachant que
la vile,sse initiale du point M est contenue dans le plan zOy .

3" Etudier sommairement les divers mouvements pos-
sibles; en particulier tracer approximativement les diverses
Jormes que peut affecter la trajectoire suivant les condi-
tions initiales. On montrera que cette trajecloire ne peut
Jamais rencontrer la verticale Oy.

§° Etudier plus particuliérement le mouvement lorsque
la vitesse initiale du point M est verticale; on distinguera
le cas on elle est dirigée vers le haut et le cas ou elle est
dirigée vers le bas; on précisera dans ces deux cas la
Jorme de la trajectoire en étudiant sa concavité.
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5° On peut toujours supposer qu’on a choisi Ox passant
par la position initiale du point M. Dans le cas ou la
vitesse initiale est verticale ascendante, la trajectoire coupe
alors Ox en un deuxiéme point.
Calculer U'aire limitée par Oz, entre les deux points, et
la trajectoire du point M en supposant

Vo= &, rp=2K=1.
EPREUVE PRATIQUE. — Calculer les racines de ’équation

3zb+ 2223+ 6322+ 34x — 24 =0

. , . , [ |
avec une erreur inférieure ou au plus égale a o

(Juillet 1913.)

EPREUVE THEORIQUE. — Intégrer U’équation différentielle
dy L 2% 41t
AN —_— -~ = 0.
dz vz’ T ix o

Former l’équation de la courbe intégrale qui passe par
Uorigine des coordonnées, et construire cette courbe pour
les valeurs de x comprises entre o et 1.

Former les quatre premiers termes (c’est-da-dire les
termes de degré o, 1, 2, 3) du développement en série de
Mac-Laurin pour l'intégrale précédente, et en déduire la
Sforme de la courbe dans le voisinage de l'origine des
coordonnées.

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer a oG prés la racine posi-
tive de U'équation

¢+ 223 — 32— 1220 —18 = 0.

1 Centre de gravité de la portion de l’ellipsoide

situé au-dessus du plan z = o. (Novembre 1913.)



(33)

Lille.

EpREUVE THEORIQUE. — L. Question de cours. — Composition
des mouvements vibratoires rectilignes de méme période
paralléles. Interférence.

II. Problémes. — 1° Trouver le lieu géométrigue du
miliew d’'un segment de longueur donnée dont les extré-
mités se déplacent sur un cercle de rayon r et sur un dia-
métre fixe de ce cercle.

Indiquer quelle doit étre la longueur donnée pour que
le liew soit la courbe (V) représentée par l'équation

T4 1022yt — 4riat= o,

le diameétre fire étant pris pour axe des abscisses et le
diamétre perpendiculaire pour axe des ordonnées.

Construire la courbe (1), calculer U'aire de la région
du plan qu’elle limite.

20 Etant donnés, dans un plan, un pole O et un are
polaire Ox, trouver toutes les courbes telles que Uaire du
triangle curviligne limité par Uawze polaire, un arc de la
courbe et un rayonvecteur quelconque soit proportionnelle
a la longueur de l’arc de la courbe.

Erreuve prATIQUE. — [ Géomdétrie analytique. — z variant
de o a =, on considére la courbe représentée par Uéquation

y=e""Vsinz.

v Calculer le maximum de y.

Soit A le point correspondant de la courbe. Calculer le
rayon de courbure en ce point.

2° Soit B le point d’abscisse =. Calculer en degrés et
minutes l'angle que fait en ce point la tangente a la
courbe avec ’axe des x.

3° Calculer U’aire limitée par l’arc AB, la verticale du

- point A et Uaxe Ox.
4 Déterminer-les coordonnées du point d’inflexion.

Il. Mécanique. — Pendule composé dont I'axe de sus-
penston n’est pas horizontal. Un corps solide est pesant et

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XV. (Janvier 1915.) 3
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mobile autour d’un axe qui fait avec le plan horizontal
Pangle i(o< t <E> Donner Uéquation différentielle du
mouvement : on déterminera la position du solide par
Uangle 0, compté algébriquement, de la perpendiculaire
abaissée du centre de gravité sur l’axe de rotation avec
celle de ses positions ou elle a la plus grande pente et est
dirigée vers le bas. Positions d’équilibre dusolide. Montrer
qu'il existe un pendule simple oscillant dans un plan
vertical et synchrone du pendule composé considéré. Com-
ment change la durée des oscillations infiniment petites
d’un pendule composé, st on le fait osciller successivement
autour du méme axe (par rapport a lui) placé d’abord
horizontalement, puis faisant Uangle ¢ avec le plan hori-
zontal? (Juillet 1913.)

EPREUVE THEORIQUE. — 1. Problémes. — 1° Etant donnés
trois axes de coordonnées rectangulaires Oz, Oy, Oz,
construire les projections sur les plans de coordonnées de
la courbe (V) représentée par les équations

x =rcosy, ¥y =rsing, z:—-(e" +eK>,
2

our, K, o désignent deux longueurs données et un angle
variable.

Rectifier la courbe (T').

Montrer que les tangentes a (T') touchent une sphére de
centre O.

2° Dans un plan rapporté a un péle O et a un aze
polaire Oz, construire la courbe (C) représentée par
Uéquation

P =a ?mngm’

w et p désignant 'angle polaire et le rayon vecteur d’un
point, a étant une longueur donnée.

Former et intégrer U'équation différentielle des trajec-
toires orthogonales de la famille de courbes engendrée
par (C) quand a varie.

II. Question de cours. — Définir le mouvement hélicoidal
uniforme d’un corps solide par application de la compo-
sttion des mouvements.
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EPREUVE PRATIQUE. — |. Un point matériel M, de masse m,
est soumis & l'action de la pesanteur, qui lui imprime
Daccélération g, et d’autre part a une attraction issue
d’un point fize O, constante et égale en valeur absolue
amg.

Démontrer que la résultante de ces deux forces dérive
d’une fonction de forces. Définir géométriguement les
surfaces de niveau.

Le point M est soumis auzr deux forces précédentes et
assujelti a se mouvoir sans frottement sur une droite
horisontale Ox passant par le point O. On le place en un
certain point My de Ox, et on le lance avec une certaine
vitesse, vers le point O ou dans la direction opposée. Quel
est le mouvement du point M jusqu'a ce qu’il atteigne le
point O? Calculer la réaction de la droite Ox.

II. Caleculer Uintégrale

/‘l dx
(.1;“—:—1)(.z‘2+z+1)'

0

(Novembre 1913.)
Lyon.

EPREUVE EcRireE. — On donne trots axes rectangulaires et
la surface (P) qui, rapportée a ces axes, a pour équation

2 =22+ yi

On porte sur Oz une longueur OA égale a l'unité et
U'on considére le cylindre (C) dont les génératrices sont
paralléles & Os et dont la base, dans le plan zOy, est le
cercle de diamétre OA :

1" Montrer que les surfaces (P) et (C) se coupent sui-
vant une ellipse dont on calculera la surface.

2° Trouver le volume V du solide limité par le cylindre
(C), le plan 5 = o et la surface (P).

3" Calculer la portion de la surface du cylindre (C)
limitée par le plan z =o et la surface (P).

4° Calculer Uintégrale curviligne

f(xz z_’)d 1 d
Yy + 3 xr —2y*ay
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prise le long du cercle de base du cylindre (C). Pour

quelle raison la valeur absolue de cette intégrale est-elle
égale au volume V demandé dans 2°?

EPREUVE PRATIQUE. — 1° Intégrer l'équation diffé-
rentielle
22(1+ 22)2 )" = 2.

2° Construire la courbe représentée par l’équation
1+ x?
y=L{(—5—) +3warctangx.
x

30 dsymptotes de cette courbe.

3° Calculer des valeurs approchées a & prés des abs-
cisses des points ou cette courbe coupe Oz.

(Juillet 1913.)
Eereuve serire. — L Intégrer équation
2y yri= o
2° Trouver toutes les courbes intégrales telles que, pour
z=1,onalty =1ouy =—1.
3" Forme de ces courbes.

4% Soit y =f (&) l’équation de la courbe intégrale qui
passe par L'origine et qui est tangente en ce point « l'axe
des x. Déterminer une constante « lelle que

Sflx)—az?

x3

att une limite finie lorsque x tend vers zéro. Valeur de
cette limite.

1. Discuter l’équation
2+ Ljar—1]=0

et calculer ses racines a {; pres.

Mécanique. — Comment parvient-on a énoncer le prin-
cipe de la conservation de l'énergie. Systémes aurquels
s’applique ce principe.

Exercice. — Un point matériel M de masse m est repoussé
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par un centre fixe O suivant une force dont l’intensité a
2

pour expression » ot K est une constante réelle donnée.

P
On demande de trouver la trajectoire, en supposant qu’a
Uorigine du mouvement la vitesse v, est perpendiculaire
au rayon vecteur initial OMy = r, et que l’on a de plus
K2 = 3r302. Siletemps le permet on examinera de plus
preés la courbe trajectoire.

EprEUVE PRATIQUE. — I. Soient A et B deux points qui,
par rapport a trois axes rectangulaires, ont respectivement
pour coordonnées:x =1,y =0,5=0elx =1,y =1,%=0.
Trouver le volume du solide limité par le plan 3 =o, la
surface z =x /z* +y* et le prisme droit qui a pour base
le triangle OAB.

Les candidats traiteront la question successivement par
les différentes méthodes qu’ils connaissent.

1. Calculer les intégrales
fal

X

]

o1

Py}

3

3 dr

(1= 22 da, [ —
J, costa

(Novembre 1913.)

Marseille.

Epnieve scrire. — 1° Construire la lemniscate p?=a?cosaw.
Calculer : Uangle V que fait la tangente a la courbe avec
le rayon vecteur qui va au point de contact; — l'angle a
que fait cette tangente avec l’axe polaire; — l’angle 8
que fait la normale a la courbe avec le méme axe polaire;
— Uangle polaire w étant pris pour terme de comparaison.

2° Calculer, avec w variable indépendante, la différen-
tielle ds de U'arc de la courbe, la comparer a da et en
conclure le rayon de courbure en un point en fonction du
rayon vecteur p.

3° Calculer U'aire d’un secteur de lemniscate, en parti-
culier d’une boucle.

4° Enfin, on fait tourner la lemniscate autour de l’axe
qui passe par ses sommets. Calculer les ravons de cour-
bure des sections normales principales en un point de la
surface de révolution obtenue.
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SOLUTION.

o diminvant quand w varie de w ac l’angle aigu V de la

ESN

tangente avec le rayon vecteur est déterminé par la for-

!
0 . s
mule tang V= — 5. On obnent% par une dérivation loga-
0

Lo T . .
rithmique et 'on a V= - —ow. On voit ensuite que l'on a

. ,
2 =3w—— et enfin § = 3w, résultat remarquable.
2
Des formules

ds = ——a—ii—w— et da = 3dw
Vcos2w

on tire de suite

R = a—bl.
P

Wl -

Pour le secteur, on a
1 .
u = Za? sin 2w,

w partant de zéro.
[.a section principale qui touche le paralléle de la surface
de révolution a pour rayon

__psinw
T sin3w
(Octobre 1913.)
EvREUVE PRATIQUE. — Un point pesant M est assujetii a

se mouvoir sans frottement sur un cercle vertical de
rayon R. Il est repoussé par une force perpendiculaire a
la tangente AB proportionnellement a la distance de M
a AB. :

La répulsion a la distanceR est égale au poids du point.

Trouver les positions d’équilibre en donnant numéri-
quement la tangente de la moitié de l’angle § que fait le
rayon OM avec la verticale, et marquer sur la figure ces
positions d’équilibre.

Dire si elles sont stables ou instables.
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SOLUTION.

La projection des forces mg (1 + sinf) et mg sur la tan-
gente au cercle donne une somme algébrique
T = mg (1+ sinf) cos0 — mg sin,
Dans le cas de I’équilibre, T est nulle et ’on a

1+ sin® = tang®.

] o L .
En posanttang —= t, on est conduit & résoudre numéri-
2

quement ’équation
th+ 413 —1=o0.

Il y a une racine positive
ty = 0,62 = tang 31°48'
et une racine négative
ty= — §,01=tang(—75°),

ce qui donne
0, =63°36 et 6y = — 150"

et correspond a deux positions presque opposées sur le cercle.

La dérivée T' = mg (cos® + cos2§ —sin 0) est manifeste-
ment négative pour un angle voisin de 60° il en résulte que
T varie en sens inverse de 6 dans le voisinage de I'équilibre
0y qui est par suite stable. L’autre équilibre 6, est forcément
instable; on peut d’ailleurs le vérifier par la considération de
la dérivée T'. (Novembre 1913.)

Montpellier.

EpPREUVE EcRITE. — Les axes étant rectangulaires, on
donne la parabole représentée par l’équation

yi=2pzx.

En un point (z, y) de la parabole on méne latangente,
et une droite D symétrique de la tangente, par rapport
a la paralléle a ’axe OX qui passe par M. -
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1" Déterminer lescoordonnées du pointM' oo la droite D
rencontre la parabole.

20 Déterminer les coordonnées du point C, milieu de MM’,
et trouver le lieu du point G, quand le pomt M décrit la
parabole.

3% Trouver l'enveloppe d’une droite CN, passant par C,
et paralléle ala tangente en M a la parabole.

1° N étant le point de contact de la droite CN avec son
enveloppe, démontrer que la droite NM passe par le som-
met O de la parabole.

ErREUVE PRATIQUE. — Une courbe C est upmsentee. en
coordonndées polaires, par Uéquation

I+ cos?w
p= A ——

2

Montrer que cette courbe est fermée et intérieure a la
circonférence du centre O et de rayon a.

Une sphére de rayon a a pour centre l'origine. Calculer
Uaire de la portion de la sphére située au-dessus du
plan 2Oy, quise projette, sur ce plan xOy, a Uintérieur de
la courbe C. (Juin 1913.)

kprivve Ecrite. — Une courbe G est représentée, par
rapport « trois ares rectangulaires, par les équations

a =31, y =32, s =2

on t est un paramétre variable.

1© Former les équations de la tangente en un point
quelconque M de la courbe et déterminer les points A et B
ot cette tangente rencontre les plans xOy et z0z.

. MA

2° Montrer que le rapport VB est constant, et trouver le
liew du point A, et celui du point B, lorsque M décrit la
courbe C.

3° Calculer la longueur de l'arc OM de la courbe C.

4° Du potnt M de la courbe C on abaisse une perpendi-
culaire MP sur le plan xQy, et l'on porte sur MP, dans le
sens de M vers P, une longueur MQ égale a l’arc OM.
Trouver le lveu du point Q.
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[LPREUVE PRATIQUE. — 1° Déterminer l’intégrale générale
de Uégquation différentielle du troisiéme ordre
dy

3 .
CY 38 sy = asing + cosx— 27 — 3.
dx3 dx i

2" Déterminer une intégrale particuliére qui représente
une courbe passant par Uorigine,tangente en O al’axe Ox,
et pour laquelle ce point O est un point d’inflexion.

(Novembre 1913.)

Nancy.

Premiére Partie : Analyse. — I. Intégration de l'équa-
tion linéaire du premier ordre par la méthode de varia-
tion des constantes; donner un evemple.

1. Soient Ox et Oy deux azes de coordonnées rectan-
gulaires el G une courbe tracée dans ’angle positif de
ces azxes. On désigne par P le pied de Uordonnée d’un
point quelconque M de cette courbe, par T le point de
renconire de la tangente en M avec I’azxe Ox et l’on sup-
pose OT > OP.

1° Déterminer les courbes C pour lesquelles l’aire com-
prise entre ’are Ox, la courbe C, I’axe Oy et l'ordonnée
PM est dgale a ’aire du triangle PMT. Construire les
courbes C.

v Démontrer que les deux aires précédentes, supposées
homogénes, ont par rapport & l’axe Oy des moments
d’inertie dont le rapport est constant quel que soit le
point M sur une quelconque des courbes C.

Deuxi¢me Partie : Mécanique. — On donne un systéme
d’axes de coordonnées rectangulaires Oz, Oy, Oz, ’axe Oz
étant dirigé suivant la verticale ascendante, et l'on con-
sidére la surface représentée dans ce systéme d’axes par
l'équation

o X

— = arctang=

h & z’
ot h désigne une constante :

1° Trouver la projection sur le plan xOy du lieu des
points de cette surface ou le plan tangent est paralléle a
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la droite d’équations

r=as, y==bx

2° Sur cette surface se déplace sans frottement un point
matériel A, de masse m, soumis d’une part a l’action de la
pesanteur, d’autre part a celle d’une force F, paralléle
au plan xQ0y, et variable avec la position du point A.
Comment doit étre choisie cette force F pour que le point
soit en équilibre sur la surface dans une position quel-
conque? Quel est le moment de F par rapport a 0z?

3° Calculer le travail de la force F lorsque le point A
passe d’une position Ay a une position A, en restant sur la
surface. (Juin 1912.)

Premiére Partie. — 1° Conditions pour que
P(z, y, 3)dz + Q(z, y, z)dy + R(x, y, 2) ds

soit une différentielle totale exacte. Lorsque les conditions
sont satisfaites, calculer l'intégrale indéfinie de cette
différentielle. :
Soient C une courbe rapportée a deux axes rectangu-
laires Ox, Oy et MN la normaleen un point quelconque M,
limitée a son point de rencontre N avec Ox.
1° Déterminer les courbes C pour lesquelles on a

MN = m.OM,
m étant une constante donnée.
2° Tracer une des courbes intégrales correspondant a
2
m =2 en utilisant les expressions de x et‘);?- en fonction
d’un méme paramétre.

Deuxiéme Partie. — On considére les droites représentées
par les équations

(N

r=az+p,
(y=a*s+ 4ap,

ol @ est un paramétre variable et p une fonction de a :

1 Comment doit-on choisir cette fonction p pour que
ces droites aient une enveloppe? Déterminer [’aréte de
rebroussement.
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2° Un point matériel, de masse m, se déplace sans frotte-
ment sur une quelconque des droites représentées par les
équations (1), les composantes de la force qui le sollicite
étant

|8

, 7= 2%,

=3
3

¢ — _
x\-—’z—zﬁ Y.._

%)
™

Déterminer les positions d’équilibre du point sur la
droite. Ecrire I’équation de son mouvement en utilisant
le théoréme des forces vives. (Octobre 1g12.)

CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL. — I. Question de cours:
Calcul d’une intégrale double en coordonnées polaires.

II. Les axes Oz, Oy, Oz étant rectangulaires, on
considére la courbe du plan Oy dont l’équation est

]
=1+ CO0S —»
2

-

en prenant Ox comme axe polaire, et l’on désigne par C
la partie de cette courbe en forme de boucle, obtenue en
faisant varier 6 de —n a + =. Trouver, en partant de la
notion d’intégrale double, l'aire du céne dont le sommet
est le point de l’axe Oz de coordonnées (o, 0,2 /3) et dont
la base est la boucle C.

GEOMETRIE ET MECANIQUE. — Les axes de coordonnées Oz,
Oy, Oz étant rectangulaires et Oz étant la verticale
ascendante, on considére le paraboloide de révolution
représenté par l'équation

22 =22+ y2.

1° Déterminer sur cette surface une courbe G telle que
la tangente en chacun de ses points fasse un angle cons-

; s T .
tant égal a 7 avec la tangente au paralléle en ce point.

On déterminera l'équation en coordonnées polaires de la
projection de cette courbe sur le plan xQy.

2" Un point matériel pesant, de masse m, est assujetti &
se mouvoir sans frottement sur la surface du paraboloide
el est soumis a l’action de la pesanteur et a celle d’une
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force normale a ’axe du paraboloide fonction seulement
de la distance du point a l’axe. Comment doit étre choisie
cette force pour que la trajectoire du point sur le para-
boloide soit la courbe C? Quelle est la loi du mouvement?
(Juin 1913.)

CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL. — 1° Trouver les solu-
tions de l’équation différentielle

21'}/% = K(z2+ y?).

Examiner si l’intégrale générale est donnée par la
méme formule pour toutes les valeurs de la constante K.

2° Les axes Ox, Oy étant rectangulaires, tracer la fa-
mille des courbes intégrales pour K = 2. Préciser la
Jorme de ces courbes en déterminant les tangentes
d'inflexion et tracant la courbe lieu des points d'inflexion.

3° Montrer que les sous-normales menées aux diverses
courbes intégrales (K 2 ou = 2) en leurs points d’inter-
section avec un cercle donné et tangent & lorigine a
l’are Oy ont une méme valeur.

GROMETRIE. ~~ Trouver la condition pour que des droites
de l'espace représentées par les équations

r=as—+p, ry=0bz+gq,

ot a, b, p, q, sont fonctions d'un méme paramétret, aient
une enveloppe.

MEcaNIQuE. -— Un point matériel, de masse m, est assu-
Jetti a se déplacer sans frottement sur une droile d’équa-
tions

p=oV3,  y=23V3

il est soumisa l'action de plusieurs forces dont la résul-
tante a pour projections sur les axes de coordonnées

X=—Kmy, Y=—Kmae, Z=—mg.

Trouver la position d’équilibre de ce point et étudier
son mouvement. (Octobre 1913.)
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Paris.

ANALYSE ET GEOMETRIE ANALYTIQUE. — L. Vérifier que les
fonctions x et y de la vartable indépendante t qui sont
définies par les équations

(r) x = acos’3t, y = a(sin®¢— 3sint),

ot a désigne une longueur constante donnée, satisfont
au systéme d’équations différentielles

dx . dy _
(2) 7[—3‘y_6asmt, 72——4—3@‘—0.

II. Montrer qu’on retrouve les fonctions (1) en intégrant
le systéme (2) avec les conditions initiales

xr = a, Yy =0 pour t = o.

1. Construire la courbe représentée par les équations(1),
x el y désignant des coordonnées rectangulaires.

IV. Trouver toutes les courbes dont chagque rayon de

Y
N
M
/P \
0 S
[y
/

courbure MC est coupé par l'axe Oy au tiers de ce rayon
de courbure a partir de son pied M (MC = 3MP). Comment
ces courbes se déduisent-elles de la courbe (1)?

MEcaNiQuE. — Un point matériel M non pesant, de
masse m, est mobile sans frottement sur un plan P dans
lequel on a fixé deuxr axes rectangulaires Oz, Oy. Le
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point M est soumis & une force F dont les composantes sur
les axes Ox et Oy sont respectivement

X=my, Y=maz.

1° Existe-t-il une fonction de forces? Et, s’il en est
ainsi, la donner ainsi que les courbes de niveau.

2° Former etintégrer U’équation différentielle des lignes
de force. Montrer qu’on obtient les lignes de force en
faisant tourner les courbes de niveau d'un certain angle
autour de Q.

3° Ecrire les équations différentielles du mouvement du
point M sous l’action de F. Donner l’intégrale géncérale
de ces équations.

4° Les conditions initiales étant

=1 o _ ., e,
’ Jo=1, dt —- ’ d[_ .

Tog=—1

montrer que la trajectoire est rectiligne et que le mouve-
ment du point M est périodique.
Quelle est la période de ce mouvement?

EPREUVE PRATIQUE. — Soit Sf(x) =2+ 3x2— 1052 + 200.

1° Montrer que Uéquation f(x)=o0 a (rois racines
réelles.

2° Calculer les valeurs de f(x) pour les valeurs crois-
santes de x a partir de x= 7, de diziemes en dixiémes,
Jjusqu'a ce qu’on trouve un résultat positif.

3° Calculer, a un milliéeme preés, la racine comprise
entre 7 et 8.

Nota. — Les candidats auront & leur disposition des
Seulilles de papier quadrillé, mais toute méthode de calcul
de la racine demandée est admise. (Juillet 1913.)

ComposiTiON 1’ ANALYSE. — L. 1° Trouver les deux fonctions
de x qui satisfont a l'équation différentielle

Y+oy'+idy=7e*—4x—6
et aux conditions initiales

y=o, Yy ==1 pour x = o.
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2° Développer en série entiére la différence de ces deux
fonctions.

11. Etant donnés, dans un plan, deux axes rectangu-
laires Ox, Oy, on considére les courbes (C)de ce plan qui
possédent la propriété suivante : M étant un point quel-

¥ c

conque de la courbe, et H la projection de O sur la tan-
gente en M a la courbe, la médiane OV du triangle OMH
a une longueur constante donnée a.

1° Former Uéquation différentielle (E) qui lie les coor-
données z, y d’un point quelconque d’une courbe (C).

2° Montrer que, st l’on pusse en coordonnées polaires
e, w d'origine O et d’axe polaire Oz, U’équation diffé-
rentielle (E) devient ’équation (E)

3ot dn?+ (p2— fa?) (dp2+ p2dw?) = o.

3° Intégrer cette derniére équation différentielle, en se
servant du changement de variable p? = a?u.

4" Déduire de U’équation (E), indépendamment de toute
intégration, que, st une courbe (C) ne se réduit pas a un
cercle de centre O, son rayon de courbure en M, est égal
a 30H.

5° Montrer que l'équation générale des courbes (C)
peuts’écrire, en désignant par B une constante arbitraire,

. 3 2 2
(z_;z_) = sin3(w — B) = cos3 (w — B).
En conclure la Sforme des courbes C.

MEcANIQuE. — Un point matériel M, de masse m =1,
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non pesant, situé dans le plan 20y, est soumis a l’action

—>
d’une force ¥ dont les composantes par rapport a deur
azes de coordonnées rectangulaires Ox, Oy sont respec-
tivement
2
. 2 2
X =1— _‘y_ , Y = _Z .
z? x
1° Trouver l'équation des lignes de force du champ

—
créé par F et construire ces lignes.

2° Existe-t-il une fonction de forces? S’il en est ainsi,
la déterminer et construire les lignes de niveau.

3° On imagine que le point M est assujetti a se mouvoir
dans un tube de section infiniment petite dirigé suivant
la droite y = x + 1. Le mouvement a liew sans frottement;
a lorigine des temps le mobile est lancé du point A
d’abscisse x =1 avec une vilesse dont la composante
initiale est 'y = — (1 +/2).

Montrer comment le théoréme des forces vives permet
de trouver la positionde M en tout instant; en particulier,
indiquer le temps employé par le mobile pour aller de A
Jusqu’au point B. Intersection du tube et de l’axe des y;
et donner le travail effectué de A en B.

EpPREUVE PRATIQUE. — Calculer @ o,0001 prés les abscisses
des points de contact des tangentes menées, par l'origine
des coordonnées, a la courbe

ex e

}/:———;———‘

On pourra ramener d’abord ’équatipn du probléme a

la forme
T+

xr —1

— 2T = 0.

Toutes les méthodes d’approximation, y compris les
méthodes purement graphiques, sont admises.
(Octobre 1913.)

Rennes.

CoMPOSITION ECRITE. — I. Courbure des courbes gauches.

(Formules de Serret.)
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II. Intégrer U’équation différentielle

dy 2ax

dr ~ a*—a?
si l’on détermine la constante d’intégration de maniére
qu’on ait y =o pour =0, on obtient l’intégrale parti-
culiere

x?
(1) y:—alog(n——;;}-
Etudier la forme de la courbe représentée par l’équa-

tion (1) en coordonnées rectangulaires. Calculer I'expres-

sion du rayon de courbure, et la longueur d’arc comptée
a partir de lorigine.
EPREUVE PRATIQUE. — 1° Soil la courbe
x=06¢+ 62+ 213,
¥y =283,

z = 6¢.

Calculer les cosinus directeurs a, B, v de la tangente.
Incidemment démontrer I'identité

(Lt tr+ 1 =201+ t+ £2)2

.. . ds
et enconclure que a, 8, y ainst que la vitesse V = o sont

rationnels en t.
2* Calculer les coefficients A, B, C du plan osculateur

A:.}/’z"——z"}/"; B:Z’.T”*—-Z',z”; sz"y”__)/’x”.
Incidemment démontrer ’identité
(L) 2(1+2)2= (1 L + £2)?

et en conclure que les cosinus directeurs de la binormale,

«", 8", v", sont rationnels en ¢. (Novembre 1913.)

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XV. (Janvier 1g15.) 4
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

2222.

(1914, p. 333.)

Soient (E) une ellipse ayant pour axes Ox et Oy, M un
point de cette ellipse. La tangente en M a (E) coupe Ox
et Oy en a et §;la normale les coupe en o et 3'. Soient (1)
la parabole tangente en O a Ox et touchant les paralléles
a la normale et a la tangente menées respectivement
paraeta; (P')la parabole analogue, obtenue en rempla-
cant Oz par Oy.

1° Démontrer que les paraboles (P) et (P')ont méme axe
et méme foyer;

2° Donner une construction géométrique simple de l'axe
et du foyer communs.

F. BALITRAND.

SoLuTION
Par M. R. Bouvaisr.

La construction classique du foyer d’une parabole dont on
connait trois tangentes, et le point de contact situé sur l'une
d’elles, montre que le foyer commun des paraboles (P) et (P')
est le point d’intersection F des cercles O a3, Oa'p'. La direc-
tion commune de 'axe de ces paraboles est la symétrique de la

droite OF par rapporta Oz ou Oy.

Autre solution par 'auteur.

’ 2226.

(1914, p. 336.)

On donne une ellipse (ou une hyperbole) et un cercle
ayant le méme centre; trouver le lieu du point d’intersec-
tion des tangentes menées & la conique par les extrémités

d’un diamétre du cercle.
T. Ono.
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SOLUTION.
Par M. R. Bouvaisrt.

Soit O le centre de 'ellipse ou de 'hyperhole, le lieu cher-
ché est le lieu de l'intersection des’tangentes menées a cette
courbe par un.point M du cercle avec le diamétre conjugué
de OM.

Soient Rcosp, Rsing un point du cercle, nous sommes
ramenés a éliminer ¢ entre les deux équations

(R’cos?zp+ R*sin’?_l><“:i:_!_ )
at - :

b? a? b2
_[R.rcoscpiRysinzg_l]’zo’
a? b2
z Y o;

atsing = bcosg
il vient
2( R2—= b2
S(REE B2)

R2=o.
az

(R*— a?)
2 5 —

Le lieu est donc une conique, qui coincide avec le cercle
orthoptique si R? = a?== b2,

222°.

(191%, p. 336.)

Le lieu du point d’intersection des normales menées aux
ertrémités des diamétres conjugués d’une ellipse est une

courbe du sirxiéme ordre.
T. Ono.
SoLuTiON

Par M. R. BouvalsT.

Nous obtiendrons I'équation du lieu en éliminant ¢ entre
les deux équations

ax b

— ——l- —c?t=o,
cos¢ sing

azx b

= 4 2F +c?=o0;

L sino  cos¢
il vient
ct
(a2z?+ b2y2)3= Y (a2z?— bz},-z)z.

Le lieu est la projection d’une rosace a quatre branches.
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2228.

(1914, p. 336.)

Etant donnés deux Sfaisceaurx de cercles ¢ et ¢, on assocte
a chaque cercle du faisceau ¢ le cercle du faisceau ¢’ qui
lui est orthogonal. Démontrer que le lieu du centre du
cercle qui passe par leurs points d’intersection et par un
point fixe du plan est une conique.
R. GOORMAGHTIGH.

SOLUTION GEOMETRIQUE.
Par M. R. BouvaisT.

Soient A et B, A" et B’ les points de base des faisceaux ¢ et ¢’y
O lintersection des droites AB et A’ B'. Soient T et I deux
cercles associés : leur axe radical enveloppe une conique tan-
gente 2 AB et A'B’; soit en effet M le point de rencontre de
cette droite avec AB; il existe un cercle T' et un seul passant
par A’ et B’ et orthogonal au cercle de centre M et de rayon

YMA.MB;il n’existe de méme qu’un cercle I orthogonal a I'-
L’axe radical des cercles T' el I' ainsi déterminés passera
par M; comme il est unique, les points de rencontre de cette
droite avec AB et A’ B’ se correspondent homographiquement;
son enveloppe est donc une conique. Une transformation par
inversion montre donc que I'enveloppe d’un cercle passant
par l'intersection de T et I' et un point du plan est une inverse
de conique; son centre décrit par suite la polaire réciproque
de cette derniére conique.

. QUESTIONS.

2231. Soient a une racine simple de ’équation ¢(z) = o et
F(z) un polynome défini par I'équation

e¥(z) = (z — a)?F(x).
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Démontrer qu’on a
F(a)=g¢%a), F(a)=9¢'(a)e"(a),
?vz(a) N '\Pl(a)(?"'(a)’
{ 3

F'(a)= A

Supposant qu’on ait
?(x)=(z‘——a,)(x — dg)...((l’f"—au)

et que f(z) soit un polynome de degré m(m <2n), vérifier
I'identité
Sf(z)

(x—ay)(x —as)?...(x—ap)?

_ i S(a;) !
B [¢'(a)]? (x — a;)?

i=1

< f(ane (a)—fla)d (a) 1
—+ T .
[“P (at')]3 xr — a;

i=1

Les nombres a,, @y, ..., a, étant connus, déterminer le
polynome f(x) par la condition que la relation précédente
ne contienne pas de termes de la forme

A;
r—a;

et, dans ce cas, trouver la forme de la relation considérée.
N. ABRAMESCU.

2232. Sur les perpendiculaires abaissées du centre O du
cercle circonscrit au triangle ABC sur les cotés de ce triangle,
on prend respectivement les points D, E, F tels que

DB=DC=X/, EC=EA=m, FA=FB=\n,

{, m, n étant des nombres donnés et A\ une quantité variable.
Déterminer A de telle sorte que le centre d’orthologie (deux
triangles ABC, A'B’'C’ sont orthologiques quand les perpen-
diculaires des sommets A’, B’, C’' sur BC, CA, AB sont con-
courantes en un point P, et aussi les perpendiculaires de A,
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B, C sur B'C’, C'A’, A’B’ concourent en un point P’; P et P’
sont dits centres d’orthologie) des triangles ABC, DEF
(autre que O) soit respectivement symétrique des sommets A,
B, C par rapport aux cotés EF, DF, DE.
N. ABRAMESCU.

2233. Soient A’, B, C’ les pieds des trois céviennes AM,.
BM, CM du triangle ABC. Trouver P'enveloppe T' de 'axe
d’homologie A des triangles ABC, A’B'C’ quand le point M
décrit une courbe E. En particulier : 1° quand la courbe =
est une conique circonscrite au triangle ABC, T' se réduit a
un point; 2° quand £ est une droite, I est une conique inscrite
au triangle ABC. Etudier la transformation M, A; 3° quand
la courbe Z est une conique variable d’un faisceau passant
par les points donnés A, B, C, D, la courbe T' se réduit & un
point qui décrit deux droites.

N. ABRAMESCU.

2234. De chaque point M d’une courbe (M), on abaisse une
perpendiculaire MH sur une droite fixe A; par le point H on
méne les paralléles MT et MN a la tangente et & la normale
en M a (M). Lorsque M décrit (M), ces deux droites enve-
loppent deux courbes (T) et (N). Montrer que les centres de
courbure de ces courbes s’obtiennent par la construction sui-
vante : Soient I le point de rencontre des normales a (T)
et (N) et A la projection sur A du centre de courbure de la
développée de (M); A’ le symétrique de A par rapport a I.
Les projections de A’ sur les normales aux courbes (T)et (N)
donnent les centres de courbure cherchés. (Comparer Nou-
velles Annales, juin 1913, question 2207.)

F. BALITRAND.

2233. Soient A, B, C, D les pieds des normales, issues d’un
point P, a une ellipse d’axes Oz et O y. Les points B, C, D
et le point A’, diafétralement opposé sur I’ellipse au point A,
sont sur un cercle dit cercle de Joachimsthal. Démontrer
que le centre de ce cercle peut étre obtenu par la construc-
tion suivante : Soient a et @ les points de rencontre de la
normale en A avec les axes Oz et Oy, M le point d’intersec-

‘tion des perpendiculaires élevées par ces points aux axes,
M, le symétrique de M par rapport a O; le centre cherché
est le milieu du segment M; P.
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Ce théoréme résulte de I'équation du cercle de Joachimsthal

mise sous une forme convenable.
F. BALITRAND.

2236. Trouvgr l'intégrale

z
g dx
) sintz —sin?z + y
E.-N. BaARIsIEN.
2237. Les trois équations

(1) (x —2a)(2x +~a)(x+6a)(2x—3a)
—jaz(3z —4a)(jz—ga)=o,

() Vavsa=3a+(a—a)/a+ra
Navia 37 (a—m\ Ve ssa=yatavs,

3) Vaya+yai+ o +{aya—Ja—a =y2a/a

. a . .
ont les deux racines communes I CE= V33) qui sont racines

doubles de I'équation (1).
Les autres racines de ’équation (2) sont

o, —a(3=y=3), -Zf (3=5y=3).

Les autres racines de 'équation (3) sont

o, £(9=V38)(—1+y—3), 2 (9= v3) (—1—y=3).

E.-N. Barisien.

2238. Etablir les identités suivantes :

o
1

1 n(n—ri) 1.3
T an—1 2! (2n—1)(2n—3)
n(n—i)y(n—=2) 1.3.5
31 (2n—1)(2n-—3)(2n—5)+"°

n 1 _ 2.4.6...(2n)
12n—1 T 1350 (20 —1)’
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20
1 +n——| 1.3
2n —1 1 (2rn —1)(2n—3)
+(n—|)(n—2) 1.3.5
2! (2n—l)(2n—3)(211——5)+”'
on—i _! 2.4.6...(2n)
—"2n—1+l_2|.3.5...(2n—1)'

T. Ono.

2239. On donne deux points A, B sur chacun des axes de
coordonnées rectangulaires. Soient AM, BN deux droites
menées jusqu'a 'axe opposé, et P leur intersection, de telle
sorte qu’on ait la relation

I I I

1
AP TPM —BP T PN’

1° Démontrer que le lieu du point P est une strophoide;

2° Les tangentes en A, B sont paralléles a son asymptote
réelle;

3° Les deux tangentes menées de A a la courbe sont égales
a OA, O étant l'ovigine des coordonnées;

4° L’aire de la boucle est représentée par I'expression

[4((1‘— b*) + 8ab(at— bﬂ)]ogz :Z

— (@' —6arbrr b’*)n].

a?b?
2(at+ b2)3

ot OA =a,0B =6 < a;
5° Examiner le cas particulier ot @ = b.
T. Ono (Kagoshima, Japon).

2240. Des pieds des bissectrices intérieures, D, E, F, d’un
triangle ABC, on méne les paralléles aux cotés du triangle;
elles coupent BC, CA, AB respectivement en E, et Fy, D,
et E;, D; et F,. Montrer que les droites AF;, BE; et GDy,
AE,, BD; et CFy concourent en deux points J; et J, tels que
la droite J;J, est perpendiculaire a la ligne des centres des
cercles inscrit et circonscrit au triangle ABC.

V. THEBAULT.
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SUR LES QUADRILATERES DE PONCELET;

Par M. Paur MONTEL.

Soient O et O’ les centres de deux cercles de
rayons R et 7, et d la distance de ces centres. Si le
cercle O est circonscrit & un triangle dont les c6tés
sont tangents & O, les nombres R, r et d sont liés par
la relation d?=R2=+ 2Rr, due & Euler. M. Gambier a
donné récemment une démonstration élégante de la
relation d’Euler qui permet de déduire, de I'existence
d’un triangle inscrit dans O et circonscrit a O’, I'exis-
tence d’une infinité de pareils triangles ().

Je me propose de donner une démonstration élé-
mentaire directe du théoréme correspondant relatif au
quadrilatére :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’il
existe un quadrilatére convexe inscrit dans O et cir-
conscrit a O est

(1 = e -
7T (R=d) -+ (R+d)t’

S’il existe un pareil quadrilatére, il en existe une
infinité ().

Je démontrerai cette proposition en faisant voir que:

(') Nouvelles Annales de Mathematiques, §° série, L. X1V, 1914,
p. 366. '

(?) Poncelet a démontré que, s'il existe un polygone de n cotés
inscrit dans O et circonscrit & O', il en existe une infinité; on
donne le nom de polygones de Poncelet aux polygones inscrits
dans un cercle et circonscrits a un autre cercle.

Ann. de Mathémat., e série, t. XV. (Février 1g15.) 5
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1° s’il existe un quadrilatére convexe inscrit dans O et
circonscrit a O, la relation (1) est vérifiée; 2° si la
relation (1) est vérifiée, on peut construire un quadri-
latére inscrit dans O et circonserit & O/ dont I'un des
sommets est pris arbitrairement sur O.
Soit ABCD ( fig. 1) un quadrilatére convexe inscrit

dans un cercle O et circonscrit a un cercle O’que nous
supposerons d’abord situé dans I'intérieur du quadri-
latére; la puissance du centre O’ par rapport au

cercle O est
d*— R =—0'A.0'E,

E étant le milieu de I’'arc BCD. Soient H le point de
contact du c6té AD et du cercle O/, et I, milien de
Parc BAD, le point diamétralement opposé au point E
sur le cercle O. Les triangles AHO' et FBE sont sem-

P
blables, puisqu’ils sont rectangles, et que les angles BFE

et EAD sont tous deux égaux alamoitié deI'angle BAD.



On a donc
O'A r
() SR — BE’
d’ou .
O'A.O'E =2Rr g—.

BE

SoitK le poxnt de contoct du c6té CD et du cercle O
/\
I'angle 0 (JK est complémentaive de l'angle EAD,

. PO PO
puisque les angles BAD et BCD sont supplémen-
taires; la droite CO’ passe d’ailleurs par le point F.
Les triangles CKO' et EBF sont semblables et ’on peut
écrire
e 0'C 7
3) SR~ BE’

d’on, en divisant (2) et (3) membre & membre,

O'A _ BF
O'C  BE’

=1

On déduit de 14, comme —O—}(\: = u

=

OE _OF VNOE +0F /o)

BE = BF SR

VBE' + BF
donec

1 —_—
'"AVO'E =2Rr——+ 0 I =rya2(R2+ &)

ct

—R2=—rya(R2+d2).
Si(fig. ») le cercle O'n’est pas intérieur an quadri-
latere, il suaffit de remarquer que la puissance du

point O’ est alors égale a +~O'A.O'E et de répéter
les mémes raisonnements pour aboutir a la formule

d*—R?= 4 r /2 (RT+ a?).
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Dans tous les cas, on peut écrire

d*— Ri==*r/2(R?+ a&2)

ou

(d*— R2)2=2r?(R*+ a2) = rt[(R—d)?+ (R + d)?],

c’est-a-dire

o L 1 N 1
" (R—d)  (R+d)
Fig. 2.
A
0
B
K “H
0

Réciproquement, supposons que cette relation soit
satisfaite; on en déduit que

1 1

-'—i>(—l‘_—d)2 ou 7"<(R—d)’;
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donc
r< R—d ou r<d—R.

Le cercle O’ est donc tout entier a l'intérieur ou toul
entier a 'extérieur du cercle O. Considérons seulement
le premier cas : par un point quelconque B du cercle O,
menons une tangente BA au cercle O’ qui rencontre le
cercle O en un second point A; par A menons la
seconde tangente au cercle O’ qui rencontre en D le
cercle O, et enfin par D menons la seconde tangente
au cercle O' qui rencontre en C le cercle O; je vais
montrer que DC est tangente au cercle O', Soient
encore E et F les milieux des arcs BCD et BAD,
et H le point de contact de AD et du cercle O'. Nous

pouvons écrire, puisque d* — R?=— ry/2(R24 d2),
O'A.O'E =rya2(R2+d?),

et, comme
(2) O'A o
) 2R ~ BE’
on a aussi
O'E

"AVO'E=2Rr—:
’ 0'A.0 2Ry
d’ou

OE _ V/aRirdf),
BE 2R

Joignons O'F qui rencontre le cercle O au point C/,
on aura

0

VOE - 0F o

/E _
BE ———= = BF
VBE -~ BF

'F
BF ’
et comme
O’'A.0O'E=0'F.0'C,

o'c BE

§ 9« _BE
(o O'A ~ BF

Divisons membre 4 membre les égalités (2) et (4),
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il vient
o' r

(5) =—-ﬁ-

jev}

2

Soit K’ le pied de la perpendiculaire abaissée de o
sur C'D; les triangles C'K’ O’ et EBF sont semblables

) .. T~
puisqu’ils sont reclangles et que les angles O'C/K’

et BEF ont la méme mesure; on en conclut la propor-
lion
(O304
2R

O'K
BF ’

qui, comparée a la proportion (5), montre que O'K’
est égal & r : la droite DC' coincide avec la droite DC
et le point € avec le point C. La droite O'C est alors

N
la bissectrice de 'angle BCD et, par suite, BC est tan-
gente au cercle O'.
La démonstration est la méme lorsque le cercle O’
est extérieur au cercle O.

Remarque I. — Nous n’avons pas établi, dans la
démonstration réciproque précédente, que le quadrila-
tére construit est convexe; mais un quadrilatére 1ns-
criptible ne peuat éire que convexe ou biconcave et
nous allons voir que, dans ce dernier cas, les cercles O
et O’ sont nécessairement sécants.

Soit, en effet (fig. 3), ABCID un quadrilatére bicon-

cave inscrit dans O et circonserit & O’ : les bisseclrices

. - N
extérieures des angles BAD et BCD se coupent en O';
elles doivent aussi se couper au milieu de 'are AC du
cercle O, donc le point O’ est situé sur la circonfé-
rence O.
Réciproquement, supposons que le cercle O’ ait son
centre sur O ; construisons, comme précédemment, les
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cotés BA, AD, DC tangents & O'; je dis que lo coté BG
est aussi tangent & ce cercle; en effet, la droite AO' est
la bissectrice extérieure de I'angle BAD, donc O’ est le
milieu de I’arc AO’C du cercle O; par suite, CO' est la

Fig. 3.
o i
\\N‘
//\.‘\\\
/,/// \\\ \\ \\
/// \\\ / \\\1 | \
| \/i \ %
i0” 0 /. /o i
\ / ’-.\ / / /

bissectrice extérieure de 'angle BCD et BC est tan«
gente au cercle O'. On peut remarquer gue tous les
quadrilatéres ainsi construits admettent la droite OO’
comme axe de symélrie, carla bissectrice intérieure de
Pangle DAB et celle de l'angle BCD rencontrent le
cercle O au point O’ diamétralement opposé au
point O': le diametre O'O" est perpendiculaire aux
cordes AC et BD.

Remarque 11. — La relation (1) peut s’écrire

1 I
z
O'P 0'Q

27

1
re

en appelant P et Q les extrémités du diamétre du
cercle O qui passe par O : on déduit de cetle formule
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une construction rapide du rayon r lorsqu’on se donne
le cercle O et le centre O'. La longueur r est, en
effel (fig. 4), la hauteur d’un (riangle rectangle dont

Fig 4.

g

les cotés de 'angle droit ont pour longueur O’P et O’Q.
Sous sa derniére forme, la relation (1) peut étre rap-
prochée de la relation d’Euler d*=R2==2Rr, qui

s’écrit de méme
1 I 1

I+

r~ OP00Q

[A1la] ,
SUR LES PROGRESSIONS ARITHMETIQUES
DISPOSEES EN ESCALIER;

Par M. R. ALEZAIS.

Un probléme élémentaire d’Arithmétique a attiré
Pattention de M. Haton de la Goupilliere qui lui a
consacré deux Notes dans les Comptes rendus de
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I’Académie. Voici quelques compléments sur la pre-
miére de ces Notes (Sur une propriété des progres-
sions arithmétiques, 23 novembre 1914) :

Avec M. Haton de la Goupilliére, je dirai que les
termes d’une séric sont disposés en escalier ou
forment un escalier, quand ils sont écrits sur des
lignes superposées dont la plus élevée comtient les
p premiers termes de la série, la deuxiéme les p +¢
suivants, la troisiéme les p -+ 2¢ suivants, et ainsi de
suite; j'appellerai p le palier et ¢ la marche. Je dirai
aussi que les p 4+ (n —1)q termes de la n*™° ligne &
partir du haut forment la nééme assise.

Le probleme est le suivant : Le premier terme a
d’une progression arithmétique étant un entier
positif, nul ou négatif et sa raison r un entier
positif, on cherche a déterminer lesentiers a, r, p, q
de maniére que la somme des termes de la nié™e assise
soit, quel que soit n, le cube d’un entier N.

On trouve qu'il ne peut y avoir de solution que si
P'on suppose N = ¢[p + (n—1)¢], ol ¢ est un entier
quelconque indépendant de n. On voit aussi que si
ag, ry et a., r. sont des valeurs de a et r relatives
ac=1 et a une valeur quelconque de c, on a

a.= cla,, re=c3ry.
U ne reste donc qu’a étudier le cas on
N=p+(n—1)g,

c’est-a-dire ou la somme des termes de la ni¢me agsise
est le cube du nombre des termes de cette assise. On
trouve alors que les conditions du probléme sont
exprimées par les formules

(1) r=2q9, a=p'—pg-+q,
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qui fournissent toujours une solution unique quand p
et ¢ sont des enliers donnés.

Le probléme inverse n’est pas toujours possible. La
premiére équation (1) montre que 7 doit éire pair et
M. Haton de la Goupilliére n’a méme considéré que le
cas ot 7 est multiple de 4; mais cette derniére resiric-
tion n'est pas nécessaire. A loute valeur entitre et
positive de ¢ (et par suite a toute valeur paire de r)
correspondent des systémes de valeurs de a et de p en
nombre infini qui constituent des solulions; mais, et
ceci est la seconde des 1‘emarqucvs que j'ai a présenter,
st I'on convient de dire que deux escaliers ne sont pas
distincts ou qu’ils sont équivalents, quand l'un se
déduit de I'autre par le seul retranchement de quelques-
unes des assises supérieures, nous allons voir qu’a
chaque valeur de ¢ correspondent exactement ¢ esca-
liers distincts et qu’on peul leur donner respectivement
pour palier 1, 2, ..., ¢.

On tire de la seconde équation (1)

1)=2-_L-\/<1—~|>2+a—~1.
2 2

7 ) = (2 i +R),
(_—)-—l)+a~—l~<; LR),

/

Posons

il en résultera
a=R>+ (g —2)R+1
et

-9 (7 __ .
p-—-z __<2 1+R>,
d'ol les deux solutions
p1=q~—l+R, pz=!—-H,

et 'on voit que, pour que @ et p soient entiers, il faut
et il suffit que R le soit; il vy a donc bien une infinité
de solutions.
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Notons toutefois qu'il suffit, pour avoir toutes les

solutions, de donner a R les valeurs entiéres supéricures
a - ’ - b by e N
ou égales a la racine de 'équation p, = p,, c’est-a-dire

R=— (Z — l).
2
En effet, si nous prenons des entiers équidistants de ce
nombre, a savoir

au nombre

A oet —)&——2(%—-1) =—(h+gqg—2),

et si nous indiquons par des indices les valeurs corres-
pondantes dec a et de p, nous aurons

d-pag-n=h+g—22—(g—2)(A+g—2)+1
=N+ (g —2)h+1=a,
(P1)—Gporg-9y=q¢ —T—A—q +2= 1— A = (p2),

(P2)- Qg2 = 1+ +g—2=g—1+L=(p1h

Ainst @ reste le méme et p, et p, ne font que
s’échanger.

Il faut évidemment n’admetire pour p que des entiers
positifs; nous allons voir qu’en tenant compte de ce
fait et en donnant a R les valeurs entiéres supérieures

ou égales a — (f — 1), mais inférieures ou égales a 1,

\

on obtient exactement ¢ escaliers et que tous les autres
leur sont équivalents.

D’abord on obtient ¢ escaliers. En effet, posons sui-
vant la parité ¢ = 2k 41 ou g=2k—+ 2.1l yaalors

. , . , . \ (¢
k entiers nuls ou négatifs supérieurs & — <1 - l) et
2

chacun d’eux donne & p, et a P2 des valeurs positives
et distinctes; ils fournissent donc 24 solutions. Pour
R =1, p, est nul, mais p, est positil et en fournit
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une (2 k+1)ime, Enfin, quand ¢ est pair, — (g—— 1> est
entier et ce nombre donne a p, et a p, une méme valeur
positive qui fournit la ¢g'*™ solution relative a ce cas.

Pour ces g premiers escaliers, je représenterai la
valeur de R par A et je les appellerai les escaliers \.
L’entier A doit prendre des valeurs décroissantes a
partir de 1 si Pescalier dépend de p,, & partir de o sil
dépend de p,; dans les deux cas, ses valeurs doivent
descendre jusqu'a — (k — 1) si ¢= 2k + 1, mais 'une
des deux suites de valeurs doit aller jusqu'a — £,
si ¢g=12k + 2, On vérifie facilement que, pour ces
valeurs de A, les entiers p, et p, prennent dans leur
ensemble les valeurs 1, 2, ..., ¢q.

Etablir que tout autre escalier est équivalent a I'un
des escaliers ), revient a prouver que, pour toute
valeur de R entiére et supérieure a 1, le premier
terme a=R2?2+4 (¢ —2)R +1 est égal au premier
terme d’une des assises d’un escalier A. Pour celui-ci,
le premier terme de la séric est A2+ (g —2) A 41, et
le premier terme de la n*™ assise, occupant dans la
série le rang

(n—)p+(Q+2+...4+n—2)g+1

(n=1)(rn—>2)
2

=(n—1)p+ g+,

a pour valeur
)\?+(q~2)7\+l+[(n—l)p+ q.

Soit d’abord

(n—x)(n—2)q]2
_ 2
/'o =pi=qg—1-+1;
on est alors ramené a
R+ (g —2)R
= A+ (g —2))

29,

+ [(n—l)(q—l-}-)\)—i—g—,-l-—#———a—)q]
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ou
R4 (g —2)R — A2+ 2}
+|2(n—1)—(2n—1)A]g —n(rn—1)g*=0;

équation du deuxiéme degré en R dont les solutions

sont
2—g=*=[(2n—1g+2A—0]
2

R =

Iy

Puisque nous n’avons & considérer que les valeurs
positives de R, il suffit de prendre le signe +, ce qui
donne R = (n —)¢q + ); d’ou, n, étant la solution de
celte équation,

Soit ensuite

L’équation est alors

R+ (¢ —2)R

=)\2+(q—-z))\+[(n—x)(|—-l)+ 29,

(n—1)(n—2)
=
ou
R2+ (g —2)R— A2+ 224
—[2(n—1)—(2n—3)A]lg—(n—1)(n—2)qt=o,

et ses racines sont

R_2=g*[(2n—3)g—2(A—1)]
2

En prenant le signe +, onaR=(n—2)g—A+42,
et en désignant par n, la solution en »,
R+X—2
nyg = ————— 4+ 2.
q
Pour qu’un escalier R soit équivalent & un escalier 2,
il faut et suffit que R rende entier soit 7y, soit n, pour
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I'une des valeurs que ) peat prendre,

n, est entier si'ona R=A\
L N (modg).
n, est entier si I'on a =—A-+2
Quand & parcourt les séries de valeurs indiquées plus
haut, on trouve que let—A+ 2 parcourent dans leur
enscmble un systtme complet de restes suivant le
module ¢; quel que soit R, il sera donc possible de
déterminer X de sorte que n, ou n, soit entier.

[L'4] : ‘
SUR LES CONIQUES INSCRITES A UN TRIANGLE;

Par M. V. THEBAULT,

Professeur & Ernée (Mayenne ).

1. Soient un triangle ABC; A', B', C/ les pieds des
hauteurs; H Porthocentre; A,, B, C, les milieux des
cOtés.

Considérons une conique quelconque X inscrite a ce
triangle, et une quatriéme tangente A a la courbe, qui
coupe AC et CB respectivement en D et E. On sait que
le centre I de la conique I est silué sur-la médiane Ar
du quadrilatére circonscrit formé par les quatre
droites A, AC, CB, BA.

De plus, les cercles wy, w,, w3, décrits sur les diago-
nales du quadrilatére complet comme diamétres, se
coupent en deux points P et QQ et la droite PQ contient
les orthocentres des quatre triangles formés par les
quatre précédentes droites.

S¢ nous supposons donc variable la droite A, le
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triangle ABC et la coniqueX restant fizes, la droite
variable PQ passe en un point fize H, orthocentre
de ABC.

2. Appelons O le centre du cercle circonscrit au
triangle ABG, w le milieu de OH, L celui de PQ, et
proposons-nous de calculer la distance Tw.

D’aprés ce qui précéde (I étant situé sur A'), IL est
perpendiculaire sur PQ en son milieu, et

—_— —_—

P —TH =LP —LH = (LP 4 LH)(LP —LH)

= PH x HQ = BH x HB'= (R:—OH ),

R étant le rayon du cercle circonscrit O; d’ou visible-
ment, dans le triangle OlH,

T — —a2 —2 —=
2lH — Ol =2IP — R*=4Ilw —20I.

On obtient ainsi finalement

: —2 —2
(1) 4lw =2IP 4201 — R2,

3. Supposons que la langente A soit perpendiculaire
a CBj; alors, PQ se confond en direction avec HE.
Q vient en E, qui est situé sur CB et sur le cercle
orthoptique de la conique =.

La relation (1) devient, 2a et 20 étant les axes de
Ia conique,

2 —_2
(2) ilo =a(a?+ b2) + 200 — R2.
On en déduit immédiatement que :

Le liew géométrique des centres des coniques ins-
crites a un triangle donné, et telles que leur cercle
orthoptique soit de rayon donné o, est une circonfé-
rence H dont le centre est l’orthocentre du triangle
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et dont le rayon g, est donné par la relation
(3) pt=2p— > (R2—OH’).
En effet,
4?&’ — 200 = 2(a?+ b?) — R2= 22— R2?= const.

4. Le cercle inscrit I au triangle ABC est 'une des

Iy

coniques X inscrites & ce triangle; son cercle orthop-
tique lui est concentrique et de rayon p=ry/2,
r élant celui du cercle inscrit.

En remplagant dans (2) la valeur de OI donnée par
Euler, 1l vient

lw=——r,

R
2

et le théoréme de Feuerbach :

Dans un triangle quelconque, le cercle inscrit est
tangent au cercle des neuf points,

est ainsi établi.
Inversement, si 'on suppose donné ce théoréme de

Feuerbach, la relation (2) donne pour 612 la valeur
trouvée par Euler.

5. Ecrivons

= (01" —R2) = (m),
(H) désigne la valeur algébrique commune aux pro-
duits

HA x HA', HBxHB' e HC x HG.
L’expression (3), qui devient alors

pi =2+ (H),
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fait apparaitre aussitot la valeur donnée par Steiner,
de la distance de lorthocentre au centre du cercle
inscrit au triangle .
HI® =27+ (H).

Nous obtenons ainsi, d’une fagon remarquablement
simple et élémentaive, le résultat de démonstrations
directes de Mannheim et de M. Fontené relativement
au calcul de HI ().

o, pouvant désigner la distance de I'orthocentre d’un
triangle donné a un point quelconque de son plan, on
obtient pour p les valeurs particuliéres suivantes :
a*+ b2+ ¢?

36

HES

(@, b, ¢ cbtés du triangle), lorsque le centre de la
conique est au point de concours G des médianes du
triangle ;

2 H)

I —_—2

Qin) = — Py ;(R’—OH )’

quand le centre de la conique est a 'orthocentre H
du triangle. Cette valeur n’est d’ailleurs réelle que
lorsque le triangle est acutangle. La conique touche
les cotés en trois points o, B, y obtenus, par exemple,
en joignant l¢ sommet A au point ot AH ren-
contre B, C,;

a?+ b2+ c?

P

R2—

Cr

3

S0

P

si le centre de la conique est au centre O du cercle cir-
conscrit.

Nous avons signalé ce cercle comme curieux dans les

(') FoNTENE, Bulletin des Sciences matheématiques et physiques
élémentaires, 1904, p. 38-243; 1906, p. 289. — MannNuwiyn, Jbid.,
1906, p. go.

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XV. (Février 1915.) 6
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Nouvelles Annales de Mathématigques, 1gio, p. 280.
Nous ajoaterons que ce eercle O est tel que le triangle
podaire, par rapport au triangle ABC, de tout poént
de sa circonférence est équivalent au triangle
orthique A'B' C/ de ABC.

On sait eun effet, «;3,y, étant le triangle podaire
d'un point quelconque P de la circonférence O de
rayon g, que

aire 2, by vy _ R — o2 _ — (H)
. aire ABC ~ ~ 4Rz =~ 4Rz’
d’ou
2 2 — 2
airea; Pyy;= S x %%l =sx 2 il Z-Rzg 3R

(S = aire ABC).

6. Dans tout triangle ABC obtusangle, (H) est
positif et le cercle H de rayon g2 = % (O_H-2 — Rﬂ) est dit

conjugué par rapport au triangle ABC. L’expres-
sion (3) permet alors d’énoncer ce théoréme :

Quand une conique est inscrite & un triangle
obtusangle, son cercle orthoptique est orthogonal
au cercle conjugué a ce triangle.

En particulier :

Le cercle conjugué a un triangle obtusangle est
orthogonal au cercle orthoptique du cercle inscrit a
ce triangle.

M. Fontené a énoncé ces théorémes apres la solution
de sa question 1468 (Bulletin des Sciences mathé-
.matiques et physiques élémentaires, 1go4, p. 39g). Il
y a ajouté les suivants, en partant de la valeur de la
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distance H_Gl, donnée par Faure,

HO =Rt 2(H),
que Pon peut écrire
HO = (¢'v/2)'+ Re.

Quand une conique est conjuguée & un triangle,
son cercle orthoptique est orthogonal au cercle cir-
conscrit au triangle.

Ainsi, le cercle circonscrit a un triangle obtus-
angle est orthogonal au cercle orthoptique du cercle
conjugué & ee triangle.

Réciproquement, si deux cercles sont tels que le
cercle orthoptique du premdier soit orthogonal au
second, il existe une infinité de triangles circons-
crits au premier et conjugués au second, une infi-
nité de triangles conjugués au premier et inscriss
au second.

[0'2]
SUR LES COURBES UNICURSALES A ARC RATIONNEL;

Par M. J. HAAG,
Professeur 4 la Faculté des Sciences de Clermont-Ferrand.

Sous ce titre, nous entendons les courbes dont les
coordonnées et I'abscisse curviligne du point courant
peuvent s’exprimer rationnellement en fonetion d’un
méme paramétre.

Je dis que toutes ces courbes peuvent étre obtenues
de la maniére suivante :
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Soient § et p deux fonctions rationnelles quel-
conques de t, ¥ et p' leurs dérivées. L’enveloppe
(C) de la droite

1— 62 26 1+ 02 p'
() el T ireYT T, W

est la plus générale des courbes cherchées.

1° Cette enveloppe répond bien a la question. —
En effet, tout d’abord, les coordonnées z, y du point
de contact, déduits de I’équation (1) par des calculs
rationnels, sont des fonctions rationnelles de ¢.

En second lieu, si nous posons § =tang 2, I'équa-
2
tion (1) devient

. dp
(2) Z COSY 4+ ¥ SIng = d—?-
hl!e provient, par dérvivation par rapport a o, de la
suivante

(3) Zsing — y cosp = p,

laquelle représente une droite, dont ’enveloppe (C')
admet (C) pour développée. Or, on sait que l'arc s
de (C) égale le rayon de courbure R de (C), lequel
est, comme on le sait aussi, donné par la formule

(4) s=k=—(p+Z5)-

Cetle formule conduit manifestement & une expression
rationnelle en ¢,

2° Cette courbe (C) répondant a la question peut
étre obtenue de la maniére précédente. — Supposons
que z, ), s soient fonctions rationnelles d’'un méme
paramétre ¢. Si o désigne I'angle polaire de la demi-



tangente positive, on a

_dy _ Y
~d 5

=

5 1=-¢—i£= ’ sina .
(3) cos s

|8

Ces cosinus et sinus sont fonclions rationnelles de ¢.
1.équation de la tangente s’éerit, d’autre part,

(6) X sina — Y cosa = xsina —y cosz = g.

Or, on a

p= [qdz =fxsinada— /_ycosada

o/

=— 1z cosa — ysinz +4- /cosxdz+fsin1dy,

.

() 1):——1’0051~)’5ini+/ds(c05'21+sin2a)

=s—xcosaz—ysinz.

Cette expression est manifestement rationnelle par
rapport a ¢, en vertu des hypothéses.

< ., . kg
Ceci étant, si nous posons o = -+ — et lan b =0
’ : 2 g2 ’

I'équation (6) s’écrit successivement

Xcosq—i—\’sing:ﬂ _ar

daz“dcg’
1— 62 ,+'_)Jj_ _dp 1+6?
T+ 627 0t T dh T o

On retrouve I'équation (1). Notre réciproque sera
donc finalement établie, si nous prouvons que 8 est
rationnel en ¢. Or, ceci résulte de 'identilé

g — 1 —cose 1—sina
sing ~ —cosa

et de la rationnalité de sina et de cosa.
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[H2a]

SUR L'INTEGRATION DE L'EQUATION BIFFERENTIELLE
LINEAIRE;

Par M. PARFENTIEFF,

Professeur a ’Université impériale de Kazan.

On peut trouver I'intégrale de I'équation différen-
tielle linéaire trés élégamment; la méthode est curieuse,
parce qu’elle souligne trés clairement le role que jouent
les constantes arbitraires des intégrales des équations
difféventielles.

Prenons I'équation de la forme

) Y~ flo )

et soit son intégrale générale

(2) y=¢(z, C);
alors

. 9%

(3) —=r(29)

Dérivons maintenant I'équation (3) par rapport a la
constante arbitraire C; on a

020  df do O (09N of
oz oC ~ ¢ oC ou ox (lo _>-dq>

)

el par conséquent
log aC f ox da,

of

-~ dz

(4) o(z,C)=Ce’ 9% +y(z).

c’est-a-dire
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Dans la formule (4) la fonction »(x) est encore
inconnue et tout a fait arbitraire, mais nous la défi-
nirons sous la condition que la formule (4) doit satis-
faire identiquement a I'équation (1).

La formule (4) est intéressante aussi & un autre
point de vue; elle montre que la constante G entre

dans l'intégrale de I'équation (1) linéairement, si% ne
dépend pas de C. Ep prenant poar I'équation (1)

I'équation de la forme
. d
(3) L =—py+q

(p et g sont des fonctions de x), notre formule (4)
prend la forme

©) oir 0= yi@y = S0 p),
Si la relation (6) est la solution de (3), on a
S TIPS I LT
=—p g’f’"""[c +E(@)] + g
d’ou

§(z) = eﬁ’l"rq,

E(-’lf') =/‘e‘{P".rdx’

et nous obtenons la formule classique

y=3%(z C)= e'f"‘"'(c - fe ﬁ""d.z),

c’est-a-dire

Notre remarque presque banale caractérise trés bien
la nature des méthodes classiques.
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CERTIFICATS D’ASTRONOMIE.

Alger.

EPREUVE EcRiTE. — Etant connue la position d’une étoile
rapportée a l’équateur et al’équinoxe moyen d’une époque
donnée, établir les formules qui permeltent :

1° De ramener ’ascension droite et la déclinaison de
Uétoile a un autre équinoxre moyen;

2° De passer de la position moyenne aw commencement
de ’année a la position vraie & un jour donné.

EPREUVE PRATIQUE. — 1° Observation réelle du Soleil au
théodolite. (Correction.)
2° Observation réelle d’étoile au méridien. (Correction.)
(Juin 1912.)
Besangon.

LErRrEUVE THEORIQUE. — 1. Mouvements des corps célestes. —
Cause initiale du mouvement parabolique. Lot du mouve-
ment sur la parabole. Principe de la méthode d’Olbers
pour la détermination d’une orbite parabolique. (1’exposé
du principe n'implique nullement le développement des for-
mules du calcul proprement dit de I'orbite.)

If. Réfraction astronomique. — De {’équation de Laplace
mise sous la forme

a(1—S8) tangz@
d) = — )

[ (BTl £ (5w

déduire les termes du premier et du deuxiéme ordre

1

d)=—a tangz? —a? (l—— -PB-> (3tangs + tangdz) -(:—P
0 0 Yo

b

. do
+aS(langs + tangds)—=»
2o
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etintégrer . .
a = constante de la réfraction,

p = densité de lair,

T'o
S=1— —-
I3

KpREUVE PRATIQUE. — Etablir la formule aporochée

(e")sinM

b
V1—2ecosM —+ e?

e
-,
sin1”

E=M+

"

qut donne l’anomalie excentrique L en Sonction de l’ano-

malie moyenne M et calculer E par la série qui provient
1

du développement de (1— 2¢ cos M + e?) * en se bornant
pour celle-ct aux termes du troisiéme ordre en e.
Appliquer ensuite au calcul du rayon vecteur r et de
U’anomalie vraie W de la planéte Amaltée @ a ladate
de juillet 30, 0, 1912, sachant que ’on a pour les éléments
d’ Amaltée :
Epoque = 1912, juillet 10,0;
M = 81°17'40",2;
e, ;
= 5 2'16",2;
p = 968",91086;
loga = 0,3758152.

(Juin 1912.)

EPREUVE THEORIQUE. — I. Ezposer les formules fonda-
mentales du mouvement d'un seul corps autour du Soleil
en se limitant au cas d’une orbite planétaire.

Esquisser briévement la suite des opérations & effectuer
pour passer des positions héliocentriques aux positions
géocentriques.

II. Phénomeéne d’aberration. — Etudier particuliérement
Ueffet de ’aberration dans le mouvement diurne. Formules
usuelles.
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EPREUVE PRATIQUE. — On donne les R de la Lune aux
_dates suivantes :

h b m s
O... 20.51. 9,62
1913. Novembre 5. 6. ar. 3.26,71
12... 21.15.30,05
18. .. 21.27.20,36
o... 21.38.58,44
6... 21.50.25,15
7 6. g 12... 22. 1.41,37
18... 22.12.48,04
o... 22.23.46,10
, - % 6... 22.34.36,52
) 2. 22.45.20,26
18... 22.55.58,30
0... 23. 6.31,63
6... 23.17. 1,23
» 8. { 12... 23.27.28,06
18. .. 23.37.53,10
24... 23.48.17,33

On demande ensuite :

1° L’R d’heure en heure de novembre 5,0 & novembre
8, 12"0™;

2° La variation en R pour 1 minute de novembre 6,0
@ novembre 8, 12" o™, (Novembre 1912.)

Bordeaux.

EPREUVE THEORIQUE. — Calcul des éléments d’une
orbite circulaire connaissant a dewx époques les direc-
tions géométriques d’un astre.

EPREUVE PRATIQUE. — Graduation d’un polarimétre
d’Arago. Utilisation de cette graduation pour déterminer
la proportion de lumiére polarisée dans un faisceau
donné. Sensibilité de la méthode. (Juin 1912.)

ErREUVE THEORIQUE. — Extension de la loi d’attraction
de Newton aux étoiles doubles. Résultats des observations.
Forme treés probable des orbites, probléme de Bertrand.

EPREUVE PRATIQUE. — Analyse spectroscopique d’une
source lumineuse. (Juin 1913.)
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Caen.

EPREUVE THEORIQUE. — 1. Probléme des deux corps.
Détermination du temps dans le cas de la trajectoire
parabolique.

1. Développer en série suivant les puissances de h, sup-
posé petit, la variable z définie par la relation

cosz = cos(a + k).
EPREUVE PRATIQUE. — La Connaissance des Temps fournit

les indications suivantes pour un jour donné :
A midi moyen, a Paris :

Longitude héliocentrique de Mars ............ 69°49'53", 1
Latitude héliocentrique de Mars . ........ e 0°40" "4
Logarithme du rayon vecteur ................ 0,1833129
Longitude du Soleil .............. ... oLt 223°14'34",4
Latitude du Soleil........ . eeen 0,57
Logarithme du rayon vecteur de la Terve ..... T,9939902

Calculer la longitude géocentrique de Mars, ainsi que

la distance de Mars a la Terre, (Novembre 1911.)
EpREUVE THEORIQUE. — 1. Calcul de la réfraction astro-
nomique.

Il. Définition et calcul de Uerreur moyenne d’une obser-
vation.

EPREUVE PRATIQUE. - - En considérant la Terre comme
une sphére de rayonR = 6378000™, on demande de calculer
les éléments d’un triangle tracé sur cette sphére, dans
lequel on donne

A = 52°25'43",7;
B = 65°49' 3",6;
G = 95452, 69;

en s’appuyant sur le théoréme de Legendre.

(Novembre 1912.)
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Clermont.

EPREUVE THEORIQUE. — 1. Exposer, dans ses traits essen-
tiels, l'étude du mouvement de rotation de la Terre autour
de son centre par la méthode de Laplace. Indiquer ses
résultats relativement auxr phénoménes de précession et de
nutation.

1. Description et usage du théodolite.
EpREUVE PRATIQUE. — La longitude d’une étoile est

56°16"17" et sa latitude ¢°19'27". On demande de calculer
son ascension droite et sa déclinaison. On prendra l'obli-

quité de lécliptique égale & 23°27'. (Juin 1912.)
Grenoble.
ComrosiTioN. — 1. Détermination du méridien a l'aide

d’'une étoile dont le plan vertical a été déterminé & une
heure sidérale connue. Influence d’une erreur 0 sur cette

B

heure. Conditions dans lesquelles on peut opérer de facon
a rendre négligeable l'influence de cette erreur de l’heure,
et résolution du probléme de Uorientation dans ces condi-
tions.

II. Pour rattacher un signal accessible P & un triangle
ABC exactement connu, on mesure les angles

APB=a,, BPC=a, BCP=a,.
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Déduire de ces mesures les valeurs les plus probables
des angles ay, a,, a; et de ’angle a, = BAP.

Résoudre la méme question en supposant qu’on ait ausst
mesuré angle a,.

EPREUVE PRATIQUE. — Enunlieude latitude A = 45°11' 22",
Uheure sidérale étant Hg = 11"9™q°, on a trouvé, sur le
cercle horizontal du théodolite, pour azimut relatif d’une
étoile, A, =108"10'30", la graduation du cercle étant
rétrograde. L’étoile a pour coordonnées

AR =o"51m 18, ® = 50°13'54",9.

1° Calculer Uazimut A,, du méridien, coté nord, sur le
cercle du théodolite;

2° Déterminer erreur qui affectera cet azimut si le
chronométre retarde de 1 seconde

3° Chercher a quelle heure l'observation aurait di étre
faite pour rendre insensible l’influence de l’erreur du
chronométre, et calculer a ce moment ’azimut vrai de
U’étoile par rapport au méridien. (Juillet 1911.)

Comrosition. — Eléments d’une planéte. Leur détermi-
nation pour une planéte dont on posséde wune longue suite
d’observations.

Les éléments d’une planéte étant connus, calculer ses
coordonnées équatoriales R, ® pour une époque donnée t.

LEprEUVE pRATIQUE. — Les angles A, B, G d’un triangle

B

plan étant exactement connus, et P étant un signal exti~
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ricur aw triangle, on mesure les angles
APB = ay, BPC = A, PCB = Qas, BAP = a,.

Les mesures comportant des erreurs, or demande de
calculer les valeurs les plus probables a,, as, a;, a,.
Données numériques :

A =600. 39/32”, ay= 550.38/. 2:'
B=28:1.9. o, a;=112.32.52,
C =38.11.28, as= 45.54. 4,
a,= 64.46.10.
On calculera d’autre part quelles auraient di étre les

valeurs de a; et de a, st les valeurs de a, et de a; avaient
été exactes. (Juillet 1912.)

ComposITION. — Théorie du temps moyen. Equation du
temps. Discussion : l’éguation du temps s’annule quatre
Jois par an.

EPREUVE PRATIQUE. — Orientation & l'aide d’une étoile.
Emplot d’une étoile polaire. Heure & laquelle il convient
de faire U’observation pour que Uerreur du chronométre
soit sans influence sensible. Azimut correspondant de
Uétoile.

Application numérique :

R = l"]6I'|4ls,49;
® = 88°41'26";
A = 4511 22",
(Novembre 1912.)

CowmpositioN. — Influence de U’aberration sur les coor-

. P
. [+] A B ™M )

données équatoriales R et ® d’une étoile. Aberration
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annuelle en R et ®. Aberration annuelle en longitude et
en latitude. Orbite d’aberration.
Influence de U'aberration diurne sur le moment du pas-
sage apparent d’une étaile au méridien d’un lieu.

EPREUVE PRATIQUE. — Rattachement d’ur point P & une
base Ox & Uaide de trois observations fattes de trois points
O, A, B de cette base.

Mesures effectuées :

m L [
0OA = a = 1435,81, POX = a;=47.27.42,
OB = b = 2186,43, PAX = ay; = 59.55.45,

PBX = a3=68. 8.20.

1° On calculera le cété du triangle d’erreur des obser-
vations qui est dirigé vers le point O, et l'on figurera ce
triangle.

2® On compensera de ta facon la plus probable les
angles mesurés a,, a,, a; de facon & essurer la coaver-
sence des rayons OP, AP, BP, et l'on calculera alors
les valeurs de OM = z, MP = y.

3° On calculera la longueur du cété dirigé vers O du
triangle d’erreur qui pourra subsister aprés la eompen—
sation. (Juillet rg13.)y

Lille.

EPREUVE THEORIQUE. — I. o E‘quation de Kepler.
2° Etude de la chromosphére en dehors des éclipses.

II. Indiquer combien de relations et quelles relations
doivent exister dans le probléeme des deux corps entre les
douze coordonnées (cartésiennes) et projections des vitesses
aun instantquelconque pour que les deuz corps se choquent
dans le mouvement étudié : 1° antérieurement et posté-
rieurement a linstant considéré; »° postérieurement a
Uinstant considéré.

EPREUVE PRATIQUE. — On examine, au moment de !'oppo-
sition, le spectre d’une planéte de diamétre apparent
notable. On suppose qu’a ce moment l’axe de rotation A
de laplanéte est dans un plan perpendiculaire ¢ la ligne
de visée. On dispose la fente perpendiculairement a A.
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On etudie la région du spectre voisine de A = o¥,5. Dans
cette région, deux raies dont les longueurs d’onde différent
de ot,0001 sont séparées sur la plague par un intervalle
de 1™™. La hauteur du spectre est 2™™. La vitesse équato-
riale de la planéte est 10" par seconde. Calculer 'incli-
naison des raies de Frauenhofer et celle des raies dues a
Dabsorption par I’atmosphére de la planéte.

(Juillet 1913.)

Marseille.

ComrostTION. — Ewxposer le caleul de l’ascension droite
et de la déclinaison géocentriques d’une planéte, connais-
sant les éléments de son orbite et sa position a une date
sur cet orbite. Constantes de Gauss. Construction d’une
éphémeéride de la planéte.

EpReUVE PRATIQUE. — A la date 1875,0 les coordonnées
moyennes de l’étoile a de I’Aigle sont :
Ascension droite........ .. 19"44™39%, 31
Déclinaison boréale.......  8°32" 14",7

Calculer ses coordonnées moyennes a la date 1325,0.
On rappelle aux candidats que la précession annuelle
en ascension droite et en déclinaison a pour ewpressions

m -+ ntangdsina,

n cosa,

et U'on sait qu’on a, a la date de 1850,0, les valeurs

m = 46",0593
\ _ (en arc).
n =20",0515 ( )
(Juin 1912.)
[.PREUVE TUEORIQUE. — Une planéte P décrit, suivant les
P
o' D
£ . s

lois de Kepler, une orbite elliptique de foyers S et S, le
Soleil étant supposé en S.
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d dy’

. . v
1 Démontrer que les vitesses angulaires 7 ¢ ar des

rayons vecteurs SP et S'P sont données par les formules

dv (1+ccosv)n dv’ (1+ ecosv)in
E = ——— dt =

r 1 b

3 1
(1—e2)? (1 +2ecosv + 92) (1 —e?)?
dans lesquelles e désigne U'excentricité de Uorbite, n le
moyen mouvement horaire de P, v l’anomalie vraie de P,

o' langle SS'P, t le temps mesuré en heuresde temps moyen.
Trouver les maximums et les minimums de ces vitesses
quand P parcourt son orbite.

dv de' .
2 Trouver les développements de = ¢t de 7 suivant

les puissances de e jusqu'aux termes en e3 exclusivement
et montrer que le mouvement du rayon vecteur S'P est
uniforme en supposant e* négligeable.

3° Dans le cas ot l'on a e=0,05491 et n = 32'56",45,
calculer l'écart entre le /nar’imum et le minimum de

dy .. dy
77 ¢ Uécart analogue pour -
EpREUYE PRATIQUE. — KEn un cerlain lieu, on a trouvé
pour la hauteur du Soleil 63°56'50" I’heure moyenne étant
0"4gm25% et le temps moyen & midi vrai 1"30°. La deécli-
naison du Soleil est 23°27'. Quelle est la latitude du lieu?
(Novembre 1912.)

CowposiTioN kcnire. — 1° Expliquer ce que U'on appelle
inclinaison, collimation et azimut d’une lunette méridienne.
Montrer comment on détermine ces trois constantes.

2° Dans une orbite parabolique, démontrer que le cercle
passant par le foyer, le sommet et un point M de la para-
bole, détermine sur la tangente au sommet un segment
proportionnel au temps mis par l’astre pour aller du
périhélie au point M de la parabole.

N. B. — On rappelle aur candidats que, dans une orbite
parabolique, ’anomalie vraie v est liée au temps corres-
pondant t par la formule

I [% v h
bt 32 — = = (t—
3tang S Htang qz(t T),

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XV. (Février 1913.) 7
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dans laguelle h désigne la constante des aires, g la dis-
tance périhélie et T Uépoque du passage de ['astre au
périhélie.

Epneuve PrATIQUE. — Pour une planéte, la longitude
vrate dans Uorbite est
180°15 20",
Uinclinaison
6°23" 10"

et la longitude du nceud
128°11' 50",

Calculer la longitude et la latitude héliocentriques.

(Juin 1913.)

CoMPOSITION ECRITE. — 1° Exposer la théorie des paral-
laxes pour les planétes. Influence de la parallaxe sur les
observations méridiennes et sur les observations équato-
riales.

2° Négligeant l'excentricité de l’orbite apparente du
Soleil, on suppose que cette orbite soit un cercle incliné
de 23°27" sur le plan de Uéquateur. Trouver ce que
devient dans ce cas Uéquation du temps. Etablir une for-
mule permeltant de calculer cette équation en fonction
de la longitude du Soleil et trouver les zéros, les maxi-
mums et les minimums de cette quantité.

ErREUVE PRATIQUE. — Sur une sphére dont le rayon est
10", les cotés d'un triangle sphérique sont respectivement
3m4mer 5,

Calculer les angles de ce triangle avec la précision que
comporient les tables a cing décimales.

(Novembre 1913.)

Montpellier.

EpnEtve Ecuite. — Définition et principales propriétés
des fonctions de Bessel. En particulier, démontrer les
Jormules

T
Jn(x)=;‘-tf cos(ng —xsing) dy,
0
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oa J,(z)désigne la ni¢me fonction de Bessel. Indiquer (sans
détails, ni calculs) quelques applications a U’Astronomdte.

EPREUVE PRATIQUE. — Résoudre parla méthode de Kaenigs
lU'équation de Kepler
u—esinu =7
pour
{=3", loge =1,38976.

Au bout de deux (ou trois) applications de la méthode,
dire sur quelle approximation on peut compter.
(Juin 1913.)

Eprevve kenite. — Moucement parabolique des cométes.
Détermination dw temps. Détermination des éléments
paraboliques connaissant, dans l'espace, la position et la
vitesse de la coméie a l'instant t,.

EPREUVE PRATIQUE. — A une date déterminée, les coor-
données astronomiques d’une étoile E sont R =19°20,
déclin.=7°31". Calculer U'ascension droite de l’étoile équa-
toriale qui se léve en méme temps que E. Quelle est la
différence des asimuts des deux étoiles au moment de leur
lever? La latitude du lieu de 'observation est 50°38'j4".

(Novembre 1912.)

LPREUVE ECRITE. — Montrer comment on peut déterminer
les éléments d’une orbite elliptique quand on a la position
No Yo Z, et la vitesse XY Z, @ un instant donné t,.

EPREUVE PRATIQUE. —- Résoudre l’équation de Kepler
u—esinu=1¢
pour les valeurs suivantes de e et de 7 :
loge =7, 42369, . =19°35"40".

Poursuivre les calculs jusqu’a étre assuré que l’erreur
commise sur u ne dépasse pas 2' en valeur absolue. Com-
bien Jaudrait-il faire d’approximations ultérieures pour
obtenir une erreur au plus égale a 1"?  (Juin 1913.)
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EPREUVE ECRITE. — Ezxposer dans ses grandes lignes la
solution du probléme des deux corps dans Uespace. Intro-
duire les éléments d’une orbite dans le mouvement relatif
d’une planéte autour du Soleil, et expliquer comment on
JSixe & un instant donné la position de la planéte sur son
orbite.

Note. — On admettra, sans rappeler la démonstration,
que l’équation de Kepler a une solution et une seule; et l'on
ne parlera pas des procédés de calcul de cette solution.

KPREUVE PRATIQUE. — En un lieu donné, on admettra que
le crépuscule commence lorsque le Soleil atteint I'horizon,
et gu'il se termine lorsque le Soleil posséde une hauteur
égale a —18° (c’est-a-dire lorsque ['angle du rayon
visuel passant par le Soleil, avec U'horizon, est égal a
—18°). Ceci posé, on demande quelle est la latitude des
lieux terrestres pour lesquels le jour ou la déclinaison du
Soleil est D, le crépuscule cesse a 7" de temps vrai?

Cette latitude existe-t-elle toujours, quelle que soit la
valeur de D? Donnant a D une valeur numérique (au
choix du candidat) telle que le probléme soit possible,
calculer la latitude correspondante.

(Novembre 1913.)

Nancy.

EpREUVE ECRITE. — On considére trois awves de coordon-
nées ayant leur origine au centre T de la Terre : Tz pa-
ralléle & la direction LS quiva du centre de la Lune au
centre du Soleil; Ty mené perpendiculairement a Tz dans
le plan passant par Tz et Uaxe TP de la Terre, mais de
maniére a faire un angle aigu avec TP, P étant le pile
boréal ; enfin Tx perpendiculaire au plan yTz, de maniére
que le tricdre Txys présente la disposition directe.

Soit une époque voisine de celle du milieu d'une éclipse
de Soleil. Calculer pour cette époque :

1° L’ascension droite R et la déclinaison (® de Tz;

2° Les coordonnées x, y, 3 du centre de la Lune;

3° Les coordonnées , v, § d’'un lieu terrestre M;

4" Les demi-angles au sommet des cones d’ombre et de
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pénombre, ainsi que les rayons de leurs traces sur le
plan xTy;

50 Les rayons de leurs traces sur le plan paralléle au
plan Ty mené par le lieu M;

6° Les valeurs des quatre dérivées ', y', ¥, n' prises par
rapport au temps. Déduire de la Uheure approrimative
d’un contact des disques lunaire et solaire ainsi que
l’angle au péle correspondant.

On aurait, pour lépoque considérée, les coordonnées
équatoriales géocentriques A et D de la Lune, et celles
A' et D' du Soleil, les distances r et r' de ces deur astres a
la Terre, U'angle horaire Hde ladirection Tz par rapport
au premier meéridien.

On aurait d’ailleurs aussi les rayons linéaires R et R’
de la Lune et du Soleil, ainsi que les coordonnées géo-
graphiques du lieu M et sa distance p au centre de la
Terre.

IXPREUVE PRATIQUE. — Appliquer le théoréme de Legendre
a la résolution du triangle géodésique tracé sur une
sphére de (370" de rayon. dont les cétés ont pour longueur

- K ne b H
700%™, 5508 300M™, (Juin 1911.)

I. Nutation de l’axe de la Terre. On fera abstraction
du déplacement séculaire de écliptique.

II. On considére une éclipse de Lune. Calculer les
heures des contacts, les angles au poéle de ces contacts,
ainsi que U'heure de la plus courte distance des centres.

HI. Expliquer comment on peut déterminer les éléments
elliptiques d’une planéte a l’aide de trois observations.
(Juin 1912.)

EPREUVE EcRITE. — 1° Détermination de la figure de la
Terre.

2° Dans un triangle sphérique, on connait un cété c, la
différence a—b des deux autres, et la somme A —+B des

angles opposés. Déterminer les cbtés a, b et les
angles A, B, C.
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EPREUVE PRATIQUE. — A Nancy, dont la latitude est
¢ = 48°41'31",

on a observé a un certain instantl’azimut A et la distance
zénithale z d’une étoile

A = 22543 20", z = 25°44'30".

Calculer U'heure sidérale de cet instant. On donne
U’ascension droite R de l'étoile

R =917 12", 25.
(Octobre 1912.)

1. Connaissant les dimensions de ['ellipsoide terrestre
et la latitude géographique ¢ d’un point de cet ellip-
soide, trouver la latitude géocentrique de ce point, sa dis-
tance au centre de la Terre et le rayon de courbure de
Uellipse méridienne au méme point. Longueur du métre.

I1. Nutation de l’axe de la Terre.

IlI. Aberration annuelle des étoiles. (Juin 1913.)

I. Expliquer en détail comment on établit que le mou-
vement des planétes satisfait aux trois lois de Kepler.

II. On considére une éclipse de lune. Calculer les heures
des contacts, les angles au pédle de ces contacts, ainsi que
Uheure de la plus courte distance des centres.

(Octobre 1913.)

Rennes.
CoMPOSITION ECRITE. — Réfraction astronomique.
EPREUVE PRATIQUE. — Résoudre un triangle sphérique

connaissant les trois c6tés :

38°17" 20",

Il

Ab 50,1238,
¢ = 57°34"18".

(a et ¢ sont donnés en degrés, b en grades.)
(Juin 1911.)
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CoMPOSITION ECRITE. — Différents systémes de coordonnées
astronomiques. Changement de coordonnées.

LPREUVE PRATIQUE. — Résoudre un triangle sphérique
connaissant deux cotés b, c et l'angle compris A :

Y
b = 98,1830,

¢ = 49,2135,
A =351,1332.
(Novembre i911.)
CoMposITION EGRITE. — Eclipses.
EpaEUVE PRATIQUE. — On donne les trois cotés d’un

triangle sphérique
o ’ "
a=065.27.18,32;
b =84.35.26,84;

¢ =95.43.53,76 :

1° Calculer les angles A, B, C.
2" Quels accroissements éprouvent ces trois angles quand
les cotés recoivent les petits accroissements respectifs :

da = 3", 2; Ab =— 4", 5; Ac = 6",7.

(Juin 19192.)

Toulouse.

Lenevve kcmite. — 1. Construction d’une éphéméride
donnant les coordonnées équatoriales géocentriques d’une
planéte.

Il. Définition et détermination des constantes instru-
mentales du cercle méridien.

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer, en temps moyen, [’heure
dulever de 1'étoile o Dauphin, le 30 mai 1g10. On trou-
vera les coordonnées de cette étoile, pour cette date, dans
la Connaissance des Temps de 1910 (p. 499). On tiendra
compte de leffet de la réfraction. On adoptera, pour lieu,
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Toulouse (Observatoire), dont on prendra la position
géographique, page 11* de la Table de la Connaissance des
Temps. (Juillet 19171.)

EprEUVE EcRITE. — I Interpolation; différences; formule
de Newton et formules analogues. Application aux Tables
astronomiques; on insistera, en particulier, en se servant
de la Counaissance des Temps, sur le cas de la Lune.

H. Emploi du niveaw des collimateurs et du bain de
mercure dans les cercles méridiens.

EPREUVE PRATIQUE. — On donne ci-dessous les ascensions
droites A, A’ du Soleil et de Vénus pour midi moyen de
Paris du 5 aw 7 juillet 1g1o.

1° On demande, en temps moyen de Paris, pour quel
instant on a A = A’ et quelle est cette valeur commune de
!"ascension droite des deux astres.

2 Transformer le temps nmoyen trouvé pour l’instant
considéré en temps sidéral de Paris.

3° Dans quel méridien se trouvent les deur astres au
moment de cetle conjonction, sachant que le temps sidéral

a midi moyen, a Paris, leb juillet 1912 est égal a 6"52"25°.
Soleil. Vénus.
L. _ h m s h m s
1912 juillet 5..... 6.56.43,006 6.56.15 32

» 6..... ~. 0.39,89
7. 4.56,38

1.36,12
. 6.56,49

»

N3
N1 o1

(Juillet 1912.)

ERRATA.
1915. Page 35,-ligne 5, au lieu de sin*z — sin?z + y, lire
sin*x — sin’?x + A,
Page 53, ligne 12, au lieu de
6 —:—‘——_——'
Vaya-+yai+zs,
lire
6) = ———
Vaya—+ya—zs,
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[M!8a]
NOTE SUR LA NEPHROIDE BE PROCTOR;
Par M. F. BALITRAND.

La néphroide de Proctor est la courbe engendrée
. , a [
par un point d’un cercle de rayon — roulant extérieu-
2

rement sur un cercle de rayon a. C’est une épicycloide
qui présente deux points de rebroussement aux extré-
mités d'un diameétre du cercle fixe et deux sommets,
dans une direction perpendiculaire, sur un cercle-con-
centrique de rayon 2a. Elle est susceptible de nom-
breux modes de génération simples, soit ponctuels,
soit langentiels; ces derniers particuliérement remar-
quables. Nous en indiquerons plusieurs dans ce qui
suit.

Prenons un cercle de centre O et de rayon a.
Soient AA’ un de ses diamétres, fixe par hypotheése,
et M un point variable de sa circonférence. Tracons le
cercle qui lui est tangent extérieurement en M et de

a N . . . .
rayon —- Soit w son centre. Prenons sur lui un point P

tel que arc MP = arc MA. Le lieu du point P, quand
le point M varie, est la néphroide de Proctor.

Abaissons de M la perpendiculaire MQ sur AA'.
Puisque arc MA = arc MP et puisque le rayon de
est la moiti¢ de celui de O, MP et MQ sont égaux. Pour
la méme raison, si 'on méne la tangente commune en M
aux deux cercles, qui coupe AA’en T, les angles QMT
et PMT sont égaux. Par suite, la tangente MT est per-
pendiculaire sur PQ en son milieu. Donc :

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XV. (Mars 1915.) 8
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Si d’un point M d’un cercle, on abaisse la perpen-
diculaire MQ sur un de ses diameétres fize AA', et si
Uon prend le symétrique P, de Q, par rapport a la
tangente en M, le lieu de P, quand M varie sur le
cercle, est une néphroide ayant pour points de
rebroussement A et A'.

De plus, la tangente en P & la néphroide est la
droite PT. En effet, le triangle TPQ étant 1soscéle, la
droite TP rencontre OM en un point M,, tel que
MM, = OM. Autrement dit, le point M, est le point
diamétralement opposé a M sur le cercle w. Par suite,
TP est perpendiculaire 2 PM. Mais M étant le centre
instantané de rolation, la droite PM est la normale
en P; par suite, TP est la tangente. On peut ajouter
que cetle langente fait avec AA’ un angle double
de MOA et, par conséquent, TM est la bissectrice de
I'angle PTQ. ’

Puisque MP =MQ), le point M appartient a une
parabole ayant P pour foyer ct AA’ pour directrice. La
langente en M a cette parabole, qui est perpendiculaire
sur PQ, coincide avec MT. Donc :

Le lieu des foyers des paraboles tangentes ¢ un
cercle et ayant, comme directrice commune, un dia-
métre fixe de ce cercle, est une néphroide ayant
pour points de rebroussement les extrémités du dia-
meétre fixe.

Tragons le cercle de cenire M et de rayon MQ. Il
touche AA’ en Q et la néphroide en P. La droite PQ
prolongée rencontre le diameéire BB', perpendiculaire
a AA’, en Q, et 'on a QQ,=OM = a. L’enveloppe
de PQ est donc une hypocycloide a quatre rebrousse-
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ments ou astroide, ayant ses points de rebroussement
en A, A’, Bet B'. Par suite :

Lenveloppe d’un cercle, dont le centre décrit un
cercle donné, et qui reste tangent a un diamétre de
ce cercle, est une néphroide. La droite qui joint les
points de contact sur le diamétre et sur la néphroide
enveloppe une astroide.

On peut encore dire, si I'on veut, que:

Le lieu des points équidistants d’une néphroide
et de sa ligne des rebroussements est le cercle décrit
swr le segment de droite, qui joint les points de
rebroussement, comme diamétre.

Désignons par p I'angle MOA. Nous savons que la
tangente PT fait avec AA' un angle égal a 2¢; cest-
a-dire que TP et TA sont symétriques par rapport a TM.
D’ou le mode de génération suivant de la néphroide :

De chaque point T d’un diamétre fize AA' d’un
cercle, on méne la tangente TM a ce cercle et l'on
prend la symétrique TP de AA' par rapport a cette
tangente. L'enveloppe de TP est une néphroide.

Le triangle OTM, est isoscéle, puisque T appartient
ala perpendiculaive élevée surle milieu de la base OM,.
L’angle en M, est done égal a MOA, c’est-a-dire a .
Menons par M, une parallele M;N 4 AA/, faisant par
suite avec OM, le méme angle ¢. Le lieu de M, étant
un cercle de centre O et de rayon 2a; on voit que
si NM, est un rayon lumineux, M, T est le rayon
réfléchi par ce cercle. D’ou ce théoréme :

La caustique par réflexion d'un cercle, pour des
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rayons lumineux paralléles, est une néphroide de
Proctor.

Joignons PM. Dans le triangle rectangle PMM,,

Pangle en M est égal a 7—; — ¢. D’autre part, dans le

triangle OMQ, I'angle OMQ est aussi égal a ;—r——(p.

Autrement dit, si QM est un rayon lumineux, PM pro-
longé est le rayon réfléchi par le cercle fixe. L'enve-
loppe de PM est donc une néphroide. Mais PM, nous
le savons, est la normale en P a la néphroide lieu de ce
point; son enveloppe est douc la développée de cette
néphroide. Ainsi :

La développée d’une néphroide de Proctor est
une autre néphroide concentrique & la premieére.
On Uobtient en prenant I’homothétique de celle-ci;
le péle d’homothétie étant le centre commun et le

rapport d’homothétie =, et en la faisant ensuite
2

tourner de 90° autour du centre commun.

l.a construction, bien connue, qui donne le point de
contact du rayon réfléchi avec son enveloppe, fournit
ici le centre de courbure de lanéphroide. On I'obtient
en projelant sur MP le milieu du rayon OM. Nous
Pobtiendrons plus loin par une autre méthode.

Projetons le point A en R sur MT et prenons le
symétrique S de A par rapport 2 R. Ce point se trouve
sur PT. Le lieu du point R étant, d’aprés une propriété
classique, une cardioide; il en est de méme de celui du
point S. D’ailleurs, I'égalité des deux triangles OMQ,
MPM, montre que le ccrcle de centre M, tangent exté-
rieurement en M au cercle O, passe par S. Comme
arc MS = arc MA, il en résulte que le lieu du point S
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est celui d’un point d’'un cercle de rayon a, roulant
extérieurement sur un cercle égal; ce qui prouve d’une
autre facon que ce lieu est une cardioide. La normale
en S i cette cardioide est la droite SM, puisque M est
le centre instantané de rotation. Celte droite est d’ail-
leurs bissectrice de I'angle ASP, car les angles ASM

, T 0 .
et MSP sont tous deux égaux a S =i Donc :

La néphroide de Proctor est la caustique par
réflexion de la cardioide pour des rayons lumineux
issus du point de rebroussement de cette derniére.

PM prolongé rencontre le cercle O en un second
point P,. Nous avons vu que MO est la bissectrice de
I'angle QMP, ; par suite,

MP, = 2MQ et arc MP, = 2arc MA.

Comme, d’apres ce qui précéde, la droite MP, enve-
loppe une néphroide, on a pour cetle courbe le mode
de généralion suivant :

Si deuxr mobiles partant d’un méme point se
meuvent sur un cercle, dans le méme sens, avec des
vitesses dans le rapport de 3 a 1, la droite qui les
Joint envelopve une néphroide de Proctor.

De la, on peat déduire une construction du centre
de courbure de la néphroide. En effet, soit M'P) une
nouvelle position de la droite MP,, coupant la premiére
au point C. Les deux triangles MCM' et P,CP; sont
semblables comme équiangles el, par hypothése, on a

MM’ = % P, P|.
Donc
CM =
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“Ainsi, a la limite, lorsque M'P’, se rapproche indéfini-
ment de MP,, le point C, qui devient le point de con-
tact de MP, avec son enveloppe, s’obtient en prenant

MC = 1 mp,.
i

Comme ce point est le centre de courbure de la
néphroide, puisque MP, est normale en P a cette
courbe, on a la construction géométrique suivante

Le centre de courbure en un point de la né-
phroide s’obtient en projetant sur la normale en

ce point le milicu du rayon correspondant du
cercle fize.

Soit w, le milieu de OM. Décrivons un cercle
sur w, M comme diamétre; il passe en C. Décrivons
de méme le cercle de centre O et de rayon Ow,; il
est tangent au précédent en w,. 1l coupe le dia-
métre BB/, perpendiculaire 4 AA’, en deux points B,
et B|. Les deux angles CMw, et B,Ow, sont égaux

. T . .
tous les deux a = — 0. Il en résulte que les deux
arcs Cw, et B,w, sont éganx; car ils sont comptés sur
a [2] . .
des cercles de rayons v et — Donc le lieu du point C
2
se confond avec le lieu décrit par un point d'un cercle
mobile roulant extérieurement sur un cercle de rayon
double; celieu est donc une néphroide; ce qui prouve,

comme nous Favons déja vu, que la développée d’une
néphroide est une autre néphroide.

Rectification et quadrature. — La rectification et
la quadrature de la néphroide peuvent s’obtenir géo-
métriquement de plusieurs facons. Celle que nous
allons indiquer est basée sur la remarque suivante.
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Le cercle décrit sur OM comme diamétre passe
en Q et comme MQ = MP, on a aussi

arcMQ = arcMP = arcMA.

Donc le point Q est fixe sur le cercle de diamétre OM,
et si lon fait rouler celui-ci intérieurement sur le
cercle O, il engendre le diamétre AA’; c’est le théo-
réme de Cardan.

D’autre part, si 'on fait rouler une courbe mobile
sur une courbe fixe, d’abord sur la convexité, puis sur
la concavité de celle-ci, de sorte que les mémes points
de la courbe mobile coincident avec les mémes points
de la courbe fixe dans les deux mouvements, on a les
deux formules suivantes :

do‘=<;+-'—>rds, dq,:(l———l—>rds,
? ! PP
ou ds désigne I'élément d’arc commun aux deux
courbes au point de contact; p et p, les rayons de
courbure des mémes courbes en ce point; r le rayon
vecteur du point décrivant; do et do, les éléments
d’arc des deux roulettes.

Ces formules sont bien connues. D’ailleurs, leur
démonstration est immédiate, si l'on remplace les
deux courbes, fixe et mobile, par des polygones infini-
tésimaux inscrils.

Dans le cas présent, ou les courbes fixe et mobile
sont deux cercles, p et o, sont constants et égaux

. . a .o
respectivement i — et a; r désigne MP.

Pour le roulement extérieur (néphroide), on a donc

_ 3.MP

de = ds;
a
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pour le roulement intérieur (diamétre AA'),

doy = E ds;
a
d’ou
ds = 3 do;.
En intégrant, on voit que 'arc de néphroide AP est
égal a 3.AQ. D’ou ce théoreme :

La longueur d’un arc de néphroide, compté a
partir du point de rebroussement, est égale a trois
fois la distance de ce point de rebroussement a la
projection, sur le diamétre des rebroussements, du
point correspondant du cercle fize.

La longueur totale de la néphroide est égale & 12a.
La quadrature s’obtient par des considérations ana-
logues. En faisant rouler une courbe mobile, d’abord
sur la convexité, puis sur la concavité d’une courbe
fixe, le rayon vecteur du point décrivant balaye chaque
fois une aire limitée par I'arc de la courbe fixe, I'arc
de la roulette et les deux lignes droites qui joignent
les premiéres et dernieres. extrémités de ces arcs.
Chacune de ces aires se décompose en quadrilatéres
mixtilignes infinitésimaux dont chacun comprend
1° un petit secteur curviligne qui a pour sommet le
point décrivant et pour base 1'élément de la courbe
mobile; 2° un second secleur qui a son sommet au
point de contact des deux courbes et pour base I'élé-
ment de la roulette.

Les premiers sont évidemment égaux dans les deux

roulements. Quant aux seconds, ils ont pour expres-
sion

ds = Lrds -I-<5+l>r’ds,
2 2\p  pi

dE,:lrdc,=-[-(-l-———l>r2ds,
2\p  p1
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suivant que les convexités des deux courbes, fixe et
mobile, sont opposées ou non.
Dans le cas présent, ou celles-ci sont des cercles de

a .
rayon a ¢t — respectivement, on a
J 2

dE = 3.d2|,
d’ou
X=3.2,,

¥ représente la surface limitée par larc de né-
phroide AP, par I'arc du cercle fixe MA et par l'arc
du cercle mobile MP; %, la surface limitée par le
segment AQ et par les arcs MA et MQ des cercles
fixe et mobile.

A la surface Z, ajoutons le segment de cercle w
limité par la corde MP; et de méme a la surface I,
celui du cercle w,, limité par la corde MQ. Observons
d’ailleurs que ce dernier est égal a Z,. Il en résulte
que la surface comprise entre 1'arc de néphroide AP,
I'arc de cercle MA et la droite MP, est double de la
surface comprise entre AQ, QM et I"arc MA. D’ou ce
théoréme :

La surface comprise entre un arc de néphroide,
compté a partir du point de rebroussement, U’arc
correspondant du cercle fixe et la droite qui joint
les extrémités de ces arcs, est égale au segment du
cercle fixe limité par la corde menée par le point
correspondant du cercle fize, perpendiculairement
au diamétre des rebroussements.

La surface totale de la néphroide est égale a trois
fois celle du cercle fixe.
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[I119a]
SUR LE SYSTEME D'EQUATIONS INDETERMINEES

by =32,  xyr=1y

Par M. C.-A. LAISANT.

Ce systéme, signalé dans ’4lgébre d’Euler (1. 11,
n° 239), a fait 'objet d’une question posée récemment
dans 'Intermédiaire des Mathématiciens ('). On
demande s’il peat y avoir des solutions entiéres.
L’'impossibilité est presque évidente, en écrivant les
deux équations :

y=(z—z)x+(3—2x)3,
r=(—y)y+ =y

s—x et t—y sont des entiers positifs. En vertu
de la premiére équation, y >z; en vertu de la
seconde, x> y; d’ou l'impossibilité, au moins en
nombres entiers positifs. ’

Pour le cas de racines négatives, on n’a qu’a mettre
les signes en évidence, d’ou les deux systémes

rr2—y =22 Yy - =1 et x2—y =23 x+ y2=13,

et une démonstration analogue a la précédente s’ap-
plique & chacun d’eux.

Le seul cas d’exception est celui oa I'on a z =23 (ou
bien y =1t). Alors, y = 0, x = z = t2, solution évi-
dente. :

On peut se proposer la recherche des racines com-

(') Ne 4418 (1914, p. 147), par M. T. Ono.
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mensurables, s'il en existe, du systéme proposé. La
solution est tout entiére contenue dans les deux iden-
tités suivantes, qui n’en font qu’une, car la seconde se
déduit de la premiére par la simple permutation des
deux lettres :

[b(2a2—|— b)]2 a(2b*+a) [a—»—b*—za’b]2

1— 4ab 1— 4ab 1— 4ab
‘a(2b*+a)? | b(2a+b) _[b+ar—2b%a]?
l_ t— jab + 1—4ab 1— 4ab

En prenant pour a et b deux quantités commensu-
rables arbilraires, positives ou négatives, et posant

z__17(21124—17) __a(2b’+a)
T 1—4ab = T1—4ab
z_a+b2—2a2b t_b—i—a’——zb’a
- i—4ab - i—4ab

on aura une solution du systéme proposé, en valeurs
commensurables.

On peut remarquer que a et b représentent respec-
tivement les différences z — z et ¢t — y.

Si I'on prend pour a et & des valeurs positives, il
faudra, pour que les racines z et y soient positives, que
'on ait ab < L.

4

D’aprés I'une des remarques précédentes, on peut
résoudre la question que voici, laquelle est entiérement
déterminée : « Connaissant les différences z — z
et t — y, déterminer les quatre nombres z, y, 3, ¢ de
telle sorte qu’on ait 22+ y =32, z +yr=t2 »

Il y aurait sans doute sur cette question d’intéres-
santes observations i faire. Je me borne, en terminant,
a présenter trois exemples, correspondant aux trois cas:
possibles, savoir z et y positifs, négatifs ou de signes



contraires :
13 5 1 3
1° x=-l—2, -7=’(§’ z=l—7, t=z;
2
(2§ =(2)
12 6 12
E 5)2_(4\2
12 <6 - _3:) ’
8 9 i 5
2° Xr = — — = — =, 3= - = —;
77 7 7 7
-1 )
7 7 7/’
2 \ 2
_8 +<2> =(E) )
7 7 .7
° =3 -1 =2 _ 4.
3 z= 5 y=—z 2=z t_5,
3V b _(2V
\5) 5 “(5)’
3 [1\t_ [4\?
5 *(3) '<5>
[O0'3e]

NOTE SUR LA TORSION;

Par M. J. HAAG,
Professeur & la Faculté des Sciences de Clermont-Ferrand.

Imaginons une courbe (C), définie comme aréte de
rebroussement de 'enveloppe du plan

(1) Az+By+Cz+D=o,

ou A, B, C, D sont des fonctions données d’un para-
metre ¢.
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Proposons-nous de calculer la torsion TL de cette

courbe. On sait que les coordonnées z, y, z du point
de contact du plan (1) avec (C) sont définies par I'équa-
tion (1) et les suivantes :

(2) Az+By+Cz+D =o,
(3) Az +B'y+Cz+D'=o,

les accents étant des indices de dérivation par rapport
a t. Cela posé, désignons par (a, b, ¢), (a,, by, cy),
(az, b, c3) les cosinus directeurs de la tangente, de la
normale principale et de la binormale. Cette derniére
droite est perpendiculaire au plan (1); on a donc

4 az=AA, by=AB, cy=AC,
avec

~ 1

) Al e vl

Ecrivons maintenant les formules de Frenet :

(6) day _ @ dby _ b dey _ ¢

ds T’ ds T’ ds T

Multiplions-les respectivement par a,, by, ¢, et ajou-
tons. 1] vient

- _!_ _ daz dl)g d02
() T=%g Thg ey
Or, on sait que
ay= cby— be,, by = acy— ca,, ¢y = bay, — ab,.

La formule (7) s’écrit, dés lors,

da, db, de, D e
@ 1| @ @ | eV
T = ay by o = A B C

! !
x 2
a b c 4
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Or, les équations (1), (2), (3), dérivées totalement
par rapport a ¢, entrainent les suivantes :
(9) Az’ +By' +C3z =o,
(10) A'z'+B'y'+ C'3' = o,
(l[) A”zl+Bllyl+C!/ I= _(A/"x+Bll/y+C”'z+Dlll)=k’

k étant obtenu par élimination de z, y, 3 entre (1),

(2), (3) et (11), ce qui donne

A
(12) k=———87
en posant
A B C D
A B C
sy a=| M B C DNy B ¢
I = 0 =
A/r B” Cn D” ’
AI/ BII CIV

AI" Bf' C”/ D"I
Si nous résolvons maintenant le systeme (g), (10),

(1) par rapport a &', y', z’, nous avons

.k

()  @=4%Bo—cB) y= S (CA—AC),

z'=’—;(AB'—BA').

Portant dans (8) et développant suivanl la derniére
ligne, 1l vient

(15) 5 =— %; %;[(BC’——CB')2+(CA’—AC’)2+(AB’—BA’)2].

Mais, si I'on éléve les équations (14) au carré et qu'on
. . N 32

les ajoute, on voit que le crochet de (15) egaleﬁs"-‘.

Finalement, (15) devient

A28
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ou, en tenant compte de (5) et (12),

L 32
(16) T™ (AT+ B+ CG)A~

On peut aussi établir cette formule, en partant de
la formule bien connue

U

z y 3
— z‘ll yll 3z "
x " . ylll 3z /s

T

—z'3" )2+ (2 y

T

1
(l’)T I — 3y R4+ (>

Nt —yayr

On a, en dérivant (g) et tenant comple de (10),
(18) Az"+By'+ Cz"=o.
Dérivons cette équation, ainsi que (10) et tenoms
compte de (11); nous obtenons
(19) Az"+By"+ Cz"=—(A's"+B'y'+C'3") = k.
Les équations (g), (18), (19), résolues par rapport a A,

B, C, nous donnent

’

_ k(y!z//_ zfy") k(z'.’l,‘”—‘z"z”)
(0) A=XZo2), g HEroTi)

k(xV y”__ylxﬁ)
D ’
en désignant par D le déterminant qui est au numéra-
teur de (17). La formule (17) peut alors s’écrire

. k? A?
D(A*+ B'+ C?)  o8:D(A*+ B+ C?)’

(21) ,;,— =

en tenant comple de (12).
Faisons maintenant le produit 3D, lignes par lignes.
On trouve, en tenant compte des équations (9), (10),
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(11), (18), (19) et posant
A”.Z‘”—i— B”yll+ 'z = ™ A" BI)’I”-{— C'z" = P,
A'z" B”}'m—i— Cr g = 0’

o o k A5
(22) D=|o0o —k p =k3=——8—;-
kK p 0

Portant dans (21), on retrouve la formule (16).

[A5]
GENERALISATION D'UNE FORMULE CONNUE;
Par M. G. FONTENE.

Si on pose
Ap X Apy><... % Am—p+|
b
ApX>X AgxX... <A,

(1) (m, p)=

A, étant une expression qui dépend de n, on a

() (m, p)—(m—1, p)=(m—1, p—1) x 2m=Amp,
P

Pour A,=n, et en supposant m entier, cela donne
CIF),l = C”l—i -+ C‘;l_—ll‘
Pour A, = 2" — 1, 0n a
(m,p)=(m—1,p)+(m—1,.p—1)XamP;
il en résulte que I'expression
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