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NOUVELLES ANNALES

MATHEMATIQUES.

[R6]

UNE PREMIERE LECON DE DYNAMIQUE (');

Psr M. ExiLe PICARD.

1. Etudions d’abord le mouvement d’une portion de
maltiére assez petite pour qu’on puisse la regarder, sans
ecrreur sensible, comme réduite d un point; c’est ce
que nous appellerons un point matériel. Cette étude
ne peat étre entreprise sans faire certaines hypothéses
ct sans admettre certains principes, qu’il est impossible
de vérifier directement ct dont sculement des consé-
quences plus ou moins lointaines sont réellement sus-
ceptibles d’¢ire contrdlées par I’expérience. Sans entrer
ici dans aucun détail historique, qu’il me suffise de
citer Galilée, Descartes, Huyghens et Newton, comme
les créateurs, a des titres divers, de la science du mou-
vement. )

Principe de Uinertie. — Il comprend deux partics :
1° Quand un point matériel est en repos dans Pes-

(') Cette lecon est la premiére lecon de Dynamique que je fais
depuis 1894 a4 I'Ecole Centrale dans mon cours de Mécanique géné-
rale.

Ann. de Matheémat., §° série, t. 11. (Janvicr 1902.) 1
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pace, il reste en repos si aucunce aclion extéricure ne
s’exerce sur lui.

2° Quand un point matériel est en mouvement dans
I'espace, son mouvement est rectiligne ct uniforme si
aucune action extérieure ne s’excrce sur lui.

Il résulie de la que, si le mouvement d’un point ma-
tériel n’est pas rectiligne et uniforme, certaines actions
extériecures s’exercent sur lui, et ceci est en quelque
sorte une définition. On donne le nom de forces a ces
actions que I'on regarde comme produisant ou modifiant

le mouvement d’un point matériel.

2. Avant de passer & un second principe, nous allons
poser d’abord la notion de champ de forces constantes.
Une portion déterminée de Pespace sera dite un chamyp
de forces, siun point matériel abandonné ilui-méme en
un point arbitrairede ce champ ne reste pas en repos. Le
chamyp de forces sera diL constant, si un point matéricl
abandonné cn un point quelconque sans vitesse initiale
et a un instant quelconque déerit toujours la méme
trajectoire (transportée seulement parallélement a elle-
méme) et de laméme maniere. La pesanteur offre, dans
le vide et pour un espace asses petit, un exemple de
champ constant.

Cetle notion acquise, nous posons maintenant le
sccond principe, dans Pénoncé duquel il ne s'agit que
de champ de forces constantes.

Si un point matériel se trouve a la fois dans plu-
sieurs champs de forces constantes, le mouvement que
prend le point & partie d’un certain instant s’obtient en
composant cinématiquement le mouvement rectiligne
et uniforme di & la vitesse initiale et les niouvements
que produirait chacun des champs s'il agissait seul

sur le point materiel partant du repos.
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Ainsi, supposons qu’un point matériel occupe a un
moment ¢ la position A avec une vitesse V, et qu'il se
trouve a la fois dans deux champs de forces constantes.
Soit B la position qu’occuperait au bout du temps ¢ + 8
le point matériel soumis sculement au premier champ
ct abandonné en A sans vitesse; soit de méme B’ la po-
sition correspondant au second champ dans les mémes
conditions, soit enfin B 'extrémité du segment obtenu
en portant une longueur V, 6 sur la direction de la vi-
tesse V. On obtiendra la position véritable du mobile aun
temps ¢ + 0 en faisant la somme géométrique des trois
vecteurs AB, AB' et AD".

On voit que chaque champ agit, en quelque sorte,
comme s’il était seul ct si le point n’avait pas eu une
vitesse Initiale Vo3 aussi le principe précédent peut-il
¢re appelé le principe de Uindépendance de Ueffet
des forces et du mouvement antérieurement acquis.
Mais dans I'application du principe, sous la forme que
nous venons de lui donner, il est essentiel de se rap-
peler qu'il s’agit seulement de champ de forces con-
stanles.

3. Supposons en particulier qu’il n’y ait qu’un seul
champ. On devra composer le déplacement V6 dit 4 la
vitesse acquise avee le déplacement résultant de Paction
du champ sur le point placé en A et partant du repos.
Soit T'la trajectoire du point matériel placé en A au
lemps ¢ sans vitesse initiale, trajectoire qui sera par-
courue suivant une certaine loi. On peut se représenter
le mouvement de la maniére suivante :

Imaginons que la courbe T' se déplace d’un mouve-
ment de translation uniforme avee la vitesse V,, pen-
dant que notre mobile se déplace sur la courbe suivant
la loi convenable; on aura ainsi la trajectoire véritable.
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Pour le cas simple qui précéde, on peut imaginer fa-
cilement des vérifications expérimentales du principe.
Dans un wagon animé d’un mouvement de translation
uniforme, un point pesant abandonné sans vitesse rela-
tive rencontre le plancher du wagon toujours au méme
point, quelle que soit la vitesse du mouvement de trans-
lation. 1l doit bien en étre ainsi, d’apreés le second prin-
cipe, puisque la trajectoire relative du point tombant
par rapport au wagon est la trajectoire du point quand
le wagon reste au repos.

4. Le second principe nous permet de trouver la na-
ture du mouvement d’un point matériel dans un champ
de forces constantes. On a vu en Cinémaltique que, si un
point a un mouvement relatif par rapport A un systéme
anim¢é¢ d'un mouvement de translation, 1'accélération
absolue du point est la somme géométrique de I'accé-
Iération relative et de 1'accélération d’entrainement.
Appliquons ce résultat & notre probléme actucl, ou le
mouvement de translation de la courbe I est uniforme;
I’accélération absolue du mobile a 'instant ¢ 4+ § scra
égale i son accélération relative sur la courbe T'. Fai-
sons, en particulier, § = o0; 'accélération absolue du
point au temps ¢ sera égale a 'accélération qu’a au dé-
part le point matériel partant du repos et soumis au
champ considéré. Elle a donc une valeur constante, et
nous arrivons ainsi a ce résultat, trés important, que le
mouvement d’un point materiel dans un champ de
Jorces constantes est un mouvement dont 'accéléra-
tion est constante. On aura donc

Si le point part du repos et est placé & Porigine, on dé-
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duit de la immédiatement

9

at? pee vt
r=—>) ¥y = , 3
2 2 P

La trajectoire sera rectiligne ; en la prenant comme axe
des z, on aura 2 = $ = o} et nous avons finalement

q

2

Le mouvement est uniformément accéléré et d’accé-

lération y. La direction de la droite, trajectoire du
point, sera dite la direction du champ de forces.

5. Le point matériel A restant toujours le méme,
les différents champs de forces se distingueront les uns
des autres par leur direction et Paccélération du mou-
vement. Nous prendrons, comme mesure des forces
agissant sur le point déterminé A dans chacun de ces
champs, des quantités proportionnelles aux accéléra-
tions,

ct, siloun appelle f, f', ... ces forces, on aura par deé-
finition

et elles auront, par définition, pour directions les dirce-
tions de ces accélérations.

Nous pouvons facilement trouver le champ résultant
de la superposition de deux champs de forces constantes.
Supposons qu’un point, partant du repos, soit placé si-
multanément dans deux champs de forces constantes.
Quel mouvement prendra-t-il? Supposons que Ox re-
présente la direction du premicr champ, et Oy la direc-



(6)
tion du second champ. Si le premier champ agissait
seul, on aurait par rapport aux deux axes Ox et Oy la
trajectoire
-{[2

7= y=o,

et si le second champ était seul actif

X =0, y=-—-"

Done, quand les deux champs agissent simultanément,
on a, d’aprés le sccond principe
~ 12 .‘,’lz

X = —— =
2 4 2

Le mouvement est donc encore uniformément accé-
Iéré, et I'accélération est la somme géomdéurique des
denx accélérations v et %', dot se déduit de suite la

régle du parallélogramme des forces.

6. La définition dynamique de la force dans un
champ constant, que nous venons de donner en ayant
¢égard au mouvement produit, n’est pas celle qui s’est
présentée la premiére au point de vue historique. L'idée
de force provient de la notion de I'eflort que nous fai-
sons quand nous supportons un fardeau, ou tirons sur
une corde fixée par exemple & un clou. Si nous pou-
vions évaluer avec précision Veffort fait pour supporter
diflérents poids, nous pourrions nous servir de cet cffort
pour mesurer les forces. Mais un effort est aussi une
cause de déformation; appliqué 4 un corps solide, il en
change la figure. Soit considéré un ressort parfaitement
élastique, et montrons comment il va pouvoir servir a
mesurer les forces au point de vue statique. Placons-
nous dans le champ de la pesanteur & Paris, ct prenons
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une matiéere déterminée bien homogéne, du platine par
exemple. En suspendant au ressort, donton a oricnté
Paxe moyen dans le sens de la verticale, des quantités
croissantes de platine, nous avons des déformations va-
riables; or, prenons comme unité de force 'action sta-
tique sur le ressort d’un volume déterminé de platine.
Nous admettons tout naturellement que, pour un volume
double, I’action statique sur le ressort est double ct ainsi
de suite. Nous avons ainsi un instrument (dynamo-
métre) qui se trouve gradué ct avec lequel nous pouvons
évaluer les actions statiques. Or reprenons notre point
maltériel A de tout a I'heure, et considérons un champ
de forces constantes; avec le ressort, dont on place 'axe
moyen dans le sens du champ, et en fixant a son extré-
mité le point A, nous pouvons évaluer 'action statique
du champ sur le point A. Nous avons donc, pour diffé-
rents champs, différentes actions staliques; d’ou une
seconde définition, qui est statique, de la force agis-
sant sur le point A dans chacun des champs. Nous
regardons comme un résultat expérimental que les
nombres représentant les forces envisagées au point de
vue dynamique et au point de vue statique sont pro-
portionnels.
Clest la un résultat capital.

7. Nous n’avons jusqu’ici considéré qu’un seul point
matériel A. Pour toul autre point matériel, on peut
refaire les mémes expériences; il s’agit de comparer
les points matériels les uns aux autres. 1l n’y aurait
aucune difliculté sila matiére se présentait a nous sous
unc forme unique; on pourrait parler, comme le¢ fai-
sait Newton dans la définition de la masse, de la quan-
tit¢ de matiére. Mais on sait que la malticre s¢ présente
anous sous un certain nombre de formes irréductibles
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les unes aux autlres, au moins dans 'état actuel de la
science. Or Uexpérience apprend, ce qui va étre pour
nous absolument fondamental, que dans un méme
champ Uaccélération du mouvement produit, quel que
soit le point matéricl, est la méme. C'est ce qu’on ex-
prime, pour le champ de la pesanteur, en disant que
tous les corps tombent avec Ja méme viresse dans le
vide, ce qui veut dire qu'un morceau de fer et un mor-
ceau de cuivre, par exemple, prennent dans le vide un
mouvement uniformément accéléré dont 1'accélération
est la méme.

Ceci posé, placons-nous dans un champ déterminé
d’ailleurs quelconque, et suspendons différents points
matériels & Vextrémité de notre ressort gradué. Nous
dirons que ces points ont des masses égales, s'ils
donnent au ressort la méme flexion. 1l est ais¢ de voir
que, si deux points matériels aménent la méme {lexion
dans un certain champ, ils améncront une méme flexion,
quoique différente de la premiére, dans tout autre
champ; en ellet, les flexions indiquent des forces que
nous avons vues ¢tre proportionnelles aux accélérations,
et, puisque les accélérations sont les mémes dans un
méme champ pour tous les points matériels, si la flexion
est la méme pour deux points dans un certain champ,
clle sera la méme dans tout autre champ. De la défini-
tion de deux masses égales résulte la définition d’unc
masse double, triple, ... d’une autre. Une masse sera
dounble, par exemple, d’une autre, si elle donne dans
tout charap une déformation correspondant a une action
statique double. Nous sommes donc ainsi conduit &
attribuer aux différents points matériels M, M’, ... des
coefficients m, m/, ... que nous appellerons les masses
de ces points; c’est, pour le moment, un systéme de
nombres proportionnels.
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8. 1l résulte de tout ce qui précede que, dans un
méme champ, les forces agissant sur deux masses iné-
gales sont proportionnelles a ces masses. D’autre part,
les forces agissant dans différents champs sur un méme
point matériel sont proportionnelles aux accélérations
des mouvements produits. On en conclut que, dans deux

champs d’accélérations v et/

et pour deux points de
masses m et n/, les forces I et I sont proportionnelles

aux produits m+y et m'y'. Nous avons donc

mvy

F-—-
=

m'y'
Ou peut, pour un point déterminé M’, prendre

o ot
F'=m'y;

on aura alors, pour tout autre point,
F =m-,

c’est-a-dire que le nombre mesurant la force est égal an
produit du nombre m mesurant la masse par le nombre
mesurant 'accélération.

Si I'on prend en particulier le champ de la pesanteur,
dans un licu déterminé, i Paris par exemple, la force
du champ sur un point de masse m peut ére prise
¢gale au poids de cette masse; on écrira donc

P =mg,

g désignant Vaccélération de la pesanteur a Paris
(g=9", 81 évalué en métres).

9. Pour avoir des évaluations numériques de forces
ou de masses, il faut avoir fait choix d’un systéeme
d'unités. Un tel systéme peut ¢tre pris arbitrairement,
pourvu que le nombre mesurant la force soit ¢gal au
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produit du nombre mesurant la masse par le nombre
mesurant ’accélération. On prend généralement comme
unité de temps la seconde de temps moyen. En Méca-
nique appliquée, le métre est le plus souvent pris pour
unité de longueur et 'unité de force est le Ailogramme-
force, c’est-a-dire le poids & Paris d'une masse étalon
de platine déposée aux Archives. Dans ces conditions,
il est facile de trouver ce que sera la masse unité;
puisque
l)
m = o
S
ce scra la masse d’'un point matériel qui pese a Paris
O, 81,

En Physique générale, on a préférd un autre systéme.
L’inconvénient du systeme précédent est que 'unité de
force (kilogramme-foree) est une quantité dont la dé-
finition exige Pindication d'un licu déterminé. La massc
d’un corps, qualité physique inhérente a ce corps, sc
trouve alors représentée par des nombres différents
suivant que le kilogramme-force se trouve rapporté a
un licu ou & un autre de la Terre.

Le systéme usité en Physique est le systeme dit C.G.S.
L’unité de longueur est la Jongucur du centimétre.
L’unité de masse est la masse du gramme, c¢’est-a-dire
la massc de la milliéme partie de I'étalon de platine qui
représente le kilogramme. D’aprés la formule

F=my,

on voit que Pon aura I' =1, si m =1 et y =1. L'unité
de force, c'est-a-dire la force représentée par un, est la
force agissant sur la masse d’un gramme dans un champ
dont I'accélération est égale & un centimétre. Cette
unité de force s’appelle une dyne. 1l est facile de trouver
le rapport entre la dyne et le poids du gramme a Paris.
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On a, d’aprés la formule fondamentale,

Poids du gramme & Paris = 981 dynes (puisque m = 1).

Donc la dyne vaut a peu prés 18 a Paris.

10. Nous n’avons considéré jusqu’ici que des champs
de forces constantes. Quand un point n’est pas animé
d’un mouvement a accélération constante, que pouvons-
nous regarder comme étant la force agissant sur lui?
Soient M la position du mobile de masse m au temps ¢
sur sa lrajectoirc et v sa vitesse a cet instant; soit de
plus M’ sa position au temps ¢ + A¢. Nous allons cher-
cher quelle force constante devrait agir sur le point m
placé en M au temps ¢ avee la vitesse v pour qu’il se
trouve en M’ au temps ¢ + At. Rappelons-nous une des
définitions de I'accélération : si Von porte sur la tan-
gente en M dans le sens du mouvement une lon-

T

, , \ 2M"M ..
gueur MM” égale a v Ag, le vecteur )l___2~ a pour limite

At
Paccélération. Or, si nous considérons une force con-

stante agissant sur le point M partant du repos, le point
décrira pendant le temps At un segment de droite MN
dans la dircction de la force, et en appelant y Pacecélé-
ration correspondant au champ constant, on aura
s ‘
YAt ou Y= —
At

MN =

| o

N

la force fsera égale a my ct la direction du champ sera
celle de MN. D’autre part, d'aprés le second principe,
on obtiendra la position du point au temps ¢ + At, cn
transportant le segment MN parallélement a lui-méme
de maniére que M vienne en M”; on en conclut de suite
que MN est égal et paralléele & M”M. Si nous considé-
rons maintenant le mouvement réel du point comme la
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limite d’'une succession de mouvements discontinus ana-
logues a celui que nous venons d’envisager pendant le
temps trés petit Az, nous serons tout naturellement
conduit & regarder comme représentant la force an
temps ¢ la limite de la force f. En désignant donc par (T')
P’accélération de M au temps ¢, et en désignant par (I)
la force, on aura U'égalité géométrigue fondamentale

(F)=(mT).

Le vecteur qui représente la force ne différe done du
q P
vecteur qui 1‘0préselllc I'accélération que par le facteur
positif m. En désignant par X, Y, Z les composantes de
la force, on aura, d’apreés I’égalité précédente
5 ) I 8 I
dxx dzy

(1) m—— =X, mTt'z—:Y, m -

11. 11 peut sembler au premier abord que les égalitdés
précédentes définissent tout simplement X, Y, Z, ctl'on
peut se demander quel intércét elles présentent. Elles ne
seront, en cffet, utiles pour renseigner sur le mouve-
ment du point m et permettre de prédire ce mouvement,
que si on connait autrement que par ces égalités
mémes, X, Y, Z. Indiquons immédiatement quelques
exemples simples pour fixer les idées sur ce point
capital.

Voici d’abord un premier cas ou I'identité, par nous
admise, entre les points de vue statique et dynamique,
montre I'importance des {ormules précédentes. Suppo-
sons que nous ayons affaire & un champ de force ou la
force puisse éire mesurée statiquement a un instant
quelconque et se trouve étre seulement une fonction
des coordoundes (x, 3, z) du point m. Nous pourrons
alors dans (1) regarder X, Y, Z comme des fonctions
connues de v, y, z, ct I'intégration du systeme (1),
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pour une position initiale donnée ct unc vitesse initiale
donnée, nous donnera le mouvement du point corres-
pondant A ces données initiales. Ainsi, pour prendre un
exemple trés simple, soit un point placé a lextrémité
d’un ressort. Le point se trouve a l'origine sur I'axe O,
quand le ressort est a I'état naturel. On tend le ressort;
Vexpérience montre que la force a appliquer au point
pour le maintenir en équilibre est proportionnelle au
déplacement, c’est-a-dire que la force exercée par le
ressort sur le point est représentée par — px (> o0).
On a donc équation différentielle
d?2x

”LW =—ux

dont I'intégration fait connaitre le mouvement du point.
L . ’ .
Iin posant jTL = k*, on aura I’équation
1

2z

pIE + A2z = o,

dont Pintégrale générale est
2 = A coskt + B sin k¢,

A ct B élant des constantes arbitraires. Supposons que
le point soit abandonné au temps £ = 0 sans vitesse ini-
tiale ala distance @ de origine. On devra avoir

dr

a — =0 our t=o0
’ dt P ?

ce qui détermine iimmédiatement les constantes A et B

ct équation du mouvement est

x = a coskt.
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12. 1l peut arriver que X, Y, Z puissent étre déter-
minées dans d’autres conditions en fonctionde x, ¥ et z.
Supposons que I'on ait un champ dans lequel on ait
observé des mouvements particuliers, et que les valeurs
de X, Y, Z déduites des équations (1) puissent, pour
ces mouvements particuliers, ¢tre mises sous la forme
de fonctions déterminées de x, y, z. On pourra admettre
qu’il en est ainsi pour tous les mouvements se produi-
sant dans le champ, et alors I'intégration des équa-
tions (1) donnera le mouvement dans tous les cas
possibles. Nous verrons bientét que, en partant du
mouvement des planétes satisfaisant aux lois de Képler,
¢'est-a-dire de certains mouvements particuliers, Newton
a ¢1é conduit a la Joi de la gravitation universelle; ¢’est
Ia un exemple de la circonstance qui vient d’étre in-
diquée d’une manictre générale.

13. D’autres circonstances peuvent cncore s¢ pré-
senter. On est conduit quelquefois & regarder dans les
¢quations (1) les composantes X, Y, Z de la force
comme fonctions non seulement de x, y, z, mais aussi
le 4, dr d

dt ™ dt’ d
pas des expériences statigues préliminaires qui pourront

;—. 11 est clair que, dans ce cas, ce ne seront

nous faire conmaitre X, Y, Z. Ce ne pourront étre,
conmume au paragraphe précédent, que des observations
dynamiques. Un exemple en est fourni par I’étude du
mouvement d’un projectile dans Pair. 11y a une résis-
tance de I'air sur laquclle nous ne savons rien @ priori.
Je suppose qu'un grand nombre d’expériences aient été
faites; la photographie instantanée permet de savoir
dans quelles conditions le point parcourt sa trajectoire.
Oun peut doune regarder comme connues la vitesse et
Paceélération & chaque instant; de 1a se déduisent, par
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les équations (1) clles-mémes, les valeurs de X, Y, Z
en dehors de la pesanteur et par conséquent la résistance
de Vair. On constate alors que, dans certaines conditions
de grandeurs de la vitesse, cette résistance est une cer-
taine fonction de la vitesse. Le résultat acquis dans ces
expériences déterminées est regardé (entre les mémes
limites de grandeurs des vitesses) comme général, et
le mouvement de tout point m peut étre obtenu par
I'intégration du systéme (1), dans lequel on a rem-
placé X, Y, Z par des cxpressions fonctions connues
de la vitesse.

14. Des cas de nature différente de ceux que nous
venons d’'examiner se rencontrent encore dans la dyna-
mique du point matéricl. Le point peut étre assujetti a
certaines liaisons, & rester, par exemple, sur une surface.
Par le fait de cette liaison, une certaine force se trouve
agir sur le point; ce sera encore a 'expérience A faire
conmailre certaines propriétés de cetle force de liaison,
de facon que le systeme des trois ¢quations (1) acheve
de la déterminer en méme temps qu’elles permettent de
déterminer le mouvement du point sur la surface.

Ces divers exemples sullisent pour donuner une pre-
micre idée de la véritable signification des ¢quations (1).
On la comprendra mieux encore par 'étude des divers
problémes que nous allons bientot traiter.

15. Nous termincrons en donnant quelques défini-
tions relatives au travail d’une force. L’ascension d’un
poids exige un certain travail; cclui-ci, économique-
ment, est proportionnel au produit du poids P a sou-
lever par la hauteur 15 nous prendrons donc pour
expression du travail le produit PH. On prend en Méca-
nique appliquée, comme unité de travail, le Ailogram-
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métre; c’est le travail correspondant a 1’élévation d'un
kilogramme a Paris a la hauteur d’un métre. Si P est
évalué en kilogrammes et H en metres, le produit PH
représentera des kilogrammetres. Quelles que soient les
machines employées, quel que soit le genre de travail
qu'elles accomplissent, ce travail peut toujours étre
assimilé i celui d’un poids soulevé a une certaine hau-
teur et peut par conséquent éire évalué en kilogram-
metres.

Dans le systéme C.G.S., I'unité de travail s’appelle
Perg. L'erg est le travail accompli par une dyne, le
chemin parcouru étant 1°". On obtient I'expression
d’'un travail en ergs, en multipliant la force exprimée
en dynes par le chemin parcouru exprimé en cen-
timctres. Exprimons en ergs le kilogrammeétre. Le
gramme-force vaut 981 dynes; donc le kilogramme-
force vaut 981000 dynes. Par suite

le hilogrammétre = 981000 X< 100 ergs = g8 100000 crgs,
ce qui peut encore s’¢erire
=9,81 <107 ergs.

On voit donc que 'erg est une trés petite fraction du
kilogrammétre ; aussi n’emploie-t-on pas en Physique,
comme unité pratique de travail, erg qui est trop petit,
mais I'erg multiplié par 107; cette unité pratique s’ap-
pelle un joule. D'aprés Iégalité précédente, 1 joule
est égal a 1 Kilogrammetre divisé par ¢,81; c¢’est donc
enviren 5 du kilogrammetre.

La notion de travail ue suflit pas, a elle seule, pour
faire connaitre d'une maniére compléte les propriéiés
d’une machine, car la question de temps n’y joue aucun
role. On appelle puissance mécanique la quantité de
travail pendant une seconde. L’industrie a adopté pour
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unité de puissance le cheval-vapeur. Le cheval-vapeur
correspond a un travail de 75 kilogrammétres par
seconde. En Physique ct dans les industries électriques,
I'unité pratique de puissance mécanique correspond au
travail de un joule par seconde; on Uappelle un watt. Le
kilowatt, qui vaut 1000 watts, est trés usité. Exprimons
un cheval-vapeur en kilowatts; un cheval-vapeur corres-
pondant a 75 kilogrammetres correspond i

=3 9,81 joules;
il est donc égal a
75 > 9,81 watts,
c'est-a-dire a
0,075 < 9,81 kilowatts.

On pent dire que le cheval-vapeur vaat a peu prés § de
kilowatt.

[K13a]
SUR LE DEPLACEMENT D'UNE FIGURE SOLIDE;

Par M. Cu. MERAY,
Professeur a I'Université de Dijon.

1. La propriété de tout déplacement d’une figure
solide de pouvoir étre réalisé par unc translation et
une rolation successives, dont la direction et ’axe sont
paralléles quand lears amplitudes ne sont nulles ni
Pune ni I'autre, est un fait aussi simple qu’il est capital
en Cinématique. En y revenant par hasard, j’ai douc
été éronné de n’en trouver partout que des démonstra-
tions émiettées sur des cas particuliers artificiellement
séparés, constituant pour le plus général une progres-
sion de raisonnements détournés, laissant des vues peu
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nettes, ¢t je proposerai la méthode suivante qui me
semble directe et plus intuitive.

2. Ayant d’abord rappelé I'axiome consistant en ce
que deux figures solides égales entre elles sont super-
posces dans toules leurs parties dés que trois points
non en ligne droite dans Uune ont été amenés a coin-
cider) respectivement avec  leurs homologues dans
lautre, je nommerai a ( fig. 1) la position initiale d’un

point quelconque de la figure qui s’est déplacée, o' sa
position finale, & Ie point de la premiére position de
la figure avee lequel se confond le point @’ de sa seconde,
puis, de méme, &' la position finale de b, ¢ le point de
la premiére position avee lequel b’ se confond, ¢ la
position finale de ¢, enfin d et d' les positions initiale
et finale du point de la figure coincidant primitivement
avee ¢, Comme le déplacement de toute la figure améne
sa partic abed sur a’b'c'd’, la ligne brisée abedd' (ou
bien encore ad b'd'd") est réguliére, en ce sens que ses
cotés ad'y bb', cc'y dd' sont tous égaux entre eux, ainsi
que leurs angles plans de sommets b (ou &'), ¢ (ou b'),
d (ou ¢') et aussi que les angles diédres abed, a't'c'd'.
Il y a maintenant a distinguer les cas suivants.
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3. Les quatre points a, b, ¢, d ne sont pas dans un
méme plan, cas auquel il en est de méme pour &, &', ¢/, d'
puisque ces deux figures sont égales, excluant celui ou
trois conséculifs de ces cinq points seraient en ligne
droite et cet autre, & plus forte raison, ou deux consé-
cutifs coincideraient.

I. Deux demi-droites pm, p/m' ( fig. 2), ayant pour

Iig. 2.

plus courte distance le segment pp' compris entre leurs
origines, forment une figure qui admet pour axe de
symétrie la bissectrice wv de Uangle pwop! compris
entre les paralléles v, wu! menées a pm, p'm! par le
miliew w de pp'. Si, en outre, les points my, m’ pris sur
ces demi-droites sont tels que les angles pmm!, p'm'm
solent égaux, ils sont symétriques par rapport a Uaxe
dont il Sagit; en particulier, cet axe coincide asec wt,
droite jorgnant les milieux de pp' et de mm'.

1° Le plan nwy/, paralléle aux deux droites pm, p'm’
a la fois, est perpendiculaire a leur plus courte dis-
tance pp’; la bissectrice wu qui appartient & ce plan
jouit donc de la méme propriété, ct, comme elle est
axe de symétrie pour les demi-droites oy, op/, la figure
pmp'm' sc réapplique sur clle-méme en p'm/pm, aprés
unc rotation d’un demi-tour exécutée autonr de axe wu;
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car p vient en p’ et p’ en p, parce que wp = wp' et que
la droite pwp’ est une perpendiculaire a ’axe, et les
demi-droites pm, p'm’ viennent en p'm’, pm i cause de
ceci et de ce que les paralléles wp, wy' aux premiéres
viennent en wp’, wyu paralléles aux derniéres.

2° L’égalité des angles pmm’, p'm’'m entraine évidem-
ment celles de p, wm,, W wm,, angles formés respecti-
vemenl avec wy,, demi-droite opposée a wu, et wp/,
par wm,, paralléle menée par w a 'une ou a I'autre des
directions de mm'. Cette droite wm, est donc située
daus le plan mené perpendiculairement a cclui de
Pangle p, 0y par la bissectrice ws de cet angle, ¢’est-
a-dire dans le plan mené par o perpendiculairement
a l'axe wvu, puisque la bissccirice extérieure ws de
I'angle pwu’ est perpendiculaire sur Pautre wvu. La
droite mm/ est donc située dans quelque plan perpen-

diculaire aussi a P'axe wv, et les points m, m/

sont
symétriques puisqu’ils sont ainsi les intersections des

. e AN . smetrt B
droites symétriques pm, p'm’ par un plan syméirique a
lui-méme.

II. Maintenant ( fig. 1), nous ménerons les bissec-
trices des angles abd’, bec/, cdd’, en remarquant que
deux consécutives ne peuvent étre dans un méme plan
a cause de I’hypothése caractérisant le cas que nous
traitons, et que les demi-angles découpés par elles dans
les angles &, ¢, d sont tous égaux entre eux ainsi que ces
derniers le sont les uns aux autres. Nous construirons

. . .. . ! / -
ensuite les perpendiculaires communes 3§, vy’ aux
deux premiéres bissectrices et aux deux derniéres, per-
pendiculaires dont la compléte détermination de cha-
cune assure I'égalité des quadrilatéres gauches bc 3y,
b3y, puis nous joindrons les milieux w«, v des seg-
ments be, 3Bv.
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La symélrie par rapport a uv, du quadrilatére
gauche bcPy, aux angles droits 3, vy, aux angles
égaux &, ¢ (1) donne cy==548, puis =¥&'f a cause
de l'égalité des quadrilatéres beBy, &'c'R'y, et les
points 3/, y coincident forcément, puisque &' et ¢ ne sont
que deux notations d’un méme point. La méme égalité de
ces deux quadrilatéres, combinée avec cette circonstance
que le premier peut étre réappliqué sur lui-méme
en chy3 i cause de sa symétrie absolue par rapport a
Vaxe uv (loc. cit.), entraine celle des figures &'¢'8'y/,
cby{ et par suiteleur superposition compléte aprés une
demi-révolution de la premiére autour de &' B/ pris pour
axe; car alors les trois points &', B/, ¢/, non en ligne
droite dans la premiere, tombent en ¢, v, b (les deux
premiers restant en réalité immobiles) parce que I'on a
b'c’=cb ev que la bissectrice &'’ (notée encore cvy)
est un axe de symétrie pour I'angle bec' (2). En parti-
culier, 3’y se superpose a 2, d’ou la conséquence que
le segment 3'+' ¢égal a By est aussi son simple prolonge-
ment.

Dans le déplacement de la figure considérée, la
droite B3y3'v' ne fait donc que se réappliquer sur elle-
méme, puisque deux de ses points distincts 2, viennent
tomber en 3, v' que nous venons de voir appartenir a
la méme droite, ct le déplacement en question peut
evideminent étre réalisé par une translation de direc-
tion paralléle a cette droite et d’amplitude 33, suivie
ou précédée d’une rotation autour de cette méme
droite, capable d’amener le plan by en b'{3'y'.

On remarquera que tous les points de la figure se
déplacent, car le plan perpendiculaire a l'axe mené
par I'un quelconque d’entre eux se transporte de la lon-
gueur 803’54 o dans la direction de cet axe.

Si, par les moyens indiqués pour la tracer, on pro-
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longe dans les deux sens et indéfiniment la ligne brisée
gauche réguliére abedd’, on constatera immédiatement
qu'elle est inscrite dans une hélice ayant ’axe pour
ame, et que le déplacement étudié correspond a laréap-
plication de cette ligne hélicoidale ... abed ... sur
elle-méme en ... a'd'c'd .. .. De celte observation on
conclurait facilement que les hélices sont les seules
lignes gauches qui soient susceptibles de glisser indéfini-
ment sur clles-mémes.

4. Les quatre points a, b, ¢, d sont dans un méme
plan, mais non en ligne droite, cas auquel @’y o', ¢/, d’
sout sur le méme plan, excluant celui ou deux consé-
cutifs de ces cinq points coincideraient.

Nos trois bissectrices ( fig. 3) tombent dans le méme

plan, ct les choses restent les mémes que ci-dessus
(3, ), a cela prés que B, v, ¥ se confondent en un
seul point o, pied sur le méme plan d’une perpendicu-
laire identique a la perpendiculaire commune a ces
trois droites. L’amplitude de la translation est nulle,
et le déplacement peut étre réalisé par une simple
rotation ayant toujours pour axe cette perpendiculaire
commune, avec une amplitude capable d’amener ob
enob'.

Il est évident que, sauf ceux de [’axe, naturellement
immobiles, tous les autres points de la figure se dé-
placent.
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5. Les trois points a, b, ¢ sont en ligne droite, mais
a, b ne coincident pas, ni par suite b, c.
Un point quelconque de la figure se déplace néces-
sairement alors, car la droite @b ( fig. 4) se réapplique

Fig. 4.
bye

sur elle-méme en @’'d’ et tout plan perpendiculaire
subit évidemment une translation d’amplitude aa' o
dans le sens de cette méme direction aa’. Soient ensuite
m un point étranger a la droite ab, et m' sa position
finale.

Si aa’, mn! ne sont pas dans un méme plan, la con-
struction, a partir de m, d’une ligne brisée mnpqq' ana-
logue a la ligne abedd’ du n° 2 montrera que cette ligne
est gauche et que Pon se retrouve dans le cas discuté
au n° 3, II; sculement I’axe de rotation et de glissement
est noté ici par abe.

Si, au contraire, aa', mm' tombent dans un méme
plan, les segments am, a'n' ne peuvent manquer de s’y
trouver aussi, et comme le déplacement améne les trois
points @, b, m non en ligne droite, en a’, &', m’, les
segments am, am' sont égaux ainsi que les angles bam,
Oa'nd. 1l Sensuit que le segment mum' est paralléle et
égal & ad/, puis que le déplacement considéré peut étre
réalisé par une simple translation de mémes direction
et amplitude que ce segment aa'.

6. Les points a, b (ou @') coincident. — Nous con-’
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sidérerons alors un autre point m de la figure, sa posi-
tion finale n!/, et nous ferons les distinctions suivantes :

1. Le point m/ ne coincide pas avec m. — En con-
struisant la ligne brisée mnpgq’' comme il a été expliqué,
ci-dessus (5), on verra immédiatement qu’elle est plane,
car autrement (3, II) tous les points de la figure se
déplaceraient, et a’ ne se confondrait pas avec a (il
ne serait pas difficile d’établir ce point directement);
en outre, ses ¢Otés ne peuvent se prolonger les uns les
autres, car les points m, n, p, q, 4’ tous distincts, en
ligne droite et en nombre > 2, seraient équidistants
d’un méme point @, ce qui est impossible. On retombe
ainsi sur le cas d’'une simple rotation (4); 'axe passe
nécessaivement par le point a (ou a’), puisque ce point
se déplacerait s’il n’était pas sur I'axe (ibid.).

1I. Le point m' coincide avec m. — 1° Si un troi-
si¢éme point & non situé sur la droite am se déplace, on
est ramené immédiatement au cas précédent (I), et cette
méme droite est 'axe de rotation puisque deux de ses
points a, m sont immobiles.

2° Si k ne se déplace pas non plus, il en est de méme
pour la totalité de la figure considérée, puisque ses trois
points a, m, k non en ligne droite demeurent immo-

biles (2).

7. Les considérations précédentes fourniraient tout
aussi bien une solution du probléme :

Trois points non en ligne droite, a, e, h, étant
donnés ainsi que trois autres a', €, I' formant une
figure égale, trouver la rotation et la translation
dont 'exécution successive améne le triangle aeh en
coincidence avec a'e'l.
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Car la construction facile des droites a'a’, ¢'e’, A1,
placées relativement au triangle a’e’h’ comme ad, e/,
Rl le sont respectivement par rapport au triangle abc,
donne les trois angles rectilignes aa’a’, eé'e’, L' 1 dont
la discussion conduit rapidement au but. Par exemple,
si deux de ces angles sont propres, il y a une rotation
dont I’axe est immédiatement fourni par la perpendicu-
laire commune a leurs bissectrices; etc. Mais je me
bornerai a cette indication en laissant de caté d’autres
artifices plus expéditifs dans certains cas particuliers.

UN HOMMAGE AU COLONEL MANNHEIM.

Un émouvant hommage, sans précédent a 1'Ecole
Polytechnique, y a été rendu le 14 décembre dernier a
M. le colonel Mannheim, récemment admis & la retraite
comme professeur du Cours de Géométrie. Il s’agissait
de la remise au regreué professeur d’un souvenir offert
par I’Ecole Polytechnique : la cérémonie qui a eu lieu
a celte occasion, dans le grand amphithéatre de phy-
sique, sous la présidence du Ministre de la Guerre, a
¢té véritablement imposante et touchante; elle a été en
I’honneur du trés éminent géométre une vraic manifes-
tation 4 laquelle se sont associés un grand nombre de
généraux, de membres de I'Institut et d’anciens éléves
de I’Ecole. Le général Debatisse, commandant 'Ecole,
a pris le premier la parole pour retracer en excellents
termes la carriére militaire de M. Mannheim et rappeler
les services qu'il a rendus a I’Armée par ses ingénieuses
découvertes commencées alors qu'il était encore sous-
lieutenant éléve d’Artillerie a Metz. M. Mercadier,
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directeur des Etudes, a dit ensuite ce qu’avait été la
carriére du professeur, poursuivic sans interruption
pendant 42 ans. M. Rouché a apprécié les Travaux
scientifiques du savant et I'a glorifié de la création de
la Géométrie cinématique, merveilleux instrument dont
M. Mannheim a su tirer de si élégantes méthodes. Enfin,
le major des éléves a adressé au maitre les adieux de ses
derniers éléves.

Le Ministre s’est levé a son tour. Sa vibrante allocu-
tion a été accucillie par des applaudissements répétés,
quand il a dit: « On a parlé du grand mérite de celui
que je m’honore d’avoir compté au nombre de mes
maitres, il ne faut pas oublier non plus jusqu’a quel
point il a été homme de ceeur. » Les bravos ont couvert
la voix du général André.

Le colonel Mannheim, trés ému, a enfin remercié les
souscripteurs du témoignage bienveillant qui lui était
apporté. Il a terminé par quelques conseils d’une haute
élévation : « C’est la derniére fois, a-t-il dit mélanco-
liquement, que je parle dans cette enceinte : j’en profite
pour adjurer les éléves de continuer a travailler pour le
bon renom de notre grande Ecole, pour cette institution
dont la prospérité contribue directement a la gloire de
la Patrie. »

L’amphithéatre n’a jamais da retentir d'applaudis-
sements plus enthousiastes. Tous les anciens éléves de
PEcole s’y assacieront de grand ceeur, car le colonel
Manuheim, si sympathique 4 tous, est de ceux qu’on
n’a pu approcher sans les aimer; son dévouement & tout
ce qui touche 4 I’Ecole Polytechnique ne pouvait rece-
voir de récompense qui lui allat plus droit au cceur. Elle
est le couronnement d’une carriére vouée avec le plus
complet désintéressement a la Science, que M. Man-
nheim aime vraiment comme un artiste aime son art.
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Nul, mieux que lui, n’a jamais cultivé la Géométrie
pour sa beauté propre, qu’il met si harmonieusement
en évidence par l'élégance de sa méthode ct par la
concise précision de sa forme. La lecture des Principes
et développements de Géométrie cinématique procure
de réelles sensations esthétiques.

La Rédaction de ce journal s’associe trés vivement
aux hommages qui viennent d’¢tre rendus au colonel
Mannheim; clle ne peut oublier que I'éminent géométre
n’a pas cessé depuis bien longtemps d’étre un des
plus fidéles amis des NVouvelles Annales, et elle espére,
d’ailleurs, qu’il leur continuera longtemps encore I'hon-
neur de sa précieuse collaboration.

Nouvellement admis a la rédaction de ce journal, je
suis personnellement heurcux de pouvoir inaugurer
mon enlrée en service par un trés respectueux salut
4 celui de mes anciens maitres dont la bienveillance a
toujours é1é le plus ferme appui de mes modestes tra-
vaux.

Pour la Rédaction des Nouvelles Annales,
Ernest Durorco.

[F2h]
INTERPRETATION PAR L’AIRE D'UN SECTEUR GAUCHE
DE L’ARGUMENT DES FONCTIONS d—fj

Par M. G. FONTENE.

Nous emploierons les notations du Traité d’Halphen,
qui sont celles adoptées dans le Tableau publié par les
Nouvelles Annales, sauf que l'on a conservé w et o'
au lieu de w, el w;; dans lexcellent Opuscule de
M. Ch. Henry, les roles des indices 1 et 3 sont inter-
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verlis, el I'on peut le regretter au point de vue de la
tradition. Je rappelle que I'on a
it g (w—u) e it g(w;+4u)

ciu = =
S w; G w;

Relativement aux fonctions dn, cn, sn, on a, avec

eg—e3=1I,
Gru Giu su
dnu = ’ cnu = ) SNU = ——
3u iU giu

et les périodes de ces fonctions qui ne donnent pas lieu
a des semi-périodes (quand on les regarde comme des
fonctions doublement périodiques de seconde espece)
sont respectivement

2W;, 2wz, 2Wwg,

les fonctions étant prises dans I'ordre dn, c¢n, sn. On a
encore, avec ey — €3 =1 naturellement,

[ Syu

=1 dnyv
Gl .
¢ 222 = kicno (U —wg= ).
cu
G3

u
—— =k snv

On a d’ailleurs

eg—e3=1, ey— e3 = A%, e — ey = k2,
V- K2 kt— k'? 1+ k2
e = —— 62= —_— €q — — .
! 3 3 s 3

Les farmules relatives a I’homogénéité permettraient
de ne pas faire I’hypothésc e, — e;=1 pour les fonc-
tions ¢ auxquelles on rattache dn, cn, sn (c’est le point
de vue adopté par Halphen). On poserait alors

ey — ez = M2, e,— ez = M2A2, e
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la quantité M est appelée multiplicateur. J'ai sup-
posé M =1, mais il peut y avoir avantage a ne pas
faire cette hypothése.

1. Une biquadratique gauche qui est intersection
de deux quadriques ayant leurs axes suivant Ox, Oy,
O z est représentée par les équations

z? 52 z2
— e = =+ €= — -+ ey,

a2 g2 1?
ol nous supposerons, comme on peut le faire,
€|+ ea+ €3=0;

si 'on représente par (4%, ¢'?), (c?,a'?), (a2,b'?) les
carrés des demi-axes des trois coniques qui sont les pro-
jections de la courbe sur les plans Oz, z0x, xOy,

on a:
5 bz=—p2(32—33), s c? =——~~(2(e3———e1), E a? ='—°"(€1'—€z),
| 2= Y2(es—es), ( at= «t(e;—ey), [ 2= B2(es—ea).

La représentation paramétrique de la courbe peut
s'effectuer par les formules

x? y? Pt
— e =%+ e= — +e3=pu,
a? B2 2

la fonction pu étant celle qui répond a I’équation diffé-

rentielle
pi=4(pu—e))(pu—ey)(pu—es);

x, ¥, z sont des fonctions uniformes de u, et 'on a

ﬁ'_dlu __Z__c‘gu f__o’au b x y s
«a ou’ fi_c‘u’ ~{—c‘u' pu_—2;—[§§’
dr _ y z dy sz ds _ x y .
'u—-—-—— g Ydu, —p—‘—-—§;du, ?~—-&-—§$—du.

4
Si A est un point fixe de la courbe, M un point
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courant, on a pour la différentielle dS de l'aire co-

nique AOM
4(dSy=(yds—sdyy+...

=[82y2(es—e3)2(put—ey)+...](du)?
=[02c2(pu—e;)+...](du)

Donc, sous la condition
(1) b2+ c2a’2 + atb'2 = o,

on aura

28 —
() Ww--uy= — — =28,
\/—(e,bzc’ié.— e;c2a'?+ e;a2b"?

en désignant par S le rapport del'aire S a celle que re-
présente le radical.

1° Avec u,= o, Uaire est comptée depuis une direc-
tion asympltotique. Comme on a

ara’? S
ar = i———)(——“——s = ara'?2e-2Mw;: 34 (wy),
eg—ey)(€1— C3)

on peut écrive

_ T,
1= yade 2 Fuw, caeey

ct les formules

r _ Siu et g (w;— u)

a T W, Tu
deviennent

x (?"("_«_‘:l F(w—u)

. x > 27wy — , -
1) = - = , - (ll:'),b).

Vaad su
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20 Avec uy= wy, L'origine des aires est dans le
plan z =o. Si I’on fait alors

e),—e3=1I,
on a d’abord
\ b =3k (e =1, (@ =ak'y,
) »

| ¢'=+k, d=ai, | 0 =Bk;

en gardant seulement a’, 5, ¢, la condition (1) peut
s’écrire (en vue du cas de dégénérescence e,— e,

on A =o0)
ro [ A '3
a'?(c'?— k'2b2)
, 9 12 —
(' b2c'2 + — o,
ct 'ona, en posant u — wy; = ¢,
r . y . 5
— =1{dny, Q—:/:tcnv, - =/ksnyg,
@ i
ou encore
o xr e = s —
(3" o = dnad’ %:cnzb’, ;),:sn‘zb,

Porigine des aires étant, comme on I’a dit, daus le
plan z =o.

2. Si la biquadratique dégénére en un systéme de
deux coniques, on a par exemple e,=— e;, et 'on est
dans un cas de dégénérescence pour pu, su. En outre,
w3 devenant infini et laire S’ comptée depuis le
plan z = o restant finie, 'argument u = wy+ 28’ prend
ici des valeurs infiniment grandes lorsqu on approche
du cas limite, et le début du calcul précédent devient
illusoire; il faut imaginer que I'on a écrit

|8
"

i

+ep=...=pu=p(wz-+¢)= ey k?sn?e¢,
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puis, que 'on a transposé es et divisé par &2 qui tend
vers zéro; cela revient a dire que 'on doit partir des
formules (3') avec u — w3 ou v au lieu de 2 .1 yala
un fait général qui mériterait d’étre signalé. D’apres la
condition (1'), on aura

‘ p=12%
silona

a=o0 ou b2= ¢t

(P ey sont infinis); dans le premier cas on a une co-
nique double dans le plan x = o, avec

xT v = 4 . =7
— =1, =~ = cos2S’, ~ =sin2S';
o b

¢

dans le second cas on a deux cercles dans les plans
x==d.

Il est superflu de remarquer que, pour e,= e, par
exemple, les formules exactes

z = 4 &
— = cos2 ¥’ = cos2S
al A b b

ne rentrent pas dans les formules (3'); ees derniéres for-
mules sont pour ce cas

r Yy _ 1 i _
a ~Chu’ 6  Chu'’ ¢ = Thu
et I'on a d’ailleurs
= —du . LEE-AW
2dS' = Chz’ u = log nép. tang <—4- + S > ;

on peut encore écrire, d’aprés une formule due a M. Lai-
sant,

w =
Th — = tang¥§'.
2
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3. Si la biquadratique est sphérique, on a, en appe-
lant R le rayon de la sphére,

2+ P4+ y2=o0, R?2=— (e12?+ e; 82+ e392);

or on a €n général

§(dS)2 = (Apu—+ B)(du3?,

SN e (D)
B =¢ 82€3<2a2>2—261122 ese3a2.

ct, dans le cas actuel,
4(dS)y? = (— Répu + R?Z 626’312> (du)?2.

La condition (1) est donc ici R = o, ce qui donne na-
turellement dS = o : Le cas d’une biquadratique sphé-
rique doit donc étre écarté.

Il y a toutefois excepiion pour le cas déja rencontré
d’'une biquadratique formée de deux cercles; cette
exception ne peut s’offrir qu’en remplacant pu par
ey+ k2sn?p, avec v = u—w;; la condition (1) est
alors R" k2= o, ¢t 'on peut faire k =o.

Note. — On aurait pu remplacer la fonction pu par

une fonction ¢u satisfaisant 4 I'équation différenticlle

Yru= {Mi(su — ) (gu—e;) (pu—e)),

en remplacant dés le début e par ¢’ sans supposer
e\ +ey+ey=o.

Cette fonction a un poéle double w, ct les deux séries
de valeurs de u qui correspondent a une méme valeur de
la fonction sont deux séries identiques lorsque la fonc-

Ann. de Mathémat., 4« série, t. 11. (Janvier 19o2.) 3
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tion doit avoir 'une des quatre valeurs

’

(%) x, e}, ey, ey

u est alors congru a 'une des valeurs doubles

(B) W, WA, W0y, W W

Iy a dégénérescence de ¢u lorsque deux des quatre
quantités (a) sont égales, et, quand on doit supposer
que 'un des ¢’ devient infini, ou que le polynome du
troisiéme degré en ¢u se réduil au second degré, on ne
peut pas prendre pour ou une fonction pu; on peut
prendre alors 2u == sin?u. Cette remarque se lic a celle

dun° 2.

[M6c] _
THEOREMES SUR DES COURBES PLANES
DE GENRE un OU zéro;
Par M. G. FONTENE.

1. Tarorkve 1. — Soient P et Q les deux points
doubles d’une quartique binodale, ou deux points quel-
conques d’une cubique, ou deux points pris dans le
plan d’une conique : appelons conique associée a la
courbe que I’on considére loute conique passant en P
et Q. 5il'on prend sur la courbe les points

AL As A Al
B, B, B, B
() 4 .
G, Gy G, Gy,
’ D,, D.,, D3, D,

FR)

tels que, d’une part, les quatre points A sont & une co-
nigue associée «, les quatre points B sont a une conique
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associée %, les quatre points C sont & une conique
associée y, et, d’autre part,, les quatre points d’in-
dice i sont ¢ une conique associée i pour i =1, 2, 3, 4,
il arrive que les quatre points 1) sont & une conique
associée 3.

Pour une quartique bicirculaire, P et Q sont les
points cycliques; pour une cubique circulaire ou une
conique, P et Q peuvent étre les points cycliques; une
conique associée est alors un cercle. '

On peut se donner arbitrairement les neufpoints A,,
A, A, By, By, By, Gy, Cy, Gy, ce qui conduit & énoncer
le théoréme en disant : Les coniques associées a, 3, v,
qui passent respectivement par les trois points A,
par les wrois points B, par les trois points C, cou-
pentiencore la courbe en Ay, By, G, ; les coniques asso-
ciées 1, 2, 3 qui passent respeclivement par les trois
poiuts d’indice 1, par les trois points d’indice 2, par
les trois points d'indice 3, coupent encore la courbe en
Dy, D,, Dy; alors la conique associée 4 qui passe en Ay,
B, Cs, et la conique associée & qui passe en Dy, D,, Dy,
rencontrent encore la courbe en un méme point D,.

Le théoréme se démontre immeédiatement pour une
quartique binodale ou une cubique en considérant les
arguments elliptiques des points de la courbe, qui est
de genre unj pour unc conique, en supposant que P et
Q sontles points cycliques, on prendrait les arguments
circulaives (angle excentrique employé par Joachim-
sthal).

Citons ce cas particulier, qui généralise un théoréme
de Joachimsthal :

Les cercles v, 2, 3, 4, osculateurs & une quartique
bicirculaire, ou a une cubique circulaire, ou a une
conique, aux quatre points ou elle est coupée par un
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cercle (2= 3 = ), coupent encore la courbe en quatre
points qui sont & un cergle ¢.

Il y aurait lieu de considérer les seize autres points
d’'intersection des coniques «, B, y, 8 avec les co-
niques 1, 2, 3, 4.

2. Tutorime II. — Soient P, Q, R trois points triples
d’une sextique, ou deux points doubles et un point
triple d’une quintique, ou deux points doubles et un
point quelconque d’une quartique, ou trois points d’une
cubique, ou deux points pris dans le plan d’une conique
et un point de la conique : appelons conique associée &
la courbe toute conique passant en P, Q, R. Sil'on
prend sur la courbe les points

‘ Al’ AQ, A:;‘
(2) By, B By,
( Ch C?v C;J,

tels que, d’une part, les trois points A sont a une
conique associée a, les trois points Bsont a une conique
associée B, et, d’autre part, les trois points d’indice i
sont & une conique associée i pour i =1, 2, 3, il arrive
que les trois points G sont & une conique associée vy.

On peut se donner arbitrairement les quatre points A ,,
A,, By, B,.

La courbe est de genre un, ou de genre zéro si c’est
une conique, et le théoréme se démontre comme le
précédent.

3. Rattachement du théoréme 11 & un cas particu-
lier du théoréme I. — Pour une quartique, ou une
courbe de degré moindre, le théoréme II est un cas
particulier du théoréme L.
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Si, en effet, dans le théoréme I on suppose
Di=A,=R, D,=B,=R,
ona
D;= C,= R’
la conique associée RR'R” coupe encore la courbe
donnée en D,; plus particuliérement, les trois points

R, R, R” peuvent se confondre, conformément au

Tableau
Ah sz A3r Rv

B!q B?y B37 R)
Gy, Gy, G3, R,
R, R, R, D,

et 'on a le théoréme II pour une quartique ou une
courbe de degré moindre.

Pour une cubique, les coniques considérées passent
par trois points P, Q, R de la courbe. On peut en par-
ticulier supposer ces trois points en ligne droite, et les
coniques sont formées de la droite PQR et d’une droite
quelconque; on obtient alors, les points P, Q, R s'éli-
minant, un théoréme bien connu relatifa deux systémes
de trois sécantes dans une cubique, conformément au
Tableau (2); enappliquant la transformation du second
ordre a ce dernier théoréme, on obtient intégralement
le théoréme II.

Voici un exemple du théoréme II pour lequel nous
laisserons de coté la sextique et la quintique :

Les points d’osculation A, A,y A; des trois cercles
osculateurs 1, 2, 3 que l'on peut mener & une quar-
tique bicirculaire, ou & une cubigque circulaire, ou a
une conique, par un point R dela courbe, déterminent

un cercle (0. =8 = Y) qui passe en R.

Ce théoréme, qui généralise un théoréme de Joachim-



(38)

sthal, rentre d’ailleurs dans celui qui a é1é donné ala fin
du n® 1; le cercle ¢ est ici le cercle osculateur en R.
Daus les Nouvelles Annales (2° série, t. IV, p. 3g1),
Abel Transon a rattaché par la projection gauche, qui
cst une transformation du second ordre, le théoréme de
Joachimsthal pour une conique, ou plutét le transformé
homographique de ce théoréme, au fait que les trois
points d’inflexion d'une cubigque nodale sont en ligne
droite: il part de la conique et prend comme points
principaux les points P, Q, R, de sorte que la conique,
passant en R, donne une cubique nodale (plus une
droite ), tandis que les coniques qui passent en P, Q, R
donnent des droites; on a va plus haut le développe-
ment de cette idée.

A. Démonstration géométrique du théoréeme 1 pour
le cas d’une conique. — Le théoréme général du n° 1
est facile a établir géométriquement pour une ellipse,
en supposant que P et Q sout les points cycliques; il
suffit de considérer l'cllipse comme projection d’un
cercle. A quatre points A, B, C, D de Pellipse situés
sur un cercle correspondent quatre points a, b, ¢, d du
cercle projection, tels que les trois couples de cotés du
quadrangle obtenu ont leurs bissectrices paralléles a
deux directions déterminées, ou, simplement, tels que
les droites ad et bc, par exemple, font avec une direc-
tion xy des angles égaux cn sens contraires : nous dirons
que les quatre points a, b, ¢, d sont associés sur le cercle
pour la dircction zy. Si I'on considére d’abord trois
cordes @, ay, b, b, ¢, ¢y, cLsil'on détermine les points d
et d, respectivement associés aux points ay, by, ¢, et
aux points a,, b, c,, il est aisé de voir que la direction
de la corde d,d, dépend seulement des directions des
cordes primitives, et non de leur position; a ’égard de
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la corde @,a,, par exemple, on détermine d, et d, cn
menant b,c,, byc,, puis a,dy, a;d, : en considérant le
quadrilatére inscriptible a, a,d, d,, on voit que, si a,a,
se meut parallélement & elle-méme, 'angle en a, reste
constant, par suite I’angle opposé d, reste constant, et
la droite d,d, se meut parallélement a elle-méme. Si
'on considére maintenant trois autres cordes agay,
by b, c;ycy faisant avec zy les mémes angles que a,a,,
b,b,, c,cy, en sens contraires, et si 'on détermine les
points d; et d, respectivement associés aux points a;,
by, c3, et aux points a;, by, cy, il résulte de ce (ui pré-
céde que la corde dyd, fait avec xy le méme angle que
dyd, cn sens inverse; il suffit de replier la figure
autour de xy. Le théoréme 4 démontrer résulie de la
immédiatement.

Des considérations géométriques analogues permettent
d’é1ablir, a propos du second théoréme de Joachim-
sthal, ce fait connu que le triangle A;A,A; est un
triangle semi-régulier inscrit & la conique (de sorte que
les normales en Ay, A,, Aj sont concourantes). Lellipse
étant projetée suivant un cercle, ri étant la corde du
cercle paralléle a I’axe focal de ellipse, on cherche un
point a, tel que la corde ra, et la tangente a, ¢, soient
également inclinées sur 74, d’ou 'on conclut aisément
que la corde ra, réalise a partir de rZ la trisection de
Pangle irt + k=, rt étant la tangente en 7 : les points
@y, 4y, agsont donc les sommets d’un triangle équila-
téral; en outre, la corde a,a;, paralléle a la tangente
a,ty, fail avec ri le méme angle que ra,, mais en sens
inverse, de sorte que les quatre poinls r, a,, a;, a; sont
associés pour la direction ri; done. ...
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BIBLIOGRAPHIE.

La ronction Gamma @ Tutonie, Histoire, Bisrio-
arapHie; par Maurice Godefroy. — vii-g4 pages,
in-8°. (Paris, Gauthicr-Villars, 1g9o1.)

La transcendante ainsi désignée est de ces fonctions dont
I’étude n’a cessé de solliciter vivement I'attention et la curio-
sité des mathématiciens depuis sa découverte par Euler, qui
la rencontra dans I’examen d'un probléme d’interpolation qui
avait déja occupé Wallis, Goldbach et Daniel Bernoulli.

Aujourd’hui, le domaine de cette fonction est marqué d’em-
preintes dues & la plupart des mathématiciens qui ont perfec-
tionn¢ PAnalyse. La liste scrait longue de tous ceux qui ont
laissé des résultats plus ou moins intéressants dans 'étude de
la fonction gamma; on en jugera d’aprés la bibliographie
dressée par M. Brunel, mais dans les quinze années qui ont
suivi la publication de ce Travail, il semble que 'intérét des
chercheurs n’ait pas faibli, grace aux puissantes ressources
que les récents progrés de la Théorie des fonctions venaient
mettre entre leurs mains, en leur donnant le moyen de jeter
de nouvelles clartés dans toutes les questions que souléve cette
investigation.

Les Traités classiques de Calcul intégral ne donnent de la
fonction gamma qu’une idée trés incompléte, qui ne fait pas
pressentir son role étendu dans I'Analyse mathématique. La
présente monographie comblera aisément cette lacune, en
épargnant au lecteur la recherche de résultats disséminés dans
une foule de recueils mathématiques pour la plupart inacces—
sibles.

Le Mémoire est divisé en sept Sections, dont la premiére est
consacrée & un Apercu historique ol sont exposées seulement
les découvertes fondamentales et les orientations successives
de la théorie de la fonction gamma.

Avec la Section Il commence I'étude spéciale de ses pro-
pri¢tés. Disons tout de suite que Pauteur s’est appliqué a en
donner les démonstrations les plus simples, et qu’a cet effet
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il n’a déterminé son choix qu’aprés discussion comparative
des méthodes successivement proposées par différents ana-
lystes.
L’étude de la fonction T est ici exposée en prenant pour
base les propriétés de la fonction

1.2.3...n
z(x+1)...(x+n)

N(z)=nx

ct de son inverse, dont Weierstrass a démontré 'importance.
On est ainsi conduit & étudier également l'inverse de la fone-
tion T, ou ce que Weierstrass a appelé la factorielle de z,
Fe(x), puis a établir la relation fonctionnelle

Iz +1)=zT(x),

et a évaluer les résidus de T'(x).

Incidemment se présentent quelques applications, entre
autres la détermination du module de I'(x + B¢), I'étude d’une
certaine série de Stirling, et la convergence de la série hyper-
géométrique.

Plusicurs de ces résultats constituaient les propriétés fonda-
mentales connues dés les premiers temps. Dans la suite, de
Gasparis et Prym ont découvert et pénétré une décomposition
nouvelle de la fonction I' en deux autres fonctions P et Q, qui
satisfont aux équations fonctionnelles

"(1‘-{—]):1‘P($)—£—7 Q(.z'-i—l):Z‘Q(z)"*‘é’
et aussi a la relation
I(z)=P(z)+Q(a),

qui met la fonction gamma sous forme de somme de deux
fonctions dont I'étude plus approfondie a montré que
P(1+ ) est développable suivant une série entiére de rayon
de convergence égal a I'unité, tandis que Q(z) est une fonc-
tion transcendante entiére.

Cependant il s’en faut que cette investigation ait porté tous
ses fruits, nonobstant les résultats obtenus déja par Bourguet.
Tout ce que l'on peut dire, c’est que I'équation P(z)=o0
admet au moins une racine dans chacun des intervalles
(—" Lzl: - 5)7 (_" 67 - !il): (— "2—5, - 7) ("’ 8, — 1T;)’ etc., tan-
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dis qu'elle n’en a point dans les autres intervalles; que cette
équation P (&)= o ne parait pas pouvoir admettre plus de
quatre racines imaginaires, et qu'on ne peut encore affirmer
siPéquation Q(z ) = o posséde des racines, a part une remarque
de Lindhagen. .

Les propriétés de la fonction gamma étudiées ou exposées
dans la Section III sont, en résumé, la relation des complé-
ments, indiquée par Euler

T

M) (1—2x) = Snea’

la formule de Legendre
vt (e 1) L 2VE
I(z)1 (x-.- ;> = DT,

la formule de Gauss

1‘(x)r<x+nil>mr<x+ m’:[>

,-n—_." —Nll’+1
=(2%) 2 m I'(mx),
la formule de Mellin
n:=— o
rm(s) T m
; 5 = 1= (e )
Nz—ayx)(s—ayr)...I(3—a,x) II n-+z
n=—0
oy, da, ..., @y €tant les m racines de I'équation binome
am—y=o,

Enfin, la théorie de¢ la fonction gamma peut se déduire de
celle de la série hypergéométrique de Gauss et inversement,
comme I'a montré Thomae, la théorie de la série hypergéo-
métrique peut étre exposée en prenant pour point de départ
les premiéres propriétés de I'(x).

La fonction de Binet fait I'objet de la Section IV, en raison
de I'importance de cette transcendante et des nombreux tra-
vaux qu’elle a provoqués.

A signaler, chemin faisant, diverses formules dues a Binet,
a4 Gudermann et a Stirling, avec applications a certaines
questions.

La Section V traite des fonctions ®(z)et W(a) définies par
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les notations

_dlogT'(x) w _ dlogl(z)
o) = —g—— V=g

Ces fonctions peuvent servir a retrouver toutes les pro-
priétés de T'(x) et inversement.

Notons, en passant, que ®(z) et I'(x) ne peuvent étre solu-
tions d’aucune équation différenticlle.

Dans la Section VI, I'auteur expose les développements en
séries entiéres des fonctions log T'(1+2), T'(1+2), I‘_(#:;}'
P+ ), Qi+a), P(1+z) et W1+ 2).

Les applications qui forment la VII° ¢t derniére Section se
rapportent a des sujets indiqués par M. Appell et qui rentrent
sous les désignations suivantes :

Limites de produits infinis convergents et sommation des
séries dont le terme général est une fonction rationnelle de
'indice.

Résolution de certaines équations fonctionnelles

F(z +1=Rwr) F(r),

Flex+1)=F(zx)+ R/(x),

Rixr), Ry(x) désignant des fonctions rationnelles données.
focidemment, on est amené a traiter I’équation fonctionnelle

F(x +1)=xF(x)+ R(z),

R(z) désignant alors un polynome entier en z.

Cette équation, ¢tudiée par Lindhagen, a été résolue compleé-
tement par Jensen.

Enfin, la méme théorie conduit a la solution générale des
équations suivantes dites équations de Crelle :

Flz,y,s+a)= YF(x,y,3)Fle+azy,y, a),
Flaz, ay, z) =a?F(x,y, s),
F(a, y,1) =x.

Ce probléme n’a d’ailleurs été résolu d’une facon décisive que
par Weierstrass.

En résumé, la monographic que nous devons a M. Godefroy
nous semble avoir pleinement véalisé le terme auquel a é1¢é
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amenée de nos jours I'étude de la fonction gamma. L’auteur
se sera acquis des droits a la reconnaissance des mathémati-
ciens en leur donnant de grandes facilités pour une étude si
attrayante et qui laisse encore le champ libre a de nouvelles
découvertes. H. B.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1814.

(1899, p. 100.)

On considére trois coniques (S), (Sy), (Ss) bitangentes
entre elles aux deux points A, B; de deux points a, a, pris
sur (S), (8y), et tels que la droite aa, passe par le péle
commun & ces trois coniques, on méne des tangentes a (S;).
Les quatre sommets du quadrilatére ainsi formé décrivent
deux coniques. (G. LEINEKUGEL.)

SOLUTION
Par M. J. Lez.

Il suffit de faire une transformation homographique de
maniére que les points A et B deviennent les points circulaires
4 linfini et la proposition est immédiate.

1858.

(1900, p. 383.)

Prouver géométriqguement que la caustique des rayons
divergents du foyer (1) et réfléchis a ’arc d’une cardioide
est la courbe

o

2 2 2
r 3_(. B\3 B\?
(-t-l- = \Sll’l g) - <COS g) ’

ot a est le rayon du cercle fixe de la cardioide.
( ARCHIBALD. )

(') L’énoncé doit ¢tre rectifié en substituant le rebroussement au
foyer de la cardioide.



SOLUTION
Par M. V. RETALL

Soient O le centre du cercle base, R le point de rebrousse-

ment de la cardioide, M le centre et Q le point de contact
du cercle générateur, P le point correspondant de la car-
dioide : évidemment |[RP | est paralléle a |[OM|], QR =PQ
et I'angle QPR = MQP = MPQ; mais PQ est la normale a
la cardioide au point P, donc le rayon réfléchi du rayon issu
de R est le diamétre du cercle générateur mené par P. Ce
diamétre | MP | et la droite | OR| sont symétriques par rap-
port a la tangente en Q au cercle fixe, donc son enveloppe (1)
est I'hypocycloide bicuspidale (néphroide) ayant en O son
centre et en R l'un de ses deux rebroussements réels. Comme
I'équation polaire de la néphroide est (%), en posant OR = A,

TRV SR
(5) —(Slﬂ§> +(COS§)

le théoréme est démontré.

(') Voir Nouvelles Annales de Math., 2° série, t. 11, p. 279, ques-
tion 667, et t. III, p. 261-264. Voir aussi Periodico di Mat., t. XV,
p. 164.

(*) Voir, par exemple, G.-J. CHILDE, Related caustics (Quarterly
Journal of pure and applied Math., Vol. VII, p. 142).
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1860.

11900, p. 383.)
aja,...a, étant les chiffres d’un nombre, soit
a,a;, ... a;,_(a,-| [ a;,)

un quelconque des nombres, que l’on peut obtenir du pré-
cédent en changeant l’ordre des chiffres par un nombre
pair (impair) de transpositions. Montrer que l'on a

Xa;a,...a;,=Xaa;...aqa;, pour nz3.
(H. Picciownt.)

SOLUTION

Par M!e AMELIE PoLLAK.

ayazaz...a, sont les chiffres d’'un nombre; quand I'ordre

de ces chiffres estchangé, (n —1)! =1.2.3...(72 — 1) nombres
R . .., (n—1)!
se¢ forment avec a; a la premiére place, dont la moitié ~——
2

est obtenue par un nombre pair de transpositions, et 'autre

!
e (N I): . . o
moitie ( —L par un nombre impair de transpositions; car
2

on change les chiffres autant de fois par un nombre pair que
par un nombre impair de transpositions. Mais ce n’est pos-
sible que quand (72 —1)! est un nombre pair, c’est-a-dire
quand n > 2.

Commencgant de méme par a,, on a (n —1)! nombres, dont

(n—1)!

—— se forment par un nombre pair de transpo-
2

(n—r1)!

sitions et I'autre moitié ———= nombres par un nombre im-
2

la moitié

pair de transpositions, etc.
Chaque chiffre se trouve donc a chaque place (n —1)! fois,

(

. (n—n)! .. ,

savoir —T)« fois dans des nombres résultant d’un nombre
. - (n —1)! ,

pair de transpositions, et — dans des nombres résultant

d’un nombre impair de transpositions, c’est-a-dire autant de
fois dans les premiers que dans les autres.
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1
n—r):
= (—————)——g”"((l(-i"(lz—(—'--.—f—(l,,)
5 ‘
(n—1)! .
4 g N ay Ay ... Ay )+
2
n—i)!
+(—- )—g(a.+a2+..‘+a,,)
(n—1)!
+ ———(ay+ as+...+ an)
(n—l)! 9 n—1i
= —;—(a,+a,+...+a,,)(|+g+g+...+g )
(n—ru)! R
= —5 (ay+ag=+...+a,) (g4 g"2+...+ g+1)
n fois
(n-—-l)! ——

= T (a+as—+...+~ @p)rinit...1.

1864.

(1900, p. 384.)

La tangente en un point M d’une hypocycloide trian-
gulaire rencontre son cercle tritangent en deux points P
et Q.

Montrer que, st P est le point plus rapproché de M, on
a PM = PQ. (E.-N. BARISIEN.)

SOLUTION
Par M. V. RETALIL

Le théoréme, énoncé aussi par Steiner au début de son Mé-
moire Ueber eine besondere Curve dritter Klasse (Journal
de Crelle, t. 83, p. 232) a été démontré maintes fois. La dé-
monstration suivante, trés simple, basée sur la génération de
la courbe comme hypocycloide, est peut-étre nouvelle. Soient
A et P les points de contact du cercle générateur avec le cercle
base et le cercle tritangent (1), M la position du point géné-

(') Le lecteur est prié de faire la figure.
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rateur : la normale & 'bypocycloide au point M, d’aprés un
théoréme fondamental de Descartes-De la Hire, est |[MA | et
par suite la tangente | MP | & 'hypocycloide en M coupe le
cercle tritangent en P ct au point Q symétrique de P par rap-
port a M.

Steiner appelle les points P et Q respectivement centre et
sommet de la tangente | PQ | et donne le théoréme précédent
comme corollaire de Pautre : « chaque tangente est coupée par
un couple (de tangentes orthogonales) en deux points équi-
distants de son centre ». On pourrait aussi démontrer aisé-
ment ce théoréme et d’autres indiqués par Steiner en partant
de la génération hypocycloidique, ce que 'on n’a pas fait, je
crois, jusqu’ici, et ne serait pas dépourvu d’intérét au point de
vue d’une théoric ¢lémentaire de 'hypocycloide a trois rebrous-

sements,

QUESTIONS.

1919. Le produit du rayon de courbure en un point d’une
conique par le cube de la distance du centre a la tangente
correspondante est constant pour tous les points de la conique.

Corollaire. — Les centres de courbure répondant aux
points de déviation maxima d’une ellipse (1) sont les pro-
jections du centre sur les normales en ces points.

(M. p’OCAGNE.)

1920. Le produit du rayon de courbure en un point d’une
hyperbole par la distance du centre a la tangente correspon-
dante est égal, en valeur absolue, au carré du segment de la
tangente compris entre 'axe transverse et I'une des tangentes
aux sommets de I'hyperbole complémentaire.

(M. p’OcAGNE.)

(') Voir : Nouvelles Annales, 3¢ série, t. V, p. 377; 1886.
Les deux énoncés ci-dessus, traduits en hollandais, ont été insérés
en 18go dans les Wiskundige Opgaven.



( 49)

[X3a] '
SUR LA RESOLUTION NOMOGRAPHIQUE
DES EQUATIONS ALGEBRIQUES;

Par M. Maurice p’OCAGNE.

C’est & I'occasion de cette résolution que nous avons
énoncé pour la premiére fois (*) en 1884 le principe de
la méthode des points alignés, qui se trouve exposée
trés en détail dans les Chapitres 11l et V de notre Zraite
de Nomographie (?). Or, cette application particuliére
peut ¢tre dégagée de la théorie générale a laquelle elle
se rattache pour étre présentée sous la forme suivante
immédiatement accessible a tout éléve de Mathéma-
tiques spéciales.

I. — SYSTEMES DE POINTS A UNE ET A DEUX COTES.

1. Si les coordonnées d’un point sont données en
fonctions d’un paramétre z par des formules telles que

r=f(3), y=¢(3)

on peut figurer un certain nombre de ces points corres-
pondant a des valeurs de z comprises euntre certaines
limites en inscrivant & c¢été de chacun d’eux la valeur
de z qui a servi a [’obtenir. On a ainsi un systéme de
points & une cote. Ces points sont distribués sur la
ligne, dite leur support, dont I'équation s’obtiendrait

(') Annales des Ponts et Chaussées, 2° semestre, p. 531. Celte
Note a été reproduite dans notre brochure : Coordonnces paral-
léles et axiales, p. 33 (Paris, Gauthier-Villars; 1885).

(*) Paris, Gauthier-Villars; 18qg.

Ann. de Mathémat., 4 série, t. T1. (Février 1go2.) 4
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par I'élimination de z entre les expressions de x et y.
Si les fonctions f(3) et =(z) dépendent linéairement
P'une de Pautre, ce support est une ligne droite.

2. Considérons de méme un point dont les coordon-
nées dépendent de deux parameétres z et ¢ par les for-

mules
x=f(z,1), Y =0(5,1().

Sil’on donne a ¢ une certaine valeur fixe, on obtient
un systéme de points distribués sur une ligne (¢) dont
Péquation résulterait de D'élimination de z entre les
cxpressions de x et ). De méme, en laissant z fixe et
faisant varier ¢, on obtient une ligne (z). Ayant con-
struit un certain nombre de lignes (z) et (¢), en ayant
soin d’inscrire sa cote a coté de chacune d’elles, on a
un réseau dans lequel chaque point est défini par les
cotes des lignes (z) et (1) qui s’y croisent. Ces points
sont dits des points a deux cotes.

Indépendamment des points effectivement marqués
dans un systéme, soit i une, soit a deux cotes, on
peut, par interpolation a vue, se figurer ceux qui cor-
respondent a des cotes intermédiaires.

I1. -~ RESOLUTION DES EQUATIONS DE LA FORME

S 3P ¢ = 0.

3. Une telle équation peut s’éerire (1)

[ — u 1
' 1 ‘ 1 '=o0
II—S/’ — S 4= 5P

(') Comme on peut s'en assurer en s¢ reportant aux endroits
cités, c'est Nusage des coordonunées tangenticlles spéciales que nous
avons appelées paralléles qui conduit le plus naturellement a cette
transformation.
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Elle exprime Valignement des trois points

() o=, y=u,
(¢ xr =1, =0,
{1 — 3P —
() r= " Vo
’ 1= 30 : L4 5P

Ces trois couples de formules définissent trois sys-
témes a une cote, savoir : les points (u) et (¢) distribués
sur deux parallcles équidistantes de Oy, les points ( z)
distribués sur une courbe algébrique C définie par les
expressions correspondantes de x el y.

1l est d’ailleurs facile, par I'élimination de z, de for-
mer Péquation de cette courbe d’ordre m, qui est

(__ 2}’)/’(l+ .T)'"'/’: (l __‘,r)m.

L’cnsemble des trois systémes a une cote (u). (¢)
¢t (z) constitue un nomogramme (') @ points alignés de
’équation donnée. Pour résoudre I'équation au moyen
de ce nomogramme, on voit qu'il suflit de joindre les
poinl,s coles uet ¢ par une droite r]ui coupe la courbe C
en des points dont les cotes = sont les racines de I’ équa-
tion.

Remarquons qu’il suflit de construire les poiuts de la
courbe G pour des valeurs positives de z, les valeurs
absolues des racines négatives de 'équation s’obtenaut
immédiatement comme racines positives de la trans-
formée en — z.

4. Prenons en particulier I'équation  générale du
second degré
524 US+ ¢ =0,

(") Terme étymologiquement plus général que cclui dabaque,
auquel il a ¢té substitué par M. Schilling.
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qui rentre dans le Lype précédent lorsqu’on y fait m = 2,
]) = 1.

Si nous appelons AA” et BB’ les droites x = — 1 et
x =1 qui servent, dans tous les cas, de supports aux
systémes (u) et (v), droites qui rencontrent I'axe Ox
aux points A et B, on voit que la courbe C, dont I'équa-
tion, donnée ci-dessus, devient ici

—oy(i+x)=(1—2a),

est une hyperbole tangente en B 4 Oz, ayant AA’ pour
asymptote et coupant I'axe Oy au point d’ordonnée
= — 1, ce qui la définit complétement. D’ailleurs, les
expressions de x et de y, qui sont ici

P ~2
1—3 — 3=
r= -, Y = — s

I3 N -+ 3

montrent @ 1° que Ja portion de 'hyperbole C corres-
pondant aux valcurs positives de z est lout entiére
au-dessous de Ox, entre AA’ et BB'; 2° que le pied M
de ordonnée du point P coté z divise AB dans le rap-
port %% ==3; 3° que la droite BP coupe AA’ en un
point dont Pordonnée est y = — z.

Ces deux derniéres propriétés donnent unc construc-
tion facile des points (z). Cest ainsi qu’a été obtenu le
nomogramme représenté par la figure 1.

ITI. — RESOLUTION DES EQUATIONS DE LA FORME
SM 434~ USSP+ ¢ = 0,
5. Unc telle équation peut s’écrire

= u 1 !

! ¢ I E:u.
I L e B L
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Elle exprime P'alignement des trois points

(uw) xr=—1, y = u,
(¢) xr =1, y =y,
, 1 — gp _—(am+13m)
(0 [+ 3p Y= L 3P
Fig. 1.
7_'A‘ B'57
of 6
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Les points a une cote (z) ct (v) sont les mémes que
dans le cas précédent. lls sont distribués sur les paral-

leles AN (x = — 1) et BB (x=1)a Oy.
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Les points (z,t) sont a deux cotes. Mais on peut
observer que, Pexpression de leur z ne renfermant pas ¢,
les lignes (2) du réscau (z, ¢) sont tout simplement des
paralléles 4 Oy. En outre, les courbes C,, d’ordre m,
correspondant aux diverses valeurs de ¢, se déduisent
wes facilement de celle d’entre clles, Gy, qui correspond
AL = o, ctquin’est autre que la courbe C du n® 3.
En effer, les points des diverses courbes C, situés
sur une méme parallele (z) 4 Oy sout donnés par
g

1= —

P30

sur cette ligne (z) el remarquant que

constante v, par rapport i cette ligne z.
A R AR

Ayant donc caleulé les 7, correspondant aux diverses
valeurs de z. on voit que, une fois tracée la courbe Gy,
la construction des autres courbes G, est immédiate.

Iensemble des points & une cote (u) et (v) et des
points & deux cotes ( z, 1) définis par le réscau des paral-
leles (2) a Oy et des courbes C,, constitue le nomo-
gramme de I'équation proposée.

Quand ce nomogramme  c€st construit, on résoul
I"équation cn joignant par une droite les poinis cotés u
et v et prenant les cotes z des paralléles & Oy pas-
sant par les points o cetie droite coupe la courbe C,.

Comme dans le cas préeddent, on remarquera que l'on
peut se¢ borner & coustruire le nomogramme pour les

valeurs positives de s.

6. Prenons cu particulier 'équation complete du
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troisiéme degré (')
B2+ us+ v =o,

qui rentre dans le type précédent quand on y fait
m=3,n=2, p=1.

Les points (u) et (v) sont les mémes que précédem-
ment, distribués sur les droites AA’ et BB'; quant aux
courbes C;, elles sont définies par les équations

- -
(- 3 3 52

La premiére de ces équations définit d’ailleurs les
lignes (z), qui ne sont autres que les paralléles & Oy
mendes par les points (z) du nomogramme du n° 4
(fig- 1)

Pour obtenir sur chacune de ces lignes (3) les points
des diverses courbes Cq, il sullit, aprés avoir posé

de remarquer, comme on vient de le faire dans le cas
général, que, une fois construite, la courbe C, définie
par Vordonnée y o, on a, sur chaque ligne (3), les points
des courbes correspondant a t =1, 2, 3, ... ¢n ajoutaut
al'ordonnée yo, une fois, deux fois, trois fois, ... Por-
donnée 7 qui n’est autre que celle de 'hyperbole con-
struite pour le nomogramme précédent.

La courbe €, est d'ailleurs une cubique cuspidale
ayant son point d’inflexion e¢n B, ou la tangente se con-

(') Pour Vextension de la méthode jusqu’au septicme degrd,
voir les Noles que nous avons publices dans les Comples rendus
(L. CXXXI. p. 522) et le Bull. des Sc. math. (22 série, t. XNV,

Pt
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fond avec Ox, el son point de rebroussement a l'infini
sur la partie négative de AA’ ().

C’est ainsi qu’a été obtenu le nomogramme repré-
senté par la figure 2, sur laquelle on a indiqué en poin-
tillé les positions de V'index se rapportant a la résolution
des équations

B+23—6=o, B4+ 32—9,163—3,2=0,

pour lesquelles le nomogramme donne respectivement

3 =1,46 et 5 =1,6.

Remarque. — On peut, pour construire le systeme (¢),
porter sur chaque droite (z) les ordonnées n a partir
de I'une quelconque des courbes C,, tracée d’abord. En
particulicr, on peut partir de la courbe C, définie par
I'ordonnée

que fournit immédiatement une simple Table de carrés.

[D1bx] ,
SUR L’INTEGRALE DE DIRICHLET (*);

Par M. STACKEL (trad. LAUGEL).

La démonstration donnée par Dirichlet, en 182g,
(u’une fonction arbitraire est représentable par une

(') Pour la construction point par point de cette cubique avec
ses tangentes, voir le Traité de Nomographie, p. 190.

(*) Extrait des Comptes rendus de 1’Académie royale des
Sciences de Leipsig, mai 1gor.
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séric trigonométrique repose sur le théoréme suivant :
St lon désigne par f(5) une fonction continue de &,

qui, tandis que § croit de o a h <la. constante h véri-

Siant lcs conditions h>o0 et h < 2>, est toujours ou

bien croissante ou bien décroissante, Uintégrale

h
f sin(on +1)% f( )(l
)

sin g

quand on y donnera au nombre n des valeurs positives
croissant indéfiniment, tendra de plus en plus vers la

limite Z/(u) (OFupres, 1. 1, 1889, p. 154. Berlin).

Comme corollaire de ce théoréme résulte (loc. cit.,
p- 153) la proposition suivante :

St lon désigne par g et h des constantes vérifiant

les conditions g > o, Z’ hh > g, et si la fonction f(&),

pour § croissant de g a h, est une fonction ou bien
toujours croissante ou bien toujours décroissante, {’in-
tégrale

/'/' sin(2n + 1)k

Sll]‘

£y dz,

oy
H

pour ninfiniment grand, sera égale a o.

Dans ce qui suit, je me propose d’abord de montrer
comment, sans faire usage du théoréeme de Dirichlet,
on peut immédiatement obtenir le corollaire, et ensuite,
cn faisant certaines hypothéses sur la nature de la fonc-
ton f(&), comment on peut inversement déduire le
théoreéme du corollaire.

Dés Pannée 1860 on trouve une démonstration di-
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recte trés élégante du corollaire dans un Mémoire de
M. Scheibner ('), qui d’abord suppose que la fonc-
tion f(&) est continue eutre les limites d’intégration et
reste toujours ou bien croissante, ou bien décroissante,
ct ensuite, en décomposant I'intervalle compris entre ces
limites, étend la proposition a des fonctions qui ne pré-
sentent qu'un nombre fini d’oscillations finies et un
nombre fini de valeurs maxima et minima. La démon-
stration que je donne ici est encore plas générale, car
V'unique hypothése que je fais est quef(E) reste conti-
nue dans Dintervalle £=(g... %), en sorte que les
fonctions continues admettant une infinité d’oscillations

ne sont pas exclues.
II.

Comume point de départ prenons la formule

5
/ sin(a2n + )% dt =
A

cos(2n+1)a—cos(2n +1)3
?
20+ 1

don Pon conclut que la valeur absolue de Pintégrale

est £ —2 . On arrive au méme résultat au moyen
Toon 1

d’une considération géométrique. L’aire de la courbe

. e
o= SIn(2n +1)2

-
27

est formée d’ondes de longuenr —-
20 + L

» ou celles que 'on
peut nommer les collines ct les wallées ont méme aire,
a savoir ;}—2:- Comme collines et vallées sont situées
alternativement de part et d’autre de Paxe des §, prises
deux a deux ensemble, elles fournissent a lintégrale

(") Ueber unendliche Reihen und deren Convergens. Leipzig,
thivzel.
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une contribution nulle et dans une sommation quel-
conque il reste au plus une aire (que 'on doit compter

soit dans le scns positif, soit dans le sens négatif)
2 2
2n + i

Si la fonction (&) est continue dans lintervalle
£E= (g--.h), on sait qu'elle est aussi uniformément
continue (') dans cet intervalle, c’est-a-dire qu’en pre-
naul une quantité positive ¢ suffisamment petite, on peut
assigner un nombre 7 tel que, dans les » intervalles

(6’...g+ h:g>: <g+ h—sg .g_i_zlig_é’),

r

égale

-4

les fonctions 3y (£) vérifiant les inégalités
Sy <.

On a par conséquent I'équation

h
[ sin(2n—+1)E 9(8) dt

N h—g
g+ 1) —E

r—1
h— "
:Z&;(g—i—)\ ! - 5’) [ - Slﬂ(2ll+l)£(l§
2=0 . -

g+ 1
p

h—g
r

r—1  g+(h+1

A=o0

(') Voir U. Dint, Teorica delle funsioni di variabili reali, § 41
(Pisa, 1878). contenant unce démonstration due a M. G. Cantor.

- h

~
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Dans la premiére somme,chacune des r intégrales est
2
en valeur absolue < pyprart dans la seconde, comme la

quantité sous le signe d'intégration est, abstraction faite
du signe, < 1, chacune des r intégrales prise en valeur
absolue est plus petite que l'intervalle d’intégration,

T h— . .
c’est-a-dire < __l_g Soit alors M le maximum de la

valeur absolue de ©(£) dans I'intervalle £ = (g...N),
on aura toujours

! h -

‘f sin(2rn +0)Eo(5)dt | <M

| ; Py +z(h—g).

Si pour une valeur donnée de la quantité ¢ a laquelle
il faut adjoindre un nombre r, on choisit 2 n <+ 1 suffi-
samment grand, par exemple
2n + 1212,

on peut, en faisant décroitre ¢, rendre la valeur absolue
de I'intégrale
b

f sin(2n +1)Eo(t)d;
@

plus petite que toute quantité positive donnée 4, ¢’est-
a-dire que I'on aura

n==wo

h
(L) Iim [ sin(an +10)8¢(§)di =o.

On peut rendre intuitive, par une interprétation
géométrique, la condition de choisir 222 + 1 grand par
rapport au nombre 7.

En partageant Dintervalle £ = (g... /) en un grand
nombre de petits intervalles, la fonction w(E) dans
chaque intervalle partiel éprouve une oscillation au
plus égale a 2¢, ct par conséquent est prés d’étre con-
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stante. En prenant alors 212 + 1 suffisamment grand par
rapport a r, on fait devenir le nombre des ondulations
qui remplissent chaque intervalle trés grand, quoique
Pintervalle soit trés petit. '

Mais comme collines et vallées apportent a Pinter-
valle des quantités qui se détruisent, la contribution
qu’apporte un intervalle partiel a la valeur totale de
Pintégrale est une quantité tellement petite que la
somme de r pareilles quantités est elle-méme une tres
petite quantité. De cette maniére on se figure trés bien
comment il se fait que la valeur de I'intégrale devient
de plus en plus petite pour les valeurs de plus en plus
grandes du nombre n.

I

Lorsque la fonction f(&) est continue dans I'inter-
.

valle ¢ = (g ... h), il en est de méme de la fonction

f(&)

() = =5

tant que I'on a g >0,=5h> g pouvant tendre

T o,
" 8

d’ailleurs vers zéro, mais érant différent de zéro, et par
suite alors de I'équation (L) résulte immédiatement le
corollaire de Dirichlet :

WA *
. sin(2n +1)%
lim / —2 f(EVdE = o
Jim SinE JEYdE = o,

qui est ainsi démontré pour toutes les fonclions conti-
nues f(£).

La question éprouve une modification essentielle
lorsque I'on fait ¢ = o dans 'équation (L); en effet, il
n’est plus permis alors de poser

PASS)

S(5) = L1227
9(3) sin(§)’
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car pour §= o la continuité peut cesser d’avoir licu,
sin§ étant nul. Pour que I'équation (L) soit encore
exacte, il faut que le numérateur de o (&) soit aussi égal
a zéro pour £=o.
Or nous pouvons remplir cette condition; écrivons

I'intégrale
ho_.
[t i a
0

sinf

sous la forme

h

o
f(()){ WS'n(2’l+——~l)£c1§+ [ Sin(‘2n+l)2———’——'/(£)_f(())dE_.

—— -
Jo sing o sinf

Le simple examen de cette expression fournit ce
théoréme :

Si la fonction f(§) est telle que non seulement f(£),
mais encore le quotient

f(5)— f(0)
3
soit continu dans Uintervalle E= (o ... I), I < g, on a
U'équation

/R s \
lim [ sin(2n + 108

n=w Jy sin§

. Fsin(an+0)t , =
:f(o)lun[ ——————~d;:;f(0)‘

n=owo sin S
D’otu résulte ce théoréme :

Une fonction continue f(x) peut toujours étre déve-
loppée en série de Fourier dans tout intervalle ot clle
a une deérivée premiére finie.
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[E1] [H5f]
SUR LA CONVERGENCE DE LA SERIE HYPERGEOMETRIQUE:
Par M. Mauvrice GODEFROY,

Bibliothécaire de la Faculté des Sciences de Marscille.

Si I'on regarde la fonction T'(x) comme étant la
limite, pour n = o, du produit
1.2...n

I(r)=nr — - ’
r(x+1)...(r+n)

on ¢n déduit sans peine que 'expression
I q p

1 T(xr -+ n)

nroyoo. . (n—i)

tend vers Punité quand 7 augmente indéfiniment. Ce
résulilat, di & Weierstrass, non seulement a de I'im-
portance au point de vue de la théorie de la fonction
gamma, mais il fournit en outre un procédé commode
pour la discussion de certaines séries dont les termes
sont formés avec des factorielles. A cette catégorie
appartiennent les séries considérées par Stirling et la
série hypergéoméirique. Je me bornerai au cas de la
séric hypergéométrique, qui, je crois, n’a pas encore été
¢tudiée de cette maniére.
Soit done
v b, (e 0B@BH+Y L,
Ly 1.2y —+1)
la série hypergéométrique de Gauss, les paraméires 2,
3, v étant réels ou complexes mais non égaux a des
cnliers négatifs. Le terme général de cette série
1(1+|)...(z+n—1‘)r’i(?—c—l)...(ﬁ—:—n——l‘)r"

Uy == -
Voo () (Y —a)
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est égal, comme on le constate facilement, au produit
des deux expressions

T'(y)

L___ .
z*,

I'(a)T(B)

na+p-y—1

et

['l I'(2+n) o T(B+n) ][[ 1‘(~(+n)

n% 1.5 . (n—i) nB r.o.. . (n—1) Y2 (n—n|’

cette derniére ayant pour limite I'unité lorsque 2 devient
infini. Or, si a, b, ¢ sont les parties réelles des para-
métres @, 3, v, le module de I'exponentielle no+f=v-1
est pato—c—t ; par conséquent, on peut poser

1 u, l = )\” na+b—c—1 lx |n’

en désignant par A, un coefficient qui tend vers une
limite pour n=oo. Le rayon de convergence est évi-
demment 'unité; il reste & examiner la nature de la
série aux extrémités de son intervalle de convergence.
Trois hypothéses sont alors a distinguer :

1°a-4+b—c—1>0. — Les modules des termes
augmentent indéfiniment.

2° a4+ b—c—1=0. — Les modules des termes
tendent vers une limite non nulle.

3 a+b—c—1<<o. — Les modules des termes

tendent vers zéro.
La série des modules est convergente quand a, b, ¢
vérifient I'inégalité
a+b—c<o,

et seulement dans ce cas, car

ne—b—a+1 I Un l — )\n-

Ann. de Mathémat., §° série, t. II. (Février 1902.) 5
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[F]
EXERCICES ET LECTURES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES
(PREPARATION A L'AGREGATION DES SCIENCES MATHE-

MATIQUES);

NoTES REUNIES PAR M. A. B.

1. Trouver les périodes principales du réseau dérivé des

deux périodes 2 + 267 et 1+152.
( C. JorpaN, Conf. de I’Ecole Polytechn.)

2. Représenter par des graphiques en perspective cavaliére
I’ensemble des valeurs réelles de pu dans le cas du discri-
minant positif et dans le cas du discriminant négatif.

3. Construire la courbe y = Lz, les invariants g, et g3 étant
réels.

4. La surface

tnytnz+tnztnz+tnztny +3 =0

cnu 3
(GreenuiLL, Fonct. ellipt., p. 37.)

N snu 2 -
(ou thyu = ——et k= —ﬁ) est une surface minima.

5. Arriere-voussure de Saint-Antoine. — On donne une
ellipse dont un axe OC est vertical, et un rectangle horizontal
dont les cotés opposés MN, PQ ont respectivement pour mi-
lieux les extrémités B et B’ de I'axe horizontal de ellipse; la
surface de l'arriére-voussure est engendrée par une ellipse
variable dont le plan reste normal & la droite BB’ et dont les
sommets sont les points ou ce plan rencontre 'ellipse BOC et
les cotés opposés MQ et NP du rectangle :

1° Déterminer les asymptotiques de cette surface;

20 Rapporter la surface &4 ses asymptotiques.

Prenant pour axe des x la droite OB, pour axe des s la
droite OC (axes rectangulaires), et posant : BB = 2aq,
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MN =26, 0C=c, on a

a/cnu cny i
x=i—(———~+———~)

2 \cne cou

b /snudne snydnu 1
y==*x- k= —)\,

2 \snednu  snudny Ve

2y — enle)?

== (cn?u — cn?yp)

4 snucnudnusnocne dne

les asymptotiques étant les lignes u = const. et ¢ = const.
[E. RoucHg, Sur les lignes asymptotiques d’une
surface du quatriéme degré (Comptes rendus,
t. LXXXIV).]
(L’intéressant calcul qui conduit au résultat énoncé n'a
jamais été publié.)

6. Soit f(5) une fonction elliptique du second ordre dont
I'une des périodes est 2w. Les n quantités

2w n—1
Sf(2), f(s—i— —n—>’ s f(z—+— - 2w>
sont racines d’une équation en 0 de la forme
P(6) +A(35)Q(8) =o,

P(0) et Q(0) désignant deux polynomes de degré n & coeffi-
cients constants.
(R. Bricarp, Soci€té math. de France, t. XXVI,
1898, p. 92.)
Ce théoréme est susceptible d’applications géométriques.
(Ibid., p. 96.)

7. Toute fonction elliptique d’ordte n, f(u) est représen-
table par le quotient de deux expressions de la forme

aoc+arp(u+h)+asp'(u—+h)+:..4+ ap_q pin=2(u + h),

h et les a; désignant des constantes convenables:
Ce mode de représentation est valable, que les zéros ou les
poles de f(u) soient distincts ou non.
[P. PAINLEVE, Sur la représentation des fonctions
elliptiques (Société math. de France, t. XXVII|
déc. 1899, p. 300).]
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8. Appliquer le théoréme de M. Painlevé a I'établissement
de la formule

pPu—pv

-+ const.
pu—py

'Z’E . (u—|—g__ u_,_g
2P P\ > Plio+

(e g)=e(3) weg) ()

P

ol uy désigne un zéro du premier membre.

Cette formule a été utilisée en particulier par M. Andrade
dans sa thése citée plus loin (n® 34).

9. Décomposer en éléments simples les fonctions
' L
puU—ey pu—po

(v = const.), ! pu

— £

pr’ pu
10. Intégrer au moyen des fonctions elliptiques

* (az 4+ b)dx
/(.1:— 1)\/x3—|‘

» lr )
9‘/(-:——“- (fonctions de Weierstrass),
z/ a3 —
/‘(awz—i—b) dr g
‘/.Z‘"'—t—l H
f_‘/da,:: (fonctions de Jacobi).
EARVE AR

(G. HumBert, Conf. de U’Ecole Polytechn.)

11. Réduire au type canonique de Jacobi les intégrales

dz
fs/iuw—a)uw(w—a>2tb21’

. . dx ,
j VE (@ —a)[(z — )2+ B2

en posant x = a + PBtang(p + ¢1) et en choisissant ¢, de
maniére que la différentielle a intégrer prenne la forme

do

VA + Bcosace
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Appliquer a

Jx*+n fx/+(w“—:) f\/+(w3+l)
(Comte MAGNUS DE SPARRE, Société scientifique de
Bruzelles, 885.)

12. Aire de l'ellipsoide. — 1° Aire comprise sur un ellip-
soide quelconque entre deux sections planes le long desquelles
on peut circonscrire a Pellipsoide un cone de révolution, c’est-
a-dire entre deux sections planes dont les pdles sont sur
I'hyperbole focale (zone d’Humbert).

2° Le lieu des points d’un ellipsoide ou la normale fait avec
I'un des axes principaux de la surface un angle donné, se
compose de deux boucles fermées, symétriques par rapport au
centre. Aire comprise sur Vellipsoide a I'intérieur d’une de ces
boucles (zone de Lebesgue et de Gellett). En déduire l'aire de
Pellipsoide entier.

|G. HumBerT, Sur le théoréme d’Abel et quelques-
unes de ses applications a la Géométrie (Jour-
nal de Mathématiques, 1890, p. 243 et 255; voir
aussi Comptes rendus, t. CIX, 1889, p. 611).]

13. Rectification de courbes. — 1° Rectifier I'arc d’ellipse
en utilisant les fonctions de Weierstrass. En déduire le théo-
réme de Fagnano.

(L. LEvy, Précis des Fonct. ellipt., p. 145.)

2° Rectifier I'arc de lemniscate
p2= a?cos2b
en prenant le rayon vecteur ¢ pour variable indépendante.

3% On considére la cubique

-9 _ P
= pu’ y= 2pu
(g2 =0, g3=— 27; axes rectangulaires).

Exprimer son élément d’arc en fonction de u.

Exprimer I’élément d’arc de sa transformée par inversion
par rapport a I'origine suivant le module 1, aussi en fonction
de u.
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Trouver, en fonction de u, les coordonnées d'un point de
cette transformée. Démontrer que tout cercle passant par
Porigine O des axes détermine sur cette transformée, dite
courbe en tréfle, trois arcs OA, OB, OC dont le plus grand
est égal 3 la somme des deux autres.

(G.HumBERT, Journal de Mathématiques, 1887,p. 394.)

14. Lignes géodésiques. — 1° De Pellipsoide de révolution
aplati; 2° de la surface de vis a filet carré.

15. On donne un ellipsoide d’axes 2a, 25, 2¢ (@ >b>c¢)
liés par la relation 252 = a? + c2. Déterminer sur sa surface
les lignes qui, en chacun de leurs points, sont tangentes aux
diagonales du rectangle des axes de l'indicatrice en ce point.

(X. StourF, Nouvelles Annales de Math., 18g6.)

16. Sur V'équation d’Euler et son intégration algébrique.
[Lire la Note de M. Lacour (Nouv. Annales, 1899,
p. 293).}

17. Théorémes de Poncelet. — S’il existe un polygone P
de n cdtés inscrit dans une conique S et circonscrit & une
autre conique T, il existe une infinité de polygones analogues
de n cotés.

Si n est pair, les droites qui joignent deux sommets opposés
passent par un centre de sécantes communes des deux co-
niques.

Soit A(X) le discriminant de la forme T + AS; démontrer
que, si 'on développe y/A(X) suivant les puissances positives
croissantes de X sous la forme

VA(AM)=A +BX4+CA2+ DA+ EX ...,
la condition nécessaire et suffisante d’existence d’un poly-

gzone P est
C=o pour n=3,

D=o » n=4,
C D )
D E =0 » n=>J,
D E

=0 » n==~6
E F

( CAYLEY, Mathematical Papers.)
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Développer les calculs dans le cas de deux cercles; décom-
position des équations de condition.
(Lire sur ce sujet un intéressant article de M. Lg-
LIEUVRE (E'nseignement mathématique,1900, p. 410-

423).]

18. Soit une cubique dont les trois asymptotes sont
inflexionnelles et concourent en un méme point O; une droite
quelconque la coupe en trois points M;, My, M;. Si la droite
se déplace, la somme algébrique des aires balayées par les
rayons vecteurs OM;, OM,, OM; est nulle (c’est-a-dire que la
plus grande de ces aires est égale &4 l]a somme des deux autres).

(G. HumBgrT, Cours de I’Ecole Polytechn.)

19. Obtention de la représentation paramétrique ellip-
tique : 1° d'une cubique plane; 2° d’une quartique a deux
points doubles; 3° de la polaire réciproque d’une cubique.

(HERMITE, Cours d’Analyse de I’Ecole Polytechn.,
I Partie, p. 422, §25-427.)

20. La thése du R. P. d’Esclaibes Sur ’application des
Jfonctions elliptiques aux courbes de genre un (1880) con-
tient un Chapitre consacré aux propriétés des cubiques planes.
I’étude des points remarquables y est déduite de la formule
de Kiépert : Points d’inflexion, leur disposition; points sex-
tactiques; points situés sur une conique.

Polygones de Steiner. — Inscrire dans une cubique des
polygones d’un nombre pair de cdtés et tels que les cotés de
rang impair concourent en un point fixe de la courbe, et de
méme les cdtés de rang pair en un autre point fixe.

Points correspondants ou points dont les arguments
elliptiques ont une différence constante. — L’enveloppe des
droites qui joignent deux points correspondants est une courbe
de sixiéme classe et de douziéme ordre, tangente a la cubique
en dix-huit points; cette courbe admet neuf tangentes doubles
dont chacune passe par un point d’inflexion.

21. Traiter a 'aide des fonctions de Weierstrass la question
proposée comme probléme de Mathématiques spéciales au
Concours de I’Ecole Normale en 1900 [ Propriétés des cercles
bitangents & la cubique : z (z* + y?) = a].
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22. Pour la cubique, lieu des foyers des coniques inscrites

dans un quadrilatére, I'invariant absolu reste le méme quand
on déforme le quadrilatére.

23. Il y a neuf systémes de coniques biosculatrices a une
cubique 8 : la droite qui joint les points de contact avec S

des coniques d’un méme systéme passe par un des neuf points
d’inflexion.

Soit I ce point :

1° Par un point quelconque A du plan passent trois coniques
biosculatrices du méme systéme; ces coniques ont un second
point commun B situé sur la droite Al; les six points de
contact de ces trois coniques avec S sont sur une conique
qu’'on appellera conique polaire de A; A sera dit le péle de
cette conique; il est clair que B est également un poéle de la
conique et que toute conique polaire a ainsi deux poles;

2° Toute conique polaire passe par ses poles;

3" Les coniques polaires des points d’une conique polaire
passent par les poles de celle-ci;

4° Les poles des coniques polaires menées par un point sont
sur la conique polaire de ce point;

5° Si un point décrit une droite passant par 1, sa conique
polaire reste bitangente & une conique fixe; les deux points de
contact sont sur la tangente en I a la cubique S;

6° Quand un point décrit une conique C biosculatrice & S,
du systéme considéré, sa conique polaire reste bitangente a
une cubique fixe, osculatrice @ S au point I et aux deux points
de contact de S et de C;

7° Supposons qu'un point A décrive une conique G ; soient
C’ et C" les deux autres coniques biosculatrices du méme sys-
téme passant par A; elles se coupent aux deux points A et B
qui décrivent C, et en deux autres points qui décrivent la
cubique du 6°;

8° Les coniques. polaires qui passent par un point touchent
en deux points une cubique osculatrice a S au point I.

(On utilisera I'équation normale de la cubique

Pr= 420 — gaw — g,

en prenant le point I a Vinfini sur Oy.)
(G. HumBerTt, Thése sur.les Courbes de genre un; 1885.)
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24. Théorémes de Steiner sur les coniques surosculatrices a
une quartique de genre un.
(D’EscLAIBES, T'hése.)

235. Points d’une quartique de genre uN, conjugués dans
un systéme S, ou points dont les arguments elliptiques ont
une somme S. — Ce mode de conjugaison est indépendant
du mode de représentation employé.

La droite qui joint deux points conjugués dans un systéme
donné enveloppe une conique.

Le conjugué harmonique par rapport a deux points conju-
gués dans un systéme S, du point o la droite qui les joint
coupe une droite fixe, décrit une courbe unicursale d’ordre
quatre.,

Ce lieu est une conique pour quatre positions particuliéres
de la droite fixe.

Si S est une demi-période, la droite qui unit deux points
conjugués passe par un point fixe.

(G. HumBerT, Thése sur les Courbes de genre ux.)

26. Soit la courbe C :
(=22 —2a(x2+ ) (x +y)+a(x +y)—2a3y = o.

1° Exprimer les coordonnées z, y d'un point quelconque en
fonction elliptique d’un paramétre w«.

2° Déterminer tous les couples de quadriques dont Pinter-
section se projette suivant C.

3° Condition pour que quatre points de C soient sur un
cercle. Soient Uy, Uy, U;, U, ces quatre points; si par U et
U, on fait passer une droite ou un cercle, et par U; et U,
une autre droite ou un autre cercle, on obtient chaque fois
deux autres points d’intersection, soit Vy, V,, V3 et V,:
ces quatre points V sont sur un méme cercle.

4° My a quatre familles de cercles bitangents a C. Déter-
miner 'ordre, la classe, le genre de I'enveloppe des cordes de
contact de chaque famille. Etablir que chaque corde de contact
coupe la courbe en deux autres points qui sont les points de
contact d'un cercle bitangent de la méme famille.

5° Quel est le nombre des cercles bitangents a C tangents
en un point Uy? Si U, et U, sont les deux autres points de
contact respectifs de deux de ces cercles, trouver I'ordre et la
classe de Penveloppe de la corde U, U, quand U, varie.
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6° Nombre des cercles osculateurs passant par un point U,
de G; Uy et U, étant les points de contact de deux de ces
cercles, ordre et classe de I'enveloppe de la corde U, U,.

7° Nombre des cercles surosculateurs a C; les points de
surosculation sont quatre a quatre sur des cercles.

(P. PAINLEVE, Exercice proposé auzx éléves de
U’Ecole Normale.)

(On utilisera le mode de représentation de M. Painlevé

indiqué au n° 7.)

27. Etude de la biquadratique gauche, avec les nota-
tions de Jacobi. — La plupart des résultats attribués a Har-
nack ont été publiés six mois avant le Mémoire de ce géométre
par M. Léauté. Les Nouvelles Annales ont reproduit ces pro-
priétés sous forme de questions proposées sous les n°* 1901
et 1907 (année 1go1).

[H. Liavte, Etude géométrique sur les fonctions
elliptiques de premiére espéce (Comptes rendus,
septembre 1876; Journal de UEcole polytech-
nigque, Cahier XLVI, 1859).]

28. Appliquer les fonctions elliptiques a la résolution du
probléme proposé dans les Nouvelles Annales, 1897, p. 287,
ct relatif a une biquadratique gauche définie numériquement.

29. Etude de la surface gauche du quatriéme ordre &
deux directrices rectilignes DOUBLES distinctes. — 1° En
prenant les droites doubles pour arétes opposées du tétraédre
de référence (z=o0, y =o0) et (3 =0, ¢=0), on peut dis-
poser des faces de ce tétraédre de maniére a donner a la sur-
face la représentation paramétrique

r _y _ 3 t

U snu esn(u—a) ¢
ol u ct v sont les variables, et « une constante.

Equation ponctuelle de la surface.

2° Génératrices rectilignes remarquables de la surface.

3° Quadriques inscrites dans la surface.

4° Les asymptotiques de la surface sont des courbes algé-
briques du huitiéme ordre qui divisent harmoniquement les
génératrices de la surface.
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.5° Condition pour que quatre génératrices rectilignes appar-
tiennent & une méme quadrique. Quadriques touchant suivant
deux droites, osculatrices, surosculatrices.

[E. RouveR, Sur les surfaces réglées du quatriéme
degré (Annales de Toulouse, 1900, p. 163).]

30. Cayley a donné le nom de tétraédroide a la transformée
homographique de la surface des ondes. Il y a sur cette surface
huit coniques, situées deux a deux dans quatre plans; dans
chacun de ces plans, les points communs & deux coniques sont
des points doubles de la surface.

L’étude de cette surface au moyen des notations de
Weierstrass a formé le sujet d’un concours des Nouvelles
Annales. Lire la solution de M. Raoul Bricard.

(Nouvelles Annales, 1899, p. 197.)

31. Etudier le mouvement du pendule simple en utilisant
les notations de Weierstrass.

32. Etudier le mouvement du pendule sphérique en utilisant
les notations de Jacobi.
(Maruiev, Dynamique analytique, p. 105.)

33. Le mouvement d’un point sur une sphére
x4 yi+432= al,
dans le cas de la fonction de forces
U = A2+ B(y? + z?)

se raméne aux fonctions elliptiques. (Equation de Lamé dans
le cas le plus simple de » =1.)
(G. KosB, Comptes rendus, t. GVIII, p. 560.)

34. Mouvement d’un point soumis a I'attraction newtonienne
de deux points fixes. Réduction aux quadratures. Inversion.
(J. ANDRADE, Thése, Journal de UEcole Polytech-
nique, 60° Cahier, 189o, p. 19-46.)

33. Mouvement d'un corps pesant, homogéne, de révolution,
suspendu par un point de son axe. Emploi des notations de
Jacobi.

(Matuiev, Dynamique analytique, p. 147.)
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36. Méme question. Substitution des paramétres de Klein
aux angles d’Euler; expressions elliptiques de ces divers
paramétres.

(LAcour, Nouvelles Annales, 1899, p. 543-553.)

37. Mouvement a la Poinsot dans le cas d’une quadrique
roulante quelconque. Formules elliptiques pour le mouvement
et pour les cosinus directeurs des axes.

(LAcour, Annales de I’Ecole Normale, 1goo, p. 281.)

38. Mouvement d’un corps solide de révolution fixé par un
point de son axe; chaque point de ce corps homogéne est
soumis a une force constante, a une force dirigée vers le point
fixe et proportionnelle a la distance a ce point fixe, et a une
force proportionnelle a la distance & un plan fixe normal a la
direction de la force constante.

(NANNY LaGeRBORG, Bulletin de la Société mathé-
matique de France, 1890.)

39. Forme d’¢quilibre d’un fil homogéne pesant sur une
sphére. Expressions des coordonnées d’un point du fil et de
I'arc au moyen des fonctions de Jacobi.

(P. ApPELL, Société mathématique de France,1885.)

40. Courbe plane dont le rayon de courbure est inversement
proportionnel & I'abscisse. Déterminer les constantes par la
condition que la courbe passe par l'origine et y touche I'axe
des z. Forme et propriétés de la courbe. (Elastique plane
sans pression.)

4. Elastique gauche : hélice soumise a I’action d’un couple,
cas particulier de B. ELIE.
(ELIE, Nouvelles Annales, 1got, p. 307-313.)

42. Calculs numériques; usage des Tables. — 1° Unec
ellipse a pour demi-axes OA =2 et OB =y/2. Calculer
I'arc BM, le point M ayant pour abscisse x = 1.

2° L’angle initial d’un pendule simple de longueur 3.9™, 088
est de 60°. Calculer la durée d’une oscillation simple. Au bout
de combien de temps le pendule fait-il, pour la premiére fois,
un angle de 30° avec la verticale.

(G. HumBerT, Cours d’Analyse de {’Ecole Polyt.)
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3° Résoudre au moyen des fonctions elliptiques P'équation

xt— 22 —1022+ 232 — 6 = 0.
(L. LEvy, Précis, p. 153.)

4° Calculer la surface totale d’un ellipsoide dont les demi-
axes sont a=3,b6=2,c=1.

[H8]
SUR LES GROUPES QUI DEPENDENT DE FONCTIONS
ARBITRAIRES ;

Par M, H. LAURENT.

Considérons une équation linéaire aux dérivées par-
tielles

(1) Af=o0

ou I'on a posé

Ay, A,, ... désignant des fonctions de x,, x4, . . ., T,
11 est facile de voir que cette équation admet un groupe
trés général de substitutions. Si, en ellet, on substitue
aux z de nouvelles variables y, I’équation (1) devient
I of o

Ay, - +A + .o+ Ay —— = 0;

‘yld,}’1+ .}’20},2 J’nd}, ;

n

et elle restera invariante, si 'on a
(2) A}’l'—_-)\Bh A)’2=)\B‘Za vy A}’n=)\Bm
B, B., ..., B, désignant ce que deviennent A, .. ., A,

quand on y remplace x, par y,, Z» par ys, - .., [plus
généralement : A f= o se transformera en Bf = o, si
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les relations (2) ont lieu quels que soient les B supposés
donnés en y, ¥a, ..., ¥a]; h estalors un facteur quel-
conque.
Les équations (2) sont d'un type remarquable, consi-
déré par Jacobi; on les intégre en posant (woir mon

Traité d’ Analyse, t. VI)
dz, _ dz, _ dz, _ dy, dyn

3 —-— == o =t = = e
(3) A, Ag A, B; iB,’
ct si @y, oy ..., Pan_y sont les fonctions qui, égalées a
des constantes arbitraires, représentent les intégrales de
ce systéme (3) (ou A est quelconque)
(4) P1(P1y .- P2n—1) =0, ceny Pn( 1y 00y Pan—)=0,
les ® désignant des fonctions arbitraires, seront les
intégrales générales de (2).

Or, les équations (3) peuvent s’intégrer en considé-
rant 4 part les systémes

(_) dxl d.Z'n
5 _— = .=

Al An
et
X d}’l o _ d}’"
(6) E == —];: 3

dont les intégrales sont respectivement de la forme

X, = const., ve s Xp—1 = const.
et
Y; = const;; Ciay Y,—; = const.,
les Y ne différant des X que parce que x, y est remplacé

pary., X par }’21 PRSP
A ces formules il faudra adjoindre une derniére

équation de la forme

X, =Y, + const.
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obtenue en intégrant une derniére équation de la forme

doy .F(xy) =dy,.G()1),

X, ne dépendra que des x et Y, que des y; J’ajoute que,
si 'on prend 2 =1, X, et Y, ne diiléreront I'un de
'autre que parce que x, y sera remplacé par y, etc.
Alors la substitution laissant A f— o invariante sera

de la forme

‘ Yl = q’l(xh 7X/L—l)s
. P ' ......... ,
) ( Yn-—i = '~'r’n——|(}‘l~ . "yXIl—'l)v
Y. :Xn‘f‘d{tz(Xh "'yXll'—l)'

les & désignant des fonctions arbitraires. En général
ona
Xi(}’ly}'2~, ey Yn) = Y[(‘}/ly .. ~y}’n),

excepté si i = n, mais si cette formule a encore lieu
pour i = n, ce n'est plus seulement I’équation A f = o
qui sera invariante, mais ’expression elle-méme A f
restera invariante.

On voit aussi qu’il existe une substitution trés géné-
rale changeant Af en Bf ou Au=o0 en Bu=o,les A
et les B élant donnés.

Le groupe qui laisse A f=o0 invariante permute
é¢videmment les intégrales les unes daus les autres : ¢’est
ce qui est évident a I'inspection des formules (7).

Cette propriété dont jouissent les équations linéaires
a une inconnue, de posséder un groupe qui les laisse in-
variantes, appartient exclusivement a ces équations, en
ce sens toutefois que ce ne sont que des équations trés
particuliéres parmi les équations non linéaires ou li-
néaires simultanées, qui jouissent de cette propriété.

Le groupe qui laisse A f=—o invariante contient
d’autres groupes qui laissent A f = o invariante en méme
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temps que d’autres équations A’ f= o0, A” f= o, formant
avec A f= 0 un systéme complétement intégrable; ces
sous-groupes permutent les intégrales communes.
Le probléme que nous venons de résoudre conduit a
une autre question intéressante; il nous a conduit a
résoudre des équations de la forme

J
‘A,(xi,x;., Cee x,l)a%:——i—...—i--A,,(:l‘l,...,x,,)(—;—;—:l =A(¥1y .00,
(8) {vvvvnnn .

Y n
ox 1

A(zy, 29y ..oy 2p) Hoo - Ap(zy, ey 20) dl.z-z =An(Y1ye-rVu)
les y étant les inconnues. On peut les considérer a un
autre point de vue, et les y étant censés connus en fonc-
tion des x, on peut se demander quelle est la forme qu’il
faut donner aux A pour satisfaire & ces équations (8).

Supposons que la substitution s qui définit les y en
fonction des x fasse partie d’un groupe i un paramétre ¢
défini symboliquement par sa substitution infinitési-
male X £, s laissera invariante I’équation A f=o0. Si
Pon a

(XA —AX) /= /hAf,

¢’est-a-dire si 'on a
XA;— AX; = hA,,

ces équations forment un systéme d’équations de Jacobi
analogue a celui que nous avons rencontré dans la solu-
vion du probléme inversc; les A sont done déterminés
et 'on connait des équations Af=o que la substi-
tution s laisse invariantes, en sorle que s change A f
en MAf; alors s changera wA f en vAAf, en chan-
geant uw en v. Si alors u = v, s changera A fen pnAf,
ou laissera wA f invariant, il reste donc a trouver une

ot t
fonction p que s change en 3



(81)

Le probléme que nous voulons résoudre admettra
donc une solution. Si la substitution donnée fait partie
d’un groupe i un parametre, nous sommes ainsi con-
duits a résoudre cet autre probléme :

Etant donnée une substitution s, trouver le ou les
groupes a un paramétre dont elle fait partie.

Considérons la substitution
(9) V1= 91, Yo = P2 Yn= Qu,

ol 9y, s, ... désignent des fonctions des xy, xj, ..., X,
Soit :
of _of

of
X : =
! oxr, ot

-~ .. .4 X,
Zy

une équation aux dérivées partielles admettant les inté-
grales @y, ©s, .+, Pp_y; ON peut en trouver une der-
niére intégrale fonction de xy, . . ., x, et t, se réduisant
pourt=o02a9,(XLyy.e.y&n).S0Iy,="Y(2yy...,2,,1)
cette intégrale; la substitution

Y11= 9y, ARES} Yn—1= Qn—1y Y=y

scra la substitution générale d’un groupe a un paramétre
qui, pour ¢ = o, fournira la substitution (g).

J’ai dit tout a I’heure que les équations non linéaires
u’admettaient pas, en général, de substitutions; je vais
le prouver en montrant quelle est la classe trés res-
treinte des équations du premier ordre qui jouissent de
cette propriéié.

$i Véquation

('0) .f(‘rl’"'11.!1;[7!7[]?7~'-1Pn)=0'
. Ju - .
oW pi= 5= admet une substitution s,
i
(“) y(=?l‘(wh--'71‘n)v cy y'lz?/l(xh""zﬂ)’

Ann. de Mathemat., 4* série, t. I1. (Février 1gn2.) 6
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il existe une équation linéaire et homogéne (F) admet-
tant la substitution s, et si 'on fait subir un changement
de variable t a I'équation (10), elle admettra, apres ce
changement, la substitution s égalemeént, car s chan-
geant par exemple l'intégrale a en o, o/ en o, ..., ¢
changera f intégrale de la transformée (F) en B, st
changera o/ en une intégrale 3’ de (F). .. .; doncschan-
gera Ben £/, B en B, ... il existera’ donc une équa-
tion (F) linéaire ayant avec (10), si 'on veut, Pintégrale
commune B et les intégrales §/, p”, .. ..

Donc une équation telle que (10), admettant une sub-
stitution s, a une série d’intégrales communes avec une
équation linéaire. Elle n’est donc pas quelconque; il y
a plus : si ’équation (10) admel un groupe a un para-
métre, elle aura une intégrale renfermant une constante
arbitraire commune avec une équation linéaire, et il est
dailleurs facile de vérifier par le calcul que, si f=o
admet la substitution infinitésimale X f, on a

of 00 of oo
2(07,- i "o o) =M

cn posant
Q=p X;~+...+p, X,

AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES
(CONCOURS DE 1897);

SOLUTION DE LA QUESTION D'ANALYSE PAR UN CORRESPONDANT.

On donne l’équation aux dérivees partielles

2 -2
P+ (pr+qy— 2= F(-T-'——+.)g +'>’

ot p et q designent les dérivées partielles du premier
ordre de z considéré comme fonction de x et y.
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10 Former les équations des caractéristiques et
prouver que ces équations admettent deux intégrales
qui ne dépendent pas de la forme de la fonction F.

2° Déduire du résultat obtenu que les courbes
caractéristiques sont planes et que les développables
caractéristiques sont des cénes. Dire quelle relation
existe entre le plan d’une courbe caractéristique et le
sommet du cone caractéristique circonscrit suivant
cette courbe.

3° Indiguer comment on pourra utiliser ces résultats
pour intégrer complétement I’équation proposée.

4° On ménera lintégration jusqu'au bout dans le
cas particulier ot la fonction F a la forme

x4 Y241
z2

A -+ B,

A et B désignant deux constantes. Montrer que, dans
ce cas, une intégrale compléte est fournie par une sur-
Jace du second degré dépendant de deux paramétres.

Posons
24+ Yy

u=pr+qy—az, s = P

L’équation a intégrer s’écrit
pr+qr+ur= F(s).

1° Les équations différentielles des bandes caracté-
ristiques sont

ﬂ— “+ux
at ~F ! dp __F'(s)(:v
dy dt 3 —;——-sp),
== =qg-+uy,
dt d. F'(s)

a9 Y
ds dt P P 7)

=F(s)+ us,

dt
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On en déduit

du d d. F'(s) 1
E:Z‘:{—:—F}’?{%—_—‘— p <Sll+;>;

d*xz _dp du Ld.z‘ <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>