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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

AVIS DE L’EDITEUR.

Les Nouvelles Annales de Mathématiques vont cn-
trer dans leur quatorziéme année, ct, malgréles sacrifices
(que nous nous sommes souvent imposés, elles ne sont pas
encore, nous devons avouer, parvenues a nous donner
unc juste rémunération. Les Nouvelles Annales auraient-
clles manqué au but qu’elles se sont proposé, de pri-
senter aux jeunes gens (ui se destinent aux Feoles Poly-
techmique et Normale les solutions des problémes qui
peuvent le plus les intéresser? Nous ne le pensons pas.
En effet, les A nnales ont traité toutes les belles et difli-
ciles questions des anciens examens, ct également les
(uestions des nouveaux examens lorsqu’elles présentaient
quelque intérét. On a donné des exercices de caleuls nu-
mériques, logarithmiques avec une ¢tendue quon ne
trouve nulle part ailleurs.

Nonobstant la position restreinte faite aux Nouvelles
Annales par les Programmes officiels , nous allons faire,

a partir de janvier 1855, de nouveaux efforts dans I'in-
“térét de Ja science.,
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Chaque mois contiendra en plus une feuille au moins,
avec une pagination a part et sous ce titre: Bulletin de
Bibliographie, d’Histoire et de Biographie mathéma-
tigues , par M. O. Terquem.

Le titre de Bulletin annonce suffisamment I'objet.

L’histoire de la science est celle de P'esprit humain,
tandis que les annales de 'homme ne sont le plus sou-
vent qu'un récit perpétuel de nos folies, de nos vices, de
nos passions. ZToute la dignité de Uhomme est dans la
pensée, selon Pascal. Les Mathématiques sont une
pensée continue.

Puissions-nous nous rendre digne de notre nouvelle
mission!

Tout ouvrage qui sera adressé a la rédaction sera ana-
lysé avec une ¢étendue réglée sur son importance.

En janvier, nous présenterons I'historique de 1’établis-
sement des logarithmes depuis 'invention (Neper, Briggs,
Vlacq, Justus Byrgius) jusqu’a nos jours ( Vega, Leonelli,
Gauss, Babbage) ; ensuite I'histoire de la duplication du
cube, les biegraphies de M. Gauss, d’Abel , de Jacobi, etc.
Ce numéro contiendra un travail d"Amoretti, suivi d'une
Note biographique sur cct éléve qui donnait de si belles
espérances.



PROPRIETES GENERALES DES COURBES ALGEBRIQUES PLANES ,
DIAMETRES BISSECTEURS ;

Par M. P. BRETON (pe Crmame),

Ingénieur des Ponts et Chaussées.

Les diamétres dont il est question dans cet article sont,
comme pour les lignes du second ordre, des droites divi-
sant en deux parties égales une suite de cordes paralléles
entre elles.

On doit entendre expressément cette définition dans ce
sens, que, si d'un point quelconque de la courbe on
méne une droite jusqu’au diamétre, parallélement aux
cordes qu’il divise en parties égales ou qui lui sont conju-
guées, et que I'on prolonge cette droite d’une quantité
¢gale A sa longueur, le point ainsi obtenu appartient a
la courbe (*).

Trtorime I. Quand Uéquation d’une courbe est irré-
ductible, aucune de ses branches ne peut avoir un dia-
meétre qui ne soit pas un diamétre genéral.

S'il existe un diamétre particulier, divisant les cordes
d’une branche de la courbe, mais non de la courbe en-
tiére, en deux parties égales, on pourra le prendre pour
axe des x, et prendre pour axe des y une paralléle aux
cordes conjuguées. Soit alors

F(z, y)=o0

P’équation de la courbe, sous forme rationnelle et entiére,

(*) Ces recherches se confondent, en quelques points, avec celles que
renferme le Mémoire posthume de Wantzel, inséré dans le Journal de
M. Liouville, tome XIV, page 111. Cette publication est trop récente pour
qu'il soit nécessaire de signaler ici ce qui appartient a ce géométre.
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Il faut que, pour chaque valeur de x,
F(z, y)=0

donne deux valeurs au moins de y égales et de signes con-
traires, et d’autres ayant entre elles des relations diffé-
rentes ; end’autres termes, F (r, y) doit contenir & la fois
des puissances impaires et des puissances paires de y. Par
conséquent, si I’on change le signe de y, I'équation

F(‘t"‘_.y)=o

donnera pour y un certain nombre de valeurs comprises
parmi celles déduites de F (x, y) = o, et d’autres qui leur
seront étrangéres. Il y aura donc un commun diviseur
entre F (x, y) et F (x, — y), et ce diviseur sera nécessai-
rement d’un degré moindre que celui de 1'équation pro-
posée. D’aprés le procédé connu qui sert a 'obtenir, ce
diviseur ne pourra qu’étre entier en x, y, de sorte que
I'on aura

F(x’ y):‘?(x’y)x‘l‘(x’ .7')7

¢ (x, y) étant le diviseur en question, et (x, y) le quo-
tient de la division de F (x, y) par ¢ (x,y). On pour-
rait donc décomposer la courbe proposée en deux autres
ayant pour équations

qa(x,)’):o, '{A(.Z‘,_}’):O.
Or nous avons supposé F (x, y) irréductible : donc il est
impossible que la courbe qui a pour équation
F(z, y)=o,
ait un diamétre qui soit particulier, par exemple, a une
de ses branches et étranger aux autres.
Scholie. En général , on ne peut supposer, entre quel-

¢jues-unes des valeurs de y qui satisfont & une équation
irréductible I' (x, y) = o, une relation qui ne soit pas
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commune i toutes ces valeurs. Soit en effet, s'il est possi-
ble, f (1, ¥:) = o une telle relation sous forme ration-
nelle et entiére. Comme on a en méme temps

F(z, 7:)=o,
si 'on élimine y, entre cette équation et la précédente,
I'équation finale obtenue entre x et y, aura un certain
nombre de racines communes avec F (z;, y;) =0, et
non toutes, puisque, par hypothése, la relation

f (.7’ .77) =0
est restreinte a certaines valeursdey. Doncil y aura entre
les premiers membres de ces deux équations un commun
diviseur de degré moindre que celui de F (x, y); donc
I' (x,y ) ne serait pas irréductible, contrairement a I'hy-
pothése. C’est ainsi, par exemple, qu’il n’existe aucune
courbe a équation irréductible, dans laquelle une suite de
cordes paralléles soient divisées par une ligne droite en
segments ayant entre eux un rapport constant autre que
Punité.

Tatorkme 1. I ne peut y avoir, pour chaque dia-
métre d'une courbe algébrigue a équation irréductible,
qu'un seul systéme de cordes conjuguées a ce diamétre.

Soit, s'il est possible, m, le point d’une courbe possé-
dant un diamétre conjugué i la fois & deux systémes de
cordes affectant des directions différentes, et m, m, la
corde appartenant 4 I'un de ces systémes. Construisons la
corde ms mjy appartenant au second systéme, puis les
cordes my m,, m, my, mg mq, tour a tour dans I'un et dans
I'autre systéme. On aura ainsi une ligne brisée indéfinie,
et les points m,, m,, m;, m,, my, etc., seront sur deux
droites paralléles au diamétre. Or il est évident , par cette
construction, que le nombre des points que I'on peut
ainsi obtenir est infini, de sorte que la courbe serait cou-
pée par deux droites en un nombre infini de points. Ce
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qui ne saurait avoir lieu pour une courbe algébrique, a
moins que ces deux droites n’en fassent partie, auquel
cas I'équation de la courbe serait décomposable contrai-
rement a 'hypothése; donc, ete.

Trutorime IlI. Une courbe algébrique a équation
irréductible qui a deux diamétres non conjugués en a
nécessairement un troisiéme.

Soient OD’, OD” les deux diamétres supposés et m, un
point quelconque de la courbe. Ayant construit les points
my, my sur les cordes m, m,, m, my conjuguées respective~
ment 4 OD’, OD”, et ensuite au moyen de m, le point m,,
sur la corde m, m,, paralléle & m, m;, ou conjuguée a OD”,
je dis quela droite OD”, qui divise m; m, en deux parties
égales, est un nouveau diamétre de la courbe.

En eflet, par cette construction, la figure my m, m, m,
estun trapéze, dont les cotés paralléles m, iy, m, m, ont
leurs milieux surla droite OD”. 1l suit de la que, de part
et d’autre de ce diamétre, 4 U'inclinaison prés des cordes
qui lui sont conjuguées, tout est symétrique. Donc les
cordes telles que m; m,, qui répondent a un systeme de
cordes paralléles, conjuguées & OD’, sont aussi paralléles
entre elles; et, de ce que les milieux des unes sonten li-
gne droite, on en conclut que les milieux des autres sont
¢également sur une ligne droite, laquelle coupe OD” au
méme point que OD’ et, par conséquent, passe en O.

11 est évident que OD" ne peut étre le prolongement de
OD’; il ne peut I'étre non plus deOD’, car les cordes
m, m,, msm, n'étant point paralléles, puisque les dia-
métres OD’, OD” sont supposés non conjugués entre eux,
il faudrait admettre que la droite D’ D" est conjuguée a
deux systémes de cordes de directions différentes, ce qui
ne saurait étre, d’aprés le théoréme qui précéde.

Remarque. On ne peut pas supposer que les cordes
conjuguées & deux diamétres différents soient de méme
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direction, ou, ce qui revient au méme, qu’a un systéme
de cordes paralléles puissent répondre deux diamétres
distincts. Il est facile de voir qu'autrement il y aurait sur
chaque corde un nombre infini de points appartenant a
la courbe, ce qui ne peut avoir lien pour une courbe al-
gébrique. He L

Tutorkme IV. Une courbe ‘algébrique a équation
irréductible ne peut avoir deux diamétres paralléles
entre eux. .

Il faut excepter la parabole qui a une infinité de dia-
métres paralléles entre eux, et la ligne droite qui en est
un cas particulier.

Cela posé, soient, s’il est possible, d’' D', d” D" deux
diamétres paralléles d’une courbe algébrique; il y en aura
un troisitme 4" D", que l'on obtiendra par unc con-
struction toute semblable 4 celle qui nous a servi dans
le théoréme III. On en trouvera de la méme maniére un
quatriéme, puis un cinquiéme, etc., et tous seront paral-
1¢les entre eux. Or il résulte de ce mode de construction
que si I'on fait passer par le point m, de la courbe et par
les points m,, m; qui s’en déduisent, une parabole ayant
son axe parall¢le aux diamétres dont il s’agit, tous les
autres points en nombre infini, tels que m,,qu’on peut ob-
tenir, de proche en proche, au moyen du point de départ
my ct des divers diameétres, appartiendront a cette para-
bole, qui couperait ainsi une courbe algébrique en un
nombre infini de points, ce qui ne saurait avoir lieu, a
moins que la parabole ne fasse partie de la courbe elle-
méme. Mais alors I’équation de celles-ci serait décompo-
sable, contrairement 4 ’hypothése; donc, etc.

Tutorime V. Les points d’une courbe algébrique a
équation irréductible que I’on peut construire au moyen
d’un de ses points et de ses diamétres, sont toujours sur
unc ellipse, et jamais sur une hyperbole.
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On doit excepter de cet énoncé le cas on la courbe n’a
jue deux diamétres, lesquels sont nécessairement conju-
gués entre eux. .

Nous avons vu, par le théoréme III, comment deux
liameétres OD’, OD” d’une courbe étant connus, ainsi
jueles directions des cordes qui leur sont respectivement
conjuguées, on peut, au moyen d’un point m;, construire
de nouveaux points m,, ms, m,, puis un troisiéme diamétre
OD”. Rien n’empéche de ®ntinuer la méme construction
au moyen des diameétres OD”, OD” et du point m;, et de
déterminer ainsi d’autres points et d’autres diameétres. Il
est toujours possible de faire passer par les trois points
my, ms, my une section conique dont le point O soit le
centre. Or, par la nature méme des constructions que ’on
vient de rappeler, les points m,, ms, etc., appartiennent
¢videmment a cette section conique, je dis maintenant
(ue celle-ci ne peut étre qu’une ellipse.

Admettons en effet, pour un instant, que cette courbe
soit une hyperbole, et que les points m,, m,, m, soient
situds sur la méme branche. Il en sera de méme de m,,
obtenu en conjuguant m, m, 3 OD”; de m; obtenuen con-
juguant m, my 4 OD”, etc. On resterait donc ainsi sur la
méme branche, laquelle rencontrerait la courbe proposée
en un nombre infini de points, ce qui ne saurait avoir
licu, cette courbe étant algébrique, a moins toutefois que
I'hyperbole n’en fasse partie. Mais alors son équation
serait décomposable, contrairement & I'hypothése.

Si 'un des trois points my, m,, ms ne se trouvait pas
sur la méme branche que les deux autres, on trouverait
facilement deux diamétres de la courbe rencontrant I'hy-
perbole, et 'on serait ramené au cas précédent.

Donc il est impossible que la section conique qui a pour
centre le point O, et qui passe par les points m,, m,, m;
s0it une hyperbole; donc elle ne peut éure qu'une ellipse.
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Tatorime V1. L'ensemble de tous les diamétres d'une
courbe algébrique & équation irréductible forme une ro-
sette elliptique.

Bien qu'il ne soit pas encore établi que les diameétres
déterminés en vertu des théorémes précédents, et se cou-
pant en un méme point, forment 'ensemble de tous les
diamétres de la courbe, J’admettrai provisoirement cette
proposition, qui sera démontrée plus loin.

Cette réserve faite, on remarquera qu’il est permis,
sans diminuer la généralité du théoréme qui nous occupe,
de supposer les deux diamétres OD’, OD” choisis de telle
maniére qu’il ne s’en trouve aucun autre entre eux.

Les secteurs mq Om,, my Omy, my Om, formés par les
rayons menés du centre aux points m,, ms, my, etc., dans
Pellipse,, que, d’aprés le théoréme précédent, on peut
toujours faire passer par ces points, sont divisés respecti-
vement en deux parties équivalentes par les diamétres
OD’, OD”, OD", etc., qui passent par les milieux des
cordes m, my, my my, my m,, etc. Le secteur m, Om, étant
de méme divisé en deux parties équivalentes par le dia-
métre OD” qui passe par le milieu de m, m,, on en con-
clut que les secteurs compris dans les angles D’ OD”,
D” OD" sont équivalents entre eux. Il résulte de la que -
le secteur déterminé par les deux diamétres consécutifs
OD’, OD” est nécessairement une partie aliquote de Iaire
de la demi-ellipse. S’il en était autrement, 'un des dia-
métres obtenus en formant une suite de secteurs équiva-
lents, ou son prolongement , tomberait dansI’angleD’'OD”,
contrairement a4 'hypothése. Donc 1'ensemble des dia-
métres divise l'ellipse en secteurs équivalents, ce qui est
la définition méme de la rosette elliptique.

Tatorkme VII. Une courbe de Uordre n & équation
irréductible ne peut avoir plus de n diamétres.

Car, d’aprés le théoréme qui vient d’étre démontré, le
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nombre des points d'intersection de la courbe avec l'el-
lipse my my m;..., est égal & deux foisle nombre des dia-
meétres. Si ce dernier surpassait n, le nombre des intersec-
tions surpasserait m. Or une ligne de I'ordre n ne peut
étre rencontrée en plus de 2n points par une ligne du
second ordre; donc, etc.

Remarque. Une ligne d’ordre impair a équation irré-
ductible ne peut avoir un nombre pair de diamétres, mais
une ligne d'ordre pair peut en avoir un nombre impair.

En effet, quand les diamétres sont en nombre pair, ils
peuvent se combiner denx a deux comme les diamétres
conjugués d’'une ellipse , ainsi qu’on le voit par le théo-
réme VI. Si I'on rapporte la courbe a I'un de ces systémes,
toutes les puissances impaires de chacune des coordonnées
doivent disparaitre, et il ne peut rester qu'une équation
de degré pair.

Pour démontrer que la réciproque n’est pas vraie, ¢’est-
a-dire qu’une ligne d’ordre pair peut avoir un nombre
impair de diamétres, il suffit d’'un exemple. Prenons I'é-
quation polaire p = cos 3w, qui apparticnt & une courbe
a trois axes. Faisant

x . ¥y ,
COSw = —» Sin w — = et x4yt = p',
n

il vient, en coordonnées rectangulaires,
(2" + yi) == — 327,
équation du quatriéme degré.

Tatorime VIII. Une courbe algébrique a plusieurs
diamétres est toujours la projection orthogonale d’une
courbe ayant le méme nombre d’axes.

C’est une conséquence intuitive du théoréme VI.

Corollaire. Appelons a, b, les longueurs des demi-axes
principaux de Vellipse m, m, ..., et soit

F(x, y)=o
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I'équation de la courbe, rapportée au centre et aux axes
de cette ellipse. Si I'on pose
x J
x’:;, )”:-l-;y on zx=ax', y=1by,
la transformée F (ax’, by') = o n’aura plus que des axes.
Si Pon fait ensuite x’= p cosw, y’ = psinw, on aura
I’équation polaire F (ap cos », bp sinw) = o de la trans-
formée. Cette équation jouitd une propriété rcmarquable,
définie par I'énoncé suivant.

Tutorime IX. L'équation polaire
Flapcosw, bpsinw) = o
peut toujours étre mise sous la forme
S (p,ycosow, sinwe)=o,

J désignant une fonction rationnelle et entiére.
Car cette équation est de telle nature, que, si l'on y
change successivement » en

27 21 27 27
w4 —r w4 2,—> 4 3. —yeeen w—l—(m-—l)—,
(o] o] [o] o]

elle n’éprouve aucun changement de forme. Appelons
F,, F., Fy,...,Fg -1, les résultats de ces substitutions:
on pourra en conséquence prendre pour équation de la
courbe I'équation

F+F +F+...+Fg_,=o.

Or on sait que les fonctions ainsi composées , lorsque I'on
remplace les puissances de sinw et de cosw par leurs ex-
pressions connues en fonction des sinus et cosinus des
multiples de v, ne peuvent contenir que ceux de ces mul-
tiples qui renferment le facteur w, les autres disparaissant ;
donc, etc.
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Corollaire. Pour reconnaitre si une courbe, donnée

par son équation '
F(z, y)=o

rapportée a des axes quelconques, admet un groupe de
© diamétres se coupant en un méme point, il faut chan-
ger d’axes en s’imposant la condition que I'équation nou-
velle soit de la forme indiquée ci-dessus, ce qui revient a
poser

P : .
— | — 6 —
z E+sm9[asm(0 ) cosw — b cos( ?)sinw],

ry=n+ af—l-e(asim?cosm-}— bcosg sine ];
£, n sont les coordonnées de la nouvelle origine, 6 dési-
gne I'angle des axes, et ¢ est I'angle formé par la ligne
polaire avec I'axe des x. Faisons, pour abréger,

p=[asin (6 —¢)cosw — bcos (8 — ¢)sinw],
q=[asingcosw + & cosg sinw),

de sorte que I’on ait

_ Pe . qp
m_2+sin9, y—ﬂ+sin6’

la substitution de ces valeurs dans F (&, y) = o donnera

—F dF(%,7)| p , CF(E ) [
o=F(5n)+p d¥ ;_m_é+ P dg: x.2.sin0’+"”
dF (E, =) &*F (E,n)
+9 dn | +2py dEd~

g PG

d n?
ce développement procéde suivant les puissances ascen-
dantes de p, et son terme général peut s’écrire sous la
forme symbolique

[P dF(k, ») dF(E’")]i ¢

di +9 d» 1.2.3....isin0
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Il faut disposer de £, », @, b, ¢ de maniére que les coef-
ficients des diverses puissances de p se réduisent ades fonc-
tions rationnelles et entiéres de sin ww, cos ww, ce que
T'on fera en égalant 4 zéro tous les termes de ces coeffi-
cients qui ne satisfont pas a cette condition. §’il existe un
groupe de @ diamétres, toutes ces équations admettront
une solution commune, et nous verrons bientot qu’elles
n’en pourront admettre qu'une seule. ‘

On aura toujours, dans le cas de plusieurs diamétres ,
quel que soit v,

dF (€, 2) dF (E, n)
dE +q dn =0,

ou, en remettant pour pet g leurs valeurs )

a dF (&, n) dF (&, )
dg dn

_b[(iljf—g’-n) cos (0 — ¢) — tzztg—i’l) COScp]sinw—_— o.

sin(6 — ¢) + sin qz] cos

Cette équation devant étre satisfaite quelque valeur que
Pon attribue a v, il faut que les coefficients de sinw et de
cos  soient nuls séparément, ce qui donne, en dévelop-

pant sin (6 — ¢) et cos (6 — ¢) et supprimant les facteurs
a et b qui ne peuvent ¢tre nuls,

dF(E,n) . [dF(,7) dF (%, »)
—72—-—-51119_ [T cosf _T] tang ¢

7

d .
F—f’—nzsxnetang?—_——- [——'——cose—-

dF (E,n) dF (E, n)
di dn :I

multipliarit membre a membre, il vient

dF(Ea 7]) P, 2 dF(Ea ’7) dF(E.vn) :
[?J sin?6 - [—-—d—g—co?e —_ T] = o,

Ann. de Mathémat., t. X1V, (Janvier 1855.) 2
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en supposant que I'on ait reconnu que I'angle ¢ n’est pas
nul, ce qui exige des essais préalables faciles 4 imaginer.
Cette derniére équation se partage en deux autres,
savoir :
(11«(&,)1)_-0 dF(&f,n)__

dg

=0, =0.

dn

D'ot Yon conclut que les coordonnées £, n des points
ol peuvent se couper plusieurs diamétres sont celles qui
satisfont & la fois aux équations que U'on obtient en
égalant & zéro les dérivées par rapport & x et par rap-
porta y du premier membre de l’équation proposée

F(I,_y‘): O.

Tatorkme X. Tous les diamétres d'une courbe algé-
brique a équation irréductible se coupent nécessairement
en un méme point.

Supposons, §'il est possible, un triangle formé par trois
diamétres, ct admettons, ce qui est évidemment permis,
que ce triangle ne soit traversé par aucun autre diamétre.
Aumoyen de la direction des cordes conjuguées a chacun
d’entre eux, on répétera d’un de ses c6tés a I'autre, non-
seulement la courbe , mais aussi les deux autres diamétres
en formant de nouveaux triangles de méme surface que
le premier, et les cotés de ces triangles seront enx-mémes
des diamétres. Par une construction semblable, poursuivie
de proche en proche sur le périmétre du polygone ainsi
obtenu, on formera un réseau de ces triangles, lesquels
devront se juxtaposer, car si cette condition n’était pas
remplie, et quel'un en couvrit un autre partiellement, ce
dernier serait traversé par un diamétre, et en revenant,
par une voie inverse, au triangle primitif, ce diamétre s’y
trouverait répété, et traverserait par conséquent ce
triangle , contrairement a I'’hypothése. Le réseau, consi-
déré dans toute son étendue, couvrira donc entiérement le
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plan de la courbe, et le divisera en triangles de méme
surface. De plus, chaque c¢dté ou diamétre prolongé sera
rencontré par tous les autres, puisque deux diamétres ne
peuvent étre paralléles entre eux, et le nombre de ces ren-
contres, pour un méme diamétre , sera infini, puisque n
étant Pordre de la courbe, il ne peut jamais arriver,
d’aprés le théoréme VII, que plus de n diamétres se cou-
penten un méme point.

On a démontré dans le corollaire du théoréme précé-.
dent, que F (x, y) = o, étant 'équation de la courbe,
les points d’intersection des diamétres sont donnés par
les équations

dF (z, 7) dF(x, y)

—d = o, _:i—y—__ == 0;
d'ot il suit que les lieux géométriques qui expriment cha-
cune d’elles passent par tous les points de rencontre des
diameétres. Ces lieux sontainsi coupés en un nombre infini
de points par toute droite faisant partie du réseau, et cela
ne peut étre qu’autant que les premiers membres des équa-
tions ci-dessus ont pour facteurs les trinémes du premier
degré, lesquels étant égalés 4 zéro donnent les diamétres.
Ceux-ci étant en nombre infini, il en est de méme de ces
facteurs, de sorte que le degré des équations ci-dessus , et
par conséquent celui de 1'équation proposée, ne sau-
raient étre finis; donc, ete.

\’Varing a énoncé (Proprietates algebraicarum curvarum, in-4, 1772;
théoréme VI, p. 13) plusieurs propositions sur les diamétres bissecteurs,
etentre autres celle-ci: Quand le degré n de 1’équation d’une courbe algé-
brique est un nombre premier, cette courbe a n diamétres , oun’en a qu’un,
ou n’en a pas du tout. « Si modo n est primus nutnerus, tum habet unam veln
diametros vel nullam omnis algebraica curva. » Proposition fausse. Par

exemple, I’équation (2 ) (5 — 3ar) = 1
x i — =1,

qui est du cinquiéme degré, revient A *cos3w = 1 et représente consé-
quemment une courbe i trois diamétres.
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SUR LES- QUESTIONS 244 ET 141;
Par M. BRIOSCHI,

Professeur a I’'Université de Pavie.

.

Question 241. — Théoréme d’Euler démontré par
M. Loxhay. ( Nouvelles Annales, tome XI, page 424).

Au Ay, Asy...y A,
sont les termes d’'une série récurrente; si 'on a

. Arja=alA .+ bA,,
on a aussi
A,’~+l - aAr Ar+| + bAIz
br

Théoréme plus général. En supposant

=— const,

Ays=a A+ @A o+.. . +aA,
ona
A, Ao A
1] A Az A
—| 7 T [ = const.

:
Ag | oov covesetecnccsns
. Ar+.r—l Ar+s ve. Ar+2:—-2
En effet, en substituant au lieu des éléments de la der-
niére ligne de ce déterminant les valeurs données par 1'é-
quation caractéristique, on a:
A, Ay Arpoy A A, A
A, Arpieer Argsry

At AriaeerArgs

= (—- [)("') a;
A Avsee i A Arpsa Argsioee Appags
et, par conséquent (¥):
A, Arpreoo Apyyy Ay AL A
Brvr Areee Ao | A A A
Am—.l Ar+:- .o Ar+u—! A,_l A,. e A"'_.’

(*) Tous les a, a V'exception de a,, s’en vont; ensuite on passe de A, _

aA_,delad o ete

1



(2
Si, dans le premiér membre de cette équation, on met
pour A,i., A.p.4 etc., leurs valeurs données par I'équa-
tion caractéristique, on a

olan ay. s, Ay Arpyyee s, AH.,_;) = a’,. const.

La question 141 (t. VI, p. 134) est un théoréme
énoncé par Fourier (*). M. Tardy (**) pense qu’il s’est
glissé quelque erreur dans ce qu’avance Fourier & propos
de I'application du méme théoréme a la recherche des
racines d’une équation par I’emploi des séries récurrentes.
Je suis conduit & partager I'opinion de mon savant ami
en m’appuyant sur les considérations suivantes.

Soit f'(x) = o I'équation donnée; soient Ty, Layee.s Zn
ses racines; je suppose

(l) ) "_2 0

S X,
et je considére les deux séries récurrentes
Lo, Liyevoy Liye ooy Moy Myyeoy Myy.o.,

dans lesquelles

A, A
Ay Ay

Ay

"= I Ars Arys

b I\I,- =

En substituant pour A, A,,,, etc., les valeurs données
par I'équation (1), on a

2 Xon ;

S =E 2 e
R i 2
‘x,+1 v—H .‘C}

|

L,=

Bl B[~

(*) Analyse des équations déterminées, Exposé synoptiqllé, Pe 72-
(**) Nouvelles Annales, janvier 1854.
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c'est-a-dire ,

¢ ¢y T
L=3 3 ey 7@ =

et analoguement,
w=3 2 e s )
== — (xy— x,).
-l's z)) r+7 z ‘ s

) les séries des quoti - M
J observe que les séries des quotients 1’ 3 nepeu-
— r—1t

vent avoir pour limites que le produit x, x, des deux pre-
micéres racines de la proposée; et cela est contraire a ce

qu’avance Fourier a propos de la premiére série

r—1

Mais nous pouvons former une autre série de termes de

L, - -
la forme 2 qui évidemment a pour limite la somme
r1

x, + x, des deux premiéres racines.
Pour déterminer les trois premiéres racines on pourra
former trois séries récurrentes :

1-407 LI)"" Lr)"'; MO’ Mn-'~7 Mr)---; Na; Nl,-*-; Nr:--"

en pOSB.lll
Ar Ar+l Ar+': Ar Ar+l Ar+2
Lr= A,_,_;, Ar-H Ar+b I M, = Ar+| Ar+2 Ar+3 b
Ay Ay Ay A Al'—H Ay

A A A,
N, = Agi Ay Aryy |-

. Ar+2 Ar+3 Ar+‘
En eflet, on a

2 2o X
s I;+l x:-}"‘ . xl'—f—B

4

Cs Cy Ci
L= e 2: T 2: re |7
gF 2t i

g

II"“ g xrt’+i A il
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ou
s .3 .8
x} ) 2}
I I
== ¢ —_ I ’
L. (z; x, ;) ’+‘ z, x! 2 z =z
$ 14 i
ou bien
L= 222 ¢ ¢ ¢ A(z, + 2+ ;)
4, - . 3
T (®s Ty 2 )+ &2} ’

el analoguement

Coci  A(rTiA x4 x02;)
M, = ,..H 2 ’
(s @ x‘

‘rl"rl
Cs €1 C; A
"_20 2 2 (s x )+ "z a:,-”
ayant pose
x} x} x}
A= | 2, x, x; |*
1 I I
Les trois séries composées des quotients lf'—', E}IL,
r—1 r—t

r

N be peuvent donner que le produit x, x, x;; mais les
r—i

,. L. M,
deuxséries NN peuventdonner lasomme x,+ x,+ x;
r1 r41

des trois premicres racines, et la somme des produits
deux a deux x, x, + x, x;+ x, x..

Quoique, pour 'application des séries récurrentes a la
recherche des racines selon les vues de Fourier, iln’y ait
besoin que des séries qui donnent les sommes et les pro-
duits des racines; cependant je vais donner le moyen de
former aussi les autres séries en considérant s racines. Je
nomme L, ;, L, 5,...,L, , les termes généraux de ces
séries récurrentes, et je pose

Ar Ar+l--- Ar+:—l
Ar+| Ar+2- L Ar+:
ter s s s es s e e et e e

Arpsn Ay oo Arpsn

I/,‘, =
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On obtient L,», en substituant aux éléments de la se-
conde ligne de L, , les éléments suivants :

’
Ar+.n Ar+:+|, ceey Ar+2r—l H

de méme on obtient L, , en substituant aux éléments de la
troisiéme ligne de L, , ces derniéres quantités, et ainsi de
suite. Les séries des quotients

Lr.l Lr,? Ll',:—(

’ PAREY)

Lr,: Lr, s Lr, :

9

donnent la somme des racines, la somme des produits
deux a deux, la somme des produitsa s —r1as—1, et
L, L,

chacune des séries —= , T et donnera le produit
r—1,1 r—1,1

des racines.

L’exposé synoptique des recherches de Fourier sur I'ap-
plication des séries récurrentes a la résolution des équa-
tions se termine par ces paroles: « Au reste, nous ne
pensons point que l'on parvienne assez promptement
par cette voie a la connaissance des racines. Les exem~
ples cités par Euler sont ingénieusement choisis, mais
ce mode d’approximation exige en général trop de cal-
culs. Nous ne considérons donc cette question que sous
les rapports théoriques.» Cest pour cela que je crois inu-
tile d’entrer en de plus longs détails.

DEMONSTRATION DU THEOREME DE LEXELL ;
Par M. LEBESGUE.

1. Lemme. Etant donnés sur une sphére deux cercles
paralléles, situés de part et d’autre et a distances égales de
Péquateur, les arcs de grands cercles interceptés entre



(25)
ces paralléles sont coupés en parties egales par ’équateur.

2. Lemme. Si I'on prend sur le premier paralléle un
arc ab, et sur le second un arc a’d’ égal 4 ab et que'on
joigne les points a, a', b, b’ par des arcs de grands
cercles aa’ bb', ces arcs sont égaux; les diagonales ad’,
ba' sont égales et se coupent mutuellement en parties
égales, sur I'équateur; les triangles aa’d, ba’b’ sont
égaux, et chacun est la moitié du quadrilatére sphérique
aba’ b'; de méme les triangles aa’ &', abb’.

Observation. Le quadrilatére sphérique a’ b'ab a des
propriétés analogues a celles du parallélogramme plan ;
nous le désignerons par le nom de parallélogramme
sphérique.

3. Théoréme de Lexell. Prenons sur le premier paral-
1¢le un arc cd égal A 'arc ab , et menons les arcs de grand
cercle a’c, b'd; on aura un second parallélogramme
sphérique a’?’ cd; et on démontre, comme dans la géomé-
trie plane, que le parallélogramme a’b’cd est équivalent
au parallélogramme a’b’ ab ; et, par conséquent, le tri-
angle a’ b’ ¢ , moitié dusecond parallélogramme, est équi-
valent au triangle a’d’a, moitié du premier parallélo-
gramme.

Si par les points a’, b’ nous menons un arc de grand
cercle a' mb’, il est évident que les deux triangles sphé-
riques ayant pour base a’ mb’ et leurs sommets en a et ¢
sont équivalents. 1l en est de méme pour tous les triangles
qui ont pour base a’mb’ et leurs sommets sur le paral-
lele abed. Cest le théoréme de Lexell (voir t. V, p. 22).

Note du Rédacteur. On trouve le théoréme de Lexell
dans les Eléments de Géométrie de M. Catalan (hv VII,
probl. VII).

4. Il est évident quele théoréme subsiste pour les points
correspondants a, a’, b, b' de courbes quelconques, mais
déterminées par deux points, par exemple, des lignes
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loxodromiques; il subsiste aussi pour toutes les surfacesde
révolution qui ont un équateur, en prenant toujours les
paralléles a egale distance de I’équateur; les triangles ont
pour cdtés des lignes loxodromiques ou géodésiques.

3. Dans tous les triangles sphériques équivalents, la
somme des angles est la méme. Donc, si I'on fait la pro-
jection stéréographique de tous les triangles équivalents
a'b'a,a b'b, a'b'c, a'b'd, etc., on aura dans un
méme plan des triangles formés par des arcs de cercles,
dans lesquels la somme des angles est constante, qui ont
une base commune et dont les sommets sont sur uneméme
circonférence.

DEUX THEOREMES DE M. BORCHARDT
Sur les fonctions symétriques des racines d’une équation algébrique
¢t sur les rayons de courbure principanx des surfaces.

Fonctions symétriques.
Soit I'équation algébrique
o=¢(z)=a"— Az""' +...+

racines (@, @z, Ayy-e .y Au);

la fonction symétrique 2 a*al...a¥ est le coeflicient

du terme 27+ D g7 (D g (%+1) dans le déve-
loppemcnl, suivant des pulssances decroxssantes, de lex-
pression suivante :
2""9'(1\)[1:?’(13)_ EN) EHACH P IR EN]IES 2?'(1‘)—315? ) [1l ! ’(-" (i—l)?(x'-)]‘
4 (zl)q)(z',) ?(I (= x,) (Ty—x)). . '("t,‘_'z'l) (xy—x,). . .(1‘..——.1:,). . .(2“.—1"._1)

On voit que ce théoréme est une extension du théo-
réme dont on sc sert ordinairement pour trouver la
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somme de la fonction symétrique a7 + a7+ ...+ ay,
¢ (=)
9(=)

Rayons de courbure principaux.

somme qu’on obtient en développant

Soit f (x, , z) = o 'équation d’une surface et soient

= () () (9
r— 1 df 1 df =_{:_!3f
~/R¢lz’

_\/_l—{:i‘;-" n::\/_].—{.;i;’
de sorte que £* + n* + ¢* = 1. Cela posé, faisons
@ =z—pE, yi=y—pn, a=z—pi;

p désignant une quantité indépendante de x, y, z; for-
mons le déterminant
3l dnds
" dx dy dz

Ce déterminant, égalé a zéro, donne une équation du
second degré en p; car le terme p® est multiplié par le
déterminant 2 4= i—f Z—; j—g, qui s’évanouit & aprés un
principe général pour tout déterminant dans lequel les n
fonctions de n variables dont on considére les coeflicients
différentiels du premier ordre ne sont pas indépendantes.
Or I'équation du second degré en p a pour racines les
rayons des deux courbures principales de la surface.

Observation. Ces deux théorémes sont dans une Lettre
de M. Borchardt, du 21 mars 1854, adressée & M. Her-
mite, qui a bien voulu m’cn faire part.
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SUR LA QUESTION DE MATHEMATIQUES SPECIALES
QUI AVAIT ETE PROPOSEE AU DERNIER CONCOURS.

Au Rédacteur.
Monsieur,

Je lis dans le numéro de septembre dernier des Nou-
velles Annales, page 359, 4 propos de la question de
mathématiques spéciales qui fut proposée au concours
général et retirée par suite de réclamation, I'observation
suivante :

« La premiére partie est facile, mais la seconde parait
» difficile, si 'on n’emploie pas le calcul infinitésimal. »

La seconde partie se résout aisément en s’appuyant sur
ce que laire elliptique décrite par le rayon vecteur est
dans un rapport constant avec le secteur qui lui corres-
pond dans le cercle décrit sur le grand axe de Vellipse
comme diamétre.

Deux mots vont éclaircir ce point.

B
L A D
e\ /"
5 < 3 T
M
v
Q

Lorsqu'un cercle OCA' roule intérieurement sur la cir-
conférence d'un autre cercle AA’B d'un rayon double, on
démontre d’abord sans difficulté que tout point M situé a
I'extérieur ou a l'iuiérieur du cercle mobile et lié inva-
riablement a ce cercle, est dans les mémes conditions
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que il appartenait 4 une droite mobile MCID dont le
segment CD , intercepté entre deux axes fixes et rectan-
gulaires (OA, OB), serait constamment égal au diamétre
du cercle roulant (A est le point de contact des deux cercles,
quand le point M se trouve en S sur la ligne des centres).
Il résulte de la, comme on sait, que le lieu décrit par M
est une ellipse SMVT dont les demi-axes ont pour lon-
gueurs OS et AS, et sont dirigés suivant OA et OB. La
normale a cette ellipse est la droite qui va du point dé-
crivant M au point de contact A’ du cercle roulant.
Maintenant, si ’on décrit un cercle surle grand axe ST
comme diamétre, et qu’'on méne 'ordonnée PMQ, on a
secteur elliptique MSO _ OV SA
secteur circulaire QS0  0S _ 0S’

or le secteur circulaire croit proportionnellement a son
angle QOS. Tl sera donc prouvé que le secteur elliptique
croit proportionnellement & I'angle MCS décrit par le
rayon qui va du centre'l du cercle mobile au point dé-
crivant, si l’on démontre I'égalité des deux angles QOS
et MCS. En effet,on a \

MP _ SA _ MC.

PQ 0S™ 0Q’
donc les triangles rectangles QOP, MCP sont sembla-
bles, et MC est paralléle 3 OQ), etc.

Cette solution s’est également présentée a2 mon hono-

rable collégue M. Vannson, qui surveillait avec moi les
opérations du concours.

Agréez, etc.
16 octobre 1854.

Jures VIEILLE.

Note. M. le lieutenant Mannheim nous a aussi communiqué une solution.
M. Mauduit, professeur au lycée de Metz, vient de nous adresser une
bonne solution compléte des deux parties du probléme. Tw.

[OR—
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Sur le dernier terme de I'équation an carré des différences et sur le véritable
antenr d'un théoréme d’analyse sur les racines d’une équation.
(Extrait d’une Lettre.)

Permettez-moi de vous adresser une trés-courte obser-
vation au sujet d’une phrase que je viens de lire dans les
Nouvelles Annales (septembre, page 355).

Aprés avoir apprécié d’'une maniére trés-bienveillante
ct trés-juste Pexcellent ouvrage d’algébre dont M. Serret
vient de donner la seconde édition, vous analysez les
notes ajoutées au texte primitif, et vous dites, & propos
de l'une d’elles:

« Le dernier terme de ’équation au carré des diffé-
» rences occupe une place importante dans certaines
» recherches; on indique, pour le former, le procédé de
» M. Cauchy, et, dans une note, une méthode nouvelle
» qui semble fondée sur celle de M. Joachimstahl et
» méme ne pas en différer essentiellement. »

Savez-vous que les choses qui ne différent pas essen-
tiellement sont bien rares? Leibnitz doutait méme qu'’il
en existat. Nos grands-péres, d’un autre coté, croyant
qu’entre deux idées quelconques on peut toujours établir
un rapprochement tel quel, s’exercaient quelquefois a
chercher une ressemblance et une différenceplus ou moins
ingénieuses entre deux choses proposées. '

1l me semble qu'un géométre ne seraitgueére embarrassé
si, jouant & ce vieux jeu, il avait a comparer la Note de
M. Serret A celle de M. Joachimstahl.

Les deux géométres s’occupent de I'équation au carré
des différences, et examinent d’abord sous quelle forme
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figure dans l'expression de son dernier terme, le terme
tont connu de I'équation proposée.

Voila la ressemblance.

M. Serret, partant de ce résultat presque évident , par-
vient & un moyen fort ingénieux d’obtenir I'expression
compléte du dernier terme. La Note de M. Joachimstahl
ne donne aucun procédé pour atteindre ce but. Voila la
différence. '

Elle me semble établir entre les deux méthodes une
séparation essentielle.

Vous tenez beaucoup, je le sais, a l'indication exacte
des sources et a ce que les noms des inventeurs soient mis
sous les yeux du lecteur Quand il s’agit d’'un ouvrage
¢élémentaire, je ne partage pas entiérement votre opinion,
et yous avez pu Vous en apercevoir en parcourant mon
Traité d’ Algébre. Le livrede M. Serret, s’adressant a des
savants, est dans des conditions toutes différentes; aussi
je m’associe volontiers aux reproches que vous lui faites
indirectement (page 355) de ne pas avoir cité I'auteur de
ce beau théoréme :

Toute fonction rationnelle des racines d'une équation
peut étre rendue entiére.

Mais le véritable nom a citer est celui de Gauss; il a
donné ce théoréme dans son Mémoire trop peu connu
sur la détermination numérique des intégrales (Commen-
taires de Goitingue, t III, p. 53; 1816), et I'une de ses
démonstrations est précisément celle que M. Serret dé-
veloppe en indiquant qu’elle s’étend d’elle-méme au cas
de plusieurs racines.

Recevez, etc. J. BerTRAND,
Professeur au Lycée Napoléon.

Note du Rédacteur. Nous acceptons avec reconnaissance
ces savantes et spirituelles indications. Un journal jouit
del’avantage de pouvoir réparer le lendemain les erreurs
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commises la veille, et nous considérons comme un devoir
d’user d’un tel privilége. Mais nous nous permettrons de
faire observer que ’équation auxiliaire A,,= pi—s Vin_s
(p- 453, Serret) appartient 4 M. Joachimstahl, c’est con-
venu. Quant 4 la méthode pour parvenir aI'équation fon-

damentale (méme page)
dvV,
(lj’l +( I)Pld—lh_*_.”:o’
on la trouve dans les deux derniéres pages du Mémoire
francais de M. Cayley : Nouvelles Recherches sur les
covariants (Crelle, tome XLVII; 1853) : observation que
je dois a I'obligeance de I'éminent analyste M. Brioschi.
Je dois une autre indication historique a I’érudition si
vaste de M. Angelo Genocchi : la démonstration du théo-

réme que le produit de deux expressions de la forme
pPP—Bq¢g*—Cr+ BCs?,

conserve la méme forme (lecon vingt-cinquiéme), dé-

monstration attribuée a M. Hermite, coincide exactement

avec celle qui est donnée par Lagrange (Mémoires de

U Académie de Berlin, 1767 et 1770).

NOTE SUR LA SOLUTION DE LA QUESTI()N 289

(voir tome XIII, p. 831).

Cette solution n’est pas exacte. Abaissons du sommet A
une perpendiculaire AF sur le c6té BC. Tant que le point
D est entre F et D, le raisonnement est juste. Il n’en est
plus de méme lorsque F est entre D et D’; alors on peut
avoir AD’ > AD et la conclusion du § 2° n’est plus
admissible. Le § 3° étant fondé sur le § 2°, cesse aussi
d’étre concluant. (Observation de M. Angelo Genocchi.)
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CONCOURS D’ADMISSION A L’ECOLE POLYTECHNIQUE
EN 1854.

Epreuve graphique. — Questions proposées.

Cette année, presque toutes les questions ont été em-
pruntées a l'intersection des surfaces courbes, 'unede ces
surfaces étant toujours cylindrique ou conique; de sorte
que le résultat représente, finalement, un effet d’'ombre
portée sur un corps de révolution dont I’axe est vertical , ou
d’ombre portée par ce corps sur lui-méme. La surface cy-
lindrique inclinée répond au cas d’un systéme de rayons
lumineux paralléles, et la surface conique au cas d’'un
point lumineux. Ces sujets mixtes, ou la Géométrie et
la Physique s’unissent dans les conditions les plus sim-
ples, nous paraissent trés-convenables.

On voit que I'Ecole Polytechnique poursuit son oppo-
sition contre les épures qui ne sont que la reproduction
des planches gravées des auteurs de géométrie descriptive,
c’est-a-dire,, contre un enseignement graphique plus ré-
pandu encore qu’on ne le pense.

Etant donné un corps solide formé de deux cylindres
droits de méme axe , I'un inférieur ayant pour base sur le
plan horizontal un cercle de 3 centimétres de rayon et
10 centimétres de hauteur, I'autre surmontant le pre-
mier, ayant 5 centimétres de rayon et 2 centimétres de
hauteur :

1. Considérez la base inférieure de ce second cylindre
comme la base d’un cylindre oblique, dont les génératrices

Ann. de Matkémat., t. X1V, (Janvier 1855.) 3
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seraient paralléles 4 la diagonale d'un cube qui aurait une
face sur le plan horizontal et une sur e plan vertical. On
propose de trouver l'intersection du cylindre oblique avec
le premier cylindre droit et de déterminer ensuite trois
tangentes a cette interseclion; savoir: une langente en un
point quelconque, la tangente au point situé dans un
plan tangent au premier cylindre et paralléle au cylindre
oblique, la tangente au point le plus bas.

2. Sur la projection horizontale O de I'axe des deux
cylindres, menez dans le plan horizontal une droite qui
fasse avec la ligne de terre un angle de 45 degrés; sur
cette droite portez a partir du point O une longueur
OS = 12 centimétres, puis concevez qu’au point S on
¢léve une verticale ST de 16 centimétres.

Cela posé, on propose de construire I'intersection du
cylindre de 3 centimétres de rayon avec le cone qui aurait
pour sommet le point T, et pour base la base inférieure
du cylindre supérieur. On veut aussi connaitre : la tan-
gente en un point quelconque de I'intersection, la tan-
gente en un point situé dans un plan tangent mené au
cylindre inférieur par le sommet du cone, un point ou la
tangente soit horizontale.

Un tronc de cone droit a bases paralléles est posé sur
le plan horizontal par sa grande base, qui est un cercle de
5 centimétres de rayon; la hauteur du tronc estde 10 cen-
timétres et la petite base a 2 centimétres de rayon. Ce
tronc de cone est surmonté d'un cylindre droit ayant
méme axe que le tronc, un rayon de 5 centimétres et
2 centimétres de hauteur.

3. On veut connaitre 'intersection du tronc de cone
avec un cylindre oblique qui aurait pour base la base in-
férieure du cylindre qui surmonte le cone, et dont les
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"géhératrices seraient paralléles a la diagonale d’un cube
dont une face serait sur le plan horizontal , 'autre sur le
plan vertical.

On cherchera aussi : la tangente en un point quelcon-
que, la tangente au point situé dans le plan tangent mené
au tronc de cone parallélement au cylindre oblique, un
pointou la tangente soit horizontale.

4. Dans un plan passant par I'axe commun des corps
ci-dessus et faisant un angle de 45 degrés avec le plan
vertical , on prend un point S distant de cet axe de 12 cen-
timétres et de 20 centimétres du plan horizontal.

Cela posé, on propose de construire I'intersection du
tronc de cone avec un cone oblique ayant pour sommet
le point S, et pour base la base inférieure du cylindre qui
surmonte le cone tronqué.

On veut aussi connaitre : [a tangente en un point quel-
conque ; la tangente en un point situé dans un plan tan-
gent mené au tronc de cone par le sommet du cone obli-
que; la tangente en un des points pour lesquels elle a une
direction horizontale.

5. Un hyperboloide de révolution dont I'axe est ver-
tical a ses génératrices inclinées de 45 degrés sur le plan
horizontal, et un cercle de gorge de 2 centimétres de
rayon ; il est supposé limité a deux plans horizontaux
distants chacun de 5 centimétres du cercle de gorge.

On propose de trouver son intersection avec un cylin-
dre oblique ayant pour directrice la circonférence qui
limite I'hyperboloide 4 sa partie supérieure, dont les gé-
nératrices seraientinclinées sur le plan horizontal comme
celles de I'hyperboloide, et dont les projections horizon-
tales feraient avec la ligne de terre un angle de 45 degrés.

On construira la tangente en un point quelconque de
cette intersection.
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6. Un cone droit a pour base sur le plan horizontal -
an cercle de 3 centimétres de rayon; ses génératrices
sont inclinées sur le plan horizontal d’un angle dont la
tangente est 2. Un cylindre oblique a pour base sur le
méme plan horizontal un cercle de 4 centimétresde rayon ;
les génératrices font aussi avec le plan horizontal un
angle dont la tangente est 2, et leurs projections horizon-
tales sont inclinées de 45 degrés sur la ligne de terre.

On propose de trouver l'intersection du cone et du
cylindre, et de construire la tangente en un point quel-
conque de cette intersection.

On aura soin de placer les bases des deux surfaces de
maniére que le cylindre pénétre entiérement dans le cone
par une de ses nappes.

7. La question précédente, mais avec cette différence :
les bases des deux surfaces seront placées de maniére que
Pintersection ait des branches infinies, dont on détermi-
nera les asymptotes.

8. Un cone droit a pour base sur le plan horizontal
un cercle de 5 centimeétres de rayonj les génératrices
sont inclinées de 45 degrés sur le plan horizontal.

Trouver son intersection avec un céne droit de méme
axe, dont le sommet esta 7 centimétres et demi au-dessus
du plan horizontal et dont la base sur ce plan serait, en
supposant qu'on fit descendre ce second cone jusqu’a ce
qu'il ait méme sommet que le premier, une ellipse dont
les axes inclinés a 45 degrés sur la ligne de terre auraient
pour longueurs 5 centimétres et 1o centimétres.

On construirala tangente en un point de I'intersection,
et les asymptotes de cette courbe, s’il y en a.

Une calotte de sphére creuse repose par sa base sur le
plan horizontal; le rayon extérieur de cette base est de
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ro cenlimétres, le rayon intérieur de 3 centimétres et
demi. La hauteur de la calotte, mesurée jusqu’a la sur-
face extérieure, est de 3 centimétres.

9. Par le centre de la base on méne une droite paral-
1¢le 4 la diagonale d'un cube dont une face serait sur le
plan horizontal et une autre sur le plan vertical; puis on
prend cette droite pour I'axe d’un cylindre dont la section
droite serait un cercle de 3 centimétres de diamétre.

Celaposé, onveutconnaitrel'intersection de ce cylindre
avec les deux surfaces sphériques qui limitent la calotte
creuse, ainsi que la tangente en un point quelconque de
P'une de ces courbes. On construira en outre le dévelop-
pement de la surface cylindrique du solide commun aux
deux corps.

10. Par le centre de la base on méne une droite dont
la projection horizontale fait un angle de 45 degrés
avec la ligne de terre ct la projection verticale un angle
de 60 degrés, puis on prend cette droite pour I'axe d’un
cbne dont le sommet est & 8 centimétres du centre de
la base de la calotte et dont la section, faite perpendicu-
lairement a l'axe et a4 3 centimétres du sommet, est
un cercle de 1 centimétre de rayon.

Cela posé, on veut connaitre 'intersection de ce cone
droit avec les deux surfaces sphériques qui limitent la
calotte creuse, ainsi que la tangente en un point quel-
conque de I'une de ces courbes. On fera une coupe par le
plan des deux axes, et cette coupe devra étre dégagée de
toute ligne de construction, afin de représenter plus
nettement I'ouverture faite par le cone dans la calotte.

11. Etant donné un corps solide dont deux faces sont
des plans verticaux représentés sur le plan horizontal par
les droites paralléles y et uv, entre lesquelles il y a une
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distance de g centimétres ; on suppose que dans ce corps
solide on pratique un vide composé comme il suit : 1°un
prisme droit ayant 3 centimétres de hauteur et pour base
le parallélogramme ABCD dans lequel les cotés AD, BC
sont a 8 centimétres 'un de I’autre, ct inclinés de 45 de-
grés sur les premiers; 2° un demi-cylindre surmontant
ce prisme, ayant ses génératrices horizontales, une sec-
tion droite circulaire de 8 centimeéires de diamétre, et
placé de telle sorte qu’il soit tangent aux deux plans ver-
ticaux AD et BC.

Cela posé, on demande de représenter sur un plan ver-
tical paralléle & AB les limites de la partie enlevée dansle
corps solide, en ayant soin de distinguer les parties vues
des parties cachées.

On propose de construire 'intersection des surfaces
qui limitent ce solide enlevé par un cylindre oblique qui
aurait pour base U'ellipse projetée sur CD, et dont les gé-
nératrices seraient paralléles & une droite dont la projec-
tion horizontale fait un angle de 45 degrés avec la ligne
de terre, etla projection verticale un angle de 60 degrés.
On veut aussi connaitre le point o l'intersection des
deux cylindres rencontre l'ellipse projetée sur CD et la
tangente au point d’intersection situé sur une des généra-

trices AD ou BC. L

12. Etant donné un tore produit par la rotation d'un
cercle de 3 centimétres de rayon autour d'un axe verti-
cal situé dans son plan, et distant de 5 centimeétres du
centre du cercle générateur, on suppose qu'un plan pa-
ralléle a la ligne de terre soit incliné de 4o degrés sur le
plan horizontal et placé de telle sorte qu’il coupe a la fois
la nappe du tore décrite par le demi-cercle qui tourne sa
concavité vers ’axe ct celle qui est décrite par 'autre demi-
cercle, sans cependant que ces courbes soient séparées.
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On propose de construire Pintersection du tore par le
plan, ainsi que la tangente en un point quelconque de
ceite courbe. Il faudra aussi trouver cette section en vraie
grandeur, et ce que devient la tangente au point considéré.

13. Une demi-sphére creuse de g centimeétres de rayon
intérieur et de 2 centimétres d’épaisseur est posée sur le
plan horizontal, la convexité en dessous.

On veut connaitre son intersection avec un cdne
oblique déterminé comme suit : le sommet est au point
le plus bas de la surface intérieure de la sphére; I'axe es
la corde du quart de cercle, section de la sphére inté-
vieure par un plan méridien vertical , faisant un angle
de 45 degrés avec le plan vertical ; la ‘base du céne sar le
plan de I’hémisphére est un cercle de 6 centimétres de
rayon. On construira en outre la tangente en un point
quelconque de I'intersection.

On fera une coupe par le plan des deux axes; elle sera
dégagée de toute ligne de construction, afin de représen-
ter plus nettement 'ouverture faite par le cone dans la
demi-sphére.

La question sera traitée sans changement de plans de
projection. On pourra indiquer des méthodes de solution
ott la position de ces plans serait changée.

Note du Rédacteur. On cherche avec raison a ré-
pandre, & populariser cette langue universelle qu'on ap-
pelle le dessin. Pourquoi cette langue est-elle exclue du
grand concours universitaire ? pourquoi négliger un tel
stimulant? On pourrait donner des prix adaptés a ce
genre de connaissances; entre autres les notes et croquis
de Géométrie descriptive ou quelques uns des solides de
la collection en relief (t. XII, p. 456). Nous ne saurions
trop recommander ces productions du chef des travaux
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graphiques a PEcole Polytechnique 4 I'attention de 1'Uni-
versité, des professeurs et des chefs d'institution.
Outre_le sentiment de D'art, 'habileté de Partiste,
M. Bardin posséde les qualités du professeur et les théo-
ries graphiques spécialement enseignées dans la grande
école. De 1a le mérite distinctif de ses ouvrages.

SUR LA FRACTION CONTINUE

1

1
1+

2+

I
I
4+ ..

Par M. F. AMORETTI,
Eléve du Lycée de Versailles (*).

3+

5

Travaillant sur la fraction continue que I'on doit &
Brounker, pouy représenter =, j’ai été conduit & me de-
mander ce que pouvait représenter la fraction

1

uw =

1+

2+l
3

Aprés quelques recherches inutiles, j’ai trouvé dans les
Notes a la Géométrie de Legendre un passage qui se rap-
portait 2 ma question; je copie textuellement (Note IV,
page 289 de la 14° édition).

« Considérons la suite infinie :

b ¢ a? I a’

a
1)(z)_'l_‘-;—*-T.ﬁz'z(z--}-l)+ 1.2.3'z(z+1)(z+2,‘:+'"’

(*) Laureéat de 1854.
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dont le terme général est

1 a"
1.2.3...n z{z41).. (34+n—1)

Si 'on remplace z par z + 1 dans ¢ (z) et qu’on retran-
che, on aura
a a? §

z+1+(z+l)(z+2)

p(z+1)=1+4

et

a!

_7(z+l)+?(z):z(z:_ ,)f" z(z+l)(z+2)+“"

a a 1 a?
s e =t [ e e |

» Dans la série entre crochets, onreconnait ¢ (z + 2),

on a donc
?(2)—¢(s+1)= oy e (2 +2).
Divisons par ¢ (z -+ 1), et posons
a p(z+1)
T e S

on aura
. a
S = ey
Mettant successivement z + 1, z + 2, a la place de z,
et mettant sa valeur pour f (z -+ 1) dans f (z), pour
f(z + 2) dans f(z + 1), etc., on obtient

a

£lz)=—2—
2+
41+ p
Z~4= 2+..—-z+3....
» Posant (*)
a=—z=1,

(*) Ce dernier alinéa n’est pas dans Legendre. Twm.
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on obtient

14
24+ ——
3+

4

[Clest ici que commence le travail qui m’est propre. ]

On a .
a T a’
PR E I CE T CE D R
Tz a 1 a? ’
142 -

faisant z = a =1,

l+ 1 1 I + ] I +
2t 12723 123 1.2.3.4 7

1+ - +<I>+<l>+...
1.2 1.2.3

Il s’agit de sommer les suites des deux termes. Posons

=

xt x3 x!
() H(r)== REFTPRLTIPTI: B 12.28.3'.4 e
Dillérentiant les deux membres,
fly x? x3
2 —_— = — PN
(2) dzr 7 + 2’+1’.2’.3’+

et divisant membre a2 membre,

x? a’
yar _"FTE T ER
rl\]; x x?

4 - + S
1.2

On voit maintenant que « n’est autre chose que ce que

devient la fonction —- Yoo » quandony faitx =15 il nereste
q y 3

dy
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donc plus qu’a trouver la nature de la fonction ¢, qui se
développe suivant la série (1), ou seulement la nature de
sa dérivée que je désigne par ¢ et qui se développe suivant
la série (2),
' PP I
1 1t2t 12,223
Différentiant les deux membres,

(lt__l z x? + x3
P T T S 17.22.32. 4

+...

multipliant par x et différentiant de nouveau,

xdt x? N x 4 .
dz = F 12 @ 1%.20.3
d’ont
] xdt _ x x? x .
Ir_)— Tt ettt

Mais la série du second membre est précisément celle
dont ¢ désigne la somme: par suite, la sommation de cette
séric est rappelée a I'intégration de ’équation du second

ordre,
d <‘?(-ll> = tdx.
dx
Faisons
tde = dy,
d’ou
_dy ) xdt xdly
T Y H T A

nous aurons, en substituant,
d*y
dlx——|=d
( (1.r’> I

xd?y

'{’&T:}’ﬁ‘-A;

ct en intégrant,

A désignant la constante arbitraire.
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On donnera une forme plas simple i I'équation en
posant

oy 4y _dp
ry+A=p, dou ek ah
et, en substituant,
zd*p
3 =
(3) dx?

Nous raménerons cette équation au premier ordre en po-
sant p = ef*?*, v étant une autre fonction de x, caron a
dp = eJ*. vdx, d*p =dx(pdv+ ¢*pdzx),
on trouve, en reportant cette derniére expression dans
I'équation (3) et supprimant le facteur p,

dy

(E—Jf-u’-x"‘: 05

cas particulier del’équation de Riccati.

Versailles, 24 octobre 1854.

(La Note suivante a été communiquée par M. Hervosic,
chef de l’institution Saint-Louils, & Versailles, neveu
et successeur de M. Potin.)

Emile-Michel Amorertr est né & Moscou, le 1% juin
1838, de parents piémontais. Son pére naquit a Nice
alors que le Piémont, sous le nom d’Alpes-Maritimes,
appartenait a la France. En 1830, sa famille quitta Nice,
ou elle avait ét¢ malheureuse, pour aller chercher for-
tune en Russie.

E. Amoretti dés son enfance aimait I'étude. Son pére
fit un dernier sacrifice et I'amena en France en 1849,
le confia d’abord aux soins de M. Tanquerel, maitre de
pension a Saint-Germain, puis, peu de temps aprés, a
ceux de M. Potin, chef de P'institution Saint-Louis, a
Versailles. Son nouveau maitre reconnutbientét toutes les



2
,? S B

(45)
brillantes qualités de son éléve et mit tout en ceuvre pour
lui assurer un bel avenir. o

A Dl'4ge de 13 ans, Amoretti obtint au concours géné-
néral de 1851 le premier accessit de mathématiques acces-
soires: succés qui devait en faire présager bien d’autres.

En 1850, la position de M. Amoretti ne lui permit plus
de subvenir aux besoins de son fils, et il pria M. Potin
de ne point abandonner son éléve. M. Amoretti mourut
en 1852, et M. Potin devint le pére adoptif de cet or-
phelin qui s’est toujours montré digne et reconnaissant
d’un pareil sacrifice.

Le malheur qui venait de frapper E. Amoretti lui in-
spira de nouveaux efforts; son intelligence supérieure
grandit encore par le travail qui devenait pour lui
une nécessité plus pressante, une passion impérieuse.
« Je veux, disait-il, me faire une position; je me sens la
force de tout faire pour arriver 4 mon but. »

Il ne s’occupait pas exclusivement des ouvrages des
grands maitres en mathématiques, mais il lisait avec une
satisfaction aussi grande Montaigne et Montesquieu; I'J-
mitation était sa lecture favorite. Sa mémoire était pro-
digieuse.

11 observait dans les plus petites choses un ordre mer-
veilleux , réglant jour par jour, heure par heure, 'em-
ploi de son temps. Depuis le mois de janvier 1852, il a
consigné sur un carnet ses moindres actions; il n’oublie
pas le plus petit détail, mettant en toutes choses une
exactitude mathématique.

Sl se livrait presque exclusivement aux mathéma-
tiques , c’était pour arriver plus tot i son but; mais il
aurait eu une aptitude presque égale pour les langues.
Il put sans peine étudier avec succés I’hébreu , 'anglais et
'allemand , et jamais il n’a fait montre de son savoir.
Lauréat du grand concours, admis sans concours & ’Ecole
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Normale, présenté i I'Impératrice, il ne congut pas le”
moindre orgueil. Sa modestie était extréme (*). '

D’un caractére trés-gai, il avait une conversation trés-
aimable et trés-spirituelle lorsqu’on le mettait a I'aise.

D’une constitution robuste, d'une santé de fer, Amo-
retti fut légérement indisposé vers la fin du mois d’oc-
tobre; il combattit ce malaise jusqu’au 28. Cette indispo-
sition devint plus grave et le forca a garder le lit; c’était
la veille de son entrée 4 PEcole. Les symptomes de la
fiévre typhoide se manifestérent; il eut deux hémorragies
trés-abondantes qui, en diminuant ses forces, nous don-
naient de 'espoir; mais la fiévre, qui avait pendant les
huit premiers jours suivi un cours parfaitement régulier,
fut, le 8 novembre, accompagnée de nouveaux accidents;
et, a la suite d’une crise violente, il y eut une prostra-
tion compléte de forces et Amoretti mourut paisiblement.
On est contraint & admirer une existence aussi belle, aussi
bien remplie, une intelligence aussi brillante qui pouvait
rendre des services 4 la science.

Note du Rédacteur. M. Vannson, le professeur d’A-
moretti, nous écrit : « Depuis trente ans que j’enseigne
les mathématiques je n’ai jamais rencontré dans aucun
éléve une intelligence aussi remarquable et un gotit aussi
prononcé pour I'étude des sciences. »

(*) Cest lui qui lors du dernier concours a déclaré connaitre la pre-
miére question (voir t. XIII, p. 296): acte de délicatesse et de loyauté
plus honorable que le prix du concours.

Dans une Lettre jointe a son travail, il dit qu'il nous enverra le prix
couronné, en ajoutant qu'il cherchera a relever la faiblesse du sujet par
quelques considérations générales.

Lauréat de 1810, M. Cousin, 4gé de 18 ans, fut admis a I’Ecole Nor-
male, sans concours : premicr et illustre précédent. C Tm.
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DESCRIPTION D'UN APPAREIL DESTINE A L’ENSEIGNEMENT
DE LA GEOMETRIE DESCRIPTIVE,
ConstruiT PAR M. WEISSAND,

Professeur de travaux graphiques, chargé des Cours municipaux de Dessin, & Strasbourg;

Par M. TERQUEM (Avrrren),

Professeur de Physique au Lycée de Chateauroux.

L’appareil de M. Weissand se compose de deux plans
rectangulaires ayant environ 3o centimétres de longueur
sur 20 centimétres de largeur; les deux plans en zinc
recouvert de bois noirci sont réunis par une charniére
placée le long de la plus grande dimension; ils font entre
eux un angle droit, et figurent ainsi les deux plans de pro-
jection, la charniére étant la ligne deterre. Comme, dans
certains cas, il faut employer des plans auxiliaires de
projection, a la suite de chacun des plans de projection
se trouve placé un rectangle de mémes dimensions que
le premier, qui peut tourner autour d’une charniére per-
pendiculaire a la ligne de terre, verticale pour le plan
vertical de projection, horizontale pour le plan horizon-
tal. On a ainsi deux plans auxiliaires qui peuvent se
placer perpendiculairement & la ligne de terre et se ra-
battre 'un sur le plan vertical et I'autre sur le plan ho-
rizontal. Si I'on ne veut pas se servir de ces plans, placés
ala suite des premiers, ils doublent la longueur de I’ap-
pareil.

Chacun des plans de projection porte parallélement a
la ligne de terre une rainure qui le divise en deux par-
ties égales; quatre autres rainures, également espacées,
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sont disposées perpendiculairement i la premiére. Ces
rainures ont pour section un trapéze, afin que les régles
qui y glissent, et les remplissent quand on ne veut pas s’en
servir, ne puissent s’en échapper. C’est dans ces diverses
rainures que l'on glisse le support sur lequel on fixe les
diverses figures destinées a é&tre projetées.

Ce support consiste en un tronc de pyramide quadran-
gulaire glissant & frottement dur dans les diverses rai-
nures. Ce tronc de pyramide est traversé, suivant son
axe , par un cylindre creux dans lequel peut tourner, a
frottement dur, un cylindre plein des mémes dimen-
sions. Sur ce cylindre est placée une petite virole de
cuivre, dans laquelle peuvent se visser diverses petites
tiges de fer. Cette virole n’est pas invariablement liée au
cylindre qui la supporte, mais elle peut tourner autour
d'un axe perpendiculaire a celui du cylindre et paralléle,
par suite, au plan de projection sur lequel est fixée la
petite pyramide. On peut donc donner a cette virole
deux mouvements rectangulaires.

. En faisant tourner le cylindre sur lui-méme, le
mouvement de rotation s'exécute autour d'un axe perpen-
diculaire au plan de projection.

2°. En faisant tourner la virole autour deI’axe perpen-
diculaire a celui du cylindre, on peut lui donner, ainsi
qu’a la tige qu’elle supporte, toutes les inclinaisons sur
le plan de projection.

3°. Enfin, en faisant glisser tout le support dans les
diverses rainures, on peut faire occuper a cette tige des
positions trés-variées.

Dans la virole viennent se fixer, 4 'aide d'un pas dc
vis, diverses tiges de fer représentant des lignes droites,
courbes, planes, 4 double courbure, etc. On peut ainsi
démontrer tous les théorémes relaufs a la ligne droue et
aux lignes courbes. i W
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Pour placei' dans I'espace des figures planes on visse
dans la virole une tge sur laquellc glisse un curseur, le
curseur porte latéralement un petit axe qui traverse les
diverses figures planes figurées par des petites plaques de
dle découpées qui sont fixées invariablement a Vaide
d’un écrou de pression.

Enfin on peut également prendre des volumes quel-
conques , faits également en tole vernie, tels que des cy-
lindres , des cones, des pyramides, des sphéres, etc. Pour
soutenir ces corps, on fixe sur la virole une tige qui porte
perpendiculairement une seconde tige; cette derniére se
replie ensuite d’équerre parallélement a la premiére; on
a ainsi deux tiges paralléles trés-rapprochées I'une de
Iautre et invariablement liées ensemble. Les divers corps
solides que I'on veut placer dans 'espace sont traversés
a la fois par ces deux tiges et se trouvent aiusi fixés d’'une
maniére invariable. A ces diverses figures sont joints des
plans qui sont découpés de maniére a s’appliquer entre les
deux plans de projection sous différentes inclinaisons.

A laide d’un petit fil a plomb et d’une régle, on peut
tracer avec de la craie sur les plans de projection les
projections des diverses lignes, plans, corps situés dans
I'espace et surtout montrer les transformations que ces
projections subissent, quand on donne aux figures a pro-
jeter tel ou tel mouvement.

Telles sont les principales dispositions de cet ingénieux
appareil avec lequel il est facile de construire toutes
les figures qui doivent étre étudiées dans un cours de
géométrie descriptive; appareil supérieur a ceux qui ont’
déja été construits pour le méme but, a cause de la
généralité de son emploi. I peut étre surtout utile pour
Penseignement de la géométrie descriptive a des éléves
Peu accoutumsés aux considérations abstraites et qui ont
peu I'habitude de la géométrie. Sa place est naturellement

Ann. de Mathémat., t. X1V. (Février 1855.) 4
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marquée dans tous les cours industriels 6@t il est appelé

i rendre de grands services au professeur et aux audi-
teurs.

QUESTION.

296. On donne dans le méme plan deux systémes de
sept points chacun et qui se correspondent. Faire passer
par chacun deces systémes un faisceau de sept rayons, de
telle sorte que les deux faisceaux soient homographiques.
Démontrer qu’il n’y a que trois solutions. ( CrasLEs.)

EXERCGICES SUR DE GRANDS NOMBRES.

2% = 63382 533001 14114 70074 83516 02688 = a,
log 2 = 0,30102 99956 63981 19521 37388 94724 49,

a log 2 donne pour caractéristique
19080 04273 45073 52812 2179413680 = b,

ainsi, & -+ 1 est le nombre de chiffres de 2.

Ce calcul a été fait par Clausberg et se trouve dans son
ouvrage Démonstrativer Rechenkunst, Arithmétique dé-
monstrative , IT[° partie, § 1474; Leipsig, 1782; in-8°.
. On ydonne les logarithmes de Briggsder a 100 avec 32
décimales. Les Tables de Callet renferment de tels loga-
rithmes de 1 2 1097 avec 61 décimales ; mais il faut pren-
dre les dix décimales 4 gauche dans la Table des 20 dé-
cimales.
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THEORIE DE LA DIVISION ARITHMETIQUE DES NOMBRES ENTIERS ;
Par M. L.-E. FAUCHEUX.

Traitée avec la simplicité convenable , la division no
présentera pas aux éléves plus de diflicultés que les
autres régles arithmétiques. (

(Neuvea: Programme del Ecole Polytechnique.)

Lemme. Soit a multiplier deux nombres, par exemple
7436 par 48. On pourra toujours obtenir le produit de la
maniére suivante. On multipliera d’abord 48 par 6, ce qui
donnera 288; on écrira 8 et on retiendra 28. On multi-
pliera ensuite 48 par 3, ce qui donnera 144, a quoi on
ajoutera 28 du produit partiel précédent, ce qui donnera
172; on écrira 2 et on retiendra 17. On multipliera 48
par 4, etau produit 192 on ajoutera 17, ce qui donnera
209; on écrira g et on retiendra 20. Enfin on multipliera
48 par 7, et au produit 336 on ajoutera 20; on aura 356,
qu'on écrira entiérement, et le produit sera 356928.

On pourra toujours considérer le produit d'une multi-
plication effectuée comme ayaut été obtenu par ce pro-
cédé-la.

Dans cette multiplication, il n’y a qu'un produit par-
tiel entiérement écrit, c’est le dernier, c’est-a-dire le
produit du multiplicateur par le chiffre des plus hautes
unités du multiplicande. Des autres produits partiels on
n’a écrit que le chiffre des unités; et ce chiffre exprime
des unités de méme ordre que celles du chiffre du multi-
plicande qui a donné le produit partiel.

Les retenues de chaque produit partiel n’égaleront ja-
mais le multiplicateur 48; en effet, le premier produit



(52)
partiel sera au plus 48 >< g <48 >< 10, ou 48 dizainesy:
donc les retenues du premier produit partiel seront mein-
dres que 48 ; le deuxiéme produit partiel sera encore an
plus 9>< 48, etil faudra'augmenter d'un nombre moindre
que 48; la somme sera donc plus petite que 10 fois 48;
donc les retenues du deuxiéme produit seront aussi moin-
dres que 48, et ainsi de suite.

Ce qui précéde sont des remarques qui appartiennent
a la multiplication.

Division.

Définition. La division a pour but de trouver un
nombre nommé guotient, qui , multiplié par un nombre
donné nommé diviseur, reproduise un troisiéme nombre
aussi donné, nommé dividende.

De cette définition résulte comme conséquence qu’on
doit employer la division pour partager un nombre donné
en parties égales, ou pour chercher combien de fois un
nombre en contient un autre.

Soit & diviser 356928 par 48. D’aprés la définition,
nous pouvons regarder le quotient comme étant le multi-
plicande d’une multiplication dont 48 serait le multipli-
cateur et 356928 le produit.

Nous avons vu que dans toute multiplication il y avait
un produit partiel entiérement écrit, et qu'il n’y en avait
qu’un, que c’était le dernier produit partiel, et que, par
conséquent, il était exprimé par un certain nombre de
chiffres a gauche du produit total. Or il est facile de trou-
ver ce dernier produit partiel dans le produit total 356928.

En effet , dans notre exemple, il a été obtenu par la
multiplication de 48, nombre de deux chiffres par un
nombre d’un chiffre; il y a donc au plus trois chiffres et
au moins deux. C’est donc 356 ou 35 ; mais il est au moins

égal a 48 et plus petit que 10 fois 48; donc c’est 356.
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[De la la régle suivante: Pour trouver le premier
chiffre du quotient , il faut prendre au dividende autant
de chiffres qu’il y en a au diviseur, si, etc., ou un chiffre
de plus, si , etc. ]

Ce nombre 356 a été obtenu en muliipliant 48 par le
chiffre des plus hautes unités du multiplicande qui est
lequotient cherché, et augmentant le produit des retenues
du produit précédent, retenues qui sont moindres que 48.
Donc 356 tombera entre deux multiples consécutifs de 48,
et le plus petit de ces deux multiples sera le produitde 48
par le chiffre des plus hautes unités du multiplicande,
c'est-a-dire du quotient. Donc si I'on forme le tableau
des g premiers multiples de 48, celui qui sera immédia-
tement inférieur ou au plus égal & 356 sera le dernier
produit partiel débarrassé des retenues du produit pré-
cédent.

356928 | 48 1 48
336 (7436 2 o6
209 3 144
192 4 192
172 5. 240
144 6 288
288 7 336
288 8 384
"o 9 432

En consultant le tableau des multiples de 48 , on trouve
que le multiple immédiatement inférieur a 356 est le
septiéme , qui est 336; donc le chiffre des plus hautes
unitéf du quotient est 7. Retranchant 336 de 356, lc
reste 20 représente les retenues, c’est-a-dire les dizaines
du produit partiel précédent; de plus, le chiffre des uni-
tés de ce produit est le chiffre qui, dans le dividende, est
immédiatement  la droite de 356, c’est-a-dire 9 : 'avant=
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dernier produit partiel augmenté des retenues du produit
partiel précédent était donc 209. Mais ce produit a été
obtenu par la multiplication de 48 par le chiffre du quo-
tient immédiatement a droite de 7; donc on aura ce
chiffre en cherchant quel est le multiple de 48 immédia-
tement inférieur ou au plus égal 4 209. On trouve que
c’est 192, qui est le quatriéme multiple : donc le second
chiffre du quotient est 4; et en continuant le méme rai-
sonnement on aura successivement tous les chiffres du
quotient. '

Les différents produits 256, 209, 172,288, se nomment
dividendes partiels.

Abréviation. On peut se dispenser de faire le tableau
des neuf multiples. En effet, en reprenant 'opération ci-
dessus, on voit qu'il s’agit de trouver par quel chiffre il
faut multiplier 48 pour avoir 356 ; or ce chiffre est & peu
prés le méme que celui par lequel il faudrait multiplier
4o pour avoir 350, lequel est exactement le méme que le
chiffre par lequel il faudrait multiplier 4 pour avoir 33.
Mais ce dernier se trouve immédiatement par la table de
Pythagore; donc on pourra se dispenser de former les
multiples du diviseur. ,

On démontrera sans peine que le chiffre ainsi obtenu
ne peut étre jamais trop faible, mais qu’il peut étre exact
ou trop fort. Il faudra donc vérifier le chiffre obtenu: ce
que I'on fera en le muliipliant par le diviseur et retran-
chant le produit du dividende partiel. Sila soustraction
peut se faire , le chiffre trouvé sera le chiffre convenable.
Si le produit est plus grand que le dividende partiel, le
chiffre trouvé sera trop fort, il faudra diminuer 18 quo-
tient d’'une unité et recommencer ’essai.

Il n’existe pas toujours un nombre entier qui, multi-
plié par le diviseur, reproduise le dividende. Alors le
quotient est compris entre deux nombres entiers consé-
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cutifs, et en prenant pour quotient 'un ou I'autre de ces
deux nombres entiers, on a le quotient, 4 moins d’une
unité. Dans ce cas, le reste de la derniére soustraction
n’est pas nul ; on le nomme le reste de la division.

Si I'on prend pour quotient le plus petit des deux
nombres entiers, on a le quotient par défaut et le reste
par excés; si I'on prend le plus grand des deux nombres,
on a le quotient par excés et le reste par défaut. Il est
facile de voir que le reste par excés plus le reste par défaut
égalent le diviseur. -

En choisissant convenablement I'un des deux quotients,
on peut obtenir le résultat & moins d’'une demi-unité : il
suflitde prendre le quotient qui donne le plus petit reste.

On déduira fac11ement de la, la régle générale ordi-
naire.

Cette théorie, dont quelques points sont seulement es-
quissés, est soumise a I'appréciation critique de MM. les
Professeurs, et cette Note, tirée a trés-petit nombre,
leur est uniquement destinée.

CONTACT DES CERCLES SUR LA SPHERE, PAR LA GEOMETRIE;
Par M. VANNSON,

Professeur & Versailles.

1°. Par un point C mener un arc de grand cercle tan-
gent a un petit cercle donné.
Soient Ple pole du petit cercle donné,,,r sa distance po-

laire << g, et A la distance de C a P; de P comme pole,

avec 27 pour distance polaire,, décrivez un are de cercle,
et de C comme pole un autre arc avec A pour distance
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polaire. Soit X un des points de rencontre de ees deux
arcs; joignez X avec P : la rencontre de I'arc obtenu avec
la circonférence donnée sera le point de contact. Deux
solutions. Pour que le probléme soit possﬂ)le, il faut
quon aitA>Sretdn —r.

°. Etant donnés deux petits cercles , construire un
gmnd cercle qui leur soit tangent.

Soient P, P’ les poles des cercles donnés; A la dis-
tance P, P’; R, r leurs distances polaires. Considérons
d’abord le cercle tangent qui coupel’arc PP’ sur son pro-
longement ; on trouvera lc pole de ce grand cercle tangent,
en construisant un triangle sphérique dont les cdtés soient

A, (——-R) (;—r)- P, P/ seront deux sommets,

le troisiéme sommet sera le pdle cherché. On trouve
pour conditions

A>R—r, et A+R4+r<m=

Considérons maintenant le cercle tangent qui coupe
Parc PP’ entre P et P’. Son pole sera le troisieme sommet

3 . A, 2 T . /7_1_ _ .
d’un triangle ayant pour cotés A, (2 —+ 7) ) (2 R)
On trouve pour conditions

A>R+4r, A+R—rm.

3°. Taroreme. Si trois cercles tracés sur une sphére
se coupent deux & deux, les trois arcs de grands cercles
qui joignent les points d’intersection sur un méme cercle
concourent au méme point.

Ce théoréme se déduit facilement de son analogue sur
un plan, a I'aide des projcctions stéréographiques. Pour
cela, tracons sur un plan P trois cercles qui se coupent
deux a deux; soient AB, A’B’, A”B” les trois cordes
communes, et X leur point de concours. Du point X
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comme centre , décrivens une sphére, et prenons pour
centre de projection le péle P' du plan'P. Les trois cercles
donnés auront pour projection sur la sphére trois autres
cercles, et les cordes communes auront _pour projections
trois arcs de grands cercles qui passeront par les points
communs aux trois cercles de la sphére pris deux a deux,
et par les poles du plan P: ce qui démontre le théoréme
énoncé. ’

Etant donné un petit cercle sur une sphére, si de
son péle on décrit un second cercle ayant pour distance
polaire le complément de la distance polaire du premier,
et que, par le péle commun , on trace un arc guelconque
de grand cercle coupant les deux petits en A et B ; ces
deux points convenablement choisis seront & go degrés
de distance U'un de lautre, et chacun d’eux sera le péle
de la tangente mende par l’autre au cercle sur lequel il
se trouve. On les nomme points conjugués. Les deux
cercles ainsi obtenus sont appelés polaires réciproques.

Cela posé, si deux cercles se coupent en deux points A,
B, et qu’on trace pour chacun d’eux le cercle polaire ré-
ciproque, les grands cercles ayant A et B pour poles se-
ront tangents a ces deux derniers cercles en des points
conjugués de A et de B, et I'intersection de ces deux tan-
gentes communes sera lc pole de I'arc passant par A et B.

5°. Si trois cercles se coupent deux & deux, et quon
trace leurs cercles polaires reciproques , puis qu’on méne
a ces derniers cercles, pris deux & deux, deux tangentes
communes, les trois points de rencontre de chaque couple
de tangentes scront les poles des trois arcs menés par les
points d’intersection. Or ces trois arcs concourent en
un méme point O3 donc les trois points de rencontre
des tangentes seront sur un grand cercle ayant O pour
pole.

6°. 87 par deux points A, B on fait passer des cercles
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et que par un point C, pris sur AB prolongé, on leur
méne des arcs de grands cercles tangents, le lieu du
point de contact sera une circonférence ayant pour péle
le point C.

Ce théoréme se démontre facilement par les projections
stéréographiques. Si le point C est pris entre A et B, 'arc.
tangent se remplace par I'arc minimum, et le point de
contact par le point ou cet arc minimum coupe la cir-
conférence.

7°. ProsLiMEe. Par deux points A, B mener un cercle
tangent a un peltit cercle.

Le théoréme 3 conduit 4 la construction suivante :
Par A et B menez un cercle quelconque, qui coupe le
cercle donné aux points C, D; prolongezles arcs CD, AB
jusqu’a ce qu'ils se rencontrent en un point O; menez
de ce point O deux tangentes au cercle donné. Soient M
et N leurs points de contact: la question sera ramenée
a faire passer un cercle par les trois points A, B, M ou
A, B, N. L'explication se ferait comme sur un plan.

Cette construction ne serait pas applicable si le cercle
donné était un grand cercle. Mais en se reportant au théo-
réme G, on est conduit & la construction suivante: Par
A et B menez un cercle arbitraire et par le point O une
tangente a ce cercle. Soit D le point de contact; prenez,
A partir du point O sur le cercle donné, deux longueurs
OM, ON égales a OD : les points MN seront les points
de contact demandés.

8°. On peut résoudre de la méme maniére le probléme
suivant :

Etant donnés un cercle et deux points, faire passer
par ces deux points un second cercle qui coupe le pre-
mier en deux points éloignés l'un de U’autre d’une lon-
gueur donnée.

9°. La considération des cercles polaires réciproques per-
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met de ramener au probléme 8 celui dont voici énoncé :

Erant donnés deux grands cercles et un petit A , me-
ner aux deux premiers un cercle tangent B tel, que si
U’on méne aux deux cercles A et B deux tangentes com-
munes, l'angle de ces tangentes soit égal & un angle
donné.

10°. Prosiime. Etant donnés deux points et un grand
cercle, trouver sur ce cercle un point tel, que la somme
des distances de ce point aux deux points donnés soit
égale & un arc donné.

Ce probléme se raméne facilement au probléme 8,
comme sur un plan.

11°. Parla considération des cercles polaires, on ra-
méne le probléme suivant au probléme 10 :

Etant donnésun point et deux arcs de grands cercles,
mener par le point un troisiéme cercle coupant les deux
autres sous deux angles dont la somme est donnée.

12°. Les problémes 10 et 11 peuvent encore s’énoncer
de la maniére suivante :

1. Etant donnés les foyers d'une ellipse sphérique ct
Uaxe des foyers , trouver son intersection avec un grand
cercle donné de position.

2. Construire un triangle sphérique, connaissant la
surface , un angle et un point par lequel doit passer le
c6té opposé.

13°. Tautorkme. Etant donnés deux petits cercles sur
une sphére, on peut évidemment mener une infinité de.
grands cercles qui les coupent tous deux sous des angles
€gaux; tous ces cercles passent par un point fixe sur le
prolongement de la ligne des péles, ou parun second
point sur la méme ligne entre les deux péles. Le premier
point se nomme centre de sunilitude directe; le second,
centre de similitude inverse.

Soient A, B, A’, B les quatre points de rencontre de
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Parc des poles avec les circonférences données, A , B étant
les deux points les plus rapprochés. (Nous supposerons,
pour fixer les idées, deux cercles extérieurs I'un a 'autre.)
Supposons mené un grand cercle coupant les cercles don-
nés sous des angles ¥gaux, et soient C, D, C’,D’ les
quatre points de rencontre, C, D désignant les plus voi-
sins. Les quatre points A, B, C, D sont sur un méme
cercle : on le démontre facilement en faisant voir que
dans le quadrilatére ABCD, la somme de deux angles op-
posés égale celle des deux autres. Soient E, H, E/, H' les
quatre points analogues aux précédents pour un autre
grand cercle, les quatre points A, B, E, H sont de méme
sur un cercle, ainsi que les quatre points C, D, E, H
(méme démonstration). On a donc deux cercles qui se
coupent deux & deux; donc (n° 3) nos deux grands cercles
et 'axe des poles se coupent au méme point.
¢. Q. F. D.

Remarque. 11 est aisé de voir qu'un grand cercle cou-
pant les deux donnés sous des angles égaux peuvent cou-
per I'axe des poles entre les deux pdles ou sur le prolon-
gement de cet arc; de la la distinction des deux centres
de similitude. Pour trouver géométriquement le premier
centre de similitude, considérons d’abord deux cercles
extérieurs 'un par rapport i l'autre; soient PP’ leurs
poles, RR’ leurs distances polaires, Ala distance de leurs
poles. De P comme péle avec R + a comme distance po-
laire décrivons un cercle, et de P’ comme pdle un second
cercle avec R’ + a pour distance polaire ; ces deux cercles
se couperont, pourvu qu'on ait 2a <A — (R 4 R/) et
2a>2m1 — (A+ R+ R’), conditions auxquelles on
peut toujours satisfaire. Joignons le point de rencontre
a P et a P’ par deux arcs de grands cercles, ils couperont
nos deux cercles en deux points C et D; joignant CD,
la rencontre de cet arc avec 'axe des poles sera, comme
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il est aisé de le voir, le ceutre de similitude directe. L’autre

centre de similitude se trouve d'une maniére analogue,
uelle que soit la position des deux cercles.

14°. Prosime. Etant donnés un point A et deuz
grands cercles, construire un cercle passant par le
point A et tangent aux deux cercles donnés.

Premiére solution. Si 'on divise I’angle des cercles en
deux parties égales et qu’on prenne par rapport a I'arc
bissecteur le symétrique de A, on raménera le probléme
a celui du n° 7.

Deuxiéme solution. Soit C Pintersection des deux
grands cercles, joignons A avec C, ct menons un cercle
tangent quelconque aux deux cé6tés de ’angle C dans le-
quel est A: le cercle tangent coupera 'arc AC en deux
points I'; G. Joignons chacun d’eux au pdle (P) du cercle
tangent , nous obtiendrons le triangle isoc¢le PFG. Main-
tenant menons par le point A deux arcs de grands cercles
formant avec-AC deux angles égaux a I'angle a la base de
ce triangle isocéle. Ces grands cercles détermineront sur
I'arc bissecteur deux points qui seront les poles de deux
cercles satisfaisant a la question. Cette construction est
une conséquence immédiate du théoréme précédent.

15°. Mener par un point connu (A) un cercle tan-
gent a deux: petits cercles donnés.

Supposonsles cercles extérieurs ; soient P, P'leurspéles,
C, D les points les plus voisins 'un de I'autre, ou I'axe
des poles coupe les circonférences données ; supposons le
probléme résolu dans le cas du contact extérieur, et soient
X,Y les deux points de contact. L’arc XY ira évidemment
passerparle centre de similitude directe. Soit Z ce centre ;
jele joins'a A par un arc qui coupe la circonférence de-
mandée en un point O. Les quatre points C, D, X, Y sont
surun'méme cercle, ainsi que les quatrepoints X, Y, A, O.
D’ouilestfaciledeconclure quelesquatrepoints C,D, A, O
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sont aussi sur un méme cercle. On connait trois points
de ce cercle, on peut donc le tracer, et, par suite, déter-
miner le point O; nous rentrons ainsi dans le cas du
n° 7. Ce qui donne deux solutions. Les autres cercles
tangents se trouvent de la méme maniére, en employant
le centre de similitude inverse.

La méme construction s’applique encore, si 'on rem-
place un des petits cercles par un grand.

Le probléme de mener un cercle tangent a trois autres
se raméne au précédent, comme dans la geométrie
plane. ‘

On peut aussi le résoudre directement, comme sur un
plan, en sefondant sur quelques propriétés des axes radi-
caux et des centres de similitude que nous allons exposer.

1°. Les sinus des distances du centre de similitude de
deux cercles aux poéles de chacun d’eux sont comme les
sinus des distances polaires.

2°. Si par le centre de similitude on fait passer un
grand cercle, les sinus des distances de chaque pole a ce
grand cercle sont aussi comme les sinus des distances
polaires.

3°. Si le grand cercle coupe les deux cercles donnés,
les tangentes des demi-cordes interceptées sont comme
les tangentes des distances polaires.

4°. Les tangentes des distances de chaque péle au grand
cercle sont comme les sinus des demi-cordes, et aussi
comme les sinus des arcs compris depuis le centre de si-
militude jusqu’au milieu de chaque corde. Si dans la
derniére proportion entre ces quatre sinus on fait la
somme des deux premiers termes et leur différence, on
arrive au théoréme suivant :

Les tangentes des moitiés des quatre arcs compris entre
le centre de similitude et les quatre points d'intersection
sont proportionnelles. '
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5°. On sait que le produit des tangentes des demi-seg~
ments relatifs & un des cercles est égal au carré de la tan-
gente du demi-arc tangent mené par le centre de simili-
tude. Si'on combine cette relation avec le théoréme 4,
on arrive a cette conséquence : »

6°. Si par le centre de similitude de deux cercles on
méne un cercle sécant, les tangentes des demi-segments
homologues sur ce grand cercle sont comme les tangentes
des demi-arcs tangents menés par le centre de similitude.
Si le centre de similitude est dans I'intérieur des cercles,
le théoréme 6 a toujours lieu, en remplacant I’arc tangent
par la moitié de 'arc minimum passant par ce centre.

7°. Si aprés avoir mené un grand cercle par le centre
de similitude, on détermine son pole relativement a cha-
que cercle donné, ces deux poles et le centre de similitude
sont sur un grand cercle. )

8°. Etant donnés trois cercles sur une sphére, sil’on
détermine leurs centres de similitude directe et inverse en
les prenant deux & deux , les trois centres de similitude
directe seront sur un méme grand cercle, gu’on nomme
axe de similitude directe; deux centres de similitude in-
verse et un des centres de similitude directe sont ausst sur
un méme grand cercle, qu'on nomme axe de similitude
inverse.

Ce théoréme se démontre comme sur un plan par la
théorie des transversales.

9°. Sipar le péle P d'un petit cercle on fait passer un
arc de grand cercle, ct qu'on prenne sur ce cercle a partir

de P deux arcs PA, PB tels, quon ait
tang PA >< tang PB = tang?r,

r, étant la distance polaire, ces deux points sont appelés
points conjugués. Sipar A ou B on méne un grand cercle
perpendiculaire sur PA, ce cercles’appelle cercle polaire
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dupoint Bou dupoint A, et, réciproquement; B se nomme
le pole du grand cercle mené par le point A. Les pro-
priétés des podles et polaires sont les mémes que sur un
plan, et se démontrent sans difficulté.

10°. Axeradical de deux cercles. Si 'on coupe deux
cercles par un cercle arbitraire qui rencontre le premier
en A et B, le deuxiéme en A’ et B/, qu’on fasse passer par
A et B un arcde grand cercle, et un autre par A’, B/, ces
deux cercles se couperont en un point O. Le lieu du
point O est un grand cercle perpendiculaire 4 I'axe des
polesdes deux cerclesdonnés ; on le nomme axe radical de
ces deux cercles.

Démonstration. Soit M la projection de O sur l'axe
des poles P, P’; soientr, 7’ les distances polaires; nous
avons, par un théoréme connu,

0OA OB OA/ OB'
tang — >< tang — == tang —— tang —

. . . . Px<r
Mais le premier produit égale tang OP_%Xr > tang 0P

, (0) 4 / (0) 4 4
et le second égale tang ;. . tang :- " : donc

P P — ’ ’ /e
cotO +r><coto A coltop'_‘—rcot()P r_’
2 2 2 2

dela, par une transformation trés-simple,

cosOP +- cosr  cosOP’ 4 cos 7’
= ’
cosOP —cos»  cosOP’ — cos7’

et enfin,
cosOP _ cosr

cosOP' ~ cosr’

Mais cos OP =cosOMcos PMetcosOP'=cosOM cosP'M ;

donc on a
cos PM cos r

S — T30
cosP’M  cos/



d'ou : ‘
PM —P'M r4r
tang — tang ————

L =‘an'P—P"
{’ 2

tang
Ce qui démontre que la position du point Mest la méme,
quel que soit le cercle sécant. Donc le lien demandé est un
grand cercle perpendiculaire a 'axe des poles.
Si I'on calcule tang PM, on trouve

tang? 223 —+ tang (r—i; r) tang(rm r )
pp’
2

r+r r—r
1 — tang - tang 5 —I tang

résultat analogue a celui de la géométrie plane.

Les trois axes radicaux de trois cercles combinés deux
a deux se coupent en un point, qu’on nomme centre ra-
dical des trois cercles.

Remarque. Quand deux cercles sont tangents, le point
de contact peut se trouver entre les deux poles, ou surle

prolongement de ’arc qui les joint. Dans le premier cas,
nousdirons qu’il y a contact de premiére espece, et de se-
conde dans I'autre cas. Cette convention nous servira
pour énoncer en moins de mots les théorémes suivants.

11°. EtantdonnésdeuxcerclesP,P', sil’on trace deux
autres cercles Q, Q' ayant avec chacun des premiers un
contact de méme espéce, le centre de similitude directe
de PP’ sera sur Uaxeradical des cercles Q et Q', et réci-
proquement.

Si le cercle Q a un contact de premiére espéce avec P
etP’; et Q' un contact de deuxiéme espéce avec chacun
des mémes cercles, il faudra dans la deuxiéme partie de
Pénoncé prendre le centre de similitude inverse. Sile
cercle Q a avec P un contact de premiére espéce, et Q'

Ann. de Mathémat., . XIV. (Février 1855.) 5
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avec P’ un contact de la deuxiéme, il faudra dans les deux
parties de I'énoncé considérer le centre de similitude
inverse. Ces théorémes résultent immédiatement de la
définition de I’axe radical.

12°. Etant donnés trois cercles P, P, P", sil’on trace
deuxcerclesQ,Q ,ayantavec chacun des premiersun con-
tact de premiére espéce pour Q, de deuxiéme pourQ’, le
centre de similitude inverse de Q et Q' sera sur chacun
des trois axes radicaux des cercles donnés pris deux a
deux; il sera donc le centre radical de ces trois cercles;
de plus, comme chaque centre de similitude directe des
cerclesP,P', P" appartiendra a Uaxe radical des cercles
Q, Q' 15 ensuit quel' axede similitude directe des cercles
donnés sera l'axe radical des mémes cercles Q,Q’.

Si le cercle Q avait avec P, P’ un contact de premiére
espéce, et de seconde avec P”; si de plus Q' avait un con-
tactde seconde espéce avec P, P/, et de premiéreavec P, il
faudra prendre, au lieu de I'axe de similitude directe, un
axe de similitude inverse.

Etant donnés trois cercles P, P', P" sur une sphére,
leur mener un cercle tangent.

Supposonsle probléme résolu, et soientQ, Q' deux cer-
cles ayant avec les trois cercles donnés un contact de pre-
miére espéce pourQ, de seconde pour Q’. Soient X", X', X
les trois centres desimilitude directe des cercles donnés et
O leur centre radical.[Ce point sera le centre desimilitude
inverse des cercles cherchés. Nommons A, A’les points
de contact sur le cercleP, 'arc AA’ passera par le point O.
Pour avoir un second point de AA’, menons par les points
A, A’ deux arcs tangents au cercle P : soit Z leurpoint de
rencontre; comme de ce point Z partent deux tangentes
égales menées aux cercles Q, Q’, ce point Z est sur I'axe
radical des cercles Q, Q’, c’est-a-dire sur 1’arc XX’ X",
Donc I'arc AA’ doit passer parle pole de 'arc XX” relati-
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vement au cercle P. 11 sufiira donc de joindre ce pole au
point O par un arc de grand cercle, et I'intersection de
cet arc avec le cercle P déterminera les points A, A’
les autres points de contact se trouvent de la méme
maniére.

Si 'on fait la méme construction en remplagant I'axe
de similitude directe par chacun des trois axes de simili-
tude inverse, on déterminera les cercles qui ont avec P et
P’ un contactde premiére espéce, et dela seconde avec P,
ou réciproquement. La construction relative a chaque
axe radical donnant deux cercles, on aura en général huit
solutions.

Beaucoup de problémes peuvent se ramener a une
(uestion de contact. Nous nous bornerons a indiquer quel-
ques exemples.

1°. Etant donnés deux points sur une circonférence,
trouver sur cette circonférence un troisiéme point tel, que
le joignant aux deux points donnés par deux arcs de grand
cercle, ces arcs fassent entre eux un angle donné.

Par la considération du triangle polaire , on raméne le
probléme & construire un triangle connaissant le cercle
inscrit, un angle et le c61é opposé, et cette questionrevient
elle-méme & mener un grand cercle tangent a deux cercles
donnés.

2°, Construire un triangle sphérique, connaissant le
cercle circonscrit, un coté et la surface.

Ce probléme se résout comme le précédent.

3°. Construire un triangle sphérique, connaissant la
base, la hauteur et la surface.

11 peut aussi se ramener par le triangle polaire 3 me-
ner un cercle tangent a deux cercles donnés.

4°. Etant donnés les grands axes et les foyers de deux
ellipses sphériques qui ont un foyer commun, trouver

leurs points d’intersection.
5.
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Ce probléme se raméne & tracer un cercle tangent i
deux cercles et passant par un point donné.

Nous terminerons cette Note par quelques énoncés de
théorémes et problémes de Géométrie sphérique.

1°. Etant donnés deux points A et B sur une circonfé-
rence, sil’on prend un point quelconqueCsurl’arc AMB,
qu’on méne les arcs CA, CB et qu’on les prolonge jusqu'a
leur rencontre en C’, le triangle AC’B aura une surface
constante, et, par suite, lelieu du point C’ sera une cir-
conférence de cercle (*).

2°. Si par le point de contact de deux cercles tangents
on fait passer un arc de grand cercle qui coupe les cercles
donnés en A et B, et un second qui les coupe en A’ et B,
sil’on joint A 4 A’ et B 4 B/, qu’on prolonge les arcs AA/,
BB’ jusqu’a leur rencontre aux points C et D, les deux
triangles AA’C, BB’ D seront équivalents.

3°. Etant donné un arc de grand cercle AB, si a partir
de son point milieu M on prend sur cet arc un quadrant
MN, qu’on méne par Nun arc perpendiculaireNP sur AB,
la somme des distances d’'un point quelconque O de NP
aux points A et B est constante et égale a 7, et les angles
formés par OA et OB avec I’arc AB seront égaux. Sil’on
diminue dc plus en plus I'arc AB jusqu’a la limite zéro,
on arrive au théoréme suivant: Le lieu des intersections
successives des cercles qui font avec une circonférence de
grand cercle donnée des angles égaux, est une circonfé-
rence de petit cercle ayant pour distance polaire le com-
plément de la mesure de I'angle donné.

4°. Etant données deux circonférences qui se coupent
aux points A etB, si par le point A on suppose mené un
arc sécant MAN de longueur donnée, trouver la distance

(*) Si I'arc AMB est une demi-circonférence, la surface constante sera
équivalente a4 un grand cercle de la sphére.
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laire d'un cercle qui passerait par les trois points MNB.

5°. Etant donné un triangle sphérique ABC, si l'on
prolonge les trois cotés jusqu’a ce qu’ils se coupent aux
points A’ B’, C’, on aura formétrois triangles ABC’, etc.;
si 4 chacun d’eux on circonscrit un cercle, les tangentes
des distances polaires de ces trois cercles sont comme les
tangentes des demi-cotés du triangle donné.

6°. Dans un triangle sphérique rectangle, la tangente
carrée de la moitié de I'hypoténuse est plus petite que la
somme des carrés des tangentes des demi-cotés, etla diffé-
rence est égale au produit des carrés des tangentes des trois’
demi-cdtés.

7°. Transformer par une construction géométrique un
parallélogramme sphérique en un carré sphérique équi-
valent,

8°. Etant donnés deux polygones réguliers sphériques
d’un méme nombre (7) de c61és, on propose de construire
un polygone régulier du méme nombre de cotés, équiva-
lent 4 leur somme.

Ce probléme se résout aisément par la géométrie. Si on
le traite parle calcul on trouve, en désignant par ¢, p’, p”
les distances polaires des trois cercles circonscrits aux
polygones,

’ ’
. . L P . LT
, sin? £ —+ sin? e _ 4 sin* £ sin? £ sin2 =
2 2 2 2 n

lang’f—;—-—_— T ,
sP £ cos (P—P)
2 2

Sin=4,ona

p

sm2 =~ cos £ + cos? — £ sm’(
2 2

cos P———-: £ cos (P———-— P—>

"
tang? P;— =

2
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Sin =, on trouve

,

¢ Pt
sin®*— = sin?'- - sin? ‘-,
2 2 2

résultat facile & vérifier.

9°. Sil'on projette un point C d’une circonférence sur
un arc AB passant au poéle, les carrés des sinus des demi-
arcs AC et CB sont comme les sinus de leurs projections
sur I'arc diamétral.

10°. Etant donnés un triangle sphérique ABC et un
point O, si I'on joint ce point & un sommet A, qu’on méne
'sur I'arc OA et par le sommet A un arc perpendiculaire
prolongé jusqu’a la rencontre de BC en un point X, si
Pon opére de méme pour les deux autres sommets, les
trois points ainsi obtenus sont sur une circonférence de
grand cercle.

11°. Etant donnés une courbe sur la sphére et un
point O, si on le jaint & un point A quelconque de la
courbe, puis qu'on divise 'arc OA au point A’ de maniére

oA’

a avoir ::—2:—, = o, la courbe, lieu du point A’, aurala
propriété suivante: si par les points homologues A et A’
on méne une tangente a chaque courbe, le point de ren-
contre (X) des arcs tangents sera toujours a go d&rés de
distance du point A, ce qui donne une construction sim-
ple pour mener une tangente a la seconde courbe, si I'on
sait mener une tangente a la premiére; si la premiére
courbe est une circonférence, le lieu du point X sera une
autre circonférence ayant méme pédle que la premiére.
Sia =1, le lieu du point A’sera une ellipse sphérique
dont on peut trouver géométriquement le centre et les axes.

12°. Sil'on projette deux points A, A’ sur une circon-
férence degrand cercle (mn), par lesarcs AB, A’B’, sil’on
prend sur ces arcs ou leurs prolongements deux points
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C, C' tels, qu’on ait la proportion

tang (AB) ~ tang (A'B')

tang (CB) ~ tang (C'B’)’
si enfin on joint A a A/, Ca C/, les arcs ainsi déterminés
et Parc mn auront un point commun, et réciproquement.
Corollaire. Si 'on projette un point quelconque A
d’une courbe donnée sur une circonférence de grand cer-
cle mn, sil’on détermine sur ’arc AB projetant un point
\ . tangAB
C par la relation tang CB
la propriété suivante : les tangentes aux deux courbes me-
nées par les points conjugués A et C iront couper I'arc mn
au méme point; ce qui donne un moyen simple de mener
une tangente a la seconde courbe par un point pris sur la

= a,le lieu du point C jouirade

courbe ou hors de la courbe, sil'on sait résoudre le pro-
bléme de contactpourla premiére. Si, par exemple, on com-
pare 'ordonnée y d’une ellipse sphérique a 'ordonnée Y
deson cercle principal , on démontre facilement qu’on ala
tangy tang b
Pellipse). Cette relation combinée avec le théoréme (12)
donne uneconstruction simple de P’ellipse parpoints etun
moyen de mener une tangente a I'ellipse par un point pris
sur la courbe ou hors de la courbe. On peut appeler el-
lipses semblables celles pour lesquelles on a la relation
tanga _ tang o’
tang b~ tang 0’
semblables sont sur une méme circonférence, on pourra
leur mener une tangente commune. Il suffira pour cela de
tracer une circonférence qui soit tangente commune aux
deux cercles principaux. Soient A, A’ les points de contact :
si I'on détermine sur chaque ellipse les points correspon-
dants A et A/, ces points correspondants déiermincront

relation (a et b élant les demi-axes de

- Si les axes homologues de deux ellipses

la circonférence tangente aux deux ellipses.
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CONCOURS D’AGREGATION AUX LYCEES, ANNEE 1848
' Par M. DIEU, ’

Agrégé, docteur és sciences.

ComrosiTiON DE MECANIQUE.

Un cylindre droit & bases circulaires , de matiére hété-
rogéne, mais dont tous les points situés sur une méme
droite paralléle a Uaxe ont la méme densité, est posé
sur un plan horizontal. Déterminer le mouvement qu’il
prend sous Uaction de la pesanteur, et en particulier le
mouvement du centre de gravité, ainsi que celui d’un
-+ point quelconque du rayon qui passe par ce centre. On
Jera abstraction du frottement.

I. Lorsqu'un cylindre droit quelconque, posé par une
aréte sur un plan horizontal sans frottement, de maniére
que son centre de gravité ne soit pas dans le plan vertical de
I’aréte de contact , est abandonné sans vitesse a 'action de
la pesanteur, les arétes ne doivent pas changer de direc-
tion pendant le mouvement qu’il prend, etles bases doivent
rester toujours dans les plans verticaux ou elles se trouvent
d’abord; car les forces qui donneraient & chaque instant
a ce corps supposé libre le mouvement qu’il a dans son
état réel , savoir : son poids et la résistance du plan d’ap-
pui suivant I'aréte de contact, sont des forces verticales
qui ne peuvént conséquemment ni faire tourner autour
d’un axe vertical, ni faire glisser daus la direction hori-
zontale des arétes.

Quand le cylindre est formé de filets homogénes pa-
rall¢les aux arétes, son mouvement ne dépend pas de sa
hauteur, ou, en d’autres termes, un trongon compris
entre deux plans perpendiculaires aux arétes, sl était
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détaché du reste, prendrait d’abord et aurait continuel-
lement ensuite un mouvement identique a celui qu’il 2
dans son état réel. En effet, si le cylindre, au moment
ou on le pose sur le plan, était coupé en un nombre quel-
conque de trongons égaux par des plans perpendiculaires
aux arétes, et si ces trongons étaient sans action les uns
sur les autres, il est clair qu’ils prendraient tous le méme
mouvement; or la juxtaposition des parties ne saurait
altérer ce mouvement commun, car elle ne peut produire
ou amener aucun frottement, ‘et il ne sera pas altéré da-
vantage par la liaison compléte qui reconstitue le cy-
lindre.

D’aprés cela, il suffit pour resoudre le probléme pro-
posé de considérer un troncon détaché du cylindre par
deux plans perpendiculaires aux arétes; nous pourrons
supposer ce troncon infiniment mince et le regarder
comme un cercle composé de points matériels inégalement
pesants, puisque le cylindre dont il sagit est de révolu-
tion; enfin nous pourrons prendre la section circulaire
contenant le centre de gravité G du cylindre, qui est équi-
distante de ses bases, et dont le point G sera aussi le
centre de gravité.

II. Soient, a la fin du temps ¢ écoulé depuls que le
mouvement a commencé,

C la position de centre du cercle qui touche alors en A
le plan horizontal;

M un des points matériels dont il se compose

S la force variable , dirigée suivant AC, qui représente
Jla résistance du plan:

ct, par rapport a Ja trace invariable du plan du cercle sur

le plan horizontal et a4 un axe vertical, pris pour axes

des x et des y d’origine O, soient

x’  Tabscisse des points A et C (I'ordonnée de C est

toujours égale au rayon) ;
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xy, y1 les coordonnées de G;

x, y celles de M. (Ces deux derniéres varient avec le
temps comme les précédentes, de plus avec la
position de M daus le cercle. )

Nous désignerons en outre par a le rayon du cercle,
par m sa masse et par p celle du point matériel M.

En appliquant au cercle la force f, on peut le consi-
dérer comme libre et I'on a les équations

d*x
(1) Z.pe o = o,
d?
(2) f——mg——-,‘:.y——dt{: o,

2 2 40
(3) x’f—-mg.z:,—i-z.y(y%—x%):o,
qui expriment I’équilibre des forces perdues. (g repré-
sente la gravité et le signe X indique une somme qui s'¢-
tend 4 tous les points du cercle. )

On déduit immédiatement de I'équation (1) que xry=a,
dx
dr

Donc le centre de gravité du cylindre ne quittera pas
la verticale sur laquelle il se trouve d’abord, et ne pourra
que s’élever ou s’abaisser sur cette drotte.

L’élimination de f entre les équations (2) et (3) donne

, , . dry d*z dy
(4)mg(x-—a)—{—x.).yd—ﬁ—f—z.y(.}f—ig—x a't’)zo’

o étant une constante, car — est nulle pour ¢t =o.

en remplacant x; par «.
Soient encore : .

v et 6 les coordonnées polaires du point quelconque M
du cercle par rapport a I'axe vertical CA etau
point C pris pour pole (6 est positif en tour-
nant autour de C dans le méme sens que de Ox
vers O 3 autour du point O);
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r, et 8, les coordonnées polaires du centre de gravité G.

r, est constant, rne varie qu'avec la position de M
dans le cercle, 6, qu’avec le temps, et § varie des deux
maniéres.

On a évidemment

s Z'=—a— rsinb,,
(5) : £ = a—r sinh, + rsinb,
( et ¥ == a — rcos@.

Substituant ces valeurs de x’, x et y dans ’équation (4),
en ayant égard a ce que

d*o __ d,
S.prcosf = mr,cosd et - =

ainsi qu’au mode de variation der, 0 et §,, et mettant
m (k*+r?) aulieude Z.pr? (moment d’inertie du cercle
par rapportason centre), il vient, toutes réductions faites,
. AL . do\? .
(6) (/c’+rf~sm’6,)-7t7' ~+r?sind,.cosf, (_d—tl> ~+grysinf, =o.
Cette équation est susceptible d’abaissement, car elle
ne contient pas ¢ d'une maniére implicite; pour arriver
tout de suite 2 une équation linéaire du premier ordre, il
suffit de poser

do, 1

7 = (28
d’on

d*0, . di

ar T de,

En substituant dans ’équation (6), on trouve

dy¢ 2r,sinf, cos 0, gr.sing,
(7) do, " ki r: sin’@,.c_'_l*’—{—rfsinzo,_—

L'intégrale de cette équation s’obtient par un calcuk
connu : c’est

, t___C.—!—gr,cosO._
"k, +risin?0,
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et, en déterminant Varbitraire C, de maniére a ce que,
do . e
pour t=o0,0, =20, et -d—t' =0 (0, est la valeur initiale
donnée de 6,), on arrive a

d 9 —

DRSS Ve

La forme de cette équation montre 1'impossibilité
d’exprimer ¢ en fonction de 6; autrement que par une sé-
rie ou une intégrale définie, et d’avoir 6, en fonction de ¢;
mais cela ne serait nécessaire que pour assigner a chaque
instant la position du cylindre, et, comme on va le voir,
la discussion de quelques-unes des équations précédentes,
ainsi que de .
(9) yi=a—r, cosh,,

achéve de faire connaitre toutes les circonsiances du
mouvement.

III. 11 faut remarquer d’abord que si 6, ne restait pas
, . d . o
entre 6, et — 6, , P'expression (8) de % deviendrait ima-

ginaire, ce qui ne doit pas arriver; qu’ainsi, en suppo-
sant® >0, >>o0, on doit prendre premiérement le signe —
devant leradical, dans le second membre de I’équation (8),
afin que d6, soit négative jusqu'a ce qu’on ait 6, = — 6,
puis le signe +, afin que d0, soit posilive jusqu’a ce
qu'on soit revenu a 6; =0, et ainsi de suite alternative-
ment. Cela posé:

1°. D’aprés I'équation (8) , la vitesse angulaire relative
du cercle autour de son centre C, représenté par le se-
cond membre de cette équation , est maxima (abstraction

. . . 6 .
faite du signe) et égale a 2 15— \/g "t sin = pour 0, = o, mi-
g “p ,

nima ctnulle pour 0, = =0, ctcette vitesse est la méme,
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sauf le sens; ponr des valeurs de 0, équidifférentes de
zéro. Donc ?

Abstraction faite du mouvement de l'axe du cylindre,
ce corps oscille autour de cette droite entre deux posi-
tions symétriques par rapport au plan wvertical qui la
contient ; les oscillations sont isochrones et se composent
chacune de deux parties égales.

L’amplitude de ces oscillations est 26, , et leur durée T
sera donnée par la formule

cos — cosH,
T=12\2gr
: f \//. ~+ r} 7sin?g
2°. La plus petite et la plus grande valeur de x’ que
donne la premiére des équations (5) sont o — ry sin 8, et
o+ ry sin 6, qui répondent a 6, = == 10, , et cette équa-
tion fournit des valeurs de x’ équidifférentes de « pour

celles de §, qui sont équidifférentes de zéro. En outre, on
déduit de la méme équation et de I’équation (8)

: —_ 08 0, —
ii:ir‘ \/2gn-0059.-\/w,

dt k* 4 risin? 6,

ce qui montre que la vitesse du centre C sur la droite
y=a est toujours égale a la vitesse angulaire relative
autour de ce centre, multipliée par la projection de CG

. . .dx
sur la wverticale Oy ; ainsi il nulle pour 6, = %= 6,,

atteint (abstraction faite du signe) son maxima

Ver .. 6

2r 2= .sin=
k 2 -
pour 6, = o, et prend des valeurs absolues égales pour
des valeurs de 8, équidifférentes de zéro. Donc
L’axe du cylindre oscille parallélement a sa premiére
position (1), dans le plan horizontal ot il doit toujours
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rester entre cetle position et une autre située & la dis-
tance 2r, sin0, de celles-la; ces oscillations coincident
avec les précédentes , ont méme durée et sont ausst for-
mées de deux parties égales.
3°. D’aprés I'équation (9), les valeurs extrémes de y,
sont e —ry cosfy et —r, qui répondent a 8, == 0,
et 0, = o, et y, prend des valeurs égales pour des valeurs
de 6, équidifférentes de zéro. De plus, cette équation ct
P’équation (8) donnent
dy,

—’—__ ol \/20r,.sm9 \/

cos()| — cose
B +4r sm29l

s e . d
d’ou il suit que T;;' est nulle pour 6, = =% 0, et 6, = o,

nécessairement maxima (abstraction faite du signe) pour
de certaines valeurs de 6, entre o et =0, et prend des
valeurs qui différent seulement par le signe pour des va-
leurs de 6, équidifférentes de zéro entre lesquelles on n’a
qu'une fois 6; = 0. Donc

Le centre de gravité G oscille sur la verticale de sa
position primitive |x,=a, Il'], en descendant d’abord
de ry (1— cosb,), puis remontant de la méme quantité;
et ces oscillations coincident encore avec celles qui se
Jont autour de Uaxe du cylindre.

4°. Pour un point M’ du rayon qui passe par le centre
de gravité G, a la distance 7/ du point C, les deux der-
niéres des équations (5) donnent
(ro) x—a=(r—nr)sinb, y—a=1r cosb,.
En éliminant 6, entre ces équations, il vient

=)+ ()=
r—r r

1>
<2

7y

qui représente une ellipse si r —» un cercle si 7 — 53

le centre est toujours le point (o, a) situé sur la verticale
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a7 . 7 '
ot se meut le centre de gravité G: si ' > ;‘ » le grand axe
[ ]

s . o
de Dellipse est paralléle & Oy, et si r' < ;', il est paral-
lele a Ox.

v désignant la vitesse absolue de M’ 4 la fin du temps ¢,
on déduit des équations (8) et (10)

— R cosf, — cos f,
0=/ 2en L (ar — ) cosn) SRR
ainsi cette vitesse, nulle pour 6, === 6, prend la méme
valeur pour deux valeurs de 0, équidifférentes de zéro, et

. . r . 0
atteint son maxima =+ 2 (' — r, 71, sin 2 ourf,=—o.
k 2

Donc _

Le point M oscille sur un arc d’ellipse ou de cercle,
formé de deux parties symétriques par rapport & la
wverticale du centre de gravité, et ces oscillations iso-
chrones, de durée T, coincident avec les autres.

Il ne reste plus & chercher que la pression exercée par
le cylindre sur le plan horizontal. Soient,
p cette pression a la fin du temps 7,
P le poids du cylindre.

On a (I)

P
p=—"

T mg

S5

et, en remplacant f par sa valeur en fonction de 0, tirée
des équations (2, 5, 7, 8),

) — PA? I 27} cos6,.(cos b, — cosb,)
p== k* 4 r} sin®0, (A*+ r}sin? 9, )? )

On voit p augmenter de
K r 0.\
——— 4 P. (1 L sin? L
P k* 4 r}sin?0, ( +4 B
tandis que 6, varie de == 0, & zéro, et prend laméme valeur
pour deux valeurs de 6, équidifférentes de zéro.



(80) e

- Notes.

1. On peut arriver aux équations (1) et (4 ), sans appliquer la force fau
cercle, afin de le considérer ensuite comme libre. Les composantes des
forces perdues sont seulement ainsi

d*x d*y
—nGr =r(s+5h)

pour ’élément ( x, ») de masse u: et on doit avoir

Z.p [f{f Sx—+ (g—f—d )dy] =o0
lLde dr -
dx, &y étant liées par la condition que le cercle touche toujours le plan
horizontal. Or 1° pour un déplacement virtuel horizontal, ¢ x = const ,
dy = 0, ce qui fournit I’équation (1); 2° pour un déplacement virtuel
dans lequel le cercle tournerait de Vangle mﬁmment petit  autour de son
centre C,

dr=/a—ry)n, dr=(xz—2)o,
ce qui fournit I'équation (4 ) en ayant égard a I’équation (1).

1I1. Si le plan est incliné au lieu d’étre horizontal, en y posant le cy-
lindre de maniére que ses arétes soient horizontales, ce qui a été dit dans
Yarticle I subsiste, pourvu que I'on considére un cylindre formé de filets
homogénes aussi bien dans la premiére partie du raisonnement que dans
1a seconde.

) désignant P'angle d’inclinaison du plan, et I'axe des x étant une ligne
de pente dirigée dehaut en bas, on a, au lieu des équations (1), (2) et (3),
il
mgsin d — E.p%—: =o0,
di
S — mgcos)—Z.p—5 Frimkl

J.lf__mg(rlcosl-'l—flsin))+E‘lu'( d(;r_ dl’)—o

Le mouvement du centre de gravité paxallelement au plan est unifor-
mément accéléré et déterminé par

i s
.T‘=O(+;g"slﬂ}“

Les équations (6) et(8) sont remplacées par deséquations qui différent
seulement de celles-1a en ce que g cos A s’y trouve au lieu de g; par consé-
quent, la partie de la discussion contenue dans Particle III (1°) sur le
mouvement angulaire du cylindre autour de son axe subsiste , a cela prés

que la durée des oscillations est réduite & T ycos A
x' est donnée par 'équation

! . .
x’=a+;gt’sm.4~r,sm 6,,
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ainsi cette abscisse du point C croftra indéfiniment, et 'axe du cylindre
n'oscille pas de la maniére indiquée dans P’article 1II (2°). Cependant x’
peut décroitre au commencement, lorsque 6, passe de — 6, a §,, ¢car ona
/

dr . dg
<5 =#&tsind — r cos, —:FI’

.

dg

etr, cosb, EI' (qui est positif avec d§,) peut surpasser gt sin 1; cela ne

se présentera plus et =’ sera constamment croissante, aprés que ¢ aura at-

. ar, r,cosi . 6, . . r,cosf, d6,
———+\/ ——-sin=qui estle ma m de 1 ——. "%
teint 7= p in—q e maximu genl  dt Quand

«' décroit, le cylindre remonte le plan incliné.

L’¢quation (9 ) n’est pas modifiée, et, par conséquent, le centre de gra-
vité G a, sur la droite mobile représentée par 1'équation (11), le mouve-
ment décrit dans P'article III (3°); la durée des oscillations est encore
réduite & T/cos 1

Enfin, un point M’ du rayon CG ne se meut plus sur une ellipse fixe
(1, 4°), mais sur une ellipse qui glisse parallélement 2 Oz dans le
plan x Oy, sans changer de forme ni de grandeur, et dont le centre suit
le point d’intersection des droites représentées par les équations

—a—l-——' t? sin ) =a
r=o St .
,)g y 7

METHODE POUR DETERMINER
LES RACINES COMMUNES A DEUX EQUATIONS;
Par M. BRIOSCHI,

Professeur a I’'Université de Pavie.

Soient
flz)=az" +~az"" +...+a,_, x +a, =o,
o(x)=byx" + b x"" +... 4+ bpx+by=o0,

les deux équations; x,, xs,... x, les racines de la pre-
miére supposées inégales, et

(2) V=g(x)¢(z:). .. 9(an).
Supposons que les équations (1) aient r (et seulement r)

racines communes, on a la proposition suivante :
Ann. de Mathémat., t. XIV. (Mars 1855.) 6
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Tutortme. Les r racines communes aux deux équg-
tions (1) sont les racines de l'équation suivante,

drv drv r(r—u) drv
— a2 —r— x4 —— et ..
dbl’R dbln dbl’l—l 2 db:ll— db"l—l
darv drv
— (=1 r————x 4 (—1f——=o0
(=1 dby dbl", (=) dbr_.
ou de la suivante,
arv arv
— &' — r——x +
da, da,  da,_,
drv drv
—(—l)’ re—1 -+ (__I)l‘ re—X
a, Aa, — da,_,

En effet, de 'équation (2) on déduit
W’: =20V, + 22V, ...+ 2V,

av . N .
(3){ g = a4+ 20al) Voo (el - 27) Vi
[
v — Zy(&ar -2 ay) - 2 (x"'.r';-}-x';!x';')
db,ldb,’dll,s U+ ‘z\';l (x:lx;! + .1."," _Z-'a'l)

V|,m+

et ainsi de suite. On a posé

v Vv,
Vy—= —— Vi———
I} ?(1‘|), 1,2 ?(‘r:)’
A\ —-l'iu-r—m-s r,—m-—s
1,2,3 — (P(1'3) - 1 2 — 2y

Si les équations (1) ont une seule racine commune, par
exemple x,, la premiére des équations (3) donne

v,
—_—=uxV,
b,
et, par conséquent,
dv av__ .
b, b,

résultat déja obtenu par M. Richelot.
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Si les équations (1) ont deux seules racines x, ,x‘ ‘com-
munes , la seconde des équations (3) donne R
a1V .
A TR (x,' x4 x”.r"> Vi
db, 6, P Vi

de laquelle
d*v v

d*V

db:‘n—l

= (&, + ) V5,

=2x, 1.V,

etles x,, x, seront les racines de I'équation

A (T AR 4
— L — x =
llb,,: dbmdbm——l db,z,,._l

De méme, si les équations (1) ont trois seules racines
communes x; , Xy , X5, de la troisiéme équation (3), on a

d*V . d3v
—=0V,,;, ——— =2(x 42+ z;) V0,3,
db,, db,dby,_,
a3v d*Vv
o = 2 (&, 214 2, 2+ 2, 2,) V5,3, —5— = L1 X275 V1,555

m—x

et en conséquence les trois racines communes seront les
racines de 1’équation
d*v a3V d*v d’vV
+ 3

— B —3 ——— 2?

2 2 z— 3
db’, dbr dbp_, db,db,, _, db_,

= 0.,

Le théoréme se trouve ainsi démontré par analogie (*).

(*) M. Brioschi a trouvé depuis une démonstration rigoureuse.
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SOLUTION DE LA QUESTION 256

(voir t. X, p. 286);
Par M. COMBESCURE,

Professeur.

Soit un quadrilatére ABCD circonscrit 4 un cercle;
on décrit un second cercle touchant le c6té AB en B et
le c6té CD, puis un troisiéme cercle touchant le c6té AD
en D et le c6té BC. La droite qui va du point A au centre
du second cercle fait avec le c6té AB un angle égal a
Pangle que fait la droite qui va de A au centre du troi-
siéme cercle avec le coté AD. (QuippE.)

Soient Ole centre du cercle inscrit au quadrilatére ou le
point de concours des bissectricesdesangles A, E,F,B(*);
I, Y’ les centres des deux cercles obtenus par I'intersec-
tion des bissectrices EO , FO avec les perpendiculaires BI,
DI’ aux cotés AB, AD. En désignant par A, B, C, D les
angles du quadrilatére, le triangle BOE donne

1 1 1 1 S
angleBOE_;B—;E_EB—;(ISO —A D)

A +B -+ D —180°
= P = go° — —-.

On aurait semblablement

angle DOF = go® — (—2:

Les triangles BOI, DOI’ donneront dés lors

BO. cos 9 BO.cos 9 BO.cos 9
2 2 2
sinBIO E . A+D’
cos— sin
2 2

DO.cos(—: DO.cos9
2 2

DI'= — —_ .
sinDI' O . A+D
sin S

(*) E est Pintersection de AB, CD, et F Vintersection de BC, AD.
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Mais A A .
AB .sin — AD.sin —
BO= ——2, DO= 2.,
— . A+B’ T A+D
sin sin
2 2
donc
sin Aco 9
Bl _ 22 _or

AB~ . A+B . A+D AD
sin ———— s1in ———

Les triangles rectangles IBA , I'DA sont donc semblables,
et, partant, les lignes AI, Al’ sont également inclinées

respectivement sur les cotés AB, AD. C. Q. F. D.

SOLUTION DE LA QUESTION 276

(voir t. XII, p. 259);

Par M. r’Assé PEPIN.

Trois points A, B, C étant liés de maniére a conserver
toujours les mémes angles, si trois forces appliquées a
ces points sont en équilibre, il faut, outre les conditions
ordinaires, que les trois points et le point de rencontre
des trois forces soient sur une méme circonférence.

(Mo6srus. )

Notations. x,y;x',y'; x", y”, coordonnées rectan-
gulaires des points A, B, C;

P, P’, P”, forces appliquées respectivement aux points
A,B, C;

a, b, c, angles des directions de ces forces avec ’axe
des x5 )

0, angle de la direction AB avec I'axe des x;

«, (3, angles constants formés par les directions AC, BC
avec la direction AB.
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Les €quations qui expriment les liaisons du systéme
sont

.rl__f yll_ .’
P tang 0, = tang (6 + «),
R y/l__'yl _

= tang (0 + B).

En posant
tange=m, tangB—=n,

on en déduira
Y =y + (2’ — x)tang¥,
n(m ~+ tangb)

"o . /o
(1) [T =Y - m—n (#— =),
( 2 — . m (1 —-.ntange)__‘r,. 7 (1 — mtang0)
m — n m—n

En différentiant ces équations, on obtient

i

Sy’ =0y + power (#'—x) + tang 0 (S’ — d ),
Oy"=14dy — (m_’_z—v———gj—c;s—z——e (r'—z)
(2) o g0) 50 ),
Sa= m—'ﬁfn———)"i)se (#/— ) + 2R a0g0
_ ”_(l;m'-f_l_-t_a:_ﬂ‘) s,
Si dans I'équation .

Z (Pcosadaz~+ Psinady)=o,

que fournitle principe des vitesses virtuelles, nous sub-
stituons les valeurs précédentes des variations dy’, dx’,
dy”, en égalant ensuite a zéro les coefficients des varia-
tions arbitraires dx, d y, d'x, 66, nous obtiendrons les
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quatre équations suivantes, pour exprimer les conditions
d'équilibre :

m (1— rtangh)

/ P cosa — P’sinb.tang6 + P” cosc. :

m—n

. n(1—mtang@

-l-—P"smc--—(—-—Lz.—_o.
m—n

P sina + P’sin & + P”sinc = o,
n (1—mtang6)

W cos b+ P’sin b tang 9 — P” cosc-
m—n

. m(1—ntang 0
—P"smc-——(——*é-):: s
m—n

. cosc.mn —sinc.n
P’smb+P”( )—_-0..
m —n

La direction de ’axe des x étant arbitraire, nous ferons
6 = o. De plus, nous remplacerons la premiére de ces
équations par la somme obtenue en I'ajoutant a la troi-
sieme. Ces équations seront ainsi remplacées par le sys-
téme suivant:

P cosa -+ P'cos b + P"cosc = o,
Psina + P'sinb + P’sinc=o,
n P cosb — pr.(Cose Fsine.m)n

m —n

. sin¢ — cosc.m)\)n
P'sind = P"v(~—— )

v

m —n

Il'y a cinq inconnues, les rapports des forces et les
angles a, b, c; on peut donc satisfaire d'une infinité de
manidres 4 ces quatre équations. Les deux premiéres ex-
priment que la somme des projections des forces sur
une direction quelconque est nulle. On pourrait aussi
mettre en évidence I'équation des moments , qui exprime
que les trois forces passent par un méme point.

Divisons la quatriéme équation par B troisiéme, nous
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aurons

sin o

sinc — cosc-
tangb =

cos¢ ~+ sinc. ——
cosx

En donnant aux forces P/, P” un signe convenable, nous
pouvons admetire que les angles b et (¢ — «) sont com-
pris entre o et 7. Alors I'équation que nous venons d’ob-
tenir équivaut a la suivante:

(5) ' b=(c—a).

Or on voit aisément que les angles b et ¢ — o sont me-
surés par la moitié d’'un méme arc AD, quand le point
d’intersection des forces D est situé sur la circonférence
du cercle circonscrit et qu’ils ont des mesures inégales,
quand cette condition n’est pas remplie. Ainsi la con-
dition nécessaire et suffisante pour que I’équation (5) soit
vérifiée , est que le point d’'intersection des forces soit si-
tué sur la circonférence du cercle circonscrit au triangle.

AUTRE SOLUTION DE LA QUESTION 276;
Par M. BELLAVITIS,

Professeur a 1'Université de Padoue.

Pour P'équilibre,, il faut que pour chaque mouvement
infiniment petit la somme des moments virtuels des forces
soit nulle. En supposant que le point C reste immobile,
les deux points A et B peuvent, ou tourner autour du
point C, ou se mouvoir le long des droites CA, CB, et
dans chaque cas leurs vitesses seront proportionnelles
aux cdtés CA, CB; il faut, par conséquent, que les
deux forces appliquées aux points A et B soient également
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inclinées sur les droites CA , CB. Donc le point de con-
cours de ces forces est sur la circonférence CAB.

De plus, les forces devront étre inversement propor-
tionnelles aux codtés CA, CB, c’est-a-dire elles seront
proportionnelles aux sinus des angles A, B du triangle
ABC; il en résulte que la troisiéme force, qui fait équi-
libre avec les deux précédentes, doitpasser par le pointC,
puisque chacune des trois forces en équilibre est propor-
tionnelle au sinus de I’angle compris entre les deux au-
tres, et les angles formés autour du point de rencontre
des forces ont les sinus égaux a ceux des angles du tri-
angle ABC. Ainsi I'équilibre subsistera encore, si I'on
suppose que le point C soit mobile sous la condition
proposée et qu’'un des points A, B soit fixe.

SOLUTION DE LA QUESTION 280

(voir t. XII, p. 327);
Par M. FortunaTo PADULA,

Professeur a Naples.

Une courbe du troisiéme ordre étant composée d’'une
branche infinie et d'un ovale, si I'on prend sur la
branche infinie trois points en ligne droite, et que par
chacun de ces points on méne deux tangentes a I'ovale,
les trois cordes de contact passent par un méme point.

(CaaswEs.)

Lorsque la branche infinie devient une droite, I'ovale
se change en conique et 'on revient au théoréme de La
Hire.

La propriété dont il s’agit dans cette question étant
projective, nous nous bornerons a la démontrer pour la
courbe donnée par 1'équation
(1) my*=z(z+a)(z+b),
ot I'on supposera les quantités m, a, b positives et a<lb.
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Cette courbe est composée d’un ovale dont les points
de I'axe des x qui ont pour abscisses respectives *r = —a,
x=—> sont deux sommets, et d’'une autre branche qui
a deux points d’inflexion 4 distance finie et s’étend a I'in-
fini au-dessus et au-dessous de 1’axe des x vers le troisiéme
point d’inflexion.

Nommons x', y' les coordonnées d’un point quelconque
de la courbe et x, y celles du point de contact d'une des
tangentes menées a la courbe par le point 2/, y'; on aura
’équation

2myy' =32+ 2(a + b)x + ab]z' — z* + abr

2){ =2(z+a)(z+ b)a' + (2?— ab) (2’ — x):
mais I'équation (1) donne '
my?’=x'(z' +a) (2’ + b);
donc on obtiendra
faxz' (x 4+ a)(x 4+ b) (2" 4+ a) (& +-b)
(3) g =[2(x+a)(x+d)a' + (2 —ab) (' — z)}".
En réunissant tous les termes multipliés par
42’ (z +a)(z+b),

cette équation est divisible par (x' — x)?, comme cela
doit étre, etl’onobtient I'équation du quatriémedegré en x
(%) (22— ab P = 4o (x +a)(c+ b)x.

Lorsque I'abscisse x’ est négative, les racines de cette
équation sont toutes imaginaires, et réelles lorsqu’elle est
positive: dans ce cas , I’équation (4) a deux racines posi-
tives et deux négatives. Donc, par un point quelconque
pris sur la branche infinie, on peut mener 4 la courbe
quatre tangentes dont deux touchent la méme branche et
les deux autres I'ovale. Il est évident que I'on ne considére

as les deux tangentes réunies dans la méme droite qui
touche la courbe au point (x, y) et qui sont données par
les deux racines égales x = x' de 'équation (3). L’équa-
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tion (4) peut se décomposer dans les deux équations de
second degré

5) =z+2[V(@ +a)([@+b)—a]z+ab=o,

(6) —2[\/(x “+a)(x —l—b)-{—x’]x-{-ab—o,
dont la premiére, ayant les racines négatives, donne les
abscisses des points de contact sur I'ovale, et la seconde a
les racines positives et donne les abscisses des deux autres
points. On voit cependant que, quel que soit le pointx',y',
le rectangle des abscisses des points de contact sur Uovale
est constant et égal au rectangle des abscisses des deux
autres points de contact sur la branche infinie.

Les équations (5), (6) donnent les valeurs des ab-
scisses des points de contact. Quant 4 la valeur de y cor-
respondante & chaque valeur de x , on pourrait la déduire
del'équation (1) qui, ayant égard 4 I'équation (4), donne

z?— ab

2 \/mx_ ’

(7) ry==

mais il resterait a déterminer lequel des signes + ou —
on doit prendre pour chaque valeur de x. Et, par con-
séquent, il vaut mieux prendre la valeur de y de I'équa-
tion (2), et, ayant toujours égard a I'équation (4), on
aura

—————(xz_ aby ~+ (z* — ab) (x’——.z)—_—-xz_ab

(222’ —x*—ab);
2x '

viyy’ =

mais les équations (5), (6) donnent

[o— 1—
228 — x ab—-+"—_—_—x+a)z+b

2z

donc on aura

(8) y= +(x —ab)y(z' +a)x+b)

2my’

ou I'on doit prendre le signe supérieur pour les points de
contact sur 'ovale et le signe inférieur pour les deux
autres. La valeur (8) de y, en y substituant pour y' sa
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valeur, se réduit 4 la valeur (7), et 'on voit que, lorsqu'il
s’agit des points de contact sur 'ovale, on doit prendre
dans I’équation (7) le signe supérieur ou inférieur selon
que la valeur y' est positive ou négative : le contraire a
lieu pour les deux autres points de contact. L’équation (7),
ayant égard a un seul signe, représente une parabole qui
passe toujours par les points de 'axe des x qui ont pour
abscisses == yab. Donc

8¢, par un point quelconque de la branche infinie, on
méne les quatre tangentes & la courbe, les deux points
de contact sur Dovale et les symétriques des deux autres
points de contact sont sur une parabole du second
degré qui a pour axe la tangente au sommet de la
branche infinie et qui passe toujours par deux mémes
points de l’axe de la courbe.

L’équation (8) donne immédiatement les équations des
deux cordes de contact pour l'ovale et pour la branche
infinie. En effet, substituant pour x® sa valeur tirée des
équations (5) (6), on obtiendra

N EEmIEE)

y=- ey (V&= a)(&"+8) )z +-ab],
y=_m_”a)___y(fw[(\/(—————xfw)(fw)w')x_ab],
ou bien

— my’

2 ! 4 - —a’ + ab= ’y
. A -
(r0) y /nx’—!—(\}nn—%q_x’)x—ab:o,

qui expriment deux droites, dont la premiére est la corde
des deux contacts sur V'ovale, et la seconde des deux points
sur la branche infinie; dans ces équations on doit prendre
Vmx avec le méme signe de y', comme il résulte de ce
quon a dit ci-dessus, ¢’est-d-dire que si I'ordonnée v’
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est négative, ondbit changer les signes de x' et de ab dans

les equauons (9) et (10).
Cela posé , soit
y =azx+ B,

I quauondune droite qul coupe la branche infinie en
trois points (&, y'), (2", "), (", y"); les abscisses

x'y x", " seront les racines de I'équation

m(ez+ B =z(z +a)(z +b),

x/ x” x”l
p= —_
m

et, par conséquent, I’équation (9) donnera, pour les trois
cordes de contact correspondantes sur I'ovale aux points

(@ ), ("), (27, 57), |
¥ ymz' 4 (aymd + J2"2" —2' )z +ab=o,
(11) y\/r—r_z?—l—(a\/mx + y&'2" —x") x+ab=o,
y\/;;?’-’—i-(a\/rﬁ”’—i— z' z” ”’)z+ab_o
et puisque le déterminant

d’out

ab a\mz + J2"2" — 2’ \[mx'
ab a\mz" + z'2" — 2" \mz"
ab o V;;/II + = 2 — I “,T‘zll?
1 \/.2‘” o ~/‘?
=ab\m | 1 JZ 2" —z" &
1 V& — " [z

1 —
! I \/x \/.z’ 1z \/3:7

=ab|’mx’x".z-’” 1

x -—ab\/lz \/F =o,

o
I
x”
1 —
J— "
| LN V‘tl 1 27
x
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il s'ensuit que les trois droites exprimées par les équa-
tions (11) passent par un méme point (*).

Note. La propriété est projective; par conséquent, elle
existe pour une courbe du troisiéme degré i deux bran-
ches séparées, pourva que I'une d’elles ne puisse étre
coupée par une droite qu’en deux points. Twu.

THEOREME SUR LA SOMME DES PUISSANCES SEMBLABLES
DES RACINES (BRIOSCHI);
Par M. FAURE.

Je viens de trouver une démonstration du théoréme de
M. Brioschi (/Nouvelles Annales, tome XIII, page 352),
relativement aux sommes des puissances semblables des
racines d’une équation. Elle est un cas particulier d’'un
théoréme beaucoup plus général , lequel donne une théo-
rie compléte des fonctions symétriques.

(*) I1 n’est pas inutile d’observer que, la courbe étant symétrique par
rapport a P’axe des x, on peut supposer sans restreindre la généralité de
la démonstration que la quantité B soit positive; alors les équations (11)
se rapportent au cas des ordonnées ', y”, y" positives ; mais siy’ est po-
sitive et les deux autres »”, " sont négatives, au lieu des équations (11),
on aura o

yVmz' + (oc \/mr’ -+ \/.z'" £ — ! ) x4 ab=o,

yVm”—i— (oc Vmzx" 4 \/Nir’"—f— x" ) x—ab=o0,

_r\/m.z"'—-l— (a me" yl.t'x" +1‘"’) xr—ab=07
et I’on continuera la démonstration de la méme maniére.

En nommant z,,y,, %,,7,, T,,%s, %, les coordonnées des quatre
points de contactcorrespondants au point ', y’, on déduit des équations(5)
et (6),

(9) Zy Ty X+ X, = 7,
(10) YTy, +y, =8

onc le point ', — 2y’ est le centre des moyennes distances des quatre
Donc le point z', " est 1 tre d ¥ dist: des quat
points decontact, et le point z/, — y' est le centre des moyennes distances
des points de contact de toutes les six tangentes qui passent par le point
al, yh
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Si I'on divise le polynéme

I (x) —=a,r+ a2 ' +ax" ... a. . .
par le polynome
F(z)=ay 2"+ a, 2" 4 a, 2™+, . .
et que I'on représente le quotient par
Ap ™" A= A 2™ Ay gt A

on trouve aisément qu'un terme quelconque de quotient
tel que A, a pour valeur

% 0 0 o. . a,
Xy % o.. a,
I %y ay @, O.e... 4,

A= a, )+
) a3 oy o Qge oo Qg
®p %p_y| Xp_g Ar_3.e. ap

C’est ce principe bien simple qui développé méne a de
nombreuses conséquences; ainsi, relativement aux fonc-
tions symétriques, on sait que si'on veut avoir la somme
des valeurs que prend une fonction entiére ¢ (x) dans
laquelle on remplace x successivement par toutes les ra-
cines d’une équation

F(x):o,

F(z)e(=)

il faut effectuer la division ——;2:;)(, et la somme que

. 1 o
I'on demande est le coefficient du terme en = du quotient.

Supposons que IT (x) = F' (x) ¢ (x) et que ¢ (x) soit
dedegré r; le terme A, x—""pour lequel m —n —r=—1
donnera A, pour la fonction symétrique cherchée.

Sil'on a égard au procédé indiqué par M. Transon, on
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voit que la méthode précédente conduit a la détermina-
tion d’unefonction symétrique quelconque, et je substitue
ainsi des multiplications aux divisions de M. Transon.

SiTon suppose en particulier que¢ (x) = 1, le quotient
F (z) . .
F_(xT donnera la somme des puissances des racines de
F (x) == 0.

Notre valeur de A, devient alors, en observant que

a,=ma, a,=(m—1)a,...,
a, O Y T
a ay .. (m—1) «
— 1 s
Ar——W ay & ...(m ——2) %y iy
oy G, (m—r) a
et de la
0 o O..... o
@ % Xge.... O
A (—a)T'=| 2a, 0 0. .... O |-
‘ Ty Oy Opyeeo O |

Cette relation revient a celle de M. Brioschi, il suppose
seulement oy = 1.

Relativement & la division numérique, dans un systéme
quelconque, on arrive a ceci : supposez que l'on veuille
diviser le nombre

5312367 par 23{57,

écrit, par exemple, dans le systéme décimal ; le quotient
sera de la forme

A,100 4+ A, 10 + A,.
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Or on a, d’aprés notre valeur générale de A, ,

205
5 25 9 q
A= A= 3 3‘::—'-’ Ab=51323
2 § 4 8 431}
ou
—_9
A= —
donc le quotient entier est
1 . L1
tT;(Qooo—lbo——g)_—«—S = 2206,

comme on peut le vérifier directement.

On voit de plus que les seuls chiffres qui servent & dé-
terminer le quotient sont 531 dans le dividende, 234 dans
le diviseur, et généralement autant de chiffres qu’il doit
y cn avoir au quotient. Ainsi le quotient des deux nom-
bres précédents revient a celui de 53100 par 234.

Ily a encore d’autres conséquences relatives a la valeur
du reste de la division de deux polynémes, aux séries ré-
currentes, aux fonctions sturmiennes, etc.

Note. Au moyen des déterminants, 1'habile analyste
M. Sylvester vient de trouver la solution générale de ce
probléme : Etant donné un coefficient différentiel d’un
ordre quelconque, pour un nombre quelconque de va-
riables, trouver ce que devient ce coefficient pour un
changement de systéme de variables. Probléme qui n’a
¢té résolu par Burmann et Jacobi que pour une seule
variable. Twm.

SOLUTION DE LA QUESTiON 272 (STEINER)

(voir tome XII, p. 100); R
Par M. FAURE,

Officier d’artillerie.

Lemme. Soit
azrt — b’ 4 cx'—dr 4-¢c —o
Ann. de Mathémar., t+ XIV. (Mars 1855.)

1
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une équation du quatriéme degré; si I'on pose

=
y==

I’équation précédente deviendra
Ayt 42cc | ¥+ 2ae | y'42ac | y +a*=o.
—d? } — 2bd — b
i + c?
Les racines de I'équation proposée étant designées par
my, my, my, m,, celles de la transformée seront
1 1 1 1
—

m,

S T T
2 2 2
m m, m;

2

et ’on trouve facilement

1 /1—|- 1 Lt SR
1+— ) {1+= )| t+—) 1+ =
+ m} (\ m? m; - m}

(b—d)y+ (a—c-+e)
e? ’

de sorte que si e est constant ainsi que les différences
b —d, a—c,leproduit quiestdans le premier membre
de I'équation sera aussi constant.

I. Considérons une parabole y* = 2 px, alaquelle on
méne quatre tangentes formant le quadrilatére ABCD et
dont les cotés auront respectivement pour équation

(AB) y=m.r+2i;”—|:
(AD) y=nmx—+ 2%;7
(CB) y=myzxz+ ?lm—,
(CD) Y=m‘x—i-—}-:]74;

les quantités m,, m,,m,, m, indiquant les tangentes des
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angles que forment les co1és du quadrilatére avec 1'axe ’
de la parabole , ou si 'on veut avec la droite qui joint les
milieux des diagonales du quadrilatére donné, car il est
visible que ces droites sont paralléles (tbéoréme de
Newton). Pour abréger le discours, nous appellerons
médiane la ligne dont nous parlons.

Le c0té AB touche la parabole au point M, qui a pour
coordonnées

L, y =2

: m,

Le coté AD touche la parabole au point M, ,

De sorte que le produit des distances du foyer F de la
parabole aux deux points de contact sera

P’ 1 I
FM,.FM, =~(.+_> (._,,_.),
g m m;

Or le point A, intersection des deux, cotés AB, AD, a
pour coordonnées

P p(m 4+ m,)

y =i

K
2m, m, 2m, m,

X =

d’on I'on déduit
FA*=—FM,.FM,.
Désignant par M;, M, les points de contact des tan-
gentes issues du point C opposé a A dans le quadrilatére,
on trouve
FC=FM,.FM, =2 (1+ 1) (1+ L\
4 m; mi ]

De sorte que 1’on obtient pour le produit des distances
du foyer de la parabole 4 deux sommets opposés quel-

7.

/
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conques du quadrilatére qui lui est circonscrit, la rela-
tion

2
FAFC=L/(1+ 1) (1) (= 2) (2 ).
4 m; m} m; c om?

De 1a ce premier théoréme : Un quadrilatére étant cir-
conscrit & une parabole, le produit des distances de son
Joyer a deux sommets opposés est égal a la racine car-
rée du produit des distances de ce méme foyer aux
quatre points de contact.

On peut encore en déduire celui-ci: 8¢ ’on considére
deux points fixes A et C, ainsi que des paraboles de
méme foyerI", et que l’on méne par les points donnés
quatre tangentes a la parabole, le produit des distances
de sonfoyer aux points de contact sera constant, elc.

Les démonstrations géométriques de ces théorémes sont
faciles.

1I. Appelons a et « les foyers d'une conique inscrite
dans le quadrilatére ABCD; x, y,x" ety’ les coordon-
nées respectives de ces foyers. Menons par ces deux points
des tangentes a la parabole inscrite I', et soient p,, p,
les coefficients angulaires des tangentes issues du pointa;

iy y ts ceux des tangentes issues du point o. On aura

__7 _ P+ p)
T = — =
2#:{-’-2 2 P
. P P (s )
= y ¥y =
2 3 P 2 [y g

On indiquera que la conique (a, =) est tangente & la
droite AB, en écrivant que le produit des perpendicu-
laires abaissées de ses foyers sur cette droite est égale a
une certaine quantité b*. Cela donne la relation

otk o) (A e D) b m))
B pra o myy o s s IR
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Or soient:

S, la somme des quantités p , ps, s, 14

S, la somme de leurs produits deux 4 deux;

S; la somme de leurs produits trois a trois;

S, leur produit.

La relation précédente développée devient, en posant
4o _
=
(1) (1—XKS,)m} — S;m} + (S, — KS;)m} — S,m, 4S5, = o.

?

On aura trois autres équations pour exprimer que la
conique est tangente aux autres cotés du quadrilatére et
'on obtiendra ces équations en remplagant dans la pré-
cédente m, successivement par m;,, m; , my. D'ou il suit
que si 'on considére m, , m;,my , m, comme des incon-
nues, elles seront déterminées par I'équation (1). Cette
équation estde la forme indiquée dans le lemme; on aura
en conséquence

I 1 1 1
(‘+ "—,> (l"l' —-,> <l+ —.;><l+ —,>
m, m2 ”I3 'n"

(S =S+ (1 =8+ 8,)*
= s

Appelons maintenant :

M, la somme des quantités p}, .}, u;, @i ;

M, la somme de leurs produits deux a deux;

M; la somme de leurs produits trois a trois;

M, leur produit.

Développons le second membre de 'équation précé-
dente et remarquons que

S?— 28, =M,

§? — 25,8, + 25, = M,
S — 28,8, =M,,

S: =Mi§
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on aura

[ +
(1 ) () () () M s
m, m, m m M‘

3 4

) b))

Cette égalité indique que si une conique est inscrite
dans un quadrilatére ct que par ses foyers on méne les
quatre tangentes a la parabole (inscrite au méme qua-
drilatére), ces quatre tangentes feront avec la médianc
des angles dont le produit des sinus est constant.

On verra encore, aprés avoir fait la construction pré-
cédente, que les quatre tangentes issues des deux foyers
d’une conique quelconque inscrite 4 un quadrilatére ren-
contrent la tangente au sommet de la parabole en quatre
points dont le produit des distances au foyer de la para-
bole est constant.

Cette méme égalité prouve aussi que si une conique est
inscrite dans un quadrilatére, le produit des distances de
ses foyers a celui de la parabole est constant.

Si T'on fait varier la parabole ct lc quadrilatére, on
obtient des théorémes intéressants. Ainsi :

Considérant une conique et un systéme de paraboles
de méme foyer F et menant les quatre tangentes com-
munes a la conique et & Uune des paraboles : 1° le pro-
duit des distances du foyer F.a deux sommets opposés
du quadrilatére déterminé par les tangentes est con-
stant; 2° le produit des distances du foyer ¥ aux points
de contact sur la parabole est constant.

Le théoréme subsiste encore si, au lieu de la conique
donnée , on en considére une seconde de méme foyer.

III. Puisque les quantités g, ps, @3, (44 entrent symé-
triquement dans Iéquation (1), on voit que si par les
deux foyers a, o d'une conique inscrite dans un qua-
drilatére on méne des tangentes & la parabole qui lui
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est inscrite, ces tangentes se coupent en deux autres
couples de points qui peuvent étre considérés comme les
foyers de deux autres coniques inscrites. Sur chaque tan-
gente a la parabole il y a donc trois points et seulement
trois qui peuvent étre regardés comme appartenant au
licu des foyers des coniques tangentes a un quadrilatére :
ce lieu est par conséquent du troisiéme degré. La courbe
dont il s’agit a été étudiée a plusieurs reprises dans les Nou-
velles Annales ; elle passe parles sommets du quadrilatére
complet ABCD, et M. Terquem a indiqué une méthode
pour lui mener une tangente aux points ou elle coupe le
quadrilatére (t. 1V, p. 373). Ainsi pour menerla tangenteau
point A , intersection des c6tés AB, AD, on méne la diago-
nale ACetl'on trace une droite AK telle, que I'angle KAB
soit égal a I’angle CAD; cette droite est la tangente. Je
vais faire voir que 'on peut, par la méme construction,
mener une tangente en un point quelconque de la courbe.

Soit, en effet, @ le point considéré, déterminons I'autre
point & de la courbe tel, que

Fa.Fa=FA FC,

les deux points a et « seront les foyers d’une méme co-
nique tangente au quadrilatére. Par ces points, menons
des tangentes a la parabole, et soient ¢, y les foyers d’une
conique inscrite dans le quadrilatére déterminé par ces
tangentes , on aura

Fc.Fy =Fa.Fa =FA FC;

donc les points ¢ et y appartiennent aussi au lieu des
foyers des coniques inscrites au quadrilatére ABCD. Les
deux lieux sont donc identiques, et la tangente au point a
du second lieu, que I'on construit comme précédemment,
sera aussi la tangente au méme point du premier lieu.
IV. Théoréme de M. Steiner (question 272). a, «;
b, B3¢,y étant les foyers de trois coniques inscrites au
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méme quadrilatére, on a la relation

ac.ac __avy.ay

be.Be™ by.By

Formons le quadrilatére abaf3 et désignons toujours
par F le foyer de la parabole inscrite au quadrilatére
donné ABCD. Les cotés du quadrilatére abaf sont né-
cessairement tangents i une certaine parabole ayant pour
foyer le point F, de sorte que 'on peut considérer c et y
comme les foyers d’une conique inscrite au quadrilatére
abaf. Or, lorsqu'une conique est inscrite dans un poly-
gone d'un nombre pair de cotés, le produit des distances
d’un foyer aux sommets de rang pair, divisé par le pro-
duit des distances du méme foyer aux sommets de rang im-
pair, donne le méme quotient pour l'un et I'autre foyer
(NVouvelles Annales, t. XII, p. 219).

L’application de ce principe donne le théoréme précé-
dent. Dans le cas ou le point 7 s’éloigne a V'infini, on re-
trouve un théoréme déja démontré.

V. On démontre encore que si par les points de contact
d’une conique inscrite au quadrilatére ABCD, on méne
des tangentes a la parabole, ellesferont avec lamédiane des
angles dontle produit des sinus est constant, et cette con-
stante est la méme que celle que I'on obtient en menant
par les foyers d’une conique inscrite des tangentes a la pa-
rabole.

On trouve aussi que le produit des perpendiculaires
abaissées du foyer I’ de la parabole sur les tangentes pré-
cédentes est constant, et de la résulte que le produit des
distances de ce méme foyer aux points de contact d'une co-
niqueinscriteest constant etégal au carré du produit des dis-
tances de ce foyer & deux sommets opposés du quadrilatére.

T ajoute encore ici les énoncés de quelques théorémes
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