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^'OUVELLiS A l A l l S 
DE 

MATHÉMATIQUES. 
AVIS m L'ÉDITEIIH. 

Les Nom>ellcs Annales de Mathématiques vont eii-
!icr dans leur quatorzième année, et, malgré les sacniiees 
(\\ir nous nous sommes souvent imposés, elles ne sont pas 
encore, nous (levons Tavouer, parvenues à nous donner 
line juste rémunération. Les Nouvelles Annales auraien t-
elles manijué au but qu'elles se sont proposé, de pré-
senter aux jeunes gens ([ui se destinent aux Ecoles Poly-
teclmique et iSormale les solutions des problèmes qui 
peuvent le plus les intéresser? ISous ne le pensons pas. 
En eliet, les Annales ont traité toutes les belles et diffi-
ciles questions des anciens examens, et également les 
([uestions des nouveaux examens lorsqu'elles présentaient 
quelque intérêt. On a donné des exercices de calculs nu-
mérii|ues, logarithmiques avec une étendue qu'on ne 
trouve nulle part ailleurs. 

INonobstant la position restreinte faite aux Nouvelles 
Annales parles Programmes officiels, nous allons faire, 
à partir de janvier i855, de nouveaux efforts dans l'in-
térêt de la science. 
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Chaque mois contiendra en plus une feuille au moins, 

avec une pagination à part et sous ce titre: Bulletin de 
Bibliographie y d'Histoire et de Biographie mathéma-
tiques, par M. O. Terquem. 

Le titre de Bulletin annonce suffisamment Tobjet. 
L'histoire de la science est celle de l'esprit humain, 

tandis que les annales de l'homme ne sont le plus sou-
vent qu'un récit perpétuel de nos folies, de nos vices, de 
nos passions. Toute la dignité de Vhomme est dans la 
pensée, selon Pascal. Les Mathématiques sont une 
pensée continue. 

Puissions-nous nous rendre digne de notre nouvelle 
mission ! 

Tout ouvrage qui sera adressé à la rédaction sera ana-
lysé avec une étendue réglée sur son importance. 

En janvier, nous présenterons l'historique de l'établis-
sement des logarithmes depuis l'invention (Neper, Briggs, 
Vlacq, Justus Byrgius) jusqu'à nos jours ( Vega, Leonelli, 
Gauss, Babbage)^ ensuite l'histoire de la duplication du 
cube, les bi©graphies de M. Gauss, d'Abel, de Jacobin etc. 
Ce numéro contiendra un travail d'Amoretti, suivi d'une 
Note biographique sur cet élève qui donnait de si beUes 
espérances. 
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PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES COURRES ALGÉRRIFTLES PLANES, 

DIAMÈTRES RISSECTELLRS; 

PAR M. P . B R E T O N (DE CHAMP), 
Ingénieur des Ponts et Chaussées. 

Les diamètres dont il est question dans cet article sont, 
t omme pour les lignes du second ordre, des droites divi-
sant en deux parties égales une suite de cordes parallèles 
entre elles. 

On doit entendre expressément cette définition dans ce 
sens, que, si d'un point quelconque de la courbe on 
mène une droite jusqu'au diamètre, parallèlement aux 
cordes qu'il divise en parties égales ou qui lui sont conju-
guées, et que Ton prolonge cette droite d'une quantité 
égale à sa longueur, le point ainsi obtenu appartient à 
la courbe 

THÉORÈME I . Quand Véquation d'une courbe est irré-
ductible ̂  aucune de ses branches ne peut as^oir un dia-
mètre qui ne soit pas un diamètre général. 

S'il existe un diamètre particulier, divisant les cordes 
d'une brandie de la courbe, mais non de la courbe en-
tière , en deux parties égales, on pourra le prendre pour 
axe des x , et prendre pour axe des y une parallèle aux 
cordes conjuguées. Soit alors 

l'équation de la courbe, sous forme rationnelle et entière, 

( * ) Ces recherches se confondent, en quelques points, avec celles que 
renferme le Mémoire posthume de Wantzel, inséré dans le Journal de 
M. Liouville, tome XIV, page 111. Cette publication est trop récente pour 
qu'il soit nécessaire de signaler ici ce qui appartient à ce géomètre. 
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Il faut que, pour chaque valeur de Xy 

donne deux valeurs au moins de égales et de signes con-
traires , et d'autres ayant entre elles des relations diffé-
rentes \ en d'autres termes, F [oc^j] doit contenir à la fois 
des puissances impaires et des puissances paires de Par 
conséquent, si Ton change le signe de Téquation 

donnera pour y un certain nombre de valeurs comprises 
parmi celles déduites de F (x, y) = o, et d'autres qui leur 
seront étrangères. Il y aura donc un commun diviseur 
entre F y) et F (a:, — y), et ce diviseur sera nécessai-
rement d'un degré moindre que celui de l'équation pro-
posée. D'après le procédé connu qui sert à l'obtenir^ ce 
diviseur ne pourra qu'être entier en y^ de sorte que 
l'on aura 

= r ) , 

? i^^j) étant le diviseur en question, et (x^ y) le quo-
tient de la division de F [x^ y) par (p (x^y). On pour-
rait donc décomposer la courbe proposée en deux autres 
ayant pour équations 

j ) = o, -^{x, j ) —o. 

Or nous avons supposé F (x^j ) irréductible : donc il est 
impossible que la courbe qui a pour équation 

ait un diamètre qui soit particulier, par exemple, à une 
de ses branches et étranger aux autres. 

Scholie, En général, on ne peut supposer, entre quel-
ques-unes des valeurs deĵ  q̂ iî satisfont à une équation 
irréductible F (x, y) = o, une relation qui ne soit pas 
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commune à toutes ces valeurs. Soit en effet, s'il est possi-
ble, / ( / i , fa) = o une telle relation sous forme ration-
nelle et entière. Comme on a en même temps 

si l'on élimine y^ entre cette équation et la précédente, 
l'équation finale obtenue entre x et y^ aura un certain 
nombre de racines communes avec F (x, , / i ) = o , et 
non toutes^ puisque, par hypothèse, la relation 

est restreinte à certaines valeurs de y. Donc il y aura entre 
les premiers membres de ces deux équations un commun 
diviseur de degré moindre que celui de F [x^ y)*^ donc 
F [x ,y ) ne serait pas irréductible, contrairement à l'hy-
pothèse. C'est ainsi, par exemple, qu'il n'existe aucune 
courbe à équation irréductible, dans laquelle une suite de 
cordes parallèles soient divisées par une ligne droite en 
segments ayant entre eux un rapport constant autre que 
l'unité. 

THÉORÈME I I . Il ne peut y a\^oii\ pour chaque día-
mètre d'une courbe algébrique à équation irréductible, 
quun seul système de cordes conjuguées à ce diamètre. 

Soit, s'il est possible, m, le point d'une courbe possé-
dant un diamètre conjugué à la fois à deux systèmes de 
cordes affectant des directions différentes, et m̂  m̂  la 
corde appartenant à Fun de ces systèmes. Construisons la 
corde m̂  m̂  appartenant au second système, puis les 
cordes m̂  mi,̂  m¡, //Zg, m̂  m̂ ^ tour à tour dans l'un et dans 
l'autre système. On aura ainsi une ligne brisée indéfinie, 
et les points m,, /Hg, W3, 7724, mg, etc. , seront sur deux 
droites parallèles au diamètre. Or il est évident, par cette 
construction, que le nombre des points que l'on peut 
ainsi obtenir est infini, de sorte que la courbe serait cou-
pée par deux droites en un nombre infini de points. Ce 
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qui ne saurait avoir lieu pour une courbe algébrique, à 
moins que ces deux droites n'en fassent partie, auquel 
cas l'équation de la courbe serait décomposable contrai-
rement à l'hypothèse-, donc , etc. 

THÉORÈME I I I . Une courbe algébrique à équation 
irréductible qui a deux diamètres non conjugués en a 
nécessairement un troisième. 

Soient OD', OD'' les deux diamètres supposés et mj un 
point quelconque de la courbe. Ayant construit les points 
7772, nî  sur les cordes m̂  77/2, m̂  m̂  conjuguées respective-
ment à OD', OD '̂, et ensuite au moyen de m̂  le point mi,, 
sur la corde m̂  7774, parallèle à m̂  7773, ou conjuguée à OD'', 
je dis que la droite OD''̂ , qui divise m̂  m,, en deux parties 
égales, est un nouveau diamètre de la courbe. 

En effet, par cette construction , la figtire m̂  m̂  m̂  772̂  
est un trapèze, dont les cotés parallèles nî  7723, m̂  ont 
leurs milieux sur la droite OD̂ ^ Il suit de là que, de part 
et d'autre de ce diamètre, à l'inclinaison près des cordes 
c{ui lui sont conjuguées, tout est symétrique. Donc les 
cordes telles que nî  7724, qui répondent à un système de 
cordes parallèles, conjuguées à 0D\ sont aussi parallèles 
entre elles-, et, de ce que les milieux des unes sont en li-
gne droite, on en conclut que les milieux des autres sont 
également sur une ligne droite, laquelle coupe OD '̂ au 
même point que OD' et, par conséquent, passe en O. 

Il est évident que OD'̂ ^ ne peut être le prolongement de 
OD '̂-, il ne peut l'être non plus de DD', car les cordes 
772 i 777.2, '̂'s n'étant point parallèles, puisque les dia-
mètres OD', OD'̂  sont supposés non conjugués entre eux, 
il faudrait admettre que la droite D' D'" est conjuguée à 
deux systèmes de cordes de directions différentes, ce qui 
ne saurait être, d'après le théorème qui précède. 

Remarque. On ne peut pas supposer que les cordes 
conjuguées à deux diamètres différents soient de même 
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direction, ou, ce qui revient au même, qu'à un système 
de cordes parallèles puissent répondre deux diamètres 
distincts. Il est facile de voir qu'autrement il y aurait sur 
chaque corde un nombre infini de points appartenant à 
la courbe, ce qui ne peut avoir lieu pour une courbe al-
gébrique. 

THÉorxÈ̂ ME IV. Une courbe algébrique à équation 
irréductible ne peut as^oir deux diamètres parallèles 
entre eux. ^ 

Il faut excepter la parabole qui a une infinité de dia-
mètres parallèles entre eux, et la ligne droite qui en est 
un cas particulier. 

Cela posé, soient, s'il est possible, d'D'^ d'^ D" deux 
diamètres parallèles d'une courbe algébrique*, il yen aura 
un troisième d'" T)^"^ que Ton obtiendra par une con-
struction toute semblable à celle qui nous a servi dans 
le théorème III. On en trouvera de la même manière un 
quatrième, puis un cinquième, etc., et tous seront paral-
lèles entre eux. Or il résulte de ce mode de construction 
que si l'on fait passer par le point m̂  de la courbe et par 
les points 7722, 7773 qui s'en déduisent, une parabole ayant 
son axe parallèle aux diamètres dont il s'agit, tous les 
autres points en IK)mbre infini, tels que 7774,qu'on peut ob-
tenir, de proche en proche, au moyen du point de départ 
772i et des divers- diamètres, appartiendront à cette para-
bole , qui couperait ainsi une courbe algébrique en un 
nombre infini de points, ce qui ne saurait avoir lieu, à 
jnoins que la parabole ne fasse partie de la courbe elle-
même. Mais alors l'équation de celles-ci serait décompo-
sable, contrairement à l'hypothèse^ donc, etc. 

THÉORÈME Y . Les points d'une courbe algébrique à 
équation irréductible que Von peut construire au moyen 
d'un de ses points et de ses diamètres, sont toujours sur 
une ellipse^ et jamais sur une hyperbole. 
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On doit excepter de cet énoncé le cas où la courbe n'a 

jue deux diamètres, lesquels sont nécessairement conju-
gués entre eux. 

Nous avons vu, par le théorème III, comment deux 
liamètres OD', OD'' d'une courbe étant connus, ainsi 
:jueles directions des cordes qui leur sont respectivement 
conjuguées, on peut, au moyen d'un point 777,, construire 
de nouveaux points 7729,7723, puis un troisième diamètre 
OD''̂  Rien n'empêche de ft)ntinuer la même construction 
au moyen des diamètres OD'̂ , OD̂ '̂ et du point 7̂ 3, et de 
déterminer ainsi d'autres points et d'autres diamètres. Il 
est toujours possible de faire passer par les trois points 
77Ï1, 7722 , 7723 uuc scctiou coniquc dout le point O soit le 
centre. Or, par la nature même des constructions que l'on 
vient de rappeler, les points 7774, 7723, etc., appartiennent 
évidemment à cette section conique, je dis maintenant 
que celle-ci ne peut être qu'une ellipse. 

Admettons en eiTet, pour un instant, que cette courbe 
soit une hyperbole, et que les points 77X1, 7r¿2, 7723 soient 
situés sur la même branche. Il en sera de même de 7724, 
obtenu en conjuguant ttIi m,, à OD'̂ -, de 7725 obtenu en con-
juguant 7722 7725 à OD'̂ ,̂ etc. On resterait donc ainsi sur la 
même branche, laquelle rencontrerait la courbe proposée 
en un nombre infini de points, ce qui ne saurait avoir 
lieu, cette courbe étant algébrique, à moins toutefois que 
riiyperbole n'en fasse partie. Mais alors son équation 
serait décomposable, contrairement à l'hypothèse. 

Si Tun des trois points 772̂ , 7̂ /5, 7723 ne se trouvait pas 
sur la même branche que les deux autres, on trouverait 
facilement deux diamètres de la courbe rencontrant l'hy-
perbole , et l'on serait ramené au cas précédent. 

Donc il est impossible que la section conique qui a pour 
centime le point O, et qui passe par les points 7721, 772̂ , m̂  
Boit une hyperbole j donc elle ne peut être qu'une ellipse. 
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THÉORÈME VI. U ensemble de tous les diamètres ci une 

courbe algébrique à équation irréductible forme une ro--
sette elliptique. 

Bien qu'il ne soit pas encore établi que les diamètres 
déterminés en vertu des théorèmes précédents, et se cou-
pant en un même point, forment \ensemble de tous les 
diamètres de la courbe^ j'admettrai provisoirement cette 
proposition, qui sera démontrée plus loin. 

Cette réserve faite, on remarquera qu'il est permis, 
sans diminuer la généralité du théorème qui nous occupe, 
de supposer les deux diamètres OD', OD'' choisis de telle 
manière qu'il ne s'en trouve aucun autre entre eux. 

Les secteurs m^Om^̂  m̂  Om^^ m̂  O/n^ formés par les 
rayons menés du centre aux points m ,̂ mg, m», etc., dans 
l'ellipse, que, d'après le théorème précédent, on peut 
toujours faire passer par ces points, sont divisés respecti-
vement en deux parties équivalentes par les diamètres 
OD', OD'', OD '̂', etc., qui passent par les milieux des 
cordes ttzi mg, m̂  m̂ ^ m̂  77x4, etc. Le secteur m^Omi, étant 
de même divisé en deux parties équivalentes par le dia-
mètre OD'̂  qui passe par le milieu de m̂  7774, on en con-
clut que les secteurs compris dans les angles D'OD'', 
D'̂ OD''' sont équivalents entre eux. Il résulte de là que 
le secteur déterminé par les deux diamètres consécutifs 
OD', OD '̂ est nécessairement une partie aliquote de l'aire 
de la demi-ellipse. S'il en était autrement, l'un des dia-
mètres obtenus en formant une suite de secteurs équiva-
lents, ou son prolongement, tomberait dansl'angleD'OD'', 
contrairement à l'hypothèse. Donc l'ensemble des dia-̂  
mètres divise l'ellipse en secteurs équivalents, ce qui est 
la définition même de la rosette elliptique. 

THÉORÈME V I I . Une courbe de V ordre n à équation 
irréductible ne peut a^foir plus de n diamètres. 

Car, d'après le théorème qui vient d'être démontré, le 
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nombre des points d'intersection de la courbe avec Tel-
lipse mi m^m^.,.^ est égal à deux fois le nombre des dia-
mètres. Si ce dernier surpassait n, le nombre des intersec-
tions surpasserait m. Or une ligne de l'ordre 71 ne peut 
être rencontrée en plus de m points par une ligne du 
second ordre ̂  donc, etc. 

Remarque, Une ligne d'ordre impair à équation irré-
ductible ne peut avoir un nombre pair de diamètres, mais 
une ligne d'ordre pair peut en avoir un nombre impair. 

En effet, quand les diamètres sont en nombre pair, ils 
peuvent se combiner deux à deux comme les diamètres 
conjugués d'une ellipse, ainsi qu'on le voit par le théo-
rème \T. Si l'on rapporte la courbe à l'un de ces systèmes, 
toutes les puissances impaires de chacune des coordonnées 
doivent disparaître, et il ne peut rester qu'une équation 
(le degré pair. 

Pour démontrer que la réciproque n'est pas vraie, c'est-
à-dire qu'une ligne d'ordre pair peut avoir un nombre 
impair de diamètres, il suffit d'un exemple. Prenons l'é-
quation polaire p = cos 3 a), qui appartient à une courbe 
à trois axes. Faisant 

œ . Y 
cos &) =r sm w — — et jc- ^ y^ p% 

P P 
il vient, en coordonnées rectangulaires, 

tkjualion du quatrième degré. 
THÉOliisME YIII. Une courbe algébrique à plusieurs 

diamètres est toujours la projection orthogonale d'une 
courbe ayant le même nombre d'axes. 

C'est une conséquence intuitive du théorème YI. 
Corollaire. Appelons«, les longueurs des demi-axes 

principaux de l'ellipse m, m̂ , ///g..., et soit 
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rëquatioii de la courbe, rapportée au centre et aux axes 
de cette ellipse. Si Ton pose 

= — F ' 

la transformée F (ax\ by') = o n'aura plus que des axes. 
Si Ton fait ensuite x^ = p cosot), p sinw, on aura 
l'équation polaire F (a p cos w, &p sin w) = o de la trans-
formée. Cette équation jouitd'une propriété remarquable, 
définie par Ténoncé suivant. 

THÉORÈME IX. L'équation polaire 

F p CCS w, p sin co) = o 

peut toujours être mise sous la forme 

y{p,COSCTW, sincTw):==:0, 

f désignant une fonction rationnelle et entière. 
Car cette équation est de telle nature, que, si l'on y 

change successivement w en 

27r 27r 27r In ^ , CO H- 2 . 9 W -}- D . ? • • • 5 W -f- ( O 1 ) 9 rn w TH CT 

elle n'éprouve aucun changement de forme. Appelons 
Fj, Fâ, F3 , . . . , Fu- ] , les résultats de ces substitutions : 
on pourra en conséquence prendre pour équation de la 
courbe l'équation 

Or on sait que les fonctions ainsi composées, lorsque l'on 
remplace les puissances de sino) et de cosco par leurs ex-
pressions connues en fonction des sinus et cosinus des 
multiples de w, ne peuvent contenir que ceux de ces mul-
tiples qui renferment le facteur cj, les autres disparaissant ; 
donc, etc. 
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Corollaire. Pour reconnaître si une courbe, donnée 

par son équation 

rapportée à des axes quelconques, admet un groupe de 
xs diamètres se coupant en un même point, il faut chan-
ger d'axes en s'imposant la condition que Féquation nou-
velle soit de la forme indiquée ci-dessus, ce qui revient à 
poser 

X = ^ -f- sin(ô— «j)) cosw — cos(ô — çp) sin w], 

^ = 73 -4- ^ ^ («sincpcosw -h ècos^ sinw]; 

>3 sont les coordonnées de la nouvelle origine, 9 dési-
gne Fangle des axes, et cf est l'angle formé par la ligne 
polaire avec l'axe des x. Faisons, pour abréger, 

p = [asm (9 — y)cosco — ¿cos (0 — 9)sinw], 
q z= [a sin <p cosw -}- b coscp sin w], 

de sorte que l'on ai t 

smô sin G 

la substitution de ces valeurs dans F {x^ j) = o donnera 
rfFi?,»,) ? 

sine 

dr, 

dV i.2.sinG' ' 

dldr, 

dr,' 

ce développement procède suivant les puissances ascen-
dantes de p, et son terme général peut s'écrire sous la 
forme symbolique 

dl 1 . 2 . 3 . . . . I sin 0' 
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Il faut disposer de r?, a, 9 de manière que les coef-

ficients des diverses puissances de p se réduisent àdes fonc-
tions rationnelles et entières desincrw, COSCTCO, ce que 
l'on fera en égalant à zéro tous les termes de ces coeffi-
cients qui ne satisfont pas à cette condition. S'il existe un 
groupe de zs diamètres, toutes ces équations admettront 
une solution commune , et nous verrons bientôt qu elles 
n'en pourront admettre qu'une seule. 

On aura toujours , dans le cas de plusieurs diamètres , 
quel que soit o), 

dn 

ou, en remettant pour p et g leurs valeurs , 

— b 

COSW 

sin w = o. 

Cette équation devant être satisfaite quelque valeur que 
Ton attribue à co, il faut que les coefficients de sino> et de 
cos 0) soient nuls séparément, ce qui donne, en dévelop-
pant sin (0 — ç ) et cos(0 — (p) et supprimant les facteurs 
a et h qui ne peuvent être nuls, ^ 

al di dn tang® 

sin 6 tang œ = — — COS 8 

multipliailt membre à membre, il vient 

dl J 
sin' 0 dl dn = o, 

Jlnii. de Maihémai., t. XIV. (Janvier i855.) 
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en supposant que l'on ait reconnu que l'angle (¡> n'est pas 
nul, ce qui exige des essais préalables faciles à imaginer. 
Cette dernière équation se partage en deux autres, 
savoir : 

D'où Ton conclut que les coordonnées r\ des points 
oit peuvent se couper plusieurs diamètres sont celles qui 
satisfont à la fois aux équations que Von obtient en 
égalant à zéro les dérivées par rapport à-s. et par rap-
port à y du premier membre de Véquation proposée 

THÉORÈME X . Tous les diamètres d'une courbe algé-
brique à équation irréductible se coupent nécessairement 
en un même point. 

Supposons, s'il est possible, un triangle formé par trois 
diamètres, et admettons , ce qui est évidemment permis, 
que ce triangle ne soit traversé par aucun autre diamètre. 
Au moyen de la direction des cordes conjuguées à cbacun 
d'entre eux, on répétera d'un de ses côtés à l'autre, non-
seulement la courbe, mais aussi les deux autres diamètres, 
en formant de nouveaux triangles de même surface que 
le premier, et les côtés de ces triangles seront eux-mêmes 
des diamètres. Par une construction semblable, poursuivie 
de proche en proche sur le périmètre du polygone ainsi 
obtenu, on formera un réseau de ces triangles, lesquels 
devront se juxtaposer, car si cette condition n'était pas 
remplie, et que l'un en couvrit un autre partiellement, ce 
dernier serait traversé par un diamètre, et en revenant, 
par une voie inverse, au triangle primitif, ce diamètre s'y 
trouverait répété, et traverserait par conséquent ce 
triangle, contrairement à l'hypothèse. Le réseau, consi-
déré dans toute son étendue, couvrira donc entièrement le 
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plan de la courbe, elle divisera en triangles de même 
surface. De plus, chaque côté ou diamètre prolongé sera 
rencontré par tous les autres, puisque deux diamètres ne 
peuvent être parallèles entre eux, et le nombre de ces ren-
contres , pour un même diamètre , sera infini, puisque n 
étant Tordre de la courbe, il ne peut jamais arriver, 
d'après le théorème VII, que plus de n diamètres se cou-
pent en un même point. 

On a démontré dans le corollaire du théorème précé-. 
dent, que F [x^ y) = o, étant l'équation delà courbe, 
les points d'intersection des diamètres sont donnés par 
les équations 

dx dT"" ' 
d'où il suit que les lieux géométriques qui expriment cha-
cune d'elles passent par tous les points de rencontre des 
diamètres. Ces lieux sont^insi coupés en un nombre infini 
de points par toute droite fraisant partie du réseau, et cela 
ne peut être qu'autant que les premiers membres des équa-
tions ci-dessus ont pour facteurs les trinômes du premier 
degré, lesquels étant égalés à zéro donnent les diamètres. 
Ceux-ci étant en nombre infini, il en est de même de ces 
facteurs, de sorte que le degré des équations ci-dessus , et 
par conséquent celui de l'équation proposée, ne sau-
raient être finis-, donc, etc. 

Waring a énonç^é {Proprietaies algebraïcarum in-/}, 1772; 
théorème VI, p. i3) plusieurs propositions sur les diamètres bissecteurs, 
et entre autres celle-ci : Quand le degré n de l'équation d'une courhc algé-
brique est un nombre premier, cette courbe a n diamètres , ou n'en a qu'un, 
ou n'en a pas du tout. « Si modo n est primus numerus, tum habet unamveln 
diámetros vcl nuUam omnis algebraica curva. » Proposition fausse. Par 
exemple, l'équation 

qui est du cinquième degré, revient h f/ cos 3 w = 1 et représente consc-
quemment une courbe à trois diamètres. 
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SUR LES QUESTIONS 2 4 4 ET i A l , 
PAR M. BRIOSCHI, 

Professeur à l'Université de Pavie. 

Question 241. — Théorème d'Euler démontré par 
M. Loxhay. [Nouvelles Annales^ tome XI, page 424)-

Aqj Al, As,..., Ar 
sont les termes d'une série récurrente si Ton a 

AR+2 = « A,.4.1 + È A,. , 
on a aussi 

A , A . A , . ^ , 4 - ¿ A , ' ^ 
b'' 

Théorème plus général. En supposant 
Ar+, = «I Ar4-i_i -4- a2 Ar+i_2 + • • . "h Ar, 

on a 

t 
r 

(is 

Ar Ar-t-i . • • Ar-j-i—1 
Ar-f.1 Ar4-2 . 

= const. 

Ar-t-i-l Ar+i • • • Ar-j-2j--2 

En effet, en substituant au lieu des éléments de la der-
nière ligne de ce déterminant les valeurs données par l'é-
quation caractéristique, on a : 
Ar Ar-i-i . . • Ar-t-s—i Ar-.. Ar Ar4-5—2 
Ar-f,( ArH-2 • • • Ar-j-j 1 Ar Ar-f-i*. • 

1 . .. Ar4-2j—2 Ar+ . .Ar • • Ar+is—l 
et, par conséquent (*) 

Ar A/.4-1 • • • Ar+j A, A,. 
Ar-i-j Ar. . . Ar4-j A, A,. . .A, 

A,. 

( * ) Tous les û , à rexception de a, , s'en vont; ensuite on passe de Â . 
à de là à A^̂ ^̂  etc. 
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Si, dans le premier membre de celle équalion, on met 

pour etc., leurs valeurs données par l'équa-
tion caractéristique, on a 

y (¿7,, . . . , as, Ar, AR-T-T, . . . , AR+I-L) = • CGHSt. 

La question 141 (t. VI, p. i34) est un théorème 
énoncé par Fourier M. Tardy (**) pense qu'il s'est 
glissé quelque erreur dans ce qu'avance Fourier à propos 
de l'application du même théorème à la recherche des 
racines d'une équation par l'emploi des séries récurrentes. 
Je suis conduit à partager l'opinion de mon savant ami 
en m'appuyant sur les considérations suivantes. 

Soit / (a : ) = o l'équation donnée; soient OTs,..., 
ses racines -, je suppose 

(0 

et je considère les deux séries récurrentes 

LO, L , , . . . , LR,. . . , M«, M , , . . . , M R , . . . , 

dans lesquelles 

U 
^ A. AR AR. 

En substituant pour A ,̂ A^+j, etc., les valeurs données 
par l'équation ( i ), on a 

L r = Cs ct 
I 

Xt 
I 1 

ïT ^ 

(*) Analyse des équations déterminées, Exposé synoptique, p, 72. 
Nouvelles Annales, janvier iSS/j. 
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c'cst-à-dire, 

et analoguement, 

J'observe que les séries des quotients 5 ne peu-

vent avoir pour limites que le produit Xs Xt des deux pre-
mières racines de la proposée 5 et cela est contraire à ce 

qu'avance Fourier à propos de la première série lir—i 
Mais nous pouvons former une autre série de termes de 

la forme qui évidemment a pour limite la somme MR-i-i 
Xs -h Xt des deux premières racines. 

Pour déterminer les trois premières racines on pourra 
former trois séries récurrentes : 
Lo, L„. . ., . . . ; Mo, M„. . ., M.,. . , ; No, N„ . . . , . . ., 
en posant 

En eifct, on a 

LR = 

Ar A •r Ar+i Ar+2 
Ar+3 Ar+6 9 M, = A A,.4.2 Ar+3 
Ar-4-2 Ar4-4 A •r-f-3 Ar+5 

A,. Ar4-i Ar-+.2 
Ar-f-i Ar-i-2 Ar-f.3 
Ar+2 Ar-f-s ArH-4 

2, Cj y 2, 
Cs y . . 2 

2, y 2 

'1 

Ci 
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OU 

V 'V V 
A A 

ou bien 

x] xi xf 

i 1 I 
Xs Xt Xi 

— __ V W ^^ A ( x , -f- + Xj) 

el analoguement 

y y y Ct Ci A (Xs Xt -f- x, Xj + Xt Xj) 
JÎé, {x, Xt x^y^* ' Xt. x] 

Cs Ct Ci A 
XtXif Xt Xi 

ayant posé 

A = 
x: x: 

Xs Xt Xi 
I I I 

, j . U M, Les trois seri es composées des quotients — ? —— 

ne peuvent donner que le produit Xs x̂  Xi'̂  mais les 

deux séries peu vent donner la somme Xt-hXi 

des trois premières racines, et la somme des produits 
deux à deux x^ x^ -f- Xs Xi -h Xt x, . 

Quoique, pour l'application des séries récurrentes à la 
recherche des racines selon les vues de Fourier, il n'y ait 
besoin que des séries qui donnent les sommes et les pro-
duits des racines; cependant je vais donner le moyen de 
former aussi les autres séries en considérant s racines. Je 
nomme L,.,i, L , . ^ ^ , L,.̂ , les termes généraux de ces 
séries récurrentes, et je pose 

Ar Ar+i . . • Ar+i—1 
Ar-f-i Ar+2' • • Ar^s 

Ar-f-j. t A,4,,. . . Ar -̂îf— 
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Oil obtient en substituant aux éléments de la se-
conde ligne de les éléments suivants : 

Ar-f-i, Ar-f j-f-ij . . . ^ Ar4.2f—I j 

de même on obtient en substituant aux éléments de la 
troisième ligne de ces dernières quantités, et ainsi de 
suite. Les séries des quotients 

Lr.i L,.̂  

donnent la somme des racines, la somme des produits 
deux à deux, la somme des produits h s — l à ^ — i, et 

chacune des séries , -, etc., donnera le produit 
L r — L r — 1 , 1 

des racines. 
L'exposé synoptique des recherches de Fourier sur l'ap-

plication des séries récurrentes à la résolution des équa-
tions se termine par ces paroles : (( Au reste, nous ne 
pensons point que Von parvienne assez promptement 
par cette ^oie à la connaissance des racines. Les exem-
ples cités par Euler sont ingénieusement choisis y mais 
ce mode d'approximation exige en général trop de cal-
culs. Nous ne considérons donc cette question que sous 
les rapports théoriques. » C'est pour cela que je crois inu-
tile d'entrer en de plus longs détails. 

DÉMONSTRATION M THÉORÈME DE l E X E L l ; 
PAR M. L E B E S G U E . 

1. Lemme. Etant donnés sur une sphère deux cercles 
parallèles, situés de part et d'autre et à distances égales de 
féquateur, les arcs de grands cercles interceptés entre 
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ces parallèles sont coupés en parties égales par l'équateur. 

2. Lemme. Si Ton prend sur le premier parallèle un 
arc , et sur le second un arc a'b' égal à et que Ton 
joigne les points a , b b' par des arcs de grands 
cercles aa^ bb\ ces arcs sont .égaux; les diagonales a&', 
ba' sont égales et se coupent mutuellement en parties 
égales, sur Téquateur; les triangles aa'b^ ba b' sont 
égaux, et chacun est la moitié du quadrilatère sphérique 
aba' y \ de même les triangles aa' b \ abb', 

Observation, Le quadrilatère sphérique a ' a des 
propriétés analogues à celles du parallélogramme plan ; 
nous le désignerons par le nom de 'parallélogramme 
sphérique, 

3. Théorème de Lexell, Prenons sur le premier paral-
lèle im arc cdé^al à Tare ab , et menons les arcs de grand 
cercle a 'c , b^d] on aura un second parallélogramme 
sphérique a'b'cd ; et on démontre, comme dans la géomé-
trie plane, que le parallélogramme a' b'cd est équivalent 
au parallélogramme a' b' ab et, par conséquent, le tri-
angle a'b' c,^ moitié du second parallélogramme, est équi-
valent au triangle a'b'a^ moitié du premier parallélo-
gramme. 

Si par les points a', nous menons un arc de grand 
cercle a' mJ', il est évident que les deux triangles sphé-
riques ayant pour base a' mb' et leurs sommets en a et c 
sont équivalents. 11 en est de même pour tous les triangles 
qui ont pour base a'mb' et leurs sommets sur le paral-
lèle abcd. C'est le théorème de Lexell [voir t. V, p. 22). 

Note du Rédacteur, On trouve le théorème de Lexell 
dans les Éléments de Géométrie de M. Catalan (liv. Vil, 
probl. VII). 

4. Il est évident que le théorème subsiste pour les points 
correspondants ¿7, a', è, de courbes quelconques, mais 
déterminées par deux points, par exemple, des lignes 
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loxodromiques; il subsiste aussi pour toutes les surfaces de 
révolution qui ont un équateur, en prenant toujours les 
parallèles à égale distance de Téquateur^ les triangles ont 
pour côtés des lignes loxodromiques ou géodésiques. 

5. Dans tous les triangles sphériques équivalents, la 
somme des angles est la même. Donc, si Ton fait la pro-
jection stéréograpliique de tous les triangles équivalents 
a ' i ' t f , a'b'c.^ a* b'd.^ etc., on aura dans un 
même plan des triangles formés par des arcs de cercles, 
dans lesquels la somme des angles est constante, qui ont 
une base commune et dont les sommets sont sur une même 
circonférence. 

DEUX THÉORÈMES DE M. RORCHARDT 
Sur les fonctions symétriques des racines d'une équation algébrique 

et sur les rayons de courbure principaux des surfaces. 

Fonctions symétriques, 

Soit l'équation algébrique 

racines (¿Zi, «2, «37 • • • ? ? 

la fonction symétrique af' est le coefficient 

du terme ... dans le déve-
loppement, suivant des puissances décroissantes, de l'ex-
pression suivante : 

f (XJy (x , ) . . . 9 {x.).(x,-X,) (X3—X,). . . ( o r X J (x,—X,). . . X , ) . . . (ar,—x _ J 

On voit que ce théorème est une extension du théo-
rème donl on se sert ordinairement pour trouver la 
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somme de la fonction symétrique a'," - f - . . . - h «^Î 

somme qu'on obtient en développant 

Rayons de courbure principaux. 

S o i t / ( x , j , z) = o l'équation d'une surface et soient 

de sorte que ^̂  -h yĵ  -l- ^̂  = i. Cela posé, faisons 

p désignant une quantité indépendante de ^ ; for-
mons le déterminant 

^ dx, dy, dz, 
2d dx dy dz' 

Ce déterminant, égalé à zéro, donne une équation du 
second degré en p -, car le terme p^ est multiplié par le 

déterminant 2 ^ i^î s'évanouit d'après un 

principe général pour tout déterminant dans lequel les n 
fonctions de n variables dont on considère les coefficients 
différentiels du premier ordre ne sont pas indépendantes. 
Or l'équation du second degré en a pour racines les 
rayons des deux courbures principales de la surface. 

Obsen^ation, Ces deux théorèmes sont dans une Lettre 
de M. Borchardt, du 21 mars 1854, adressée à M. Her-
mite, qui a bien voulu m'en faire part. 
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SDR l A ftllESTIOlï DE MATBÉMATIftllES SPÉCIALES 
QUI AVAIT ÉTÉ PROPOSÉE AU DERNIER CONCOURS. 

Au Rédacteur. 
Monsieur, 

Je lis dans le numéro de septembre dernier des Nou-
velles Annales y page SSp, à propos de la question de 
mathématiques spéciales qui fut proposée au concours 
général et retirée par suite de réclamation , l'observation 
suivante : 

<( La première partie est facile, mais la seconde parait 
» difficile, si l'on n'emploie pas le calcul infinitésimal. » 

La seconde partie se résout aisément en s'appuyant sur 
ce que Taire elliptique décrite par le rayon vecteur est 
dans un rapport constant avec le secteur qui lui corres-
pond dans le cercle décrit sur le grand axe de l'ellipse 
comme diamètre. 

Deux mots vont éclaircir ce point. 

\ 

i p / \ aV/ \ 
0 

V J 
/ 

Lorsqu'un cercle OCA' roule intérieurement sur la cir-
conférence d'un autre cercle AA'B d'im rayon double, on 
démontre d'abord sans difficulté que tout point M situé à 
Textérieur ou à l'hiiérieur du cercle mobilè et lié inva-
riablement à ce cercle, est dans les mêmes conditions 
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que s'il appartenait à une droite mobile MCID dont le 
segment CD , intercepté entre deux axes fixes et rectan-
gulaires (OA, OB), serait constamment égal au diamètre 
du cercle roulant (A est le point de con tact des deux cercles, 
quand le point M se trouve en S sur la ligne des centres). 

Il résulte de là, comme on sait, que le lieu décrit par M 
est une ellipse SMVT d̂ont les demi-axes ont pour lon-
gueurs OS et AS, et sont dirigés suivant OA et OB. La 
normale à cette ellipse est la droite qui va du point dé-
crivant M au point de contact A' du cercle roulant. 

Maintenant, si Von décrit un cercle sur le grand axe ST 
comme diamètre, et qu'on mène l'ordonnée PMQ, on a 

secteur elliptique MSO __ QV _ SA 
secteur circulaire QSO OS ^ ÔS' 

or le secteur circulaire croit proportionnellement à son 
angle QOS. Il sera donc prouvé que le secteur elliptique 
croit proportionnellement à l'angle MCS décrit par le 
rayon qui va du centre I du cercle mobile au point dé-
crivant, si l'on démontre l'égalité des deux angles QOS 
et MCS. En effet, on a 

OT _ M 
P Q ^ Ô S ~ " Ü Q ' 

donc les triangles rectangles QOP, MCP sont sembla-
bles, et MC est parallèle à OQ, etc. 

Cette solution s'est également présentée à mon hono-
rable collègue M. Vannson, qui surveillait avec moi les 
opérations du concours. 

Agréez, etc. 
i6 octobre 1854. 

JULES VIEILLE. 

Note. M. le lieutenant Mannheim nous a aussi communiqué une solution. 
M. Mauduit, professeur au lycée de Metz, vient de nous adresser une 

bonne solution complète des deux parties du problème. TM. 
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Sur le dernier terme de Féquation au carré des différences et sur le véritable 
auteur d'un théorème d'analyse sur les racines d'une équation. 

(Extrait d'une Lettre.) 

Permettez-moi de vous adresser une très-courte obser-
vation au sujet d'une pbrase que je viens de lire dans les 
Nouvelles Annales (septembre, page 355). 

Après avoir apprécié d'une manière très-bienveillatile 
et très-juste l'excellent ouvrage d'algèbre dpnt M. Serret 
vient de donner la seconde édition, vous analysez les 
notes ajoutées au texte primitif, et vous dites, à propos 
de l'une d'elles : 

<( Le dernier terme de l'équation au carré des diffé-
)) rences occupe une place importante dans certaines 
)) recberclies^ on indique, pour le former, le procédé de 
» M. Cauchy, et, dans une note, une méthode nouvelle 
» qui semble fondée sur celle de M. Joachimstahl et 
)) même ne pas en différer essentiellement. » 

Savez-vous que les choses qui ne diffèrent pas essen-
tiellement sont bien rares ? Leibnitz doutait même qu'il 
en existât. Nos grands-pères, d'un autre côté, croyant 
qu'entre deux idées quelconques on peut toujours établir 
un rapprochement tel quel, s'exerçaient quelquefois à 
chercher une ressemblance et une différenceplus ou moins 
ingénieuses entre deux choses proposées. 

Il me semble qu'un géomètre ne serait guère embarrassé 
si, jouant à ce vieux jeu, il avait à comparer la Note de 
M. Serret à celle de M. Joachims tahl. 

Les deux géomètres s'occupent de l'équation au carré 
des différences, et examinent d'abord sous quelle forme 
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figure dans l'expression de son dernier terme, le terme 
tout connu de Téquation proposée. 

Voilà la ressemblance. 
M. Serret, partant de ce résultat presque évident, par-

vient à un moyen fort ingénieux d'obtenir l'expression 
complète du dernier terme. La Note de M. Joachimstahl 
ne donne aucun procédé pour atteindre ce but. Voilà la 
différence. 

Elle me semble établir entre les deux méthodes une 
séparation essentielle. 

Vous tenez beaucoup, je le sais, à l'indication exacte 
des sources et à ce que les noms des inventeurs soient mis 
sous les yeux du lecteur. Quand il s'agit d'un ouvrage 
élémentaire, je ne partage pas entièrement votre opinion, 
et vous avez pu vous en apercevoir en parcourant mon 
Traité d'Algèbre, Le livre de M. Serret, s'adressant à des 
savants, est dans des conditions toutes différentes-, aussi 
je m'associe volontiers aux reproches que vous lui faites 
indirectement (page 355) de ne pas avoir cité l'auteur de 
ce beau théorème : 

Toute fonction rationnelle des racines d^ une équation 
peut être rendue entière. 

Mais le véritable nom à citer est celui de Gauss ; il a 
donné ce théorème dans son Mémoire trop peu connu 
sur la détermination numérique des intégrales [Commen-
taires de Gottinguey t I I I , p. 53 ; 1 8 1 6 ) , et l'une de ses 
démonstrations est précisément celle que M. Serret dé-
veloppe en indiquant qu'elle s'étend d'elle-même au cas 
de plusieurs racines. 

Recevez, etc. J. BERTRAND, 
Professeur au Lycée Napoléon. 

Note duRédacteur. Nous acceptons avec reconnaissance 
ces savantes et spirituelles indications. Un journal jouit 
de l'avantage de pouvoir réparer le lendemain les erreurs 
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commises la veille, et nous considérons comme un devoir 
d'user d'un tel privilège. Mais nous nous permettrons de 
faire observer que l'équation auxiliaire = p 
(p. 453, Serret) appartient à M. Joacliimstabl, c'est con-
venu. Quant à la méthode pour parvenir à l'équation fon-
damentale (même page) 

m — h [m — dp^ ' dp^ ' 

on la trouve dans les deux dernières pages du Mémoire 
français de M. Cayley : Nouvelles Recherches sur les 
covariants (Crelle, tome XLVII5 i853) : observation que 
je dois à l'obligeance de l'éminent analyste M. Brioschi. 

Je dois une autre indication historique à l'érudition si 
vaste de M. Angelo Genocchi : la démonstration du théo-
rème que le produit de deux expressions de la forme 

conserve la même forme (leçon vingt-cinquième), dé-
monstration attribuée à M. Hermite, coïncide exactement 
avec celle qui est donnée par Lagrange [Mémoires de 
VAcadémie de Berlin1767 et 1 7 7 0 ) . 

NOTE m LA SOLUTION DE LA QUESTION 2 8 9 
(voir tome XIII , p. 331 ). 

Cette solution n'est pas exacte. Abaissons du sommet A 
une perpendiculaire AF sur le côté BC. Tant que le point 
D est entre F et D, le raisonnement est juste. Il n'en est 
plus de même lorsque F est entre D et D'; alors on peut 
avoir AD' > AD et la conclusion du § n'est plus 
admissible. Le § 3® étant fondé sur le§ 2®, cesse aussi 
d'être concluant. [Observation de M. Angelo Genocchi.) 
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CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE 
EN 1 8 5 4 . 

Épreus^e graphique, — Questions proposées. 

Cette année, presque toutes les questions ont été em-
pruntées à Fintersection des surfaces courbes, l'une de ces 
surfaces étant toujours cylindrique ou conique; de sorte 
que le résultat représente, finalement, un effet d'ombre 
portée sur un corps de révolution dont l'axe est vertical, ou 
d'ombre portée par ce corps sur lui-même. La surface cy-
lindrique inclinée répond au cas d'un système de rayons 
lumineux parallèles, et la surface conique au cas d'un 
point lumineux. Ces sujets mixtes, où la Géométrie ex 
la Physique s'unissent dans les conditions les plus sim-
ples, nous paraissent très-convenables. 

On voit que l'École Polytechnique poursuit son oppo-
sition contre les épures qui ne sont que la reproduction 
des planches gravées des auteurs de géométrie descriptive, 
c'est-à-dire, contre un enseignement graphique plus ré-
pandu encore qu'on ne le pense. 

Étant donné un corps solide formé de deux cylindres 
droits de même axe, l'un inférieur ayant pour base sur le 
plan horizontal un cercle de 3 centimètres de rayon et 
lo centimètres de hauteur, l'autre surmontant le pre-
mier, ayant 5 centimètres de rayon et 2 centimètres de 
hauteur : 

1. Considérez la base inférieure de ce second cylindre 
comme la base d'un cylindre oblique, dont les génératrices 

Afin, de Mathcwat., l. XIV. (Janvier i85'>.} 3 
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seraient parallèles à la diagonale d'un cube qui aurait une 
face sur le plan horizontal et une sur le plan vertical. On 
propose de trouver l'intersection du cylindre oblique avec 
le premier cylindre droit et de déterminer ensuite trois 
tangentes à cette intersection 5 savoir : une tangente en un 
point quelconque, la tangente au point situé dans un 
plan tangent au premier cylindre et parallèle au cylindre 
oblique, la tangente au point le plus bas. 

2, Sur la projection horizontale O de l'axe des deux 
cylindres, menez dans le plan horizontal une droite qui 
fasse avec la ligne de terre un angle de degrés-, sur 
cette droite portez à partir du point O une longueur 
OS = 1 2 centimètres, puis concevez qu'au point S on 
élève une verticale ST de 16 centimètres. 

Cela posé, on propose de construire l'intersection du 
cylindre de 3 centimètres de rayon avec le cône qui aurait 
-pour sommet le point T, et pour base la base inférieure 
du cylindre supérieur. On veut aussi connaître : la tan-
gente en un point quelconque de l'intersection , la tan-
gente en un point situé dans un plan langent mené au 
cylindre inférieur parle sommet du cône, un point où la 
tangente soit horizon laie. 

Un tronc de cône droit h bases parallèles est posé sur 
le plan horizontal par sa grande base, qui est un cercle de 
5 centimètres de rayon ^ la hauteur du tronc est de 10 cen-
timètres et la petite base a 2 centimètres de rayon. Ce 
tronc de cône est surmonté d'un cylindre droit ayant 
même axe que le tronc, un rayon de 5 centimètres et 
2 centimètres de hauteur. 

3. On veut connaître l'intersection du tronc de cône 
avec un cylindre oblique qui aurait pour base la base in-
férieure du cylindre qui surmonte le cône, et dont les 



; - ( s s ) 
génératrices seraient parallèles à la diagonale d'un cube 
dont une face serait sur le plan horizontal, l'autre sur le 
plan vertical. 

On cherchera aussi : la tangente en un point quelcon-
que, la tangente au point situé dans le plan tangent mené 
au tronc de cône parallèlement au cylindre oblique, un 
poinroù la tangente soit horizontale. 

4. Dans un plan passant par l'axe commun des corps 
ci-dessus et faisant un angle de 45 degrés avec le plan 
vertical, on prend un point S distant de cet axe de 12 cen-
timètres et de 20 centimètres du plan horizontal. 

Cela posé, on propose de construire l'intersection du 
tronc de cône avec un cône oblique ayant pour sommet 
le point S, et pour base la base inférieure du cylindre qui 
surmonte le cône tronqué. 

On veut aussi connaître : la tangente en un point quel-
conque ] la tangente en un point situé dans un plan tan-
gent mené au tronc de cône par le sommet du cône obli-
que; la tangente en un des points pour lesquels elle a une 
direction horizontale. 

5. Un hyperboloïde de révolution dont l'axe est ver-
tical a ses génératrices inclinées de 45 degrés sur le plan 
horizontal, et un cercle de gorge de 2 centimètres de 
rayon ; il est supposé limité à deux plans horizontaux 
distants chacun de 5 centimètres du cercle de gorge. 

On propose de trouver son intersection avec un cylin-
dre oblique ayant pour directrice la circonférence qui 
limite riiyperboloïde a sa partie supérieure, dont les gé-
nératrices seraient inclinées sur le plan horizontal comme 
celles de l'hyperboloïde, et dont les projections horizon-
tales feraient avec la ligne de terre un angle de 45 degrés. 

On construira la tangente en un point quelconque de 
cette intersection. 
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6. Un cône droit a pour base sur le plan horizontal 

un cercle de 3 centimètres de rayon-, ses génératrices 
sont inclinées sur le plan horizontal d'un angle dont la 
tangente est 2. Un cylindre oblique a pour base sur le 
même plan horizontal un cercle de 4 centimètres de rayon -, 
les génératrices font aussi avec le plan horizontal un 
angle dont la tangente est 2 , et leurs projections horizon-
tales sont inclinées de 45 degrés sur la ligne de terre. 

On propose de trouver l'intersection du cône et du 
cylindre, et de construire la tangente en un point quel-
conque de cette intersection. 

On aura soin de placer les bases des deux surfaces de 
manière que le cylindre pénètre entièrement dans le cône 
par une de ses nappes. 

7. La question précédente, mais avec cette différence : 
les bases des deux surfaces seront placées de manière que 
l'intersection ait des branches infinies, dont on détermi-
nera les asymptotes. 

8. Un cône droit a pour base sur le plan horizontal 
un cercle de 5 centimètres de rayon;*les génératrices 
sont inclinées de 45 degrés sur le plan horizontal. 

Trouver son intersection avec un cône droit de même 
axe, dont le sommet esta 7 centimètres et demi au-dessus 
du plan horizontal et dont la base sur ce plan serait, en 
supposant qu'on fît descendre ce second cône jusqu'à ce 
qu'il ait même sommet que le premier, une ellipse dont 
les axes inclinés à 43 degrés sur la ligne de terre auraient 
pour longueurs 5 centimètres et 10 centimètres. 

On construira la tangente en un point de l'intersection, 
et les asymptotes de cette courbe, s'il y en a. 

Une calotte de sphère creuse repose par sa base sur le 
plan horizontal-, le rayon extérieur de cette base est de 
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10 cenlimètres, le rayon intérieur de 3 centimètres et 
demi. La hauteur delà calotte, mesurée jusqu'à la sur-
face extérieure, est de 3 centimètres. 

9. Par le centre de la base on mène une droite paral-
lèle à la diagonale d'un cube dont une face serait sur le 
plan horizontal et une autre sur le plan vertical; puis on 
prend cette droite pour Taxe d'un cylindre dont la section 
droite serait un cercle de 3 centimètres de diamètre. 

Cela posé, on veut connaître l'intersection de ce cylindre 
avec les deux surfaces sphériques qui limitent la calotte 
creuse, ainsi que la tangente en un point quelconque de 
l'une de ces courbes. On construira en outre le dévelop-
pement de la surface cylindrique du solide commun aux 
deux corps. 

10. Par le centre de la base on mène une droite dont 
la projection horizontale fait un angle de degrés 
avec la ligne de terre et la projection verticale un angle 
de 6o degrés, puis on prend cette droite pour Taxe d'un 
cône dont le sommet est à 8 centimètres du centre de 
la base de la calotte et dont la section, faite perpendicu-
lairement à l'axe et à 3 centimètres du sommet, est 
un cercle de i centimètre de rayon. 

Cela posé, on veut connaître l'intersection de ce cône 
droit avec les deux surfaces sphériques qui limitent la 
calotte creuse, ainsi que la tangente en un point quel-
conque de l'une de ces courbes. On fera une coupe par le 
plan des deux axes, et cette coupe devra être dégagée de 
toute ligne de construction, afin de représenter plus 
nettement l'ouverture faite par le cône dans la calotte. 

11. Étant donné un corps solide dont deux faces sont 
des plans verticaux représentés sur le plan horizontal par 
les droites parallèles ocy et uv̂ j entre lesquelles il y a une 
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distance de 9 centimètres ; on suppose que dans ce corps 
solide on pratique un vide composé comme ii suit : un 
prisme djroil ayant 3 centimètres de hauteur et pour base 
le parallélogramme ABCD dans lequel les côtés AD , BC 
sont à 8 centimètres l'un de l'autre, et inclinés de 45 de-
grés sur les premiers-, un demi-cylindre surmontant 
ce prisme, ayant ses génératrices horizontales, une sec-
tion droite circulaire de 8 centimètres de diamètre, et 
placé de telle sorte qu'il soit tangent aux deux plans ver-
ticaux AD et BC. 

Cela posé, on demande de représenter sur un plan ver-
tical parallèle à AB les limites de la partie enlevée dans le 
corps solide, en ayant soin de distinguer les parties vues 
des parties cachées. 

On propose de construire l'intersection des surfaces 
qui limitent ce solide enlevé par un cylindre oblique qui 
aurait pour base l'ellipse projetée sur CD, et dont les gé-
nératrices seraient parallèles a une droite dont la projec-
tion horizontale fait un angle de 45 degrés avec la ligne 
de terre, et la projection verticale un angle de 60 degrés. 
On veut aussi connaître le point où l'intersection des 
deux cylindres rencontre l'ellipse projetée sur CD et la 
tangente au point d'intersection situé sur une des généra-
trices AD ou BC. 

12. Étant donné un tore produit par la rotation d'un 
cercle de 3 centimètres de rayon autour d'un axe verti-
cal situé dans son plan , et distant de 5 centimètres du 
centre du cercle générateur, on suppose qu'un plan pa-
rallèle à la ligne de terre soit incliné de 4o degrés sur le 
plan horizontal et placé de telle sorte qu'il coupe à la fois 
la nappe du tore décrite par le demi-cercle qui tourne sa 
concavité vers l'axe et celle qui est décrite par l'autre demi-
cercle, sans cependant que ces courbes soient séparées. 
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On propose de construire T intersection du tore par le 

plan, ainsi que la tangente en un point quelconque de 
cette courbe. Il faudra aussi trouver cette section en vraie 
grandeur, et ce que devient la tangente au point considéré. 

13. Une demi-sphère creuse de 9 centimètres de rayon 
intérieur et de 1 centimètres d'épaisseur est posée sur le 
plan horizontal, la convexité en dessous. 

On veut connaître son intersection avec un cône 
oblique déterminé comme suit : le sommet est au point 
le plus bas de la surface intérieure de la sphère-. Taxe es 
la corde du quart de cercle, section de la sphère inté-
rieure par un plan méridien vertical, faisant un angle 
de 45 degrés avec le plan vertical ; la base du cône sur le 
plan de l'hémisphère est un cercle de 6 centimètres de 
rayon. On construira en outre la tangente en un point 
quelconque de l'intersection. 

On fera une coupe par le plan des deux axes; elle sera 
dégagée de toute ligne de construction, afin de représen-
ter plus nettement l'ouverture faite par le cône dans la 
demi-sphère. 

La question sera traitée sans changement de plans de 
projection. On pourra indiquer des méthodes de solution 
où la position de ces plans serait changée. 

Note du Rédacteur, On cherche avec raison à ré-
pandre , à populariser cette langue universelle qu'on ap-
pelle le dessin. Pourquoi cette langue est-elle exclue du 
grand concours universitaire? pourquoi négliger un tel 
stimulant ? On pourrait donner des prix adaptés à ce 
genre de connaissances ; entre autres les notes et croquis 
de Géométrie descriptive ou quelques uns des solides de 
la collection en relief (t. XII, p. 456). Nous ne saurions 
trop recommander ces productions du chef des travaux 
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graphiques à l'École Polytechnique à l'altention de TUni-
versité, des professeurs et des chefs d'institution. 

Outre^le sentiment de l'art, l'habileté de l'artiste, 
M. Bardin possède les qualités du professeur et les théo-
ries graphiques spécialement enseignées dans la grande 
école. De là le mérite distinctif de ses ouvrages. 

SUR L 4 FRACTION CONTINUE 

i-f-
24-

3-+-
4 + . . . ' 

PAR M. F . A M O R E T T I , 
Élève du Lycée de Versailles ( * ) . 

Travaillant sur la fraction continue que l'on doit à 
Brounker, pou;̂  représenter TT, j'ai été conduit à me de-
mander ce que pouvait représenter la fraction 

i-f-

Après quelques recherches inutiles, j'ai trouvé dans les 
Notes à la Géométrie de Legendre un passage qui se rap-
portait à ma question \ je copie textuellement (Note IV, 
page 289 de la i4® édition). 

(( Considérons la suite infinie : 
. . a I a^ I a^ 

(*) Lauréat de i854. 
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dont le terme général est 

1 . 2 . 3 . . . « s(z-h l).. . {z-f-/?—l) 

Si l'on remplace z par z 4- i dans ç [z) el qu'on retran-
che , on aura 

i ( ̂ + • )=• + r i ï + ( i T - i j ^ ^ . 
et 

, ( 3 I ) + , (z) = 

a 1 H ; h - ' 
Z -1-2 2 ( z - h 2 ) ( z - f - 3 ) _ ' 

» Dans la série entre crochets, on reconnaît y (-sr -f- 2), 
on a donc 

ç (z) - (z + ,) = y (z + 2). 

Divisons par 9 (z 4- i), et posons 

on aura 

z H - / ( z -{- i) 

Mettant successivement ¿j -h i, z -f- 2, à la place de 
et mettant sa valeur pour + i) dans f pour 
f{z 2) d a n s H - 1)5 etc., on obtient 

z4-

a 
24-

z-h3 
)) Posant (*) 

û = z = I , 

( * ) Ce dernier alinéa n'est pas dans Legendre. TM. 
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on obtient 

I I H 
I 2 H 

[C'est ici que commence le travail qui m'est propre.] 

On a 
a I a^ 

^ , 
iH ! ^ ^ — r - h . . • 

Z 2 Z (Z -H L) 

faisant z = a = i , 
I I I I I 1 H 1 r H r 4- . . . _ 1 . 2 1 . 2 1 . 2 . 3 i . 2 . 3 1 . 2 . 3 . 4 

Il s'agit de sommer les suites des deux termes. Posons 

( 0 = + + 

Dilï'érentiant les deux membres, 

^ ^ dx l I^2' 

et divisant membre à membre, 

dx "" 7 7 2 1 ^ 2 0 ' • ' 
d'h X X^ 

On voit maintenant que u n'est autre chose que ce que 

devient la fonction ? quand on y fait o; == i; il ne reste 
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donc plus qu'à trouver la nature de la fonction ij/, qui se 
développe suivant la série (i), ou seulement la nature de 
sa dérivée que je désigne par t et qui se développe suivant 
la série (2), 

X 
iH f-

I 

Différentiant les deux membres, 
dt X x^ x^ 

dx 1^2 I ^ 2 ^ 3 ^ 4 

multipliant par x et différentiant de nouveau, 
xdt x^ x^ ^ _j 
dx I ^ 2 ^ 3 

d'où 
+ . . . ; 

X x^ x" 
IH h——:H- -I— 

\ 
dx. 

Mais la série du second membre est précisément celle 
dont t désigne la somme : par suite, la sommation de cette 
série est rappelée à l'intégration de l'équation du second 
ordre, 

Faisons 

d'où 
tdx ~ d)\ 

dy xdt __ xd^y 

îious aurons, en substituant, 

et en intégrant, 

A désignant la constante arbitraire. 

xd'y 
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On donnera une forme plus simple à l'équation en 

posant 

d'où 
et, en substituant, 

( 3 ) = 

Nous ramènerons cette équation au premier ordre en po-
sant p z=z V étant une autre fonction de x,^ car on a 

dp = vdx, d"^ p dx [pdi> ç'^pdx), 

on trouve, en reportant cette dernière expression dans 
l'équation (3) et supprimant le facteur 

dç 

cas particulier de l'équation de Riccati. 
Versailles, i(\ octobre i854. 

(La Note suivante a été communiquée par M . HERLOBIG, 

chef de l'institution Saint-Louis, à Versailles, neveu 
et successeur de M. Potin.) 

Émile-Michel AMORETTI est né à Moscou, le I®*" juin 
i838, de parents piémontais. Son père naquit à Nice 
alors que le Piémont, sous le nom d'Alpes-Maritimes, 
appartenait à la France. En i83o, sa famille quitta Nice, 
où elle avait été malheureuse, pour aller chercher for-
tune en Russie. 

E. Amoretti dès son enfance aimait l'étude. Son père 
fit un dernier sacrifice et l'amena en France en 1849 ^ 
le confia d'abord aux soins de M. Tanquerel, maître de 
pension à Saint-Germain, puis, peu de temps après, à 
ceux de M. Potin, chef de l'institution Saint-Louis, à 
Versailles. Son nouveau maître reconnut bientôt toutes les 



; ' ( 4 5 ) _ " 
brillantes qualités de son élève et mit tout en œuvre pour 
lui assurer un bel avenir. 

A Fâge de 13 ans , Amoretti obtint au concours géné^ 
néral de i85i le premier accessit de mathématiques acces-
soires : succès qui devait en faire présager bien d'autres. 

En i85o, la position de M. Amoretti ne lui permit plus 
de subvenir aux besoins de son fils, et il pria M. Potin 
de ne point abandonner son élève. M. Amoretti mourut 
en I852, et M. Potin devint le père adoptif de cet or-
phelin qui s'est toujours montré digne et reconnaissant 
d'un pareil sacrifice. 

Le malheur qui venait de frapper E. Amoretti lui in-
spira de nouveaux efforts 5 son intelligence supérieure 
grandit encore par le travail qui devenait pour lui 
une nécessité plus pressante, une passion impérieuse. 
(( Je veux, disait-il, me faire une position; je me sens la 
force de tout faire pour arriver à mon but. » 

Il ne s'occupait pas exclusivement des ouvrages des 
grands maîtres en mathématiques, mais il lisait avec une 
satisfaction aussi grande Montaigne et Montesquieu 5 1 ' / -
mitation était sa lecture favorite. Sa mémoire était pro-
digieuse. 

Il observait dans les plus petites choses un ordre mer-
veilleux , réglant jour par jour, heure par heure, l'em-
ploi de son temps. Depuis le mois de janvier iBSs, il a 
consigné sur un carnet ses moindres actions -, il n'oublie 
pas le plus petit détail, mettant en toutes choses une 
exactitude mathématique. 

S'il se livrait presque exclusivement aux mathéma-
tiques, c'était pour arriver plus tôt à son but-, mais il 
aurait eu une aptitude presque égale pour les langues. 
Il put sans peine étudier avec succès l'hébreu, l'anglais et 
l'allemand, et jamais il-n'a fait montre de son savoir. 
Lauréat du grand concours, admis sans concours à l'École 
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Normale, présenté à l'Impératrice, il ne conçut pas le 
moindre orgueil. Sa modestie était extrême ( * ). 

D'un caractère très-gai, il avait une conversation très-
aimable et très-spirituelle lorsqu'on le mettait à l'aise. 

D'une constitution robuste, d'une santé de fer, Amo-
retti fut légèrement indisposé vers la fin du mois d'oc-
tobre 5 il combattit ce malaise jusqu'au 28. Cette indispo-
sition devint plus grave et le força à garder le lit ^ c'était 
la veille de son entrée à l'Ecole. Les symptômes de la 
fièvre typhoïde se manifestèrent-, il eut deux hémorragies 
très-abondantes qui, en diminuant ses forces, nous don-
naient de l'espoir ^ mais la fièvre, qui avait pendant les 
huit premiers jours suivi un cours parfaitement régulier, 
fut, le 8 novembre, accompagnée de nouveaux accidents; 
et, à la suite d'une crise violente, il y eut une prostra-
tion complète de forces et Amoretti mourut paisiblement. 
On est contraint à admirer une existence aussi belle, aussi 
bien remplie, une intelligence aussi brillante qui pouvait 
rendre des services à la science. 

Note du Rédacteur, M. Vannson, le professeur d'A-
moretti, nous écrit : « Depuis trente ans que j'enseigne 
les mathématiques je n'ai jamais rencontré dans aucun 
élève une intelligence aussi remarquable et un goût aussi 
prononcé pour l'étude des sciences. )> 

( * ) C'est lui qui lors du dernier concours a déclaré connaître la pre-
mière question (voir t. XIII, p. 296): acte de délicatesse et de loyauté 
plus honorable que le prix du concours. 

Dans une Lettre jointe à son travail, il dit qu'il nous enverra le prix 
couronné, en ajoutant qu'il cherchera à relever la faiblesse du sujet par 
quelques considérations générales. 

Lauréat de 1810, M. Cousin, âgé de 18 ans, fut admis k l'École Nor-
male, sans concours : premier ct illustre précédent. TM . 



{ 47 ) 

DESCRIPTION DUN APPAREIL DESTINÉ A L'ENSEIGNEMENT 
DE LA GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE, 

COKSTRL'IT PAR M. WEISSAND, 
Professeor de Itajaax graphiques, chargé des Cours municipaui de Dessin, à Strasbourg; 

PAR M. T E R Q U E M ( A L F R E D ) , 
Professeur de Physique au Lycée de Châteauroux. 

L'appareil de M. Weissand se compose de deux plans 
rectangulaires ayant environ 3o centimètres de longueur 
sur 20 centimètres de largeur; les deux plans en zinc 
recouvert de bois noirci sont réunis par une charnière 
placée le long de la plus grande dimension ; ils font entre 
eux un angle droit, et figurent ainsi les deux plans de pro-
jection, la charnière étant la ligne de terre. Comme, dans 
certains cas, il faut employer des plans auxiliaires de 
projection, à la suite de chacun des plans de projection 
se trouve placé un rectangle de mêmes dimensions que 
le premier, qui peut tourner autour d'une charnière per-
pendiculaire à la ligne de terre, verticale pour le plan 
vertical de projection, horizontale pour le plan horizon-
tal. On a ainsi deux plans auxiliaires qui peuvent se 
placer perpendiculairement à la ligne de terre et se ra-
battre Tun sur le plan vertical et l'autre sur le plan ho-
rizontal. Si l'on ne veut pas se servir de ces plans, placés 
à la suite des premiers, ils doublent la longueur de l'ap-
pareil. 

Chacun des plans de projection porte parallèlement à 
la ligne de terre une rainure qui le divise en deux par-
tieségales; quatre autres rainures, également espacées, 
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sont disposées perpendiculairement à la première. Ces 
rainures ont pour section un trapèze, afin que les règles 
qui y glissent, et les remplissent quand on ne veut pas s'en 
servir, ne puissent s'en échapper. C'est dans ces diverses 
rainures que l'on glisse le support sur lequel on fixe les 
diverses figures destinées à être projetées. 

Ce support consiste en un tronc de pyramide quadran-
gulaire glissant à frottement dur dans les diverses rai-
nures. Ce tronc de pyramide est traversé, suivant son 
axe , par un cylindre creux dans lequel peut tourner, à 
frottement dur, un cylindre plein des mêmes dimen-
sions. Sur ce cylindre est placée une petite virole de 
cuivre, dans laquelle peuvent se visser diverses petites 
tiges de fer. Cette virole n'est pas invariablement liée au 
cylindre qui la supporte, mais elle peut tourner autour 
d'un axe perpendiculaire à celui du cylindre et parallèle, 
par suite, au plan de projection sur lequel est fixée la 
petite pyramide. On peut donc donner à cette virole 
deux mouvements rectangulaires. 

En faisant tourner le cylindre sur lui-même, le 
mouvement de rotation s'exécute autour d'un axe perpen-
diculaire au plan de projection. 

En faisant tourner la virole autour de l'axe perpen-
diculaire à celui du cylindre, on peut lui donner, ainsi 
qu'à la tige qu'elle supporte, toutes les inclinaisons sur 
le plan de projection. 

Enfin, en faisant glisser tout le support dans les 
diverses rainures, on peut faire occuper à cette tige des 
positions très-variées. 

Dans la virole viennent se fixer, à l'aide d'un pas de 
vis, diverses tiges de fer représentant des lignes droites, 
courbes, planes, à double courbure, etc. On peut ainsi 
démontrer tousles théorèmes relatifs à la ligne droite et 
aux lignes courbes. . 
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Polir plâcef dâiis l'espace des figures planes , ou visse 

dans la virole une tige sur laquelle glisse un curseur-, le 
curseur porte latéralement un petit axe qui traverse les 
diverses figures planes figurées par des petites plaques de 
tôle découpées qui sônt fixées invariablement à Faide 
d'un écrou de pression. 

Enfin on peut également prendre des volumes quel-
conques , faits également en tôle vernie, tels que des cy-
lindres , des cônes, des pyramides, des sphères, etc. Pour 
soutenir ces corps, on fixe sur la virole une tige qui porte 
perpendiculairement une seconde tige; cette dernière se 
replie ensuite d'équerre parallèlement à la première ; on 
a ainsi deux tiges parallèles très-rapprochées l'une de 
l'autre et invariablement liées ensemble. Les divers corps 
solides que l'on veut placer dans l'espace sont traversés 
à la fois par ces deux tiges et se trouvent ainsi fixés d'une 
manière invariable. A ces diverses figures sont joints des 
plans qui sont découpés de manière à s'appliquer entre les 
deux plans de projection sous différentes inclinaisons. 

A l'aide d'un petit fil à plomb et d'une règle, on peut 
tracer avec de la craie sur les plans de projection les 
projections des diverses lignes, plans, corps situés dans 
l'espace et surtout montrer les transformations que ces 
projections subissent, quand on donne aux figures à pro-
jeter tel ou tel mouvement. 

Telles sont les principales dispositions de cet ingénieux 
appareil avec lequel il est facile de construire toutes 
les figures qui doivent être étudiées dans un cours de 
géométrie descriptive; appareil supérieur à ceux qui ont 
déjà été construits pour le même but, à cause de la 
généralité de son emploi. Il peut être surtout utile pour 
renseignement de la géométrie descriptive à des élèves 
peu accoutumés aux considérations abstraites et qui ont 
peu l'habitude de la géométrie. Sa place est naturellement 

^i'iTi. de Malhc'mat., t. XIV. (Février i855.) 4 
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marquée dans tous les cours industriels éa il est appelé 
à rendre de grands services au professeur et aux audi-
teurs. 

QUESTION. 

296. On donne dans le même plan deux systèmes de 
sept points chacun et qui se correspondent. Faire passer 
par chacun de ces systèmes un faisceau de sept rayons, de 
telle sorte que les deux faisceaux soient homographiques. 
Démontrer qu'il n'y a que trois solutions. ( CHASLES. ) 

EXERCICES SUR DE GRANDS NOMBRES. 

63382 533001 i4i i4 70074 835i6 02688 = 
log 2 == o,3o 102 9995663981 19521 373889472449? 

a log 2 donne pour caractéristique 
1 9 0 8 0 0 4 2 7 3 4 5 0 7 3 5 2 8 1 2 2 1 7 9 4 1 3 6 8 0 = B, 

ainsi 5 è H- I est le nombre de chiffres de 2". 
Ce calcul a été fait par Clausberg et se trouve dans son 

ouvrage Démonstrativer Rechenkunst^ Arithmétique dé-
monstrative , IIP partie, § I 4 7 4 Î Leipsig, 1782, in-8®. 

^ On y donne les logarithmes de Briggsde i à 100 avec 82 
décimales. Les Tables de Calle t renferment de tels loga-
rithmes de I à 1097 ^̂ ^̂  décimales -, mais il faut pren-
dre les dix décimales à gauche dans la Table des 20 dé-
cimales. 



THÉORIE DE L 4 DIVISION ARITHMÉTIQUE DES NOMBRES ENTIERS ; 
PAK M. L.-E. FAUCHEUX. 

Traitée avec la siraplicité convenable , la division no 
présentera pas aux élèves plus de difTicultés que les 
autres règles arithmétiques. 

(Aouveau Programme de l Ecole Polytechnique.) 

Lemme. Soit à multiplier deux nombres, par exemple 
7436 par 48. On pourra toujours obtenir le produit de la 
manière suivante. On multipliera d'abord 48 par 6, ce qui 
donnera 288; on écrira 8 et on retiendra 28. On multi-
pliera ensuite 48 par 3 , ce qui donnera i44y ^ qtioi on 
ajoutera 28 du produit partiel précédent, ce qui donnera 
1725 on écrira 2 et on retiendra 17. On multipliera 48 
par 4» et au produit 192 on ajoutera 17, ce qui donnera 
209; on écrira 9 et on retiendra 20. Enfin on multipliera 
48 par 7, et au produit 336 on ajoutera 20; on aura 356, 
qu'on écrira entièrement, et le produit sera 366928. 

On pourra toujours considérer le produit d'une multi-
plication effectuée comme ayant été obtenu par ce pro-
cédé-là. 

Dans cette multiplication, il n'y a qu'un produit par-
tiel entièrement écrit, c'est le dernier, c'est-à-dire le 
produit du multiplicateur par le chiffre des plus hautes 
unités du multiplicande. Des autres produits partiels on 
n'a écrit que le chiffre des unités ; et ce chiffre exprime 
des unités de même ordre que celles du chiffre du multi-
plicande qui a donné le produit partiel. 

Les retenues de chaque produit partiel n'égaleront ja-
mais le multiplicateur 48; en effet, le premier produit 
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partiel sera au plus 48 X 9 < 48 X lo , ou 48 dizaines V' 
donc les retenues du premier produit partiel seront moin-
dres que 48 le deuxième produit partiel sera encore au 
plus 9 X 485 et il faudra l'augmenter d'un nombre moindre 
que 48; la somme sera donc plus petite que 10 fois 48; 
donc lës retenues du deuxième produit seront aussi moin-
dres que 48, et ainsi de suite. 

Ce qui précède sont des remarques qui appartiennent 
à la multiplication. 

Division, 

Définition, La division a pour but de trouver un 
nombre nommé quotient, qui, multiplié par un nombre 
donné nommé diviseur^ reproduise un troisième nombre 
aussi donné, nommé dividende. 

De cette définition résulte comme conséquence qu'on 
doit employer la division pour partager un nombre donné 
en parties égales, ou pour chercher combien de fois un 
nombre en contient un autre. 

Soit à diviser 356928 par 48. D'après la définition, 
BOUS pouvons regarder le quotient comme étant le multi-
plicande d'une multiplication dont 48 serait le multipli-
cateur et 356928 le produit. 

Nous avons vu que dans toute multiplication il y avait 
un produit partiel entièrement écrit, et qu'il n'y en avait 
qu'un, que c'était le dernier produit partiel, et que, par 
conséquent, il était exprimé par un certain nombre de 
chiffres à gauche du produit total. Or il est facile de trou-
ver ce dernier produit parti el dans le produi t total 3 56928. 

En effet, dans notre exemple, il a été obtenu par la 
multiplication de 48, nombre de deux chiffres par un 
nombre d'un chiffre; il J a donc au plus trois chiffres et 
au moins deux. C'est donc 356 ou 35 ; mais il est au moins 
égal à 48 et plus petit que 10 fois 48^ donc c'est 356. 
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[ De là la règle suivante : Pour trouver le premier 

chiffre du quotient, il faut prendre au dividende autant 
de chiffres qu'il y en a au diviseur, si, etc., ou un chiffré 
de plus, si, etc. ] 

Ce nombre 356 a été obtenu en multipliant 48 par le 
chiffre des plus hautes unités du multiplicande qui est 
le quotient cherché, et augmentant le produit des retenues 
du produit précédent, retenues qui sont moindres que 48. 
Donc 356 tombera entre deux multiples consécutifs de 48, 
et le plus petit de ces deux multiples sera le j)roduîtde 48 
par le chiffre des plus hautes unités du multiplicande, 
c'est-à-dire du quotient. Donc si Ton forme le tableau 
des 9 premiers multiples de 48, celui qui sera immédia-
tement inférieur ou au plus égal à 356 sera le dernier 
produit partiel débarrassé des retenues du produit pré-
cédent. 

356928 4 8 I 4 8 
3 3 6 , 4 3 6 2 

2 0 9 3 ' 4 4 
192 4 193 

172 5. 2 4 ° 
144 6 288 

2 8 8 7 3 3 6 
2 8 8 8 3 8 4 

0 9 4 3 3 

En consultant le tableau des multiples de 48 , on trouve 
que le multiple immédiatement inférieur à 356 est le 
septième, qui est 336; dónele chiffre des plus hautes 
unitéÉ du quotient est 7. Retranchant 336 de 356, le 
reste 20 représente les retenues, c'est-à-dire les dizaines 
du produit partiel précédent; de plus, le chiffre des uni-
tés de ce produit est le chiffre qui, dans le dividende, est 
immédiatement à la droite de 356, c'est-à-dire 9 : l'avantr 
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dernier pioduit partiel augmenté des retenues dù produit 
partiel précédent était donc 209. Mais ce produit a été 
obtenu par la multiplication de 48 par le chiffre du quo-
tient immédiatement à droite de 75 donc on aura ce 
chiffre en cherchant quel est le multiple de 48 immédia-
tement inférieur ou au plus égal à 209. On trouve que 
c'est 192, qui est le quatrième multiple : donc le second 
chiffre du quotient est 4 ; et en continuant le même rai-
sonnement on aura successivement tous les chiffres du 
quotient. ^ 

Les différents produits 256 ,209,172,288, se nomment 
dividendes partiels, 

jibréviation. On peut se dispenser de faire le tableau 
des neuf multiples. En effet, en reprenant l'opération ci-
dessus, on voit qu'il s'agit de trouver par quel chiffre il 
faut multiplier 48 pour avoir 356 ; or ce chiffre est à peu 
près le même que celui par lequel il faudrait multiplier 
40 pour avoir 35o , lequel est exactement le même que le 
chiffre par lequel il faudrait multiplier 4 pour avoir 35. 
Mais ce dernier se trouve immédiatement par la table de 
Pythagore; donc on pourra se dispenser de former les 
multiples du diviseur. 

On démontrera sans peine que le chiffre ainsi obtenu 
ne peut être jamais trop faible, mais qu'il peut être exact 
ou trop fort. Il faudra donc vérifier le chiffre obtenu: ce 
que Ton fera en le multipliant par le diviseur et retran-
chant le produit du dividende partiel. Si la soustraction 
peut se faire , le chiffre trouvé sera le chiffre convenable. 
Si le produit est plus grand que le dividende partiel, le 
chiffre trouvé sera trop fort, il faudra diminuer i l quo-
tient d'une unité et recommencer Tessai. 

Il n'existe pas toujours un nombre entier qui, multi-
plié par le diviseur, reproduise le dividende. Alors le 
quotient est compris entre deux nombres entiers consé-
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cutîfs, et en prenant pour quotient Tuii ou l'autre <!e ces 
deux nombres entiers, on a le quotient, à moins d'une 
unité. Dans ce cas, le reste de la dernière soustraction 
n'est pas nul 5 on le nomme le reste de la division. 

Si l'on prend pour quotient le plus petit des deux 
nombres entiers j on a le quotient par défaut et le reste 
par excès ; si l'on prend le plus grand des deux nombres, 
on a le quotient par excès et le reste par défaut. Il est 
facile de voir que le reste par excès plus le reste par défaut 
égalent le diviseur. 

En choisissant convenablement l'un des deux quotients, 
on peut obtenir le résultat à moins d'une demi-unité : il 
suffit de prendre le quotient qui donne le plus petit reste. 

On déduira facilement de là, la règle générale ordi-
naire. 

Cette théorie, dont quelques points sont seulement es-
quissés, est soumise à l'appréciation critique de MM- les 
Professeurs, et cette Note, tirée à très-petit nombre, 
leur est uniquement destinée. 

CONTACT DES CERCLES SUR U SPHÈRE, PAR LA GEOMETRIE; 

PAR M. VATÎNSON, 

Professeur à Versailles. 

I Par un point C mener un arc de grand cercle tan-
gent à un petit cercle donné. 

SoientPle pôle du petit cercle donné, r sa distance po-

laire < et A la distance de C à P; de P comme pôle, 
avec 1 r pour distance polaire, décrivez un arc de cercle, 
et de C comme pôle un autre arc avec A pour distance 
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polaire. Soit X iindes points de rencontre de ces deux 
arcs ; joignez X avec P : la rencontre de l'arc obtenu avec 
la circonférence donnée sera le point de contact. Deux 
solutions. Pour que le problème soit possible, il faut 
qu'on ait A ^ / et A 71 — r. 

a®. Étant donnés deux petits cercles, construire un 
grand cercle qui leur soit tangent. 

Soient P, P' les pôles des cercles donnés 5 A la dis-
tance P, P'; R , r leurs distances polaires. Considérons 
d'abord le cercle tangent qui coupe l'arc PP' sur son pro-
longement -, on trouvera le pôle de ce grand cercle tangent, 
en construisant un triangle sphérique dont les côtés soient 

( i — ( 2 — seront deux sommets, 

le troisième sommet sera le pôle cherché. On trouve 
pour conditions 

A > R — / , et A4-R4-r<;7r . 

Considérons maintenant le cercle tangent qui coupe 
l'arc PP' entre P et P'. Son pôle sera le troisième sommet 

d'un triangle ayant pour côtés A, + ' — ^ 

On trouve pour conditions 

3 ° . THÉORÈME. Si trois cercles tracés sur une sphère 
se coupent deux à deux^ les trois arcs de grands cercles 
qui joignent les points d'intersection sur un même cercle 
concourent au même point. 

Ce théorème se déduit facilement de son analogue sur 
un plan, à Taide des projections stéréographiques. Pour 
cela, traçons sur un plan P trois cercles qui se coupent 
deux à deux; soient AB, A'B', les trois cordes 
communes, et X leur point de concours. Du point X 
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comme centre, décrivons une sphère, et prenons pour 
centre de projection le pôle P' du plan P. Les trois cercles 
donnés auront pour projection sur la sphère trois autres 
cercles, et les cordes communes auront pour projections 
trois arcs de grands cercles qui passeront par les points 
communs aux trois cercles de la sphère pris deux à deux, 
et par les pôles du plan P : ce qui démontre le théorème 
énoncé. 

4®. Étant donné un petit cercle sur une sphère^ si de 
son pôle on décrit un second cercle ayant pour distance 
polaire le complément de la distance polaire du premier 
et que, par le pôle commun y on trace un arc quelconque 
de grand cercle coupant les deux petits en A ei B ; ces 
deux points convenablement choisis seront à 90 degrés 
de distance Vun de Vautre, et chacun d'eux sera le pôle 
de la tangente menée par Vautre au cercle sur lequel il 
se trouve. On les nomme points conjugués. Les deux 
cercles ainsi obtenus sont appelés polaires réciproques. 

Cela posé, si deux cercles se coupent en deux points A, 
B, et qu'on trace pour chacun d'eux le cercle polaire ré-
ciproque, les grands cercles ayant A ctB pour pôles sê  
ront tangents à ces deux derniers cercles en des points 
conjugués de A et de B, et Tintersection de ces deux tan-
gentes communes sera le pôle de l'arc passant par A et B. 

5". Si trois cercles se coupent deux à deux, et qu'on 
trace leurs cercles polaires reciproques, puis qu'on mène 
à ces derniers cercles, pris deux à deux, deux tangentes 
communes, les trois points de rencontre de chaque couple 
de tangentes seront les pôles des trois arcs menés par les 
points d'intersection. Or ces trois arcs concourent en 
un même point O-, donc les trois points de rencontra 
des tangentes seront sur un grand cercle ayant O pour 
pôle. 

Si par deux points A, B o/z fait passer des cercles 
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et que par un point C , pris sur AB prolongé, on leur 
mène des arcs de grands cercles tangents^ le lieu du 
point de contact sera une circonférence ayant pour pôle 
le point C. 

Ce théorème se démontre facilement par les projections 
stéréographiques. Si le point C est pris entre A et B, Tare 
langent se remplace par l'arc minimum, et le point de 
contact par le point où cet arc minimum coupe la cir-
conférence. 

7®. PROBLÈME. Par deux points A, B mener un cercle 
tangent à un petit cercle. 

Le théorème 3 conduit à la construction suivante : 
Par A et B menez un cercle quelconque, qui coupe le 
cercle donné aux points C, D ; prolongez les arcs CD, AB 
jusqu'à ce qu'ils se rencontrent en un point O-, menez 
de ce point O deux tangentes au cercle donné. Soient M 
et N leurs points de contact : la question sera ramenée 
à faire passer un cercle par les trois points A, B, M ou 
A, B 5 N. L'explication se ferait comme sur un plan. 

Cette construction ne serait pas applicable si le cercle 
donné était un grand cercle. Mais en se reportant au théo-
rème 5, on est conduit à la construction suivante: Par 
A et B menez un cercle arbitraire et par le point O une 
tangente à ce cercle. Soit D le point de contact; prenez, 
à partir du point O sur le cercle donné, deux longueurs 
OM, ON égales à OD : les points MN seront les points 
de contact demandés. 

8®. On peut résoudre de la même manière le problème 
suivant : 

Étant donnés un cercle et deux points^ faire passer 
^ar ces deux points un second cercle qui coupe le pre-
mier en deux points éloignés Vun de Vautre d'une Ion--
gueur donnée. 

La considération des cercles polaires réciproques per-
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met de ramener au problème 8 celui dont voici Pénoncë : 

Étant donnés deux grands cercles et un petit Â, m<?-
ner aux deux premiers un cercle tangent B tel, que si 
Von mène aux deux cercles A B deux tangentes com-
munes, Vangle de ces tangentes'soit égal à un angle 
donné, 

1 0 ° . PROBLÈME. Étant donnés deux points et un grand 
cercle, trouver sur ce cercle un point tel^ que la somme 
des distances de ce point aux deux points donnés soit 
égale à un arc donné. 

Ce problème se ramène facilement au problème 8, 
comme sur un plan. 

11^. Parla considération des cercles polaires, on ra-
mène le problème suivant au problème lo : 

Étant donnés un point et deux arcs de grands cercles, 
mener par le point un troisième cercle coupant les deux 
autres sous deux angles dont la somme est donnée, 

12®. Les problèmes lo et i i peuvent encore s'énoncer 
de la manière suivante : 

1. Étant donnés les foyers d'une ellipse sphérique et 
Vaxe des foyers, trouver son intersection avec un grand 
cercle donné de position, 

2. Construire un triangle sphérique, connaissant la 
surface, un angle et un point par lequel doit passer le 
côté opposé. 

THÉORÈME. Étant donnés deux petits cercles sur 
une sphère, on peut évidemment mener une infinité de 
grands cercles qui les coupent tous deux sous des angles 
égaux j tous ces cercles passent par un point fixe sur le 
prolongement de la ligne des pôles, ou par un second 
point sur la même ligne entibe les deux pôles. Le premier 
point se nomme centre de similitude directe^ le second, 
centre de similitude inverse. 

Soient A, B , A', B' les quatre points de rencontre de 
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l'arc des pôles avec les circonférences données, A, B étant 
les deux points les plus rapprochés. (Nous supposerons, 
pour fixer les idées, deux cercles extérieurs l'un à l'autre.) 
Supposons mené un grand cercle coupant les cercles don-
nés sous des angles ^gaux, et soient C , D' les 
quatre points de rencontre, C, D désignant les plus voi-
sins. Les quatre points A , B , C, D sont sur un même 
cercle : on le démontre facilement en faisant voir que 
dans le quadrilatère ABCD, la somme de deux angles op-
posés égale celle des deux autres. Soient E , H, E', H' les 
quatre points analogues aux précédents pour un autre 
grand cercle, les quatre points A, B , E , H sont de même 
sur un cercle, ainsi que les quatre points C, D, E , H 
(même démonstration). On a donc deux cercles qui se 
coupent deux à deux ; donc (n'̂  3) nos deux grands cercles 
et l'axe des pôles se coupent au même point. 

c. Q. F . D. 

Remarque, Il est aisé de voir qu'un grand cercle cou-
pant les deux donnés sous des angles égaux peuvent cou-
per l'axe des pôles entre les deux pôles ou sur le prolon-
gement de cet arc-, de là la distinction des deux centres 
de similitude. Pour trouver géométriquement le premier 
centre de similitude, considérons d'abord deux cercles 
extérieurs l'un par rapport à l'autre-, soient PP' leurs 
pôles, RR' leurs distances polaires, A la distance de leurs 
pôles. De P comme pôle avec R-f- a comme distance po-
laire décrivons un cercle , et de P' comme pôle un second 
cercle avec R' -f- a pour distance polaire ; ces deux cercles 
se couperont, pourvu qu'on a i t2a<^A — (R-f- R') et 

27T — (A + R-t-R^), conditions auxquelles on 
peut toujours satisfaire. Joignons le point de rencontre 
à P et à P' par deux arcs de grands cercles, ils couperont 
nos deux cercles en deux points C et D; joignant CD , 
la rencontre de cet arc avec l'axe des pôles sera, comme 



il est aisé de le voir, le œntre de similitude directe. L'autre 
centre de similitude se trouve d'une inanière analogue, 
quelle que soit la position des deux cercles. 

PROBLÈME. Étant donnés un point A et deux 
grands cercles, construire un cercle passant par le 
point K et tangent aux deux cercles donnés. 

Première solution. Si Ton divise l'angle des cercles en 
deux parties égales et qu'on prenne par rapport à l'arc 
bissecteur le symétrique de A, on ramènera le problème 
à celui du n® 7. 

Deuxième solution. Soit C l'intersection des deux 
grands cercles, joignons A avec C, et menons un cercle 
tangent quelconque aux deux côtés de l'angle C dans le-
quel est A : le cercle tangent coupera l'arc AC en deux 
points F , G. Joignons cbacun d'eux au pôle (P) du cercle 
tangent, nous obtiendrons le triangle isocèle PFG. Main-
tenant menons par le point A deux arcs de grands cercles 
formant avec-AC deux angles égaux à l'angle à la base de 
ce triangle isocèle. Ces grands cercles détermineront sur 
l'arc bissecteur deux points qui seront les pôles de deux 
cercles satisfaisant à la question. Cette construction est 
une conséquence immédiate du théorème précédent. 

I5". Mener par un point connu (A) un cercle tan-
gent à deux petits cercles donnés. 

Supposons les cercles extérieurs -, soient P,P'leurs pôles, 
C, D les points les plus voisins l'un de l'autre, où l'axe 
des pôles coupe les circonférences données ; supposons le 
problème résolu dans le cas du contact extérieur, et soient 
X, Y les deux points de contact. L'arc XY ira évidemment 
passerparle centre de similitude directe. Soit Z ce centre ; 
je le joins à A par un arc qui coupe la circonférence de-
mandée en un point O. Les quatre points C, D, X, Y sont 
surun même cercle, ainsi que les quatrepdintsX, Y, A, O. 
D'où il est facile de conclure que les quatre points C, D, A, O 



^ ( 6 . ) 
sont aussi sur un même cercle. On connaît trois points 
de ce cercle, on peut donc le tracer, et, par suite, déter-
miner le point O; nous rentrons ainsi dans le cas du 
u® 7. Ce qui donne deux solutions. Les autres cercles 
tangents se trouvent de la même manière, en employant 
le centre de similitude inverse, 

La même construction s'applique encore, si l'on rem-
place un des petits cercles par un grand. 

Le problème de mener un cercle tangent à trois autres 
se ramène au précédent, comme dans la geométrie 
plane. 

On peut aussi le résoudre directement, comme sur un 
plan, en se fondant sur quelques propriétés des axes radi-
caux et des centres de similitude que nous allons exposer. 

1®. Les sinus des distances du centre de similitude de 
deux cercles aux pôles de chacun d'eux sont comme les 
sinus des distances polaires. 

2®. Si par le centre de similitude on fait passer un 
grand cercle, les sinus des distances de chaque pôle à ce 
grand cercle sont aussi comme les sinus des distances 
polaires. 

3°. Si le grand cercle coupe les deux cercles donnés, 
les tangentes des demi-cordes interceptées sont comme 
les tangentes des distances polaires. 

4®. Les tangentes des distances de chaque pôle au grand 
cercle sont comme les sinus des demi-cordes, et aussi 
comme les sinus des arcs compris depuis le centre de si-
militude jusqu'au milieu de chaque corde. Si dans la 
dernière proportion entre ces quatre sinus on fait la 
somme des deux premiers termes et leur différence, on 
arrive au théorème suivant : 

Les tangentes des moitiés des quatre arcs compris entre 
le centre de similitude et les quatre points d'interaction 
sont proportionnelles. 
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5®. On s^t quele produit des tangentes des demî-seg-

ments relatifs à un des cercles est égal au carré de la tan-
gente du demi-arc tangent mené par le centre de simili-
tude. Si l'on combine cette relation avec le théorème 4 , 
on arrive à cette conséquence : 

6*̂ . Si par le centre de similitude de deux cercles on 
mène un cercle sécant, les tangentes des demi-segments 
homologues sur ce grand cercle sont comme les tangentes 
des demi-arcs tangents menés par le centre de similitude. 
Si le centre de similitude est dans l'intérieur des cercles, 
le théorème 6 a toujours lieu, en remplaçant l'arc tangent 
parla moitié de l'arc minimum passant par ce centre. 

Si après avoir mené un grand cercle par le centre 
de similitude, on détermine son pôle relativement à cha-
que cercle donné, ces deux pôles et le centre de similitude 
sont sur un grand cercle. 

8®. Étant donnes trois cercles sur une sphère, si Von 
détermine leurs centres de similitude directe et inverse en 
les prenant deux à deux ^ les trois centres de similitude 
directe seront sur un même grand cercle, quon nomme 
axe de similitude directe; deux centimes de similitude in-
verse et un des centres de similitude directe sont aussi sur 
un même grand cercle, quon nomme axe de similitude 
inverse. 

Ce théorème se démontre comme sur un plan par la 
théorie des transversales. 

9°. Si par le pôle P d'un petit cercle on fait passer un 
arc de grand cercle, et qu'on prenne sur ce cercle à partir 
de P deux arcs P A , PB tels, qu'on ait 

tangPA X tangPB = tangV, 

r, étant la distance polaire, ces deux points sont appelés 
points conjugués, Si pàr A ou B on mène un grand cercle 
perpendiculaire surPA, ce cercle ¿^appelle cercle polaire 



( 64 ) . 
dupomtBoudupoint A, et, réciproquement, Bsenomaie 
lepóle du grand cercle mené par le point A. Les pro-
priétés des pôles et polaires sont les mêmes que sur un 
plan, et se démontrent sans difficulté. 

lo®. Axe radical de deux cercles. Si Fon coupe deux 
cercles par un cercle arbitraire qui rencontre le premier 
en A et B, le deuxième en A' et B', qu'on fasse passer par 
A et B un arc de grand cercle, et un autre par A', B', ces 
deux cercles se couperont en un point O. Le lieu du 
point O est un grand cercle perpendiculaire à l'axe des 
pôlesdes deux cercles donnés 5 on le nomme axe radical àe 
ces deux cercles. 

Démonstration. Soit M la projection de O sur l'axe 
des pôles P, P'-, soient r , / ' les distances polaires-, nous 
avons, par un théorème connu, 

OA OB OA' OB' 
tang — X tang — tang — tang — • 

OP X r OP X '' 
Mais le premier produit égale tang — ^ — X tang — ^ — 

, , , , O P ' - } - / OP'-f-r' , 
et le second égalé tang ^ tang ^ : donc 

OP + r OP — r OP' + r ' O P ' - r 
cot X cet = cot cet : 

2 2 2 2 ^ 

delà, par une transformation très-simple, 

cosOP -f- cos/- cosOP'-f- c o s / 
cos OP — cos r cos 0 P' — cos r' 

et enfin, 
cos OP cos r 

cosOP' cos / 

Mais cos OP = c o s OM cos PM et cos OP = cos O M c o s F M ; 
donc on a 

cosPM __ cos r 
cos F M c o s / ' 



d'où 
{ ) 

P M — F M 
tang tang • 

p - f - p ' P — P ' 
t a n g — — t a n g - ^ ^ 

Ce qui démontre que la position du point M est la même, 
quel que soit le cercle sécant. Donc le lieu demandé est un 
grand cercle perpendiculaire à l'axe des pôles. 

Si Ton calcule tang P M , on trouve 
pp' i r - { - r \ — 

tang' ~ + tang i — - — j tang ^ — - — j 

I — tang /r—/ pp/ tang — 

résultat analogue à celui de la géométrie plane. 
Les trois axes radicaux de trois cercles combinés deux 

à deux se coupent en un point, qu'on nomme centre m -
des trois cercles. 

Remarque. Quand deux cercles sont tangents, le point 
de contact peut se trouver entre les deux pôles, ou sur le 
prolongement de l'arc qui les joint. Dans le premier cas, 
nous dirons qu'il y a contact de première espèce, et de se-
conde dans l'autre cas. Cette convention nous servira 
pour énoncer en moins de mots les théorèmes suivants. 

11®. Étant donnés deux cerclesV^V^ siVon trace deux 
autres cercles Q, Q' ayant avec chacun des premiers un 
contact de même espèce, le centre de similitude directe 
i/ePP' sera sur Vaxe radical des cercles Q e i Q ' , et réci-
proquement. 

Si le cercle Q a un contact de première espèce avec P 
et P', et Q' un contact de deuxième espèce avec chacun 
des mêmes cercles, i l faudra dans la deuxième partie de 
l'énoncé prendre le centre de similitude inverse. Si le 
cercle Q a avec P un contact de première espèce, et Q' 

\nn. de Mathémat., l. XIV. (Fc^'rie^ i855.} 5 
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avec P ' un contact de la deuxième, i l faudra dans les deux 
partiel de l'énoncé considérer le centre de similitude 
inverse. Ces théorèmes résultent immédiatement de la 
définition de l'axe radical. 

12®. Étant donnés trois cerc/ei P, P', P'', si Von trace 
deux cercles y ayantavec chacun des premiers un con-
tact de première espèce pour Q, de deuxième pourQ',^ le 
centre de similitude inverse de Q ^tQ' sera sur chacun 
des trois axes radicaux des cercles donnés pris deux à 
deux^ il sera donc le centre radical de ces trois cercles-, 
de pluSj comme chaque centre de similitude directe des 
cercles P, P', P'' appartiendra à Vaxe radical des cercles 
Q, Q', ds''ensuit que Taxe de similitude directe des cercles 
donnés sera Vaxe radical des mêmes cercles Q, Q'. 

Si le cercle Q avait avec P, P' un contact de première 
espèce, et de seconde avec P '̂ \ si de plus Q' avait un con-
tactde seconde espèce avec P, P', et de première avec P", i l 
faudra prendre, au lieu de l'axe de similitude directe, un 
axe de similitude inverse. 

Étant donnés trois cercles P, P ' , P'̂  sur une sphère y 
leur mener un cercle tangent. 

Supposons le problème résolu, et soient Q, Q ' deux cer-
cles ayant avec les trois cercles donnés un contact de pre-
mière espèce pour Q, de seconde pour Q'. Soient X'', X ' , X 
les trois centres de similitude directe des cercles donnés et 
O leur centre radical .[Ce point sera le centre de similitude 
inverse des cercles cherchés. Nommons A, A'les points 
de contact sur le cercle P , l'arc A A' passera par le point O. 
Pour avoir un second point de AA', menons parles points 
A, A' deux arcs tangents au cercle P : soit Z leurpoint de 
rencontre*, comme de ce point Z partent deux tangentes 
égales menées aux cercles Q, Q', ce point Z est sur l'axe 
radical des cercles Q, Q', c'est-à-dire sur l'arc X X ' X " . 
Donc l'arc A A' doit passer par le pôle de l'arc X X ' ' relati-
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vement au cercle P. 11 suiiira donc de joindre ce pôle au 
point O par un arc de grand cercle, et l'intersection de 
cet arc avec le cercle P déterminera les points A , A' ^ 
les autres points de contact se trouvent de la même 
manière. 

Si Ton fait la même construction en remplaçant Taxe 
de similitude directe par chacun des trois axes de simili-
tude inverse, on déterminera les cercles qui ont avec P et 
P' un contact de première espèce, et delà seconde avec P'', 
ou réciproquement. La construction relative à chaque 
axe radical donnant deux cercles, on aura en général huit 
solutions. 

Beaucoup de problèmes peuvent se ramener à une 
question de contact. Nous nous bornerons à indiquer quel-
ques exemples. 

1°. Étant donnés deux points sur une circonférence, 
trouver sur cette circonférence un troisième point tel, que 
le joignant aux deux points donnés par deux arcs de grand 
cercle, ces arcs fassent entre eux un angle donné. 

Par la considération du triangle polaire , on ramène le 
problème à construire un triangle connaissant le cercle 
inscrit, un angle et le côté opposé, et cette question revient 
elle-même à mener un grand cercle tangent à deux cercles 
donnés. 

Construire un triangle sphérique, connaissant le 
cercle circonscrit, un côté et la surface. 

Ce problème se résout comme le précédent. 
3®. Construire un triangle sphérique, connaissant la 

base, la hauteur et la surface. 
I l peut aussi se ramener par le triangle polaire à me-

ner un cercle tangent à deux cercles donnés. 
4°. Étant donnés les grands axes et les foyers de deux 

ellipses sphériques qui ont un foyer commun, trouver 
leurs points d'intersection. 
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Ce problème se ramène à tracer un cercle tangent à 

deux cercles et passant par un point donné. 
Nous terminerons cette Note par quelques énoncés de 

théorèmes et problèmes de Géométrie sphérique. 
i^. Étant donnés deux points A etB sur une circonfé-

rence, si l'on prend un point quelconqueC sur l'arc AMB, 
qu'on mène les arcs C A , CB et qu'on les prolonge jusqu'à 
leur rencontre en C , le triangle AC'B aura une surface 
constante, et, par suite, le lieu du point C sera une cir-
conférence de cercle (*). 

Si par le point de contact de deux cercles tangents 
on fait passer un arc de grand cercle qui coupe les cercles 
donnés en A et B, et un second qui le^ coupe en K' et B \ 
si l'on joint A à A' et B à B', qu'on prolonge les arcs A A', 
BB'jusqu'à leur rencontre aux points C et D, les deux 
triangles AA'C, BB'D seront équivalents. 

Étant donné un arc de grand cercle AB, si à partir 
de son point milieu M on prend sur cet arc un quadrant 
MN, qu'on mène par Nun arc perpendiculaireNP sur AB, 
la somme des distances d'un point quelconque O de NP 
aux points A et B est constante et égale à 7R, et les angles 
formés par OA et OB avec l'arc AB seront égaux. Si l'on 
diminue de plus en plus l'arc AB jusqu'à la limite zéro , 
on arrive au théorème suivant : Le lieu des intersections 
successives des cercles qui font avec une circonférence de 
grand cercle donnée des angles égaux, est une circonfé-
rence de petit cercle ayant pour distance polaire le com-
plément de la mesure de l'angle donné. 

4®. Étant données deux circonférences qui se coupent 
aux points A etB, si par le point A on suppose mené un 
arc sécant MAN de longueur donnée, trouver la distance 

( * ) Si Tare AMB est une demi-circonférence, la surface constante sera 
équivalente à un grand cercle de la sphère. 
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polaire d'un cercle qui passerait par les trois points MNB. 

5®. Étant donné un triangle sphérique ABC, si Ton 
prolonge les trois côteé jusqu'à ce qu'ils se coupent aux 
points A', B', C , on aura formé trois triangles A B C , etc.; 
si à chacun d'eux on circonscrit un cercle, les tangentes 
des distances polaires de ces trois cercles sont comme les 
tangentes des demi-côtés du triangle donné. 

6®. Dans un triangle sphérique rectangle, la tangente 
carrée de la moitié de l'hypoténuse est plus petite que la 
somme des carrés des tangentes des demi-côtés, et la diffé-
rence est égale au produit des carrés des tangentes des trois 
demi-côtés. 

Transformer par une construction géométrique un 
parallélogramme sphérique en un carré sphérique équi-
valent. 

8 .̂ Etant donnés deux polygones réguliers sphériques 
d'un même nombre [n) de côtés, on propose deconstruire 
un polygone régulier du même nombre de côtés, équiva-
lent à leur somme. 

Ce problème se résout aisément par la géométrie. Si on 
le traite parle calcul on trouve, en désignant par p, p', p'̂  
les distances polaires des trois cercles circonscrits aux 
polygones, 

P . p ' , p . p ' . 7r ,, sm̂  --t" sm̂  ^̂  4 sin^-sin^-sm^-y 2 2 ^ 2 2 / ? 

cos t — c o s ( ^ j 

Si n == 4 ) on a 

tanĝ  . r ^ J 
p p p . p sm̂  - cos - -4- coŝ  - sm'-

2 p4-p /p-cos ^ cos ' 
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Si /ï = 00 , on trouve 

. p ' , o' sin' ^ = sin̂  - + sm' > 
2 2 2 

résultat facile à vérifier. 
9®. Si Ton projette un point C d'une circonférence sur 

un arc AB passant au pôle, les carrés des sinus des demi-
arcs AC et CB sont comme les sinus de leurs projections 
sur l'arc diamétral. 

lo®. Étant donnés un triangle sphérique ABC et un 
point O, si l'on joint ce point à un sommet A, qu'on mène 
sur Tare OA et par le sommet A un arc perpendiculaire 
prolongé jusqu'à la rencontre de BC en un point X , si 
l'on opère de même pour les deux autres sommets, les 
trois points ainsi obtenus sont sur une circonférence de 
grand cercle. 

II®. Etant donnés une courbe sur la sphère et un 
point O, si on le joint à un point A quelconque de la 
courbe, puis qu'on divise l'arc OA au point A' de manière 

à avoir = a , la courbe, lieu du point A', aura la sin AA' ' 5 r ' 
propriété suivante: si par les points homologues A et Â  
on mène une tangente à chaque courbe, le point de ren-
contre ( X ) des arcs tangents sera toujours à 90 d?grés de 
distance du point A , ce qui donne une construction sim-
ple pour mener une tangente à la seconde courbe, si l'on 
sait mener une tangente à la première*, si la première 
courbe est une circonférence, le lieu du point X sera une 
autre circonférence ayant même pôle que la première. 
Si a = I , le lieu du point A' sera une ellipse sphérique 
dont on peut trouver géométriquement le centre et les axes. 

12®. Si l'on projette deux points A, A' sur une circon-
férence de grand cercle (m/z), par les arcs AB, A! B', si l'on 
prend sur ces arcs ou leurs prolongements deux points 
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Cj C' tels, qu'oii ait la proportion 

tang(AB) _ taDg(A B̂̂ )̂  
tang(CB) tang {CE y 

si enfin on joint A à A', C à C , les arcs ainsi déterminés 
et l'arc mn auront un point commun, et réciproquement. 

Corollaire, Si l'on projette un point quelconque A 
d'une courbe donnée sur une circonférence de grand cer-
cle si l'on détermine sur l'arc AB projetant un point 

C par la relation = a, le lieu du point C jouira de 

la propriété suivante : les tangentes aux deux courbes me-
nées par les points conjugués A et C iront couper Tare mn 
au même point -, ce qui donne un moyen simple de mener 
une tangente à la seconde courbe par un point pris sur la 
courbe ou hors de la courbe, si Ton sait résoudre le pro-
blème de contactpour la première. Si, par exemple, on com-
pare l'ordonnée y d'une ellipse sphérique à l'ordonnée Y 
de son cercle principal, on démontre facilement qu'on a la 

relation — ^ [a et h étant les demi-axes de tang Y tang a ^ 
Tellipse). Cette relation combinée avec le théorème (12) 
donne une construction simple de l'ellipse parpoints et un 
moyen de mener une tangente à l'ellipse par un point pris 
sur la courbe ou hors de la courbe. On peut appeler el-
lipses semblables celles pour lesquelles on a la relation 

a n ^ — ^ . Si les axes homologues de deux ellipses 
t a n g b t a n g b' o r 

semblables sont sur une même circonférence, on pourra 
leur mener une tangente commune. I l suflSra pour cela de 
tracer une circonférence qui soit tangente commune aux 
deux cercles principaux. Soient A, A' les points de contact : 
si l'on détermine sur chaque ellipse les points correspon-
dants A et A', ces points correspondants détermineront 
la circonférence tangente aux deux ellipses. 



CONCOURS D'AGRÉGATION AUX LYCÉES, ANNÉE 1 8 4 8 ^ 
PAR M. D I E U . 

Agrégé, docteur ès sciences. 

COMPOSITION DE MÉCANIQUE. 

Un cylindre droit à bases circidaires, de matière hété-
rogène mais dont tous les points situés sur une même 
droite parallèle à Vaxe ont la même densité, est posé 
sur un plan horizontal. Déterminer le mouvement qu il 
prend sous Vaction de la pesanteur, et en particulier le 
mouvement du centre de gravité,, ainsi que celuid^un 
point quelconque du rayon qui passe par ce centre. On 
fera abstraction du frottement. 

I . Lorsqu'un cylindre droit quelconque, posé par une 
arête sur un plan horizontal sans frottement, de manière 
que son centre de gravité ne soit pas dans le plan vertical de 
l'arête de contact, est abandonné sans vitesse à l'action de 
la pesanteur, les arêtes ne doivent pas changer de direc-
tion pendantle mouvement qu'iFprend, elles bases doivent 
rester toujours dans les plans verticaux où elles se trouvent 
d'abord^ caries forces qui donneraient à chaque instant 
à ce corps supposé libre le mouvement qu'il a dans son 
état réel, savoir : son poids et la résistance du plan d'ap-
pui suivant l'arête de contact, sont des forces verticales 
qui ne peuvent conséquemment ni faire tourner autour 
d'un axe vertical, ni faire glisser dans la direction hori-
zontale des arêtes. 

Quand le cylindre est formé de filets homogènes pa-
rallèles aux arêtes, son mouvement ne dépend pas de sa 
hauteur, ou, en d'autres termes, un tronçon compris 
entre deux plans perpendiculaires aux arêtes, s'il était 
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détaché du reste, prendrait d'abord et aurait continuel-
lement ensuite un mouvement identique à celui qu'il a 
dans son état réel. E n effet, si le cylindre, au moment 
où on le pose sur le plan, était coupé en un nombre quel-
conque de tronçons égaux par des plans perpendiculaires 
aux arêtes, et si ces tronçons étaient sans action les uns 
sur les autres, i l est clair qu'ils prendraient tous le même 
mouvement; or la juxtaposition des parties ne saurait 
altérer ce mouvement commun, car elle ne peut produire 
ou amener aucun frottement, et i l ne sera pas altéré da-
vantage par la liaison complète qui reconstitue le cy-
lindre. 

D'après cela, i l suffit pour résoudre le problème pro-
posé de considérer un tronçon détaché du cylindre par 
deux plans perpendiculaires aux arêtes 5 nous pourrons 
supposer ce tronçon infiniment mince et le regarder 
comme un cercle composé de points matériels inégalement 
pesants, puisque le cylindre dont i l s'agit est de révolu-
tion ; enfin nous pourrons prendre la section circulaire 
contenant le centre de gravité G du cylindre, qui est équi-
distante de ses bases, et dont le point G sera aussi le 
centre de gravité. 

I I . Soient, à la fin du temps t écoulé depuis que le 
mouvement a commencé, 
C la position de centre du cercle qui touche alors en A 

le plan horizontal-, 
M un des points matériels dont i l se compose \ 
f la force variable , dirigée suivant A C , qui représente 

Ja résistance du plan : 
et, par rapport à la trace invariable du plan du cercle sur 
le plan horizontal et à un axe vertical, pris pour axes 
des X et des y d'origine O, soient 

•r' l'abscisse des points A et C (l'ordonnée de C est 
toujours égale au rayon ) 5 
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Xi 5 f i les coordonnées de G ; 
x^ jr celles de M. (Ces deux dernières varient avec le 

temps comme les précédentes, de plus avec la 
position de M dans le cercle. ) 

Nous désignerons en outre par a le rayon du cercle, 
par m sa masse et par ¡jl celle du point matériel M. 

En appliquant au cercle la force y, on peut le consi-
dérer comme libre et l'on a les équations 

(1) 

(2) f ^ m g ^ l . i i " ^ = O, 

(3) + _ _ j ^ o, 

qui expriment Téquilibre des forces perdues, (ĝ  repré-
sente la gravité et le signe 2 indique une somme qui s'é-
tend à tous les points du cercle. ) 

On déduit immédiatement de l'équation (i) que X i = a , 

a étant une constante , car ^ est nulle pour t = o. 

Donc le centre de gravité du cylindre ne quittera pas 
la verticale sur laquelle Use trouve d'abord ^ et ne pourra 
que s^élever ou s'abaisser sur cette droite. 

L'élimination àef entre les équations (2) et (3) donne 
d^r id'x d^x\ 
dr-

çn remplaçant x^ par a. 
Soient encore : 

V et 0 les coordonnées polaires du point quelconque M 
du cercle par rapport à Taxe vertical CA et au 
point C pris pour pôle (0 est positif en tour-
nant autour de C dans le même sens que de Ox 
vers O 7' autour du point O) ; 
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7'i et Bi les coordonnées polaires du centre de gravité G. 

i\ est constant, r ne varie qu'avec la position de M 
dans le cercle, 0i qu'avec le temps, et 0 varie des deux 
manières. 

On a évidemment 

S a : ' = OL — r̂  sinô,, 
. .r = a r , sine, + rsinÔ, 
{ et X = a — rcosô. 

Substituant ces valeurs de x ' , x et/dans l'équation (4)> 
en ayant égard à ce que 

d'ô d^e, 
1. (j.r cosB = mri cos 9i et = = - — j 

^ dt^ dt^ 
ainsi qu'au mode de variation de r, 0 et , et mettant 

au lieu de S . (moment d'inertie du cercle 
par rapport à son centre), i l vient, toutes réductions faites, 

(6) (yt̂  + rî^in^ô.)—' +risinGi.cos9..(^^y-+-gnsin9, = o. 

Cette équation est susceptible d'abaissement, car elle 
ne contient pas t d'une manière implicite; pour arriver 
tout de suite à une équation linéaire du premier ordre, i l 
suffît de poser 

F = ( « ) • . 
d'où 

~dF " " " J^,' 

En substituant dans l'équation (6), on trouve 

/ . dĈ  2r, sinôiCOsO, gr, sin9, 

L'intégrale de cette équation s'obtient par un calcuÈ 
connu : c'est 

^ _ C. 4-G-NCOSQ, 
A, 4 - sin' G, ' 
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et, en déterminant l'arbitraire C i de manière à ce que, 

pour i = o, 01 = et ^ = o (0^ est la valeur initiale 

donnée de 0i), on arrive à 
— cos 9o 

sin̂ ôV 
/ O N I /cos 0 1 — c 

La forme de cette équation montre l'impossibilité 
d'exprimer t en fonction de 0i autrement que par une sé-
rie ou une intégrale définie, et d'avoir 0i en fonction de 
mais cela ne serait nécessaire que pour assigner à chaque 
instant la position du cylindre, et, conmie on va le voir, 
la discussion de quelques-unes des équations précédentes, 
ainsi que de 

(9) = 

achève de faire connaître toutes les circonstances du 
mouvement. 

I I L I I faut remarquer d'abord que si 0i ne restait pas 
entre 0Q et — 0̂  , l'expression (8) ¿e ^ deviendrait ima-
ginaire, ce qui ne doit pas arriver; qu'ainsi, en suppo-
sant 7 r ^ 0 o > o , on doit prendre premièrement le signe — 
devant le radical, dans le second membre de l'équation (8), 
afin que dô^ soit négative jusqu'à ce qu'on ait 0 1 = — 0 ,̂ 
puis le signe - h , afin que dOi soit positive jusqu'à ce 
qu'on soit revenu à 0i = 0, et ainsi de suite alternative-
ment. Cela posé : 

i". D'après Téquation ( 8 ) , la vitesse angulaire relative 
du cercle autour de son centre C , représenté par le se-
cond membre de cette équation, est maxima (abstraction 

faite du signe) et égale à 2 • sin - pour 0i = o, m/-fi h 
nitna el nulle pour Oi = ± : 0̂ ,, et cette vitesse est la même, 
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sauf le sens, po^r des valeurs de Q̂  equidiiférentes de 
zéro. Donc 

Abstraction faite du mouvement de Vaxe du cylindre^ 
ce corps oscille autour de cette droite entre deux posi-
tions symétriques par rapport au plan ^vertical qui la 
contient; les oscillations sont isochrones et se composent 
chacune de deux parties égales. 

L'amplitude de ces oscillations est 2 5 et leur durée T 
sera donnée par la formule 

COS0 -- COSÔo 
o r " -r- r] sin' 0 

La plus petite et la plus grande valeur de x ' que 
donne la première des équations (5) sont a — sin Q̂  et 
oi-^r^ sin 00 qui répondent à = zi= 9o 3 et cette équa-
tion fournit des valeurs de x ' équidiiférentes de a pour 
celles de01 qui sont équidifférentes de zéro. En outre, on 
déduit de la môme équation et de l'équation (8) 

dx' , / ^ ^ /cosG, — cosôo - = ± .. Va gr,. cos 6. Y , 

ce qui montre que la ^vitesse du centre C sur la droite 
y = a est toujours égale à la vitesse angulaire relative 
autour de ce centre^ multipliée par la projection de CG 

sur la verticale Oy\ ainsi ^ est nulle pour 0̂  = db 0o, 

atteint (abstraction faite du signe) son maxima 

V ^ . Ôo 2 r • sm - ^ k o . • 

pour 01 = o, et prend des valeurs absolties égales pour 
des valeurs de 0i équidifférentes de zéro. Donc 

L'axe du cylindre oscille parallèlement à sa première 
position (I), dans le plan horizontal oii il doit toujours 
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rester entre cette position et line autre située à la dis-
tance 2 Fj sin 00 de celles-là'j ces oscilláíions coïncident 
avec les précédentes, ont même durée et sont aussi for-
mées de deux parties égales, 

3°. D'après Féqualion (9) , les valeurs extrêmes àey^ 
sont a — Ti cos 0o et a — r̂  qui répondent à = =h 0o 
et 01 = o, et ĵ i prend des valeurs égales pour des valeurs 
de 01 équidifférentes de zéro. De plus, cette équation et 
l'équation (8) donnent 

dy, _ / . . /cose, — cosôo 

d'où il suit que ^ est nulle pour 0i = zb 0o et 0i == o, 

nécessairement maxima (abstraction faite du signe) pour 
de certaines valeurs de 0i entre o et ± : 0 ,̂ et prend des 
valeurs qui diffèrent seulement par le signe pour des va-
leurs de 01 équi différentes de zéro entre lesquelles on n'a 
qu'une fois 0i = o. Donc 

Le centre de gravité G oscille sur la verticale de sa 
position primitive [xi = a. II] , en descendant d'ahord 
de r i ( i — c o s 0 o ) , puis remontant de la même quantité j 
et ces oscillations coïncident encore avec celles qui se 
font autour de Vaxe du cylindre. 

4®. Pour un point M' du rayon qui passe par le centime 
de gravité G, à la distance r' du point C, les deux der-
nières des équations ( 5 ) donnent 
(10) X—a=:(r'—7-1 ) sin 0,, j — « = / cosô,. 
En éliminant 0i entre ces équations, il vient 

une ellipse si ^ - > un cei 

le centre est toujours le point (a, a) situé sur la verticale 

qui représente une ellipse si ^ ' ^^ cercle si r' = ^ ; 
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où se meut le centre de gravité G : si r' > -Me grand axe 2 m 

de l'ellipse est parallèle à O / , et si paral-

lèle à O^. 
V désignant la vitesse absolue de M' à la fin du temps t̂  

on déduit des équations (8) et (lo) 
/ r / / / N o n cos Ô, cos Ôo 

" - Sj-Sr, r, - r,) cos^e,] • 

ainsi celte vitesse, nulle pour Bx = ± prend la môme 
valeur pour deux valeurs de équidiiTérentes de zéro, et 

atteint son maxima =t 2 (r '— /'i) sin — pour0i=:o. K 2 
Donc 

Le point M' oscille sur un arc d'ellipse ou de cercle^ 
formé de deux parties symétriques par rapport à la 
verticale du centre de gravité., et ces oscillations iso-
chrones, de durée T, coïncident avec les autres. 

Il ne reste plus à cbercber que la pression exercée par 
le cylindre sur le plan horizontal. Soient, 
p cette pression à la fin du temps 
P le poids du cylindre. 

On a (I) 

et, en remplaçant f par sa valeur en fonction de Q^ tirée 
des équations (2, 5, 7, 8), 

p = Vk' r ^ 2/-̂  cos9,.(cos9,—cos00)-
sin'0i (X'-h r̂  sin'G,)' 

On voit p augmenter de 

tandis que 0i varie de àz 0o à zéro, et prend la même valeur 
pour deux valeurs de 0i équidifférentes de zéro. 
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^ Notes, 
1. On peut arriver aux équations (i) et ( 4 ), sans appliquer la force f au 

cercle, afin de le considérer ensuite comme librè. Les composantes dos 
forces perdues sont seulement ainsi 

pour l'élément {x, y) de masse /A : et on doit avoir 

(?r étant liées par la condition que le cercle touche toujours le plan 
horizontal. Or pour un déplacement virtuel horizontal, (Jor^const , 
ây = o, ce qui fournit l'équation ( i ) ; 2® pour un déplacement virtuel 
dans lequel le cercle tournerait de l'angle infiniment petit w autour de son 
centre C, 

— — = (x — x') 0), 

ce qui fournit l'équation ( 4 ) en ayant égard k l'équation (i). 
ill. Si le plan est incliné au lieu d'être horizontal, en y posant le cy-

lindre de manière que ses arêtes soient horizontales, ce qui a été dit dans 
l'article 1 subsiste, pourvu que l'on considère un cylindre formé de filets 
homogènes aussi bien dans la première partie du raisonnement que dans 
la seconde. 

X désignant l'angle d'inclinaison du plan, et l'axe des étant une ligne 
de pente dirigée de haut en bas, on a, au lieu des équations (i), (2) et (3), 

mgsinX — ~ o, 

d^y 

/-Twgrcos; —S.// — = 0, 

x'f—nig{x,cos p. ^ - ^^ 
Le mouvement du centre de gravité parallèlement au plan est unifor-

mément accéléré et déterminé par 
x̂  = a. ^ gt̂  sin / . 

Les équations ( 6 ) et( 8) sont remplacées par des équations qui diffèrent 
seulement de celles-là en ce que ¿r cos A s'y trouve au lieu de,^; par consé-
quent, la partie de la discussion contenue dans l'article Ilï (lO)sur le 
mouvement angulaire du cylindre autour de son axe subsiste , à cela près 
que la durée des oscillations est réduite à T y'cos A. . 

est donnée par l'équation 

x =: a -h ^ ê'i ' sin / r— /•» sin 0,, 
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a i n s i cette abscisse du point C croîtra indéfiniment, et l'axe du cylindre 
n ' o s c i l l e pas de la manière indiquée dans l'article III ( 2® ). Cependant x ' 
peut décroître au commencement, lorsque passe de — à car on a 

dx' , ^ r, de, . 
— s i n ; - r , cos 

et /', c o s • ^ (qui est positif avec dd,) peut surpasser gt sin X; cela ne 

se présentera plus etx' sera constamment croissante, après que t aura at-
2 r, ./i\co&X . • . J r, cosôj ddi _ . 

teint -, . r • V — sin qui est le maximum de — ^ . Quand 
A' sin ; V ^ 2 ^ g sin X dt ^ 

x' décroît, le cylindre remonte le plan incliné. 
L'équation ( 9 ) n'est pas modifiée, et, par conséquent, le centre de gra-

vité G a, sur la droite mobile représentée par l'équation (11), le mouve-
ment décrit dans l'article III (3® ) ; la durée des oscillations est encore 
réduite àTv^cos;. 

Enfin, un point M'du rayon CG ne se meut plus sur une ellipse fixe 
(III, 4^)7 sur une ellipse qui glisse parallèlement à Oo: dans le 
plan xOf, sans changer de forme ni de grandeur, et dont le centre suit 
le point d'intersection des droites représentées par les équations 

X =: a-H ^ sin A , y — a. 

MÉTHODE POlilt DÉTERMINER 
LES RACINES COMMUNES A DEUX ÉQUATIONS; 

PAR M. BRIOSCHI, 
Professeur à l'Université de Pavie. 

Soient 
f [ x ) ~ - h 4 - . . . - f - X Un = o , 

(0 . 

les deux équations; x , , Xg,.-- n̂ les racines de la pre-
mière supposées inégales, et 

Supposons que les équations (i) aient r (et seulement r) 
racines communes, on a la proposition suivante : 

^nn. de Malhémat., t. XIV. (Mars i855.) 6 
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THÉORÈME. Les r racines communes aux deux équq^ 

lions (i) sont les racines de V équation suivante y 
d'Y iL'Y i) d^y x'^r x'--' x'--' 

_ i / = o, 
db^db m—I db rn—i 

OU de la suivante, 
d'N d'Y 
da'n da'a dan-i 

i \r / ^ -[ — lyr- -—x-^ [ — i)r 
dandUn-^i ddn~\ 

En effet, de l'équation (s) on déduit 

/ dY 

(3) 

dbs^ 
d^Y 

dbsdbs^ 

cPY 
^ dbsdbsdbs^ 

et ainsi de suite. On a posé 
V V, 

Si les équations (i) ont une seule racine commune, par 
exemple .Ti, la première des équations (3) donne 

et, par conséquent, 
dY dY 
dbm ' dbm^i ' 

résultat déjà obtenu par M. Richelot. 
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Si les équations (i) ont deux seules racines Xi,Xircom-
munes, la seconde des équations ( 3 ) donne 

db.db,^ 

de laquelle 

r/̂ V 

ei les , seront les racines de l'équation 

d'Y ^ d'Y d'Y _ 
^ dbZdbZ. "" ~ 

De même , si les équations ( i) ont trois seules racines 
communesX,, Xg, X3, de la troisième équation (3), on a 

rî V d^Y 
iT^Om db,ndbn-x 

— — — = 2 (x, 0:3+0:2X3) V,,2,3, -73— = , 
dodbm^^ db,n—i 

et en conséquence les trois racines communes seront les 
racines de l'équation 

dbl dbl db^^, ^ db^ dbl"" dbl_, ~ "" ' 

Le théorème se trouve ainsi démontré par analogie ('*'). 

(*) M. Brioschi a trouvé depuis une démonstration rigoureuse. 
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SOllITION DE l A QUESTION 2 5 6 
(voir t. X , p. 256); 

PAR M. COMBESCURE, 
Professeur. 

Soit un quadrilatère A B C D circonscrit à un cercle ; 
on décrit un second cercle touchant le côté AB en B et 
le côté CD, puis un troisième cercle touchant le côté AD 
en D et le côté BC. La droite qui va du point A au centre 
du second cercle fait avec le côté AB un angle égal à 
l'angle que fait la droite qui va de A au centre du troi-
sième cercle avec le côté A D . ( Q U T D D E . ) 

Soient Ole centre du cercle inscrit au quadrilatère ou le 
point de concours des bissectricesdesanglesA,E,F,B('^) ; 
I , l'les centres des deux cercles obtenus par l'intersec-
tion des bissectrices EO, FO avec les perpendiculaires BI, 
DI' aux côtés AB, AD. En désignant par A, B, C, D les 
angles du quadrilatère, le triangle BOE donne 

angle BOE = i .B — f E = = - B — — Â + D ) 2 12 2 2 
A 4 - B 4 - D — i 8 o ° C 

— == QO° 2 
On aurait semblablement 

Q 
angle DOF = 90® — 

Les triangles BOI, DOF donneront dès lors 
C G C BO.eos- BO.cos- BO.cos-± 

sinBIO E . A + D ' 
cos- sin 

2 2 
C C 

DO.cos- DO.cos-
Dr=. ? = 

sinDI'O . A-l-D 
sm 

2 
(*) E est l'intersection de AB, CD, et F l'intersection de BC, AD. 
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Mais 

AB. sin - AD.sin -

sin sin 
2 2 

donc 
. A C 

^^ s m - c o s -BI _ 2 2 _ DI' 
AB . A 4 - B . A 4 - D ~ AD' sin sin 

Les triangles rectangles IBA, l'DA sont donc semblables, 
et, partant, les lignes AI, AI' sont également inclinées 
respectivement sur les côtés AB, AD. c. Q. F. D. 

SOLUTION DE LA QUESTION 2 7 6 
(voir t. XII, p. 259); 

PAR M. L ABBÉ P E P I N . 

Trois points A, B, C étant liés de manière à conserver 
toujours les mêmes angles, si trois forces appliquées à 
ces points sont en équilibre, il faut, outre les conditions 
ordinaires, que les trois points et le point de rencontre 
des trois forces soient sur une même circonférence. 

(MÖBIUS.) 

Notations. -ij' \ y" coordonnées rectan-
gulaires des points A, B, C5 

P, P', P '̂, forces appliquées respectivement aux points 
A , B , C - , 

a , h ^ c, angles des directions de ces forces avec l'axe 
des X ; 

angle de la direction AB avec Faxe des 
a, ß, angles constants formés par les directions AC, BC 

avec la direction AB. 
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Les -équations qui expriment les liaisons du système 

sont 

tango, 

r''— r ' 

En posant 
tanga = w, tangp = /î, 

on en déduira 

y = y [x' — x) tang 6, 
v " - étangs) 

(i) m-n 

,, m{i —: n tang G) , n[i — m tang ô) 
m — n m — n 

En différentiant ces équations, on obtient 

' Sx'Z=Z S x { x ' — x ) - \ - tang cos y 

- " l e s - . 

(=>) i 
n [m + langS) , 

m — n 
[Sx'-Sx), 

, ( y - X) + 
[m — /zjcos^Ô^ ^ m^n 

0 ^ > 

/72 — n 

Si dans l'équation 
2 (P cos ti (îaiz-h P sin « d J ) = o, 

que fournit le principe des vitesses virtuelles, nous sub-
stituons les valeurs précédentes des variations ày\ dx"., 

en égalant ensuite à zéro les coefficients des varia-
tions arbitraires dx^ ày^ (î'x, iô, nous obtiendrons les 
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quatre équations suivantes, pour exprimer les conditions 
d'équilibre : 

' P cos.-P-sin^aangQ + P-cosr/^^^^^^'^g^) 
^ m — n 

n (i — m tang 0) 

(4) 

p sin«r + P'sinè + P"sinc = o, 

P' cos + P' sin b tang 6 - P" cos c- • m — n 
. mil — n tan^ 0 ) — P ' s m c — ^^ O , m — n 

La direction de Taxe des x étant arbitraire, nous ferons 
0 = 0. De plus, nous remplacerons la première de ces 
équations par la somme obtenue en Tajoutant à la troi-
sième. Ces équations seront ainsi remplacées par le sys-
tème suivant: 

j P cosfl!-f-P'cosZ?-f-P'^cosco, 
P sin a -H P' sin 4- P " sin r rr: o , 

(cosĉ  + sinr, w) n (4) P'cosi» P'̂ . 

P' sin b ~ V 

m — n 
„ (sine — QOSc,m)n 

Il y a cinq inconnues , les rapports des forces et les 
angles a , fe, c-, on peut donc satisfaire d'une infinité de 
manières à ces quatre équations. Les deux premières ex-
priment que la somme des projections des forces sur 
une direction quelconque est nulle. On pourrait aussi 
mettre en évidence l'équation des moments, qui exprime 
que les trois forces passent par un ménï?e point. 

Divisons la quatrième équation par 11 troisième, nous 



I 88 ) 
aurons 

sin a sine — cosc 
1 cosa , . tang£» = ^ — t a n g ( c — a ) . sin a ^ ^ cosc -f- sine. cosa 

En donnant aux forces P', P '̂ un signe convenable, nous 
pouvons admettre que les angles 6 et (c — a) sont com-
pris entre o et TT. Alors l'équation que nous venons d'ob-
tenir équivaut à la suivante: 

( 5 ) • ¿ ^ ( e - a ) . 

Or on voit aisément que les angles & et c — a sont me-
surés par la moitié d'un même arc AD, quand le point 
d'intersection des forces D est situé sur la circonférence 
du cercle circonscrit et qu'ils ont des mesures inégales, 
quand cette condition n'est pas remplie. Ainsi la con-
dition nécessaire et suffisante pour que l'équation ( 5 ) soit 
vérifiée, est que le point d'intersection des forces soit si-
tué sur la circonférence du cercle circonscrit au triangle. 

AUTRE SOLUTION DE LA OliESTION 276; 

PAR M. B E L L A V I T I S , 

Professeur à l'Université de Padoue. 

Pour l'équilibre, il faut que pour chaque mouvement 
infiniment petit la somme des moments virtuels des forces 
soit nulle. En supposant que le point C reste immobile, 
les deux points A et B peuvent, ou tourner autour du 
point C, ou se mouvoir le long des droites CA, CB, et 
dans chaque cas leurs vitesses seront proportionnelles 
aux côtés CA, CB-, il faut, par conséquent, que les 
deux forces appliquées aux points A et B soient également 
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inclinées sur les droites CA, CB. Donc le point de con-
cours de ces forces est sur la circonférence CAB. 

De plus, les forces devront être inversement propor-
tionnelles aux côtés CA, CB, c'est-à-dire elles seront 
proportionnelles aux sinus des angles A, B du triangle 
ABC; il en résulte que la troisième force, qui fait équi-
libre avec les deux précédentes, doit passer par le point C, 
puisque chacune des trois forces en équilibre est propor-
tionnelle au sinus de Fangle compris entre les deux au-
tres, et les angles formés autour du point de rencontre 
des forces ont les sinus égaux à ceux des angles du tri-
angle ABC. Ainsi l'équilibre subsistera encore, si l'on 
suppose que le point C soit mobile sous la condition 
proposée et qu'un des points A, B soit fixe. 

SOLUTION DE LA ftllESTION 2 8 0 
(voir t. XII, p. 327); 

PAR M. FORTUNATO P A D U L A , 
Professeur à Naples. 

line courbe du troisième ordre étant composée d'une 
brandie infinie et d'un ovale, si Fon prend sur la 
branche infinie trois points en ligne droite, et que par 
chacun de ces points on mène deux tangentes à l'ovale, 
les trois cordes de contact passent par un même point. 

(CHASLES.) 

Lorsque la branche infinie devient une droite, l'ovale 
se change en conique et l'on revient au théorème de La 
Hire. 

La propriété dont il s'agit dans cette question étant 
projective, nous nous bornerons à la démontrer pour la 
courbe donnée par l'équation 
Í 0 mx'=zx{x^a){x b), 

où 1 on supposera les quantités positives et 
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Cette courbe est composée d'un ovale dont les points 
de Taxe des x qui ont pour abscisses respectives —a, 
x= — b sont deux sommets, et d'ime autre branche qui 
a deux points d'inflexion à distance finie et s'étend à T in-
fini au-dessus et au-dessous de l'axe des x vers le troisième 
point d'inflexion. 

Nommons x\ y' les coordonnées d'un point quelconque 
de la courbe et x^ y celles du point de contact d'une des 
tangentes menées à la courbe par le point jc', y^ \ on aura 
l'équation 

2 rnyx' = 2 [a -H b) œ + ab\x' — -4- abx 

( 3 ) 

mais l'équation ( i ) donne 

donc on obtiendra 
^xx' {x -4- ¿z) (x -h b){x' + a) {x' h) 

= [ 2 (x-ha) (x [x-" — ab) {x' — x)]\ 

En réunissant tous les termes multipliés par 
{a: a) (x b), 

cette équation est divisible par [x ' — xY^ comme cela 
doit être, et l'on obtient Téquati on du quatrième degré eux 
(4) (x'—aby:=^x'{x-^a)(x-^b)x. 

Lorsque l'abscisse x^ est négative , les racines de cette 
équation sont toutes imaginaires, et réelles lorsqu'elle est 
positive : dans ce cas , l'équation (4) a deux racines posi-
tives et deux négatives. Donc, par un point quelconque 
pris sur la branche infinie, on peut mener à la courbe 
quatre tangentes dont deux touchent la même branche et 
les deux autres l'ovale. Il est évident que l'on ne considère 
pas les deux tangentes réunies dans la même droite qui 
touche la courbe au point (o:, y ) et qui sont données par 
les deux racines égales x = x' de l'équation (3). L'équa-
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tion (4) peut se décomposer dans les deux équations de 
second degré 
(5) — a?'] x H - a ^ r r o , 
( 6 ) — 2 [ -hè) = 
dont la première, ayant les racines négatives, donne les 
abscisses des points de contact sur l'ovale, et la seconde a 
les racines positives et donne les abscisses des deux autres 
points. On voit cependant que, quelque soit le point x', y^ 
le rectangle des abscisses des points de contact sur Vovale 
est constant et égal au rectangle des abscisses des deux 
autres points de contact sur la branche infinie. 

Les équations (5) , (6) donnent les valeurs des ab-
scisses des points de contact. Quant à la valeur de y cor-
respondante à chaque valeur dex , on pourrait la déduire 
de l'équation (i) qui, ayant égard à l'équation (4), donne 

il) r = 

mais il resterait à déterminer lequel des signes H- ou — 
on doit prendre pour chaque valeur de x . Et , par con-
séquent, il vaut mieux prendre la valeur de y de l'équa-
lion (2), et, ayant toujours égard à l'équation (4), on 
aura 

imxf = i^'—aby ^ ^̂ ^ _ ^̂ ^ _ _ _ . 
2 2 

mais les équations (5) , (6) donnent 
— — ab . i-r—, z-7—, i 

^^ h' 

donc on aura 

(8) imy' 
OÙ l'on doit prendre le signe supérieur pour les points de. 
contact sur l'ovale et le signe inférieur pour les deux 
autres. La valeur (8) dey, en y substituant pour y sa, 



( .92 ) 
valeur, se réduit à la valeur (7), et Ton voit que, lorsqu'il 
s'agit des points de contact sur l'ovale, on doit prendre 
dans l'équation ( 7 ) le signe supérieur ou inférieur selon 
que la valeur est positive ou négative : le contraire a 
lieu pour les deux autres points de contact. L'équation (7), 
ayant égard à un seul signe, représente une parabole qui 
passe toujours par les points de l'axe des .r qui ont pour 
abscisses ± : sjab. Donc 

Si, par un point quelconque de la branche infinie, on 
mène les quatre tangentes à la courbe^ les deux points 
de contact sur Vovale et les symétriques des deux autres 
points de contact sont sur une parabole du second 
degré qui a pour axe la tangente au sommet de la 
branche infinie et qui passe toujours par deux mêmes 
points de Taxe de la courbe. 

L'équation (8) donne immédiatement les équations des 
deux cordes de contact pour l'ovale et pour la branche 
infinie. En effet, substituant pour x® sa valeur tirée des 
équations (5) (6), on obtiendra 

-

my' 

m y [( sj[x' -^a)[x' ab]. 

OU bien 

(9) 

(10) r v ^ + + , 

qui expriment deux droites, dont la première est la corde 
des deux contacts sur l'ovale, et la seconde des deux points 
sur la branche infinie -, dans ces équations on doit prendre 
sjmod avec le même signe de y'^ comme il résulte de ce 
qu'on a dit ci-dessus, c'est-à-dire que si l'ordonnée y: 
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est négative, on¿ôit changer les signes àex' et de ab dans 
les équations (9 ) ^t (lo). 

Cela posé, soit 

l'équation d'une droite qui coupe la branche infinie en 
trois points j ' ) , y ' ) ; les abscisses 
x' , x "̂ seront les racines de l'équation 

py =zx(x -{-a) [x +• b), 
d'où 

et, par conséquent, l'équation (9) donnera, pour les trois 
cordes de contact correspondantes sur l'ovale aux points 

!

y sj mx' H- (a y/ mx' H- sjx'^x'" — x ' ) x ab := o ^ 

y + ( a \jmx" -h sjx' x'" -^x"^ x-^ab=o^ 

y + ( a sj'iH^" H- sfTV' ^ x'") x a b z=z o, 

et puisque le déterminant 
ab a sjm^ -h sjx" x'" — ^ ^ 

ab a 4 - - s ! ' ^ ' 

ab a slmi'" + s]x'x" — x'" sj'^"' I S J L ^ ' — X' S / ^ 

= ab sfm i six' x" — 

î v̂ ^ 

— absjm I s!'^' 

I a/" s/^' 

= o, 
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il s'ensuit que les trois droites exprinotees par les équa-
tions (il) passent par un même point (*). 

Note. La propriété est projective; par conséquent, elle 
existe pour une courbe du troisième degré à deux bran-
ches séparées, pourvu que l'une d'elles ne puisse être 
coupée par une droite qu'en deux points. TM. 

THÉORÈME SlIR LA SOMME DES PUISSANCES SEMRLARLES 
DES RACINES (RRIOSCHI); 

PAR M. F A U R E . 

Je viens de trouver une démonstration du théorème de 
M. Brioschi [Nouvelles Annales^ tome XIII, page 352), 
relativement aux sommes des puissances semblables des 
racines d'une équation. Elle est un cas particulier d'un 
théorème beaucoup plus général, lequel donne une théo-
rie complète des fonctions symétriques. 

(*) Il n'est pas inutile d'observer que, la courbe étant symétrique par 
rapport à l'axe des x , on peut supposer sans restreindre la généralité de 
la démonstration que la quantité /3 soit positive; alors les équations (i i) 
se rapportent au cas des ordonnées y"-, y"' positives ; mais si^' est po-
sitive et les deux a u t r e s y ' " sont négatives, au lieu des équations (i i ) , 
on aura 

y \Jmx' -+- (oi )/mx' -+- sjx" x'" x' ) x ab o, 

y s/m^-Jr ( « -+- h-Jc" ) x — ab = o, 

y v / m ^ - h ( a V ^ ^ ' H- -h x'") x — ah =z 
et l'on continuera la démonstration de la même manière. 

En nommant ^«»/sj ^sj^sj les coordonnées des quatre 
points de contact correspondants au point a:', j ', on déduit des équations (5) 
e t ( 6 ) , 

(9) t̂ 
( 1 0 ) y , - h y ^ -4-^8 - H - r * = s y . 

Donc le point x', — iy' est le centre des moyennes distances des quatre 
points de contact, et le point x\ — f est le centre des moyennes distances 
des points de contact de toutes les six tangentes qui passent par le point 
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Si l'on divise le polynôme 

n (x) = «a -f- «» ¿r'"-' -f- a , X ^ - ' + . . . X«-"-. . 

par le polynôme 

F (x) = ao + a, a2 jC -̂̂ -f-. . . , 

et que Ton représente le quotient par 
A o + A, x^-"-' As + A, . . ., 

on trouve aisément qu'un terme quelconque de quotient 
tel que Â  a pour valeur 

A , = -

ao O o O . . . . a, 
a» 0 a, 

I «0 

a , a o « i 

« r a r _ i 1 « r - 3 a r - 3 . . . ar 

C'est ce principe bien simple qui développé mène à de 
nombreuses conséquences^ ainsi, relativement aux fonc-
tions symétriques, on sait que si l'on veut avoir la somme 
des valeurs que prend une fonction entière ç (x) dans 
laquelle on remplace x successivement par toutes les ra-
cines d'une équation 

F ( x ) = o, 

il faut effectuer la division ^ et la 
F ( x ) somme que 

l'on demande est le coefficient du terme en ~ du quotient 

Supposons que II (x) = F ' (x) (f (x) et que (f (x) soit 
de degré r ] le terme Â  pour lequel m —n — r = — i 
donnera Â  pour la fonction symétrique cherchée. 

Si l'on a égard au procédé indiqué par M. Transon, on 
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voit que la méthode précédente conduit à la détermina-
tion d'une fonction symétrique quelconque, et je substitue 
ainsi des multiplications aux divisions de M. Transon. 

Si Ton suppose en particulier queç (a:) == i, le quotient 

^ donnera la somme des puissances des racines de 

F{x) = o. 
Notre valeur de A,, devient alors, en observant que 

Ar = 
(«or 

a„ o ,m ai) 

a , ao . . . ( m — i ) a , 

a , a, .. ,{m —2) <¿2 

a , . , .{m — r) cir 

et de là 
o ao o o 

AT AI AO O 

2 AJ AJ AI O 

r a ^ dr a ; . _ , . . . a , 

Cette relation revient à celle de M. Brioschi, il suppose 
seulement «o — i • 

Relativement à la division numérique, dans un système 
quelconque , on arrive à ceci : supposez que l'on veuille 
diviser le nombre 

5312367 par 23^57, 

écrit, par exemple, dans le système décimal; le quotient 
sera de la forme 

Ao 100 4- A, 10 -I- A2. 
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Or on a , d'après notre valeur générale de A,., 

2 O 5 2 5 
3 3 

^^ ^ 3 2 3 
4 3 . 

ou 

(]onc le quotient entier est 

^ ( 2 0 0 0 — ,80 — 9) = ^ ^ = 226, 

comme on peut le vérifier directement. 
On voit de plus que les seuls chiffres qui servent à dé-

terminer le quotient sont 531 dans le dividende, 234 dans 
le diviseur, et généralement autant de chiffres qu'il doit 
y en avoir au quotient. Ainsi le quotient des deux nom-
bres précédents revient à celui de 53100 par 234. 

II y a encore d'autres conséquences relatives à la valeur 
(lu reste de la division de deux polynômes, aux séries ré-
currentes, aux fonctions sturmiennes, etc. 

A ôte. Au moyen des déterminants, Fhabile analyste 
M. Sylvester vient de trouver la solution générale de cc 
problème : Étant donné un coejfficient différentiel d'un 
ordre quelconque^ pour un nombre quelconque de va-
riables^ trouver ce que devient ce coefficient pour un 
changement de système de variables. Problème qui n'a 
été résolu par Burmann et Jacobi que pour une seule 
variable. TM. 

SOLUTION DE LA QlIESTiON 2 7 2 (STEINER) 
(voir tome X U , p. l o o ) ; 

PAR M. F A U K E , 
Officier d'artillerie. 

Lemme. Soit 
ax^ — hx^ 4- ex- — dx c — o 

de Malhénat., t XIV. (Mars i855. ) 
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une équation du quatrième degré -, si Ton pose 

Téquation précédente deviendra 
ji ^ 2 cc \ y 4-

— r / M ~2hd 
y lac 

— b"-

y a'^ — o . 

Les racines de Téquation proposée étant designées par 
, /Tis, m,, m4, celles de la transformée seront 

1 I I I 
/w ̂  ' ml"^ ml 

et Ton trouve facilement 

1 -4-

_[b dy-h {a — c ey^ 

I 

de sorte que si e est constant ainsi que les différences 
b — J , a — c, le produit qui est dans le premier membre 
de l'équation sera aussi constant. 

I. Considérons une parabole = i px^ à laquelle on 
mène quatre tangentes formant le quadrilatère ABCD et 
dont les côtés auront respectivement pour équation 

(AB) 

(AD) 

(CB) 

(CD) 

yz=fn,x-+-

y = m , .X • 

yz=WsX-h 

y = rtitX -f-

P , 

P 9 
9. m, 

P . 
4^4' 

les quantités nix^m^^ rn ,̂ m̂  indiquant les tangentes des 
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angles que forment les côtés du quadrilatère avec Taxe 
de la parabole , ou si Ton veut avec la droite qui joint les 
milieux des diagonales du quadrilatère donné, car il est 
visible que ces droites sont parallèles (théorème de 
Newton). Pour abréger le discours, nous appellerons 
médiane la ligne dont nous parlons. 

Le côté AB touche la parabole au point Mj qui a pour 
coordonnées 

Le côté AD touche la parabole au point Mj, 

P P a: — —^ , y— — ' 
im\ m^ 

De sorte que le produit des distances du foyer F de la 
parabole aux deux points de contact sera 

Or le point A, intersection des deux̂  côtés AB, AD, a 
pour coordonnées 

= ^ , Y == ^ Í , 1 motril im^m-i 

d'où Ton déduit 

Désignant par Mg, M4 les points de contact des tan-
gentes issues du point C opposé «i A dans le quadrilatère, 
on trouve 

De sorte que l'on obtient pour le produit des distances 
du foyer de la parabole à deux sommets opposés quel-

7-
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conques du quadrilatère qui lui est circonscrit, la rela-
tion 

I 
14- — m: 

I 

De là ce premier théorème : Un quadrilatère étant cir-
conscrit à une parab ole y le produit des distan ces de son 
foyer à deux sommets opposés est égal à la racine car-
rée du produit des distances de ce même foyer aux 
quatre points de contact. 

On peut encore en déduire celui-ci : Si Von considère 
deux points fixes A ei C , ainsi que des paraboles de 
même foyer F, et que Von mène par les points donnés 
quatre tangentes à la parabole, le produit des distances 
de son foyer aux points de contact sera constant, etc. 

Les démonstrations géométriques de ces théorèmes sont 
faciles. 

II. Appelons a et a les foyers d'une conique inscrite 
dans le quadrilatère ABCD-, x , y^^x' Gly' les coordon-
nées respectives de ces foyers. Menons par ces deux points 
des tangentes à la parabole inscrite F , et soient juti, fXa 
les coefficients angulaires des tangentes issues du point a ; 
fjLj, [jLi ceux des tangentes issues du point oc. On aura 

p y ^Kf^l+Jii) . 

On indiquera que la conique (a , a) est tangente à la 
droite AB, en écrivant que le produit des perpendicu-
laires abaissées de ses foyers sur cette droite est égale à 
une certaine quantité i®. Cela donne la relation 
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Or soient : 
Si la somme des quantités i^i, , fJtj, ^ 
Sa la somme de leurs produits deux à deux; 
53 la somme de leurs produits trois à trois j 
54 leur produit. 
La relation précédente développée devient, en posant 

p' 
(i) (i —KSO'w; — S.wJ 4-(S2 — KS4)/?/; — 82///, HhŜ  = 0. 

On aura trois autres équations pour exprimer que la 
conique est tangente aux autres côtés du quadrilatère et 
l'on obtiendra ces équations en remplaçant dans la pré-
cédente m̂  successivement par mg, 7713, D'où il suit 
que si l'on considère m^, m ,̂ ni^, m̂  comme des incon-
nues, elles seront déterminées par l'équation (1) . Cette 
équation est de la forme indiquée dans le lemme-, on aura 
en conséquence 

\ 

(S, 
- s: 

Appelons maintenant : 
Mj la somme des quantités ¡x], (ĵ l, jui', ^̂  ; 
Ma la somme de leurs produits deux à deux ^ 
M3 la somme de leurs produits trois à trois ; 
M4 leur produit. 
Développons le second membre de l'équation précé-

dente et remarquons que 

s ; = M., 
S] — 2 S , S , 4 - 2S4 = M , , 

Ŝ  — 2 S , S î = M 3 , ^ 
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M. 

Cette égalité indique que si nue conique est inscrite 
dans un quadrilatère et que par ses foyers on mène les 
quatre tangentes à la parabole (inscrite au même qua-
drilatère), ces quatre tangentes feront avec la médiane 
des angles dont le produit des sinus est constant. 

On verra encore, après avoir fait la construction pré-
cédente, que les quatre tangentes issues des deux foyers 
d'une conique quelconque inscrite à un quadrilatère ren-
contrent la tangente au sommet de la parabole en quatre 
points dont le produit des distances au foyer de la para-
bole est constant. 

Cette même égalité prouve aussi que si une conique est 
inscrite dans un quadrilatère, le produit des distances de 
ses foyers à celui de la parabole est constant. 

Si Ton fait varier la parabole et le quadrilatère, on 
obtient des théorèmes intéressants. Ainsi : 

Considérant une conique et un système de paraboles 
de même foyer Y et menant les quatre tangentes com-
munes à la conique et à Vune des paraboles ; le pro-
duit des distances du foyer F à deux sommets opposés 
du quadrilatère déterminé par les tangentes est con-
stant-, le produit des distances du foyer F aux points 
île contact sur la parabole est constant. 

Le théorème subsiste encore si, au lieu de la conique 
donnée, on en considère une seconde de même foyer. 

IIL Piiisque les quantités fẑ , pa 5 î s 9 entrent symé-
triquement dans l'équation (i), on voit que si par les 
deux foyers a , a d'une conique inscrite dans un qua-
drilatère on m̂ ène des tangentes à la parabole qui lui 
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est inscrite, ces tangentes se coupent en deux autres 
couples de points qui peuvent être considérés comme les 
foyers de deux autres coniques inscrites. Sur chaque tan-
gente à la parabole il y a donc trois points et seulement 
trois qui peuvent être regardés comme appartenant au 
lieu des foyers des coniques tangentes à un quadrilatère : 
ce lieu est par conséquent du troisième degré. La courbe 
dont il s'agit a été étudiée à plusieurs reprises dans lesiVoM-
velles Annales; elle passe parles sommets du quadrilatère 
complet ABCD, et M. Terquem a indiqué une méthode 
pour lui mener une tangente aux points où elle coupe le 
quadrilatère (t. IV, p. 373). Ainsipour mener la tangente au 
point A, intersection des côtés AB, AD, on mène la diago-
nale AC etl'on trace une droite AK telle, que l'angle KAB 
soit égal à l'angle CAD; cette droite est la tangente. Je 
vais faire voir que l'on peut, par la même construction, 
mener une tangente en un point quelconque de la courbe. 

Soit, en effet, a le point considéré, déterminons l'autre 
point OL de la courbe tel, que 

Ffl .Fa = FA.FC, 

les deux points a et a seront les foyers d'une même co-
nique tangente au quadrilatère. Par ces points, menons 
(les tangentes à la parabole, et soient c, y les foyers d'une 
conique inscrite dans le quadrilatère déterminé par ces 
tangentes, on aura 

F^.Fv = F « . F a = : F A FC; 
donc les points c et 7 appartiennent aussi au lieu des 
foyers des coniques inscrites au quadrilatère ABCD. Les 
deux lieux sont donc identiques, et la tangente au point a 
du second lieu, que l'on construit comme précédemment, 
sera aussi la tangente au même point du premier lieu. 

IV. Théorème de M. Steiner (question 272). a^ a ; 
¡i; c , 7 étant les foyers de trois coniques inscrites au 
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même quadrilatère, on a la relation 

ne .uc a'^ 

Formons le quadrilatère aèajS et désignons toujours 
par F le foyer de la parabole inscrite au quadrilatère 
donné ABCD. Les côtés du quadrilatère a&ajS sont né-
cessairement tangents à une certaine parabole ayant pour 
foyer le point F , de sorte que l'on peut considérer c et 7 
comme les foyers d'une conique inscrite au quadrilatère 
aboi^. Or, lorsqu'une conique est inscrite dans un poly-
gone d'un nombre pair de côtés, le produit des distances 
d'un foyer aux sommets de rang pair, divisé par le pro-
duit des distances du même foyer aux sommets de rang im-
pair, donne le même quotient pour l'un et l'autre foyer 
[Nouvelles Annales, t. XII, p. 219). 

L'application de ce principe donne le théorème précé-
dent. Dans le cas où le point y s'éloigne à l'infini, on re-
trouve un théorème déjà démontré. 

V. On démontre encore que si par les points de contact 
d'une conique inscrite au quadrilatère ABCD, on mène 
des tangentes à la parabole, elles feront avec la médiane des 
angles dont le produit des sinus est constant, et cette con-
stante est la même que celle que l'on obtient en menant 
par les foyers d'une conique inscrite des tangentes à la pa-
rabole. 

On trouve aussi que le produit des perpendiculaires 
abaissées du foyer F de la parabole sur les tangentes pré-
cédentes est constant, et de là résulte que le produit des 
distances de ce même foyer aux points de contact d'une co-
nique inscrite est constant et égal au carré du produit des dis-
tances de ce foyer à deux sommets opposés du quadrilatère. 

J'ajoute encore ici les énoncés de quelques théorè^les 
analogues aux précédents. 
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Étant donnés une droite et un point F , décrivons 

quatre hyperboles équilatères tangentes à la droite et 
ayant pour centre le point F ; ces hyperboles déterminent 
un quadrilatère curviligne tel, que le produit des distances 
du centre à deux sommets opposés est le même pour 
chaque couple de sommets. 

2". Une cassinoïde et une droite sont données : soient 
décrites quatre hyperboles équilatères tangentes à la droite 
ainsi qu'à la cassinoïde et concentriques avec elle. Ces hy-
perboles déterminent un quadrilatère curviligne tel, que 
le produit des distances du centre aux points de contact 
sur la cassinoïde ou sur la droite est constant. La con-
stante reste la même si l'on fait varier la droite et la 
cassinoïde, pourvu que celle-ci conserve les mêmes 
foyers. 

3®. Soit F le point de rebroussement d'une épicycloïde 
ordinaire (c'est-à-dire celle qui est engendrée par le point 
d'une circonférence roulant sur une circonférence égale)-, 
menons par ce point quatre cercles tangents à l'épicycloïde 
ainsi qu'à un cercle donné : le produit des distances du 
point F aux points de contact sur répicycloïde et le cercle 
est constant et égal au carré du produit des distances du 
même point à deux sommets opposés du quadrilatère cur-
viligne formé par les cercles tangents. 

KOTE SUR LE PRINCIPE DES FORCES VIVES. 

Nous croyons utile d'émettre quelques idées sur ce 
qu'on appelle le principe des forces vives, dont on fait 
un si fréquent emploi, quoique l'application ne soit pas 
toujours aussi facile qu'on est tenté de le croire. Remon-
tons à l'origine de ce principe. Toute question sur les 
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quantités, nombres, lignes, forces, etc., se réduisent 
finalement à des équations qu'il faut résoudre, soit en 
cherclftint les valeurs des inconnues, objet de l'Algèbre 
ordinaire, soit en cherchant la forme des fonctions des 
inconnues, objet de l'Analyse infinitésimale. On cherche 
autant que possible à diminuer le nombre des équations ; 
ainsi dans l'analyse élémentaire, en élevant au carré 
toutes les équations (à second membre nul) et égalant la 
somme à zéro, cette équation unique, avec quelques res-
trictions, peut tenir lieu de toutes les équations. Il en est 
de même dans le calcul transcendant ^ une intégrale peut 
souvent tenir lieu de beaucoup d'équations différentielles ; 
ainsi tous les problèmes de mécanique, en dernière ana-
lyse, se bornent à obtenir pour les forces égales, mais in-
connues , des expressions diverses ; cette diversité d'expres-
sions fournit des équations différentielles dites A'équilibre^ 
que Ton remplace autant qu'on peut par des intégrales ; et 
c'est une de ces intégrales qui a reçu le nom spécial d'é-
quation aux forces vives, dénomination, à certains 
égards, très-vicieuse*, car, si la force est une entité méta-
physique dont on pourrait, dont on devrait débarrasser 
la science, mais dont au moins on croit avoir une idée pré-
cise , à la portée de nos sens matériels, la force vive est un 
surcroit d'entité, une double entité à laquelle rien de réel 
ne correspond dans la nature. On a matérialisé un résul-
tat de calcul-, et de même que dans le langage ordinaire, 
les expressions métaphoriques donnent naissance à tant 
de conclusions fausses ou boiteuses, la création d'êtres de 
raison dans les sciences amène souvent de fausses ap-
préciations, des jugements équivoques-, toutefois, n im-
porte le nom, l'équation des forces vives est précieuse, 
/en tant qu'elle représente le double de la quantité de tra-
vail , quantité qu'il est souvent plus facile de reconnaître 
dans le jeu des machines que les forces motrices dont 
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cette quantité tire sa source : c'est à Tinvasion de plus en 
plus considérable des machines dans le monde industriel 
qu'il faut attribuer le rôle important que les forces vives 
ont pris dans la pratique et dont ne s'occupaient naguère 
que les philosophes, et les géomètres quand ils étaient 
philosophes. 

Dans ce nombre brille au premier rang le célèbre Bos-
cowich , membre d'une Société fameuse par sa puissante 
organisation , par son indestructible vitalité. L'idée lumi-
neuse et profonde d'assimiler les forces instantanées dites 
percussions, chocs , etc., à des sommations instantanées 
de forces continues, émise par l'illustre jésuite, est aujour-
à\nmmplicitement\dihdiSeàQ la mécanique industrielle. 
Le principe de la continuité ainsi introduit dans la phoro-
nomie, la pesanteur qui est une force continue agissant 
sous nos yeux à chaque instant, se présentait naturellement 
comme l'unité dynamique indiquée par la nature^ aussi 
aujourd'hui toute pression, compression, dilatation, 
élasticité, tension, etc., est évaluée par des poids en équi-
libre, et toute percussion, impulsion, choc, etc., par 
des poids en mouvement. Mais cette évaluation des forces 
vives est souvent sujette à de grandes difficultés et peut 
occasionner de singuliers mécomptes -, car alors il n'est 
pas permis de négliger les mouvements mêmes molécu-
laires : toute manifestation de mouvement, n'importe sa 
nature, se fait aux dépens de la force et ne peut être né-
gligée. Ainsi lorsque Laplacc compare la quantité de 
mouvement à un fluide qui se transmet d'un vase dans un 
autre, la comparaison n'est pas seulement poétique, elle 
est d'une grande justesse-, le fluide qui pénètre partout 
et qui va d'un côté est enlevé à l'autre. Prenons, pour 
éclaircir ceci, l'exemple très-simple de deux corps mus 
qui se choquent5 outre l'impulsion, il y a déformation, 
et cet effet de déformation absorbe une partie de la forcç\ 
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qui est ainsi dérobée à l'impulsion, tellement que, quel-
que considérable que soit l'impulsion , si la mollesse du 
corps choqué est extrême, le choc ressenti sera faible, tout 
étant employé à déformer le corps: la composition phy-
sique du corps influe sur les résultats mécaniques, de sorte 
que la quantité de travail n'est pas toujours une mesure 
précise delà totalité delà force vive réellement développée. 

Ecoutons ce que disait Lambert sur les forces vives 
en 1770. 

(( Il y a environ un siècle , ou, pour mieux dire, avant 
)) le temps de Galilée et de Descartes, il était à peine né-
» cessaire de s'arrêter longtemps, dans les Traités de sta-
» tique, sur Vidée de la force. Aujourd'hui cela eSt de-
» venu d'autant plus nécessaire, qu'en parcourant ce qui a 
» été écrit dans la discussion Leibnitz et dans la discussion 
» Maupertuis, on ne sait plus à quoi s'en tenir sur cette 
» idée par elle-même si simple. Depuis on a fait de 
» toutes les modifications de la force des forces particu-
» Hères-, on a mis ainsi sur la scène des forces vives, 
)) mortes, intrinsèques^ accélératrices^ etc, Bilfinger y a 
» même ajouté ses vires indifférentes, consentientes, 
» coincidentes, dissentientes, repugnantes,, disjunctas, 
» p ar alíelas, mixtas, puras, etc,; à celles-ci viennent 
» encore se joindre : actio, potentia, pressio, sollicitatio, 
» Ímpetus, conatus, impactus, etc,, idées pour lesquelles 
» la langue fournit des mots qui, à cause de leur signi-
» fication indéterminée,^ sont difficiles à déterminer el 
» sont d'autant plus propres, à l'aide d'arbitraires défi-
» nitions, à fournir des théorèmes qu'on croit avoir dé-
» montrés, tout embrouillés qu'ils sont. J'avoue volon-
» tiers que je n'ai jamais pu bien comprendre la plupart 
» de ces mots, nonobstant leurs définitions. En eifet, j'ai 
)) toujours pensé que les premiers principes de la méca-
i) nique devaient être plus simples et n'avaient pas besoin 
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)) de cet étalage de mots et de définitions. Ainsi je com-
,) prenais très-bien, par exemple, que si le produit d^ la 
)) masse par le carré de la vitesse avait quelque emploi 
» fréquent en mécanique, il était bon, pour abréger, de 
)) donner un nom à ce produit ; et comme les mots sont 
» les signes arbitraires des idées, je coiÉ^ris encore qu'on 
» nommât ce produit]/b/'ce et, si l'on veut, force vive, 
» Mais par là le mot force et même force vive ne devient-
» il pas équivoque ? C'est une tout autre question à la-
)) quelle, après mûres réflexions, il faudrait répondre afïir-
)) mativement, et, s'il en est ainsi, Leibnitz aurait à tout 
» égard mieux fait de choisir, pour désigner ce produit, 
» tout autre mot que le mot force. Par là du moins la 
)) logomachie qui s'est introduite dans la dispute aurait 
» été évitée, et la question si ce produit reste constant 
» dans tous les cas et peut être admis comme cause 
» finale se serait présentée sous une autre face. On peut 
)) dire la même chose de la moindre action de Mauper-
» tuis : le mot action est depuis longtemps équivoque 
» dans la langue 5 par exemple, dans les expressions 
» action des rayons solaires,, action du feu, etc,^ qui 
» désignent des idées compliquées \ on se sert même de 
» ce mot pour désigner les actes des hommes, qui sont 
)) composés de beaucoup d'actions plus simples. » {Bei-
trage zum Gehrauche der Mathematih, Documents pour 
l'usage des mathématiques et leurs applications -, par-
tie, section, p. 370; Berlin, 1770.) 

C'est donc une idée malheureuse d'avoir donné la notion 
obscure de la force vive pourbase à l'enseignement élémen-
taire de la mécanique, et, par contre, d'avoir retranché de 
l'enseignement la notion si claire des couples, la plus belle 
conception phoronomique du xix® siècle, conception fran-
çaise. C'est plus qu'une faute : c'est un crime contre le 
pays et contre la science. 
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Mais citons deux autorités qui pèsent dans là balance. 
« Quelles que soient, en réalité, les qualités fonda-

» mentales de la conception de M. Poinsot par rapport 
» à la statique, on doit néanmoins reconnaître, ce me 
» semble, que c'est surtout au perfectionnement de la 
» dynamique qu'elle se trouve par sa nature essentielle-
» ment destinée, et je crois pouvoir assurer à cet égard que 
» cette conception n'a point encore exercé son influence 
» la plus capitale. Il faut la regarder, en effet, comme 
)) directement propre à perfectionner sous un rapport 
» très-important les éléments mêmes de la dynamique 
)) générale. » 

Voilà comment s'exprimait, en i83o, un géomètre, 
philosophe éminent [Philosophie positive y t. I , p. 6i5) . 
Depuis, deux Mémoires de M. Poinsot, chefs-d'œuvre de 
sagacité et de pénétration, ont réalisé les vœux de M. A. 
Comte et ont perfectionné considérablement les éléments 
de la dynamique. 

La seconde autorité est celle du célèbre auteur de la 
Géométrie supérieure, K NOUS pouvons regarder cette 
» élégante théorie des couples comme une conception 
» éminemment heureuse, )> [Histoire des Méthodes, 
p. 1837. ) 

C'est donc, comme disent les Anglais, un ungeome^ 
trical spirit qui a dicté la radiation de cette théorie^ le 
même esprit qui a proscrit la Statique de Poinsot, a pres-
crit la Géométrie de Clairaut, que l'illustre mathémati-
cien parait avoir écrite pour la célèbre marquise du Châ-
t^let-, mollement raisonné, cet ouvrage, pcr le donne^ 
n'est propre qu'à faire des non-géomètres. 

On vient de recommander VAlgèbre de Lacroix. A la 
bcwineheure ! Cet ouvrage conserve son mérite intrinsèque 
d'être une œuvre mathématique. 
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PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES, 
DES SURFACES ET DES LIGNES. 

1. Soient A,, Aa, A3,..., A„, Az fonctions algébriques en-
tières, cbacune.de degré w, entre TZ variables : le système 
d equations 

(L) A.RZRO, A 2 = : 0 , . . . , A„=RO, 

est satisfait par n'" systèmes de n valeurs des variables. 
Posons 

Tindice sommatoire se rapportant à p ^ et les a sont des 
constantes-, les /z'" systèmes de valeurs des équations (i) 
satisfont aussi au système de degré m relatives à n valeurs 
différentes de n équations S', S'', etc., aussi de degré m. 

Soient Bj, Ba,..., B„ d'autres n fonctions algébriques en-
tières, chacune de degré /rz, entre les mêmes variables que 
les A ^ le système d'équations 

(3) B, = o, B2=O, . . . , Bn=o 

admet n"' systèmes des valeurs des variables. 
Posons 

(4) 

les b sont des constantes^ les mêmes n''' systèmes des va-
leurs satisfont à n équations de degré m, pour n valeurs 
différentes de savoir T', T ^ 
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Supposons de plus qu'on ail \identité 

(5) 

Considérant les A et les B comme des inconnues du pre-
mier degré, on peut les éliminer de l'identité ( 5 ) à Taide 
des systèmes (2) et (4), et l'on obtient 

(6) V = + 

Les systèmes des valeurs qui satisfont aux équations 

satisfont au système V = o. 
2. Soit« = 3 5 Al, Ag, A3 représentent trois surfaces qui 

se coupent en nî  points-, de mêmeBj, B2,B3 5etc, : l'iden-
tité (5) exprime que les nî  points du système A et les m̂  
points du système B sont sur une même surface V du de-
gré m. Les intersections des trois surfaces S', S'', Ŝ '̂  sont 
les mêmes que celles du système A , et les intersections des 
trois surfaces T', T '̂, T''̂  sont les mêmes que celles du sys-
tèmeB-, et l'équation (6) montre que les intersections des 
surfaces S', T", V"-, S^T' , S ^ T^ T^^ont unemême 
surface V de degré m. 

3. Soit 72 = 25 les A, B, S, T représentant des lignes; 
les m® points intersection des A sont les mêmes que les 
m̂  points intersection des S', S''*, les m̂  points intersec-
tion de B sont les mêmes que les m̂  points intersection de 
T', T '̂̂ ces ini^ points sont sur une même ligne V de 
degré m, les m} points intersection de S', T '̂ et les m® 
points intersection de T' sont sur une même ligne de 
degré m. 

Si w 2, on a un théorème énoncé par M. Chasles 
(Comptes rendus, séance du 16 août i853), qu'il a dé-
montré dans son cours en Sorbonne et dont on peut tirer 
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une foule de corollaires. Voici les énoncés de nouveaux 
théorèmes qu'on doit à M. Y^œ^eVe [Journal de M, Lion-
milieu X I X , p. 3455 i854). ^ 

THÉORÈME. Sur une conique donnée, on prend trois 
systèmes de quatre points; par chacun de ces systèmes 
on fait passer respectivement deux coniques ̂  savoir 
Cl ; As, C2 ; A3, C35 fei trois systèmes des huit points d'in-
tersection de 

A,, A2; C,, C2, 
Aj, A3 ; Cl, C3, 
A2, A3; C2 ) C3, 

sont respectivement sur trois coniques qui ont les mêmes 
quatre points d'intersection. 

Les polaires réciproques fournissent un théorème cor-
rélatif. 

Les coniques devenant des cercles, ou un système de 
deux droites, ou bien devenant homofocales, sont des cas 
particuliers. 

Depuis, M. Wœpcke a étendu les mêmes théorèmes 
aux surfaces. (Liouville, décembre i854). 

THÉORÈME SUR LES DÉTERMINANTS CRAMERIENS: 
PAR M. LE DOCTEUR CANTOR, 

Professeur à Heiclelberg. 

Soit un déterminant cramérien de m éléments, formé 
d'après le procédé combinatoire; soit Lie nombre d'in-
versions du terme de quantième n. Ordonnant n d'après 
les produits continuels, i, 1 . 2 , 1.2.3, etc., on aura 

Ann. de MaLhèmat., t. XIV. (Mars i855.) 8 
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les crochets représentent des produits continuels; on a 

a (a— l) 
2 

I est indépendant de m. 
Exemple : 

72= 356 == 2 r 5 ] 4 - 4 [ 4 ] - + - 3 [ 3 ] + I [ 2 ] , 

Irrr 2 - 1 - 4 + 3 + I — 1 + I O I 

soit m = 6 ; le SDÓ"* terme est 365142 , qui a en elTet dix 
inversions. 

On peut donc connaitre à priori le signe d'un terme d'un 
quantième donné. (Communiqué sans démonstration.) 

Note du Rédacteur, L'auteur de cet article m'a écrit 
depuis que le même résultat a déjà été donné par M. Reiss 
( Correspondance mathématique de Quetelet, tome V ). 

M. Cantor vient de publier : Grundziige einer elemen-
tar A rithmetih, etc. Principes fondamentaux d'une arith-
métique élémentaire, à l'usage des cours universitaires^ 
Hííidelberg, i855 ; in-8, 175 pages; ouvrage qui renferme 
des notions philosophiques et des renseignements histo-
riques curieux; aussi peut-on le lire sans répugnance, 
même avec intérêt : chose rare quand il s'agit d'un 
Traité élémentaire d'Arithmétique. Je ne connais de ce 
côté-ci du Rhin aucun traité de ce genre. 

L'opuscule est terminé par la syntactique ou théorie 
combinatoire. La première trace de cette doctrine se 
trouve dans l'ouvrage de Jean Buteo, Logística^ iSSp, 
qui résout le problème de trouver tous les coups différents 
qu'on peut amener avec quatre dés. 
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SliR LES FRACTIONS DÉCIMALES PÉRIODIQUES, 
D'APRÈS M . AV. L O O F , 

Directeur du Gymnase ducal à Gotha. 

{^Àrchwcs de Grunert, 54j i85i.) 

Si la fraction ~ donne la période P de k chiffres, on a 
LÔ  — I ~ /ZP; 

donc pour trouver le nombre ou les nombres TZ qui donnent 
une période de k chiffres, il faut chercher tous les divi-

I Ô  . I 
seurs de lo^—i ou de — ^ — = 111... (k fois le chiffre i). 

Dans le tableau suivant, n indique le dénominateur de 
la fraction - et k le nombre correspondant de chiffres de 
la période. 

/ /̂  
I 3 9. 
:>. I I . 
3 37. 
4 I C I . 
5 4i 071. 
( ; 7.13. 
7 :>.39.4649. 
8 73.137. 
9 333667. 

10 909i. 
11 21649.513239. 
» 2 9qoI. 
13 53.79.265.371653 
14 
15 3i.2906161. 
16 17.5882353. 



( 
h n 
17 inconnu 
18 19.52579. 
19 inconnu (**). 
20 3541.27961. 
9.1 43.1933.10838689. 
22 23.4093.8779. 
2 3 I I I 1 I . I 1 I I I I ( ? ) . 

24 9999000I. 
2.5 100001000010000100001 (?). 
2 6 8 5 9 . I o 5 8 3 I 3 O 4 9 . 
27 757.440^^^4777631 (?). 
28 29.281.121499449. 
29 3191.X. 
30 211.241.2161. 
31 2 7 9 1 . 3 9 8 1 0 5 0 2 0 1 0 4 3 0 3 5 1 5 2 6 7 3 2 7 5 2 1 ( ? ) . 
32 353.449-641•1409-69^57. 
33 67.1344628210113298373 (?). 
34 103.4013.21993833369 (?). 
35 71.12676184367477604353521 (?). 
36 999999000001(?). 
37-40 inconnus. 
4 1 8 3 . 1 2 3 1 . a - . 
42 127.2689.459691. 
43 173.0:. 
44 89.1112470797641561909 
45 299700000299700299999703 (?). 
46 47.139.2531.54979718449191 (?). 
47 inconnu. 
48 9999999900000001 (?). 
49 inconnu. 
5 0 2 5 1 . 5 0 5 1 . 7 1 7 0 6 1 2 0 2 1 0 5 7 7 9 2 9 1 ( ? ) . 
51 6i3.146965889217112709610099495907 (?). 

(*) Tous les nombres premiers de 1 à 23oooo ont été essayés sans suc-
és. 

Les nombres premiers de 1 à 100000 essayés sans succès. 
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/ n 
52 521. 1900381976777332243781 (?). 
5 3 1 0 7 . ^ . 

H 999999999000000001 ( ?). 
5 5 
5 6 7 8 4 1 « I 2 7 5 2 2 o o i o 2 o i 5 o 5 o 3 7 6 i ( ? ) . 
57 inconnu. 
5 8 5 9 . 1 5 4 0 8 3 2 0 4 9 3 0 6 6 2 5 5 7 7 8 1 2 0 1 8 4 9 ( •) • 
59 inconnu. 
60 61.1655736049181983604901641. 

Les (?) indiquent qu'on ignore si le nombre est pre-
mier ou non. 

QUESTIONS. 

297. Construire un triangle, connaissant une hauteur, 
une bissextrice et une médiane : chacune de ces trois 
droites partant d'un sommet différent. (E. COUPY.) 

298. Étant donnés dans le même plan, de grandeur et 
de position, cinq segments, construire une conique qui 
coupe chaque segment harmoniquement (CHASLES.) 

• ' ' ' • , ' 

ARITUMOLOGIE. 

Théorèmes empiriques. 
Définition, Avec Euler nous donnons ce nom à des 

théorèmes non démontrés, mais dont l'existence est véri-
fiée depuis l'unité jusqu'à de très-grands nombres. 

I®. Tout nombre pair est la somme de deux nom-
bres premiers. ( GOLDB ACH . ) 

(*) Soient ah un de ces segments, a , /3 les points d'intersection avec la 
conique; Us quatre points a, a, /3 doivent être placés liarmonique-
ment. 
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Tout nombre pair est la diliérence de deux nom-

bres premiers (*). (POLIGNAC.) 

3®, Tout nombre est la somme de neuf cubes entiers 
positifs au plus vérifié de i à 1 2 0 0 0 . ( E D O U A R D W A R I N G , 

Meditationes algehricœ, p. 349, 3"" édition; Cambridge, 
1 7 8 2 C R E L L E , t. XLII, p. 4^ •) 

4^. Tout nombre est la somme de dix-neuf bicarrés 
entiers positifs au plus, (Ibid.) 

NOTE SUR LA DIVISIBILITE DES NOMBRES. 

p étant le nombre des chiffres d'une période décimah; 

provenant de la fraction — ̂  on a 

\oP — I = w, et iQ̂ P — i = in\ 

h est un nombre entier positif qtielconque. 
Corollaire 1. N étant un nombre entier positif quel-

conque, on a 
IV. LOM — N = in. 

Corollaire II. w, N conservant môme signification, 
si Ton divise N en tranches de p cliiflres de droite à gau-
che, la dernière tranche à gauche peut renfermer moins 
de p chifï'res. Soit n la somme de toutes ces tranches, on 
aura 

N — n ~ m. 

En eiïet, soient ii, ^3,. . . ces tranches, on a 

IS ~ f, 4- . loi' -4- -f-. . ., ou 
— t ^ — m , /a. 1 o/' — tj I o-/' — fj =r /7?,. . . ; 

(*} Les travaux de MM. de Polignacet Tchetbichef sont )es premiers pas 
vers la démonstration de ces inaccessibles théorèmes. 
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ajoulaiil, on a 

N — 

Corollaire III. Faisant p = ir^ ct soit m un nombre 
premier 

jô '̂  — I = //r (lo' -H i) (lO"" — i); 

10 '—I n'est pas divisible par m, puisque la période a 
2 r chiiTres. Donc 

lo ' -f-i —/W, et I = 
* 

Supposons qu'on partage N en tranches de r chiiTres de 
droite à gauche, on aura 

Î, f, = m , Î2 . I o' -f- t, — itl y 
t, . I o"' — t, = m, o '̂' t̂  m . . • . 

Soient 
t -f- -}- -I- . . . rrr // , 

on aura 

N — {^11 — = fil ' 

Application. 

m = 3 , alors p = \ \ il faut partager N en tranches 
chacune de i chiffre. 

m = 9, a l o r s = il faut partager N en tranches 
chacune de i chiffre. 

m = 7, alors p = il faut partager N en tranches 
de 3 chiffres , et faire la somme des tranches de rang 
paii? et de rang impair. 

m = 11, alors p = 2 ; il faut partager N en tranches 
de 1 chiffre. 

m = 13, alors = il faut partager N comme pour le 
< as de m=z r. 



( Í20 ) 
m = 17, alors = 16; il faut partager N en tranches 

de 8 chiffres. 
m = 19, alors = 18 ; il faut partager N en tranches 

de 9 chiffres. 
m = 23, alors = 22 ; il faut partager N en tranches 

de II chiffres. 
• m = 37, alors p = 3 -, il faut partager N en tranches 
de 3 chiffres. 

m = loi, alors p z==z ^ \ il faut partager N en tranches 
de 2 chiiïres. 

Ces théorèmes sont indiqués dans le Journal de Cam-
bridge, et se trouvent dans \Algebre de Mayer et Cho-
quet, 5® édition, page 232. 

TilËORÉUE SUR LES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES 
ET SUR UNE PROGRESSION ARITHMÉTIQUE 5 

PAR M. V O L P I C E L L I , 
Prol'esseiir à l'école d'artillerie de Rome 

1. Sqit Féquation 

^̂  n-rlrl ~ o, 

p et q nombres entiers positifs; Tindice sommatoire se 
rapporte à r\ cette équation n a qu'une seule racine posi-
tive réelle, et elle est toujours irr^itionnelle lorsque 
n^ 1. 

2. La puissance n"̂ ^ n et a étant des nombres entiers 
positifs, est égale à la somme d'une progression arithmé-

(*) Connu par ses belles observations sur la diversité des rayons solaires 
caloriiiques', conlirmant celles dcMelloni. 
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tique dont : la raison d est quelconque; 2° le premier 

terme est — ^ ^ — 3 ® le nombre de termes est n. 
2 ' 

Propriété énoncée par M. Wheatstone dans la Société 
royale de Londres. 

3. Il est facile de généraliser cet énoncé. 
Soit 

S, 

çp est une fonction quelconque donnée a^ b^ c,. , .,, r des 
quantités quelconques ; l'indice se rapporte à r. 

Si l'on veut que où f est une fonction 
donnée, on peut déterminer les quantités, a^ b̂  c^. . . ^ 
de manière à satisfaire à l'équation pour toute valeur 
de n. 

Si Ton avait encore d'autres équations semblables, par 
exemple 

on pourrait déterminer les inconnues de manière que 
Si = Sg , . . . . 

Note du Rédacteur, M. Coupy, professeur auPrytanée 
de la Flèche, nous a aussi adressé une démonstration de 
cette propriété et de ses diverses applications numériques. 
La même propriété a été insérée dans le Cosmos, tome V, 
page 645, 1854, en ces termes : « Voyez ce que peut le 
)) génie! Il a fait de M. Wlieatstone, petit fabricant d'in-
» struments de musique, un des plus illustres pliysi-
)) ciens de l'Angleterre et du monde, le créateur de la 
» télégraphie électrique. M. Wheatstone quitte un instant 
)) la physique pour aborder la science si difficile des nom-
» bres et arrive d'un seul coup à constater une foule de 
)> propriétés merveilleuses qui avaient échappé aux plus 
» habiles mathématiciens. » 
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Comment cette assertion finale est-elle échappée au 

savant disciple de l'illustre M. Cauchy? 

INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIftUE 
D'une relaliou linéaire entre les coefficients de Téqualion du second degré; 

D'APRÈS M. OTTO H E S S E , 
Professeur à l'Université de Kœnigsberg. 

(CRELLE, t. XLV, p. 82 ; i852.) 

1. Notation, v est une fonction algébrique eiitière^ ho-
' mogène, du second degré de n variables 0:1,0:2, , . . . , x,, ; 

V}, est un coefificient différentiel de v pris par rapport à la 
variable Xj, : ces coefficients au nombre de n sont des fonc-
tions homogènes du premier degré des n variables ; v^x est 
un coefficient différentiel de Vj, pris par rapport à la va-
riable X;: il y a Az® de ces coefficients différentiels du se-
cond ordre, qui sont des quantités constantes, et l'on a 

à cause de l'homogénéité. 
2. Cette homogénéité donne l'identité connue 

Vk =r .r, 4 - . . . i'nk ^n y 

ce qui équivaut aux fi identités 
H- f'u '^-2 . 

0 
(»2 -̂ t -h -+- ' 

-h l'2n H- • 
d'où Ton déduit 

/ A.o:, = Vn 4 - V,, c. -h . . . 
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A est le déterminant formé avec les lî  coefficients 

et, par conséquent, A est une constante ne renfermant 
que les coefficients de la fonction V̂ ^ est la dérivée de 
A prise par rapport à v̂ s 5 et l'on a 

car f̂ sr-

Multipliant la première des équations (i) par A et rem-
plaçant A.Xi, A.Xg, etc., parleurs valeurs, on obtient 

f̂ -ji Vin - + - » . . i'ni 5 

ce qui multiplie dans le second membre, est égal à A : 
les multiplications de ^̂ g, P's , . . . , î « sont donc nulles. On 
trouve des résultats analogues, en multipliant les autres 
équations du système (i) par A; on a donc en général 
( 3 ) o = . . . -f- , 
(4) c.iV^A-f-. . . t̂ nAV«̂ ., 
/i et 1 étant deux nombres de la suite i, 2 , 3 , . . . , n. 

3. On a 
(>,/ . - i - j C j ^ ^ - f - . . . J C ; . 

Si l'on remplace les produits Xi x^x^^ etc., par 
Vi;, Vg;, etc., l'expression s'annule, tandis que l'ex-
pression Va- Xj, prend la valeur de A. 

Soit w une autre fonction algébrique entière homogène 
du second degré des mêmes variables Xi, a:^,..., x«; l'ex-
pression du second degré Vj, wx— vx iv̂  s'annule lorsqu'on 
y met Vj,, Vjg,... , Vgg,... à la place des produits x^x^, 
XiaTg,..., ^CgOTg,.,.: c'est une conséquence du § 3. 

5. Lemme, = o étant l'équation d'une conique, les 
coordonnées—i —? du centre sont données par les deux 
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équations 

si le centre est sur la courbe, la conique se réduit à deux 
droites. Outre ces deux équations, on a 

p = o : 
or 

donc 
('3 = o. 

Ainsi si l'on élimine o:,, Xa, x^ entre les trois équations 
P2=0, 

Féquation finale donne la relation entre les coefficients de 
l'équation qui exprime que l'équation ose décompose 
en deux facteurs linéaires : cette relation est L = o, où L 
est le déterminant des coeflGicieiits de l'équation. 

6. Soient v = w= o les équations de deux coniques ; 
et alors TZ = 3 , X w = o est Féquation d'une conique 
quelconque passant par les quatre points d'intersection 
des deux premières coniques. Pour que cette dernière 
équation se décompose en deux facteurs linéaires, il faut 
avoir les trois équations 

c, = o , ('2 H- = o , P3 H- "X «''3 — o. 

L'élimination de Xi, x̂ y x^ donne une équation du troi-
sième degré en X dont les trois racines sont les 
valeurs qu'il faut mettre pourX dans l'expression v -h 
pour qu'elle se décompose en deux facteurs linéaires. 
Désignons par x^ les trois coordonnées du point 
d'intersection i des deux droites qui correspondent à X'; 
de même, par x',, x\, x\ les coordonnées du point d'in-
tersection 2 des deux droites qui correspoifdent à la valeur 

etc., on obtient ces trois systèmes d'équations : 
v\ o, nzr o, -ar Y'iv[ z=z o , 

(5) (Ẑ  + w - ^ o , 
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est la valeur que prend Vi en y remplaçant Xî  Tg, x^ 

par X , .r,, x\ et ainsi des autres ; de là, on déduit faci-
lement ces deux systèmes d'équations : 

( tf m , H fff , tf m ^ n m , « m , n m 

= 0, -h x : a { + = o, 
( x\ (/', + x^ v\ -f- x\ — o, .r, w'\ 4- x\ w\ + oc^ w\z=z o. 

En eifet, on a 

< + + < < + < + < + < o = o, 
H- + + ( « -h xy, 4- « ) = o. 

Or on a les deux identités 
ff w . V m , t! m m rt , m n , m tt .r, P, -h 1 • 
u m , !/ Ift , ff fff ff fff t ff fff t ff fff x\ + x̂ w^ X̂  4- X̂ ŵ  -h -̂ 3 «'3. 

On obtient ainsi les premières équations des deux sys-
tèmes (6). Ces équations expriment que les points 2 et 3 
sont des pôles réciproques de la conique p» = o et tv = o -, 
ainsi les deux systèmes (6) expriment que les points 
I, 2, 3 pris deux à deux sont des pôles harmoniques (*) 
simultanés des deux coniques v = o el w = o. 

1, Définition. On nomme système de pôles harmoniques 
trois points tels , que, pris deux à deux, ils sont pôles har-
moniques d'une conique. 

8. Deux coniques ont donc toujours un système de 
pôles harmoniques en commun et ce sont les intersec-
tions des diagonales du quadrilatère complet qui a pour 
sommet les quatre points d'intersection 5 ce qui est d'ail-
leurs évident à priori. 

En considérant la conique v = o comme donnée et fai-
sant varier la conique tv = o, on obtient de cette manière 

(*) Deux pôles sont harmoniques, quand la polaire de Tun de ces 
points passe par l'autre point. 
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tous les systèmes possibles des pôles harmoniques de Té-
qualion donnée. 

9. Lemme, L'équation de la polaire réciproque de la 
conique ^̂  = o , par rapport à la conique directrice 

x] + .r̂ ^ -+- = o 
est 

V,, -r, .r, -}- Vsi .x'a x-i -f- V3;, Xî X. -f- s>. V33 x-i X,, 
-f- 2 V3, x.^ X, -f- V,, jr, X, — o 

[yOIT Nouvelles Annales, t. Vil, p. 4 i i ) -, les V ont la 
même signification que ci-dessus (§ 2). 

10. Reprenons les trois équations 

- 4 - ^ O, ('2 -4- ^ ~ Oj V. -{- 1 «'3 — o ; 

si l'on élimine 1, on obtient 
Vî ŝ — = O , P3ÎV, — C, O, «'2 — — O ; 

équations de trois coniques qui passent par les points i, 
2,3-, ainsi l'équation 

i c= :bi (P2«'3 — ('3(^2) -h Îï', — P, ÎV'J -h ¿'3 w-, — (;,«',) ~ o , 

où les b sont des constantes arbitraires, représente toute 
conique qui passe par les points i, 2, 3 , et si l'on fait 
varier cette équation représentera toute conique pas-
sant par un système quelconque de pôles harmoniques du 
la conique v = o. Mais la fonction a s'annule lorsqu'on 
y remplace x^xi, Xj.ro, etc., par V^ , V^a, etc. (§ 4). 
Si donc 

u .r, .r, + <7,1 + a,^^ .r̂  Xj H- 2«2.5 .r, .T;, 
-4- .r, -h .r, x,. = O 

est l'équation d'une conique passant par un système de 
pôles harmoniques de la coniquc v = o^ on a la relation 

^22V,, -h + 2^23V-,3-h 2rz3,V3,4- 2r/,2V,2 = o. 

C'est une équation générale linéaire de condition entre 
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les coefficienls de 1 équation d'une conique M = o, on a 
donc : 

THÉORÈME. Lorsqu'il existe une équation linéaire de 
condition entre les coefficients de Véquation d^une co-
nique, cette conique passe par le système de pôles har-
moniques d une autre conique déterminée par Véquation 
de condition. 

Pour trouver cette conique, il suffit de remplacer, 
dans l'équation de condition, ¿Xn,«!«, etc., para7,Xt, 

Ta, etc., on a 
VN X, -+- V22 XJ .CI-I- V33 -I- 2 VIS 

-I- 2V3, X3 -F- 2 V,2 Xi X2 = O. 

La polaire réciproque, par rapport à -+- x] -f- X3 = o, 
est = O [Lemme 9) ; c'est la conique cherchée. 

H . Lemme. Les six points des deux systèmes de pôles 
harmoniques d'une conique sont sur une seconde co-
nique. 

12. En combinant ce lemme avec le théorème précé-
dent , on a : 

THÉORÈME. Lorsque par trois points d'un système de 
pôles harmoniques d'une conique donnée on fait passer 
une conique, le périmètre de cette conique renferme une 
infinité de systèmes de pôles harmoniques de la conique 
donnée, 

13. Soient 72 = 4? ^ = •> = Or équations de deux 
surfaces du second degré-, P'-f-Xw=:o est l'équation 
d'une surface du second degré passant par les courbes 
d'intersection des deux surfaces données. Pour que cette 
équation devienne celle d'un cône (surface dont le centre 
est sur la surface), on doit avoir, en raisonnant comme 
ci-dessus, 
p, H- Xtv, = o, 4 - w-i = o, 4 - CV3 = o, Vr, 4 - «̂ i = o J 

l'élimination de x donne une équation du quatrième degré 
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en X, dont les racines correspondent aux cônes. Les som-
mets de deux quelconques de ces cônes sont des pôles 
harmoniques simultanés par rapport aux deux surfaces, 
c'est ce qu'on démontre comme au § 6. 

On nomme système de pôles harmoniques d'une sur-
face du second ordre quatre points àonlàemi quelconques 
sont des pôles harmoniques. Ainsi les quatre sommets 
1, 2 , 3, 4 des quatre cônes forment un système de pôles 
harmoniques simultanés pour les deux surfaces, théo-
rème déjà démontré par M. Poncelet. 

Si Ton considère la surface v = o comme donnée et 
qu'on fasse varier la surface = o, on obtient, en dé-
terminant chaque fois les sommets des quatre cônes, tous 
les systèmes de pôles harmoniques possibles de la surface 
donnée. 

14. En éliminant 1 de deux quelconques des quatre 
dernières équations, on obtient six équations de surfaces 
du second ordre dont chacune passe par les quatre som-
mets 1 , 2 , 3 , 4 des quatre cônes. Ainsi l'équation sui-
vante 

avec les constantes arbitraires représente toute surface 
du second ordre qui passe par les quatre points; mais 
cette équation représentera toutes les surfaces possibles du 
second ordre qui passent par un système de pôles harmo-
niques quelconque de la surface donnée v == o. Si l'on 
fait varier la fonction w, aussi bien que les constantes 
l'expression« disparait lorsqu'on y change XiXi, XiX^, etc., 
en Vj,, Vis, etc. Si donc 

ii fl,, 071 -4- 2̂2 -h 3̂3 ^3 ^U 

-f- ^2 -f- 2<72< ̂ 2 X, -h 2 «..,4 .T. X̂  = O 
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est réquationd'une surface du second ordre, qui passe 
par un système de pôles harmoniques de la surface donnée 

= o, on a toujours l'équation 

flfnV,, -4- 4 - «33^33 + V44 + ^ « . j V n + • • . = O, 

d'où l'on conclut : 
THÉORÈME. S'il existe une relation linéaire entre les 

coefficients d'une équation d'une surface du second de-
gré, la surface passe par un système de pôles harmo-
niques d'une autre surface du second degré déterminée 
par la relation donnée. 

Pour obtenir cette surface, on remplace dans la rela-
tion «^u, 2, etc., par Xix-, ^125 etc.; la polaire réci-
proque de cette surface par rapport à la directrice 

-^-xl-h-xl -h = o 

est la surface cherchée = o. 
15. Lemme, Deux systèmes de pôles harmoniques par 

rapport à la même surface du second ordre peuvent être 
considérés comme les points d'intersection de trois sur-
faces du second ordre. 

16. A l'aide de ce lemme, on démontre : 
THÉORÈME. Si une surface du deuxième ordre passe 

par un système de pôles harmoniques d'une surface 
donnée du deuxième ordre, elle passe par une infinité 
de ces systèmes. 

DIVISION ABRÉGÉE; 
PAR M. H O U S E L . 

Pour établir d'une manière précise la théorie et le pro-
cédé de la division abrégée, nous la considérerons comme 
Tinversede la multiplication abrégée. 

Ann, de Malhémat., t. XIV. (Avril i855.) 9 



( ,3o ) 
3i4i6o On sait que, pour multiplier 21,624 par 
42612 3,1416 en s'arrètant aux dix millièmes (sauf à 

628320 effacer le dernier chiffre du produit si Fon craint 
31416 qu'il ne soit pas exact), on écrit 21,624 sous 31416 
18849 renversant les chiffres du multiplicateur de 

628 manière que le chiffre des unités soit sous le 
^̂ ^ chiffre que Ton veut conserver, et qu'on néglige 

67,9338 à chaque produit partiel les chiffres du midtipli-
cande restés à droite, en tenant compte cependant des 
retenues qui donneront aussi des dix-millièmes et que 
nous appellerons retenues supplémentaires» 

(On peut être tenté de prendre comme retenues supplé-
mentaires 4 au lieu de 3 pour le produit de 6 par 6 , et 2 
au lieu de i pour celui de 4 par 4 en effet, on cherche en 
général à compenser les retenues en plus par des retenues 
en moins *, mais ici, comme 3,1416 ^ TT est un peu trop 
grand, oh a pris les retenues en moins.) 
679338 3i i i ê Réciproquement,sirondivise67,9338 
62832 21,624 P̂ ^ 3 , i4i6 , on commencera par voir que 

5jqj8 le quotient a des dizaines; ensuite on 
31^16 obtient comme à l'ordinaire les deux 

premiers chiffres; mais après cela, au 
18849 d'ajouter un zéro au dividende par-

tiel, nous remarquerons que, dans la 
multiplication ci-dessus, le 6 du nom-
bre3i4i6 ne compte pour son pro-
duit avec le 6 de l'autre facteur que par 

^̂ ^ sa retenue supplémentaire -, donc ici nous 
o effacerons ce chiffre 6 au diviseur : mais 

après avoir obtenu 6 pour quotient partiel de 19602 par 
341, nous ajouterons au produit de 3 i4i par 6 la retenue 
supplémentaire 3 due au 6 effacé, etc. 

On a écrit dans la division tous les produits partiels 
pour montrer la correspondance des deux opérations. 
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D'après cela, on peut conclure la règle suivante pour 

la division abrégée. 
Déterminez avant tout la nature des unités du quotient, 

ce qui sera toujours facile : cela fait, on n'aura plus à 
s'inquiéter delà position des virgules. Soit alors p le nom-
bre total de chiffres que. Ton doit avoir au quotient, et 
soit n le nombre de chiifresi que l'on veut prendre au divi-
seur. Séparez à la gauche du dividende un nombre capa-
ble de contenir ce diviseur modifié, vous aurez le premier 
chiffre du quotient et il en reste p — i à obtenir^ il faut 
voir combien on doit encore prendre de chiffres au divi-̂  
dende pour les abaisser. Remarquez que vous pourrez 
tout au plus effacer successivement les n — i derniers 
chiffres du diviseur modifié, et même il est plus sûr de 
n'en effacer que n — 2 pour en garder deux à la fin: il 
faut donc en prendre [p — i) — (n— 2) = p — 4 - i, 
et supprimer les autres. En général, on choisit n de ma-
nière que p — // + I soit petit ou même nul. 

Supposons qu'il s'agisse de diviser 67,9337994^6 par 
3,14159266 et d'avoir trois décimales au quotient, sauf 
à supprimer la dernière si l'on doute de son exactitndie. 
Quand on a vu qu'il y avait des dizaines an qiiotient, 
tout se passe comme s'il s'agissait de nombres entiers : 
alors p = 5 et l'on prend « = 5, de aorte que 

/? — 4- ï I ; 
en effet, on n'abaisse qu'un chiffre du dividende. 

Nous avons pris un exemple qui montre que, si dans 
une multiplication abrégée le multiplicande est terminé 
par un ou plusieurs zéros, on est conduit dans la division 
abr^ée correspondante à abaisser un ou plusieurs chiffres 
du dividende-, mais en général on n ên abaisse pas. 
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SOIIITION DE LA QUESTION 2 9 2 
I voir tome XIII, page 192 (*) ] ; 

PAR M. PAQUE, Professeur à lâége, 
ET 

M. DEVYLDER, Professeur à Namur. 

Question, n étant un nombre positif entier, prouver 
que l'on a 

I . 2 . 3 . . . 

Démonstration, On a 

Q est compris entre o et i. 
Ecrivons la série 

I l I I I I 
> , , , ? • • • ? — ? [ / Z - l ] ' ' 1 

tous les termes sont moindres que l'unité, à l'exception 
d'un seul terme égal à l'unité. Multipliant les termes du 
second membre de l'équation (i), respectivement par les 
termes de la dernière série et mettant en facteur com-[«] 
mun, on obtient 

ou bien 

n,n — I i-h n,n -i n^ 
2 

n , n — ï , n — 2 ^ ,23^ . + 
1.2.3 

^ ^ (i-hnY c Q. r . t). 

(*) J'ai réuni ces deux solutions qui ne diifèrent pas essentiellement. 
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Note. M. Cauchy dans ses Exercices d'Analyse^ 

tome IV, page io6, démontre Finégalité 

d'après ce qui précède, on peut remplacer la limite supé-

rieure par I — — j • 

Stirling donne la formule 

n^ J in tt: , ^ ^ . . . c" > — Genocchi ). 

THÉORÈMES D'EISENSTEIN. 

(CuELLE, tomeXLIV, page '¿Gi ; i852. ) 

1. Lemme. Soit 

S = a-j ^ ¿2 y C'IJ y 

n̂-f-l I ¿'n-t-l f n̂+l ? • • • ? 
les barres désignent un déterminant entre (n-j-i) quan-
tités, et Ton suppose que S n'est pas nul. 

Soit un système d'équations 
ctxUi = 7 1 , 
ûiUi -h ¿2 «2 4 - 4 - . . - = 73, 

«„4-1 4 - ¿„-+-1 «2 + Cn+i M3 4 - . . . = 7n+i , 

on en déduit 
Ui = a , 7 , 4 - «272 H- «373 - h . . 

i/2 = p.7, 4- «27,4- p3 73 -h . - , 



Soit 

on a 

et 
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«l> as , . . . , 

S, == PM P2, p3î • • • ) 

S.Sczrl, 

¿.p. 4- ¿'jp. + ^aps 
•̂17« 4- 2̂72 4-^373 • 

«Ipl 4- 4 - «3p3 • 
ari^ 4- ¿̂ 272 4 - «373 • 

a, 4 - ¿'2a2 4- ¿3^3 -

rO, 

:0, 

ou bien symboliquement 

c'est-à-dire lorsque les lettres latines sont jointes aux 
lettres grecques correspondantes, la somme est égale à i, 
et si les lettres ne sont pas correspondantes, la somme est 
nulle. 

2 . THÉORÈME. Soit 
Aib^x 4- AjC^o?' 4 - 4 - . . . , 

= a;, 4 - A, p^Ç 4- AJV^ 4- Aa^/,, e 4- . . . ; 
si Von donne à p les valeurs successives de la suite 
1 , 2 , 3 , . . . , n 4- I, /e5 a, b, c , . . a , |3, y ajant même 
signification que ci-dessus^ et les A étant des quantités 
quelconques^ on a 

2 = f̂ i 4- /?2 ̂ 2 4-. . . = fonction de J?Ç. 

Démonstration, C'est une conséquence immédiate du 
système d'équations (i). 
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Corollaire. Si A^ est le coefticieni binomiaal^de z^ 

dans (iH- on a 

Ainsi le produit de « -f-1 fonctions, chacune de degré w, 
se réduit ici à une fonction de degré an et de degré n par 
rapport à chaque variable. 

Application. Si Ton a /i = 2, 

/».w, -f-/?aW, (l -h x^Y; 

posant 
PiOi + o, 

alors 

X el '^ ne sont plus des variables indépendantes^ et l'on a 

p.— 

~ '—s: , 
W2W3 

— — (i -f- xlY P{ Pi ¡h ~ = ^ —̂̂  \ 

d'où 

SPxPiPz = y — Wa&>3 
De là ce théorème : 
La racine carrée tVune fonction rtxtionndle en x du 

sixième degré peut être transformée rationnellement 
dans la racine carrée d'une fonction similaire d'une 
autre variable, 

Eisenstein applique oe théorème k la transformation 
des intégrales abéliennes de première classe ; travail qui 
vient d'être considérablement perfectionné et étendu par 
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M. Hermite4ans une suite de Mémoires insérés dans les 
Comptes rendus, et qui renferment de précieuses et pro-
fondes recherches sur les déterminants, dont nous espé-
rons pouvoir entretenir nos lecteurs. (Comptes rendus, 
i855, i®"" semestre, pages 246,3o4,365,427,485 et 536.) 

Voici la marche d'Eisenstein : 

G = 1 4- a; ^ ; 

= 26 [T^J — P 
dw = 2É 

' ( S 
_ ô 2 

idB\ — e do^i 
rf? J == -

0 — — 2 1 

e 
Wo 

donc 

se 

slp^pip-i = s/-— W. W2W3 : W2 W3 

dl dx ew2 

Faisons 
= {x — r) (x — s), 

r et s sont des quantités connues; il vient 

e 

Entre x et ^ existe la relation quadratique 

4-/>2W2 =r o , OU Ç) = o . 
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Ainsi X est une fonction de ^, et o: a deux valeurs en 

Mettant successivement ces deux valeurs et sommant, 
on a 

2{x — s) dx d% y^ 0 
~ Î F (JITT)' 

Mais 0 est du premier degré en x , et F est du second de-
gré-, on a donc, d'après la théorie de la décomposition en 
fractions partielles, 

V Q ^ 

Dans 0 et F on a remplacé x par r; mais 

où p^{r) est la valeur de p^ dans laquelle x est remplacé 
par r ; par conséquent est une constante. Gn a 
donc 

^ sjp, Pi Pi C0,W2W3 

et de même 

mais 

Ainsi 0 (r, est du premier degré en donc les membres 
à droite de ces équations sont des différentielles d'inté-
grales abéliennes. 

QUESTIONS. 

299. Soient p un nombre premier plus grand que 3, et r 
un nombre quelconque de la suite p — 2. 
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Ecrivons de gauche à droite sur une ligne horizontale 

la pi^ression i, 3, 4? « • • î au-dessous une deuxième 
ligne horizontale i H- r, a -H r, 3 -h p •+• P^îs une 
troisième ligne iH- ar, 2-f- ar, 3 -f- ar , . . . , p -h a r, et 
ainsi de suite jnsqu'à la dernière ligne i+ (p —i) r^ 
2 +(p —i) r , . . . , p —i) r, et toutes les fois quon 
aura un nombre plus grand que p, on n'écrit que le résidu 
de ce nombre divisé par p. Démontrer qu'on ne rencontre 
aucun nombre répété dans aucune ligne horizontale, dans 
aucune ligne verticale, dans aucune des deux lignes dia-
gonales. ( C R E L L E . ) 

300. Trouver une fonction de a , A , c , d telle, qu'en y 

faisant i = <2, elle devienne et en y faisant ' i[c d) ^ 

c elle devienne ^^^ (LEIBNITZ . ) 

301. Soient , a^, <23 , . . . , «9 neuf points d'intersec-
tion de deux courbes du tmisième degré -, par les quatre 
points , ûfg, «3, «4, et successivement par chacun des 
points «5, «7, «8 > faisons passer une conique, on aura 
quatre coniques. Les quatre polaires d'un point quel-
conque du plan, par rapport à ces coniques, forment un 
faisceau dont le rapport anharmonique est constant (*), 
ce rapport est égal au rapport anharmonique du faisceau 
que l'on obtient enjoignant par des droites le point a» 
aux points « 5 , «E ? (CHASLES.) 

302. Problème. Toutes les courbes planes du troi-
sième degré qui passent par huit points donnés se croisent 
en un seul et même neuvième point ; construire ce point 
au moyen du théorème énoncé dans la question précé-
dente. (CHASLES.) 

(*) Nouvelles Annales, tome XII, jwige <36i. 
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THÉORÉNE H M. MIMDRKI SliR Ll SURFACE IINHA. 

1. Définitions. Sok une surface quelconque, hormis 
les surfaces développables. 

Section axiale est une section faite dans la surface par 
un plan passant par une droite <ionsidérée comme âxe. 

Ligne méridionale correspondants à une section 
axiale I par un point quelconque de cette ligne menant 
une normale à la surface, elle «st parallèle à la section 
ax:iale. 

Ily aautantde lignes méridiennes quede sections axiales -, 
et toutes se croisent aux points où la normale à la surface 
est parallèle à l'axe. 

Lignes parallèles, A chaque point de cette ligne, la 
normale à la surface fait un angle donné avec l'axe. 

Ainsi , à chaque axe correspond un système de lignes 
méridiennes et de lignes parallèles à angîe donné. 

2. Théorème. Soit une ligne fermée quelconque par 
laquelle passe la surface d'aire minima'-, les lignes méri-
diennes et parallèles correspondant à un axe quelconque 
se coupent à angle droit. 

3. Théorème. Dans un plan tangent à un cylindre, soit 
tracée une courbe quelconque. Si Ton développe le plan sur 
le cylindre, la courbe engendre une surface telle, que si 
l'on prend pour axe celui du cylindre, les lignes méri-
diennes et parallèles se coupent à angle droit; elles sent 
aussi les lignes de courbure de la surface» 

Note^ M. O. Bonnet a eu la bonté de nous promettre 
prochainement une démonstration intuitive de ces théo-
rèmes. 
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SUR UN SYSTÈME DE COORDONNÉES DITES CIRCULAIRES ; 
D'APRÈS M. W . STAMMER (DE LUXEMBOURG). 

(CRELLE, tome XLIV, page 295; I852.) 

1. Soient un cercle donné de centre C, et M un point 
extérieur au cercle et dans son plan. Menons par M deux 
tangentes MA, MB au cercle; A et B sont les points de 
contact. Soit F un point fixe de là circonférence pris entre 
A et B; et désignons l'arc à droite FA par ^ et l'arc à 
gauche FB par y). Connaissant les arcs ^ et yj, le point M 
est déterminé; ^ ety? sont dites coordonnées circulaires du 
point M; les points intérieurs à la circonférence n'ont pas 
de coordonnées circulaires réelles, ^ peut aussi exprimer 
l'arc FBA et m l'arc FAB; on peut aussi augmenter et m 
de plusieurs circonférences entières. L'auteur indique les 
formules faciles à trouver pour passer des coordonnées 
rectangulaires aux coordonnées circulaires et ijice versâ^ 
et discute ensuite la courbe donnée par l'équation 

n = 

011 a est un nombre réel qu'on peut toujours supposer 
plus grand que l'unité. La courbe est formée par un cer-
tain nombre de branches infinies qui touchent toutes le 
cercle. On distingue les deux cas où a est positif et a né-
gatif. 

Observation, L'idée des coordonnées circulaires appar-
tient à M. Plucker, qui Fa exposée dans son cours à 
l'Université de Bonn pendant l'été de 1847. ^̂  
de la thèse doctorale de.M. Stammer. 
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TBÉORÉMES SUR LES CONIQUES , 
PAR M. s t e i n e r . 

( CRELLE , tome XLIV, page 276 ; i854 • ) 

1. Théorème, En inscrivant dans un quadrilatère com-
plet deux coniques, les huit points de contact sont sur 
une même conique. 

2. Théorème, Une conique étant inscrite dans un qua-
drilatère , si, par les quatre points de contact, on fait pas-
ser une seconde conique, elle coupera les côtés en quatre 
nouveaux points de contact d'une conique inscrite. 

3. Théorème. Les huit points de contact de deux co-
niques inscrites dans un quadrilatère complet donnent 
soixante-dix groupes de quatre points ; douze de ces grou-
pes sont avec deux des quatre sommets opposés sur une 
même conique -, ces douze coniques se partagent en six 
couples de coniques tels, que dans chaque couple les co-
niques ont un double contact. 

Ce théorème subsiste aussi pour le quadrilatère com-
plet. 

4. Théorème. Dans un quadrilatère complet inscrit au 
cercle, le produit des deux perpendiculaires abaissées d'un 
point de la circonférence sur les côtés opposés est con-
stant. 

Note, On déduit facilementle théorème général suivant 
pour un polygone inscrit d'un nombre pair de côtés ; le 
produit des perpendiculaires abaissées sur les côtés dé 
rang pair est égal au produit des perpendiculaires abais-
sées sur les côtés de rang impair [Géométrie supérieure). 

5. Théorème, Quatre coniques étant inscrites dans un 
triangle, ces coniques prises deux h deiix ont encore en 
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commun, outre les côtés du triangle, une quatrième tan-
gente T ; il y a six de ces tangentes T et elles coupent 
chaque côté dij triangle en six points en involution. 

6. Théorème, Si quatre coniques , ont en commun un 
foyer et une tangente A, elles ont encore en commun 
prises deux à deux six tangentes ï telles, qu'elles coupent 
la tangente A en six points en involution. 

7. Théorème, Si quatre paraboles ont le même foyer, 
prises deux à deux, elles ont une tangente commune T ; 
si par un point p on abaisse des perpendiculaires sur ces 
six tangentes, on a un faisceau en involution. 

8. Théorème, Une parabole P et un système de coniques 
contfocales G sont donnés dans un même plan. Menons 
les quatre tangentes communes à la parabole P et à Tune 
quelconque des coniques du système C ; soien t a , è , c, d 
les quatre points de contact sur la parabole,/étant le foyer 
delà parabole, le produit fa, fb ,fc.fd est constant. 

Pour toute autre parabole qui a le même foyer le 
ftoàmtfa,fb.fc,fd reste constant. 

mmm M IA «IIESTION m 
(voir p. 50 ) ; 

Par M. ABADIE, 
Capitaine d'artillerie. 

La question peut s'énoncer ainsi : Étant donnés deux 
systèmes chacun de sept points dans un même plan, trou-
ver deux nouveaux points P et P' tels, que si l'on joint le 
point P aux points du premier système et le point P' 
aux points correspondants du second système, les faisceaux 
résultants soient homographiques. Le caractère de deux 
droites correspondantes dans deux faisceaux homogra-
phiques étant qu'à l'une d'elles dans le premier faisceau 
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n'en correspond qu'une seule dans le second^ il s'ensuit 
que m et m' étant les coeflScients angulaires de ces deux 
droites, on aura la relation 
(i) Aww'-f- Bm -4- C/7/4- I> = o , 

A, B, C, D étant des constantes inconnues, les n^êmes 
pour deux .droites correspondantes quelconques. Comme 
de plus, si l'on désigne par et x^^y^ les coordonnées 
des points P et P'̂  et par a^, 6,et al^ b' les coordonnées de 
deux points quelconques dcmnés correspondants dans les 
deux systèmes, on aura > 

m = - , m'=:- T' 

1 équation se changera en 

en faisant successivement 

on aura les sept équations entre les sept inconnues x , j-, 
, , B C D 

Des six premières équations éliminons les cinq der-
nières inconnues 5 à cet effet, multiplions les six premières 
équations par les six coeflScients indéterminés Xj, ig, X3, 

X5, >6 et en posant 

\ ( r — ( / — ¿ « ) = : 0 , 
( . X 2 (JF—¿72)-f-...-4-Xe = 
(r - ^i) + b\ ( J — -h . . . + >6 b,) =z o, 

À» a\ [x— b,) + a\ ( J — ¿'î) + . . . -4- >6 b^ = o, 
X, h\ [x — «,) + — ¿7,) 4 - . . . + >6¿'a (j: — b^) = o, 

d^ [x — û,) -f- >2 — flf^) 4 - •.. 4- — = »» 
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on aura pour Féquation cherchée entre x ety, 

U-h,), {y-b,), {y-b,), U-b,, {y-h), 

«I {y-b,), «2 ( r - b,), {y-h,), a\ {y-b,), a\ {y-b,\ 

Jb\ ( x —rtj)? b\{x—a,), — 

[ i^ — ̂ i)} û'a — « 3 —«8)j «'4 (̂ —«4); — «eĈ  — 

équation du sixième degré^ mais dans laquelle x et y ne 
dépassent pas le troisième degré. 

Si Ton examine l'équation (3) avec attention et qu'on se 
rappelle qu'un déterminant esthul quand deux lignes ho-
rizontales sont les tnêmes, on verra facilement que les 
coefficients des termes du sixième, cinquième et quatrième 
degré sont nuls ; de sorte que l'équation n'est plus que du 
troisième degré. 

Si dans le déterminant on pose 

n étant un quelconque des six premiers nombres, ce dé-
terminant devient identiquement nul; ce qui est d'ail-
leurs une conséquence de l'équation (2 ) : il s'ensuit que 
la courbe passe par les points Aj, Ag, A3, A4, Ag, A g du 
premier système P. 

Si dans l'équation de la courbe, on échange respective-
ment «65 «'e' ^^ on aura une se-
conde courbe du troisième degré passant par les points 
A L , AG, A 3 , A 4 , A S , A 7 , P . 

Éliminant J entre ces deux équations, on obtiendra une 
équation en x du neuvième degré; mais comme les deux 
courbes ont en commun les points Aj, A«,, A3, A4, A5, 
l'équation en x sera divisible par [x — a , ) , [x — ag)̂ , 
(x — «s ) J — «4) 7 — «5) et pourra être réduite à une 
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équation du quatrième degré. Connaissant les valeurs de 
X, on sait par fk méthode d'Atel, soit plus facilement par 
celle de M. Richelot, ou même par le procédé de M. Syl-
vester, en tirer linéairement les valeurs correspondantes 

Quant à la réduction de l'équation en x au troisième 
degré, je n'ai jusqu'ici trouvé rien de satisfaisant {*). 

NOTE SUR LES ERREURS REL4TIVES E Î ABSOLUES-
PAR M. E . G A U C H E R E L , 

Capitaine, 
Sous-directeur des études à l'École impériale spéciale Militaire. 

M. Vieille dit ( Théorie générale des approximations^ 
Avertissement) : « Il m'a semblé que dans les Traités 
)) d'Arithmétique on s'était attaché trop exclusivement à 
)) Y erreur absolue, sans tenir compte de V erreur rela-
» tive )) 11 est bien certain qu'on a tort de s'attacher 
trop exclusivement à l'erreur absolue, mais je crains que 
M. Vieille n'ait quelquefois le tort contraire de chercher 
l'erreur relative, lorsque l'erreur absolue serait plus im-
portante à étudier. 

Je ne citerai ici pour exemple que la question relative 
à la recherche des triangles les plus avantageux pour la 
mesure des hauteurs. 3e traiterai plus tard la même ques-
tion sur les triangles géodésiques. 

Si j'avais à déterminer les hauteurs de divers édifices, 
je m'imposerais une même limite d'erreur absolue pour 
tous ces édifices, plutôt que d'adopter une limite d'èr-

es) Les quatre solutions pouvant devenir imaginaires, cette réduction 

ne me semble pas possible, à moins qu'il n'y ait deux racines égales, ce 

qui est invraisemblable. - TM. 

Ann, de Mathémat., t . XIV. (Avril i855.) ' lO 
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reur relative. Ainsi je chercherais à obtenir les hauteurs 

à un centimètre près, par exemple, et non à ^^^ ou à 

— ' — près de la hauteur. 
LOOOO * 

Le développement de cette question est intéressant au 
point de vue de la pratique et instructif comme discus-
sion; les applications numériques sont des exercices de 
calcul d'une grande utilité, dans lesquels les approxima-
tions jouent un grand rôle: essayons de donner une solu-
tion plus complète que celle de M. Vieille. 

I®. Pour obtenir la hauteur AB d'un édifice, on me-
sure sur un terrain horizontal une base AC —è et l'angle 

ACB = C. 
On a 

AB = AC tang C. 

Mais, si l'angle C comporte une erreur BCD = a , quelle 
est l'erreur e = BD que comporte la mesure de la hau-
teur h = AB? 

On a dans le triangle BCD , 
BC . sin a BC. sin a 

sin(B — a) ~~ cos(C -}- a ) ' 

dans le triangle ABC , on a 

sm C ' 
donc 

h sin a 
sinCcos(C + a) 

L'erreur a pouvant être négligée devant C , on a 

/isina 2^sina 
sinCcosC sin 2C 

(*) Ce résultat a déjà été obtenu par M. Lecointe ( t. IV, p. 58i). 
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Application, Soient 

h = 5o"», oL—i' (division centésimale), C = 3o«, 
on a 

SIII I RRR — O.OOO 1 5 ? , 
20000 ' 

d'où 
e = o™,oig. 

La hauteur h est obtenue à i centimètres près. 
2®. Pour une même valeur de h et de a , le minimum 

de l'expression 
2 A sin a c ~ — ; sm 2C 

a évidemment lieu pour C = Sô . Donc, pour mesurer le 
plus exactement possible une hauteur /i, il faut prendre 
une base à peu près égale à la hauteur à mesurer. 

3°. Posant 
C 5oS 

il vient 
e = 2/i sina, 

relation qui indique qu'à des limites de e et de a corres-
pondent des limites pour la valeur de h. 

Application, Si les hauteurs doivent être obtenues à un 
centimètre près avec un éclimètre donnant une approxi-
mation d'une minute, la limite de h est 

2sma o,oooûi4 

Donc, avec un teVgoniomètre, on peut obtenir les hau-
teurs plus petites que 3o mètres avec une approximation 
d'un centimètre, en les observant sous un angle de 
5o grades. 

On peut demander quelle approximation on doit 
lO. 
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obtenir dans la mesure de l'angle, pour avoir la hauteur 
à un centimètre près. On pose 

e sm a = — • 2.h 
Application, Soient 

e = 0^,01, = sin a = a = 
l O O 

L'approximation angulaire doit donc être d'une demi-
minute environ. 

On ne peut pas toujours se placer de manière à 
voir la hauteur à mesurer sous un angle à peu près égal 
à 5o grades. Il faut alors trouver la limite des valeurs de C 
pour lesquelles Terreur sur la valeur de h est plus petite 
que la limite imposée. Cette limite est donnée par l'ex-
pression 

2 s i n a 
sm 2 C > c 

Application, Soient 

A = 25'", >Z=:0'",0I; 
on a 

sin 2C>> 0,785, 

d'où Ton conclut que l'angle 2C doit être compris entre 
60 et i4o grades, et l'angle C entre 3o et 70 grades. 

Il n'est pas sans intérêt d'ajouter quelques considéra-
tions géométriques d'une grande simplicité sur la même 
question. 

L'erreur linéaire qui résulte de l'erreur angulaire BCD 
étant BD, les trois points B, D, C sont sur une circonfé-
rence tangente à la ligne BM, faisant l'angle MBD = BCD. 
Cette circonférence coupe généralement l'horizontale AC 
en un autre point C . Tout autre point C" situé sur AC, 
en dehors des points C et C , donne une erreur plus grande 
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que BD. Eneflet, la ligne C D'', parallèle à FD, donne 
évidemment BD'̂  > BD. 

Il suit de là que, si Ton conçoit une circonférence tan-
gente en B à la ligne MB, et tangente à AC, le point de 
contact C sur cette dernière ligne est le point pour lequel 
l'erreur angulaire MBD donne la plus petite erreur li-
néaire. Si cette erreur linéaire est très-petite, on peut con-
sidérer la circonférence comme tangente aux deux lignes 
AC, AB j on a alors AC = AB, ce qui conduit au prin-
cipe énoncé ci-dessus (*). 

Enfin, je ferai ressortir en terminant combien il est 
évident que Terreur relative n'aurait aucune signification, 
s'il s'agissait de déterminer les cotes de hauteur de diffé-
rents points d'un lerrain. 

Dans les opérations de nivellement, je ne considérerai 
donc que l'erreur absolue. 

On a 
BC sin a 

mais 

donc 

cos (C + a) ' 

cosC 

sin a 
' cosC cos(C -h a) 

et, en négligeant a devant C, 
¿> sin a 
cos^Cl 

C") On ne peut faire intervenir, dans cette question, la considération 
de l'erreur relative que pour faire comprendre que, toutes choses égales 
d'ailleurs, il faut apporter plus de soin dans les opérations quand on veut 
que la mesure d'une grande ligne comporte la même erreur absolue que 
celle d'une petite. 
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Ou peut répéter sur cette expression une discussion 

analogue à celle qui a été faite ci-dessus, mais je me con» 
tenterai d'établir ici que, dans les nivellements topo gra-
phiques, on se contente généralement de déterminer les 
différences de niveau à un décimètre près \ que les écli-
mètres donnent les angles à 2 minutes près, au moins, 
et que les angles à l'horizon sont rarement plus grands 
quel5 grades. 

Si Ton veut chercher la limite de h qui correspond à ces 
nombres, on a 

. t'cos^C bz=: — ; ; 

sma 
substituant, il vient 

b z= 3OI'" ,O2. 

Enfin, le tableau suivant donne les valeurs de e corres-
pondantes à 

a = b iOO"", 

et à difïérentes valeurs de C, 

C = . . . o'",oi58, 
C = 10« = o®,0161, 

6^:0'»,0166, 
C = 20« . . . ^ zr: o«", o 1 73 . 

La valeur de e étant proportionnelle à a et à ^, on dé-
duit facilement de ce tableau les erreurs que comportent 
les opérations faites dans des circonstances différentes. 

Application, Soient 

on a 
i' r= 2 X 45 X 0'«,0l63 O"», î4a 
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RELATIONS 
Entre les lignes trigonométriqnes circulaires et les lignes analogues 

hyperboliques. 

1. y"̂  — X® = — 1 est r équation d'une hyperbole équi-
latère à axes rectangulaires ; O le centre \ A le sommet ; M 
un point quelconque -, MP = y^ OAP = x coordonnées du 
point M ; R le point où uñe parallèle à l'axe OA, menée 
par M, rencontre la tangente en A ; S le point où cette 
même tangente est coupée par le demi-diamètre OM; 
OA = I. Faisons l'angle ROA = Taire du secteur exté-
rieur MOAM = - w, MOP = CP. 

2 ' 
2. La quadrature connue de T hyperbole donne {(voir 

tome V, page 388) 

d où 

X=z 5 y =Z 5 

X et y sont des transcendantes auxquelles on a respecti 
vement donné les noms de cosinus hyperbolique et de 
sinus hyperbolique de la variable co et que Ton désigne 
ainsi, 

Gudermann, comme nous avons vu, désigne ces lignes 
par les lettres de Talphabet gothique ; on a évidemment 

sin A . « = : tang z, cos A. w = séc z, 
tang flf. &) rr sinz, sin z ~ tang 
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D'après ces relations, 

W = iog (tang z H- sécs) r= log tang + ~ ^ 

ainsi faisant croiti^>z de o à 45 degresión pourra, au moyen 
des Tables des lignes trigonométriques circulaires, con-
struire des Tables des lignes hyperboliques dites trigo-
nométriques et des secteurs w correspondants. Quoique, 
en toute rigueur, on puisse se passer de ces dernières 
lignes, il y a des cas on il est utile d'avoir ces Tables cal-
culées d'avance. En eifet, lorsque, dans la solution d'un 
problème, on a supposé qu'une certaine quantité était 
égale au cosinus d'un arc dès que cette quantité n'est plus 
renfermée entre les limites 4- i et — i , les limites com-
j)rises, la solution devient impossible-, mais on peut alors 
égaler la quantité à un cosinus hyperbolique qui prend 
toutes les valeurs comprises entre -j-oo et —oo , excepté 
celles qui sont renfermées entre -{-i et —i . 

Exemple. Soit l'équation 
— ax — ¿ — o ; 

faisant 

COS 3 w — — ? 

X — r cos to : 

solution impossible lorsque ^ ^ i. Dans ce cas, on fait 

c o s / i . 3 w = 

et alors 

Supposons 

alors 

= r cos h . w. 

« = 3 , ^ = 4 ; 
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Consultant les Tables, on trouve qu'à ce cosinus corres-
pond le secteur 

3 w = 0 , 5 7 1 9 4 7 5 , 

d'où secteur 

w = o, 1906492 ; 

et à ce dernier secteur correspond 

cos/z.w = 1,0979133. Donc 
X = r cos Ä. û> = 2,1958266. 

3. Nous avons pris cet exemple dans l'ouvrage de 
Lambert (J.-H.), intitulé : Zusätze zu den logarithmi--
sehen und trigonometrischen t ah eilen, etc. Additions 
aux Tables logarithmiques et trigonométriques pour fa-
ciliter et abréger les calculs qui se présentent dans les 
applications des mathématiques. Berlin, lyyopn-Sde 
210 pages. (Bulletin de Bibliographie, d'Histoire et 
de Biographie mathématiques^ t. I®̂ , p. 28.) 

La 32® Table (page 178) est consacrée aux fonctions 
hyperboliques, et chaque double page est divisée en neuf 
colonnes. 
Colonnes. 

jre Valeurs de z (angle transcendant de Lambert ) croissant 
par degré de zéro à 90 degrés, 

Valeurs correspondantes du secteur j w, 
3® — des sinus hyperboliques, 
4'' — des cosinus hyperboliques, 
5® — log sinus hyperboliques, 
6® — log cosinus hyperboliques, 
T — tang^, 
S'' — log tang 
9̂  — ç évaluée jusqu'à la tierce, 

le tout avec 7 décimales. 
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Les Tables bien plus étendues de Gudermann ont été 

éditées en Allemagne. Celles de M. Yvon Villarceau, 
encore.meilleures, né trouvent point d'éditeur en France 
( voir tome XI , page 

4. Les noms de sinus, cosinus, etc., donnés à ces fonc-
tions hyperboliques sont justifiés par les relations sui-
vantes, Table 38® de Lambert (page i36) : 

sin A ( jr + z) = sin hy cos hz -h cos hy sin hz, 

sin A [y — z) = sin ky cos iiz — cos ky sin kz^ 

cos h [y -I- 3 ) COS ky cos hz 4 - sin hy sin hz, 

cos h [y — 2) =r cos hy cos hz — sin hy sin hz. 

En effet, pour vérifier ces formul^^, il suffit de remplacer 
les sinus et cosinus par leurs évaluations exponentielles. 
Une manière plus simple est de remplacer y el z par 

ry et iz où i = sj—I, 
sin hiy zn i sin j . 
cos hiy zzz cos y , 
sin hiz = i sin JS, 
cos hiz — cos z ; 

d'où 
sin hiy cos hiz -h sin hiz cos hiy — i sin ( 7 4 - 2 ) = sin h [iz-^iy). 

Faisons y égal à — iy et >2 égal à — zz, on trouve la pre-
mière formule. 

Ces formules servent à la multiplication et à la multi-
section de ces transcendantes 

S. Nous voyonsencore ici l'immense puissance qu'exerce 
sur nous l'habitude, même en mathématiques. Accou-
tumés que nous sommes à manier les Tables des loga-
rithmes et des sinus, ces transcendantes nous semblent 
aussi simples que des quantités algébriques ordinaires, et 
dès qu'une question est ramenée à ces transcendantes, 
nous la considérons comme étant résolue, tandis que 
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d'autres transcendantes, telles que celles dont nous ve^ 
nous de parler, les transcendantes elliptiques, les 
gamma y etc., pour lesquelles les Tables n'existent pas 
ou sont peu connues, nous apparaissent sous un aspect 
effrayant, comme qiielque chose d'éminemment diflScile, et 
ces quantités très-utiles dans les applications sont re-
poussées de renseignement. A ce propos, nous jugeons 
opportun de traduire ici en entier le § 55 (page 48) de 
l'ouvrage cité de Lambert, 

<( Avant les temps de Neper, ceux qui faisaient de 
)) l'arithmétique leur étude favorite trouvaient un passe-
» temps agréable dans la comparaison des progressions 
» arithmétiques et géométriques, et fournissaient ainsi 
)) à ceux qui aiment mieux injurier les mathématiques 
» que de les apprendre, un motif désiré de compter ces 
» comparaisons au nombre des plus inutiles spéculations. 
» Car alors aussi le virtus post nummos, s'opposait aux 
» progrès de la science. Toutefois Neper n'y fit pas at-
» tention. Il compara les deux progressions pour voir si, 
» parmi les propriétés remarquables de cette théorie, on 
)) n'en trouverait pas plusieurs autres. Les propriétés re-
» marquables sont rarement isolées. C'est ainsi que 
» Neper parvint à en tirer* les logarithmes, et par là la 
» chose cessa d'être une pure spéculation. » 

Si Neper n'avait pas fait son invention, le calcul inté-

gral n'en aurait pas moins mené à la transcendante 
à laquelle on n'aurait certainement pas donné le nom 
de logarithme y et il se serait écoulé peut-être un temps 
très-long, avant de faire l'observation simple que 

-f- ^ = ^ ^^^ est une propriété fondamentale pour 

faciliter les calculs arithmétiques 5 c'est alors seule-
ment qu'on se serait mis à construire des Tables pour 
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celte transcendante. Nous devons à Neper d'avoir cette 
construction probablement un siècle plus tôt. Ceux qui 
préconisent tant les logarithmes, ne savent pas qu'ils 
doivent cet admirable instrument à un arithmologue, à 
un homme aux spéculations abstraites et qui a même 
débuté par un écrit sur la théologie. Il en est de même 
partout. Que saurions-nous dans la mécanique pratique 
sans les méditations théoriques des Archimède, des Ke-
pler, des Descartes, des Newton, des Leibnitz et autres 
illustres réî eurŝ  que saurions-nous? Rien, rien,rien. Sans 
les travaux de ces hommes illustres nous n'existerions pas. 

SUR LES FOYERS DES MIROIRS SPHÉRIQUES; 
PAR M. EUGÈNE R O U C H E R , 

Ancien élève de l'École Polytechnique, Professeur de Physique 
au Lycée de Nantes. 

La marche suivie dans touè les cours de Physique pour 
démontrer la formule exacte des foyers conjugués des 
miroirs sphériques repose sur des considérations assez 
longues de calcul infinitésimal.,Voici une méthode, à la fois 
simple et courte, qui permet d'introduire celte formule, 
et, par suite, les valeurs des aberrations de sphéricité 
dans les cours élémentaires. 

Soient S et C le sommet et le centre d'un miroir sphé-
rique de rayon R-, Pun point lumineux situé sur l'axe SG 
et défini par sa distance au centre PC = /? ; P' son foyer 
conjugué, dont la distance au centre P 'C — p̂  est in-
connue. PI étant un rayon incident quelconque, défini 
par l'angle SCI = C, les triangles PIC, P'IC donnent 

P 
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OU 

P = C — 
P' = C + / , 

à cause de Fégalité des angles / et r d'incidence et de ré-
flexion. On en déduit 

sin P' — sin P = 2sinfcosC, 
sinP' sinP 

ou 

et enfin 

: 2Cc0SC, 

R R ^ 
— = 2 cos C , 
p' p 

= —cosC, 
p p R 

qui est la formule demandée. 

THE TRANSACTIONS OF THE ROYAL IRISH ACAOEMY. V o -

lume X V I I ; Dublin, 1837; in-4. Printed by Dixon 
Hardy, 3 , Cecilia street, printer to the Royallrish 
Academy. 

GEOMETRICAL PROPOSITIONS APPLIED TO THE WAVE 

THEORY OF LIGHT ^ by Jamcs Mac Cullagh F . T. C. D. 
Read June 24? i833-, p. 241. 

Surfaces réciproques, 

1 . THÉORÈME I . Soient une surface A , un point Ofixe, 
Q un point de la surface A, P plan tangent en Q, OP 

""perpendiculaire surV -^ surOV on prend un point tel, 
que 

O P . O R = : K ' = r const., 
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les points R et(^sont dits réciproques, et B, surface du 
lieu de R , est surface réciproque de A c est-ci-dire si Von 
mène un plan tangent à la surjace B î?« R, et si de O on 

mbaisse sur ce plan la perpendiculaire ON, elle passe 
par le point Q, et Von a 

O N . O Q = : K » , 

et le plan tangent en R coupe OQ perpendiculairement. 
Les rajons OQ et OR sont réciproques, 

2. Corollaire, Si le point Q est un point singulier par 
lequel on peut mener une infinité de plans tangents, au 
même point Q correspondent une infinité de pioî̂ ts R 
formant une courbe, et le plan tangent en R à la sur-
face B touche cette surface le long de cette courbe et est 
perpendiculaire à OQ. 

3. Soient abc^ a Vc' deux ellipsoïdes dont les demi-
axes a,^b^c et c' coïncident respectivement et ont 
la relation 

bb' =2 cc' K^ 
On prend pour le point fixe O le centre commun des deux 
ellipsoïdes; ces deux ellipsoïdes sont des surfaces réci-
proques: a grand axe, b moyen, c petit axe; alors a' est 
petit axe, V moyen axe et c' grand axe. Les sections cir-
culaires des deux ellipsoïdes passent par le même axe 
moyen è, b', 

Soient Q et R deux points réciproques des deux ellip-
soïdes; OQR un plan passant par OQ, OR; Oqr une 
perpendiculaire au plan OQR coupant l'ellipsoïde abc 
en q et l'ellipsoïde a'b*c' en r; les lignes OQ, Oq sont 
les demi-axes de l'ellipse, intersection de la surface abc 
par le plan QO<7; et de même OR, Or sont les demi-
axes des intersections de la surface a'b'c' avec le plan 
ROr. 

Si la droite OQ reste dans le même plan, il en sera de 
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même du rayon réciproque OR. Ces deux plans sont dits 
réciproques. 

Si deux rayons réciproques sont dans le même plan 
principal et, par conséquent, perpendiculaire à un demi-
axe de Fellipsoidè, les plans passant par ce demi-axe et 
par les rayons réciproques sont évidemment réciproques. 

4. THÉORÈME II. Si, par un point O de iintêrsection 
de deux plans donnés y on mène une droite dans chaque 
plan, et perpendiculaires VuneMVautre^ le plan de ces 
droites enveloppe un cône dont les sections, par des 
plans parallèles aux plans donnés, sont des paraboles^ 
la droite peiyendiculaire aUplan mobile décrit aussi un 
cône dont les sections parallèles aux plans donnés sont 
des cercles. 

5. THÉORÈME III. O le centre d'un ellipsoïde.; OQ et 
Oq les demi-axes dune ellipse, section diamétrale ; en 
O on élève une perpendiculaire à ce plan diamétral. 
Sur cette perpendiculaire on prend OT=OQ, OV=:Oq-, 
on aura une double surface, lieu des pointsUl et V. Soient 
OS la perpendiculaire abaissée de O sur le plan tangent 
en T à la double surface, et OP la perpendiculaire 
abaissée de O sur le plan tangent ew Q à Vellipsoïde, 
on aura ; 0 P = : 0 S 5 les droites OP et OS sont à 
angle droit; les quatre droites OP, OQ, OS, OT 
sont dans un même plan perpendiculaire à Oq. 

La double surface est la surface des ondes deFresnelf 
on peut la nommer surface biaxiale, à raison de sa géné-
ration et du rôle qu'elle joue dans la théorie des cristaux 
à deux axes. 

La surface biaxiale d'un ellipsoïde abc est désignée 
sous le nom de la biaxiale abc. 

6 . THÉORÈME I V . Les surfaces biaxiales de deux el-
lipsoïdes réciproques sont des surfaces réciproques. 

7. PREMIER CAS PARTICULIER. La section QOq est un 



( ) 
cercle dans Vellipsoïde abc. Alors les points T et V coïn-
cident en un seul point ri ; à ce point il y a une infinité de 
plans tangents, puisqu'il y a une infinitéde diamètres conju-
gués rectangulaires danslecercle; n est le point où les deux 
nappes de ses surfaces bi axiales se coupent: on peut l'appeler 
point nodal ou nœud. OQ décrivant même plan circulaire, 
le rayon réciproque OR décrit un plan réciproque au cercle 
{voir ci-dessus), et comme Oq est dans le plan du cercle, 
nous avons trois droites OR, Oy, OS à angles droits, et 
dont deux, OR, O^, sont assujettis à rester dans les mêmes 
plans-, par conséquent OS décrit un cône dont les sections 
parallèles aux plans donnés Sont des cercles. Or TS, main-
tenant nS, est parallèle au plan fixe qui contient OR; 
ainsi le point S décrit un cercle passant par n, c'est-à-dire 
la polaire du point O sur le cône nodal est un cercle. Par le 
point nodal menons deux plans respectivement parallèles 
au cercle QOy et à son plan réciproque; nommons ces 
plans, plans tangents principaux, alors chaque plan tan-
gent nodal coupe ces deux plans principaux suivant deux 
droites qui sont à angles droits. 

Par conséquent les sections du cône nodal par des plans 
parallèles aux plans tangents principaux sont des para-
boles. 

SECOND CAS PARTICULIER. ROr est une section circu-
laire dans Vellipsoïde a'b'c'; OR, Or deux diamètres 
rectangulaires, et par conséquent 

OR =: h\ 

Mais 

donc OP — ^ = OS. 

(/^ofr ci-dessus.) Ainsi OS est donné de grandeur et de 
position; car il est perpendiculaire au plan ROr. Uiiplan 
mené par S perpendiculaire a OS est tangent au bi axial 
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abc du point T, et ce plan tangent, parallèle à IlOr, i*este 
le même, quelle que soit la position du système OR, 0>' 
dans son plan circulaire ^ mais le point T varie : car le plan 
ROS, dans lequel se trouve T, chatige avec OR. Donc le 
point T décrit une courbe de contact sur le plan tangent, 
et cette courbé est un cercle passant par S. 

En rapportant la même considération aubiaxial a'b'c'^ 
on trouve l'inverse : le point nodal se change en cercle et 
le cercle en point nodal i 

8. La section faite dans une surface biaxiale par un 
plan principal de l'ellipsoïde est généralement un cercle 
et une ellipse. Si la section est faite par le plan èc, le cercle 
est dans l'intérieur de l'ellipse; si la section est faite par 

le cercle est hors de l'ellipse; et par le plan ac, le 
cercle coupe l'ellipse. 

Surfaces apsidales. 

Les surfaces bi axiales sont un cas particulier des surfaces 
apsidales. 

9. G est une surface, O point fixe origine; par O me-
nons un plan coupant là surface G suivant une courbe, et 
par ce mènie point élevons tlne perpendiculaire au plan 
coupant^ sur cette perpendiculaire prenons des lon-
gueurs g k partir de O, égales aux normales menées de O 
sur la courbe. Le lieu des points ainsi déterminé est une 
surface apsidale doiit O est le centre, car les longueurs 
se portent eU deux sens. 

THÉORÈME. Si Von mène des plans tangents à deux 
points correspondants K et k sur la surfacè G et sur là 
surface apsidale correspondatite, ces plaris tangents sont 
perpendiculaires Vun sur Vautre ét au plan KO 

THÉORÈME. Les surfaces apsidcdés engendrées par 
deux surfaces réciproques sont des surfaces réciproques, 

Àiin. de Mathémat., t. XIV. (Mai i855 . ) H 
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Exemple, Si G est une sphère, la surface apsidale est 

une surface de révolution. 

m V T I O N D l!N PROBLÈME SUR LE TRIANGLE REGTILIGNE; 
PAK M. JULES V I E I L L E . 

Etant donnés de position le centre A du cercle cir-
conscrit à un triangle, le centre B du cercle inscrit, le 
centre de gravité G de Taire et le point de rencontre C 
des trois hauteurs, on peut se proposer de résoudre le 
triangle. On sait que trois de ces quatre points A, G etC 
sont toujours en ligne droite et que la distance GC est 
double de AG. Il en résulte que la connaissance des dis-
tances mutuelles des quatre points n équivaut qu'à trois 
conditions distinctes. 

Euler a montré [Mémoires de Saint-Pétershoia^g, 1776) 
comment le calcul des côtés du triangle, en fonction des 
distances mutuelles de ces points , se ramenait à la réso-
lution d'une équation du troisième degré. L'analyse d'Eu -
1er a été reprise avec d'utiles développements par le sa-
vant directeur des Nouvelles Annales (t. I , p. 79). 

Le but que nous nous proposons ici est plus restreint. 
Nous supposons que le centre B du cercle inscrit soit placé 
sur la ligne droite qui contient déjà les trois autres points, 
et, dans ce cas particulier,des considérations très-simples 
nous fournissent pour les côtés des longueurs construc-
tibles avec la règle et le compas. 

Voici donc l'énoncé de notre problème : 
On suppose que le centre B du cercle inscri t à un triangle 

MNP soit situé sur la droite AGC qui joint le centre A 
du cercle circonscrit, le centre de gravité G, et le point 
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d'intersection C des trois hauteurs. On donné de pluÀ les 
distances AB = / , BG = h. 

On propose de calculer les longueurs des côtés du tri-
angle, et de construire les valeurs fournies par le calcul. 

Solution, Démontrons en premier lieu que le triangle 
MNP est isocèle. Il est visible que la bissectrice MB passe 
par le milieu K de l'arc PN, et que la droite AR ren-
contre le côté PN en son milieu I , situé sur le prolonge-
ment de MG. De plus MC et AI étant parallèles comme 
perpendiculaires à PN, on a la proportion 

MC 
AI 

GC 
ÂG' 

et comme on sait que GC est double de AG, on en tire 

MC = 2 AI. 
De même 

H désignant le milieu du côté PM. 
Ceci ne suppose pas que le centre B du cercle in-

scrit soit sur la droite AGC. Si maintenant nous avons 
égard à cette condition, les triangles semblables MBC, 
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ABK ntoùs dortneroiit la proportion 

AK ~ AB ' d'où 

mais si Fou avait considéré, au lieu de la perpendiculaire 
MC qui répond au côté PN, la perpendiculaire INC qui 
i-épond au côté PM, on aurait eu une proportion qui 
n'eût différé de la précédente que par le changement de 
MC en NC, On conclut de là 

MC = 1SC, 
et, par suite, 

AI = A H . 

Mais AI et AH sont les distances du centre A aux deux 
cordes PN et PM. Donc ces cordes sont égales et le trian-
gle MNP est isocèle. 

La droite des centres AGBC, ayant deux points A et C 
équidistants des sommets M etN, se confond donc avec 
la perpendiculaire élevée sur le milieu deMN-, et, par 
conséquent, elle passe par le sommet P du triangle isocèle. 

Il faut bien remarquer que le raisonnement par lequel 
on vient de prouver que MC = NC, ne s'appliquerait pas 
à la troisième hauteur PC, Car les points A, G, B étant 
situés sur cette droite, les triangles semblables, analogues 
à cetix dont oïi vient de faire usage, s'évanouiraient. 

Maintenant, connaissant f ei h, proposons-nous de 
calculer les côtés PN = a, MN = b. 

Soit R le rayon du cercle circonscrit ; on a 

MC 

AKr:z:R, 
AB 
BC 3 A G — A B = S ( / - . / / ) 37R 
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Ces valeurs, su])stituées dans la proportion 

donnent 

d'où l'on tire 

lO 
D'ailleurs on a 

/jK' — a' _ 3/t)\ 
R̂  f ' 

PG = R + / - / / , 

égalant ces deux expressions de PG , il vient 

(2) 3 R ( R - 4 - / - ~ / 0 . 

L'élimination de R entre les équations (1) et (2) fait 
connaître a : 

les mêmes équations donnent aussi cette valeur remar-
quable de R : 

n 

Pour achever de déterminer le triangle, il faut calculer 
le côté b. A cet effet, remarquons que la bissectrice MB 
divise aussi en deux parties égales l'angle AMC, puisque 
les angles BMC, BKA sont égaux comme alternes-in-
ternes, et que BKA est égal à AMB à cause de l'isocé-
lisme du triangle MAK. On conclut delà que les angles 
CMQ, AMP sont égaux. Les triangles isocèles MCN, 
-M AP sont donc semblables, et l'on a entre les côtés bomo-



logues, 

Mais 

donc 

d'où 

eníin 

( 1 6 6 ) 

b 
a 

ly^ 
M A ' 

M A ' 

BC ZH 

B A ~ ~ / 

. 2 / - 3 A 
/ 

b=z 

bz= a , 

( 2 / ~ 3 A ) V / 3 / I ( 4 / - 3 / 0 

Ces formules se construisent sans difficulté par moyennes 
et quatrièmes proportionnelles. Elles s u p p o s e n t / 3 A , 
autrement les valeurs de a , R , seraient négatives. 
La condition f équivaut à celle-ci : 

ou encore 

d'après la proportion établie plus haut. Ainsi les formules 
précédentes répondent au cas où les côtés égaux du tri--
angle isocèle MNP sont plus grands que la base, ce qui 
a lieu dans la Jig, i . 

Dans le cas contraire (^g. 2) , les quatre points A, G, 

Fie 2. 
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B, C, quoique se succédant toujours dans le même ordre, 
sont disposés inversement par rapport à la base. L'équa-
tion (i) ne change pas ; mais l'équation (2) devient 

3R (R + A — / ) . 

Il en résulte un simple changement de signe dans le dé-
nominateur commun des valeurs trouvées plus haut pour 
a, R : il faut écrire ( / — 3 /i) au lieu de (3 A — f ) ] et, 
en eifet, on a dans ce c a s 3 h. 

Si l'on supposait / =: 3 A, les formules précédentes 

se présenteraient sous la forme cependant la propor-

tion 
b 3A 

/ donne alors 
a^b. 

Pour interpréter ces résultats, retnontons aux équa-
tions (i) et (2). Elles se réduisent, dans l'hypothèse 

iz'm 3R% 3R(R4- îs/i): 

équations contradictoires, à moins que l'on n'ait 

h o y 
et, par suite, 

S'il en est ainsi, les deux équations s'accordent à donner 

a = Rv/3, 

valeur qui appartient au triangle équilatéral, et le rayon R 
reste indéterminé. 

En effet, on sait que dans tout triangle équilatéral, 
les quatre points A, B, G, C sont confondus en un seul. 
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En résumé, selon qu on aura 

/ < 3 A ou 

le triangle isocèle aura son côté plus grand ou plus 
petit que sa base : on ne saurait avoir / = 3 A, à moins 
que les distances/ et A ne soient nulles, auquel cas le 
triangle est équilatéral, et son côté reste indéterminé. 

QllESTieN SUR UN JEU DE CARTES. 

(CR E L L E , t. X L I V , p. 3 i 8 ; i852.) 

i . Soient m et n deux nombres impairs , 
m r - Q.p - f - I , / i rz= 2 r/ - f - I ; 

et soient mn objets dillérents, des cartes par exemple, dé-
signées par C.2, C3,,.., réunies dans un paquet et où C/ 
occupe la place ; allantde gauche à droite, mettonsles/i 
premières cartes à côté les unes des autres, Ci,C2 5C3,...,c„-5 
ensuite plaçons la /i -f- carte sur Cj, la n 
carte sur Cg, etc.; continuant de même, on aura n pa-
quets de m cartes chacun. Considérons une certaine carte 
Cl, où k est un nombre donné ; cette carte est dans un pa-
quet de rang que nous désignons par i\ et y occupe la 
place Sx ; on réunit de nouveau tous les paquets, sans 
m^ler les cartes, mais en plaçant le paquet r̂  au milieu, 
de manière qu'il y ait ^ paquets au-dessus et q paquets 
au-dessous. On recommence la même distribution; alors 
Cl sera dans le paquet de rang ©t y occupe la place ŝ  ; 
on réunit de nouveau les cartes en un seul paquet, mais 
en plaçant le paquetTg au milieu, et ainsi de suite : de sorte 
qu'après la distribution, Cf̂  est dans un paquet 
désigné par et y occupe une place St, On deimande quelle 
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valeur i l faut donner à t pour que St soit égal à p, c*est^k * 
dire pour que la carte ĉ  soit au milieu du paquet. 

Lorsque t est connu, on a un moyen de deviner une 
carte pensée. Ordinairement on faitw 7, n == 3 ; alors 

3, 

KOTE 

Sur les cercles des rapports tangentiels et leurs relations avec les axes 
radicaux et les cercles tangentiels ; 

D'APRÈS M. I . ' - I . WILK^INSON, F . R . A. S. 

Nous ne rapportons que les énoncés : 
Étant donnés deux cercles de grandeur et de position 

et de rayons r ei R, si d^un point P on mène aux cercles 
P I 

r ei R les tangentes PI, PV, telles que — = p == const., 

le lieu du point P est un cercle M : c'est celui des rap-

ports tangentiels-, si p = /e lieu est le cercle de simili-
tude O des deux cercles r ei R -, lorsque p = i, le cercle 
des rapports tangentiels devient Vaxe radical des cercles 
r ê  R ; les trois cercles r, R M ont le même axe radi-^ 
cal 

Quant aux propriétés résultant de cette relation, 
M. Wilkinson dit qu'on peut consulter le chapitre XX}^ 
of M, Chasles s admirable Traité de Géométrie supé-
rieure, pages 518-532, 

Dans cet opusculçde huit pages, on cile les ouvrages 
périodiques suivants, nullement connus sur le continent 
Gentelmen s Diary, Mathematical Companion, Boston 
Enquirer, Library of Useful Knowledge. Les géomètres 
cités sont : John Gough, niathématicien aveugle de Ken-, 
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lalf, Richard Nicholson de Liverpool, M. Lowry, James 
Cunliflfe de Balton, Bmterwerth, Harvey, Eyres, Davies 
(mon), Morion, J.-H, Swale (mort). Tous ces géomètres 
se sont occupés des axes radicaux, des cercles de simili-
tude, etc. -, on cite aussi les Lociplani et de Porismatibus 
de Simson, et Geometrical analysis de Leslie. 

SOLUTION DELA QUESTION 278 (JAGOBI) 
(voir t. Xll, p. 260) ; 

PAR M. BRIOSCHI, 
Professeur à l'Université de Pavie. 

E n posant 

R = 
a b c 
a, b, c, 
«2 ¿2 

dK 
Cf. = —» da 

, dK ^R 

on a, par un théorème connu, 

a p 7 

a. p. 7. 
â  Pa 73 

Si de plus on pose 

a» + = A, 
+ + = 
+ + 

et 
- h «i -H a ' = A , , 

7' = 

aa» -+- pfi, + 7 7 , = D , 
aâ  + pp, -h 772 = E, 

ap 4- a, p, + as = D , , 

«7 -4- a, 7 , -f- as 7 , = E , , 
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les équations des deux ellipsoïdes, à cause des notations 
ci-dessus 5 reçoivent la forme 

A 4- B -f- C -h 2D .r/ -h 2E x« -h 2F yz = 

Ces deux ellipsoïdes sont égaux lorsque les coefficients 
des mêmes puissances de B dans les deux équations sui-
vantes sont égaux : 

A —G D 
D B — I 
E F 

E 
F 

C — ô 
= o, 

A,—Ô D. E, 
D. B , - ô F. 
E. F. 

= o. 

ou lorsqu'on aura 

(0 

(3) 

A B 4-C = A. H-B, 4-C,, 
A D 
D B 

A E 
E C 

B F 
F C 

A D E 
D B F 
E F C 

A. D, 
D, B, 
A, D, E, 
D» B, F. 
E. F. C. 

A. E. 
E. C. 

B. F. 
F. C. 

La première de ces équations est évidente. Pour vérifier 
la seconde, j'observe que, par un théorème connu, on a 

AD a p 2 
1 7 t «1 Pi 

D B a. p. a p «2 p2 

et que, par un autre théorème, on a 

a p 
p, 

par conséquent, 

A D 
D B 



On trouve de même 
A E 

E C 

B F 

F C 

A, D, 

D. B. 

A. E . 

E . C. 

B. F . 

F . C. 

( ) 

expressions qui vérifient la seconde équation. La troisième 
est vérifiée tout de suite en carrant Téquation (i) ,.et, en 
exécutant le carré par ligne et par colonne (*) , on aura 
ainsi 

A D E A, D, E , 

D B F D, B, F , 

E F C E , F . C, 

RELATIONS DE DISTANCE ENTRE DES POINTS; 
PAR M. BRIOSCHI , 

Professeur à rUniversité de Pavie. 

Notation, Désignons par a,,, le carré de la distance des 
deux points désignés par â ^ ¿z,, de sorte que 

a,-s Z=i asr et Orr^ o. 
1". Trois points en ligne droite. 

r/,,, fh-.y I 
2̂1, «227 «23» 1 

ft M, ffn, «33, l 
1 . 1 , 

au — fÎ22 = = «»i = 

rt- v est mis pour la symétrie. 

(«' -f- /3- -4- •/')-+-...=:=( a® -+- à̂  4- aj ) H- . 
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Quatre points dans un plan. 

an, » l̂i 9 i 

3̂1» 3̂2» <̂ 33? Ôi , I 
) 4̂2 5 îâ > 5 I 

I , '̂55 

3°. Cinq points dans VeSpace. 

àxi , <̂145 ' 
«21 , «22 , «.3 Í «2Í , «25 1 I 

« 3 2 » « 3 3 » « » 4 , I 

« 4 1 , « 4 2 , « 4 3 , « 4 4 , « 4 S î > 

«r>i » « 5 2 , « 5 3 9 « 5 4 , « 5 5 . ' 

I , I , I , «66 

«Il = «a2 — . . ' = «(ît: ~ O. 

Les barres désignent des déterminants. Ces valeurs ne sont 
pas nouvelles (Carnot) ; la nouveauté est dans la forme. 

Note du Rédacteur. Leí déternnnants forment au-
jourd'hui une théorie importante, féconde, indispensable 
dans l'Algèbre, la Géométrie et la Mécanique élémen-
taires et supérieure. De tontes parts, les professeurs de-
mandent un ouvrage qui donne cette théorie et ses prin-
cipales applications. L'Angleterre possède depuis quelques 
années un tel ouvrage, et M. Brioschi a publié l'an der-
nier un Traité sur les Déterminants qui renferme tout 
ce qu'on peut désirer. Cet ouvrage étant de niveau avec 
tous ceux qu'on a écrits sur cet objet et les dépassant 
même en quelques points, M. le professent Combescure 
en a fait une traduction qu'il a bien voulu me commu-
niquer. Fidélité, élégance, éclaircissements, rien ne 
manque à ce beau travail, dont la publication très-pro-
chaine satisfera à un devoir universitaire. 
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NOTE SUR LE SENS DÉS HÉLICES. 

i . Nous supposons que l'hélice est décrite par un point 
qui se meut sur une droite parallèle à un axe fixe verti-
cal autour duquel elle tourne. Si un spectateur est placé 
dans Taxe, la tête vers le zénith , il voit passer la droite 
mobile devant sa face, ou de gauche à droite (GD), ou de 
droite à gauche (DG); le mouvement de progression du 
point mobile peut avoir lieu du zénith vers le nadir (ZN) 
ou du nadir vers le zénith (NZ) -, de là quatre sortes de 
mouvement : GD, ZN; GD,NZ; DG,NZ; DG, ZN. Il 
est évident que les deux mouvements GD, NZetDG,ZN 
désignent la même hélice; de même GD, ZN et DG, NZ. 

L'hélice GD, ZÑ est dite dextrorsum et Thélice GD, 
NZ est dite sinistrórsum. A vitesses égales les deux hé-
liííes sont symétriques, douées de propriétés d'égalité et 
non de superposition. 

On ne construit quedes vis dextrorsum pour faciliter 
le mouvement naturel de la main droite. En donnant à 
ces vis le mouvement de rotation GD, elles prennent le 
mouvement de translation NZ, c'est-à-dire de haut en 
bas, ou en as^ant. En imprimant à ces vis le mouvement 
de rotation DG, elles prennent le mouvement de trans-
lation NZ, c'est-à-dire de bas en haut ou en arrière. Car 
les deux hélices GD, ZN et DG, NZ sont identiques. 
Dans les plantes grimpantes, chaque espèce décrit une hé-
lice déterminée, par exemple l'bélice du houblon est 
dextrorsum et celle du haricot est sinistrórsum 

L'hélice apparente annuelle que décrit le Soleil est dex-

('*) Les bouts d'essieux sont taraudés pour recevoir des écrous qui, 
pressant contre les moyeux, maintiennent la roue. Le bout de droite a unei 
vis dextrorsum et le bout de gauche sinistrórsum, afin que dans la marchcf 
«n avant les moyeux frottant contre les écrous ne les dévissent pas. 
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trorsuth depuis le solstice d'été jusqu'au solstice d'hiver, 
et sinistrorsuui du solstice d'hiver au solstice d'été, le 
spectateur étant l'axe de l'hélice, la tête vers le pôle boréal, 

2. Lorsque l'hélice est plane, elle est ou une courbe 
fermée ou une spirale. Soient un point A situé dans l'inté-
rieur et ZAN une perpendiculaire élevée en A sur le plan. 
Un spectateur placé en AZ, ayant la téte en Z, verra le 
point décrivant passer devant lui de G en D ou de D en G, 
et le mouvement sera désigné par GD^ dextrorsum, ou 
par DG, sinistrórsum. Si un second spectateur est 
placé en AN, la tête en N, il y a inversion ; le mouvement 
GD du premier devient DG pour le second. Ainsi placé 
au pôle boréal, la Terre tourne pour lui dans le sens DG 
et au pôle austral dans le sens GD. Dans la théorie des 
couples, on convient de porter sur l'axe AZ la valeur du 
cotiple qui, pour le spectateur AZ, tourne dans le sens 
GD ou dextrorsum, et sur AN la valeur du couple DG-, 
il en est de même pour un spectateur AN \ le couple GD 
est porté sur AN. En effet, le GD du spectateur AN est 
DG pour le spectateur AZ, on doit le porter sur AN. On 
voit donc que de quelque manière que le spectateur soit 
placé relativement au plan du couple, en dessus ou en 
dessous, le sens du couple est toujours représenté par la 
même portion de l'axe. Il n'y a jamais ambiguïté. 

3. Un spectateur placé dans l'intérieur de l'orbite de la 
Terre, à un foyer par exemple, la tête vers le pôle boréal 
du monde, voit cette planète tourner autour de lui dans 
le sens GD, ce qui est le sensinversedes signes. La paral-
lèle à l'axe terrestre menée parce foyer décrit un cône hou-
c/e autour de l'axe, position du spectateur, par rapport 
auquel ce mouvement s'exécute dans le sens DG ; c'est 
aussi celui de l'intersection de l'équateur avec l'écliptique, 
ou le sens de la précession des équinoxes. Sur un cadran 
horizontal la marche de l'ombre est GD. On sait d'ail-
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leurs que celte ombre est la ligne d'intersection de la sur-
face du cadran avec le cône qui a pour sommet Textré-
mité du style et pour directrice l'hélice annuelle du Soleil. 
Chaque spire de cette hélice étant sensiblement un cercle, 
la partie diurne de l'ombre est, dans nos latitudes et sur 
un cadran plan, sensiblement une portion d hyperbole. 

4. Coquilles gastéropodes. On sait que ces coquilles 
sont des surfaces hélicoïdales. Supposons la coquille dans 
sa position normale, celle qui a lieu dans le sens de la 
progression. Le sens de Fhélice est généralement dex-
trorsum et de même \ou\>erture. Il y a une exception qui 
fournit un caractère générique. 

On connaît Timportance du sens des hélices dans les 
courants électromagnétiques et des déviations dextrorsum 
ou sinistrórsum des plans de polarisation. 

3. Le mouvement hélicoïdal est le seul qu'on rencontre 
dans la nature, parce qu'il est le résultat de Faction de 
couples. Toute force qui ne passe pas par le centre de 
gravité d'un corps engendre un couple ; or le nombre des 
points d'un corps est infini et le centre de gravité est un 
seid de ces points : par conséquent, il y a à parier l'infini 
contre l'unité que la force ne passe pas par le centre de 
gravité et qu'il y a couple et hélice \ ainsi le mouvement de 
tout corps céleste, sans excepter les soleils, est nécessaire-
ment hélicoïdal, formé de progression et de rotation. Ce 
mouvement est décrit avec clarté et précision dans l'excel-
lente Cosmographie de M. Faye^ production d'un savant 
compétent, astronome pratique et dont l'ouvrage, d'une 
étude attrayante, ne saurait être trop recommandé. On y 
a adopté (il n'y aurait pas eu d'inconvéiiient à le dire) la 
méthode de Lacaille, qui consiste à partir des mouve-
ments réels pour venir aux mouvements apparents, marche 
rationnelle et qui facilite tout. Carie système du Polonais 
Copernic, qui répugnait encore à Pascal comme jansé* 

Ann. de Mathèmat.y t. XIV. (Mai l855.) , I 
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niste, est aujourd'hui du domaine public, et le système 
de Ptolémëe est repoussé même par le vulgaire. Toute-
fois, il règne encore dâns l'histoire, c'est-à-dire que 
nous nous persuadons toujours que le genre humain est 
le ptvot, le centre de tous les événements passés et à ve-
nir et que le sort de l'univers est lié à celui de l'homme^ 
inspiration de l'orgueil, mauvais logicien, qui sur mille 
nous trompe neuf cent quatre-vingt-dix-neuf fois, dans 
les appréciations individuelles et générales. 

THÉORÈKIES 
Sur la iispèfilie» ies rectangles dans les fimetions homogcies enlicres 

({ttadratiqnes à n variables, applications géomélritiae^ 
m lignes et surfaees ds second degrés 

D'AFRis M. 0 . H E S S E , 
Professeur à l'Université do Königsberg. 

(GRELLE, t . X X » p. i 8 4 o . ) 

1. Notutiou, Etant données les n variables ô i, .Ta, 

jCg,..., Jr„, le symbole signifie qu'il faut 

donnera xetà). toutes les valeurs de la suite i, 2, 3 , . . . , / / , 
et poser 

a . Ky A J /. 

D'après cette convention, un rectangle aura pour coeffi-

cient 215 ainsi le symbole renferme ^ ^ ^^^ ^ ̂  termes, sa-

voir n carrés et - rectangles. Prenons, par exem-

ple , // = 3 5 alors le symbole désigne la fonction 

car 
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Soient n autres variaUes y i ^ • ̂  y« î écrivons 

(0 - ^ + • • • + • 

et donnant à 1 les valeurs de la suite a, 3,. .*, n, on 
obtient n équations de relation entre les variables x et 
les n variables j , dans lesquelles entrent n} coefficients, 
et où est le coefficient de la variable / p . Si n = 3, 
on a 

— ^^Px^ -t- ^fy-i -h 
2. Substituant les valeurs de tirées des wéquatiôns(i) 

dans la fonction 

on obtient une fonction quadratique entière homogène 
en y. Si Ton donne aux n^ coefficients indéterminés x^^"^ 
des valeurs telles, que les rectangles disparaissent, on 
aura 

( ^ ) 2 ^x, r^x ^ + \ . • • -H (^uXl, 

et ces équations de condition 

¿ y a dya 
J^ x , / X A jité y-y^ X A 

dy a , j;^'?) xS^'^ ^ X , X > 
(3) 

^mmt I »V ^ i^mm r. y ry r. n o = df! h xi/ + . .. 

(4) 

en donnant dans (3) à et ^ les valeurs dwerscs de la 
ri (n — i ) , 

suite I, 3 , . . . , on obtient —̂  ^ equations entre 
12. 
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|es n' coefficients qui expriment que les rectangles 
ont disparu. En effet, la substitution faite, ordonnons ce 
qui multiplie le rectangle d'après les coefficients 
ĵ ip)̂  o:^/^,..., xi/'^ alors sera multiplié par 

t- V )r ; i » n qui peut se mettre sous la forme 

Jiàid y y 

en donnant àx toutes les valeurs de la suite i, 2 ,3 , . . . , n. 
De même, pour ce qui multiplie etc., on est ainsi 
amené au système (3). Pour /z = 3, on a 

-f- xi^) H- x^) -t- ^f] 

et une seconde équation en changeant les indices supé-
rieurs I en 2 et 2 en 3, et laissant les indices inférieurs, 
on déduit de même une troisième équation de la se-
conde. 

Les ^ ^̂ ^ ^ équations (3) renferment n̂  indétermi-

nées ̂  par conséquent on peut donner des valeurs arbi-

traires à ¿Q ces indéterminées 5 les n équations (4) 

donnent les n valeurs de G .̂ 
Il est évident que les équations (3) ne changent pas en 

remplaçant p par <7, et vice versâ. 
Prenons n nouvelles variables J n + s v ? /sn^ ^̂  

établissons la relation suivante entre les x et ces va-
riables 
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et X prenant toutes les valeurs de la suite i, n-j 

substituant ces valeurs dans la fonctions V a 

et faisant disparaître les rectangles, la fonction se ré-
duit à 

et l'on a comme ci-dessus : 

-f • 
y, («+-7) 

(«+?) Jn+q) 

17) Cr n . • 

mettant à la place de p et q les diverses valeurs de la suite 

1 . 2 , on obtient ^ équations de condi-

t i o n . 

Or les n[n—i) équations (3) et (6) renferment les 
n[n —1) 1 1 + 0 

^ constantes ou plutôt les — i rap-

ports entre ces constantes et Tune d'entre elles-, élimi-
_ . (/z—1) (« — 2) , 

nant ces constantes, on obtient ^ equations 
entre les 2 coefficients ^in '\ uiais nous 
allons voir que ces équations peuvent être remplacées par 
d'autres plus symétriques et n'exigeant pas autant d'éli-
minations. 
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3, A cet si équations (i) nous àéàmsom 

vice versâ^ 

(9) 

on a 

O — -̂ X 4 - . . . ^̂  X ; . 

On obtient les deux premières équations en plaçant les 
valeurs des x déduites de (i) dans l'équation (8), et les 
deux dernières en plaçant les y déduites de (8) dans le-
quation (i). 

Mettant la valeur l'équation (2), on ob-

tient 
(.0) , = G, xi" Xi'̂  + G, X « X r + . . . 4- G„Xi"' X^; 

ayant égard aux équations (9), on trouve les n équations 
swviHteç; 

+ «„4" ' + dp , 
(11) j xM + X / ) -h . . . -f- = Gp x'"», 

On tire de ces équations : 

/ = A,., Xf̂ 'H^ A,., . .-h A,.„ X(f), 

( .a) 

G, 

= A,., Xf̂ î - A,., X('')+ . . + A,,„ XW, 
G, 

^ = A„,, XW+ A„,, XW^. . . + A„,„X('", 
G,, 
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oùles A sontdes fondions des a et Ton a aussi = 
CCS équations sont représentées par celle-ci, 

en donnant à x les valeurs de la suite i, n. 
Si nous roultiplions cette équation par «r̂ jf , et donnant 

à p les valeurs 3^..., n^ on obtient n équations, dont 
r addition donne 

(,3) 

(1) (1) (t) (2) J " ) J'») 
Ax — h G. G, ? 

la formule ( 5 ) fournit de même 
(H-+.1) (n+l) («H-2) (»->-'2) 

f-
( 4 ) 1 (Sn) (.n) 

Gin 

ajoutant 5 on a 

. 5 ) • 

En donnant à y. et à 1 toutes les valeurs égales et diverses 

delà suite i, 2, 3 , . . . , pn obtient équations 

symétriques, entre les coefficients et les quan-

tités Gj, G,,...,Gî„-, éliminant ces 2« quantités, qui 
tiennent lieu de a n — i rapports, on parvient à 
^̂  ^-équations entre les coefficients etc; 

qu'on obtient également comme on a vu ci-dessus par 
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rélimination des constantes entre les équations (3 ) 
et (6). 

Il est facile de voir que des équations (i5), on peut re-
venir aux équations (3)-et (6)-, il suffit de décomposer 
l'équation (i5) en deux autres de la forme (i3) et (i4) ? ^̂  

il y a V^ ̂ o ^^ , de ces décompositions. Posant en-r 
2 ( 1 , 2 . 3 . , . N Y ^ 

suite les équations (9), on dérive de l'équation (i3) les 
équations (i 2), lesquelles résolues suivant etc., 
donnent les équations (i i) d'où Ton déduit facilement les 
équations (3) et (4). On dérive de même les équations (6) 

et (7) de l'équation ( i4) et les constantes de la fonction 

.Tx x ; sont tellement disposées dans les équa-

tions (3,4)? 7) 3 qn'on peut facilement a leur aide ré-

tablir la fonction X̂ .â A-H existedonc V^^o 
' 2 ( 1 . 2 . 3 . . . « / 

fonctions, d'où dérivent deux systèmes d'équations (3), 
(6) qui peuvent remplacer F équation (i5) -, par exemple, 
on peut prendre 

A = —-G, 
( . 3 ) 

«c.. x \ x x \ 

(•4) 

G„_, 

J"'> J " ) 
•^X - 4 -

G„ 
(2«—1) (2"-- 1 ) (2u) ( 2 n ) 

Gaft-i Gît 

4. Si Ton multiplie les équations (i5) par la constante 
¿X,; et donnant à z et 1 les valeurs égales et diverses de la 

suite 1, 2, 3 , . . o n obtient ^^^ équations, dont la 
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somme peut être représentée ainsi ; 

.6) 

V a V / . J«) J«) 

G, G, 

(2u) {tn) 

= o. 

Il est facile de voir qu on peut déterminer les ^ ^ ̂ ^ ^ ̂  

coefficients b̂ x̂ de telle sorte que m — i de ces ^ s'éva-

nouissent, et alors le ^ restant s'annule de lui-même; 

et comme entre les iri^ coefficients il n'existe que 
f/2 — l) (« — 2) , . , 

^ relations, il s ensuit que 

(,2 ___ 3 / 2 ^ - 4 - 3 / 2 — 2 

2 2 

de ces coefficients peuvent être pris arbitrairement. On a 
donc ce théorème. 

THÉORÈME I. Soient les 2 N systèmes de valeurs 

X^W . . . . . ^ ^ ^ 

Si ces 2n systèmes satisfont aux ^^^ — équa^ 

lions résultant de Vélimination des ^ ^ " constantes 
2 

entre les n (n — i) équations (3) et (6 ) ; si de plus 
2n —I de ces systèmes satisfont respectivement à une 
équation homogène du second de gré entre n variables, le 
système restant y satisfera aussi, 

o. Applications géométriques. Soit l'équation dusecond 



( , 8 6 ) 

degré n = 3 entre ^ deux rapports variables — i X3 JTj 

-4- «„xJ -h asîX* ̂  0:2+2^7,3X2X3 4- 2̂ 23̂ 33 = o. 

Prenons dans le plan de cette conique six points 

x^), X ^ ) , xO); x f , X ? ) , x f . . . x f , xW, X ? ) . 

Supposons que les équations (3) sont satisfaites par les 
coordonnées des trois premiers points et les équations (6) 
par les coordonnées des trois derniers points. Alors dans 
le triangle formé par les trois premiers points chaque 
sommet est le pôle du côté opposé, autrement les trois 
points sontpolairement conjugués ; il en est de même des 
trois autres points. Or, par cinq de ces points, on peut 
faire passer une conique, c'est-à-dire que les coordonnées 
de ces points satisfont à une certaine fonction homogène 
du second degré -, donc d'après le théorème I, les coor-
données du sixième point y satisfont aussi. On a donc ce 
théorème de Géométrie : 

THÉORÈME II. Étant donnés une courbe du second 
degré et deux systèmes de trois points chacun conjugués 
relativement à cette courbe^ les six points se trouvent 
sur une autre courbe du second degré. 

Observation, Si l'on convient de donner à ce triangle 
le nom de triangle polaire^ le théorème s'énonce ainsi : 
Us six sommets de deux triangles polaires relatifs à 
une même conique sont sur une seconde conique (*). 

Ce théorème est dû à M. Chasles. 
THÉORÈME I I I . Six points étant situés sur la même 

conique f si Von partage ces points d'une manière quel-
conque en deux systèmes de trois points, les deux s/s-^ 

( ' ) Celte observation n'est pas de M. Hesse. 
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temes sont des triangles polaires relativement h une cer-^ 
taine courbe du second degré. 

Le partage peut se faire de dix manières: 
Étant données cinq paires de points conjuguées à la 

même conique, celle-ci est donnée. 
THÉORÈME I V . Les six côtés de deux triangles po^ 

laires touchent une ligne du second ordre. 
THÉORÈME. V . Les six côtés de deux triangles cir^ 

conscrits à la même conique sont deux systèmes de tri--
angles polaires relativement à une autre conique. 

Étant données cinq paires de droites conjuguées, la 
conique est déterminée. 

THÉORÈME V I . Deu c triangles étant inscrits dans une 
conique, ils sont circonscriptibles à une autre conique^ 
et vice versa; deux triangles étant circonscrits à une 
conique, sont inscriptibles dans une autre conique. 

Ces divers théorèmes se démontrent à l'aide des po-
laires réciproques. 

6. Soit 

Féquation d'une surface du second degré ^ alors /î ^ 4 • L e s 
coordonnées des deux points p, q sont désignées par 

^ ^ 
x^r)' 

mettant pour p^qXes valeurs diverses de la suite i, 3, 4% 
les six équations (3) expriment que le plan polaire de 
chacun de ces points passe par les trois autres, de sorte que 
les quatre points sont polairement conjugués par rapport 
à la surface et sont les sommets d'un tétraèdre polaire {*), 
De même les six équations (6) expriment que les points 

(*) CeUe dénomination n'est pqs de M. Hesse. 
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5, 6, 7, 8 sont les quatre sommets d'un second tétraèdre 
polaire. Appliquant le théorème I, on obtient : . 

THÉORÈME Y I L . Toute surface du second degré qui 
passe par sept sommets de deux tétraèdres polaires passe 
aussi par le huitième sommet. 

Par sept points, on peut mener une infinité de surfaces 
du second degré, n'ayant pas la même courbe d'intersec-
tion, de sorte que le théorème précédent peut aussi 
s'énoncer ainsi. Les huit sommets de deux tétraèdres po-
laires peuvent être considérés comme les huit points d'in-
tersection de trois autres surfaces du second degré n'ayant 
pas les mêmes courbes d'intersection. 

Nous donnons plus loin le moyen de construire ce hui-
tième point géométriquement. 

L'élimination des coefficients des équations (3) et 
(6) donne trois équations de conditions auxquelles doi-
vent satisfaire les coordonnées des huit points i , 2, . . . . 8 
pour être les sommets de deux tétraèdres polaires (n° 2 ), 
Ainsi, prenantarbitrairementseptdeces pointsle huitième 
est déterminé. Or les douze équations (3), (6) renferment 
neuf équations où manquent les coordonnées du huitième 
point et trois équations linéaires relatives aux coordonnées 
du huitième point; ainsi les neuf équations suffisent pour 
déterminer les coefficients ? et les trois autres équa-
tions donnent linéairement les coordonnées du huitième 
point. Donc si dans deux tétraèdres polaires sept sommets 
sont donnés, les coefficients sont donnés et la surface 
est déterminée ainsi que les coordonnées du huitième 
point. On a donc ce théorème connu : 

THÉORÈME VIII. Toute surface du second degré qui 
passeparsept points pris arbitrairement passe également 
par un huitième point déterminé, (Voir Crelle, tome III, 
pages 199, 100 et 2o5.) 

THÉORÈME IX. Trois surfaces du second degré 
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n ayant pas la même courbe (ï intersection se rencontrent 
en huit points qui peuvent être considérés comme les 
huit sommets de deux tétraèdres polaires relativement 
une autre surface du second degré. 

Ces huit points fournissent trente-cinq systèmes de deux 
tétraèdres polaires. 

THÉORÈME X . Toute surface du second degré quitou^ 
che sept faces de deux tétraèdres polaires touche aussi 
la huitième face. 

THÉORÈME X I . Toute surface du second ordre quitouche 
sept plans touche aussi un huitième plan déterminé. 

THÉORÈME X I I . Huit plans tangents communs à trois 
surfaces du second ordre n ayant que ces huit plans tan-
gents en commun peuvent être considérés comme les huit 
faces de deux tétraèdres polaires relativement à une sur-
face du second ordre. 

THÉORÈME X I I I . Deux tétraèdres étant inscrits dans 
trois surfaces du second ordre, n ayant pas une même 
courbe d intersection, sont circonscriptibles à trois autres 
surfaces du second degré n'ayant pas plus de huit plans 
tangents en commun. 

Solutions géométriques de quelques problèmes men-
tionnés ci-dessus, 

7. Lemme, Etant données une conique et une droite 
dans le plan de la conique, on peut projeter la figure 
de manière que la droite aille à l'infini et que la conique 
devienne un cercle. (PONCELET, Propriétés projeôtives, 
page 54.) 

8. Lemme, Si dans Un quadrilatère complet dont les 
trois diagonales sont aa\ bb'^ cc', les points aa' et bb' 
sont deux paires de points conjugués relativement à une 
conique, les points cc' sont aussi conjugués relativement 
à cette conique. 



( >9» ; 
• 

Démonstration. 

À, A' points d'intersection de la diagonale aà* avec la conique. 
SB, B' — hV — 
C, a — ce -

Par hypothèse les quatre points a!K a Al sont harmoni-
ques et de même les quatre points è' B ¿B' il faut démon-
trer que les quatre points c' C cC'sont aussi harmoniques. 
Projetons la figure de manière que la droite a' h' c' aille à 
l'infini et que la conique devienne un cercle (n® 7, lemme) ; 
dans la figure projetée le point a' étant à l'infini, le point 
a sera au milieu de AA' et de même le point h au milieu 
deBB', il faut prouver que c est aussi au milieu de CC'5 
or la perpendiculaire élevée en a sur la corde A A' passe 
par le centre du cercle et est perpendiculaire sur bc paral-
lèle à AA' ; la perpendiculaire élevée en b sur la corde BB' 
passe aussi par le centre et est perpendiculaire à ac paral-
lèle à BB'5 la perpendiculaire élevée en c sur C C est 
perpendiculaire sur ab parallèle à CC'^ donc les trois 
perpendiculaires passent par le centre du cercle 5 donc c 
est le milieu de la corde C. c. Q. r. n. 

9. Ce lemme, l'hexagramme de Pascal, et les théorèmes 
(II), ( m ) ci-dessus sont des propositions liées entre elles ; 
de sorte que deux d'entre elles étant données, on peut en 
conclure facilement les autres. Par exemple, soient abc ^ 
u' V d deux triangles polaires relativement à la même co-
nique et p^ rintersection des côtés ac et b' c' -^p l'intersec-
tion de bc et a' c', p' et b sont des points conjugués, car 
ac polaire de b passe par p' et a' b polaire de p' passe par 
b \ on prouve de même que^ et b sont conjugués. Donc,en 
vertu du lemme (n® 8), le point P intersection de bp et 
de b* p' et le point P' intersection de bb^ et pp^ sont con-
jugués; donc la polaire de P passe par Mais la polaire 
lie P estaa'-, donc les trois droites aa', bb\ pp' passent 
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par le même point P'. Ainsi les côtés opposés de Vhexa-i 
gone €UL^ c' b' bc se r«icontrent en troii points en ligne 
droite, savoir aa'et bV {le point P ' ) , i c et a'c'(le point p), 
ac et b' c' (le point p') 5 donc l'hexagone est inscriptible 
dans une conique (théorème VI). 

10. Problème. Etant donnés le triangle polaire abc et 
le couple de points conjugués a" A, B, construire les 
polaires de a" et de b". 

Solution. Écrivons 

aa" a; fi. 
bb" 

a; 
ac P' 6B 

art 
ak 

f u' 
a p 
ac 

r 5 bc 

cela veut dire que p est le point d'intersection des droites 
aa" bb" que a est le point d'intersection des droites p h 
et èc, et ainsi de suite 5 la droite est la polaire du point 
b" et la droite A a" est la polaire de a". En effet, la droite 
ac(3 est la polaire du point ¿ ^ donc b et ^ sont des points 
conjugués. Dans le quadrilatère les deux som-» 
mets opposés b(3 et b^^B sont un couple de points coiiju-
guéŝ  donc en vertu du lemme (n® 8) les points et p̂  
extrémités de la troisième diagonale (car l'intersection 
de bb" et (3 B est la même que celle de aa et W^), sont 
conjugués. On démontré de la même manière, en consi-
dérant les lignes a a, a'' A, jt? a' comme les trois diagonales 
d'un quadrilatère complet, que les points p et a' sont con»̂  
jugués 5 ainsi a' est la polaire du point donc bp ou 
bb" est la polaire de \ ainsi les polaires de B et de 
passent par donc B|3" est la polaire de on prouve 
de même que A A'' est la polaire de A'̂  c. Q. F. n. 

11. Soient a, c, d et a', b', c'y d'les huit sommets 

de deux tétraèdres polaires et soit^^ ,̂ p : c'est-à-dire 



que p est rintersection du plan dbb' et de la droite aa'. 
p étant sur la droite au'^ le plan polaire de p passe par 
rintersection des plans bcd. b' c'd'; et étant aussi sur le plan 
dbb' leplanpolaire par le point d'intersection ac.a' c'd'z^ 
ainsi ce plan polaire passe par les trois points bcd.b'c'^ 
Vc'd',bc^ ac'd',ac. Il est facile de trouver encore un 
quatrième point de ce plan. En effet, menons les droites 

pa' et pb', La droite pa passe par a , et soit ^^ le 

plan polaire de q passant par a et le plan polaire de b' 
passant par a'; en vertu du lemme (n^ 8 ) , le plan 
polaire de p passera par l'intersection des droites ^a', ab'^ 
c'est-à-dire par l'intersection dba'.ab', Ainsi les quatre 
points ¿¿'¿'c'.fec, d'c'a'.ca.^ dbc da' b .aW sont 
dans le même plan. Donc les deux droites [d'b' c' .bc) 
[d'c'a .ca) Qt{dbc.b' c') [da' b.ab') se rencontrent. 

Remplaçons les lettres cab' c' a' bdd' respectivement 
par les chiffres i, 2, 3, 5, 6, 7, 8, alors les deux droites 
{734.61) ( 7 4 5 . 1 2 ) , (856. 23) ( 861 . 34) se rencontrent. 

Mais les huit sommets des tétraèdres polaires peuvent 
être divisés de diverses manières en quatre systèmes de 
points conjugués. Pour trouver les diverses droites qui 
correspondent à ces systèmes, formons l'hexagone 123456, 
et désignons-le par H; par le point 7 et un côté du poly-
gone, soit 34, menons un plan qui coupera le côté op-
posé 61 en un point : c'est le point désigné par 734.61, 
On aura ainsi un point sur chaque côté de l'hexagone. 
Désignons par A le second hexagone dont ces points sont 
les sommets-, opérant de même avec le point 8 sur le 
polygone H, on obtient un troisième hexagone B. Ces 
trois hexagones jouissent de propriétés remarquables^ 
les trois droites qui joignent les sommets des angles op-
posés de l'hexagone A passent par le point 7 ; car les 
points (734.61) et ( 7 6 1 . 3 4 ) sont des deux sommets 
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opposés dans le polygone A-, cette droite étant dans les 
deux plans 734 et 761 passe par le point 7, etc. On dé-
montre de même que les droites qui joignent les som-
mets opposés dans le polygone B passent par le point 8. 

Désignons par Ai le côté (734.61) (745.21)-, dans 
riiexagone A nous avons vu que ce côté rencontre le côté 
(856.23) (861.34), ou B, de Thexagone B-, le côté Â  
rencontre encore le côté B̂  (834 .6i ) (845.12) : car les 
deux côtés sont situés dans le plan 612 ^ de plus le même 
fôté Al rencontre le côté B3 (812.48) (823.56) de 
l'hexagone B, car si nous remplaçons l'ordre 12345678 par 
56123487, Al se change en B3 et Bi en Aj. Or Aj et Bj 
se coupent : donc le côté Ai de l'hexagone A rencontre 
trois côtés Bi, B2, B3, et vice versa; par conséquent les 
douze côtés des deux hexagones sont situés sur le même 
hyperboloïde. De là : 

THÉORÈME X I V . Si parmi les huit points d'intersection 
de trois surfaces du second degré [n ayant pas une courbe 
commune d'ijiterseclion),^ on en choisit six qui forment 
les sommets d'un hexagone H -, et si Von coupe chaque 
côté par un plan passant par le côté opposé et le sep-r 
tième point, on obtient ainsi les sommets d'un second 
hexagone A ; opérant de même dans Vhexagone H avec 
le huitième point j on obtient les sommets d'un hexa-
gone B ; les deux hexagones A ei B sont sur le même 
hyperboloïde. 

12. Deux des trois hexagones étant donnés, on peut 
construire le troisième. 

D'abord connaissant A, B, on trouve H; en effet, en 
joignant le sommet (745.12) de l'hexagone A avec le som-
met (845.12) de rhexagone B, on obtient le côté 12 de 
l'hexagone H, et ainsi des autres côtés. 

Connaissant les hexagones H, A, on détermine B. En 
effet, lecôté(834.6i) (845.12) de l'hexagone B, enjoignant 
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les points d'intersection du plân conduit par le poibt i et 
la droite (734.61) (745.12) avec les côtés 
(761 .34) et (712.45) (723.56), et ainsi dés autres.On 
voit donc que, pour construire l'hexagone B, il suffit de 
connaître seulement les sept points 1234^67 des deux 
hexagones H et A; l'intersection des trois plâns qui pas-
sent par les côtés opposés de l'hexagone B dottiie le hui-
tième point 8. Ainsi est résolu le problème mejuîonné 
ci-dessus. 

NOTE 
Sur les valeurs que prennent les racines des équations h ct Î® degré 

lorsqne le coefficient do premier terne est nul 
(voir tome IV , p. 382) ; 

PAR m. FAtJRE, 
Officier d'artillerie. 

La méthode que j'indique ici est celle que Ton iuit or-
dinairement pour le second degré. Je suppose que le lec-
teur a sous les yeux l'article d'Eisenstein où il traite de la 
résolution générale dés équations des quatre pretoieis 
degrés (tome VIII, page n o ) . 

1. L'équation générale du troisième degré 
ax^ -H -h d = o 

donne 

m ] , 

On a d'ailleurs , d'après l'article cité, 

— — L a[ff{c) — ad -h s bc]; 
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nous écrirons simplement 

k contient ainsi a en facteur. On aura alors 

en ne prenant que les deux premiers ternies de la racine 
cubique de a , tous les autres termes contenant au moins 
le facteur â * 

On a de même 

Remplaçant dans les expressions de on trouve 

a 

a 

X = -a 

— + 
k-

ayant égard k la Valeur de p ^ qui est Fune d^s racines cu-
biques imaginaires de Tunité, supprimant le facteur a et 
faisant ensuite a o, on trouve facilement que les va-
leurs précédentes se réduisent à 

07 r=OD . 

— iibd)]'^ 

les deux dernières sofnt les racines de Téquation du se-
cond degré, 

2. Je prends maintenant Féquation générale du qua-
i3 . 
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trième degré 

ax* 4- ^bj^ + 6cj:' + ^dx + e = o; 
elle donne 

= + > ( 7 ) 

^ = é - ? { 7 ) -

avec 

= b' ^ ac h-,. 

f = — «e + [p̂ ep + Pf (tj)] = — Ûfi + r . 

Je prends les racines carrées de ces quantités et je re-
marque que le produit ? (7) ? ® (s) devant être égal h 

2 2 

il est nécessaire de prendre pour deux des radicaux 9 ( 7 ) 
et 9(2)5 par exemple, le signe -f- et le signe contraire 
pour (p (c). De là 

Les termes omis contiennent au moins le facteur a}. On 
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a donc, pour la première des valeurs de x , 

1 
~~ a -1 (X - h / ' - r - f l c ) 

mais 

d'où, en supprimant un fadeur a et faisant ensuite 
rt = o, 

en indiquant par ^̂  et y}^ ce que deviennent Ç et y? lors-
qu'on y fait a = o. 

On trouve de même, pour les trois autres valeurs , 

= c - p(p(̂ a) —p'<p (>!«)], 

07 00 . 
\ 

Les trois premières valeurs sont les racines de l'équation 
<Iu troisième degré 

4 bx^ -h ^cjc^ e = 

c ar, d'après l'article d'Eisenstein, on a 

9Eo-f.y(3Fo) 9Eo^y(3Fo) SO — 9 >5« 9 
9 9 

Eo= b'^e — ibcd^ 
- xibcdc-^ 
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SOLUTION DE LA QUESTION 290 ; 

PAR M. F A U R E , 

Officier d'artillerie. 

Trouver le coefficient de dans Téquation en a: de 
o -H I qui ft pour r^cioes les n ^ i iioefficients jbi--

nomiaux de (a -f-
Ce coefficient, que je désigne par A, est égal à la 

somme des produits deux à deux des coefEcients du déve-
loppement de (a -I- ¿j". 

Or, si l'on multiplie entre eux deux binômes tels que 

(i -i' et -H ^^ on aura (en faisant a r^ i) dans le 

produit la somme cbercbée^ et en outre la somme des 
carrés des coefficients binomiaux, somme que j'appelle B. 
Donc 

Or, d'après les deux développements 
. nf/t — i) 

( i + a ) « = I - f - « a - h i . . . , 1*2 
— I 

1.2 

B s'obtient en multipliant terme à terme ces deux séries ; 
de sorte que l'on peut aussi regarder cette quantité 
comme étant le terme indépendant de fic dans le dévelop-
pement de 

On a donc 
^ 7 . n [ i n — I ) . . . « - f - 1 

1 . 2 3 . . . « 
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delà 

1 , 2 . 3 . . . « ^ r 

SUR LES RACINES IMAGINAIRES. 

(Extrait d'une Lettre de M. E. PROUHET.) 

La lettre (Je M, Vallès, insérée dans le numéro Je dé-
cembre dernier (i854), pa'a suggéré plusieurs réflexions, 
que je crois devoir vous communiquer, quoiqu'elles ne 
soient, en partie, que le développement d'une note fort 
judicieuse placée en bas de la page 461. Peutnêtre ne re-
garderez-vous pas comme inutiles quelques considéra-
tions qui me paraissent propres à mettre dans un plus 
grand jour un point de doctrine fort important. 

A mon avis, les auteurs qui cherchent à inîetyyréter les 
symboles imaginaires oublient trop souvent de faire, sur 
l'origine de ces symboles, une distinction capitale, et 
ils font, par la, le plus grand tort à ce qu'il peut y avoir 
de bon et de véritaÎjlement utile dans leurs recherches. 

Cette distinction, la voici : Les inconnues qui entrent 
ùaus une question peuvent être ou des inconnues princi^ 
pales, c'est-à-dire les quantités mêmes que l'on cherche, 
ou du moins des quantités sans lesquelles l'objet que l'on 
veut déterminer ne saurait exister-, ou des inconnues 
auxiliaires^ introduites dans le calcul en vue de cjuel(jue 
avaiitagespécial, mais sans lesquelles l'objet en question 
peut très-bien exister. 

Lorsqu'on trouve pour une inconnue principale une ex-
pres îou imaginaire, c'est un signe infaillible que la ques-
tion proposée est impossible, Vous cherchez un poini qui 
remplisse une certaine condition \ vous trouvez qu'une de 
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ses coordonnées est imaginaire : donc il n'existe pas dè 
point qui remplisse la condition demandée. 

Lorsque le calcul donne une expression imaginaire 
pour une inconnvie auxiliaire, cela indique que cette 
quantité n'existe pas, mais non pas que le problème est 
impossible. Exemple : Vous trouvez commode, pour dé-
terminer Taxe radical de deux cercles, de calculer les 
coordonnées de leurs points d'intersection et d'en déduire 
l'équation de la droite cberchée ^ mais ces coordonnées 
peuvent être imaginaires, c'est-à-dire que les cercles peu-
vent ne pas se couper, et cependant l'axe radical existe. Il 
arrive même que ces coordonnées, traitées comme des 
quantités réelles, donnent encore l'équation de Taxe ra-
dical , résultat d'ailleurs confirmé par d'autres méthodes. 
Ce résultat, singulier au premier abord, tient à ce que les 
coefficients de la droite cherchée dépendent de la forme 
des expressions générales trouvées pour les coordonnées, 

forme qui subsiste alors que l'expression n'a plus de si-
gnification propre. 

Cela posé, il est facile de voir que les assertions de 
M. Vallès ne sont vraies qu'à moitié. Lorsqu'il parle de 
combler l'abime entre le réel et l'imaginaire, il oublie la 
distinction que nous venons de faire. Cet abîme existe 
bien réellement quand il s'agit d'inconnues principales, 
parce qu'il n'y a pgs, je crois, de milieu entre être et ne 
pas êti^. L'approximation n'a rien à faire ici 5 mais, dans 
le cas des inconnues auxiliaires, M. Vallès a raison, et 
des valeurs approchées de quantités imaginaires peuvent 
servir à calculer, par approximation, des quantités dont 
la réalité est d'ailleurs hors de doute. 

Je ne puis être d'accord avec M. Vallès lorsqu'il dit : 
(( C'est un fait très-surprenant que celui qui, au moyen de 
la plus petite altération dans les coefficients d'une équa-
tion peut faire passer les racines de cette équation du 
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réel à l'imaginaire, et vice versâ » (ĵ age 45o). Le fait ne 
me semble pas surprenant du tout, à moins qu'on ne 
regarde comme un paradoxe cette proposition inoffén-
sive : Quand on est sur la frontière d'un pays, le plus 
petit déplacement peut vous faire passer du dedans au 
dehors, et vice versâ. 

Puisque je suis stirle sujet des interprétations, permet-
tez-moi encore d'ajouter quelques mots sur certaines doc-
trines assez répandues et qui me semblent être une dévia-
tion bien prononcée de la logique du bon sens. 

Qu'est-ce qu'interpréter un résultat de calcul ? C'est, 
il me semble, chercher en quoi ce résultat répond à la ques-
tion proposée, en admettant même parmi les réponses 
possibles celle-ci : Ce que vous demandez n'existe pas. 

Cela parait très-simple et très-naturel 5 mais il y a des 
esprits auxquels le simple et le naturel ne suflSsent pas* 
Quand ils ont trouvé un symbole d'impossibilité, ils le 
torturent de toutes les manières pour y trouver, au lieu 
de la réponse qui saute aux yeux, une réponse à une 
question nouvelle, peu différente, à ce qu'ils disent, 
de la première, et à laquelle ils ne songeaient pas 
d'abord. Ces modifications légères consistent à changer 
une perte en gain, à faire aller \in courrier de droite à 
gauche, au lieu qu'il allait d'abord de gauche à droite, etc. 
A cela près, c'est toujours la même question. 

D'autres auteurs prétendent qu'un résultat de calcul 
sert quelquefois à rectifier un énoncé. Singulière asser-̂  
tion! Le calculateur ne savait donc pas ce qu'il deman-
dait ? Et s'il ne le savait pas, comment le calcul peut-il le 
lui apprendre ! 

Je conclus de tout cela que, lorsqu'on fait de l'algèbre, 
il ne faut pas se défaire du sens commun, don rare et 
précieux auquel a-h b ne suppléera jamais. 

Cette Lettre étant déjà bien longue, je remets à une 
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autre ocçasiQn p o m vou« entretenir de quelques tenta-
tives faites pour résoudre la question laissée intacte par 
M. Vallès, savoir, celle des caractères auxquels on peut 
reconnaître Texisteuce des racines en faisant varier les 
coeflScients approchés dans les limites de l'approximation 
supposée. 

3i décembre i854. 

m LES OY\LES DE DESGARTES 
(voir t. I X , p. 183;; 

PAR M. A. GENOCCHI. 

M. W . Roberls a trouvé, en employant les coordonnées 
elliptiques, que Tare d'un ovale de Descartes s'exprime 
par une fonction ultra-elliptique dans laquelle la quantité 
soumise au signe radical monte jusqu'au septième degré 
(Journal de M. Liouville, tome XV, page 196). On ob-
tient un résultat plus simple par les coordonnées polaires : 
si l'on prend pour variable indépendante l'angle polaire, 
le polynôme soumis au radical ne monte qu'au cinquième 
degr«. 

Soient c la distance des deux foyers de la courbe, 
p et p' les deux rayons vecteurs de l'un quelconque de ses 
points. Cl) l'angle formé par le rayon vecteur p avec la 
ligne des foyers pris© pour axe : on aura ^ m et n étant deux 
constantes, 

p' m p -h n 
et 

= cosw ; 

d'où, en posant 

I — m^ 
mn n-— v 
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on tire l'équation des ovales • 

coscd + b) ^ Â-, 

et , en diflerentiant, 

—«cos«»—éj-f- «prfûûSin«^: o. 

Or, si de ces deux équations on déduit les valeurs de 
cos Cl), sinot), Jot) en fonction de p et dp ^ et qu'on substitue 
celle de rfco dans la formule 

ds= 
on trouve 

s/jia'p'— {e'^ 2.bp — Ay 

de manière que la différentielle ds de Tare de la courbe 
renfermera deux radicaux, et, en les réduisant à un seul 
parla multiplication, on obtiendra sous le signe un po-
lynôme en p du septième degré. Mais si, au contraire , on 
résout Téquation de la courbe par rapport â p, il vient 

p — a C05.W b ^k (i/CUSw -h b f , 

et comme on a d'un autre côté 

_ ap^Msinw dû— -r 
^ p — a €0$ n '— p 

et, par suite, 

_ + — flcosw — by ds z= ^prtw, p — a cosw — b r ' 
on en conclut 

is = sla^+b^+i + ^abcos. (d. ± 
\ COS«. H - 6 ) 7 
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dou 

.s ~ f dui ^a^ -h -h A- -h 2 cos f 
Â -h 2aù coso), ,. , — (a cosw -h ùjdoi. 

y/t- H- (a cosw H- by 
i/expression de l'arc s sera donc la somme de deux inté-
grales : la première se ramène immédiatement à un arc 
d'ellipse, car, en faisant 

w = (a-h by-^ k =:z p^ ^abz=:q, 
on la met sous la forme 

la deuxième intégrale, en posant 
a ' ' À = = r, 

deviendra 
• h) {r-h iabx)dx Ç 

v/ ( i — ^r^) ( r - h 7.abx {k - h -I- 7.cibx -f- a"" x"") 

iranscendante abélienne, dans laquelle la quantité sou-
mise au radical est une fonction entière dex du cinquième 
degré. 

Cette seconde intégrale se réduit elle-même à un arc 
d'ellipse, si /r = o, puisque alors elle est égale à la pre-
mière. Dans ce cas l'équation de la courbe se décom-
pose en 

p = o, et p z= 2 (a cosm-h b) ^ 

ct représente ainsi un point isolé qui est le pôle, et une 
ligne courbe. Cette courbe est en même temps une con-
rhoïde circulaire et une épicycloïde, et a été étudiée par 
M. Quetelet comme la caustique secondaire par réflexion 
dans le cercle [Nouv. Mém, de VAcad, de Bruxelles, 
tome 111, page i3i ) : elle est connue sous le nom de li-
maçon de Pascal 

(*) Cette dénomination a été introduite par Robcrval. {Voir un Mémoire 
de I.ahire dans le volume de rAcadémie des Sciences de Paris pour 1708, 
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Si l'on fait 

on trouve, en réduisant, 

f rifi^i^+iii^, 
J ^ J V" cos w — «-4-2 è 

celle expression se ramène aussi aux fonctions elliptiques^ 
car on a 

r^ 1 . 1 I a 0) cos - w 2 sm - w -h const., 
J ? 2 

el, en posant 

on partage Tintégraie 

/(a cosw -h b) dco 
\Ja cosw — rt -f- 2 / / 

en deux intégrales eÎliptiques 

(a — f ^^ • — H- V^ / d(D\/h — a sin^^ 
J sjb — a sin̂  <p ^ 

l'une de première, l'autre de seconde espèce. 
Mais il faut remarquer que la courbe correspondante 

est encore un limaçon de Pascal. Prenons en effet, sans 
changer d'axe polaire, un nouveau pôle à la distance a — b 
du premier, et nommons p', a>' les nouvelles coordonnées : 
nous aurons 

p' = p'2-f- {a bf 2 — cos w', 
p'2 — pi __ __ 2 p {̂ a — b) cos w ^ 

et l'équation de la courbe donnera 
[p̂  —lap cosw — bYY = 4 b'p', 

page 46. M. Quetelet appelle limaçon de Pascal la courbe qui répond au 
cas particulier a =s'îh. (Voir loco cit., p. 98 et ICI .) 



d'où, éliminant p' et p cos co, on déduit saiis peine 
( P ' » — COS 

c'est-à-dire 
p ' = o et p ' = 2 (6 cost.)'-H V^)-

On a ainsi deux expressions de Tare du limaçon, et Ton 
voit que leur rapprochement nous conduit à ce théorème 
connu, qu'une fonction elliptique de première espèce 
s'exprime par deux arcs d'ellipse. On peut aussi en con-
clure la transformation analytique propre k opérer cette 
réduction. 

Si les coefficients a et b étaient affectés de signes con-
traires , il faudrait supposer A = — (a -h et prendre 
le nouveau pôle à la distance a + b de l'ancien. 

En remplaçant p pâr ~ p', et W par aw dans l'équation 

il vient 

d'où 

m 

p̂ — 2p {a cosw + -f- (â: — by= o, 

¿z —. ) = A —p'cos^cOf 
\ m J m 

p'—2 p cosw /w (« ^ o, 
équation d'un cercle. On transforme donc par cette sub-
stitution les limâçons en cercles î réciproquement, on 
transformera lés cercles en limaçôns, en remplaçant p et 

wpary^/wp et - co. Ainsi il est visible que ce moyen, 

employé par MM. Chasles et W . Roberts pour obtenir les 
ovales de Descartes, fournit seulement le limaçon de Pas-
cal, comme l'a remarqué M. Cayley (Journal de M. Liou-
ville, tome XV, page 354). H s'ensuit, en particulier, 
que l'ovale mentionné dans le théorème, dont M. P. 
Serret a indiqué la démonstration dans les Nouvelles 
Annales, tomeIX, page 321, n'est aussi qu'un limaçon. 
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L'équation des ovales donné deuîK valeurà de p pour 

chaque valeur de <ù : ces valeurs seront toujours réelles, p 
la quantité h est positive, mais seront de signes contraires \ 
elles seront toujours imaginaires^ si k est négative et 
V̂ — k surpassé la différence entre les valeurs numériques 
de a et b-^ enfin, il y en aura des imaginaires et des 
réelles, lorsque, k étant négative^ cette valeur est èom-» 
prise entre u et bé 

NOTE 
Sur la conrormiié, rhomogéoéité, la ressemblance, la similitade, 

la symétrie et ride&tité. 

Nous ne sommés mis en relation avec les choâes eXié-* 
rieurès qUe par Faction qu'exerce le non^moi sUt le 
moi, action nommée impression et transmisé âu CerVeâU 
par divers systèmes nerveux ; Teffet de cette ittipt̂ èsèlon âé 
nomme perception. Lorsque ce viscère, pal* rintefiné^ 
diaire d'un autre système nerveux, renvoie tîettè percep-
tion au dehors, l'effet produit se nomme ien^atiori. Ainsi 
la sensation est toujours le résultat d'un double courant 
du dehors au dedans et du dedans au dehors. Nikit &st 
in sensu quod non prius fuerit in intellectu. C'est le 
contraire de l'assertion attribuée d'une mânièré trojp Ab-
solue à Aristote qui est vrai, car le non^^fftôi û'existè qùé 
par le moî  mais existence purement dé relation, cônàti-̂  
tuant une modalité et nullement une réalité (*) . La chose 
en elle-même, ens pêr se, ce qui occasionne riinpféssion, 

(*) Le terveau fcgit comme pile; les nèt-ft Boni le« filfe. Lês léildous, 
muscles, os sont les aiguilles de cet instrument télégraphique) les pa-
pilles nerveuses, les ganglions sont peut-être des piles secondaires; le» 
agents anestiiésiques neutralisant les fils, la sensation disparaît. 
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te qui est dessous, la substance, nous est entièrement 
yiconnue. Nous donnons un nom à ce qui semble enve-
lopper cette substance, à ce qui est dessus, et nous l'ap-
pelons surface. Lorsque cette surface engendre une im-
pression nommée résistance y la substance qu'elle entoure 
prend le nom de corps, et, abstraction faite de cette 
résistance, la substance n'est qu'une image. La géomé-
trie ne considère que des images^ la mécanique considère 
les corps. 

Lorsque les concavités, les convexités, les saillies, les 
rentrants, les pleins, les vides, sont en même nombre et 
également disposés, homologues les uns par rapport aux 
autres dans deux surfaces, on dit que Tune est conforme 
a l'autre 5 c'est ainsi qu'il y a conformité entre deux indi-
vidus de même espèce. Le même mode de génération 
constitue Vhomogénéité. Les volumes sont homogènes 
entre eux, parce qu'ils sont tous engendrés par des sur-
faces-, les surfaces étant engendrées par des lignes, sont 
homogènes entre elles, etc.; mais les volumes et les sur-
faces comparés les uns aux autres sont hétérogènes. Ceci 
est applicable aux corps organiques. 

Si deux surfaces conformes présentent les angles égaux 
ou sensiblement égaux, et dans le même ordre, on dit 
qu'elles se ressemblent, c'est l'égalité des angles qui con-
stitue la ressemblance. 

Les rectangles sont des images qui se ressemblent, de 
même les parallélipipèdes rectangles \ c'est ainsi que les 
enfants ressemblent aux parents. 

Lorsque deux surfaces se ressemblent et qu'en outre les 
diverses dimensions homologues sont proportionnelles, 
sont en même rapport, elles sont semblables. Lorsque ce 
rapport est l'unité, on obtient Videntité^ la symétrie est 
une similitude inverse et il y a aussi une identité inverse. 
Ainsi la similitude suppose trois conditions : l'homologie 
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des parties constituantes, Tégalité des angles homologuées 
et la proportionnalité des dimensions homologues. On ne 
peut démontrer la possibilité de la similitude que par la 
géométrie. Ce n'est que parvenu au VP livre quEuclide 
établit la similitude de quelques figures planes, et dans 
le X P livre, de quelques volumes semblables, mais im-
parfaitement. Le vulgaire ne connaît que la ressemblance; 
le géomètre seul connaît la similitude. On a voulu ratta-
cher la définition de la similitude aux systèmes di échelles 
et dire que deux corps sont semblables lorsque leur con-
struction ne diffère que par la grandeur de l'échelle^ mais 
la possibilité d'une telle construction exige la connais-
sance des théorèmes des onze livres, et encore ne suffisent-
ils pas. 

Les définitions sont tôre.?, dit Pascal, bien entendu 
lorsque la chose définie est possible; possibilité qu'il faut 
d'abord prouver : ainsi, par exemple, avant de définir les 
polygones réguliers , il est nécessaire de démontrer que de 
tels polygones existent. Il est vrai que ces définitions par 
échelles peuvent convenir à la géométrie poétique de nos 
industriels, mais hors de là elles n'ont aucune valeur lo-
gique. 

CALCUL BE TT AVEC 5 3 0 DECIMALES 
(voir t . IX, p. 1 2 ; * X I l l . p. 419) . 

M. Rutherford a calculé de nouveau TT jusqù'à 44^ dé-̂  
cimales (*) et M. W . Shanks, de Hough ton-le-Spring ^ 
stimulé par M. Rutherford, a porté ce nombre à 53o dé-
cimales. Les 33o premières décimales sont, chez les deux 
calculateurs, les mêmes que chez M. Richter (t. XIII, 

(*) Voir tome X , page 198. 

A,m, de Siaihemat., t. XIV. (Juin i855.) «4 
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p. ïuais les trois dernières décimales de M. Rich-
ter, savoir 098, sont remplacées chez les calculateurs aii-
glais par 962 5 ainsi 33o décimales sont vérifiées par trois 
calculateurs, Richter, Rutherfort et Shanks, et 44^ par 

. les deux derniers calculateurs. Nous donnons ici les 4<> 
quines à ajouter aux 66 de M. Richter-, ainsi en tout 
106 quines ou 53o chiffres: 

96282 92540 91715 36436 78925 90360 oii33 o53o5 
48820 46652 i384i 46951 9415i 16094 33O57 27036 
57595 91953 09218 61173 81932 61179 3io5i 18548 
0744^ ^3799 62749 56735 18857 52724 89122 79381 
83oii 94912 98336 73362 44o65 66430 86021 39488 
M. Shanks s'est servi de la formule de Machin. 
M. Rutherford a présenté ce travail à la Société royale 

de Londres en janvier i853. 
7T a été déterminé par : 

Décimales 
exactes. 

Archimède avec 2 
Les astronomes indiens 3 
J. Rheticus 8 
Pierre Metius 8 
Viète. II 
Adrien Romanus. - 16 

. Ludolf van Ceulen ., . . 35 
A.Sharp 73 
Machin.... 100 
Lagny. . . 127 
Vega « i4o 
Manuscrit de la Bibliothèque Radcliffe, à Oxford 156 
Dahs« 200 
Clausen 256 
Richter. 333 
Rutherford . 44® 
Shanks... 53o 

(Cosmos, t. Vil, p. 335; ^3 mars i855. ) 
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011ESTI0»S. 

303. Quelles conditions doit remplir un quadri-
latère pour que tous les rectangles circonscrits soient 
semblables à un rectangle donné ? Quel est le lieu géomé-
trique des centres de ces rectangles ? 

304. Soient donnés dans un même plan : i® cinq points 
sur une droite A ; cinq droites. Mener une transver-
sale qui coupe les cinq droites en cinq points qui soient 
homographiques aux cinq points de la droite A ; démon-
trer qu'il n'existe qu'une seule transversale qui remplisse 
cette condition. (CHASLES.) 

305. Soient donnés : sept points sur une droite A; 
2® sept plans dans l'espace. Mener une transversale qui 
rencontre les sept plans en sept points qui soient homo-
graphiques aux sept points de la droite A. (CHASLES. ) 

306. Soient donnés dans un même plan: i® un qua-
drilatère ABCD et un point fixe S sur le côté AB. deux 
faisceaux homographiques ayant le point S pour centre 
commun. Menons une droite quelconque, elle coupera 
les deux faisceaux en deux systèmes de points homogra-
phiques-, soient a^, deux de ces points homographiques. 
Dans le pentagone formé par lequadrilatèreetlerayonSap, 
inscrivons une conique; par le point b̂  menons deux 
tangentes à cette conique. Le lieu géométrique de l'inter-
section de ces deux tangentes par le rayon Sa^ est une 
ligne du troisième ordre passant par le point S et par les 
trois sommets du triangle formé par le côté CD opposé 
à AB et par les côtés CA, DB suffisamment prolongés. 

(CHASLES.) 
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CONSTRUCTION NOUVELLE 
Des sections coniqnes par la perspective d'nn cercle, 

donnant de suite le centre, les diamètres conjngnés, les axes de la courbe; 
PAR M . P O U D R A , 

Officier supérieur d'état-major en retraite. 

ai 
1) / -

/ / / i y \ -, ^ 

1 J 

Pour obtenir la perspective d'une figure plane il faut 
distinguer : 

1°. Le plan de la figure donnée, d'un cercle, par exem 
pie (ce sera le plan horizontal de projection) ; 

a". Le plan vertical du tableau (soit T T sa trace ho-
rizontale) 5 

3®. Le point de vue que nous désignerons par V. 
Par le point V menons un plan parallèle à celui du 

tableau. Sa trace horizontale sera une droite JJ parallèle 
à TT. 

Rabattons ce dernier plan et celui du tableau sur le 
plan horizontal, en les faisant tourner autour de leurs 
traces respectives JJ et T T ; nous obtiendrons la figure 
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ci-dessus daijs laquelle le cercle , sa perspective et le point 
de vue seront ramenés dans un même plan. 

Remarquons que tous les points du plan du cercle qui 
sont sur J J passent <lans la perspective à Tinfini, de 
sorte que les droites de ce plan, qui concourent en un 
point de J J , deviennent en perspective des droites paral-
lèles. • " , 

Sur J J prenons arbitrairement deux points m et w , 
joignons-les par des droites au point de yue V. Ces 
droites Vm, \ n seront les directrices de la construction. 

Des points m et n tirons des droites à un point quel-
lonque de la figure donnée, tel que b. La droite mb ren 
contrera T T en /3, par lequel nous menons parallèle 
à la directrice V//?. La droite nb rencontre T T en TTj , 
|)nr lequel nous menons TTj parallèle à l'autre direc -
trice V/z. Les deux droites jS^', TTĵ ' se rencontrent en b' 
sur le rayon visuel ^b'b. Ce point b' est la perspective 
de b. Quels que soient les points m et n sur J J , on ob-
tiendra toujours le même et unique point b' {>our la per-
spective de b. 

En répétant cette opération pour divers points de la 
figure donnée, on obtiendra sa perspective. 

Cette nouvelle méthode de perspective peut se résumer 
eu disant que la perspective d'tine figure plane quel-
conque est la résultante de deux perspectives sur une 
droite T T prises de deux points arbitraires m et n sur J J 
parallèle à T T . 

D'après cette construction, on voit de suite que si le 
cercle est tangent à J J sa perspective sera une parabole. 
S'il coupe cette droite, on aura.une hyperbole. Dans le 
cas de la figure, ce sera une ellipse. 

La droite JJ a pour pôle dans le cercle le point P. 
C'est-à-dire que si, d'ui| point quelconque de cette droite, 
on mène deux tangentes au cercle, la corde qui joint les 



( ) 
deux points de contact passe toujours par P. Pour un 
point m quelconque, la corde de contact ¿í», ira rencon-
trer JJ en un point n tel, que si Ton mène deux tangentes, 
la corde de contact aaj ira passer par le premier point w. 
Les trois points m, / i , P sont dits conjugués^ ils jouissent 
de cette propriété, que la polaire de Tun quelconque passe 
par les deux autres. 

Le point P, pôle de JJ par rapport au cercle, est très-
connu. Il jouit de propriétés importantes ; mais il existe 
un point Q aussi remarquable et dont on n'a pas fait 
usage jusqu'ici. 

Si d'un point m de JJ comme centre, avec un rayon 
égal à la partie mb comprise entre le point m et celui b 
de tangence, on décrit une circonférence, elle passera 
toujours par un même point Q situé entre le centre O 
et le pôle P , et cela quelle que soit la position de ce 
point m sur JJ. En outre, si, sur la droite mn qui joint 
deux points conjugués, comme diamètre, on décrit une 
circonférence, elle passera aussi par ce point Q , quels 
que soient les deux points conjugués m et n sur JJ. Comme 
ce point Q est important et qu'il a de l'analogie avec ce-
lui P, je propose de le nommer pôle circulaire de J J par 
rapport au cercle, tandis que P serait le pôle linéaire. 

La connaissance de ce point Q va nous permettre de 
déterminer de suite le centre et les axes de la section co-
nique sans en chercher un seul point. 

Décrivons une circonférence passant par Q et V et dont 
le centre soit sur JJ . Par son intersection avec cette 
droite, elle déterminera deux points conjugués m et n 
tels, que les deux directrices correspondantes Vm, V/Î 
seront rectangulaires. Prenons ces deux points m et n 
pour les points de vue auxiliaires.il est évident: qu'au 
point P correspondra celui P ' j ^ i sera le centre de la 
courbe5 2® aux deux droites majPtt, nb^Vb correspon-
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(Iront les deux cordes rectangulaires conjuguées TT' a', P ' a! 
et TTi h qui, passant par le centre, seront les axes 
de la courbe; 3° au quadrilatère circonscrit cdef dont 
les côtés opposés concourent sur JJ aux points m et n, 
correspondra le rectangle c' d'e'f^ circonscrit à l'ellipse 
et dont les côtés parallèles au:i axes détermineront les 
sommets a', a',, h\b\ de la courbe. 

Toute autre circonférence qui aurait son centre sur JJ 
et qui passerait par Q, déterminerait sur JJ deux autres 
points conjugués m^, n̂  auxquels correspondraient, dans 
la section conique, deux diamètres conjugués dont l'angle 
serait égal à celui m^yn^ formé par les nouvelles direc-
trices V ^ j , V«i 

Toutes ces circonférences qui ont leur centre sur JJ et 
passent par Q, se coupent encore en un deuxième point Qi 
situé symétriquement par rapport à JJ. 

La connaissance du point Q nous a donné le moyen 
de trouver de suite le centre et les axes de la section co-
nique qui doit résulter de la perspective d'un cercle donné. 
Nous ferons voir, dans un prochain article, qu'on peut, 
avec son secours, résoudre, dans tous les cas, le problème 
suivant : Connaissant les cinq conditions auxquelles doit 
satisfaire une section conique cherchée trouver de suite 
le centre et les axes de cette courbe sans être obligé dten 
déterminer aucun autre point; problème dont la solu-
tion générale peut avoir des applications pratiques, 
utiles. 

Dans la position V du point de vue, on trouve facile-
ment par la construction que 

P'fl' _ iiq ^ 

pour toute autre position Vj on aurait une autre ellipse 

dont le rapport des axes serait : donc il en ré-
* ^ m q m v, 
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»uhe que le rapport des axes de la première sera à celui 

de la deuxième comme^^ : 
«V «V, 

Deux ellipses quelconques qu'on peut obtenir ainsi 
pour deux points de vue V et Vj sont perspectives réci-
proques l'une de l'autre, les droites homologues se cou^ 
pent toujours sur TT, mais le point de vue pour deux de 
ces courbes sera à F infi ni ; elles seront projection Fune de 
l'autre, et la direction qui joint les points homologues 
sera celle des deux points de vue. 

En faisant varier la position ¿u point V, on peut ob-
tenir des ellipses dont le rapport des axes ait toutes les 
valeurs possibles. Ainsi, lorsque V sera sur J J , par 
exemple en , la courbe sera une droite olol^ , S'il est en Q 
ou Qi, la courbe sera un cercle. Si le point V reste sur 
la circonférence mQ/z, les ellipses seront rapportées à 
leurs axes qui seront des droites homologues, et dans 
toutes ces courbes les points homologues seront sur une 
même circonférence dont le centre serait sur T T . 

Rappelons en terminant que toutes ces courbes, parmi 
lesquelles il y a des droites, des cercles, des ellipses dont 
le rapport des axes est indéfini, deux quelconques sont 
projection Fune de l'autre; d'où résulte qu'à des droites 
parallèles dans l'une correspondront des droites parallèles 
dans l'autre, et que les segments sur les premières se-
ront proportionnels aux segments sur les deuxièmes. 

Il serait trop long d'exposer ici toutes les conséquences 
qu'on peut tirer de ces observations. Nous nous propo-
sons , d'ailleurs, de donner, dans un autre article , toutes 
les propriétés de F ellipse qui se déduisent, presque à vue,, 
de celles du cercle. 



SOLUTION UNIQUE IT GÉNÉRALE 
DES QUESTIONS FONDAMENTALES SUR LES CONIQUES 

(voir tome XIII , page 884); 

PAR M. POUDRA, 

Officier supérieur d'état-major en retraite. 

Il s'agit de trouver le centre et les axes d'une section 
conique non tracée et qui doit satisfaire à cinq condi-
tions. 

Nous désignerons par a , c, rf, e des pôints de la 
courbe et par A, B, C, D, E les tangentes respectives en 
ces points. Cinq quelconques de ces dix quantités étant 
connues, la courbe est déterminée; il en résulte douze 
cas différents. Ne pouvant dans ce court article don-
ner les douze solutions, nous exposerons les plus remar-
quables qui font connaître l'esprit de la méthode. 

Dans un précédent article, nous avons fait voir com-
ment on peut trouver, à priori, le centre et les axes 
d'une section conique qui résulte de la perspective d'un 
cercle donné. La méthode générale que nous allons em-
ployer consiste à retrouver, avec les conditions données, 
le cercle qui serait la perspective de la section conique. 

, ^— 
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I®' CAS. Étant donnés les cinq points a, b, c, d, e , 

trouver le centre et les axes de la section conique qui 
passe par ces cinq points^ et cela sans avoir besoin de 
déterminer un autre point de la courbe. 

Il y a plusieurs solutions, nous n'en donnerons qu'une 
seule. Quatre des points donnés, tels que a, è , c , A? , for-
ment un quadrilatère. Soient m et n les points de cpn-
cours des côtés opposés^ la dî oite mn qui joint ces deux 
points sera désignée par II. 

Si Ton joint le cinquième point e avec les quatre points 
a, è, c 5 rf et avec m et AÎ, on aura un faisceau de six droites en 
involution.CefaisceauestcoupéparladroitelIauxpointsm 
et n^p et <7, r et s qui sont alors en involution ; 
il en résulte que si sur mn^ pq^ rs, comme diamètres^ on 
décrit trois demi-circonférences, elles se couperont en un 
même point V. Ce sera le point de vue de la perspective. 

Prenons arbitrairement une droite TT parallèle à II 
pour la base du tableau5 alors la droite II pourra être re-
gardée comme celle qui, dans le plan de la section conique, 
correspond aux points situés à l'infini dans le plan du 
cercle. De sorte que la perspective du quadrilatère a , è , 
c , J , dont les points de concours sont sur II, sera né-
cessairement un parallélogramme, et comme les deux 
directrices Vm, \ n sont rectangulaires, la figure 
c', d'sera un rectangle. Mais, déplus, comme les angles 
p ^ q-i /'V 5 sont aussi droits, il en résultera que le point 
6'', perspective du cinquième point e, sera tel, que les 
angles a'e'c', b'e'd'seront droits -, donc il faut que les cinq 
points a', è', c', d\ e' soient sur une même circonférence 
qui sera, par conséquent, la perspective de la section co-
nique passant par les points donnés âf, è , c, J , e. 

Nous avons la droite II qui, dans le plan de la section 
conique,correspond aux points qui, dans le plan du cer-
cle , sont à l'infini. Mais nous avons besoin de connaître 
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celle qui, réciproquement dans le plan du cercle, corres-
pond aux points à l'infini dans le plan de Fellipse. Or il 
suffit de mener la droite J J parallèle T T à une distance 
de V égale à celle qui sépare les droites TT et II. Cela 
devient évident en observant que, de même que JJ repré-
sente la trace horizontale d'un plan parallèle à celui dvi 
tableau mené par V, réciproquement la droite II repré-
sente sur le plan du tableau la trace d'un plan mené par 
V parallèle à celui du cercle. Ce serait pour les peintres 
la ligne d'horizon. 

En se reportant à notre premier article, on voit que le 
problème est résolu, car on connaît le cercle, le point V, 
les droites TT, JJ ; par suite, on peut déterminer les pôles 
linéaires et circulaires Pet Q , et, par conséquent, le 
centre et les axes de la section conique qui serait perspec-
tive du cercle et qui passerait par les cinq points donnés. 

2® CAS. Connaissant trois points a, b, c , et deux tan-
gentes C et E, on demande de trouver le centre et les 
axes de la section conique. 

On trace un cercle tangent aux deux tangentes don-
nées. Ce cercle, de rayon arbitraire, pourra être considéré 
comme étant la perspective de la section conique. V, le 
point de rencontre des deux tangentes, sera nécessaire-
ment le point de vue. 

Les trois rayons visuels V^z, V é , V J détermineront 
sur le cercle les trois points a' , h'̂  d'̂  perspectives de 
ceux a , b ^c. Les droites homologues ab et a' b'^ ad et 
a d'^ bdelb' d'se couperont deux à deux sur la droite T T 
qui sera ainsi déterminée. Pour trouver la droite JJ, on 
trace à volonté, dans le plan de la section conique, deux 
systèmes de deux droites parallèles \ ces droites coupent 
celles connues ab^bc ^ cd^ de^ etc., en des points dont les 
perspectives seront : sur les droites homologues a 'b ' 
b'c'^c'd'j d'e'y etc., et 2" sur les rayons visuels menés-
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de V à chacun de ces points. Donc, les droites homologues 
à ces deux systèmes de deux droites parallèles seront dé-
terminées, mais elles seront concourantes en deux points 
de JJ qui sera donc ainsi déterminée. 

La méthode employée pour ce deuxième cas peut con-
venir toutes les fois que parmi les données il y aura 
deux tangentes. Maison sait que lorsque l'on connaît cinq 
points d une section conique, on peut tracer de suite les 
cinq tangentes et réciproquement, et que, dans beaucoup 
d'autres cas, on peut encore déterminer des tangentes : 
nous ne donnerons donc pas les solutions directes des dix 
cas qui resteraient à examiner et qui peuvent se ramener 
la plupart à ces deux-ci. 

Lorsqu'on a déterminé le cercle qui est la perspective 
de la section conique non tracée, ou peut résoudre très-
simplement divers problèmes sur celle courbe. 

t®. Par un point a donjié sur la courbe non tracée.^ 
lui mener une tangente. 

Le point a' du cercle sur le rayon visuel y a' a est la 
perspective de celui a. On mène la tangente en ce point a' 
au cercle, elle rencontre T T en un point qui, joint à celui 
a , donne la tangente cherchée, 

2°. Par un point K extérieur à la courbe non tracée^ 
lui mener une tangente. 

Au point K correspond dans le cercle le point R' qui 
en est la perspective. Par ce point K', on mène deux tan-
gentes au cercle, elles rencontrent TT en d(is points qui, 
joints à K, donnent les tangentes cherchées. 

3®. Mener à la section conique non tracée des tan-
gentes parallèles à une droite donnée, 

La droite donnée K rencontre T T en un point a. Par 
V, on mène une parallèle à K qui coupe JJ en un point ê ; 
la droite aê est la perspective de la droite K. On mène au 
cercle deux tangentes parallèles à cette droite aS ; elles 
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rencontrent TT en deux points par lesquels, menant deux 
parallèles à R , on aura les deux tangentes cherchées. Si 
l'on veut les points de tangence ,il suffira de joindre Va véc 
les points de contact des deux tangentes ci-dessus au 
cercle. 

4°. Trouver les points d'intersection de la droite K 
avec la section conique non tracée, 

A la droite K correspond ^ comme ci-dessus, la droite ao 
qui coupe le cercle en deux points. Joignant ces points 
à V, l'intersection de ces droites et de celle de K donnera 
les deux points cherchés. 

THÉORÈMES DE GÉOMÉTRIE 
DEDUITS DU CALCUL DES SYMBOLES. 

( v o i r BULLETIN, t. P " , p . 8 3 ) . 

1. Les deux courbes données par les équations 

se coupent en des points qui sont sur une troisième courbe 
donnée par l'équation symbolique 

Lorsque F (x , 7 ) est algébrique et de degré 72, la troi-
sième courbe est de degré n — i. 

2. Les deux surfaces données par les équations 
jTj 2) = o, F(.r H - J + ¿>, 2-h c) == o 

se coupent en une ligne qui est sur une troisième surface 
donnée par l'équation symbolique 

et cette surface est de degré inférieur d'une unité au de-
gré des surfaces données. 
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3 . ¥ [ J T : , X ) = O 

étant Féquation d'une courbe plane, si elle tourne d'une 
quantité infiniment petite autour d'un axe passant par 
l'origine perpendiculairement à son plan, les points d'in-
tersection des deux courbes sont sur la courbe donnée 
par l'équation symbolique 

de même degré que les courbes données et passant par 
l'origine. Pour les coniques, c'est une hyperbole équila-
tère. 

4. z) — o, 
étant l'équation d'une surface, si elle tourne infiniment 
peu autour d'un axe passant par l'origine et faisant avec 
les axes x^y^ z supposés rectangulaires les angles / , m, 
/i, les points d'intersection sont sur une troisième surface 
donnée par l'équation symbolique 

c o s / ( z D ^ — c o s m (xD- — zD^)" 
-4-cos« (xDx— xl>z)_ 

g ( / cos « — 3 cos w ) Dx -4- (z cos l — xcosm) D̂  
- h ( j 7 C 0 S / W — J C 0 S / ) D 3 

où u est une fonction de x^ y ^ z. Telle est l'équation dif-
férentielle d'une surface de révolution^ cette équation 
exprime que la perpendiculaire au plan passant par l'axe 
de rotation et un rayon vecteur, fait un angle droit avec 
la normale à la surface. 

6. Soit 
U = + + -f-. . . 4- w, H- Mo == o 

l'équation d'une courbe plane -, Up est une fonction ho .iio-
gène en X ^ y et de degré p. Les tangentes distantes de 
l'origine d'une quantité constante hy^nl leurs points de 
contact sur une courbe de degré 2 (w — i) et donnée par 
l'équation 

— ( , 2 + 3 -h , . , -h 

11=0, 
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7. Soit 

U = -h «„-t + «„-2 4 - . . , -H w, -4- «0 = o 
réquation d'une surface de degré n. Les plans tangents, 
distants de l'origine d'une quantité constante h, ont leurs 
points de contact sur une surface de degré i [n — i ) , 
donnée par l'équation 

= («„_, + -h 3w„_3 -7-. . . -h nu^y. 

8. a , (3, y étant les coordonnées d'un point, l'équation 
de la surface polaire relative à ce point est 

aD.U M- pD̂ U + 7D.U -h (U) = o, 
où 

(U) nr: -f- 2 4- 3tt„_3 4- . . -4-

Si le point (a. /3, y) est une surface de degré m donnée 
par l'équation 

y - h i^m-i . . . - t - = O , 

la surface enveloppe des surfaces polaires compórteles 
équations 

d'où l'on tire les trois équations 

D̂ V o, 
DyV rrr o. 

Or on a 
aD^V 4- pD/sV ((>;„-, 4- - ^ . . . 4 - = fV), 
aD,U4-pD,,Ü4-7D,U=:— (tf 4- 2 //„̂ ^ 4-... 4- nu,) = (Ü) ; 

donc 

(13) 

Pour avoir la surface enveloppe, il faut éliminer a, /3, 7 
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entre les quatre équations 

l ^ I 

élimination que généralement on n'est pas parvenu à effec-
tuer; elle est possible dans quelques cas particuliers. 

Soit 
a'" S'« 7'« 
a"' b"" c"' : 

Les trois dernières équations deviennent 

a"'-' I 
' (U) 

Éliminant a , (3, y entre ces trois équations et la qua-
trième V = o , on obtient 

m m m m 
(û D;, U {^ D̂  U )—'-+-( C D, U p ' = ( U . 

Lorsque m 2 ^ cette équation est de degré 2 ^ i) -, 
si m = w 2, l'équation est du second degré et de la 
forme 

a' (D.U)^ b' (b^U)^ -f- = («, 4- «o)̂  

Si le pôle est sur une courbe centrale du second degré et 
que la polaire soit prise par rapport à une ligne du troi-
sième degré, l'enveloppe de cette polaire est une courbe 
du quatrième degré donné par l'équation 

Note, Ces théorèmes sont extraits du Calculus of ope-
rations duRév.Carmichael (voir le Bulletin, p. 83). 
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NOTE SUR LA BASE B|S LOGARITHMES NÉPÉRIENŜ  
PAR M. L E C L E R C , 

Conducteur des Ponts et Chaussées, 
à Neufchâtel-en-Bray. 

On trouve dans la Note IV de la Géométrie de Le^ 
gendre la formule suivante : 

il] I H 
3 + 5 + . . . 

je remplace d'abord x par - > ce qui me donne 

7 
ou 

5 
i 

2 
X 

p --
5^-h . . . 

On tire de cette équation la formule générale 

X + I 4 ^ 

2 
(3) ^ 

X — J 

3^4- ' 5a: 4- . . . 
Ann. de Mathémat., t. XIV. (Juin i855). 15 



( 203 ) 

En y faisant x = 2 , an a donc 
1 

lO . + —̂  
6 + L 

puis, successivement, 

I 10 H- -7 — i4 -H . . . 

3 H ^ — 2 / iH 
6 + ' ' " 

10 + . . . \ 10 • ^ 
n 

I 
I 

= 2 4-
I i 

et enfin 

I 
, 0 H 

+ ^ • 
(3) + 

I 
74-

10 -h -

Les réduites de même rang, dans les deux fractions 
continues qui entreni dans cette formule, ayant mêmes 
dénominateurs, il suffira, pour obtenir des valeurs r , , 

, «8, etc., de plus en plus approchées du nombre e, 
de calculer les numérateurs de ces réduites. On trouve 
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ainsi . 

5 
. 2 4-

7 
5i — = 2,718 . , 

5 i , 14 4- 5 710 ^ ^ 
^ r= 2 H = 2 4 - = 2,7182817. . . 71 . 1 4 4 -7 LOOL ' ' 

Remarque sur la Note précédente. 

Si l'on prend la première valeur de e , on peut l'écrire 
ainsi : 

10 

en sorte que l'irrationnelle e se trouve développée en une 
fraction continue très-simple et très-rapidement conver-
gente. 

Il est facile ensuite de transformer en série la fraction 
continue {Nouvelles Annales, tome VIII, page 170), et 
Ton trouve 

I I h 
I I N 1 , 1 1 N F . 1 0 0 1 

î 4 - 2 ( I 

1001.I8O8Q 
^ e. c. 

Note du Rédacteur, M. I^clerc indique la formule 
générale 

iï̂  ~ I 4-

(S) 
extraite de la Science du 4 et du 19 avril i855, journal 
scientifique quotidien, le premier de ce genre et auquel les 

i5. 
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noms des collaboraleurs promettent un grand succès, 
pourvu que ces noms soient autre chose que des noiïis. 

CONSIDÉRATIONS SUR LES DROITES DANS L'ESPACE; 
PAR M. HOUSEL, 

Professeur. 

1. Nous appellerons distance de deux droites leur plus 
courte distance. Lorsque deux droites se rencontrent, 
leur distance est nulle. 

2. Étant données deux droites, la direction du plan 
parallèle à ces deux droites est donnée. 

3. Une droite parallèle à un plan est également dis-
tante de toutes les droites menées dans le plan et qui ne 
sont pas parallèles à la droite. 

4. On peut appliquer, et d'une seule manière seulement, 
sur deux droites, une troisième droite donnée de direction 
et non comprise dans un plan parallèle aux deux droites. 

Ainsi, généralement parlant, on ne peut pas appliquer 
sur trois droites une droite donnée de direction. Les élé-
ments d'un hyperboloïde à une nappe n'ont pas toutes les 
directions possibles. 

o. PROBLÈME. Trouver sur une droite un point tel ^qu en 
abaissant de ce point une perpendiculaire sur une seconde 
droite y cette perpendiculaire ait une longueur donnée. 

Solution, Autour de la seconde droite comme axe, 
imaginons un cylindre de révolution de rayon égal en 
longueur à la perpendiculaire ; les deux points d'intersec-
tion de ce cylindre avec la premiere droite satisfont à la 
question. 

6. Si d'un point a pris sur la droite A, on abaisse la 
perpendiculaire aa^ sur la droite B, et qu'ensuite on 
prenne sur la droite B un point i i e l , que la perpendi-
culaire bbi abaissée sur A soit égale à aa^, la droite a, ht 
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est également inclinée sur les droites A et B. Quelle est 
l'enveloppe de toutes les droites également inclinées sur 
A etB? 

7. Un calcul facile fait voir que le lieu d'un point éga-
lement distant de deux droites données est un paraboloide 
hyperbolique; donc le lieu du point également distant de 
tiois droites est une ligne du quatrième ordre, intersec-
tion de deux hyperboloïdes -, les trois paraboloides passent 
par la même courbe. Lorsque les droites doniiées sont h' 
même hyperboloïde de révolution, les trois paraboloides 
se coupent suivant l'axe de l'hyperboloïde. 

SUR LE TIIÉORËNE DE M. WUEATSTONE 
( r o i r page 121 ) ; 

PAR M. CANTOR, 
Proí'esseiir à Heidelberg, * 

Ce théorème a déjà été énoncé et démontré par M. Fré-
gier (GERGOIVKE, Annales de Math,, t. IX, p. 2 1 1 ) . En 
effet, n"" y est posé comme somme d'une progression 
arithmétique de n termes dont le premier est l'Unité et 

dont la raison est 2 • 
n — 1 

Il existe d'ailleurs un très-grand nombre de proposi-
tions trop peu connues sur les progressions. En voici une 
de Jacques Bernoulli : 

« Les deux premiers termes d'une progression géomé-
» trique a , «e, ae ,̂ etc., étant positifs et égaux aux deux 
» premiers termes d'une progression arithmétique a , 
» a -f- c?, a H- 2 J , etc., chaque terme de cette dernière 
» progression sera plus petit que le terme de même quan-
» tième de la progrSsion géométrique. » {De Seriebus 
injinilis, propositio IV.) 
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ft dz=z ac y dz=L a [e — i ), a nd — r)], 
ae^ a ^ ndz=ia{e -- -f- . .4- i) — /i]. 

Le membre à droite est toujours positif, soit que Ton 
prenne e supérieur ou inférieur à Tunité-, donc on a 
toujours 

a nd ae 

THÉORIE m PARALLÈLES. 

M. Cabot, conseiller général, nous a adressé une dé-
monstration de cette théorie, dont nous extrayons Içs 
réflexions suivantes. 

« L'évidence est cette propriété qu'ont certaines vé-
rités d'être saisies et admises par le sentiment, avant 
qu'aucune opération de l'entendement ait pu les faire 
admettre par l'esprit. C'est pour cela , sans doute, qu'il 
est difficile, quelquefois même à peu près impossible, de 
démontrer ces vérités ^ car, quelque simple que soit le rai-
sonnement que l'on produit, il ne sera jamais aussi satis-
faisant et aussi clair^ pour former notre conviction , que 
le sentiment même de ces vérités. Il est donc inutile de 
chercher à démontrer l'évidence, puisque le sentiment 
supplée, dans ce cas^ avec avantage à la démonstration. 
Je dis en outre qu'il est nuisible de l'entreprendre, parce 
qu'en donnant une conviction moins facile à établir, cela 
fait naître des difficultés plus ou moins considérables. 
Ainsi, je crois que Legendre a eu tort de démontrer que 
tous les angles droits sont égaux entre eux, car cette dé-
m<H)stration n'était pas nécessaire. Ce fait de l'égalité de 
tous les angles droits, se présenlan^à chaque instant dans 
les démonstrations de la géométrie, est nécessairement as-
sez important pour que les prédécesseurs de Legendre 
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eussent cherché sa démonstration, s'ils avaient pu croire 
que cette vérité put être raisonnablement contestée. » 

Ces réflexions très-justes s'accordent avec celles de 
Pascal sur le même sujet. La démonstration de Legendre, 
non-seulement n'est pas nécessaire (c'est le lo® axiome 
d'Euclide), mais manque même de rigueur. 

Pour démontrer les parallèles, M. Cabot admet que 
lorsqu'une droite a deux de ses points A et B inégalement 
éloignés d'une autre droite, la droite AB, suffisamment pro-
longée, rencontre la seconde droite du côté où est le moin-
dre éloignement, et cela d'après le sentiment qu'où adela 
rectitude; autant vaudrait admettre le 11® axiome d'Eu-
clide. D'ailleurs il vaut mieux s'en tenir à cet axiome de 
M. Gergonne : Par le même point ne passe qu'une seule 
parallèle à une droite. C'est ce qu'il y a de plus simple en 
fait de sentiments. 

THEOREME DE M. STEINER 
SUR U.̂  GERGLE TANGENT A UNE COURBE 

( v o i r t. X I I , p. 1 1 9 ) ; 

PAR M. F A U R E , 

Officier d'artillerie. 

Si un cercle doit passer par deux points donnés et tou-
cher une courbe de degré n, le nombre des solutions est 
en général n (n -h i). 

Prenons pour origine le milieu de la distance des points 
donnés, pour axe des x la droite qui joint les points. 
L'équation du cercle sera de la forme 
(i) .r'-h — 2 ^ / = a ;̂ 

/3 ordonnée du centre, aot distance des points fixes. 
Appelant .r , j les coordonnées du point de contact de 

ce cercle avec la courbe / ( x , j ) = o de degré n, la nor-
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maie en ce point à la courbe sera 

X , Y étant les coordonnées courantes. Cette normale doit 
passer par le centre de notre cercle ̂  donc 

j'élimine (3 entre cette équation et l'équation (i), il en 
résulte l'équation 

- h ~ H- J i ^ f y - x f ' . ) = o , 

laquelle combinée avec l'équation 

« 

fait connaître les coordonnées des points de contact. Or 
la première est de degré « -h i, la seconde de degré n, donc 
le nombre de leurs points d'intersection est n { n - ^ i ) en 
général. 

P R O P n m GÉNÉRALES DES COURBES PLANES. 
d'APBÈS m. s t e i n e r . 

1. Pi, Pa étant deux points quelconques situés dans le 
plan d'une courbe de degré n, les pieds des normales 
abaissées de ces deux points sur la courbe sont distribués 
respectivement sur deux courbes, chacune de degré n, 
ayant en commun n^^n-h i points fixes^ savoir les 
{/i —- i)' pôles de la droite située à l'infini, pôles pris re-
lativement à la courbe donnée, et n points situés à l'infini. 

2, Le lieu des sommets de tous les angles droits cir-
coaiscrits à une courbe de la classe n est une courbe de 
degré 71* 

( *) Qa.ns çoniq^ues, c'est un cercle double; 
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3. La développée d'une courbe âe degré /ï est : i® de 

degré i n { n — i) ; a® de la classe «'5 3® parmi ses 
in{n—i) asymptotes, ily ena 3 w situées à l'infini elle 
a n ( 2 n — 3 ) points de rebroussemént, an (3» — 5) 

sommets (*), i n (TÎ — i) (zî  -f- w — 3) tangentes dou-

bles parmi lesquelles - n (n — i) sont à l'infini. 2 

NOTE m L E S FR4CTI0NS DÉCIMALES PÉRIODIQUES 
(voir page 118) ; 

PAR M. COUPY, 

Professeur au Prytanée de la Flèche. 

C'est par erreur que l'on a inscrit le nombre non 
premier 265 vis-à-vis de'i3 (p. i i5 ) . A cette occasion, 
nous rappelons un travail très-remarquable, très-complet 
de M. Thibault sur le même sujet [Nouvelles Annales^ 

t. II, p. 80) ; il s'y est glissé une légère erreur. ^ donne 

35 chiffres à la période et non 71, ainsi qu'on le dit p. 87 
où, ligne 5 en descendant, il faut lire neuf ^vl lieu de dix. 

CONSTRUCTION GÉOMÉTRIOIIE . 
D'nne ligne plane du troisième degre passant par neot pdints d'onnés ; 

D'APRÈS M. CHASLES. 

{Comptes rendus, 3o mai i853, page 943.). 

1. Lemme, Étant donnés cinq points d'une conique et 
une droite dans le plan de la conique, on peut construire 

(*) Le sommet est le point où le cercle de courbure a quatre poiuts éa 
commun avec la courbe. 



( ) 
géométriquement les interseclions de la droite et de la 
conique sans décrire ïa conique. 

2. Lemme, Étant donnés quatre points dans un plan 
et le rapport anharnionique d'un faisceau passant par ces 
points, on peut construire géométriquement les sommets 
des faisceaux homographiques passant par ces points, 
sommets situés sur une conique passant par les quatie 
points donnés. 

3. Lemme, Étant données deux coniques dans le même 
plan, chacune par cinq points, si, de plus, trois de ces 
points sont communs aux deux coniques, on peut con-
struire géométriquement le quatrième point d'intersec-
tion des deux coniques sans décrire ces coniques, et ce 
point est unique et toujours réel. 

4 . PROBLÈME. Étant donnés neuf points d'une courbe 
plane du troisième degré, trouver deux faisceaux homo-
graphiques F^ et F^, dont les intersections donnent la 
ligne du troisième degré passant par les neuf points 
( t . X I I , p . 36o). 

Solution. Soient ¿Zj, «g, «3, .., «g les neuf points don-
nés et A, B, C les trois coniques déterminées, 

A par les points <7,, a ,̂ a ,̂ 
B — <7,, «2 , 
G — /'/,, <7,, « 3 , <74, ÛTy 

et une" conique indéterminée D passant par les quatre 
points ai, fiis î Les quatre coniques ayant quatre 
points en commun appartiennent à un faisceau F^ ( t. XII, 
p. 358 et 359), 

Les quatre polaires d'un point quelconque pris dans le 
plan par rapport aux quatre coniques sont un faisceau F^ 
homographique au faisceau F®, et dont le rapport anhar-
monique est constant, quelque part qu'on prenne le pôle. 
Si l'on cherche un point P fixe tel, que les quatre rayons 
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Pflgj PK forment un faisceau Q' homogra«* 
phique au faisceau des polaires, ce faisceau Q' sera aussi 
homographique au faisceau F*. 

Le quatrième rayon PK coupe la conique variable D 
correspondante en deux points; la suite de ces points est 
sur une courbe du troisième degré passtmt par les sept 
points ûi, ag, . -? n̂ et par le point P (t. XU, p, 36o). 
Le point P est arbitraire, mais si l'on prend le point P 
sur la conique M passant par les points â ^ â ^ a , , â  et 
tel, que le faisceau Pag, Pag, P«? j P^s soit bomogra-
pbique au faisceau des quatre polaires, il est évident que 
la courbe du troisième degré passera alors par les huit 
points V ? et encore par le point P. Construisons 
de même une conique N passant par les points «5, ¿ẑ , 
«7, «9 et telle, que le faisceau Pag, P^e ? P^t î P^9 soit 
homographique au faisceau des quatre polaires ; les co-
niques M et N ont en commun les points a^^a^^ â  et 
encore un quatrième point (lemme 3)-, prenant ce qua-
trième point pour P, la courbe du troisième degré, donnée 
par Fintersection du faisceau F® et F^ ayant pour som-
met P , passera parles neuf points ai , «g, örg^..., ag ; ce 
qu'il fallait faire. 

SOLUTION DE LA QUESTION 301 
(voir pa^'e 138) ; 

PAR M. WOEPCK.E. " ^ 

Soient huit points quelconques arrangés en deuxgroupes 
a , è , c , ¿ ¿ e t e , / , g , / z . Désignons par C ,̂ C/-, C^, C^ 
des coniques ayant en commun les quatre points 
c , ci et passant respectivement par e, / , g-, /z. On con-
struit facilement la conique S , lieu d'un point p tel, 
que le rapport anharmonique des rayons pe, pf pg^ ph 
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soit égal à celui des coniques C^, Cf̂  C^, C/i. Prenons 
sur la circonférence de S un point pi et construisons, 
d'après le mode de description dû à M. Chasles (Compiei 
rendus des séances de V Académie des Sciences, séance 
du 3o mai i853), une courbe du troisième degré passant 
par les huit points a , b^c^ d^ e , / , en prenant 
pour centre du faisceau de droites. Cetfe courbe passe 
par et rencontre la conique 2 en e g", A, pi et en 
lin sixième point n. Prenons ensuite pour centre du fais-
ceau de droites un second point p^ de la circonférence 
de 2 , et construisons pareillement une courbe du troi-
sième degré passant par a^ b c ^ d,, e g^ h. Je dis 
que cette courbe passe aussi par En effet, les rayons 
p^e ^ P i f y p^g^ Pib^ p̂  n correspondent anharmonique-
ment aux rayons p^e ^ p^f^ p^g ̂  p^h ̂  p̂ n,̂  étant issus 
de deux points de la circonférence d'une même conique, 
et, en vertu de la construction de la première courbe 
du troisième degré^ p^e^^pif pig^ pih ^ p^n correspon-
dent anharmoniquement aux coniques C ,̂ C/-, C^, C;̂ , 
C„. Par suite, le rayon p^n et la coniqueC„, qui l'un et 
l'autre passent par n, se correspondent anharmonique-
ment; donc n est aussi un point de la seconde courbe du 
troisième degré, c'est-à-dire n est le neuvième point en 
lequel se coupent toutes les courbes du troisième degré 
qu'on peut faire passer par les huit points è , c, rf, e, 

f g^ h. Mais n est situé sur la conique 2 , donc le rap-
port anharmonique des quatre rayons ne ^ nf ng^ nh est 
égal à celui des quatre coniques C ,̂ Cy-, C^, C .̂ c. Q. F. n. 

La solution de la question 302 est une conséquence 
immédiate de la précédente. 
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INTERSECTION DE CONIQUES; 
PAR M. W O E P C K E . 

Étant donnés cinq points a, b , c , p, q d'une conique 
et cinq points sl ^b ^ c, r , s d^une seconde conique, ces 
coniques ayant en commun les trois points a, É , c; 
trouver le quatrième point d'intersection sans décrire 
les coniques. 

Solution, On mène une droite quelconque L coupant 
la première conique en m et /w, et la seconde conique enn 
et /2i, points qu'on sait construire sans que les coniques 
soient décrites, et soit o Fintersection des deux droites L 
et ab ; soit Oj le sixième point de Finvolution m^^m^,^ 
n̂  TZi, o, Oj ; Fintersection de la droite coi avec Fune ou 
l'autre conique donne le quatrième point cherché. 

SUR LES CONIQUES POLAIRES ET LES SECTIONS CYCLIQUES : 
D'APRÈS M. R . RUBINI, 

Professeur à Naples. 

1. Soient les trois équations 

r- [y. a — /¿^), r ' — — u^) ^ — o. ma . 

r est un rayon vecteur et u F arc correspondant-, a , a^ m 
des constantes données. Les trois courbes passent évidem-
ment par le pôle. La première courbe {ellipse polaire) 
est une courbe fermée^ la seconde courbe (hyperbole po-
laire) a deux branches infinies en hélice; la troisième 
courbe (parabole polaire) a une branche infinie en hé-
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lice. Les constructions offrent un exercice et des lieux 
géométriques instructifs. 

La quadrature se ramène à des arcs de cercle, et la rec-
tification, comme on s'y attend, à des fonctions ellip-
tiques. La discussion des constantes présente quelques dif-
ficultés que le savant calculateur surmonte avec habileté. 

2 . Sur une section cyclique faite dans une surface du 
second degré prenons un point fixe O et un point quel-
conque M sur la surface-, la projection de OM sur le plan 
de la section rencontre le cercle en un second point O'. 
Soit m le point de rencontre des trois hauteurs du 
triangle MOO' ; appelons M et m points correspondants. 
Soient trois autres points N, P , Q situés aussi sur la sur-
face, et n^ p ^q les points correspondants ^ on a ce théo-
rème : 

Le volume du tétraèdre MNPQ, divisé par le volume 
du tétraèdre mnpq, est constant quels que soient les 
points M, N, P, Q. 

3. Si les points M, N, P, Q restent fixes et que le plan 
cyclique se meuve parallèlement à lui-même, le volume 
du tétraèdre mnpq reste constant. 

4. Par le point O menons dans le plan cyclique deux 
droites 0 0 ' , 00'^, perpendiculaires entre elles, et éle-
vons en O une perpendiculaire OR au plan cyclique. 

Si les axes de la section faite par le plan ROO'font 
des angles de 45 degrés avec 0 0 ' , et de même les axes de 
la section faite par le plan ROO", avec la droite OO'', 
alors le tétraèdre MNPQ est équivalent au tétraèdre mnpq, 

5. Dans un paraboloïde de révolution les quatre points 
m, n, p^ q sont dans un plan normal à Taxe; plan 
distant du plan cyclique considéré d'une longueur égale 
au paramètre de la parabole génératrice. Ces théorèmes, 
ainsi que les suivants, sont démontrés analytiquement. 

6. L'axe d'un cône du second degré est l'intersection 



des deux sections principales, majeure et mineure, qui 
passent par le sommet. Par un point quelconque de cet 
axe, menons un plan A variable, mais toujours perpen-
diculaire à cet axe; ce plan coupe le cône suivant une 
ellipse, et les deux plans cyclicfues qui passent par le som-
met suivant deux droites. Les lieux géométriques des pôles 
de ces droites, pris par rapport à Tellipse, sont deux 
droites passant par le sommet. Désignons ces droites par 
le nom de rayons polaires des plans cycliques. 

Le même plan A coupe les deux drohes focales en deux 
points; les lieux géométriques des polaires de ces points, 
pris par rapport à l'ellipse considérée, sont deux plans 
passant par les sommets ; nous les désignons par plaris 
polaires des lignes focales. Ce sont les plans directeurs 
de MM. Briot et Bouquet [Leçons nouvelles de Géomé-
trie analytique, page 416). Ces définitions posées, on a 
ces théorèmes. 

THÉORÈME. Dans tout cône du second degré dont la 
section principale mineure est égale à un angle droit, 
le produit du cosinus des angles que jortne une généra-
trice avec les deux rayons polaires des plans cycliques 
est égal à la moitié du carré de la cotangente de la 
moitié de Vangle de la section priticipaie majeure* La 
somme des angles quejait un plan tangent quelconque 
avec les deux rayons polaires est égale à un angle droit; 
la tajigente de Vangle que fait un rayon polaire et un 
plan tangent, multipliée par le carré du cosinus de 
V angle que fait le même rayon avec la génératrice de 
contact, donne un produit constant. 

Observation, On entend par angle d'une section l'angle 
que font les deux génératrices situées dans cette section. 

7 . THÉORÈME. Dans tout cône du second degré les 
distances d'un point du cône à %ine focale et au plan 
polaire de cette focale sont dans un rapport constant. 
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8. Pour démontrer le théorème du § t , Tauteur part 

de l'équation 

axes rectangulaires; les coordonnées du point M étant x ' , 

y', , cellesdupoint m sont x ' , r 
-j. z 

ce qui donne, vu l'équation (i), 
A -i- B j ' -4- Gr ' -h D = — ; 

et, par la méthode-des déterminants, on déduit facilement 
les théorèmes énoncés. 

Les théorèmes sur le cône s'établissent à l'aide de l'é-
(Juation suivante du cône 

axes rectangulaires, a est la tangente du demi-angle de 
la section majeure et b la tangente du demi-angle de la 
section mineure. Alors 

Équations des focales y — ± y / ^ - b' 

— des plans cycliques. y ^ ± b y / ^ ^̂  ẑ  

— de l'ellipse — = X % 

des rayons polaires. y ~ ± b \ — y a^ 

des plans polaires. . x -

• 

« 1 / r V a' — b' 

Ces élégants résultats sont l'objet de deux Mémoires 
insérés, le premier en janvier i853 et le second en 
juin i854, dans les Annali di Scienze matematiche e 
fisiche^ publiées à Rome par le célèbre géomètre Barnaba 
Xortollini, recueil qui entretient le feu sacré dans la 
patrie de Galilée, C'est l'Italie. 
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SOLUTION DE LA QUESTION 2 9 3 ( J . - A . SERRET) 
(voir t. X I I I , p. 314); 

PAR m . ANGELO GENOCCHI. 

Je m'appuierai sur la proposition suivante : 
Lemme, Soient n nombres entiers a , & k \ m leur 

somme, p un nombre premier, et faisons 

^ I . 2 . . . w ' 

je dis que si tous les nombres a , k sont divisibles 
par;? — I . et forment une somme m — i , M sera 
divisible par p. 

Pour le démontrer, j'observe : i® que l'exposant de p , 
dans tout produit continuel i . 2 . . .N, est la somme des 
quotients entiers <715 <735 etc., obtenus en divisant 
successivement N par p, p̂ ^ p̂ ^ etc., ou, ce qui re-
vient au même, en divisant N, puis puis <72, etc., 
par p ( L E G E N D R E , Théorie des nombres y 1 0 ) ; 

2° que si plusieurs nombres étant divisés par p donnent 
les quotients <7, <7', etc., et les restes r, r', r'',etc., leur 
somme , divisée également par /?, donnera pour quotient 

-h q" -h. . . et pour reste r - h r ' - h . . . lors-
qu'on aura 

et, dans le cas contraire, donnera un quotient supérieur 
^ q -h q' q" ... Il s'ensuit que pour obtenir une va-
leur de M non divisible par p, p devant alors monter à la 
même puissance dans le numérateur et dans le dénomi-

Ànn, de Mathéniai,, t. XIV. (Jiiillei i855.) 
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nateur de M, on aura à considérer les équations 

m = 4 - Wo, po = f^i/? 4 - W i , PM = \iiP -t- w,, . . 
= ao = 4 - . . . , 

formées avec les quotients et les restes positifs ou nuls 
qu'on trouve en divisant par p, et il faudra supposer 

po = ao H- Po Xo J Wo == 4- 4- . . . 4 - /Ç'o, 

puis 

= a, 4- fil 4- . . . H- X., w, = fl, 4- 4 - . . . 4- A-. r 
= â  4 - P-i -f-. . . + /W2 = «2 4- 4 - . . . 4 - -̂2, 

d'où 

/Wo 4- w, 4- 4 - . . . = 2 4- ^ 4 - . . • 4- ^ 

Mais on aura en même temps 

/?2 = /Wo + w» /:> 4- Wî/?^ 4 - . - . , 
« flo 4- 4 - «2 4 - . . . , 

D'ailleurs, si a est divisible par p — i , il en sera de 

même de la somme ^ a^, puisqu'on trouve 

= : «0 4- «1 4- 4- «3 4- . . . ; 

cette remarque s'applique aussi à Donc, 

en vertu de l'équation précédente, la somme 

Wo 4- 4 - W2 4 - . . . 
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^e sera pas inférieure à 7i[p — i). Or les restes m, sont 
tous inférieurs à p ; vdonc le nombi*e de ceux qui ne sont 
pas nuls sera au moins égal à n : d'où l'on conclut 
que la valeur de m doit contenir des puissances de p su-
périeures à Si elle contient seulement les coef-
ficients rrii seront tous égaux k p — i , sans quoi leur 
somme serait C^n [p — i), et Ton aura 

si la valeur de m contient ou des puissances supé-
rieures, m sera plus grand que p" — i.Donc enfin, si 
M n'est pas divisible par p , le nombre m ne sera pas in-
férieur à — I. c. Q. F. D. 

Remarque, Si m était égal à — f, on pourrait 
prendre, par exemple, 

a. — p — i, b=p{p — i), c=p'(p — . , ^ 

et alors M ne serait pas divisible par p (*). 
Cela posé, soit un polynôme 

x = a, 4- «2 -h « 3 4 - • • 

qui acquerra valeurs distinctes en donnant à chaque 

(*) En représentant M par ( a , b,.. A), on a identiquement 

a (a, b,. . . k) = m (a— i, Â), 

et, par suité, a M est divisible par m. Il en sera de même de i M, cM,. . . , 
AM, en sorte que si «désigne le plus grand commun diviseur des nombres 
a, b j . . . kj alors m divisera le produit « M. Ce théorème a été donné par 
M. CAuchy {Comptes rendus, t. XII, p. 707). On en déduit que si m est 
une puissance du nombre premier toutes les valeurs de M, c'est-à-dire 
tous les coefficienls du développement de la m̂ ème puissance d'un poly-
nôme, autres q u e l , sont multiples de pi d'où résulte immédiatement 
un lemme employé souvent dans la théorie des congruences irréductibles, 
savoir q u e , / ( x ) étant un polynôme à coefficients entiers, on a 

(SERRET, Algèbre supérieure, I® édition, p. 357.) 

i€. 
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coefficient a, toutes les valeurs o, 2 p — j . ÉI01. 
vous ce polynôme à la puissance m et considérons un 
terme quelconque du résultat ordonné suivant les puis-
sances de X, Si tous les coefficients ¿Zj ,«2 r n ' e n t r e n t 
pas dans ce terme, s'il y manque par exemple a^, alors, 
en ajoutant les p valeurs de X'" qui correspondent aux p 
valeurs dé aj et à une combinaison déterminée des autres 
coefficients , on trouvera p fois ce même terme. Si dans 
ce ternie l'un, des coefficients est élevé à un exposànt r, 
qui ne soit pas divisible par p — i, dans la somme des 
mêmes valeurs de X"' ce terme acquerra pour facteur la 
somme —i)'', qui est, comme on 
sait, divisible par p. Enfin, si le terme qu'on considère 
renferme tous les coefficients « j , «a?-*-? «„élevés à des 
exposants divisibles par p — i , il sera affecté d'un coeffi-
cient numérique M, qui, en vertu du lemme, sera divi-
sible par p tant qu'on aura m c^p"" — i . On conclut de 
là que, si m est plus petit que p" — i , la somme de toutes 
les valeurs de X'" ne renferme que des ternies ayant p 

pour facteur. Ainsi, dans ce cas, ^ égale un mul-

tiple de /?. 
On voit immédiatement pour w = i et pour n = 2 que 

cette égalité n'a plus lieu lorsque m = — i, et, pour s'en 
assurer, en général, on peut avoir recours à la Uiéoriedes 
congruences irréductibles exposées dans la nouvelle édi-
tion de VAlgèbre supérieure, 25® leçon. En effet, on dé-
montre qu'il existe toujours une fonction entière F (:r) 
du degré n à coefficients entiers, pour laquelle on ne 
saurait avoir identiquement 

^ ( x ) , x ( ^ ) désignant trois polynômes à coeffi-
cients entiers ; et qu'alors, pour chaque valeur de x , zéro 
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excepté, on peut poser 

/ e t X désignant des polynômes à coefficients entiers, m 
étant égal à — i , et en supposant que le coeflScîent de 
o:" dans F (o:) soit réduit à l'unité. Il s'ensuit que, si 
l'on prend pour x une racine de l'équation F (x) = o, 
on aura, pour ces — i valeurs de X , la congruence 

X ' " ^ I (mod./?), 
el, par conséquent, 

—i(inod./^), 

et qu'ainsi ^ M'" ne sera pas multiple de /?.. 

Si l'on suppose que x représente un nombre entier 

quelconque, on verra aisément que ^ X'" sera toujours 

multiple de p, excepté dans le cas de n= i et m = p — i. 

SOLUTION DE LA QUESTION 2 S 9 
(voir tome X , page 357); 

PAR m . ANGELO GENOCCHI. 

En remplaçant la variable j par la nouvelle variable t, 
au moyen de la supposition 

il vient 

/ e ^ ^ : 

e—i^dt 
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et cette expression fait coïncider la formule proposée 
avec une autre que M. W . Roberts a obtenue en trans-
formant une intégrale double par la méthode des coor-
données elliptiques [Journal de Mathématiques pures 
et appliquées, t. XVII, p. 120). 

DÉMONSTRATION D'UN THEORÉUE DE M. RRIOSCHI 
( Toir t . XIII, p. 352, et t. XIV, p. 96); 

PAR m . ANGELO GENOCCHI. 

Soit l'équation 

X» 4- 4- 4- . . . 4 - « « = o , 

et nommons S;, la somme des r''""'' puissances de ses ra-
cines. Les formules connues de Newton montrent que Ŝ  
est une fonction entière des coefficients a^, et que la 
puissance a\ s'y trouve multipliée par { — i)'^, car on 
trouve 

8 . = — « , , = — S3 = « Î 4 - . . . , 

et l'on reconnaît sans peine la généralité de cette loi. 
Mais si l'on fait 

I _ S. S2 

on transforme les formules de Newton dans les suivantes : 
«1 ĵ û 4- = o , 

2^22^0 4-«iJ^i 4 - ^ 2 = 0 , 
3 â  Xo 4 - iZi 4 - «1 A'2 4 - = o , . . . . 

(r — i) ar-iXo 4- 4 - ¿ ^ r - a x , - h Xr-i = o , 
. rar Xo 4- «r- 1 4- 7̂, -2 ^2 4 - . . . 4- «1 ^Ïr-I ~ I , 

où ai est censé égal à zéro lorsque i ^ n* On voit donc 
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que Sr sera égal, abstraction faite du signe, au détermi-
nant A ,̂ dénominateur des valeurs des r inconnues Xo, 
Xi y , Xr^i dans ces r équations, et comme, suivant 
une convention reçue, le terme a"̂  sera positif dans le 
déterminant A ,̂ on conclut de là 

Remarque, M. Cauchy a démontré d'une manière fort 
simple dans les Comptes rendus, t. XII, p. 701, la for-
mule de Waring qui donne les sommes Ŝ  en fonction des 
coefficients ai et celle qui, réciproquement, exprime ces 
coefficients en fonction des sommes S .̂ Lagrange déduit 
Texpression de S,, d'une série dans laquelle on ne doit 
retenir que les puissances négatives de l'équation pro-
posée étant mise sous la forme , 

On peut demander ce qu'il faut substituer au théorème 
de Lagrange lorsqu'on suppose le paramètre u = o et 
l'équation réduite à 

on trouvera aisément qu'alors, en laissant u indéterminé 
dans la série, il faut retenir seulement les termes indé-
pendants de M. 

Je profite aussi de cette occasion pour renouveler une 
observation que j'ai déjà faite. Le théorème sur la réduc-
tion des fonctions rationnelles non entières d'une ou de 
plusieurs racines à des fonctions entières des mêmes ra-
cines a été démontré par M. Gauss dans un Mémoire 
de i8i4 qui fait partie du tome III des Cômmentationes 
Societatis Gottengensisrecentiores (voyez les Mémoires de 
Mathématiques, page 53, n° 11. Le Mémoire de M. Gauss 
est intitulé : Methodus nos^a integralium valores per 
npproximationem inveniendi). Il est vrai qu'on n'y parle 
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que des fonctions d'une seule l'acine, mais on sait que les 
autres cas se réduisent à celui-ci. C'est pourquoi il me 
semble que le théorème en question n'est pas dû à Wantzel. 

SUR LA QUESTION 81 
(voir t. XII I , p. 132) ; 

PAR M. ANGELO GENOCCHI. 

L'exemple des paraboles et hyperboles cité dans la 
note de la page i35 montre que la spirale logarithmique 
n'est pas la seule courbe qui puisse être égale à sa polaire. 
Ayant obtenu 

/'M F ^ g - ^ ) 

on a conclu que, lorsque les fonctions/ et F sont identi-

ques , le rapport est constant, et cette conclusion 

serait juste si l'angle a était arbitraire ou si les angles y 
et w étaient indépendants ; mais ces conditions ne sont 
rien moins que nécessaires. Ainsi, pour la parabole 

sin cp 
^ C0S=^ ep ' 

on trouvera 

cot ç = — 2 tang w, 

équation qui lie entye eux les angles ç et o), et, de plus, 

^ c o s ' ( 2 7 7 — t o ) ' 

donc, en prenant 
1 
2 ' 
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les fonctions / e t F seront identiques, mais le rapport 

p' 
- r= cot^-f^ 2tangY 

ne sera pas constant. Cela étant, la question 8i est en-
core à résoudre, car il ne suffit plus de remarquer que la 
courbe p = tang9 n'est pas une spirale logarithmique, 
pour en déduire qu'elle est différente de sa polaire. 

Je chercherai la polaire de cette courbe par rapport à 
une conique quelconque 

ax^ -f- ¿rr̂  _f_ -f- 2 ¿/j? -h 2,ex + / = o. 

L'équation de la polaire d'un point [x^, j^) sera 
axx̂  + byŷ  4- c (or/, -f- j ) -+- (x -}- H- e (jr 7,) - h / = o, 

et, en posant 
ax cy d hy ex e 

dx+ey^f' dx-hey-\-f' 

on la mettra sous la forme 

tx, 4- iiy, = I. 
Soient 

xt = pcosf, J , = psinç, 
il viendra 

p (i cos<j) 4- ¿¿sin(j)) = I 
Si donc le point [x^, y^) est pris sur la courbe proposée, 
cette équation, jointe k p = tang y et à leurs dérivées rela-
tives à p et y , donnera l'enveloppe des polaires , c'est-à-
dire la courbe polaire demandée. On trouvera 

^ (i cos (j> 4- i« sin^) = p (isin<p — ttcos<p), ^ = i 4- p% tt <p • dtf 

et, par suite, 

( i+p' ) ( i + «p) = p ( f p - « ) , 
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OU 

d'ailleurs 

ainsi il s'agira d'éliminer p entre les deux dernières équa-
tions. On a 

— ~ _ (i + up), 
p'(t-hupy = i-hp', 

et, en multipliant membre à membre, 

d'où 2 ¿¿̂  p' Z= 1 t"^ — Z tu p y 
et successivement 

Résolvant cette équation par rapport à p , on formera les 
valeurs de i -f- up et i -h aup, qu'on substituera dans 

et il viendra 

t' {t' -f- 8) 4- + 5) = -h 4- 2 ; 

enfin on remettra dans celle-ci les expressions de i et u, 
ce qui donnera une équation du sixième degré représen-
tant la courbe cbercbée. Or la courbe p = tangç ne monte 
qu'au quatrième degré -, on trouve, en effet, 

Voyons si l'équation de la polaire admet un diviseur ra-
tionnel du quatrième degré. 
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On peut représenter les expressions de i et m par 

t = - t tt = - , 
z z 

où ^ , , désignent trois fonctions linéaires de x et / 
(p. 249). 

En faisant 

T = (î  + 8) ( 4 + -h 5) — -h 71' 4- 2)% 
x == + (4^5 4-4 z; 4- ) - 4- 7 + 2 z j z \ 

on aura 
t = 

et X = o sera l'équation de la polaire. Si donc X a un di-
viseur rationnel de X' du quatrième degré, on fera 

et l'on aura 

Mais il est facile de s'assurer que les expressions de t et u 
donnent 

Pi f2 

où , désignent trois fonctions linéaires de t et z/, 
et il s'ensuit 

T' et T" étant deux fonctions entières de i et w, la pre-
mière du quatrième et la seconde du deuxième degré 5 on 
aura donc 

où î z sera égal à 

comme on peut le vérifier, et T admettra un diviseur ra-
tionnel T '̂ du deuxième degré. Ce diviseur ne sera pas 
indépendantde i, puisque dans Tle coefficient de t̂  est 4? 
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ni de II puisque le coefficient de u'* est — 64» Soit 

Q, 
et remarquons que si P n'est pas nul, T admettra aussi 
pour diviseur hû — P / -f- Q, car T ne change pas lors-
qu'on change le signe de í; par conséquent, T aura pour 
diviseur le produit 

puisque ces deux facteurs ne peuvent pas avoir de diviseur 
commun, leur différence étant 2 Pi qui n'a pas de divi-
seur commun avec T. Or si la fonction 

ne se réduit point d'elle-même au deuxième degré, en di-
visant T par cette fonction, on trouvera un quotient du 
deuxième degré et de la forme Aî  -f- Q, qui sera aussi 
un diviseur de T. On peut donc supposer 

P z = o et + 

et il faudra que l'équation T = o devienne identique en 
faisant 

où q sera une fonction de u ne dépassant pas le 
deuxième degré ; on trotivera, par cette substitution , 

4 = ('Z + 8) - 2 8 ( 1 - + 

et, par suite, q étant un divisetir de (i -{- ue pourra 
être que de la forme it (i -f- 4"^) ; uiais cette valeur ne 
rendra pas l'équation identique {*). Donc l'équation de 

(*) Les théorèmes sur ta divisibilité des polynômes sont démontrés, d'a-
près M. Lefébure de Fourcy, dans VAlgèbre ô.q MM. Choquet et Meyer. 
On peut suivre, pour le même objet, la marche que j'ai indiquée pour 
des théorèmes d'arithmétique (t . XIII, p. 426), et qui est applicable aussi 
pour démontrer les propositions fondamentales des congt uences irréduc-
tibles {Algèbre supérieure, p. 3/|5, a« édition). 
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la polaire n'a aucun diviseur rationnel du quatrième degré 
et la courbe proposée n'est jamais égale à sa polaire (*). 

En réduisant la conique directrice au cercle ̂  

jc^ ^ = r'-, 
on aura 

X r 

Cl l'on pourra transformer l'équation f = o en 

(iGryy =(3x- (x + ^x'-^Sr*) , 

équation assez simple de la polaire. La discussion de la 
polaire peut être ramenée à cette équation, même dans 
le cas général; d'ailleurs, en faisant 

on rabaisse T au deuxième degré par rapport à chacune 
des variables f' et ii^ 

On confirme les résultats précédents en cherchant 
combien de tangentes on peut mener d'un point ( x ^ j ) a 
la courbe donnée; en effet, pour déterminer l'abscisse or, 
du point de contact, on trouvera l'équation du sixième 
degré 

x] (xx] -x^-h — {i — x]Y = o. 

Je remarquerai qu'en général on obtient facilement 
l'équation différentielle de la polaire réciproque d'une 
courbe donnée. Soit 

mx"^ -f- = i 

la conique directrice, on n'aura qu'à remplacer^ dan» 

l'équation de la courbe donnée, x par ^ ^ ^ y d x ) ^̂  

(*) Nous avons donné ceUe longue discussion comme exemple très-
utile, d'un fréquent emploi dans la discussion des courbes, lorsqu'il 
s'agit de reconnaître si une équation représente une courbe ou le système 
de plusieurs. TM. 
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par — — y ^ ) employant les coordonnées de 

M. Hesse soit F = 0 Téquation homogène de la 

courbe donnée et (p = o celle de la conique directrice-, 
soit (F) ce que devient F par les substitutions 

X = s x ' y z z m s f z = z s z ' + tz'\ 

En éliminant t entre les dérivées 
d{Y) 

on trouvera une équation de degré n [n — i) [n étant le 
degré de F ) entre les binômes alternés 

qui deviendra celle de la polaire si l'on remplace 

ces binômes par les valeurs des dérivées ^ 
dz dx dy 

[voyez t. VIII, p. 120). 

SOLUTION BE LA QUESTION 3 0 0 
( voir page 137 ) ; 

PAR M. PAINVIN, 
Docteur ès Sciences mathématiques. 

Trouver une fonction de ¿z, c, telle, qu'en y 
ç d 

faisant h = ai. elle devienne —7 et en y faisant 

d, elle devienne —7 j--

S o i t / ( a , è , c , <i) la fonction cherchée-, posons 
a — b c — d 

d ôù 
, 1 -f- 2X l -f- 2y 

a -=: b , c =zd ) i — IX I — 9. y 
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alors 

I -H I X 

I I X 
5 h, d l -h 2 J > 

I I X 

Il s'agit de déterminer F par la condition que pour x = o 
elle devienne y et poury = o elle devienne x. 

fdF\ idF\ X' 

(,) F[x,y,b,d) = 

d'F 
1.2 \dd ' 

( )o indiquant qu'on a fait, dans la fonction renfermée 
entre parenthèses, 

x=o, y=o, b==:o, d=zo, 

Pour o, F {x^y, b , d) doit devenir x ; introdui-̂  
sons cette hypothèse dans l'identité ( i ) , on devra avoir 
encore une identité en y, ce qui fournira les conditions : 

+^ (sï-) + U ) ( r é T ) • 

( 3 ) 

I idF\ 

[-^Jr"' 
d'F 
dx' = o. 

idPF\ 

P o u i ^ = o, F (¿r ^y^h , d) doit se réduire ày, ce qui 
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fournira les nouvelles conditions 

mr" mr-
/dPF\ ( 4 ) 

Remarquons que l'équation (2) exprime que 
F ( o , o , h , d ) = o , 

c'est-à-dire que F , fe, d) se réduit à zéro lorsqu'on 
y fait à la fois x = o elj = o, ou bien que F , &, c, J ) 
se réduit à zéro lorsqu'on y fait à la fois a = b elc = d. 

En vertu de ces relations d) prendra la 
forme 

_\dxdy)o [dx'dxjo i,2.\dxdx'). • xy 

Or, dans tous les termes renfermés dans cette paren-
thèse , on a 

¿> = o, =: o. 
et, par suite. 

¿ï = o. c = 0, 

puisque X ety sont quelconques. De plus, les coefficients 
des différentes puissances de x etj^ ne sont assujettis à 
aucune condition, et sont, par conséquent, entièrement 
arbitraires -, donc l'expression entre parenthèses est une 
fonction arbitraire des seules variables x et y qui se ré-

duit a yj^y^ pour x = o et = o. 

F ( t , J , d) — 

tf étant une fonction arbitraire de x eiy ^ satisfait donc 
à toutes les conditions de la condition^ il est d'ailleurs 
facile de le vérifier. r 
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Par conséquent, 

h a—b ^ ^ 

est la fonction la plus générale qui satisfasse à la question ̂  
Il est bien évident que nous pouvons prendre pour y une 
fonction arbitraire de âf, fe , c, J en l'assujettissant à la 
seule condition de ne pas devenir infinie lorsqu'on y fait 
a = è ou c = condition nécessaire pour pouvoir em-
ployer le développement (i) et qui d'ailleurs était imposée 
par l'énoncé même de la question. 

On a donc définitivemienl 

ac — bd -ir {a — b)[i: — d)U 

M étant une fonction quelconque de a , è , e ̂  d. 
Note du Rédacteur. Dans une lettre à Htiyghens j 

Leibnitz pose la question et donne pour solution 
ac — bd 

{a+b){c + dy 

cas particulier (*)• 

SOLUTION DE LA OUESTION 2 9 9 
( voir page 137 ) ; 

PAR M. PAINVIN, 
Docteur ès Sciences mathématiques. 

Pour démontrer la proposition, il suffit de faire voir 
qu'on obtient des restes, tous différents, en divisant 
par p les nombres, soit d'une même ligne horizontale, 
soit d'une même ligne verticale, soit d'une même diago-

(*) Prochainement une autre solution très-simple par M. Murent. 

Ann. de Malhémat., t. XIV. (Juillet i855.) 1 7 
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iiale. En cfTet, deux termes quelconques d'une même 
ligue sont de la forme 

où 
h ou / f '< /? , q q'Sp — IJ r<p — 2 , . 

et où 
k' est différent de k el q' = <7, pour les lignes ho-

rizontales ; 
2®. A' = ^ et q' est différent de <7, pour les lignes ver-

ticales 5 
3®. q = k — I et <7' == A' — i, pour la diagonale par-

tant du sommet supérieur à gauche -, 
40. q ~p — A et = — A', pour la diagonale par-

tant du sommet inférieur à gauche. 
Or, si Q et Q', Ret R' sont les quotients et les restes 

respectifs de la division de A -f- qr et k' -h q' r par on 
aura 

+ r/'r = Q'p-t R'; 

si l'on supposait R = R', on déduirait de ces égalités 

Or cette équation est impossible dans les (juatre cas 
précités, puisquenombre premier, diviserait le second 
membre sans pouvoir diviser le second. 

Le raisonnement est en défaut pour rbypothèse par-
ticulière 

mais alors les restes sont respectivement égaux aux nom-
bres eux-mêmes A k' -4- q' lesquels sont inégaux, 
comme il est facile de s'en assurer dans chacune des hypo-
thèses précédemm<înt énoncées. 
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SUR L'ÉLIMINATION 
(TOir t. XIII, p. 357]i 

PAR M . ANGELO G E N O C C H I . 

Lorsqu'on dit qu'une équation dont les q premiers 
termes disparaissent a q racines infinies, il me semble 
qu'on ne veut pas dire que Féquation réduite admet ces 
q racines, car une équation n'a pas plus de racines que 
n'en comporte son degré, et autant vaudrait dire qu'une 
équation du premier degré a deux, trois, etc., racines 
parce qu'on peut la faire naître d'une équation supérieure 
par l'annulation de ces premiers termes, mais on veut dire 
seulement qu'il y a ^ racines de Véquation primitwe qui 
'vont croissant au delà de toute limite, lorsque les q pre-
miers termes tendent à s'évanouir. Pareillement, si deux 
équations incomplètes, l'une du sixième degré et l'autre 
du treizième, ont une résultante du cinquante-huitième 
degré , ce n'est pas qu'elles admettent vingt solutions in-
finies en sus de ces cinquante-huit finies, mais#e sont 
les équations générales et complètes des mêmes degrés, 
dont vingt solutions convergent vers des valeurs infinies, 
tandis que ces équations générales convergent vers les 
équations particulières incomplètes (i^oi'rpage 356). Cela 
posé, Y absurde sur lequel serait fondée la démonstration 
de la page 357 s'évanouit. En admettant que l'équation 
finale générale ait q racines de plus que l'équation finale 
particulière^ il ne s'ensuivrait pas qu'il y eût q valeurs 
infinies vérifiant le système particulier d'équations 
décomposables en facteurs linéaires, niais seulement que 
le système général d'équations non décomposables a q ra-
cines dont les valeurs tendent à devenir infinies, tandis 
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que ce système converge vers le système particulier. A la 
limite, où les équations générales sont remplacées par 
les équations particulièrt&s , ces q racines disparaissent et 
n'appartiennent plus aux équations réduites (comme je 
le répète) des deux racines d'une équation du second de-
gré, l'une disparait en devenant infinie lorsque, par l'an-
nulation du premier terme, l'équation est réduite au pre-
mier degré et n'est susceptible, en conséquence, que d'une 
seule racine. 

Note du Rédacteur. Si l'on trouve de prime abord 
une équation de degré m et qu'on veuille, sans rime ni 
raison, supposer qu'elle provienne d'une équation de de-
gré w n, qui a n racines infinies, cela répugne au bon 
sens. Mais il en est autrement si l'on trouve de prime 
abord une équation de degré m /z et qu'ensuite, par 
certaines considérations sur les données de la question, 
on parvienne à une équation de degré m-, on est autorisé 
à dire que n racines du cas général sont devenues infinies 
dans ce cas particulier. Donc, à ce qu'il me semble, la 
difficulté subsiste toujours. 

SUR LES 0\ALES DE DESCARTES 
( Yoir page 202 ) ; 

PAR M. ANGELO G E N O C C H I . 

On peut mettre r — au lieu de h h^ -, puis en po-
sant 

l-hx 

r + 7.ab = g, r—2ab — /t, r — = 

la quantité soumise au radical dans l'intégrale trans-
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formée sera 

JK (i -f- r ) -f- hjr) [g + kj 4- hy^) ; 
on fera ensuite 

ce qui donnera sous le radical un polynôme de la forme 

et, par conséquent, la nouvelle intégrale transformée 
sera réductible aux fonctions elliptiques à Taide d'une 
substitution connue [ voir le Traité de M, Verhulst, 
page 290), 

M. Bertrand a remarqué [Nouvelles Annales, t. XIV, 
p. 31 (qu'un théorème démontré dans X Algèbre supérieure 
appartient à M. Gauss-, j'avais déjà fait la même remar-
que [Nouvelles Annales, t. XII, p. 268). Vous avez bien 
voulu me citer. Monsieur, au même endroit (p. 32) à 
propos d'un théorème de la 25® leçon [Cours d Algèbre 
supérieure). Cette observation se rapporte à la première 
édition5 dans la seconde, la 25® leçon a été entièrement 
refondue et lé théorème dont il s'agit a été supprimé. 

THÉORÈME DE FERMAT GÉNÉRALISÉ; 
PAR M. s e r r e t , 

Examinateur d'admission h l'École Polytechnique. 

Le théorème de Fermât d'après lequel la formule jc"—x 
est divisible par n, quand n est premier, est susceptible 
d'une généralisation assez remarquable. 

J'ai trouvé effectivement le théorème suivant : 
A'a, b, c , . . . , k désignent les nombres premiers iné-
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gaux qui divisent un entier quelconque n , Informulé 

o:« ^ 2 + 2 ~ 2 • • • ( * ) 
est divisible par n ^ quel que soit x. 

Je vous envoie cet énoncé, pensant qu'il pourra inté-
resser quelques-uns des lecteurs de votre estimable re-
cueil; la démonstration est aisée à trouver. 

J'ai été conduit au théorème dont il s'agit en cher-
chant à déterminer le nombre N des congruences ir-
réductibles de degré n, suivant un module premier p, 
question qui se rattache à la théorie que j'ai développée 
dans la 25® leçon de mon Cours d'Algèbre supérieure. 
On trouve 

fi n n 
pâO _ . . 

11 
On a ainsi une démonstration indirecte du théorème 

énoncé plus haut pour le cas particulier où x est égal à un 
nombre premier p\ mais ce théorème est vrai, je le ré-
pète, quel que soit l'entier o:. 

QUESTIONS. 

307. Un dé est un cube portant sur chaque face des 
trous nommés points; les faces opposées sont i et 6, 2 et 5, 
3 et 4* Les points sont placés de manière que le centre de 
gravité de chaque face est à son centre de figure, mais le 
centre de gravité du dé n'est pas à son centre de figure. 
Trouver la distance de ce centre de gravité à chaque face, 

n n n n 
(» ) ^ ^ .r" H- H- . . . H- x^ et ainsi des autres . 
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prenant pour unité le côté du cube et supposant que chaque 

trou enlève une portion de volume représentée par - et 

308. Inscrire dans uu arc de section conique trois 
cordes consécutives formant trois segments équivalents. 

(CHASLES.) 

309. p^ n étant trois nombres entiers positifs, p et 
J , . (r~i)(rP» —i) n deux nombres premiers entre eux, ; VT— ( 

sera un nombre entier. 
310. Quels sont les divers aspects de la lune pour un 

spectateur placé au pôle ? 

SUR LE PROBLÈME DE HALLEY 

( v o i r tome X I , p. 863) ; 

(Extrait d'une Lettre de M . P R O U H E T ) . 

Le problème consiste à tracer une conique dont on con-
naît un foyer et trois points. La Hire résout le problème 
à l'aide delà directrice; mais lorsque l'excentricité est 
très-petite, comme dans les orbites planétaires, la direc-
trice est infiniment éloignée de la conique et la solution 
devient impraticable. 

Pour remédier à cet inconvénient, Nicollic donne la 
construction suivante [Mémoires de V Académie des 
Sciences, 1746, p. 291). 

Soient F le foyer-. A', A", A''' trois points de la conique. 
De F comme centre et avec un rayon quelconque, on dé-
crit une circonférence; désignons par a', in-
tersections respectives des rayons vecteurs FA', FA'', FA"' 
avec la circonférence; sur les trois cordes a 'a" , a" 
a!" a'^ prenons respectivement des points B'", B'̂  Bétels, 
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que 1 on ait 

a"là"' FA' ' f P ' B ' """ FA'' 
De B', B'̂  ainsi déterminés, on abaisse des perpendi-̂  
culaires respectivement sur A! k" M'^j A!" k',, elles se 
rencontrent en un même point P; FP est la direction de 
Taxe focal. On voit que les points B divisent les trois cordes 
du cercle en segments inversement proportionnels aux 
rayons vecteurs de la conique, qui aboutissent aux extré-
mités de ces cordes. FB', FB^', FB'" divisent respecti-
vement en parties égales M M\ M. k! M^ et Ton a 

PF excentricité 
a'F demi-axe focal 

Si Ton joint a et P par une droite et si Ton désigne par <x 
la seconde intersection de cette droite avec la circonfé-» 
rence de centre F , on aura 

aP AF' 

Ay étant la distance du second foyer à A *, la conique est 
donc complètement déterminée. On demande la démons^ 
tration, d'après les méthodes modernes, de ces belles et 
utiles propriétés, Nicollic s'en sert pour calculer les dis-
tances au périhélie des comètes et des planètes dont on 
connaît trois observations. Membre correspondant de 
l'Académie, nommé astronome-adjoint le 3 septembre 
1746, il est mort le 4 mars 1761. 

NOTE 
Sur le genre des noms terniiiiés ea aide et sur le paramètre de la parabole. 

1. La terminaison de certains noms en oïde vient de 
ii'̂ tf'f (apparence), qui est en grec du genre neutre, auquel 
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correspond en français le genre masculin. Ainsi il faut 
dire un sphéroïde, un paraboloide, un hyperboloïde ; c'est 
donc à tort que dans le Programme d'admission à l'École 
Polytechnique, inséré au Moniteur (17 avril i855), on 
a mis une paraboloide, une hyperboloïde. Ce grave 
journal devrait se distinguer par ime grande correction 
orthographique et grammaticale. On y trouve pourtant 
fréquemment des expressions telles que : Dans ce but ^ 
Les contributions foncière et mobilière. Celui nommé 
ci-dessus 5 expressions vicieuses, condamnées par tous les 
grammairiens (*). 

2. Une propriété caractéristique du paramètre propre-
ment dit dans les coniques est d'être respectivement in-
férieur, égal, supérieur à quatre fois la distance focale, 
dans l'ellipse, la parabole, l'hyperbole; propriété sur 
laquelle est peut-être fondé le nom de ces lignes. Les 
équations de ces courbes, rapportées au sommet de l'axe 
focal, sont 

X' — px —, = px-, X' =zpx -h -—y 

où p est le paramètre. Quelques auteurs écrivent pour 
équation de la parabole 

x' = zpx-, 

alors c'est 2p qui est le paramètre et non /?, ainsi qu'on le 
dit erronément dans les Leçons de Géométrie analytique 
de MM. Bouquet et Briot, traité si justement estimé. 

(*) Notre titre : aux Écoles Polytechnique et Normale est incorrect. 
La cycloïde, la coiichoïde, sous-entendez courbe. La cassinoïde, déno-

mination ridicule; cassinienne est le vrai nom. Il existe un ouvrage 
Délia curva Casseniana, parle célèbre Malfatti ; in-8, 1781 ; belle synthèse 
géométrique. 
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PAR M. D E L A F F I T T E , 
Officier d'artillerie. 

Si un triangle circonscrit à un autre se meut en res-
tant semblable à lui-même^ tous les points homologues 
décjwentune même circonférence. 

Soit o ijig'i) un point quelconque intérieur au triangle 
FIG. I. 

pardonné à^espèce. Je détermine ce point au moyen des 
angles que font op^ or^ oq avec les côtés du triangle pqr. 
Ces angles sont invariables, ainsi que ceux des lignes op̂  
oq., or entre elles. Soit ABC [fig, 2) le triangle inscrit 

FIG. 2, 
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fixe ; sur les trois côtés je décris des segments capables des 
angles P, Q, R égaux respectivement kp^q^r. Soit PQR 
une position du triangle, O la position du point o; les 
angles ORP, ORQ étant constants, le point M, inter-
section de OR avec le cercle décrit sur AC, est invariable ; 
il en est de même des points N et H. Donc, Tangle NOH 
étant invariable, le point O est sur le segment capable de 
cet angle décrit sur NH. C'est évidemment le cercle qui 
passe par les trois pointsM, N, H. 

Corollaire / . Si un polygone se meut en restant sem-
blable à lui-même , et que trois côtés déterminés passent 
chacun par un point fixe, un point quelconque du plan 
du polygone décrit un cercle. 

Corollaire II, Si un quadrilatère est tel, que tous les 
rectangles circonscrits soient semblables entre eux, un 
point quelconque du rectangle circonscrit décrit un cer-
cle et, partant, son centre. 

Quel est le lieu géométrique des points du plan pour 
lesquels ce cercle a un rayon donné ? 

Nous avons décrit sur les côtés du triangle inscrit des 
segments capables des angles du triangle circonscrit 5 le 
point d'intersection M de deux de ces segments appartient 
évidemment au troisième. C'est là un point fixe pendant 
le mouvement du triangle, parce que les lignes qui le join-
dront aux trois sommets feront toujours avec les côtés 
les mêmes angles. Ce point est celui duquel les trois côtés 
du triangle inscrit sont vus sous des angles qui sont les 
suppléments de ceux du triangle circonscrit. Le diamètre 
du cercle que décrit un point quelconque sera la différence 
entre sa plus grande et sa plus petite distance au point 
fixe pendant le mouvement du triangle. Mais tous les 
points qui, dans une position particulière, seront à égale 
distance du point fixe, y seront encore dans toute autre 
position du triangle, car tous ces points reliés au triangle 
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circonscrit donnent des figures semblables, et ce seront 
les seuls. Donc les points qui décrivent des cercles égaux 
sont ceux qui sont également éloignés du point fixe. 

La plus grande distance d'un point au point fixe cor-
respond au plus grand triangle. Par un principe connu, 
c'est celui dont les côtés sont parallèles aux lignes des 
centres des segments capables. La plus petite distance 
correspond au plus petit triangle qui est nul, se réduisant 
au point fixe M. 

Donc 
1®. Les points également éloignés du point fixe décri-

vent des circonférences égales ; 
2®. Le diamètre de cette circonférence est, pour chaque 

point, la distance au point fixe dans le triangle maxi-
mum; 

3°. La circonférence décrite par un point quelconque 
passe au point fixe ; 

4®. L'enveloppe des cercles inscrits ou circonscrits au 
triangle passe au point fixe, car un de ces cercles est le 
point lui-même. 

NOTE 
Snr quelques applications de la théorie des surfaces; 

PAR M . MICHAKL R O B E R T S . 

Une surface développable circonscrite à Tellipsoïde 

a pour équations aux différences partielles (en adoptant 
les notations habituelles) 

(II) 2 —px — q y — + 
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et Faréte de rebroussement de cette dernière aura pour 
équation aux différences ordinaires 

i^ydz — zdyy + b' {zdx — xdzj -f- c' [xdy ydx)^ 

Cette équation peut être mise sous la forme 

xdx ydy zdi\ 

y' \ /dx' dr' dz'\ 

ce qui fait bien voir comment la surface (I) y satisfait; 
elle appartient aussi à une caractéristique quelconque des 
surfaces comprises sous l'équation (II). 

Supposons maintenant que l'arête de rebroussement 
d'une surface développable circonscrite à la surface dont 
voici l'équation 

jr̂  y' z' 

se trouve sur la surface (I) , il faut donc combiner avec 
l'équation (III) la suivante 

— (b'— A') (zdx ^ xdz)' 

(a' — -- P) dz', 

ce qui donne 

Î {xdy —ydx-y + {zdx — xdz)' [ydz — zdy)' 

^[^b-^ -Ar c' --- k')dx' [a} c' — 
[^a"b-"k') dz\ 

Or les surfaces (I), (IV) peuvent être regardées comme 
les.deux nappes d'une surface, lieu des centres de cour-
bure d'une autre surface ; par conséquent, l'équation (V) 
appartient à une ligne géodésique tracée sur la sur-
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face (I) (*). Cette nouvelle forme de Féquation d'une 
ligne géodésique sur une surface à centre du second de-
gré diffère de celle qui a été donnée par M. Joachimsthal, 
et présente une analogie remarquable avec l'équation des 
lignes les plus courtes sur une surface conique quelcon-
que. On peut énoncer ici le théorème suivant : 

Si l'on prolonge les droites tangentes et une ligne 
géodésique sur une surface à centre du second degré 
jusquà ce quelles aillent rencontrer les plans tangents 
à la surface perpendiculaires à leur direction, les points 
de rencontre seront situés sur une sphère concentrique 
avec la surface^ et cette sphère sera la même pour toutes 
les lignes géodésiques tangentes à une même ligne de 
courbure. 

Considérons maintenant l'hyperboloïde ctibique ou 
bien la surface représentée par l'équation 

( V I ) 

La surface développable circonscrite à cette surface a 

(*) Cette relation remarquable qui existe entre deux surfaces homofo-
cales du second degré, montre clairement l'origine de la belle propriété, 
découverte par M. Chasles, que toutes les tangentes à une ligne géodésique 
sur une surface du second degré sont tangentes à une seconde surface ho-
mofocale à la première. Sous ce point de vue, ce théorème n'est-qu'un 
cas particulier d'un théorème général donné par Monge , qui fournit aussi 
une autre interprétation géométrique de notre équation (III). Soit ( S ) 
une surface, telle que l'ensemble de ( S) et de ( I) est une surface, lieu des 
centres de courbure d'une autre surface ; réquation ( III) appartient aux 
lignes géodésiques tracées sur (S) et qui sont tangentes à la courbe d'inter-
section de (S) et ( I ) . Toutes les surfaces (S ) ont pour équation aux diffé-
rences partielles la suivante : 

)]' [(a' _ c» ) -f- P( x + 

OÙ 
p = 2 - — qy. 
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pour équation aux différences partielles la suivante : 

Posons maintenant 

xdy — ydx == Z , zdx — xdz = Y , ydz — zr// = X , 

et nous trouvons, pour l'arête de rebroussement de cette 
dernière, l'équation suivante 

- Y''dy^{Zdz^lLdx) 
L-4-ZV2 (Xdx-Ydx)^, 

dont l'intégrale est le système suivant 

Pour évaluer l'aire de la surface (VI), nous emploie-
rons les angles qui déterminent la position de la normale. 
L'expression pour la surface (S) devient donc 

sin 9 dBd(^ 

cos ô sin ô sin (j)COS<f)̂  

et si les angles 0 et çp sont indépendants, l'intégration se 
ramène aux fonctions elliptiques. 

Je terminerai ces remarques en faisant observer que les 
surfaces (I) et (VI) sont comprises sous la même équation 
aux différences partielles, savoir 

{z — px--gy'f = — s'). 

Le théorème énoncé se rattache à celui-ci : Le sommet 
cran angle trivectangle circonscrit à line surface à cen-
Ire du second degré décrit une sphère concentrique. TM. 
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BIBLIOGRiPHIE. 
(voir t . X I I I , p. 358). 

ALGÈBRE SUPÉRIEURE 5 par M. Serret. 

Lemme. F (y) = o étant une équation de degré n et 
ip [ y) Un polynôme quelconque de degré 72 — i, la somme 

étendue aux racines j j de l'équa-

tion 
F{y)=o, 

(sans racines égales) a pour valeur le coefficient de 
dans4/( j ) . 

Démonstration. (Voir Nouvelles Annales., tome IX, 
p . 82 - , ABEL TRANSON.) 

PROBLÈME. Soient les deux équations 

( 0 / ( r ) = + p̂  y''- ' H-. . . -h = o, 
: (2) F(|j) = J" -f- J«- ' -f- q.y -̂-̂  -f-. . . + == o, 

( r o • •• 

qui ont une même racine commune^ savoir y,. 11 s'agit 
de calculer y i) (fêtant une fonction rationnelle en-
tière» 

Représentons par Rj , R ^ R „ les n produits qu'on 
obtient en combinant n — i à n — i les quantités 

f [yi] étant zéro par hypothèse, il s'ensuit que Ri 
n'est pas nul, et les autres R sont tous nuls comme ren-
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fermant le facteur f { f i ) . Donc on a les identité» 

et 

Ces deux sommes, étantdes fonctions symétriques des ra-
cines de l'équation (2), sont des fonctions rationnelles 
connues des coeflicients de cette équation -, mais on peut 
abréger considérablement le calcul par cette considéra-
tion. 

Soit 6 (̂ T') une fonction rationnelle quelconque, on 
voit qu'on a 

donc 

faisons 

alors 
Hr) F' (r) 

' F ' U ) 
R^ est une fonction symétrique des racines de Téqua-

Arm. de Mathc'mat , l. XIY. (Juillet i855.) 1.8 
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lion 

et, par conséquent, fonction rationnelle connue des coef-
ficients , q,, et de on a donc 

R/x = po -f- Pi r / . H- p, j ; H - . . . + p«- . r ; 

les p sont des fonctions connues de q^^ qi^--") (¡n et Ton 
peut faire disparaître les puissances de ŷ x supérieures à 
n — I, au moyen de l'équation 

t* H- n 
et, par le même raisonnement, 

? ixy) = 4- io + ^ j ; . . . . 
Donnant à pi toutes les valeurs i, 2, 3 ,.. . /z, les et Içs t 
ne changent pas, et, d'après le lemme, 

par conséquent, 

Si l'on voulait calculer la fonction rationnelle non en-

tière on fera 

<!>( J ^ ) = TO + T. (R^) . . . ( 7 ; ; - ) , 

et l'on aura 

Faisons 

y r . - , 

on a 
R ^ jTm = po^yuH- p, r ; , - H . . . 4 - p«-. r 
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donc 

J , — 

p«—1 
il suffit donc de calculer les coefficients de et r"~* ^ fX. J fj. . 

dans R^. 
Cinquième Leçon (68-76). Pour demontrer le lemme 

cité, l'auteur a besoin de la décomposition en fractions 
simples d'une fonction rationnelle non entière ;; c'est 
l'objet de la présente Leçon. Il fait usage de la mé-
thode des coeflicients indéterminés et ensuite de la mé-
thode de M. Liouville [Nouvelles Annales., tome \I, 
p. 127). 

Sixième Leçon (77-87). Même sujet-, théorie géné-
rale [voir Yivacik^'Nouvelles Annales., t. IV, p. 2g5), 
L'on démontre qu'une fraction rationnelle n'est décom-
posable que d'une seule manière en parties entières et en 
fractions simples (p, 80). 

Septième Leçon [SS-100). Même sujet-, facteurs tri-
nômes avec ses deux applications-, conditions pour que 
l'intégrale d'une différentielle rationnelle soit algébrique; 
détermination d'un terme général d'une série récur-
rente. 

Les facteurs simples x — a^ x— è , etc., peuvent re-
présenter des distances de points situés sur une même 
droite à un point fixe pris sur cette droite (points-racines 
de Gauss), de sortQ,que la décomposition en fractions ra-
tionnelles donne certaines relations géométriques entre 
ces distances , et vice versâ. Ces relations étant établies 
à priori, on en déduit réciproquement les formulés de la 
décomposition [Géométrie supérieure, page 235) (*). 

(*) Il est peut-être à regretter qu'on n'ait pas adopté dans cet ouvrage 
\e&poinls-racines qui auraient considérablement abrégé les raisonnements, 
mnémonisé les riches résultats de cette admirable synthèse quasi-algébri-
que, où l'on fait un emploi continuel si ingénieux des signes-f-, —, , 

00 , explicitement ou implicitement. 
18. 
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Ma(î1auiiii en fournit aussi un exemple [Nouvelles An-
nales, t. IX , p. 443). La théorie de la décomposition en 
fractions rationnelles est le sujet d'une belle thèse doc-
torale de Jacobi ^ nous en avons fait la traduction que 
nous donnerons bientôt. C'est un premier pas, mais 
c'est le pas d'un lionceau. 

Huitième Leçon (loi-i 17). L'auteur revient aux fonc-
tions symétriques relatives à un système d'équations et 
donne cette ingénieuse méthode de Poisson : 

Soient p équations entre p ^ inconnues ars,...,^:^; 
supposons qtte ce système adnjet n solutions, savoir : 

2 ' 3 î • • • 9 p ' 

il s'agit de trouver la valeur de la fonction symétrique qui 
a [)()ur type 

les r sont des nombres entiers positifs donnés sans exclure 
zéro. Joignons au système une équation linéaire 

f a, JC, H- :-f-

où t est une nouvelle inconnue et les a sont des constan-
tes indéterminées. Eliminant les p inconnues entre les 

H- I équations, on obtient une équation de la forme 
a,, a., . . . , a„) =t O, 

équation de degré AZ, car elle a n racines ayant pour 
type 

a, Xj -h «2 .r'j + . . . + a« . 
Le développement de 

+ ( a. . r - h a, 4- • • • -f-. 
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où [I est un nombre entier positif, égal à 

donne les termes de la forme 

r, ! rj ! Ta ! . . . ! ,, ^ r r / 
p • • < « 2 • • • 

le signe ^ indique qu'on doit remplacer Xi, .TJ,..., 

successivement par a:',,^^,..., x',. Mais la 
somme des puissances semblables des racines de Téqua-
tion en C donne 

où A désigne une quantité connue , et à cause de ridentité, 
on a donc 

Connaissant les fonctions géométriques simples, on en dé-
duit, par voie de multiplication, les fonctions symétriques 
composées. 

Ce procédé donne aussi le moyen d'éliminer p — i in-
connues entre p équations lorsque l'on sait éliminer 
p — 2 inconnues entre p — i équations et sert aussi à 
démontrer le théorème général de Bezout (p. 107). 

On regrette de ne pas trouver ici ni la méthode d'élimi-
nation si ingénieuse de M. Sylvester, ni le théorème si 
important d'Euler, sur le degré auquel montent les coeffi-
cients des équations dans l'équation finale et qui est un 
corollaire de l'élimination par fonctions symétriques 
[yo\vNouvelles Annales, tome I X , p. 228). Cette Leçon 
est terminée par la belle méthode de Tschirnhaus (pas 
Tschirnaiis) qui sert à faire disparaître d'une équation au-
tant de termes que l'on veut et qui démontre que la réso-
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lution de Féquation de degré m dépend d'une résolvante 
de degré m — i ! , résultat donné aussi par Lagrange. 

Soit 
r« -h/?, . .-j-;?^ — O, 

posons 
J = ÛTo H- a, x 4- 4- . . . -4- ^ ; 

n m ; les a sont des constantes indéterminées. Elimi-
nant x^ l'équation en y sera aussi de degré m, car on a , 
en général, 

yP = H- 4-. . .H- ¿m-.^-' , 

OÙ p est un nombre entier positif ; les b sont des fonctions 
entières homogènes du degré p des indéterminées a, , 
û j , . . . , et , au moyen de l'équation donnée^ on peut 
ramener jP à ne renfermer que des puissances de x infé-
rieures à m. Donnant à p successivement les valeurs i , 
2 , 3 , . . . , m, on a m équations du premier degré entre les 
m — I quantités x , x'""-^ L'élimination, par la 
méthode de Cramer, donne donc l'équation en de la 
forme 

YM ^ RY, J«-' H-. . . + = O. 

Nommons Sp la somme des puissances p des racines de 
cette équation et Sj, la somme analogue de l'équation don-
née en X, on a 

SP = MBO 4 - 4 - ¿»I -F-. • • H- ¿»/N-I ^M-I ; 

donc Sp est une fonction entière honiogène des a de de-
gré p. On a 

S, 4- = p, SA 4- (Ji^i 4- 29r2 = O, . . 

donc Çn est une fonction entière homogène des a et de de-
gré n -, donc, pour faire disparaître n termes consécutifs, 
il faut poser 

— o, q, — o,. . . , qn = 0; 
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ce sont n équations homogènes entre w -f. i indétermi-
nées ¿îq, a i , . . . , àrt et , à cause de Thomogénéité, on peut 
poser «Q = I. On a n équations entre n — i inconnues, 
et son élimination, d'après le théorème de Bezout, a une 
équation de degré n\. Faisant 

n = m — \ ^ 
on obtient 

7« = o. 
Ainsi la résolvante est du degré m — i !. 

On voit facilement que ce procédé donne la solution 
des équations du premier, deuxième, troisième et qua-
trième degré. 

Pour faire disparaître le deuxième, troisième et qua-
trième terme de l'équation eny, on est donc amené à une 
équation du sixième degré5 mais un géomètre anglais, 
nommé Jerrard, a réduit cette équation au troisième de-
gré de la manière suivante. C'est l'objet de la Note V 
(p. 462). 

Lemme. Une fonction homogène et entière du second 
degré de n quantités est la somme des carrés dé n fonc-
tions linéaires. 

Démonstration. Soit 
V = (ûfo, « i , • ¿ïn-t), 

OÙ (f désigne une fonction homogène entière du second 
degré 5 on peut écrire 

où P est une constante, Q une fonction linéaire homo-
gène des n — I quantités, , « i , . . . , , et R une fonc 
tion homogène du deuxième degré des mêmes n — q u a n -
tités 5 on a aussi 

la première partie est le carré d'une fonction linéaire de 
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n quantités ûq , , . . . , , et la deuxième partie est une 
fonction entière homogène du deuxième degré de tz—i 
quantités , ¿¿2V^n-i- Traitant la seconde partie 
comme on a fait pour la fonction V, on voit qu'on pourra 
décomposer V en TZ carrés de fonctions linéaires respecti-
vement de n ,7z— I, n — 2, quantités. 

Ceci étant démontré, prenons les équations 
.r"» + Px -h . . . -h Pm^ o, 

et l'équation 
J"» + r/, J'«-' -h Çjj-'"-' -f- . . . -h r/,„ = O ; 

pour faire disparaître les deuxième, troisième et qua-
trième termes, il faut poser 

Çi est fonction linéaire des cinq quantités ¿ẑ , ¿Zj, 
«4. Éliminant â  des deux dernières équations au moyen 
de la première, on a 

= q\=o, 
où est une fonction du deuxième degré des quatre 
quantités a^, r/g, «3, «i, et, d'après le lemme, l'équation 

<7; = o 
peut se mettre sous la forme 

-f-ê '^-f- /¿^-f-= 
y, g , /z, /r étant des fonctions linéaires. Posons 

l'équation sera satisfaite. On a ainsi deux équations bi-
naires. Au moyen de ces deux équations, éliminant «i, â  
de = o , on a une équation homogène du troisième de-
gré entre â  et a .̂ Posant ¿Z3 = i, on a une équation du 
troisième degré en <74, et a,̂  étant connue, on trouve immé-
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(lialenient a^, a i , â  en raisonnant delà même manière. 
La disparition simultanée du deuxième, troisième et 
cinquième terme amène à une équation du quatrième de-
gré. On peut aussi faire usage de l'équation aux racines 
inverses. 

La résolution de l'équation du cinquième degré dépend 
donc de la résolution d'équations d'une de ces quatre 
formes 

px rj =z o, 
x' px"" + q = O^ 
x̂  -+- px̂  + ^ o , 
X̂  -j- px̂  H- ijr r=: o. 

Ainsi la question 41 est résolue [Noui^elles Annales, 
tome I , pages 396 et 447? note) si l'on, peut choisir â  de 
manière que p = i. 

La fin prochainement. 

SI!R m THÉORÈME DE LEGENDRE 
et son application à la recherche^de limites qui comprennent entre elles 

des nombres premiers 5 
PAR M. DESBOVES, 

Professeur au Lycée Bonaparte, 

Dans l'un des chapitres de VEssai sur la Théorie 
des nombres, Legendre s'est proposé de démontrer que 
toute progression arithmétique dont le premier terme et 
la raison sont premiers entre eux, contient une infinité 
de nombres premiers, et, subsidiairement, de trouver 
des limites qui comprennent nécessairement des nombres 
premiers. La solution des deux problèmes serait aussi 
simple qu'on peut le désirer, si malheureusement elle ne 
s'appuyait pas sur une proposition que Legendre croyait 
avoir démontrée, mais à laquelle, à vrai dire, il n'est arrivé 
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que par une heureuse induction, comme Fa déjà remar-
qué depuis longtemps M. Lejeune-Dirichlet. 

Je me propose dans le présent article de discuter la 
prétendue démonstration de Legendre, c'est-à-dire de 
faire voir en quoi elle pèche et quelle est, au fond, la 
vraie difficulté; 2® en admettant le théorème de l'illustre 
géomètre comme un postulatum, d'en faire découler im-
médiatement de beaux théorèmes sur les limites des nom 
bres premiers. Puissé-je , par là, car je n'ai pas d'autre 
but, engager les géomètres à faire de nouveaux efforts 
pour trouver une démonstration qui jusqu'ici a échappé 
aux plus habiles. 

PREMIÈRE PARTIE. — Discussion, 
Avant d'énoncer le théorème de Legendre, quelques 

explications préliminaires sont indispensables. 
Si,dans la progression arithmétique formée par la suite 

naturelle des nombres impairs, on se propose de trouver 
phisieurs termes consécutifs qui soient divisibles par 
quelqu'un des nombres premiers depuis 3 jusqu'à un 
nombre premier désigné y, on voit que le nombre de ces 
termes est variable et dépend, en général, de Tordre dans 
lequel sont placés les multiples des différents nombres 
premiers. Ainsi, par exemple, dans la suite des nombres 
impairs, on pourra obtenir des suites partielles dont les 
termes seront des multiples des nombres premiers 3 , 5 , 
7, II, 13 et seront rangés suivant les ditTérents ordres in-
diqués ci-dessous (*) : 

3 , 7 , 5 , 3 , I I , i 3 , 3 , 5 , 7 , 3 , 

3 , 7 , 5 , 3 , i 3 , l ' i , 3 , 5 , 7 , 3 , 

5 , 3 , I I , 7 , 3 , 5 , i 3 , 3 , ' 

3 , 5 , 7 , 3 , I I , i 3 , 3 , 

(*) J'adopte la notation de M. Terquem, m, pour désigner un multiple 
d'un nombre m. 
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Chaque nombre impair est ici considéré comme mul-
tiple du plus petit nombre premier qui le divise. La seule 
condition à remplir, c'est que les multiples de 3 viennent 
de trois en trois rangs , les multiples de 5 de cinq en cinq 
rangs, etc., et ce sera d'ailleurs un problème d'analyse 
indéterminée de la nature la plus simple que celui de 
trouver, dans la suite indéfinie des nombres impairs, des 
suites analogues aux précédentes. Si, par exemple, on se 
propose de trouver les nombres consécutifs impairs les 
plus petits possibles qui soient divisibles par quelqu'un 
des nombres 3 , 5 , 7 , 11, i3 et qui, de plus, soient ran-
gés comme dans la première des suites données plus haut, 
il suffit de remarquer que le nombre pair compris 
entre i i et i3 est nécessairement de la forme 

2 X 3 X 5 X 7 X 7 » 
et que ce même nombre divisé par I I et i3 donne pour 
reste -f- i et — i. On trouve ainsi la suite des dix nom-
bres 

944I, 9443, 9445, 9447, 9449, 
9451, 9453, 9455, 9457, 9459, 

On aura, d'ailleurs, une infinité d'autres suites pareilles, 
en ajoutant aux nombres précédents un multiple quel-
conque des nombres premiers 3 , 5, 7 , 1 1 , 1 3 . 

On peut se demander maintenant quel est le nombre 
maximum des termes d'une suite de nombres impairs 
consécutifs qui sont divisibles par quelqu'un des nombres 
premiers 3 , 5 , 7 , . . . , a , j 3 , y 5 a , j 3 , y étant les trois der-
niers nombres premiers considérés. Or le théorème de 
Legendre sur lequel nous appelons l'attention, a préci-
sément pour but de répondre à la question. En voici l'é-
noncé : 

Une suite de nombres impairs consécutifs, qui sont 
divisibles par quelqu'un des nombres premiers 3, 5,7, 
II , . . . , a , ¡3 ,y, a pour maximum du nombre de ses 
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termes j3 — i. Le nombre maximum des ternies reste 
d'ailleurs toujours égal à ^—i, lorsque Ton remplace les 
deux derniers nombres |3 et 7 de la suite naturelle des 
nombres impairs par deux nombres premiers plus grands. 

D'aprĉ s le théorème précédent, il y aura , par exemple, 
au plus dix nombres impairs consécutifs qui seront divisi-
bles par quelqu'un des nombres premiers 3 , 5 , 7 , n^iS, 
et nous avons vu comment on peut obtenir effectivement 
une telle suite. 

Pojir établir son théorème, Legendre écrit la suite 

(1) (p — 2 ) , . . . , 7 , 5 , 3 , I , I , 3 , 5 , 7 , . . . , ( p - s ) , 

qui est composée évidemment de (3 — i termes et qu'il 
obtient en écrivant la suite des nombres impairs dans 
l'ordre direct et dans l'ordre inverse depuis i jusqu'au 
nombre impair ¡3 — 1 qui précède le nombre premier (3. 
Il remplace ensuite les termes i et i par a , |3 et les autres 
nombres premiers par des multiples de ces nombres, ce 
qui donne la suite 

( 2 ) 3 , 7 , 5 , 3 , P, 7 , 3 , 5 , 7 , 3 , . . . , ( p - 2 ) , 

qu'on peut écrire aussi dans l'ordre inverse et qui con-
tient, comme la précédente, ( /3—i) termes. L'illustre 
géomètre prétend ensuite démontrer que la suite (2) a le 
nombre maximum de termes par les raisons suivantes : 

<( Le moyen d'obtenir le plus grand nombre de ternies 
» consécutifs de la suite des nombres impairs qui soit di-
» visible par quelqu'un des nombres premiers 3 , 5 , 7 , 1 1 
» est de considérer la suite des nombres impairs dans 
» ses moindres termes, c'est-à-dire dès l'origine de cette 
» suite, car, à une distance plus grande , on ne manque-
» rait pas d'être arrêté par des nombres premiers plus 
» grands que les nombres premiers donnés et qui empê-
)) cheraientla continuité des termes qu'on veut former. Il 
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)) faut donc tout simplement considérer la suite des nom-
» bres impairs 1 , 3 , 5 , 7 , 9 , . . . , qu'on peut également 
)) prolonger dans l'autre sens, ce qui donnera 

••• - 9 ' — 7 » — — I , I , 3 , 5 , 7 , 9 , . . . , 

» ou, parce que les signes des nombres sont indifférents 
)) ici, 

9 , 7 , 5 , 3 , 1 , 1 , 3 , 5 , 7 , 9 , . . , , 

» etc. » 
Legendre est ainsi conduit à écrire les suites (i) et (3) 

que nous avons données plus haut. 
En admettant, pour un moment, l'exactitude du rai-

sonnement par lequel notre auteur essaye d'établir que 
l'on doit considérer la suite des nombres premiers à Fo-
rigine, il semble que la conclusion devrait être que la 
suite maximum dérive de la suite naturelle des nombres 

3 , 5 , 7 , 9 , . . . , a , . . . , p , . . - , 

(ô est le nombre j)remier qui suit immédiatement y), 
comme la suite (2) dérive de la suite (1). En un mot, 
malgré un habile artifice de langage, il est certain que 
Legendre ne donne aucune raison pour préférer la suite ( 1 ) 
à la suite 

( 3 ) 3 , 5 , 7 , 3 , . . . , a , . . . , p , . . . , 7 , . . . , ( ( î — 2 ) . 

S'il la préfère cependant, c'est qu'il admet tacitement 
que la dernière suite contient moins de termes que la 
suite (2) oti bien que l'on a 

^ 3 * — — I ou ^ < 2 ^ - 1 - 1 , 

c'est-à-dire qu'entre |3 et 2/3 il y a au moins deux nom-
bres premiers. Lorsque les nombres premiers considérés 
sont 3 , 5 et 7, les suites (2) et (3) sont identiques, de 



sorte qu'en fait Legendre n'admet le théorème que pour 
les valeurs de jS plus grandes que 5. On peut d'ailleurs 
évidemment écarter ici l'hypothèse de |3 nombre premier-, 
le théorème supposé vrai peut donc s'énoncer ainsi: 
Entre un nombre plus grand que 6 et son double il y 
a toujours au moins deux nombres premiers. 

Le théorème connu de M. Bertrand est un corollaire 
évident du précédent. Il est curieux de retrouver ici le 
premier théorème relatif aux limites des nombres pre-
miers que l'on a rencontré dans les recherches mathéma-
tiques et le premier aussi dont on a pu trouver la démons-
tration/igoureuse. Je ferai observer du reste que M. Tche-
bichef, qui a donné la démonstration du théorème de 
M.Bertrand, aurait pu, sans plus de difficulté, démon-
trer par sa méthode le théorème plus général précédem-
ment cité. 

Si maintenant nous considérons en elle-même celte 
raison donnée par Legendre : qu'on doit considérer la 
suite des nombres impairs dans ses moindres termes, nous 
voyons bien qu'il est vrai qu'à mesure que l'on prend 
dans la suite des nombres impairs des nombres plus éle-
vés, on a la chance de rencontrer des nombres premiers 
plus grands que y 5 mais ces nombres premiers peuvent 
entrer dans la suite non pas par eux-mêmes, mais comme 
facteurs de certains termes simultanément avec quelqu'un 
des nombres premiers 3 , 5, 7 , . . . , a , j3, y, et peut-être, 
en faisant un choix convenable, aura-t-on une suite dont 
le nombre de termes surpassera (3 — i. Rien dans le rai-
sonnement de Legendre n'établit le contraire. 

Essayons maintenant de ramener le théorème de Le-
gendre à quelque autre proposition plus simple, ou, si 
Ton aime mieux, de voir où gît principalement la diffi-
culté. 

On peut voir qu'un des caractères distinctifs des deux 



( ^87 ) 
suites 

3 , 5 , 7 , . . . , a , . . . , p , , . . , 7 , . . . , (^ — 2 ) , 
( P — ' 2 ) , . . . , a , , . . , 5 , 3 , I , I , 3 , 5 , . . , , a , . . . , 

c'est que la première ne contient qu'un seul multiple de 
Fantépénullième nombre premier a (supposé plus grand 
que 3), tandis que la seconde en contient deux -, car 2 
est plus petit que 3a , ou, en d'autres termes, il y a 
toujours trois nombres premiers jS, 7, (î entre a et 3 a. On 
démontre effeclivement, par la méthode de M. Tchebi-
chef, qu'entre un nombre supposé plus grand que 3 et 
son triple il y a toujours trois nombres premiers. 

En rapprochant ce qui précède des remarques faites 
plus haut, on peut admettre maintenant comme démon-
tré qu'à l'origine des nombres, pour parler le langage de 
Legendre, la suite des nombres impairs qui ne contient 
qu'un seul multiple de a, a moins de termes que la suite 
des nombres impairs qui en renferme deux. Je dis main-
tenant, et c'est par là que je terminerai la présente dis-
cussion , que si l'on admettait que le même théorème a 
lieu quelque part que ce soit dans la suite naturelle des 
nombres impairs, le théorème de Legendre serait démon-
tré. 

En effet, admettons que le théorème de Legendre soit 
vrai lorsque l'on considère tous les nombres premiers 
3, 5 , . . . , a, ¡3, 7, les deux derniers (5 et y pouvant être 
remplacés par des nombres premiers plus grands, c'est-
à-dire admettons qu'alors la suite du nombre maximum 
de termes soit nécessairement la suite (2) qui contient 
jS — I termes 5 je dis que lorsqu'on prendra un nombre 
premier de plus (î, le nombre maximum deviendra y—i. 

On peut remarquer d'abord que la nouvelle suite ne 
pourra contenir ni deux multiples de y ni deux multiples 
de (î. Car si la nouvelle suite contenait deux multiples 
de y, entre ces deux multiples il y aurait y — i termes 
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intermédiaires divisibles par quelqu'un des nombres 3, 
5 , 7 , . . . , a , (3, J , ce qui est impossible, puisque le nom-
bre des termes divisibles par quelqu'un des nombres 3 , 
5 , 7,..'? (3, ^ est, par hypothèse, au plus égal à [3 — i. 
Par la même raison, on n'aura pas deux multiples de (î, 
mais on pourra former une suite contenant deux mul-
tiples de j3 ; il suffira, pour cela , de remplacer au milieu 
de la suite {2) |3 par i , de mettre |3 au commencement et 
à la fin de la même suite et de continuer d'écrire des 
termes autant que faire se pourra vers la droite et vers la 
gauche : on aura ainsi une suite contenant y — i termes. 
Comme d'ailleurs cette suite est la seule qui, d'après l'hy-
pothèse faite, puisse contenir deux multiples de |3, elle 
sera, d'après le principe que nous avons admis, la suite 
du nombre de termes maximum. Le théorème de Legen-
dre, se vérifiant directement pour les nombres premiers 
3, 5, 7, 11, peut être considéré maintenant comme vrai 
en général. 

Quand les nombres premiers sont 3, 5 et 7, les suites 
(2) et (3) sont identiques et contiennent chacune deux 
multiples de a , mais le théorème de Legendre n'en sub-
siste pas moins, puisque le nombre des termes de la suite 
est égal à 4« 

En résumé, on voit qu'il résulte de la discussion pré-
cédente que les travaux de M. Tchebichef ont, en quel-
que sorte avancé la démonstration du théorème de Le-
gendre, mais qu'il reste toujours a démontrer la propo-
sition suivante : 

Une suite de nombres impairs consécutifs divisibles 
par quelqu'un des nombres premiers 3 , 5 , . . . , a , j 3 , y 
étant prolongée autant que possible y aura plus de ter-
mes lorsqu'elle contiendra deux multiples de Vantépé-
nultième nombre premier a que lorsqu'elle n'en contien-
dra qu'un seul. 
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SECONDE PARTIE. 

Nous allons maintenant déduire, comme conséquences 
du théorème de Legendre, divers théorèmes relatifs aux 
limites qui comprennent entre elles des nombres pre-
miers. 

THÉORÈME L Si Von désigne par n un nombre entier 
plus grand que 24 5 par a sa racine par défaut à moins 
d'une unité près, par a et (i les nombres premiers qui 
précèdent immédiatement a (¡3 peut être égal à toutes 
les fois que a -f- i ne sera pas un nombre premier, on 
pourra assurer qu^entre n ei n -f- 2 a -f- i il y a au moins 
un nombre premier, et qu^ entre n ei n -f- 2 j3 -f- i il y en 
a au moins deux. 5/a -f- i est premier, on sera seule -
ment certain quil existe un nombre premier entre n et 
n - h a P - f - i . 

Nous remarquons d'abord que tz -H 2a, qui peut êtrë 
plus grand que (a -f-1)®, est nécessairement plus petit que 
(a -t- 2)®. Car 7i étant compris entre a® et (a 4- i)% est 
au plus égal à â  -f- 2 a, et tz + 2 a est inférieur à â  -f- 4 
et, à plus forte raison, à (a 4- 2)®. ll en résulte que cha-
cun des a nombres impairs consécutifs qui suivent n et 
sont compris dans tous les cas entre n et T z 4 - 2 a 4 - i ^ 
devra, s'il n'est pas premier, être divisible par quelqu'un 
des nombres premiers 3 , 5 , 7 , . . . , a , j3. Le terme (a4-i)®, 
le seul des termes de la suite qui pourrait n'admettre au-
cun facteur premier égal à jS ou plus petit, n'échappera 
pas lui-même à cette loi, puisque ¿z 4- i est d'abord sup-
posé non premier. Mais, d'après le théorème de Legendre, 
il y a au plus a — i nombres impairs consécutifs, divi-
sibles par quelqu'un des nombres premiers précédemment 
cités ; donc, entre N et TZ 4- AA -f- i , il y a au moins un 
nombre premier lorsque a 4- i n'est pas lui-même pre-
mier. 

Ann. de Mathémat., t. XIV. (Âoftt i85S.) i p 
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Les limites n et 7i-f-2(3-f-i eomprendfont aussi, à 

plus forte raison, un nombre premierV, mais je dis de 
plus maintenant qu'elles en contiendront au 'moins 
deux. En effet, s'il n'y avait qu'un nombre premier co 
entre les limites indiquées, on aurait au moins j3 nom-
bres impairs consécutifs, divisibles par 3 , 5 , . . . , a , j 3 , w , 
tandis qu'il y a au plus (3 — i . 

Si a -f-1 était un nombre premier, il devrait être joint 
à la suite 3 , 5 , . . . , a , (3, et dès lors on voit, en recommen-
çant les raisonnements précédents, qu'on pourra seu-
lement affirmer qu'il existe un nombre premier entre les 
limites n ei n -{- 1, 

Corollaire / . Il y a toujours un nombre premier entre 
n eln 2 si n i. La démonstration suppose n plus 
grand que 8, mais, pour les valeurs de n plus petites que 
9, le corollaire se vérifie directement. 

Corollaire II, Les carrés de deux nombres entiers con-
sécutifs, comprennent toujours entre eux au moins un 
nombre premier. 

Remarque. Le seul théorème relatif aux limites des 
nombres premiers que Legendre a déduit de son principe 
a de l'analogie avec le théorème I. Legendre donne aussi 
le premier corollaire. 

THÉORÈME IL Les carrés de deux nombres entiers cou-
sécutijs comprennent toujours entre eux au moins deux 
nombres premiers. 

Nous venons de voir que les carrés de deux nombres 
entiers consécutifs comprennent toujours entre eux au 
moins un nombre premier. Désignons ce nombre'premier 
para). Si, parmi les a nombres impairs compris entre 
tt® et (a--h i)' , il n'y avait qu'un seul nombre premier &), 
on aurait a nombres impairs consécutifs divisibles par 
quelqu'un des nombres premiers 3, 5 , 7 , . . . , a , ¡3, co, 
landisque, d'après le théorème de Legendre, il peut y 
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en avoir âu plus /3 — j. Il y a dpne au moins deiix uóm-
bres premiers entre les limites indiquées. 

La démonstration précédefite suppose a au mpins égal 
à 5, mais, pour les valeurs de a plus petites que 5, le 
théorème se vérifie directement. 

Ici se présente naturellement la question de savoir si, 
à partir d'une valeur suffisamment grande, les carrés de 
deux nombres entiers consécutifs comprennent toujours 
un nombre déterminé de nombres premiers aussi grand 
que Ton veut, mais le théorème de Legendre ne paraît 
pas pouvoir fournir une réponse à la question. Nous al-
lons, du reste, donner maintenant un théorème qui fera 
connaître des limites entre lesquelles on pourra com-
prendre autant de nombres premiers qu'on voudra. 

THÉORÈME IIL Si Von désigne par n une variable qui 
peut prendre toutes les valeurs entières possibles, 'par p 
ei k deux nombres entiers donnés^ entre an et an — k 
il y aura toujours au moins p nombres premiers à partir 
dune valeur de n suffisamment grande qu! on pourra 
déterminer en fonction d/si^ et 

Soient a® et (a -f- i)® les carrés de deux nombres en-
tiers consécutifs qui comprennent 72, et supposons qu'à 
partir d'une valeur de n suffisamment grande on puisse 
toujours satisfaire à l'inégalité 

1 étant un nombre donné qu.elconque. Les nombres 

seront supérieurs à n et inférieurs à ^îfy- 4'après le 
théorème précédent^ il y aura entre nid i n — k au moins 
2 — i) utìfelbrcs premiers. Si donc on pose 

2 (/ ~ i) c= ou 2 ( / — i) = I , 
19. 
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suivant que p est pair ou impair, on sera assuré qu'entre 
n et 2n— A il y a au moins p nombres premiers. On 
peut d'ailleUrs, dans tous les cas, remplacer dans l'iné-
galité précédente l par sa valeur i tirée de l'é-
quation 

2 ( / — ï) 1, 

puisque, dans le cas de p nômbrepair, on ne ferait que 
remplacer, dans l'inégalité, l par une valeur trop grande : 
nous aurons ainsi 

2 /i — A- > H- I -h • 

Cette inégalité sera évidemment satisfaite si nous pouvons 
déterminer n par la condition 

or cette dernière égalité ayant lieu pour toute valeur de n 
plus grande que 

l(p 3)^ + a {p + 3) [p + + 41^ 

4 
le théorème est démontré. 

En faisant 
A = 2, /? = I 

dans la formule, nous trouvons que pour n plus grand 
que 27 il existe toujours un nombre premier compris 
entre n et aw — 2. La même propriété se vérifiant direc-
tement pour tous les nombres plus grands que 3, on voit 
que Ton retombe sur le théorème de M.'.Bertrand, comme 
on devait d'ailleurs s'y attendre. 

Corollaire. Entre n et il y a toujours p nombres 
premiers à partir d'une valeur de n suffisamment grande. 
Je n'aurais pas donné ce corollaire si dans la discussion 
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(lu théorème de Legendre, on n'avait pas rencontre les ap-
plications particulières p=zi, p = 2. 

Le théorème de M. Bertrand a été seul démontré par 
M. Tchebichef; mais je me suis assuré que, par la dis-
cussion d'une équation transcendante, fournie par la 
méthode de l'habile géomètre, on pouvait démontrer le 
théorème III sans difficulté. C'est là, je crois, un utile 
exercice à recommande^ aux jeunes lecteurs des Nouvelles 
Júnales, 

THÉORÈME IV. Entre un nombre et son carré il y aura 
toujours un nombre donné p de nombres premiers à par-
tir d'une valeur suffisaniment grande. 

Ce théorème est une conséquence évidente du théo-
rème III. Comme cas particulier, on retrouve le théorèmp 
de M. de Polignap : Entre un nombre et son carré il y a 
toujours un nombre premier. 

En terminant, je çroi? devoir faire observer que si la 
démonstration du théorème de Legendre ou du postulatum 
auquel je l'ai ramené doit encore résister aux investiga-
tions des géomètres, le théorème II, par son énoncé si 
simple, mérite d'appeler leurs effortç. MM. Tchebichef 
ct de Polignac, par exemple, pourraient peut-être par-
venir à le démontrer par leurs savantes méthodes. 

NOTE SUR LE THÉORÈME NE GOLOBACH. 

Tout nombre pair, excepté 2, est la somme de deux 
nombres premiers au moins de deux manières, et lors-
que le nombre pair est double d'un nombre impair, il 
est toujours simultanément la somme de deux nombres 
premiers de la j orme i et la somme de deux nom-
bres premiers de la forme (4n — 1) [vérifié jusqu'à 
1 0 0 0 0 ) . 

L'énoncé ainsi complété permet d'établir up certain 
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lien entre le théorèjtne de Goldbâch et d'autres proposi-
tions connues. 

Remarquons d'abord que la première partie de la pro-
positioh exige nécessairement la vérité du théorème que 
nous avons déjà troUvé au début de la discussion d'un 
théorème de Legiendre, à savoir : qu'enfrew/z nombre plus 
grand que 6 et son double il y a toujours au moins deux 
nombres premiers. En effet, la première partie du théo-
rème, à partir de i4 , est vraie, même en ne comptant 
pas la décomjposition en deux nonxbres premiers égaux. 

Eh second lieu, si Ton admettait la deuxième partie du 
théorème, en se rappelant que tout nombre premier de 
la fôirme 4u 1 est la somme de deux carrés, on ien con-
clurait qu'un nombre quelconque est la somme de quatre 
carrés ou d'un noinbre moindre de carrés. On peut même 
ajouter que si l'on voulait obtenir une décomposition 
d'un nombre en quatïie feàrrés, par exemple, pour con-
struire géométriquement la racine carrée de ce nombre , 
on aurait peut-être de cette manière le procédé le plus 
régulier et le plus simple. Je suppose, bien entendu, que 
ToU ait à sa dispositio'û deux Tables, l'uue de Uombres 
premiers , l'autre de carrés. 

Soit proposé, par exemple, de décomposer le nombre 
327 en quatre carrés 5 en désignant par x̂ ^ ŷ ^ z®, û  les 
quatre carrés inconnus, on écrira 

. -hy' Z^ = 654, 
et, en décomposant 654 eu deux nombres preniiers de la 
forme4«-f-i , 

2 (o;̂  4 - 4 - - h = 397 4-257. 

Maintenant si l'on décompose chacun des nombres 3^7 
el 257 en deux carrés , on a 

2 4 - 4- + lû) = 19' + 4- 12 162^ 
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OU encore 

+ — r ) ' 4 - ( z 4- -h (z — it)' 

Or on peut satisfaire à cette équation en égalant chaque 
terme du premier membre au terme correspondant du se-
cond, ce qui détermine X, z et m. 

On a ainsi finalement 

327 = 10̂  4- 9' -h 11'-+-

SUR LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS TRANSCENDANTES. 

1. Dans tout ce que nous allons dire, nous supposerons 
que l'équation ne renferjne qu'une inconnue à coeffi-
cients réels, et qu'un des deux membres est nul, de sorte 
que l'autre membre est une fonotion de l'inconnue. 

2. Premier principe général. Lorsque deux nombres 
réels substitués dans une fonction â une variable, à la 
place de la variable, donnent deux résultats de signes con-
traires et si, en outre, la fonction ni aucune de ses déri-
vées ne deviennent ni infinies ni imaginaires, par la sub-
stitution de nombres compris entre les deux nombres 
réels, alors il existe entre ces mêmes nombres au moins 
un nombre qui, substitué à la place de la variable, annule 
la fonction. 

3. Second principe général. Lorsque les substitutions 
de deux nombres réels ont donné des résultats de signes 
contraires, on peut, en prenant indéfiniment des moyen-
nes entre ces nombres, parvenir à des limites dont la dif-
férence soit moindre qu'une quantité donnée; ces limites 
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comprennent un nombre qui, substitué dans la fonction, 
Tannule. 

4. La longueur et la complication des calculs rend le 
plus souvent ce second principe impraticable, et Ton doit 
recourir à d'autres moyens d'approximation. 

Méthode des séries. 

Soit l'équation 
y z=z af — 10 = p. 

Substitution. RésuUats. 
or jr 
1 
2 
3 

- 9 
— 6 

îl y a au moins une racine entre 2 et 3* 

y ==. — o , n 8 , 
x = 2 ,6 , 7 = 4-0 ,993. 

On a x à près \ faisons 

= o:, 4 - 2 , 5 , 

1 . ï Xx est plus petit que —• 

(jci — 10 = o, 
(2,5 4-^i)log{a:, 4- 2 , 5 ) = logio (log. hyp.), 

développant 

( 2 , 5 4 - ^ 0 

( à ) ' - - . 

= log ï o ; 



( ^97 ) 
On ne veut conserver que la sixième décimale et il faut se 
rappeler que x, est plus petit que 0,1. 

(2,51og2,5-logio)+a:, 

ï 
' 3 . 4 ( 2 , 5 ) 3 

2,5Iog2,5 —logio o,oii8584, 
1 -f- log2,5 = 1,916291, 

I = = o, 20000, 
2 . 2 , 5 

- = — 0 , 0 2 6 7 , 

= o , o o 5 . 

6 . ( 2 , 5 ) 
I 

1 2 . ( 2 , 5 ) ^ 

o,oo5^; — 0,02675?; H-0,20000¿c5 
-f- 1,916291a:, — 0,0118584 = o ; 

équation algébrique. En la traitant par les procédés ordi-
naires, on trouve 

xi = 0,006184, 
et 

2 ,5O6I84« 

Si Ton veut continuer, on fera 

¿¿ ;= Xf -h 2 , 5 O 6 J 8 4 , 

et ainsi de suite. 
Soit 

/ ( x ) est une fonction donnée de ar, et a une quantité réelle 
donnée*, on pose 

f{x)=zz, 

on d^uit la valeur[de et la question se rédtiit à résoudre 
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Féquation 

f{x) = z. 

i" Exemple ; 
10, 

on a 
\ogx = 2,5O6I84 

et 

07 = 320,76, tangx̂ ®̂«̂  = 10, a : = i 7 ° 4 7 ' -

2® Exemple : 

J rizc® — — 5 = o; 

e est la base du système népérien. 
X 

1 
y 

~ 4,282 
2 — 1 ,611 
3 4-9 ,085 

4- 1 , 2 2 3 

2 , 3 4 - 0 , 3 7 4 

2,2 — 0 , 3 7 5 

J = — 2 (2,2 4- —- 5 = o, 
y = 9,025054^^ — 2x4 — 9 , 4 = 3 0 , 

négligeant les x% on obtient 

o,8xf 4-o,o38j7t + 1,5o4ir; 4- . 

4- 7 ,o25o5xi — 0 , 3 7 4 9 4 6 = o, 

d'où Ton tire la valeur de Xi. 
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Pour trouver les racines imaginaires, posons 

o: = tt 4- iV ; 

uel V sont des quantités réelles et 

On a 
y = — 2 (tt -h w) — 5 = e" ( cosp + i sinf) — 2(M-f-W).— 5 = 0 . 

Cette équation se décompose en deux autres 

(l) y=:C"COSV — 7.11 — 5 = 0 , 
IV é" = smp 

Il étant réel, ^ ^ est positif; ainsi u est compris entre 
o et 77, 
2 7r et Stt, 

STT. 

Désignons une très^petite quantité par e, on a 

pnrg, ii = loghyp. 2, —. 
— e, w = o o , y = — 00 . 

L'équation (I) n'a donc pas de racines entre o et TT. 
Faisons 
P=27r-hg, U=:CO , Z = 4 - , cos ( 27r -f- g) pOsitif, 
v=z37c—e, Zi = 00, cos(3TT — e) négatif; 

il y a donc une valeur de v entre 27r et STT eu entre 6: 
et 9. 

M = 3,O59, 4>947» 
i>=:8, 2,783, z = — 12,919, 
C = 7 , 5 , « = 2 , 7 7 2 , z = — 5,5OO, 

W = 2 , 8 9 8 , 0 , 2 4 1 , 

V = 7 , 3 , tt = 2,843, 3 = — 1,654; 
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donc l'on a 

X = 2 ,8-f-7 ,2 ï environ. 

Représentons cette valeur par a , posons 

¿r = « -h x, ; 
on a Féquation 

— 2 ( ^ 1 4 - ^ - , ) — 5 = 0 , 

ou 
(cos7,2 4- i sin7,2) e*» — 10,6 — "" = 

Dans un cercle de rayon i , un arc de longueur 7,2 
contient 4 3 i ' 4 6 ' ' l e logarithme du cosinus de 
cet arc est 

9,7841561— 10, loge-'»=: 1,2160246, 

d'otl̂ Ton tire 

cos 7 ,2 = 10,0042 (*), 

logsin 7,2 = 9,8996378, d'où 

( o : ' x"^ \ 
I 4 - 4 - ~ 4 - ^ ^ 4 - . . . j 

— 10,6 — i4>4' — ~ 
d'où 

. .r, = o ,092 4- 0 ,010/ , 
X — 892 4 - 7 , 2 1 0 / . 

S. Cette méthode consiste donc à trouver d'abord une 
valeur de la transcendante à un dixième près. Soit m 
cette valeur de la variable x , on fait 

X =z m Xi, 

{*) M. Spitzer trouve io,oo/|i3. 
(**) M. Spitzer trouve ï3,o5i5i9. 
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Xi sera au-dess6us d'un dixième. On développe la trans-
cendante en série convergente-, on néglige les termes de 
la série dont les valeurs sont au-dessous de la décimale à 
laquelle on veut s'arrêter, on obtient une seconde approxi-
mation TTïi 5 on fait derechef • 

et Ton continue de même. 

Équations à deux inconnues. 

6. Le premier principe général (n® 2) est encore ap-
plicable. Soient 

f [ x , — r ) — o 

les deux équations données. ^F et f sont des fonctions en-
tières ; posons 

en donnant à x une suite de valeurs, on obtient une 
suite correspondante de valeurs pour et z. Si ces suites 
sont continues et que échange de signe, il existe au moins 
un intervalle où les valeurs de o: et de ^ auront annulé z 
et ces valeurs satisfont aux deux équations. On pourra en 
continuant trouver des valeurs de o: et de à moins d'un 
dixième près et ensuite procéder comme ci-dessus. 

Soient les deux équations 

on aura les suites 
X y i 
t 4 
2 2 — 1 

3 1 , 5 8 7 4 - 0 , 7 1 9 
2 , 5 1 , 7 ^ 1 — 0 , 0 6 9 9 
2 ^ 6 1 , 7 0 4 4 - 0 , 0 9 6 2 
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Ainsi, à moins d'un dixième près, 

2 , 5 , 

( 2 , 5 4 - = 5 , ( 1 , 7 + r . = 4 ; 

Prenant les logarithmes hyperboliques, développant et 
mettant à la place de log 2 ,5, log i ,7 leurs valeurs respec-
tives , on obtient 

(1.7 

(2 ,54-^ , ) 

0,9162907 4 - ^ 

0,5306282 • 

Z L 

Z i . 
2,7 

= 1,6094379, 

= 1,3862944; 

ne conservant que les premières puissances, on obtient 

o,68x, 4- 0,9162907/, = 0,0517437, 
0,530628x1 4- 1 , 4 7 * ^ 5 8 8 = 0 , 0 5 9 7 2 3 9 ; 

X, = O , O 4 I 6 , FI = 0 , 0 2 5 3 , 

x = 2,5416, 1,7253. 

Obseryation. Nous avons copié ces exemples dans 
l'ouvrage de M. Spitzer (voir Nouv^elles Annales, t. X, 
p. 366), 

Méthode des Tables, 

1, La méthode des séries peut être employée pour tou-
tes les transcendantes susceptibles de se développer en une 
série convergente-, mais lorsque la transcendante est pé-
riodique, telles sont les lignes trigonométriques, il est 
souvent plus commode d'en dresser les Tables. 
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Prenons pour exemple le problème de Kepler. 
Soit l'équation 

z = x -h esinx, 

z est l'anomalie moyenne, x l'anomalie excentrique et e 
l'excentricité exprimée en parties circulaires de rayon i ; 
étant donné z, il s'agit de trouver x. 

Soit 

exprimée en parties circulaires 
1 9 ' 1 3 ' ' . 

Voici le commencement de la Table : 

f ff 

I2.3O,OOO 

1 2 . 2 9 , 9 9 8 

»^•29,996 

1 2 . 2 9 , 9 8 7 

1 2 . 2 9 , 9 8 1 

On continue la Table jusqu'à 90 degrés 5 ensuite les va-
leurs de e sino: reviennent. Étant donnée la valeur de 
on trouve celle de x soit dans la Table, soit par les par-
lies proportionnelles ou par interpolation. On calcule 
ainsi une Table pour chaque planète. 

Dans tous les Traités d'astronomie, on donne pour ce 
problème la méthode par séries [Mécanique céleste^ 
P® partie, livre D). 

( * ) La plus £ft*ande excentricité connue est celle 4e Juimn, 0,266 ; la 
moindre est celle de Vénus, 0^0682; et après vient celle de Neptune^ 
0,00872: la plus grande, parmi les anciennes planètes, est celle de 
Mercure, o,2o562. 

X z 
0 c * t u 

0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 , 0 0 0 

0 . 10 0 , . 1 2 . 3 o , o o o 

0 . 2 0 0 

0 . 3 o 0 . 3 7 - 2 9 > 9 9 4 
0 . 4 0 0 . 4 9 . 6 9 , 9 8 6 

0 5 o î . 2 . 2 9 , 9 7 3 

1 . 0 0 1 . 1 4 . 5 9 , 9 5 4 
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Consultez pour l'origine du problème VHistoire de 

V Astronomie moderne y de Delambre, t. 1®', p. 466, 
1821. On y lit le développement complet des idées con-
signées dans la lettre de Képler à Ursus ( Bulletin, p. 63 ), 
idées qui ont absorbé toute la vie de Képler. 

On trouve une solution du problème de Képler, par 
M. Hansen, daiis les Comptes rendus, t. XXXV, n" 21, 
22 novembre 1852, et Astronomische Nachrichten^ tome 
XXXV, page 317, i853. 

Cette solution donnée par les séries est d'une simplicité 
et d'une élégance remarquables -, il me semble qu'on peut la 
déduire de certains théorèmes de notre illustre géomètre, 
maintenant le plus grand analyste du siècle, théorèmes 
que je ne puis retrouver pour le moment. 

Le nombre de ces théorèmes est si considérable, leur 
dispersion si grande, qu'il faudrait une boussole spéciale 
pour se diriger dans ces sporades analytiques. A un grand 
architecte, on est en droit de demander un édifice. En ac-
cumulant sans cesse matériaux sur matériaux, on ren-
contre l'inconvénient si pittoresquement exprimé dans ce 
dicton allemand : Les arbres empêchent de voir la forêt. 
Quand aurons-nous la mécanique moléculaire si souvent, 
si solennellement promise! Toutefois, demain n'appar-
tient à personne. 

La suite prochainernent. 

QUESTIONS. 

311. Trouver l'aire d'une portion d^hyperboloïde de 
révolution à une nappe renfermée entre deux sections cir-
culaires parallèles. On donne les rayons des cercles, la 
longueur delà partie de l'axe, la longueur de l'élément 
rectîligne que ces sections interceptent. 
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312. Mener par un point donné dans un angle sphé^ 
rique un arc de grand cercle tel, que le rapport des sinufe 
des deux segments soit égal à une quantité donnée. 

313. Construire la surface 
cosx , . . . 

~ cô^' ^̂  ~ base nepenenne. ) 

{ E . CATALAN.) 

MODES DE GÈKÉRATiON 
DES CASSINOIDES ET DES LE«NISGATES^ 

PAR M. G A R L I N , 
Docteur ès Sciences, 

La définition géométrique de la cassinoïde ou ellipse 
de Cassini est que le produit des distances d'un point quel-
conque de cette courbe à deux points fixes (qu'on nomme 
foyers ou pôles) est constant. On sait qu'on a comme cas 
particulier la lemniscate de Bernoulli ou lemniscate hy-
perbolique. Je vais indiquer ici quelques moyens nou-
veaux d'obtenir ces courbes remarquables , dont la dis-
cussion complète se trouve dans les Traités de géométrie 
analytique. 

PROBLÈME I . Le lieu géométrique des foyers des co-
nique^ concentriques ayant un diamètre déterminé de 
grandeur et de position^ le diamètre conjugué étant seu-
lement déterminé de grandeur, est une cassinoïde. 

On peut résoudre cette question en se servant de l'équa-
tion aux foyers; mais nous nous contenterons de donner 
la démonstration géométrique suivante : 

Prenons le diamètre fixe OA pour axe des abscisses ci 
la perpendiculaire OY pour axe des ordonnées. Soit OB 

4nn. de Malhch?iat., t. XIV. ( Aoiit i855. ) 20 
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la position de F autre diamètre correspondant à une va-
leur particulière de l'inclinaison variable B. Si F est un 

point du lieu, le point F ' , symétrique par rapport à l'o-
rigine, en est aussi un; donc les coordonnées des points 
F et F' sont égales et de signe contraire, et l'origine des 
coordonnées est un centre du lieu cherché. Représentons 
comme à l'ordinaire par a' et b' les deux demi-diamètres 
conjugués, par a et b les demi-axes de la conique dont F 
et F ' sont les foyers 5 x et y étant les coordonnées con-
stantes, on a, pour le carré de la demi-excentricité, 
(i) = b\ 

Mais, d'après un des théorèmes d'Apollonius sur les 
diamètres conjugués, on a 
(2) «'-f- b'\ 

Enfin, le point A appartenant à la conique que nous 
supposerons être une ellipse, on a la relation 

A F - I - A F ' 2 « . 

Je dis maintenant que le produit FA. FA' ou FA. F ' A 
(puisque FA' = F 'A) est constant. En effet, élevant la 
dernière relation au carré, il vient 

( 3 ) . A F A F ' - H 2 A F . A F ' = : 4 Â ^ 

Or la figure donne 
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d'ailleurs, d'après les équations (i) et (2)^ 

2^2 = a" -f- b'̂  4- x̂  - h y ; 

par stiite, l'équation (3) se réduit à 

AF.AF'= : 

Ainsi on a bien une cassinoïde dont les pôles sont les ex-
trémités du diamètre fixe, et dont le produit constant cor-
respondant est le carré du demi-diamètre conjugué. 

En écrivant la dernière équation en coordonnées rec-
tangles , on voit immédiatement que quand les deux dia-
mètres conjugués sont égaux , la cassinoïde se transforme 
dans la lemniscate de Bernoulli. 

Remarque, Les triangles tels que AFF ' ont la médiane 
AO constante de grandeur et de position, et le produis 
des deux côtés adjacents x\F.AF'est constant. Il résulte 
de là la génération suivante des cassinoïdes: 

THÉORÈME. Les sommets des angles à la base des 
triangles dont la médiane correspondante est constante 
de grandeur et de position, et dont le produit des deux 
autres cotés est invariable, décrivent des ellipses de Cas-
sini. 

Si la médiane est moyenne proportionnelle entre les 
côtés adjacents^ les courbes décrites sont des lemnis-
cates. 

PROBLÈME I I . Trouver le lieu géométrique des foyers 
et des sommets des cassinoïdes concentriques de module 
donné et assujetties à passer par un même point. 

L'équation de la cassinoïde, dans les deux systèmes de 
coordonnées le plus fréquemmelipt employés, affecte les 
deux formes ' 
(1) + y^y — — -f. a' 
(2) — 2 ô f ' c o s 2 Ô . r 2 - + - ^ / / j 
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î2a est la distance des deux points fixes et est le produit 
constant des dislances d'tin point quelconque de la courbe 
à ces deux points. 

On appelle module le rapport - = A ; on le suppose ici 

donné. Remplaçant h par sa valeur a/r, l'équation (i) 
s'écrit 
( 3 ) — = o. 

On prend pour OX la ligne joignant le centre commun 
au point donné, lequel est à une distance d de ce centre, 
et pour OY la perpendiculaire menée par ce centre. En 
faisant varier le paramètres, dans (3) , on obtient une 
infinité de courbes. Soit maintenant OX'faisant avec OX 
l'angle a , le grand axe d'une courbe quelconque du sys-
tème. On a Féqtiation (3 ) pour Téquation de cette courbe 
rapportée à OX' et OY', le paramètre a ayant une valeur 
déterminée. Si l'on voulait dans cette équation remplacer 
a par a, il suffirait d'expritiier qu'elle est satisfaite par 
les valeurs 

x = c?cosa, / = — i / s ina , 
ce qui dònne 
( 4 ) — -f- (ï — = o. 

Si l'on éliminait a entre (3) et (4)5 on aurait l'équation 
générale des courbes du système par rapport aux axes mo-
biles OX' et OY'. 

Pour avoir l'équation du lieu des foyers, il suffit 
dans (4) de remplacefr a par r, ce qui donne pour l'équa-
tion polaire du lieu 

id-" d' 
- c o s 2 a . H Tx ~ o. i — ' i — h^' 

Cette équation a la mênie forme que l'équation (2). Cher-
chons dans quels cas on peut identifier ces équations \ on 
doit avoir ^ 
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Ces deux conditions déterminent les deux éléments a et 
15 pour qu'ils soient réels, il faut qu'on ait ii < i. 

Il est à remarquer que le module du lieu des foyers est 
le même que pour les courbes du système, car 

Dans l'hypothèse particulière À = i , auquel cas les cour-
bes du système sont des lemniscates, l'équation du lieu 
des foyers devient 

2 cos 2 a 
ou 

d' 

Elle représente des hyperboles équilatères dont les asymp-
totes sont les bissectrices des angles des axes et dont le 

demi-axe transverse est 

L'équation du lieu des sommets se déduit sans peine de 
celle que nous avons trouvée pour les foyers. En effet, si 

désigne le rayon vecteur d'un sommet, on a, comme il 
est aisé de le voir. 

Or, a désigne le rayon vecteur r du foyer correspondant, 
et comme d'ailleurs fe = / r , la relation précédente donne 

Substituant cette valeur dans l'équation des foyers, il 
vient 

d'ii-^-h') 
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En raisonnant comme précédemment, on voit qiïe cette 
équation représente des cassinoïdes, pourvu que le mo-
dule A soit moindre que Tunilé. 

Sar an faisceau homographique dans les coniques ^ 
PAR M. p o u d r a , 

Chef d'escadron d'état-major en retraite. 

Soient donnés dans un même plan les cinq points a , 
b^^c.^ trouver un point m tel, que les cinq droites 
ma^'mb ^ me ^ md,^ me forment un faisceau homographi-
que avec un autre faisceau M<2i, M^i, Mcj, M^/j, Mê  
de cinq droites données. 

Par un des points b donné , on trace les droites ba, ¿c, 
bd^ be. On détermine ensuite la droite bf qui est telle, 
que les quatre droites èc , bd^ ba^ fe/* forment un fais-
ceau homographique avec celui qui est déterminé par les 
quatre droites Mci, Mc?i, Mai, M On construit de 
mêmela droite ¿¿'telle, que le faisceau formé par les quatre 
droites bd^ be, bg soit homographique avec celui des 
quatre droites Mcj, Md^, Me^, Mèj. 

On détermine ensuite la section conique qui passe par 
les quatre points a , &, c, J et qui soit tangente à la droite 
bf'̂  de même, la section conique passant par les quatre 
points &, c , rf, e et qui soit tangente à bg. Ces deux sec-
tions coniques se coupent en un quatrième point m qui 
est le point cherché. 
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SOLUTION DE.LA QUESTION 3 0 4 
( voir page 211 ) ; 

PAR M. poudra , 
Chef d'escadron d'éUt-major en retraite. 

Soient donnés dans un même plan : i® cinq points 
1 , 2 , 3 , 4 , 5 sur une droite A 5 cinq droites a, 6, c, d, e. 
Mener une transversale mn qui coupe les cinq droites en 
cinq points i i , 2 i , 3 i , 4i9 5i qui soient homographiques 
aux cinq points de la droite A. 

Considérons d'abord les quatre droites c , e. La 
droite a coupe les droites c , e en trois points. On dé-
termine sur cette droite un quatrième point a tel, que le 
rapport anharmonique de ces quatre points soit égal à 
celui des quatre points donnés i , 4? ^̂  ? 5. De même la 
droite & coupe a, c, e en trois points, et soit (3 le quatrième 
point tel, que le rapport anharmonique de ces quatre 
points soit aussi égal à celui des points i , 4 9 2, 5. On 
joint les points a et (3, et alors on détermine la section co-
nique tangente aux cinq droites a , £ , c , e , ( ) • Elle 
sera telle, que toute tangente à cette courbe sera coupée 
par les droites ¿z, , c , e en quatre points dont le rapport 
anharmonique sera toujours égal à celui des quatre points 
1 , 4 , 2 , 5 . 

Considérons ensuite les quatre droites a, è, rf, e, et dé-
terminons de même une conique tangente à ces quatre 
droites et telle, qu'une tangente quelconque coupe ces 
quatre droites a , è , rf, e en quatre points dont le rapport 
anharmonique soit égal à celui des quatre points donnés 
1 , 2 , 3 , 5 . 

La tangente mn commune à ces deux coniques sera la 



transversale cherchée. Les deux coniques ayant déjà par 
construction trois tangentes communes, il n'y a qu'une 
solution au problème. 

NOTE SL!R LE PRINCIPE BE L'HOMOGÉNÉITÉ, 
PAR M. PAUL SERRET, 

Professeur. 

1 . THÉORÈME. laissant indéterminée Vunité de lon-
gueur, on représente par les nombres a , b , ç , etc,, les 
longueurs des différentes lignes A, B, C, etc,, d'une fi-
gure et que Von trousse entre ces nombres la relation 

f{a, b, c,., .) = o, 

le polynôme f ( a , b , c , . . . ) qui forme le premier membre 
de cette équation sera hamogène, 

Dans la démonstration que Ton donne ordinairement 
de cette importante propositioni on établit, pour le cas où 
la relation entre les grandeurs considérées peut s'expri-
n}er algébriquement, que si le polynôme f (a, b, c , . . . ) 
?{'est pas homogène, Véquation 

f{a, h, o 

doit du moins se décomposer en une série d'équations 
homogènes 

/ ( a , b, = b, c, . . = o, 

ayant lieu séparément, et dont chacune exprimerait par 
conséquent une propriété particulière de la figure consi-
dérée. 

Il me parait fâcheux, toutefois, que l'on ne donne ja-
mais à l'appui de cette singulière démonstration un seul 
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exemple présentant aux élèves celte agréable surprise 
d'une équation recélant dans son apparente unité, non-
seulement la relation dieterminée que l'on cherchait à 
mettre en évidence entre les éléments considérés de la fi-
gure , mais encore plusieurs autres relations distinctes de 
la première, auxquelles le calculateur ne songeait nulle-
ment , mais que le calcul, beaucoup plus intelligent, ne 
pouvait omettre. 

Malheureusement pour le calcul, l'exemple que l'on 
néglige de donner est encore à trouver, et le principe de 
l'homogénéité peut sans inconvénient se passer de son 
concours. 

2. Supposons, en effet, qu'ayant pour objet de trouver 
une certaine relation déterminée existant entre les lon-
gueurs des lignes A, B, C, etc., d'une figure, nous pre-
nions d'abord l'une de ces lignes , A par exemple, pour 
unité de longueur. 

Soient I, h\c\ etc., les nombres qui expriment les 
longueurs des lignes A, B, C , etc., et soit 
(i) = o 
la relation trouvée entre ces nombres. 

Laissons en second lieu l'unité de longueur indétermi-
née, et soient alors a.,b .̂ ĉ  etc., les nombres, indétermi-
nés aussi y qui mesurent les lignes A, B , C , etc. 

Le rapport de deux grandeurs étant indépendant de 
l'unité particulière adoptée pour les mesurer, on aura les 
relations suivantes : 

f; _ ^ ^ I a ' I a^ 
ou 

a a 

Donc, en remplaçant dans l'équation (i) les l̂ombyes 
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c', etc., par leurs valeurs, nous aurons la relation gé-

nérale cherchée 

f . ) f l y , = 

équation homogène de degré zéro, et qui demeurera .en-
core homogène en prenant le degré m si, pour faire dispa-
raître les dénominateurs, on multiplie tous les termes par 
la plus haute puissance de a, a"' qui entre algébrique-
ment en dénominateur. 

Remarque, Cette démonstration contient en même 
temps Tindication de la marche à suivre pour rétablir 
l'indétermination de l'unité dans une équation quand on 
a pris d'abord l'une des lignes de la figure pour unité de 
longeur. Elle s'applique d'ailleurs à toutes les relations 
possibles entre les éléments de la figure, soit que ces re-
lations puissent s'exprimer algébriquement, soit qu'elles 
se traduisent par des équations transcendantes, tandis 
que la démonstration ordinaire, outre les inconvénients 
signalés plus haut, s'applique seulement au premier cas. 

DEUX THÉORÈMES 
RELATIFS A LA PARTITION DES NOMRRES, 

PAR M. PAUL V O L P I C E L L I . 

Lemme. Soit 

où fjL, a , (3 , . . . , T représentent des entiers, et Ai, As, 
/ ¿ a h i expriment des nombres premiers. Eu posant 
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les nombres «i , Wj des solutions entières de réquation 

sont représentés par les équations 
W, =:= ? 

(.) : 

La première de ces formules se rapporte au cas dans 
lequel au moins un des exposants a , | 3 r est im-
pair, et la seconde n'est applicable que quand les mêmes 
exposants sont tous pairs. Dans le cas de 

U devra èlre impair dans la première et pair ^ 2 dans la 
seconde. En faisant 

on aura de la première, par corollaire, 

formule déjà donnée par Legendre {*) et par Poinsot 
En outre, en supposant que /ij, fta,..., /ia soient tous 
nombres premiers de la forme 4 H- i ? le nombre des. 
solutions entières de l'équation 

est exprimé par les équations 

( 2 ) 7 = Y ' = I ( H + . ) , 

(*) Théorie des nombres} t, I, p. 8 ; Paris, i83o. 
Comptes rendus; t. K X V H l , p. 582; mai 18^9. 
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La première de ces formules est applicable quand, quel 
que soit un au moins des exposants a, (3,..., T, est im-
pair 5 la deuxième quand, ¡j. étant impair, les mêmes expo-
sants sont tous pairs-, la troisième quand, fx étant pair ou 
zéro, tous les autres exposants sont pairs (*). 

THÉORÈME L Tout nombre C, excepté le double d'un 
impair, est autant de fois représenté par là somme de 
X — y nombres impairs consécutifs, en commençant 
par ay -f-1 et en terminant par 2X — i, quHl y a de 
solutions entières pour V équation 

= 

le nombre desquelles est donné par les équations (i). 
Si c est carré, il y aura de plus la décomposition 
suiv^ante : 

Exemple: Qti'on ait 

on a 
^ = 3 , a = 2 , 

et pour cela 
w, = 3 ; 

donc 
1 9 , I I , 9 ; / = R 1 7 , 7 , 3 ; 

d'où 
/ = 2 , 4, 6, 

2 J - I - I 3 5 , l 5 , 7 , 

I = 3 7 , 21 , 17 ; 

et enfin 
i 35 -h 3 7 , 

72 = < l 5 4 - 17 -h 1 9 + 21 , 

\ 7 4 - 94- I I 4 - i 3 4- I 5 4 - 1 7 -

(*) Journal de Mathématiques pures et appliquées de M. A.-L. Crelle} 
tome XLIX. 
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THÉORÈME IL Tout nombre c qui se décompose en 

deux can^és x ' , y^ est la somme de deux progressions 
arithmétiques dont la premiere se forme de ji termes, 
en commençant par 2 et en terminant par 4yi — 2,ei la 
seconde de X j — y i termes, en comrnençant par 2 y i - f - i 
et en terminant par 2X1 —i. Il y aura pour c autant 
de ces décompositions quil y a des solutions entières 
pour Véquation 

dont le nombre est donné par les équations ( 2 ) , Sit est 
carré, il y aura de plus la décomposition 

Exemple : Qu'on ait 

c = I io5 = 1 7 . 1 3 . 5 , 

les solutions entières de l'équation 

+ = I io5 
seront 

jc, = : 3 2 , 3 i , 2 4 , 3 3 ; 71 = 9 , 1 2 , 2 3 , 4> 

d'où 

4 ^ , ^ - 2 = 34, 46, 90, i 4 ; 2 7 . 4 - 1 = 19, 25, 47, 9; 

2a:,— 1 = 6 3 , 61, 47» o:, — = 23, 19, i , 29; 

et enfin 

(2 4 - 6 4 - 1 0 . . . 4 - 3 4 4 - 19 + 21 4-...-I-61 4 - 6 3 , 

2 4 - 6 4 - . . . 4 - 4 ^ + 2t5 4 - 27 H-. . . 4 - 5 9 4 - 6 i , 

2 4 - 6 4 - . . . 4 - 9 0 4 - 4 ? > 

2 * 4 - 6 4 - . . . 4 - 9 - + - I l 4 - . . . 4 - 6 3 - f - 6 5 . 
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SOLUTION BE LA QUESTION 3 0 6 
(voir page SU); 

PAR M . ERNEST D E J O N Q U I È R E S , 
Lieutenant de vaisseau. 

Appelons, pour abréger, rajons pivotants les rayons 
tels que Sa^ el rayons iang^enii'e/i les tangentes issues 
des points bp. Soient E le point de concours des côtés AC, 
BD \ i le point où AB rencontre la transversale L -, A:, / , m 
les points où L est coupée par les autres côtés AC, DB, 
CD du quadrilatère ABDC^ enfin , soient e ,/^les points 
doubles des deux divisions homographiques etc., 
bp̂  etc. 

La courbe passe par le point S j car si l'on regarde le 
côté SBi comme étant un rayon tangentiel, le rayon 
pivotant Sz'qui lui correspond, quel qu'il soit, le coupe 
au point S. 

Pour tout autre rayon pivotant Sa^, on a une origine bp 
différente de i, et cette origine donne lieu à deux tan-
gentes (réelles ou imaginaires) qui déterminent toujours 
deux points de la courbe sur le rayon Sap, sans compter 
le point S qui s'y trouve déjà. La courbe est donc du troi-
sième degré, puisque toute transversale issue du point S 
la coupe en trois points (*). 

Prenons la droite SC pour rayon pivotant. La conique 
à décrire est assujettie à toucher à la fois les trois droites 
CA, CS, CD qui concourent au même point C et les 
deux droites BA, BD. Or, il n'y a que la droite CD, el-
lipse infiniment aplatie, qui satisfasse à la question. Les 
rayons tangentiels passent dans ce cas par les extrémités 
C et D de cette droite. Donc le point C appartient à la 
courbe. 

(*) 11 rosto à demontrer que le point S n'est pas un point multiple. TM. 



( 3 i 9 ) 
Mêmes raisonnements pour les points E et D* 
Il est évidetit que la courbe passe aussi une seule fois 

par chacun des points doubles e, / . Cherchons le troi-
sième point d'intersection de la courbe et de la transver-
sale Lj ce point est unique. Pour le déterminer, inscri-
vons une conique dans le pentagone formé par le quadri-
latère donné et par la transversale 5 puis menons par le 
points (au moyen du théorème de M. Brianchon) la 
tangente Ssp à cette conique. Si Ton regarde cette tan-
gente comme étant le rayon pivotant actuel, L sera l'un 
des rayons tangentiels conjugués. Donc le point a^oii la 
tangente Sa^ coupe L , est le troisième point cherché. 

Nous avons déjà deux points de la courbe sur chacun 
des côtés ACfc, CDw, DB/, savoir : C et E sur AC, 
C etD sur CD, D et E sur DB, Pour obtenir les troi-
sièmes points d'intersection respectifs, traçons les rayons 
pivotants conjugués respectivement SA', S m', ST. Les 
rayons couperont les côtés correspondants en des points 
qui sont les points cherchés. 

Voilà donc neuf points de la courbe déterminés sans 
trácer aucune conique. On peut ensuite achever la con-
struction en employant le procédé indiqué par M. Chasles 
dans les Comptes rendus Au 3o mai i853, mais rien 
n'empêche d'éifectuer la construction même de 1 énoncé 
qui n'exige pas davantage le tracé des coniques. En eifet, 
pour chacune d'elles, le problème à résoudre se réduit à 
mener par un point deux tangentes à une conique déter-
minée par cinq tangentes données. Prenons quatre de 
celles-ci 5 elles forment un quadrilatère et les tangentes 
cherchées forment un faisceau en involution avec les 
quatre rayons qui joignent le point donné aux quatre 
sommets de ce quadrilatère ( Géomé/ne supér,, p. 667 ). 

Formons un autre quadrilatère avec quatre autres tan-
gentes prises dans les cinq qui sont données, les tangentes 
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chefchées sont aussi en involulion avec les rayons qui 
aboutissent aux sommets de ce second quadrilatère. Cou-
pant toutes les lignes de la figure par une transversale ar-
bitraire, le problème est ramené à celui du n® 271 de la 
Géométrie supérieure. 

Ainsi la questioii est complètement résolue. Remar-
quons, chemin faisant, que le faisceau des coniques est 
homographique avec la division de points que leurs cen-
tres déterminent sur la droite qui les contient tous, et, 
plus généralement, avec la division de points formée par 
les pôles d'une droite quelconque du pian de la figure pris 
relativement à ces coniques. 

Le théorème 306 donne lieu au suivant : 
THÉORÈME. On donne dans un plan : I® quatre points 

1, 2, 3 , 4 ; u?ie droite L passatit par Vun de ces points, 
i par exemple, et deux divisions homographiques m^ 
n, etc., m', n', etc., sur cettedroite; un point quelconque 
O hors de la droite. Par un point variable m de la pre-
mière division et les quatre points i , 2 , 3 , 4 ? on fait 
passer une conique et Von joint le point O au point m^ 
conjugué de m, par un rayon O m ' qui coupe la conique 
en deux points a , jS-, enfin on joint le point m à ces 
deux points. Toutes les droites telles que ma, mjS en-
veloppent une courbe de troisième classe qui touche la 
droite L , les côtés 2 - 3 , 3-4 du quadrilatère i , 2 , 3 , 4-, 
sa diagonale 2-4 ainsi que les deux rayons Oe , O f qui 
joignent le point O aux points doubles des deux divi-
sions homographiques tracées sur L . 

La loi de dualité dispense de prouver ce second théo-
rème. La démonstration est corrélative de la précédente 
et donne lieu aux mêmes considérations. 
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NOTE , 
Sur la forme préférable de^-ilil|%les géodésiqaes; 

PAR M . E . G A U C H E R E L , 
Capitaine sous-directeur des études à l'École impériale spéciale Militaire, 

La forme préférable des triangles géodésiques est la 
forme équilatérale, parce que le triangle équilatéral pré-
sente l'avantage de conserver les mêmes longueurs aux 
côtés et d'embrasser la plus grande surface avec le moin-
dre nombre de triangles. 

On a voulu prouver que l'analyse confirmait cc 
principe. et, dans le Traité de Géodésie de Puissant, on 
trouve une démonstration qui â été jusqu'à présent ad-
mise dans renseignement. 

La question est ainsi posée : une base b d'un triangle 
ABC est mesurée exactement', les deux angles A et B 
comportent une même erreur dk. Pour quelle forme de 
triangle l'erreur qui en résulte sur les côtés sera-t-elleun 
minimum ? 

On suppose que Terreur se produit d'abord dans le 
même sens sur les deux angles, et on est conduit à l'ex-
pression 

da — adK[coik~ c o t B ) . ^ 

On en déduit que da esl un minimum pour A = B, et 
que le même calcul appliqué au côté c donne le minimum 
de de pour C = B. 

Ces deux conclusions ne sont pas exactes. En effet : 
1° ce n'est pas le minimum de l'erreur absolue da qui a 
lieu pour A = B, c'est le minimum de l'erreur relative 

Ann, de Mathémai,, t. X i V . (Septembre i855. ) 
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en eonservai|t les mêmes hypothèses sur les varia-

tions de A et de B, on n'arrive pas à l'expression 

dczrzc.dk (cote — COtB)y 

puisqu on ne peut pas siijj)Oser que la variation des trois 
angles est de même signe, les trois erreurs angulaires 
étant assujetties à la relation 

i/A ^B -h fl? C = o. 

Après avoir supposé que l'erreur dK est de même signe 
sur les deux angles A et B, on suppose qu'elle est de 
signes contraires. On est conduit alors à l'expression 

^ ^A 2sinC da =z-±la,dk-
'cos(A —B)-+-cosC' 

d'où l'on conclut que l'erreur da est la plus petite pos-
sible pour A = B. Comme précédemment, cette conclu-
sion ne peut pas s'appliquer à Terreur absolue da. De 
plus, elle n'est vraie que pour une valeur constante de C; 
elle établit donc seulement une comparaison entre les 
différents triangles ayant même base b et même angle C. 
J'ai émis la même opinion dans un Mémoire présenté à 
l'Académie des Sciences, dans sa séance du 25 février 
i85o. 

En résumé, cette démonstration ne prouve pas que le 
triangle équilatéral soit celui de tous les triangles con-
struits sur une même base pour lequel Terreur absolue 
ou Terreur relative sur les côtés est la plus petite possible. 
Il faut donc regretter qu'une pareille démonstration se 
soit glissée dans le bel ouvrage de Puissant, et s'étonner 
qu'elle se soit maintenue aussi longtemps dans rensei-
gnement. 
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M. le commandant Salneuve, dont l'ouvrage est adopté 

pour l'enseignement de la topographie et de la géodésie à 
l'École impériale d'État-major, se contentait, dans sa pre-
mière édition, de reproduire à peu de choses près la pre-
mière partie de la démonstration précédente. 

Dans la seconde édition, l'auteur traite la question 
d'une.manière plus complète, mais l'erreur déjà signalée 
et relative aux, signes (̂ ŝ variations angulaires se re-
produit également dans cette nouvelle démonstration. 

La conclusion de l'auteur est celle-ci : Au point de 
vue théorique, c'est le triangle équilatéral qui est le 
meilleur, lorsque 4es erreurs angulaires sont de même 
signecest le triangle isocèle rectangle, quand ces er-
reurs sont de signes contraires. Mais il est impossible, 
dans la pratique, de se soumettre à ces prescriptions 

Voici donc un professeur distingué conduit à recon-
naître que le triangle équilatéral est le meilleur, nori pas 
parce qu'il est toujours le plus 'exactement déterminé, 
mais quoiqu'il ne jouisse pas de cette propriété. C'est 
ainsi que j'avais formulé une des conséquetices du Mé-
moire cité ci-dessus. 

M. le commandant Testu, dans son Traité de Topo-
graphie et de Géodésie, et M. le commandant Livet, 
dans lè cours de géodésie qu'il faisait à l'Ecole d'Appli-
cation de Metz, donnent la démonstation telle qu'elle se 
trouve dans l'ouvrage de Puissant. 

A l'Ecole impériale spéciale Militaire, la même pro-
position est détìiontrée sans le seeaii|fe. de l'analyse et par 
cette sèule considération , que angles doit se 
rapprocher autant que possible ' ^ ^ ^ g l e droit. Or il 
n'est pas exact d'appliquer aux angîéèila base ce qui ne 
peut se démontrer que pour l'angle au sommet. 

Dans son ouvrage sur les approximations numériques j 
M, Vieille cherche l'erreur relative sur un côté-, il arrive 
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à Texpression 

— = A ( cot A — cot B ). a ^ ' 

Il peut donc dire que le minimum de cette expression a 
lieu pour A = B mais son raisonnement n'est plus exact 
quand il ajoute qu'on trouverait de même 

de 
— = c ? C ( c o t C ~ cOtB). 
^ * * 

Le 25 février i85o, j'eus l'honneur de remettre, 
M. Arago un Mémoire dans la première partie duquel 
j'établissais que la démonstration donnée dans l'ouvrage 
de Puissant n'était pas exacte; je proposais, dans la se-
conde, d'envisager la-question sous un autre point de vue. 
Le Mémoire fut présenté le même jour. 

Dans la séance du i5 avril suivant, M. le colonel 
Hossard présentait un Mémoire dans lequel il se proposait 
de démontrer que le triangle équilatéral donne les meil-
leures conditions d'exactitude. Dans les séances des 27mai 
et 3 juin, M. Hossard adressait une modification et un 
supplément à son premier travail, et publiait à la mên̂ e 
époque deux petites brochures extraites des Mémoires 
soumis à l'Académie. 

La même année, dans les numéros de mai et de juin 
des Nouvelles Annales de Mathématiques, M. le géné-
ral Piobert publiait un travail sur la forme préférable 
des triangles géodésiques. Enfin, dans la séance du 
5 août, le savant géjiérâl lisait sur le même sujet une 
Note que l'on trouv^^Qtier daùs lejCom/?ie rendéi^ la 
séance. ' ' , " ' "V ' 

Je me propose donner en quelques mots les conclu-
sions des travaux dé̂ MM. Hossard et Piobert, sans entrer 
dans le détail des calculs, sans suivre même la marche 
des raisonnements. 
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M. Hossard dit en débutant : t^rpur sur un côtépro*' 

venant des erreurs angulaires séfkietprimée par le rap*-
port de la variation absolue de ce côté à sa longueur. 

De même, V^eur sur la position if un point déter-" 
miné aura pour expression le quotient du déplacement 
absolu de ce point par la distance au point de départ. 

C'est ce quotient ou déplacemenVrelatiJ quil importe 
de rendre le moindre possible. 

Je ne comprends pas pourquoi le déplacement du som-
met est rapporté au point de départ, ni pourquoi Fau-
teur dit plus tard que ce point de départ est l'extrémité la 
plus rapprochée de la base. 

Dans la détermination d'un point géodésique, ce sera 
le déplacement absolu de ce point que je m'attacherai à 
rendre le moindre possible, et je crois être dans le vrai. 

En effet, un canevas géodésique se résume dans les 
coordonnées des différents sommets des triangles , et les 
coordonnées les plus exactes correspondront évidemment 
aux points dont les déplacements absolus seront les moin-
dres. Tout ce qu'on peut dire en dehors de ce principe 
peut faire l'objet de Mémoires fort intéressants , mais ne 
doit pas trouver place dans l'enseignement. Quoi qu'il en 
soit, en suivant le raisonnement de l'atUeur on arrive à 
cette conclusion : Lorsque les observations portent sur 
les trois angles, le triangle équilatéral est celui pour le-
quel la plus grande erreur à craindre sur la position du 
sommet est la moindre possible. 

3'*ajoute qu'il est question ici de l'erreur relative, c'est-
à-dire du rapport du déplacement absolu 
longueur du plus petit des deux 
sommet. 

M. le colonel Hossard examine -cas où les 
deux angles à la base sont seuls observés^/et arrive à cette 
conclusion, que le triangle rectangle isocèle est celui pour 



lequel Terreur relati|ï sur la position du poii|t est la 
moindre possible, r;»^--

Puis vient la recKëïblie du déplacement absolu d^ns le 
cas du triangle ilsocèle; la conclusion est que le triangle 
à préférer serait le triangle isocèle rectangle au sommet. 

M. le colonel Hossard fait enfin remarquer que si, 
au lieu de chercher de déplacement relatif par rapport à 
Tun des côtés^ on eût cherché le déplacement relatif par 
rapport à la hauteur, on serait encore arrivé au même 
résultat que précédemment, à savoir^ que lorsque les 
trois angles sont observés, Informe équilatéraie est celle 
qui donne lieu au minimum des plus grand'CS erreurs. 

Toutefois., il semble, ajoute l'auteur, que V erreur doit 
être exprimée en fonction de la distance du sommet du 
triangle au point le plus voisin de la base pris comme 
point de départ, plutôt qu en fonction de la hauteurMu 
triangle. 

Je ne trouve pas cette opinion assez motivée, et le dé-
placement relatif à la hauteur du triangle aurait pour 
moi plus de signification que celui qui a été plus particu-
lièrement étudié par M. Hossard. 

Dans la seconde brochure, M. Hossard cherche le 
triangle pour lequel Terreur moyenne est un minimum; 
mais ici la discussion me parait devenir plus spéculative 
qu'utile, et je ne suivrai pas l'auteur sur ce terrain. Je 
constate seulement que cette nouvelle considération con-
duit à conclure que le triangle préférable est compris 
entre le triangle rectangle et le triangle équilatéral. • 

Je termine ce résumé succinct en témoignant la vive 
impatience que j'éprouve de savoir comment M. le colo-
nel Hossani y r é c e m m e n t professeur de géodésie 
à l'École PoÎ^ectînique, fera la leçon sur cette matière. 

Si je veux niaiiitenant examiner le travail de M. le gé-
néral Piobert sur le même sujet, je ne considérerai que 
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la Jiqte contenue dans le Con^W^"endu de la séance du 
5ajd|it 18^0. Cette Note, qui résume les précédtîntes, est 
une4iscussion extrêmement remarquable de la question. 

Le savanrgénéral insiste sur TavaUtage de rapporter la 
déformation des triangles soit à la, hauteur, soit à la 
longueur des côtés, et cherche le minimum de cette, défor-
mationj, 'soit pour la moyenne des plus grandes déforma-
tions dans les deux sens, soit pour la plus grande défor-
mation dans les deux sens, soit pour le produit des plus 
grandes déformations dans les deux sens, soit pour l'aire 
de l'espace dans lequel le sommet du triangle peut erirer, 
soit pour le rapport de cette aire à celle du triangle, soit 
pour la déformation en hauteur, soit enfin pour la défor-
mation latérale. L'auteur détermine la valeur des angles 
des triangles préférables, suivant que Ton pose l'une ou 
l'autre des conditions énumérées ci-dessus. 

Je répéterai, à cet égard, ce que j'ai dit précédemment : 
qu'il me semble beaucoup plus rationnel, beaucoup plus 
simple et beaucoup plus utile d'établir la discussion sur 
le déplacement absolu du sommet. 

Je me propose maintenant d'étudier la même question 
en me plaçant à un point de vue différent de celui des au-
teurs qui l'ont précédemment traitée. 

Je pars de ce principe , que la forme préférable des tri-
angles géodésiques est la forme équilatérale, parce que 
le triangle équilatéral présente l'avantage de conserver 
les mêmes longueurs aux côtés et d'embrasser la plus 
grande surface avec le moindre nombre de triangles -, mais 
je ne chercherai pas à démontrer par l'analyse que le 
triangle équilatéral est celui qui, pris isolément, déter-
mine le plus exactement son sommet, car je serais con-
duit à un tout autre résultat. 

Ce que je demanderai'à l'analyse ce sera : 
I®. De donner la limite de l'erreur possible sur la 



position du sommeta'xi^trian^e lorsque Ton conMÎ^Ia 
hase, les angles et Terreur angulaire que cômporteî^ ^̂  
angles^ J 

2®. D'indiquer de combien on peut s'écarter du trian-
gle équilatéral sanŝ  encourir sur la position du sommet 
une erreur plus grande que la limite assignée ; 

3®. De donner la plus grande dimension de la base à 
laquelle on pourra rattacher un sommet avec une ap-
proximation donnée ; 

4°. De donner l'approximation qu'on doit obtenir dans 
les mesurés d'angles pour que le sommet du triangle s'ap-
puyant sur une base donnée, soit déterminé avec une 
approximation donnée. 

Comme il n'est pas possible de suivre l'enchaînement 
des erreurs que comportent les opérations successives d'un 
canevas, on aura satisfait aux conditions d'un bon travail 
en imposant une limite d'erreurs très-étroite aux diffé-
rentes parties de ce travail. Je n'aurai donc à m'occuper 
que des conditions d'exactitude dans la détermination 
d'un point qu'on veut rattacher à une base. 

Je dois commencer par chercher la relation qui existe 
entre les différents éléments que je veux combiner. 

Soit AC une base exactement mesurée; on veut ratta-
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cher le point B à cette base. Les deux angles A et <j ont 
été mesurés et comportent une même erreur a , quelle,est 
la relation qui existe entre la base è , l'angle au sommet iB, 
les angles à la base A et C , Terreur à^^laire a et D le 
plus grand déplacement possible du somijiet? 

L'erreur angulaire a sera toujours supj^sée assez pe-
tite pour pouvoir être négligée devant les plus petits an-
gles qui peuvent entrer dans un triangle géodésique. 

Si Terreur a se produit en sens inverse sur les deux 
angles A et C, le sommet viendra en B' sur la circonfé-
rence CBA, et Ton aura 

csina ¿>sina . BB' smC smB 

Le sommet viendra en B '̂, si Terreur se produit en 
augmenlationsurlesdeux angles; en si elle se produit 
en diminution. 

Dans le triangle différentiel ABD, on a 

c sin a c sin a 
~ sin(B — a) ~ sinB ' 

de même 

smB 

IV'D ne diffère de BD' que d'une quantité très-petite du 
second ordre, et l'on peut poser 

smB 
Mais 

B B " = V/BD^ -h B ' D ' -f- 2|BD . BD' ' cos ( B ~ « ) ; 

donc 

BB'' = ^ ^ SJC' + 2«CCOSB. smB ^ 
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èsinC ¿>sinA c a = 
sinB sinB ' 

done . 

BB" = v^sin'C H- sin' A -h 2 sin A .sinC cosB; 
sin If 

expression qui pent se mettre sous la forme 

BB'' = ^ ^ ^ ^ i/sin^B + 4sinAsinCcosB, 

on sous la forme 

« sm a / . , , / , 2 sm A cos B \ ^ 
BB^ = . ^ i / s m ' A + cos A 9 

smB V \ smB J 

BB''' est sensiblement égale à BB''. La valeur trouvée 
pour BB" est d'ailleurs l'expression rigoureusement 
exacte du déplacement BB"'. On trouverait, pour l'ex-
pression exacte de BB", 

smB V 
2 sin (A -I- a) cos (B—àc ) 

cos A H \ ^ — i 
sm ( B — 2 a) 

Pour avoir le plus grand déplacement possible, il faut 
donc chercher quelle est, suivant la forme du triangle, 
la plus grande des deux valeurs de ce déplacement : 

smB 

¿>sina / . / , 2sinAcosB\' 
i/sm=^A4- cos A H — ) • 

smB y \ smB / 

Or, pour B 100 grades, on a 

BB ' > BB', 
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pour B = loo grades, 

BB" = BB% 

et pour B >> 1 oo grades, 
BB''<BB'. 

Donc, lorsque nous voudrons imposer une limite à Ter-
reur possible sur la position du sommet, il faudra consi-
dérer BB '̂ si Tangle ati sommet est aigu, et BB' s'il est 
obtus. 

Supposons maintenant B < loo grades et discutons la 
valeur de BB'̂ : 

sina / . . / . 2sinAcosB\^ BB i / sm' A + cos A H ) . 
smB V V smB / 

On voit que pour une même valeur de A, BB''aug-
mente indéfiniment lorsque B diminue depuis loo grades 
jusqu'à zéro. La plus petite valeur de BB" que nous de-
vons considérer est donc celle qui corresj)ond à 

B = looS 
d'où 

Au delà , c'est-à-dire pour B > loo grades, il faut pren-
dre la valeur de BB'. 

L'expression 

b sin a 
BB" = V sin' B 4 ^^ A sin Qj^^B 

montre que, pour une même valeur de B <[ loo grades, le 
maximum du déplacement a lieu'^wr le maximum du 
produit sinAsinC, c'est-à-dire pour A = C. Donc, de 
tous les triangles qui ont même base et même angle aigu 
au sommet, celui qui donne le plus grand déplacemenf 
absolu du sommet est le triangle isocèlc^ 



Pour A = C, on a 

BB'' i/sin'B-f- 4sin'AcosB 
sm'B * • 

qui se met sous la forme 

2sin^-B 2 

expression qui donne le plus grand déplacement corres-
pondant à uïie valeur de Bplus petite que l'angle droit ^ 
elle prouve en outre que, de tous les triangles isocèles 
qui s'appuient sur une même base, le triangle rectangle 
est celui dont le sommet est le moins déplacé par les er-
reurs commises dans la mesure des angles à la base. 

Pour A — B = C, l'expression BB" devient 

BB" = 2b sin a. 

Donc le déplacement absolu du sommet d'un triangle 
équilatéral est double de celui du sommet d'un triangle 
rectangle isocèle s'appuyant sur la même base. 

Pour des valeurs de B plus grandes que lOo grades, 
ii faut discuter l'expression 

b sin a 
BB' = sinB 

Cette expression, indépendante des angles à la base, 
montre que le plus grand déplacement possible est le 
même pour tous les triangles qui ont même angle au som-
met̂  elle montre également que le déplacement augmente 
lorsque l'angle B augmente depuis LOO grades jusqu'à 
2O0 grades. 

Nous pouvons maintenant résoudre les quatre questions 
que nous nous sommes posées dès le principe. 
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I®. La limite de Terreur possible sur la position du 

sommet d'un triangle est dontiée par Texpression 

b sin a 

2sin^- B 2 

si Tangle B est aigu, et par 

b sin a E 
sinB 

si l'angle B est obtus. Nous remarquerons que ces valeurs 
de E sont proportionnelles à Z> et à a. 

2®. Si la limite E du déplacement est donnée ainsi que 
B et a , on trouve deux limites pour Tangle B : 

. I /b smc s m - B = 1 / — — 2 V 2E 

donne la limite des angles aigus, et 

b sin a 
sinB : 

E 

la limite des angles obtus. 
3®. On connaît a e t E , on demande la plus grande 

base à laquelle on puisse rattacher un sommet. Cette base 
correspondra à un triangle rectangle au sommet; nous 
prendrons donc 

E = sina, 

d'où 

sma 

expression de la limite des bases. 
4®. Si E , 6 et B sont donnés, on trouve , pour les li-



• { m ) 

mites de a , 

si B est aigu , et 

2 E sin' - B 2 sm a = 

E s i n B siaa = —j— 

si Best obtus. 
Nous avons supposé que les deux angles à la base 

étaient seuls mesurés, mais il n'en est pas toujours ainsi. 
Dans les réseaux géodésiques du premier ordre, on me-
sure les trois angles à i ou 2 secondes près 5 dans la géo-
désie du second ordre, on mesure également les trois an-
gles, mais on se contente d'une approximation de 10 à 20 
secondes. Enfin, dans la géodésie du troisième ordre, 
on ne mesure que les deux angles à la base avec la même 
approximation de 10 à 20 secondes. En topographie, on 
ne mesure que deux angles qui sont le plus souvent les 
deux angles à la base ^ si Ton fait un canevas trigonomé-
trique , le graphomètre donne les angles avec une approxi-
mation égale à i ou 2 minutes ; avec la planchette, on 
peut admettre une approximation de 5 minutes -, avec la 
boussole et le déclinatoirC, une approximation de 25 mi-
nutes. 

Revenons à la géodésie du premier et du second Ordre, 
et voyons en quoi la mesure des trots angles peut nous 
obliger à modifier ce que nous avons dit dans le cas de la 
mesure des angles à la base. 

Soit ..-..^j,, 
oi = 6m; 

les plus grands déplacements sont donnés par les combi-
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liaisons suivantes sur les angles observés : 

^ A ± 3 / w , A±:3m 

B ± 3 / w , Bzp3/w, Bzp3m, 
Czf:3/w, C±3m, Czf::3iw, 

auxquels cas les angles réduits sont : 

A ± 2 / w , A r f c a / w , A ± 4 w , 

B ± 2 W , Bzçz^m, Bifznm, 
C^Z^rriy C ± 2 w , Cz^im. 

Si nous voulons discuter la valeur du déplacement 
dans le cas de ces suppositions sur les erreurs angulaires, 
nous (lirons : 

Soit da l'erreur produite sur le coté a par Terreur an-
gulaire m, on a 

on a de même 

csmm 
da = . ^ : 

smB ' 

¿zsm/72 
de = 

sinB 

La combinaison 

A + 2/w, C — ^m 

donne un déplacement D qui est le troisième côté d'un 
triangle dont les deux autres,, o^dcel ^da^ comprennent 
Tangle B. La combinaison 

A— 2m, C -f- ^m 

donne un déplacement qui ne diffère pas sensiblement du 
précédent. 

De même le déplacement D' donné par les deux com-
binaisons 

A ±2/7?, C ± 2 » l 
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est le troisième côté d'un triangle dont les deux autres , 
'xdc et ida, comprennent l'angle suppl^çitaire de 
l'angle B. 

De même encore, le déplacement D", donné par .les 
deux combinaisons -

A±:4/w, Czpa/w, 

est le troisième coté d'un triangle dont les deux autres, 
ida et ¿^dc, comprennent l'angle B. 

Nous tirons de là 

D^ z=z ̂ dc"^iÇ>da^— i6i/«i/ccosB, 

^dn^-h SdadccosB, 

D " ' — i G d a d c c o s B . 

Enfin, le plus grand déplacement qui serait donné dans 
le cas de la mesure des angles à la base par les combinai-
sons 

A i t : 3 m , C ± 3 w , 

peut être exprimé par 

J)'"^ :±z gda^ gdc' iSdadc cosB. 

Cherchant la plus grande de ces quatre expressions 
dans le cas de l'angle B^.àigu, nous voyons^ que D"'est 
toujours plus grand que D', et que si a = c, on a 

D = : D " ; 

si a c, on a 
d a ^ d c et D > D" ; 

si a ^ c , on a 

D < D . 
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Doiic, si nous supposons iljfii^ra, poufitrouver 
le plus grand déplacement, comparei' D''' à D. 

Nous avons 

Donc, tant qu'on aura 

7 da^ < Sdc' -h Zi\dadc cosB, 

on aura 
D"' > D. 

De cette inégalité,^n tire 

nda^—Sde^ rosB> . , > 
34 da de 

ou 

c o s B > 5 34 «. c 
ou enfin 

c o s B > 

• 

La p^s grande valeur de cette expression corres^nd h 

la plus petite valeur de Or, si nous supposons que les 

réseaux géodésiques ne comportent pas de |ï:iangles dans 

lesquels on ait ^ < ^^^^ pourrons prendre ^ pour 

la plus petite valeur de auquel cas l'inégalité devient 

c o s B > ^ 5 doù B<898 . 

Ann. de Malhémat., t. XIV. (Septembre i855.) 
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Dans le cas de A == C, an aurait 

c o s B > ~ , d'où B < 9 6 ^ 

Ces limites se rapprochent assez de Tangle drmt pour 
qu'on puisse dire queloriquei'angje au sommet est aigu, 
onaD"'>D. Donc les limites trouvées précédemme»t 
dans le cas de la mesure des angles à la base conviennent 
a fortiori au cas de la mesure des trois angles, lorsque 
l'angle au sommet est aigu. 

Si l'angle B est obtus et si l'on suppose toujours a < c, 
la plus grande valeur du déplacement est encore D ^ mais 
on a 

— — -h Si^dadccosBj 

expression toujours négative pour da^ de et cosBc^O'^ 
par conséquent,D Les limites trouvées pour les 
angles obtus dans le cas de la mesure des angles à la base 
ne conviennent donc plus au cas de la mesure des trois 
angles 5 il est alors nécessaire de les modifier, et on est 
conduit à le faire de la manière la plus simple en remar-
quant que les déplacements donnés par les combinaisons 

et 

sont toujours plus petits que ceux donnés par 

A±:4/w, Czf. im. 

Or ces derniers sont représentés par l'expression 

b sin ~ a ô 
sinB ' 
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donc les limites, dans le cas de la mesure des trois angles 
et de Tangle au sommet obtusf se déduisent de Téquation 

^ 6 sin I a 
E=-: : ^ » 

SINB 

Applications numériques. 

' Quelle est la limite du déplacement du sommet 
triangle équilatéral dont le côté est de 3oooo mètres, 

Terreur que cbmporte la mèsure des angles étant de r se-
conde? 

On a 
E = 2 sin «, sin 1 " = o ,00000157, 

d'où 

E = O™,942. 

2®. La hase est de 10000 mètres, T approximation an-
gulaire est de I seconde, les sommets des triangles doi-̂  
vent être déterminés à o"",! près. Quelles sont les limi-
tes des angles au sommet? 

Pour la limite des angles aigus, nous avons 

sm 

d'où . 

• I ^ / ¿ s i n a f 

Pour la limite des aâgles obtus avons 

. ^ ¿ s i n i ' ' , 3 3 
S I N B = : - = R O , 2 L , 

22. 
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d'où 

B = : i 8 6 s 5 o . 

Le même problèoie, sur une base de' 3oooo mètres, 
donne pour la limite des angles obtus 

s i n B r = o , 6 3 , B = i 5 6 s 5 o . 

f 
3®. E et a ayant les mêmes valeurs que précédemmeift^ 

quelle est la plus grande base à laquelle on puisse ratta;^ 
cher un sommet? 

On a 
b = 63700"^ ; 

sm a ' 

dimension que n'atteignent pas les côtés des triangles 
géodésiques. 

La limite des côtés des triangles équilatéraux est don-
née paç^l'expression 

¿ = — ^ = 31800'«. 2sma 

On a 

¿ = 2 0 0 0 0 " , B = 5o«, E = o ® , i . 

Quelle est la limite de l'approximation que l'on doit ob-
tenir dans la mesure des angles ? . 

On a 

2 E s i n » - B 
a = -, 

d'où 

log.sm« = 4> 16668, sina= o,00000147 J « = 



E = 0™, I a = i " 

b = 40»̂  B f 137g 

b = R 67» 

b = R 64« 

b =z 25k 
® TeTs 

b = 20^ 
172Ï 

b'L 
® 180s 

b = 10^ 36s 
187« 

E == i«^ ,.a = 10" 

( 34» ) ^ ^ ^ 
Le tableali^^ joint résume les 

conditions d'<^||^tude relatives à la 
géodésie du premier ordre. 

Le même tableau peut servir à la 
géodésie du second ordre en supposant 

a = 1 0 " . 

Supposons que Ton commence un 
canevas sur une base de 1 0 0 0 0 mè-
tres 5 le premier triangle qui s'ap-
puiera sur cette base pourra avoir un 
angle au sommet de 36 grades et 
être isocèle. Il donnera de nouvelles 
bases de 1800 mètres environ , sur 
lesquelles on pourra appuyer des 
triangles isocèles ayant un angle au 
sommet de 5o grades et des côtés de 

kilomètres.... On arrivera ainsi 
aux cotés de 3o kilomètres quii con-
viennent aux triangles équilatéraux. 
On conservera cette longueur de cô-
tés jusqu'à ce qu'on veuille revenir 

à une base de 10 kilomètres qui servira de vérification. 
Le tableau montre alors combien il^st plus facile de di-
minuer les côtés que de les augmeBÎte|̂ ^̂ ''En effet, sur une 
base de 3o kilomètres, on peut appiiyer un triangle iso-
cèle dans lequel l'angle au sommet est de grades; il 
en résulte des nouvelles bases de 16 kilomètres, des-
quelles on passe immédiatement à un côté de 10 kilo-
mètres. • ; -

Rien ne serait plus facile que d'établir çe pareils ta-
bleaux pour la géodésie du troisième ordre dt pour la to-
pographie. : 

Pour la géodésie du troisième ordre, on supposerait 
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a = ^o", E = 2 mètrj^. Le9 limites des valeurs de B plus 
grândes que loo gradés sçraieut doupées par rexpression 

. ^ ^ sin a 

Dans les canevas topographiques exécutés au grapho-
mètre, on ne considll^érait plus la grandeur naturelle E 
du déplacement du sommet, mais le déplacement graphi-
que é. On supposerait a = 2', e = o™,ooo2. 

Dans les canevas à la planchette, on supposerait a = 5', 
errO '̂jOOoS. 

Dans les opérations de détail avec la b^ssole ou le 
déclinatoire, on supposerait a = 25', e = 0*^,001. 

Revenant à l'ouvrage de M. Vieille sur les approxima-
tions numériques, ouvrage que j'ai cité plus haut, je di-
rai que l'auteur émet une opinion qui n'est pas fondée en 
disant que ce quil importe de considérer dans tout cal-
cul approximatif, cest moins terreur absolue commise 
que le rapport de cette erreur au résultat chercjié.,. C'est 
ce rapport seul, et non Verreur absolue, qid caractérise 
nettement le degré d'approximation obtenu. ^ 

Si l'on peut, dans certains cas, se proposer de calculer 
des longueurs, des surfaces, des volumes, etc., en se 
donnant la limite des erreurs relatives, il arrive aussi 
souvent qu'on votidrl obtenir les mêmes mesures en se 
donnant la limite des erreurs absolues. Dans ce^dernier 
cas, I'errejp^relative calculée après coup caractéri^ra, 
il est vrai, lé degré d'approximation obtenu. 

J'ajouterai qu'il est certains cas où l'erreur relative 
n%urait aucun sens; je citerai, par exemple, les calculs 
d'angles, de:coordonnées, de cotes de hauteur (ce sont 
des coordonnées verticales) et les calculs des triangles 
géodésiques 5 les cotés et les azimuts auxquels conduisent 
ces derniers calculs sont de véritables coordonnées po-



n'est pas horslie^ropos o^signale^ ici cp'il est 
inexict de dire, comme le*îait Tauteur, p. 3 , qu'une 
erreur y même trè^-petite, commise sur la mesure d'une 
base géodésique y irait en grandissant dans h calcul des 
tringles du réseau dont^^ base est un côté et pourrait 
condi^à des résultats trè^autifs. Il est très-facile de 
se rendre compte que cette erreur se propage, au contraire, 
sans augmentation. 

THÉORIE ANALYTIQUE Dll GYROSCOPE DE M. l . FOIICAIJIT, 
PAR M. Y V O N V I L L A R C E A U 

1 .Lorsque ce Mémoire a été écrit, la théorie du gyroscope 
avait déjàététraitéeparM. Quet, el les résultats des recher-
ches de ce physicien avaient été publiés dans les Comptes 
rendus des séances de V Académie des Sciences (t. X X X V , 
pages 686 et suivantes). Cette publication avait échappé 
à M. Yvon Villarceau, dont l'attention avait été détour-
née par d'autres préoccupations. Il hésita d'abord à li-
vrer son manuscrit au rédacteur des Nouvelles Annales, 
mais ayant obtéïiu les intégrales rigoureuses des équations 
princip^i^ du problème, alors que M. Quet n'avait pré-
senté que des solutions suffisamment approchées, et pré-
sumant, d'ailleurs, que le travail de ce savant pourrait 

(I) Ce été par HT.Yvoii Villarceau le février i853. 
publication de^son sur VÉtablissement des Arches de pont et 

les ch^gemcnts survenus dans ses ibnctions à l'Observatoire de Paris ont 
ompècaIJusqu'ici M. Yvon Villarceau de surveiller rimpressioii du Mé-
moire âciuel. O. 1M. 
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différer du en éqiiation (*), M. 
laroeau s'est déeidë a ^ ^ ^ r un travail qu'il 
comme offrait plutôt^'intéressants exercices dé médahî-
que, que des moyens sérieux de remplacer les détermina-
tions astronomiques par des expériences faites à l'aide 
du gyroscope. 

La solution du problème des latitudes et des aziuauCs 
à l'aide de l'instrument dé M. L. Foucault esî̂ t̂udiée 
dans ce Mémoire ] mais Tauteur insiste pour que l'on 
n'envisage ses recherches que comme de purs exercices 
de mécanique. 

La théorie du gyroscope a pu être fondée sur les théo-
rèmes qui concernent les forces apparentes dans les mou-
vements relatifs -, mais ces théorèmes n'étant pas encore 
très-généralement répandus, malgré les travaux des géo-
mètres et des mécaniciens, l'auteur a préféré baser ses 
recher(̂ hes sur la considération des mouvements absolus. 

2. Le gyroscope consiste principalement en un anneau 
A' {Jig, i) mobile autour d'un axe fixe Qz\ (**) et dans 
l'intérieur duquel un solide de révolution A tourne autour 
de son axe de figure Ozj, lequel est entraîné dans le 
mouvement de l'anneau. Le solide de révolution est un 
tore dans l'appareil de M. Foucault, et l'axe de figure y 
est perpendiculaire à l'axe de l'anneau. Nous regarderons 
le solide de révolution comme ayant une figure quelcon-
que et étant incliné sur l'axe de T anneau d'un angle quel-

(*) La publication faite depuis p p M. Quel dans \q Journal de M. Liou-
ville a pleinement confirmé cette pi'évialon. 

(**) La disposition physique de l'axe dé rotation , d ^ s rapparéîï de 
M. L. Foucault, n'est pas celle que nous donnons d a p ^ a figure." 
supposons ici que l'anneau tourne autour de deux tourillons cylindriques, 
attendu que cette forme de tourillons est la seule qui se prête aiUment 
au calcul des frotlemeuts. 
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conque >}. Seulement, pour abréger, nous lui coi 
rons la dénomination de tore* 

FIG 1. 

Nous admettrons que les centres de gravité du tore et 
de Fanneau coïncident en un point O, et que l'axe de figure 
du tore et l'axe de rotation de l'anneau se coupent en ce 
même point. Nous ac^mettrons encore que ce dernier axe 
soit un axe principal de l'anneau. Quant à l'axe de figure 
du tore, nous établirons une pareille condition, qui Sfïra 
nécessairemant remplie si la densité du tore est uni-
forme. 

Rappelons enfin une convention relative au sens posi-
tif des vitesses de rotation et des moments. D'après la 
théorie des projections, la droite autour die laquelle s'ef-
fectue un mouvement de rotation réel ou virtuel d'un 
corps solide, et la droite à laquelle se rapportent les mo-
ments des forces, présentent chacune deux sens ou côtés 
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dis^cts. L'un des côtes en particulier est pris pour le 
sens positif de l'axe de rotation ou des moments, on l'ap-
pelle alors axe de rotation ou axe des moments : ce 
côté reste arbitraire tant que le sens positif des rota-
tions ou des moments n'est pas défini ; il -est déterminé 
dans le cas contraire. Faisons coïncider l'un des trois axes 
rectangulaires x ^y, z avec un axe de rotation-, la rota-
tion réelle ou virtuelle autour de cet axe sera positive, 
lorsque le mouvement projeté sur le plan des deux autres 
axes sera celui d e v e r s de z vers x ou de a: vers j , 
c'est-à-dire aura lieu dans Tordre alphabétique des trois 
lettres et z, supposées rangées circulai rement. Réci-
proquement, l'axe d'une rotation ou d'im moment étant 
supposé connu, pour trouver le sens positif de la rota-
tion ou du moment autour de cet axe, il faudra amener 
l'un des trois axes x^y^ z à coïncider avec Taxe donné, en 
ayant le soin de ne pas permuter les deux autres, et recon-
naître Tordre alphabétique de ces derniers. Le sens posi-
tif de la rotation ou du moment sera celui que détermine 
Tordre alphabétique ainsi reconnu. 

3. Ceci posé, du point O comme centre, décrivons une 
sphère, et menons par ce point un plan de direction fixe qui 
«oupe la sphère suivant le grand cercle NN 'xy [fig 2).Me-
nons dans ce plan deux axes rectangulaires x et et per-
pendiculairement un axe z. Pour fixer les idées, notre plan 
fixesera parallèle au plan de TéquateÎir terrestre, que nous 
supposerons immobile pendant toutes Ja durée des expé-
riences. Les points ir, où ces axes percent la sphère, 
seront: Tun le point vernal, le second plus avancé de 
90 degrés dans le sens de la rotation de la Terre-, le troi-
sième sera le pôle boréal. Supposons maintenant que Ton 
ait fait choix de ceux des côtés des axes de rotation de 
l'anneau et du tore que Ton regardera comme positifs, et 
qu'on les prenne pour axes mobiles z, et nous mène-
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i ons dans les plans de leurséquateurs deux autres ax«» rec-

FIG » . 

NÎà;.." / 7 / ' x M 

/ 
/ 

tangulaires mobiles que nous désignerons par a'j et x\, 
y\. Seulement, nous insisterons sur ce que l'ordre alph|tbé-
tique soit celui des axes fixes z. En d'autres t^fties, 
ces trois systèmes d'axes, étant superposés convenable-
ment, doivent permettre la coïncidence des côtés de 
même dénomination,: on pourra vérifier dans un instant 
que œtte condition est remplie. 

Se plan de^^équateur du tore f̂coiipe le^ îan de l'équa-
teur terrestre en un point N distant de l'axe des x d'un 
angle l^x = ^ compte de x en sens contraire du mou^e-
m^g^lela Terre, Bt fait a^6|e ||àn des xj un mngle 9 
au^dèssous de ce plan; nous désignons par la distance 
de l'axe Xi au point N, angle (|i|î se trouve compté de N, 
dans le sens dex k lorsque ^ est Éigu: l'angle N̂ ĵ est 
90" -h Il s'ensuit que le point N correspond au noeud 
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desc^ldant de l'équateur du tore sur l'équateur terrestre. 
Le pôle de l'équateur du tore est en Zi et fait ave.c l'axe 
des z un angle qui est précisément l'angle 0. Cet angle est 
compris entre zéro et deux droits, tandis que les angles 
et 4> n'ont pas de limites. 

Les mêmes lettres accompagnées d'un axîcent désignent 
les mêmes choses relativement à Panneau. De la fixité re-
lative de Taxe de Tanneau, il résulte que la distance po-
laire zz\ = est constante. Le plan qui joint les pôles z 
et z\-esl e n ^ i n é dans le mouvemeiît diurne-, l'angle 

dièdre xzz\ est Tascension droite M de l'axe z\ de l'an-
neau. En désignant par w la vitesse angulaire de la Terre 
et dt l'élément du temps , on a 

^ m = 

Les pôles z^ et dont la distance constante est y?, 
déterminent un plan que lions nommerons, pour abréger, 
plan de Vanneau, Par analogie, nous appellerons plan 
horaire, le plan qui passe par l'axe de Fanneau et Taxe 
terrestre. Le plan de l'anneau fait avec le plan horaire un 
angle y qui est compté, à partir du dernier, dans le sens 
du mouvement de la Terre. Cet angle y suffit évidem-
ment pour déterminer la position de l'annèaul JNous fixe-
rons l'axe y', dans le plan de l'anneau et du côté opposé à 
l'angle yj à p a r a de l'axe x\ sera perj^endiculaire à 
ce dernier plan, et eii arrière d e y , [fig i) d'un angle 
droit, dans le plan de l'équateur de l'anneau. 

Il reste à fixer la position 4tt tore relativement 
neau. A cet effet, prol6ngeons le plan de l'anneati jus-
qu'à sa rencontre en M avec l'équateur du tore : nous.^é-

sign^ons par a l'angle Mz^o:, que fait le méridien du 
tore qui contient l'axe avec le prolongement s, M du 



plan de l'anneau, partir de celui-ci dans ïe 
sens du mouvement teri^stre. 

L'angle y qui détermine la situation de l'anneau et Tan-
gle en qui fixe celle du tore relativement à Tanneau sont 
les quantités qu'il s'agit d'exprimer en fonction du 
temps. 

i . Etablissons maintenant les relations de position des 
axes mobiles entre eux. 

x\ étant le pôlede M-^i^',, l'arc qui joindrait z^ et x\ 

lui est perpendiculaire il vient donc X i Z i j \ = 90^— a, 
d'où 

{2) c o s ( . r ' j ) == sina. 
Joignons Xi e t l e triangleO^JÎ/ , , OÙ Tangle en ẑ t 

est 180° — Ci, donnera, à cause de Ziy\ = 90° -h y?, -

( 3 ) cos [xi, y j = — cosïî cosa 'y 

le triangle Xi z^ z\ donnera de même 

(4) cos , z, ) == — sin >J cos a. 
Forpons le triangle x^ z^ y^ \ Tangle en Zj sera a, et il 
viendra 

(5) cos ( / , , J?',) = cosa: 

on aura, par le triangle yxZ^y^^ où Tangle en est 
9 0 « — a , 

(6) c o s ( / i , y , ) =cos>jsina, 

puis, dans le triangle , où Tangle en z^ est eii-
core 90® — a , 
( 7 ) cos ( , z, ) = siuïî sin a. 

(*) Pour ne pas trpp compliquer la figure, on n'y a pas opéré cette 
jonction, ni d'autres qui sont indiquées plus loin ; mais le lecteur y 
suppléera aisément par la pensée. 



On â d'ailleurs dírectemenf 
( C 0 S ( 2 , , J / , ) = O, 

( Ô J ' y COS ( z , , y , ) = — s in» , 

( cos (z,, z\) = -f. cos>3. 

Considérons le triangle N ^ ^ i ; les arcs N^JJ étant 
de 90 degrés, les angles en z et z\ sont pareillement 

droits; il en résulte N z x -H xzzi ^ 90®, ou bien, en 

désignant par j3 l'angle z^ zz> , 

{^his) P —go^'. 

A cause que l'angle en dans le même triangle est droit, 

il vient, endésignant par e T a n g l e ' z z ^ , , e -f- '^z^ = 90^, 
ou 
(9) (f, _ 90" — 

L e triangle N' zz\, pareillement birectangle, donne d'a-
bord 

(10) ^ = 90° — iR, 

puis ensuite y ^ = 90° ; mais m Î ^ ' = 9 0 « 
il en résulte 

(11) 7 = 

La valeur de (p tirée de l'équation (8 ¿m) 

(12) ^ = 
comparée à celle de ip', donne d'ailleurs 

(13) 

A ces relations nous joindrons inmiédiatement quel-

ques-unes de celles que fournit le triangle z z j z\. Par 

la proportionnalité des sinus, on a d'afbord 

^^^^ sin p sin 9 =r sinTj siny, 

sin Ô' sin7 = sin Ô gins. 
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Les équiftions qui donnent le cosinus de l'iin des angles cfil 
fonction des jsiiius et cosmus des côtés peuvent s'écrire 

- % Lcosn cosò' H- sinn sinô'cos7 = cosô, 

( i 5 ) } cosn cosò -f-sinTj sinô,coss = cosô', 

^ cosò'cosò -H sinò'sinò c o s p = cosrj. 

Deux des folhnulès inverses sont 

( i 6 ) 
— C0S7 cos 6 -f- sin7 sin s cosy> = cos p, 

— COS p C0S7 sin p sin7 cos Ò' = cos s. 

Enfin il existe une relation peu en usage et qui sert à 
démontrer'k Ibrmtde ¡désignÎil^elquefois ^slv formule 
des cotangentes. Voici les relations qu'elle fournit : 

isinô' cosp - h sin>3 cosò cose = cos?? sin ò, 

sinò' cos 7 - h sinò cos>j cos s == cosò sin>?, 

sinò cose + sinò'cosyj cos7 = cosò'sin 

5 . Dans les conditions du problème actuel, les équa-
tions différentielles du mouvement d'un corps solide au-
tour de son centre de gravité, quel que soit d'ailleurs le 
mouvement de translation de celui-ci, sont 

( 1 8 ) 

p sm Ò —- —• cos^ -7- 7 de de 
. d'h . d^ 

q = cos 4> Sin Ò ~ -h sin dt de 
d<i> ^ d-h 

r — — cosò—^ : 
de dt ' 



( 352 ) 
A , B , C désignant les moments d'inertie autour des 
axes principaux des X i , j i , Zi qui se coupi^t «u centre 
de gravité ries composantes de la vitesrsè^ki]|^raîre 
de rotation par rapport aux mêmes axes ; et Q , R les 
moments des forces extérieures par rapport à ces mêmes 
axes. 

Mouvement (M^ore, Le tore étant de révolution au-
tour de Taxe des z , , les moments d'inertie autour des 
deux autres axes sont égaux -, on a ainsi 

(20) B = : A . • 

Quant aux moments des forces qui le sollicitent, on 
observera d'abord que la pesanteur doit être éliminée, 
puisque la force qui en résulte passe par le centre des 
moments. Le tore reçoit de l'anneau des actions dont 
nous désignerons par fi le moment résultant. Si nous né-
gligeons le frottement et que nous admettions une par-
faite symétrie autour de l'axe du tore, il s'ensuivra que 
les actions exercées parallèlement à Taxe sur les pivots 
se réduiront à une force dont la direction passe par l'axe 
de figure et ne donne lieu à aucun moment. En négligeant 
aussi la résistance de l'air, il restera des actions normales 
aux surfaces des tourillons ; et la direction de ces forces 
passera par l'axe de figure. L'axe du moment résultant 
{JL est donc situé dans le plan de l'équateur du tore. Soit X 
l'angle de cet axe avec l'axe des x^, compté dans le sens 
de Xi k jTf^ il viendra ^ 

ip = p cos\, 
Q = p sin^, 
R = p cos (pt, 2i ) = o. 

Cette dernière valeur jointe à la relation (20) réduit la 
troisième équation (18) à , 

dr 
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d'où, en désignant par n une constanté, 

(22) r = : / î . 

En vertu de ce qui vient d'être établi, les deux premiè-
res équations ( 18) deviennent 

* M A ^ = PCOSÂ  
( 2 3 ) tt^ 

Mouvement de Vanneau, Les équations de ce mouvé-
ment s'écriront en ajoutant un accent à toutes les quan-
tités qui entrent dans les équations (18) et ( 19) , à l'excep-
tion du temps t. On pourrait établir la condition d'égalité 
des moments d'inertie B'' et C \_fig' i j ; mais il n'en 
résulterait pas de réduction sensible dans l'équation fi-
nale. D'ailleurs il pourra arriver que la nécessité d'an-
nexer quelques masses lorsqu'il s'agira de réaliser l'appa-
reil, conduise à des moments B ' et C^ inégaux. Nous au-
rons d'abord 

(4) 

puis, à cause de = constante, les équations (19) don-

neront 

p' — sin smô' — ? 

q' = cos<i>' sm9 ~ ) 

r'——, dt dt 
.in«, de Malhêmat., t, X I V . (Septembre "ïS.̂ S.) 2.3 
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Mais, en venu de (lo) et (i), il vient 

(25) 
dt 

et nous avons d'ailleurs, équation (i i ) 

il s'ensuit 

(26) 

on en tire 

(^7) 

1 — 

p̂  — « sinô' sin 7 , 

q' z=i — oi sin B' C0S7 r 

T' -F- WCOSÔ'^ 
dt 

dp' . dv 
-— = — &) smô' cos 7 
dt dt 

dt 

dr' _ ^ 
'dt'^'dÔ' m 

Enfin, les moments des forces que reçoit Vanneau sont : 
ceux des forces égales et opposées à celles qu'il exerce 

sur le tore ; les moments des forces que les supports 
exercent sur Faxe de Fanneau lui-même. Nous trouve-
rons, en raisonnant comme tout à l'heure, que cesj^èr-
niws se réduisent à un moment dont Faxe est?^tué 
dans le plan de l'équateur de Fanneau et fait un angle ¥ 
avec Faxe des x\ compté de celui-ci vers jr\. Il vient 
donc 

P' = — P cos (a;,, X, ) — Q cos (r. + f*' cos V, 
Q' = — P cos ( jr», ) — Q cos ( j , , ) jx' sin V, 
R' = — P cos (x,, < ) — Q cos ( j j , ), 

ou,, en venu des relations (2) à (8) et ayant égard aux 
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valeurs de Pet de Q, ^^ 

p' = — p cos^ sma '-sl^^nA cosa -f- cosV, 
Q' = -h p cos^cosa costì— p sin X sin a cos n p' sin V, 

p n ^ c o s a s i n s i n a sin 

Substituant ces valeurs et les précédentes ( 26) et ( 27) 
dans les équations (24), i l vient 

d'i \ --•A'wsinG'cos7̂ -f-(B'—COwsinÔ'cosy ^^4-wcosG'j 

(28) -h C (A' — Ë') COS7 =r p sin>icos(a + 

Les deux premières de ces équations jleuvent s'écrire 

/ f 
1 sin^'= wsinô'sin7 I ^ \ ik 

Î29) 
. . ( ( B ' - G ^ A ' ) i ^ p cosV=i &)smO'cos7< ^ > ' dt 

s ( 4 - (B' — C ) wcosô' 

Î p COSïj cos ( a + > ), 

Elles serviront à déterB^jier et K lorsque tout ce qui 
se rapporte au mouvemeril; du tore sera connu. 

6. Mouvement du système des deux corps. Multiplions 
la première équation (23) par cosa, la deuxième par 
sin OL it retranchons, il viendra 

• 

(30) A f cosa ~ sin a ^ | -i- (C — A ) /z cosa -f-/? Sin a) = p cos (a + \ dt'W dt J 
on aurait semblablement 

(31) A^ ŝina -hf(C —A)72 (7 sina—/?cosa)rr: p sin (a-+-).). 

Ces équations seraient propres à donner ¡x et oc -h ^ 
en fonction des autres quantités supposées connues. La 

2 3 . 
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première pourrait aussi nous servir à former Téquation 
principale du problème, tfeeifet, Féguation (3o) étant 
multipliée par sin>} et retranchée de l'équation (28), il 
vient ^^ ,,.„ 

(32) 

C ^ — (A' — B') w^sin' G' sin7 cos7 

. . f ' . dq dp\ 
4- A sin>3 ( sin a — cosa — \ dt dt J 
— (C — A) sinn n (<7 cos a = 0. 

Telle est l'équation qu'il s'agiriait de traiter aï'eÔet d'en éli-
miner toutes les variables et dérivées de variables autres 
que y\ mais, pour plus de symétrie, nous procéderons un 
peu différemment. 

A l'aide des valeurs (19) nous formerons d'abord les 
combinaisons suivantes que contiennent les équations 
( 3 o ) ( 3 i ) e t ( 3 2 ) ; * ^ 

7 cos a sma = -h co|̂ (4> — a) sm 0 sin̂^̂^̂^̂  ^''dt"* 

q sina — p cosa == — sin — a) s i n O ^ cos(4> — 

Ornons avons trouvé (9) 

— a = 90® — s, 
il s'ensuit 

Î - . . . . d^ dO 

q cosa 4- sin a = -f- sin e sin 9 — -f- cos s 

^ sm a — p cosa = — cosesinG — - f - sine—• 

En vertu de (12) et (i), la çaleur de ^ fst 
(34) l i — I P 

dt~dt 
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pour obtenir celle de ^ » nous aurons recours à la pre-

mière équation ( i 4 ) et à la troisième équation ( i 5 ) ,que 
nous écrirons comme il suit : 

sinStti^ = smYism7, 

sin ô W s 
sinô' 

En les difïerentiant^ il vient * 

. ' .dB . , dô . dj -h cosò sm9 —̂  -+- sm6 cosô-r- = smyj cos7 fv dt ^ dt '^.dt 

— 0 ^ + cos p cos ô — = cot G' sm G ^ ; 

multipliant la première par cos ¡3, la seconde par 
— sinjS, et ajoutant, pn trouve 

. dB . ^7 . n . 
sm G = sm>3 cos 8 cos 7 ~ ~ — cot 0' sm B sm 9 — • 

dt ^ ' dt ^ dt 

On o^pndrait semblablement une relation entre dB 
et dy, mais il sera plus simple d'employer la première 
équation(i5) 

cos 9 = cos y} cos 9' sin 73 sin G' COS7 \ 

elle donne directement 

sinG™ = sin» sinG' s i n 7 ^ j 

et ilvient^n substituant cette valeur dans ceÎlède sinO 

sin9^ = sin»(cosp cos7 — sinp sin7 cos9') 

ou, en vertu de la deuxième équat^ïk^'(i6), 

(¿b) s m G — = — smïîcose-—^' 
dt dt 

Portant les valeurs (34), (35) et (36) dans les équa-
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. ^ . sin« cose. . . ^ . , 
q cosa -f- /7SiQ<x = — » sinô sine — (smesinô — sm ô'51117)^, 

. , * . / , • sin 6'sin 7\ dy 
g sma. — /? cos a = 4 - w sm ô Ctifse + sm « f cos'e 4 - sm e — j 

valeurs qui 5 en vertu de là deuxième équation ( r 4 ) , se 
rédu^ent à ^ 

Î q cos a -4- p sin a rrr — w sin Ô sin s 

^ s m a — c o s a = + w smô c o s s • 

Différentions maintenant ces deux 
aurons 

as, nous 

( 3 8 ) 

, dq . dp ^ . .doL sin G sin s 
* ^^^ ^ DE ^ — (7SMA — /JCOSQL) ^ == — » ^ 9 

. , dq dp , . rf.sinôcose . d n 
f sm a ^ — cosa ~ 4 - (^cosa -f-/?sma) ~ = 4 - w 77 hsinvj -de dt^ 

Les deuxièmes équations (i4) et ( i5) donnent (Tailleurs 

sin G sin s == sm G' sin 7 , 

s m G c o s € = —: cot >3 cos G, 
smrj 

d'où 

(39) 

«r.smôsms . ^dt . i/â 
= 4 - cosesmG -- 4- smecos.0— 

de de - ^ dt '-t 

~ smG'cos7 
• kif' " ̂  

i/.sinG (^Stèï . . ^dz 'd^ 
n singsmG— 4 - c o s e cos G-7-

de • de dt 

= cotyj smO-—' de 



latious la valeur de ~ 

aurons tï^l^Mans un instant, m cet efTet, 
^iplîons là jremièii par cose et la deuxième pâr 
• sine, puis aj&atons, il viendra 

' R. de ' , -i^Äsf? . , ^dd 
sinô— = sin9'cosvOTtV^'—colyj sine smô—-? ^ dt dt 

et, en substituant la valeur (35), 

sinô^^ = sinô' (cos7 ^oss — sin7 sine 

En ayant égard à la première équation (16), cette expres-
sion se réduit à 

^^ ' l dt - ^ dt 
^7 

Ä dont il faut ;calcul^ l'expression. L'équation (9) rti" ' l 
donne 

f/<t>— i /a = — d̂ s , 
d'où 

J ^ expressions (38) contiennent encore la dérivée 

ou 

et, en 
tion (22), 

d(x de 
dt dt"^ Jt' 

de la troisième équation (19) et de l'équa-

•V. 

tîtuant 

i 'il 

alïSîl:̂  précédemment obtenues, il vient 

sin 9 ^ 
t*« « I 
— — w cos9 r—r (sinyj cos9 cose -H sin9' cosß) — , 
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OU, à cause des premières ëquàfidhs {15 (17)^ ; , 

(40 

I ci OL • , • 
— n — w cos ô — cos Ti ~ fit rit 

d 7 
z=z n — w f cos n cos + sin n sm G'' cos 7 ] — cos >3 — • 

Présentons immédiatement une remarque relative a la 
constante n. Cette quantité n'est pas donnée directement 
par l'observation, mais l'équation précédente va nous 
donner le moyen de Toblenir. Supposons que l'anneau 
étant en repos relativement à la surface de la Terre et 
son plan formant avec le plan horaire l'angle y ,̂ on com-
munique au tore une vitesse angulaire relative au plan 
de l'anneau qui soit et qu on l'abandonne à lui-meme 

en cet état; sera la valeur initiale de et l'équa-
tion (4i) fournira l'expression suivante de n en fonctioxi 
de w et y ̂  : 

(4^) n — w[co%n cosO' sinyj sin B[ cos70 ) — tv-f- o)cosOo. 

Cette relation montre que la vitesse de rotation au-
tour de l'axe du tore est égale à la vitesse relative du tore, 
Tanneau étant au repos, augmentée de la composante de la 
vitesse de la Terre autour de Taxe du tore dans le même 
état de repos de Tanneau. 

Revenons aux équations (38 ). En y substituant les va-
leurs (39), (35) et (41), on aura 

dq . dt) i , 
c o s a ™ - } - s m a — ^ A/ — w cosO — cos ri ^ j^ijrsina— /;cosa) 

— &) sinô cos 7 ~ 5 

•' dq dp { v . 
sfn 7. cos a — — — I/z — fo cos fi — ] ^ H- /^sm a) 

• . d^j T'... 
-1- V' sinO COS/: sin7 — 4- sin ^ — 

' (U ' f!r 
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Au moyen de ces valeurs les équations (3o) e t ( 3 i ) 

donneront 

fx sin (a + ~ Cn — A i wcosO 4- cosn ~ j {q sina — cosa) 

— Aw smô cos7 "7^5 
at 

p cos (a 4- I) C/z — A |wcosO -4- C0S7J ^ ^ (<îfC0sa4-/^sin a) 

— Aw sinô' cos y? sin7 ^ — A sin >3 ; 
' di de' 

substituant les valeurs (37) , U viendra 

a Sin ( a 4- À rr4- Cn—A^oi 

— Aw sin 9' cos 7 —- ? 
' dt 

d y CO iv -h COSr} 
dt 

d^i 

' « sin 0 œs£ --i- sinï)'4-1 
V . ' ' f / 

p. COS (a -}->)— — c /i — A ( w cos B -h cos Ti ~ 
dt 

w sin B sine 

— Aw sinô' cosyîsin7 ^ ~ Asinri 
dt dt-

Développant et ordonnant, on aura d'abord 

lA sin ( a 4- A) = 4- ( C — A W cos B ) W sin 0 cos e 
dy [C/zsinyj — Aw(sinyic0s9+sinû'c0s7 4-cosy3sinGcosî)]-~ 

A • — Asm73 cos73 -rr > dt^ 
•J' cos (a -}- X ) ~ — (C/2 — A w cos B ) w sin B sin s 

-H A i»̂  cos-/: ! sin 0 sin î — sin 0' sin 7 ) - - — A sin Y, ' (It (li 
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En ayant égard aux relations du n*' ces équations se 
réduisent à 

!

p. sin ( a - h = -1- (C/2 — A w cosò ) co sin 0 cose 

, . eh • 4 - ( C /2 — 2 A w cos 9 ) sin yj — A sin » cos » — 

dt de 

d^'i pt cos ( a - l - ) ) — — (C/2 — Aw cos 9) w sin 9' sin 7 — A sin 73 

Si Ton remplace ici cos0 par sa valeur (i5) et sin0cos e 
par sa valeur 

( 4 4 ) sin 9 cos e — cos 9' sin T, — sin 0' cos yj cos 7 

tirée de la troisième équation (17), les formules (43) 
donneront p et a -1- A en fonction de y et de ses deux pre-
mières dérivées. 

7. Formation de F équation finale, Eliminons la quan-
tité acos(a + X) entre la deuxième équation (43) et 
l'équation (28) , il viendra 

( A sin^ yj -f- C ) — h ( C « — A w cos 0 ) w sin ()' sin yj sin 7 

— ( A^ — B ' ) s i ir ()' sin 7 cos7 = o , 

puis, en mettant pour cosX sa valeur (iS) et transposant^ 

[ / • 

( 4 4 bis ) I ^ ^̂  » - h C j — (C/^ — A cos >1 w cos ()' ) 0Ì sin 0' sin n sin 7 

( 4 {A sin- r, -f- A' — B ' ) w'-' sin* 9' sin 7 cos 7 . 
Soieiil, |)OUR abréger, 

¿:; C n — A cos yj w cos 0' 

A sin' /î - h C/ 
w sin y sin?? J 

. ^ A sin^y; 4 - A' — B 2 u . - ™ ; : - ' ï»lir , n Asiu >: 4 - ( / 
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g désignant l'intensité de la pesanteur et ô un nombre 
abstrait qui sera toujours extrêmement petit, tant que, 
A' et B' étant supposés inégaux, sinyj ne sera pas lui-
même très-petit ; Téquation précédente deviendra 

( 4 5 ) ^ 2 ^ s i U 7 C O S 7 ) , 

et Ton aura en même temps 

(46) 

A sin^>î 4 - C/ 
wsinG'sinyj Cn—Acos>?wcos0' 

^ __ I w sin Ô' A sin-Tî -h A' — B ' 
2 sinrj C w — A cosyj oj cos9 ' 

L'équation (45) étant multipliée par ady s'intègre 
immédiatement. Soit donc =h ŷ  la valeur réelle ou ima-
ginaire de y pour laquelle ^ est nul, il vient 

— ^ [ C O S 7 — COS7o — ^ { c o s ' y ~ cos27o)]7 

d'où 

( (4?) ^ y ^ "" COS70) [i — (̂C0S7 -H COS70)]. 

Le cas où la valeur de y serait imaginaire pour une va-
leur nulle de 9 est celui où Tanneau, au lieu d'êtreaban-at 
donné à lui-même à partir du repos, serait animé d'une vi-
tesse capable de lui faire décrire un arc plus grand qu'une 
circonférence. Dans ce cas, que nous n'examinerons pas, 
cosyo pourrait encore être une quantité réelle, mais elle 
sortirait des limites ±: i entre lesquelles sont compris les 
cosinus. Au reste, on obtiendrait la valeur de cette quan-
tité en mettant dans Téquation précédente un système de 

valeurs simultanées de y et de 
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Ce cas étant exclu, ŷ ^ sera un angle réel, et à cause 

que d est très-petit, le facteur i — J (cosy + c o s ^ J 
sera constamment positif. Ceci posé, on voit que la seule 

condition pour que ^ soit une quantité réelle est que le 

facteur cos y — c o s y o et la constante a soient de même 
signe. Or les angles et ri étant »supposés compris entre 
o et i8o degrés, et le terme Acosy} wcosô' très-petit par 
rapport à C / i , le signe de a sera celui de n. Lors donc 
que la composante n du mouvement de rotation autour̂ ^̂ i 
de Taxe défiguré du tore sera positive, on de?% avoir 

cos 7 ^ cosYo ; 

les valeurs de y se succéderont dans Tordre 

Si le mouvement de rotation a lieu dans le sens con-
traire, ou bien si la constante n est négative, on aura 
nécessairement 

cos 7 COS70; 

et les valeurs de y se succéderont comme il suit : 

7O, T , - - H V O , - , 70, 77, 7 R - J - 7 „ , . . . . 

La valeur absolue de est la même potir deux va-
leurs égales et de signes contraires de y\ il suit de là , et 
de ce qui vient d'être dit, que le mouvement du plan de 
Fanneau est un mouvement oscillatoire autour du plan 
horaire, et que les vitesses angulaires sont égales dpis les 
positions symétriques par rapport à ce plan. Il en résulte 
également que si un arc d'une amplitude donnée est décrit 
par le gyroscope dans le cas de n positif, F arc qui sera dé-
crit lorsqu'on chanjj^era le sens delà vitesse de rotation en 
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conservant le même point de départ, sera la portioii 
restante de la circonférence. Enfin, si Ton néglige 
le terme en â dans Téquation (47), on voit que cette 
expression coïncide avec Téquation différentielle du 
mouvement du pendule plan de longueur a. Le mouve-
ment du plan de Tanneau autour du plan horaire sui-
vra, dans ce cas, les mêmes lois que le mouvement du 
pendule autour delà verticale. (Ce résultat a été indiqué 
par plusieurs auteurs. ) La première équation (46) donne 
d'ailleurs la longueur du pendule simple qui accomplirait 
des oscillations de même amplitude dans le même temps. 

On pourrait éviter de considérer le double cas relatif 
à n en regardant n comme une quantité toujours positive^ 
mais alors, il faudrait, dans le cas du changement de sens 
de la rotation du tore, substituer au pôle son opposé, 
et changer aussi le sens de Tun'des axes mobiles x^ ou 
atin que les axes mobiles restassent superposables, comme 
il a été dit au n® 2. Il nous paraît préférable, quoique 
ce soit un peu plus long, de considérer séparément ces 
deux cas. 

La suite prochainement. 

SOlllTION DE LA OllESTlOîi 3 0 5 
(voir page 211) ; 

PAR M. J . M U R E N T , 
Licencié ès Sciences ( Clermont-Ferrand ). 

PROBLÈME. Quelles conditions doit remplir un qua-
drilatère pour que tous les rectangles circonscrits soient 
semblables à un rectangle donné. Quel est le lieu géo-
métrique des centres de ces rectangles? 

Solution. Soit ABCD un quadrilatère dont les 
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diagonales se coupent en un point O. Ce quadrilatère 
sera déterminé si Ton suppose donnés l'angle Q des 
diagonales et les grandeurs a , è , c, d des segments 
O A , OB, O C , OD de ces diagonales. Menons par le 
point A une droite M Q faisant avec la diagonale C A 
un angle quelconque y, et construisons le rectangle 
circonscrit MNPQ dont un côté est dirigé suivant la li-
gne MQ. En traçant, par le point O, des parallèles aux 
côtés du rectangle, on trouve facilement que les lon-
gueurs de ces côtés sont (a-hc) sinç et (&4-<^)cos(0 — (p), 
ou plus simpleînent D sinç et D' cos (0 — ç ) , en dési-
gnant par D et D'les diagonales entières A C , BD. 

Pour que le rectangle MNPQ soit semblable au rec-
tangle donné dont nous représenterons les deux dimen-
sions par C et C , il faut que Ton ait la proportion 

D sin cp C 
D'cos(ô-(p) ~ C' ' 

et pour que la similitude existe pour tous les rectangles 
circonscrits, il faut que cette relation ait lieu pour toute 
valeur donnée à (p. Or, cette même relation développée, 
pouvant s'écrire sous la forme 

(CD' sin 9 — D C ) tangç -h CD' cos ô = o, 

ne sera satisfaite, quel que soit Q, que si Ton a simulta-
nément 

CD'cosQ^o et CD'sin Ô — DC = o, 

d'où l'on déduit D C 
0 = 90" et 

Ainsi, pour qu'un quadrilatère satisfasse aux conditions 
de l'énoncé, il faut et il suffit que ses diagonales fassent 
entre elles \in angle droit et soient proportionnelles aux 
deux dimensions du rectangle donné. 
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On voit qu'il existe une infinité de quadrilatères possé-

dant la propreté enoncee* 
centres. Considérons un quadrilatère A B C D 

construit suivant les conditions que l'on vient de trouver : 
ses diagonales seront perpendiculaires entre elles et nous 
les prendrons pour axes coordonnés, les x et les y posi-
tives étant^rigées suivant OA et OB^i Construisons le 
rectangle circonscrit M N P Q , dont le côté M A Q fait avec 
Taxe des x un angle quelconque (p, le point M étant si-
tué dans l'angle des coordonnées positives. 

Cela posé, il est facile de reconnaître que le centre du 
rectangle doit se trouver au point d'intersection des deux 
droites menées respectivement par les milieux des diago-
nales A C et BD du quadrilatère, parallèlement aux côtés 
M Q et MN du rectangle. Or le milieu de A C ayant pour 

abscisse - el le milieu de BD ayant pour ordonnée 

^ les équations des deux droites sont 

j^tangtp. [x-

et 

y 1— = 

0 
tang^ 

Ces deux équations étant satisfaites par les coordonnées 
du centre du rectangle M N P Q , si l'on élimine entre elles 
l'angle (j), l'équation finale aura lieu entre les coordon-
nées du centre d'un rectangle circonscrit quelconque, et 
représentera, par conséquent, le lieu des centres de tous 
les rectangles circonscrits. 

Pour éliminer y , il suffit de multiplier membre à mem-
bre les deux équations, etl'on aura, en transposant, 

/ f a — c\ [y -f- ^ X I 
2 / V 1 ) : O. 
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C'est Féquation d'un cercle qui passe par l'origine et par 

a — c ' 
x — ^ , r — o 

et 
h — d y — , 

, ^ • 2 • 

c'est-à-dire par les points milieux des diagonales A C , BD. 
Ainsi le lieu cherclié est le cercle décrit en prenant 

potir diamètre la ligne qui joint les milieux des diagona-
les du quadrilatère. 

Remarque, On peut prendre pour quadrilatère un lo-
sange ^ on a alors 

a = c et h d) 

l'équation du lieu devient 

1- -h o , 

et le lieu se réduit à un point, centre du losange. 

SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 3 0 0 
( voir page 2i)4 ) ; 

PAR M. J . M U R E N T , 
Licencié ès Sciences. 

PROBLÎ-ME. Trouver une fonction de a, b, c, d telle, 
F, 

quen j faisant b = a elle devienne ^ ^ ^ et en y 

faisant d c elle devienne — - P . - LEIBNITZ. 
^ i(a -{- b) 

Solution. Désignons par F (a yb ^ c, d) la fonction 

demandée. Cette fonction devant se réduire à — 
o.(c-i-d) 



( 369 ) 
lorsqu'on y fait b= a, sera de la forme 

(,) F («, h, c, d) = 4- (a - b)/{a, b, c, d), 

f étant une fonction inconnue qui ne devient pas infinie 
lorsque b = a. Afin de déterminer cette fonction fai-
sons d~ c dans l'égalité (i). Le premier membre devra, 

d'après Fénoncé, se réduire à el nous aurons 

et, par suite, 
T 

f[a, h, c, c) 
2 ( « H -

Cette relation montre que la fonction/'(a , b ^ c ^ d) doit 

cire telle, qu'elle devienne ^ ^^ ^ ^ lorsqu'on y fait 

(I z=: c : donc cette fonction est de la forme 

/{a, b, c, b, c, dy, 

^ étant une nouvelle fonction qui ne devient pas infinie 
pour d= c. On voit de plus, par cette dernière égalité, 
que (jp doit aussi rester finie pour h a puisqu'il en est 
ainsi de la fonction/. 

Substituant la dernière valeur de/dans l'égalité (1), 
il vient 

-iia + b) 
Am. de Mathémat., l. XIV. (Octobre i355 . ) 
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OU, en réduisant, 

^ . f .V b d F b, c , d ) = -

[a — b — d) o [a^ b y c^ d). 

Cette formule donnera ime infinité de fonctions satis-
faisant aux conditions de Fénoncé-, il suffira de prendre 
pour (f une fonction quelconque de a , b., c^ d^ qui ne 
devienne infinie ni pour b = a ^ ni pour d= c. 

L'expression ^^ ^^b) ^^^^ simple des 

fonctions qui répondent à la question. 

COMPARAISON DE 0«E1011ES MÉTHODES DE QUADRATURE 
ET FORMULE NOUVELLE; 

PAR M. THÉODORE P A R M E N T I E R , 
Ancien élève de l'École Polytechnique, Capitaine du Génie {*). 

De tout temps les géomètres se sont préoccupés de la 
recherclie de formules d'approximation pour calculer 
l'aire des courbes planes. Ces formules sont de la plus 
grande utilité pratique ; car, dans Fétat actuel de nos con-
naissances, le nombre des fonctions intégrables est fort 
limité, et d'ailleurs on a bien souvent h considérer des 
courbes irrégulières qui ne peuvent être représentées 
par une fonction algébrique, telle par exemple que le 
périmètre de la section d'un cours d'eau ou une courbe 
dynamométrique dont Faire représente le travail d'une 
macliine ou d'un moteur. 

On sait que Faire comprise entre Faxe des abscisses de 

(*) Aide de camp du général Niel;en Crimée. . TM. 
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la courbe J = / ( r) et les deux ordonnées 

est représentéè par i'intcgrale définie 
; J (Ii-. 

Les méthodes de quadrature ont pour but de déterminer 
une valeur pbis ou moins approchée de Taire S dans le 
cas où la différentielle f ( x ) rix n'est pas intégrable, ou 
lorsque la forme de la fonction/'(JÎ:) n'est pas connue et 
que l'on peut seulement se procurer la connaissance d'un 
certain nombre de valeurs particulières de cette fonction 
correspondant à des valeurs de x , généralement équidif-
férentes , comprises entre x^ et En d'autres termes, 
on divise l'aire S en un certain nombre de trapèzes cur-
vilignes déterminés par des ordonnées équidistantes, et 
il s'agit de trouver une valeur approchée de la surface de 
plusieurs de ces trapèzes consécutifs, exprimée à l'aide 
des différentes ordonnées formant les bases des trapèzes 
et de leur hauteur cornlnune. 

La première idée qui se présente, c'est de remplacer 
les trapèzes curvilignes par des trapèzes rectilignes en 
joignant deux à deux par des cordes les extrémités des 
différentes ordoimées. L'aire du polygone inscrit sera 
représentée par la formule 

( i ) 
r 

• - L Vo y m 

dans laquelle h représente la commune hauteur des dif-
férents trapèzes, >0 cl les ordonnées extrêmes, et 

^ y la somme de toutes les ordonnées. Cette formule 



( 372 ) 
esl simple, mais ne donne qu'une approximation assez 
grossière. 

En remplaçant Faire de la courbe par celle d'un poly-
gone circonscrit formé au moyen de tangentes menées à 
l'extrémité des ordonnées élevées au milieu de la base de 
chaque trapèze, on obtient la formule très-simple 

(2) A ^ . h - ' ^ J , 

Il est facile de déduire de simples considérations géomé-
triques que cette dernière formule conduit tótyours à un 
résultat plus approché de la valeur exacte de l'aire S 
que la formule (i), et comme elle a en outre l'avantage 
d'une plus grande simplicité , elle doit toujours être pré-
férée. 

Le géomètre anglais Thomas Simpson a cherché à 
obtenir une plus grande approximation en substituant à 
la courbe dont on cherche Taire une suite d'arcs de para-
boles du second degré à axes parallèles aux ordonnées : ce 
qui Ta conduit à la formule suivante, à laquelle il a at-
taché son nom et qui constitue encore aujourd'hui Tune 
des méthodes de quadrature les plus usitées, 

-h j2« -h ij'7 -f- r4 -f-. . . -f- y^n-^) 
H- 4 (j' •+• J3 r. + . . . -f-ĵ «-,) J' 

( 3 ) 

J'q'íJí', v • • ? y?» représentant les valeurs numériques 
des ordonnées distantes Tune de l'autre de la lon-
gueur constante h. Cette formule donne , en général, des 
résultats plus approchés que la méthode des tangentes; 
mais on ne peut pas affirmer à priori qu'il en est ainsi. 
Si Ton cherche, par exemple , T%ire du quart de cercle 
d'un rayon égal à l o , en partageant le rayon en dix par-
ties égales, la formule ( i ) donne 

A 78,809, 
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et la formule (3) 

A 173. 

Or la vraie valeur de Taire est 
8 ^ 7 8 , 5 4 0 , 

L'erreur en plus t laquelle condt|it la méthode des tan-
gentes est donc moindre que Terreur en moins que 
donne la formule de Simpson. L'aire de la parabole 

entre Taxe des abscisses, la courbe et les ordonnées cor-
respondant à = o et = 10, a pour valeur exacte 

^ , 
^ 10 X V90 —63,246. 

En partageant la base en dix parties égales, la formule ( 2) 
conduit à 

A ==63,408, 
et la ÎQÉnule (3) à 

A—63,001. 

L'avantage est donc encore à ia méthode des tangentes. 
Il en serait de même en calculant, au moyen de dix or-
données , Taire du quart de Fellipse, ou celle de Tare de 
Tlij'perbole y = \Jio.x x^ entre le sommet et l'or-
donnée correspondant à x=^io . Mais si Ton cherche 
Taire comprise entre l'axe des abscisses, Thyperbole 
xy = I et les ordonnées correspondant à x = i et o: = 2, 
aire dont la vraie valeur est 

S = lognép. 2 = 0^693147, 

on trouve que la formule (2) conduit, au moyen de dix 
ordonnées, à la valeur 

A— 0,692835, • J 
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et la formule (3) à la valeur beaucoup plus approchée 

A ~ 0 ,693 i5o. 
Je pense que la formule de Simpson doit, en général , 
être préférée à la méthode des tangentes , mais il me pa-
raît difficile de les comparer entre elles et de décider, 
à priori, dans quel cas l'une doit l'emptirter sur l'autre. 

M. Catalan, remarquait que les différents axes de pa-
rabole de la méthode de Simpson ne se touchent qu'en un 
point et forment ainsi des jarrets, a pensé que l'on ob-
tiendrait une formule plus exacte en faisant recroiser 
deux arcs consécutifs de manière à leur donner deux 
points communs. Après avoir mené un premier arc de 
parabole à axe parallèle aux ordonnées, par les extrémi-
tés des trois premières ordonnées, on ne conserve de cette 
ligne que la partie comprise entre les deux premières or-
données ; puis on fait passer un second arc de parabole 
par les extrémités des deuxième , troisième et quatrième 
ordonnées, et ainsi de suite, en conservant l'arc entier 
pour les trois dernières ordonnées. Pour donner de la sy-
métrie à Texpression de l'aire de la courbe ainsi formée, 
M. Catalan refait la même construction dans Tordre in-
verse, puis il prend la moyenne des deux aires. Il arrive 
ainsi à la formule 

(4) A ^ h 
^ / — g '' - xn : -f- g ( - H J)'.-, ; 

h représentant Téquidistance des ordonnées et ^ jr la 

somme des n oidonnéesj ^ O 1 ^ J 2 ' • • • ? ̂ n ( * ) • 

(*) \ oyaz les ISoiH'ellcs Annales de Malhématiifucs, i. \, p. |i?. 
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Catalan pensç ii|ti& c6tte formule pourra presque 

ti^jdtt^etre prefÎrée à cellé de Sîïî pson. La plus grande 
continuité donnée à la suit#des arcs paraboliques semble, 
en eflfet, favorable à la formule (4). Pourtant on ne peut 
rien affirmer à cet-égard. En comparant les deux formules 
dans le cas des cinq aires dont il a été question ci-dessus, 
on trouvera que l'avantage sest toujours à là formule de 
Simpson. Cette dernière étant d'ailleurs plus simple, je 
pense qu'il n'y a pas avantage à lui substituer la for-
mule (4). 

Passons à la formule de M. le général Poncelet. L'aire 
d'une courbe étant comprise entre celle du polygone in-
scrit formé par une suite de cordes, et celle du polygone 
circonscrit formé par une suite.de tangentes , il était na-
turel de penser qu'en général la moyenne arithmétique 
entre ces deux aires s'approcherait plus que chacune 
d'elles de l'aire dé la courbe. C'est sur cette considération 
qu'est fondée la méthode mixte entre celle des tatigentes 
et des èordes, exposée par M* Poncelet dans ses Leçons à 
la Faculté des Scienèes de Pàî is. 

Soit a AGg-l'aire à calculer. 

n 
c 

l > E G ~ 

A 
A 

% y^ 
1 

i 

i 
\ n - 1 

• a c c e i f y X 

On forme un polygone circonscrit à la courbe en me-
nant des;tângeriF^ ajat '̂extrémités de toutes les ordonnées 
j i , j g „ J f d e rang pair , et un polygone inscrit, en 
joignant d'abord les extrémités A et B des deux premières 
ordonnéds, et les extrémités F • et (î des deux dernières, 
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puis menant les cordçè̂ djB ço<ylaièt BI), DF, eW. 
gone circonscrit. H ^ facik de voîî̂  maiuteîi 
l'aire du polygone inscrit est e^rimée par J 

2 2 2 

2 ' 
OU 

h 2 Jo + y-in y\ 4- Xin-x 
2 2 

et que l'aire du polygone circonscrit a pour expression 

( / i 4 - - h . . ^-^X-in-A ) = 

h représentant toujours Téquidistance des ordonnées et 

la somme des ordonnées de rang pair (ou d'indice 

impair), La moyenne arithmétique entre ces deux aif 
donne pour Taire approchée de la courbe 

( 5 ) 

Cette formule conduit fort souvent à une très-grande 
approximation si on l'applique, par exemple, à la déter-
mination de Taire du quart de eercle de rayon 105 on 
trouve, en divisant le rayon en dix parties égales, 

8 = 78,403, 

valeur plus approchée que celles que donnent les for-
mules (2), (3) et (4). Il est à obse^fer^0n outrf, 1(|u'au 

(*) Voyes, pour plus de développements, Xe^ Éléments de Mécanise ée 
H. Resal, pages 28-31. « 
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lieu de dix ou onze ordonnées qu'ont exigées ces derniè-
res, on n'en a eu que sept à calculer pour appliquer la 
formule de M. Poncelet ace cas particulier. L'approxi-
mation eût donc été plus grande encore, si l'on avait, 
comme l'eli; exigé la comparaison équitable des diverses 
méthodes, partagé le rayon du quart de cercle en seize 
parties égales, afin d'avoir aussi dix ordonnées à calculer. 

On peut se rendre compte, par l'analyse, de la valeur 
comparative de la méthode des cordes, de celle des tan-
gentes et de celle de M. Poncelet. 

Considérons, en effet, un élément MM'de la courbe 

Soient 

et menons la corde MM', ainsi que la tangente au point m 
correspondant au milieu de PP'. L'aire PMM'P' delà 
courbe aura pour expression 

'2 ^ oc 
ydx, 

ou, en posant x = 

J
n x' zz 2 Ax 

x' = 0 
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m a i s o n a 

X • 

et 5 par suite, 

Jdxf[x, -^-x') = x y x,) + ^ f " [x,) -f- . . . 

e t 

Jçk x' ~ i A r 

' " (lxf{x, -f- .r' ) r = 2 ^xfix,) 
x' o 4 (A.: 

2 ' 2.3 

ou enfin 

X, Yf" (xo ) - h . . . , 

et l'on sait que ces séries sont toujours convergentes, si 
a A x e s t suflisamment petit et si f [oc , f" [x ç^) ^ etc., 
sont limités. I l est facile de voir, d'un autre côté , que 
Faire du trapèze inscrit a pour expression 

A irz \x[f{x, ^ 1^x) - f - / ( / r o )], 

ou, en développant/(a^o -f- i Ax) en série, 

A tzr ' M x f { x , ) 4 - 2 ( ro) -4- 2 , . 

Pareillement, Faire du trapèze circonscrit, qui est 
égale à 

peut être mise sous la forme 

A'— '}.^xf{x\) 4- 2 -4- ( A J;) V'" (-̂ o ) 4-. . . 
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On a donc 

et 

On voit par là que si les éléments dans lesquels on a 
partagé la courbe sont assez petits pour que les termes qui 
renferment Axà une puissance supérieure à la troisième 
puissent être négligés devant ( Ax)^, la méthode des tan-
gentes conduit à une erreur qui est juste moitié moindre 
que celle à laquelle on arrive par la méthode des cor-
des n . 

La moyenne arithmétique entre le trapèze inscrit et 
le trapèze circonscrit a pour expression 

on a donc 

ce qui montre que, lorsque A x est assez petit, cetle 
moyenne donne la valeur approchée de S avec une erreur 
moitié moindre que celle résultant de Taire circonscrite ^ 
et quatre fois plus faible que celle à laquelle conduit 
Taire inscrite. Mais, pour obtenir cette moyenne, on 
serait oblige de calculer un nombre double d'ordonnées 
puisque les ordonnées du polygone inscrit ne correspon-

C ) Ce^e conclusion semble supposer que / ( j t ^ ) n'est pas nutle; 
mais il est facile devoir, en calculant les termes suivants du développe-
ment de S — A et de S — A% qu'elle subsisterait encore dans le cas par-
ticulier de f" 0. Si/'" {^Q) était aussi nulle ou si plusieurs des 
dérivées/'" ( ^ 0 ) 5 / ( ^ 0 ) 5 5 étaient nulles à la fois, l'avantage de la 
méthode des tangentes sur celle des cordes n'en serait que plus grand. 
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(leiil pas à celles du polygone circonscrit. On a vu de 
quelle manière ingénieuse M. Poncelet a évité cet incon-
vénient, et quoiqu'on ne puisse pas appliquer à sa for-
mule le résultat comparatif que nous venons d'obtenir, 
puisque les cordes et les tangentes ne sont pas disposées 
de la même manière sur les deux figures ci-dessus, on 
conçoit néanmoins qu'elle doit conduire à une approxi-
mation supérieure à celle que donnent les deux autres 
méthodes. On vient de voir que la différence entre Faire 
de la courbe et celle du polygone inscrit tend à devenir 
double de la différence qu'il y a entre Faire de la câathe 
ct celle du polygone circonscrit. On arriverait donc à 
une plus grande approximation si, au lieu de prendre 

pour Faire approchée de la courbe — Î - A , on prenait 

A -H 2 A' 5 car ce serait la véritable expression de Faire de 

la courbe, si les termes renfermant Ax à une piiissance 
supérieure à la troisième étaient réellement négligeables. 
On a , en effet, 

_ -f- î u) -f- I {àa:?/" [a:,) -4--. . ., 

expression qui ne diffère de la valeur de S que par des 
termes renfermant Ax à des puissances supérieures à la 
troisième (et même à la quatrième., comme on le verrait 
en calculant un plus grand nombre de t e r m ^ C e t t e 
considération m'a permis de modifier avantageusement 
la formule de M. Poncelet. Beprenons, à cet effet, les 
valeurs des aires inscrites et circonscrites de la pfemière 
des deux figures ci-dessus, 

+ p 
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et 

Mais, au lieu de prendre, comme M. Poncelet, la 
moyenne arithmétique entre ces valeurs, prenons pour 

l'aire S de la courbe l'expression ^ ^ ? on aura ô 

OU 

( 6 ) S = I, ( H - - • 

Cette nouvelle formule, qui n'est pas plus compliquée 
que celle de M. Poncelet et qui est beaucoup plus appro-
chée, doit donc lui être toujours préférée (*). 

Appliquons les considérations analytiques qui précè-
dent à un exemple numérique, celui de l'aire comprise 
entre l'arc de l'hyperbole équilatère x j = i et l'axe des 
abscisses, entre les limites x = i et x = 2, aire dont 
la valeur exacte est le logarithme népérien de 2 ou 

S rr: 0,698147 18. 

Ĉ ) M. le général Poncelet, auquel j'ai soumis ce petit travail qu'il a 
bien voulu approuver sans restriction, m'a fait observer que l'on peut 
justifier cette nouvelle méthode de quadrature par cette considération 
purement géométrique, qu'à mesure que l'élément d'arc considéré dimi-
nue, la corde MM' (de la deuxième figure) tend à devenir parallèle à la 
tangente TT', en même temps que l'arc se rapproche indéfiniment de celui 
d'une parabole de second degré, de sorte que le segment intérieur Mm M' 

converge vers les ^ du trapèze MTT' M', considéré à la limite comme un 

véritable parallélogramme ; ce qui s'accorde entièrement avec les considé-
rations analytiques sur lesquelles repose la formule (6) . 
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En supposant la base partagée en dix parties égales, la 
méthode des cordes conduit à la valeur 

A r= 0 , 6 9 8 9 7 I 

et celle des tangentes à 

A' = 0,692835. 

On a donc 

et 
S A — O , 0 0 0 6 2 4 . . . 

S — A' rr: 0,0003l2 . 

ce qui fait voir qu'en s'arrètant à la sixième décimale, 
A.r = o, I est assez petit pour que les termes du dévelop-
pement en série qmi renferment Ax à une puissance su-
périeure à la troisième puissent être négligés. 

En prenant la moyenne arithmétique entre A et A', 
ou trouve 

M = ^ ^ o , 6 o 3 o 3 3 

et 
S — M — — o , 0 0 0 \ 5 6 , 

ce qui est (en valeur absolue) la moitié de S — A', ainsi 
qu'on devait s'y attendre. 

Enfin, 
A - + - 2 A' _ , M =r ^ 0,693147, 

ce qui ne diffère de la valeur de S qu'au delà de la sixiè-
me décimale et présente, par conséquent, une approxi-
mation bien supérieure à toutes celles qui précèdent. 

Mais, comme je l'ai déjà dit, il est à remarquer que le 
calcul de M et de M' serait deux fois plus long que celui 
de A ou de A', et que Ton pourrait, par conséquent, dans 



( 3 8 3 ) 
le n i ^ e teogips calciJer W eâ prenant A r deux fois plus 
petit, donnerait peut-être Favantage à cette der-
ni^e e^j^ssion. Appliquons donc notre exenaple à la 
formule àe M. Poncelet ; la valeur de Taire sera 

S' =r 0,693523, 

et', par suite, 
- M ' s - S ' 0 , 0 0 0 3 7 6 . 

On voit que Terreur est un peu plus grande que S — A' 
et qu'elle est plus du double de S — M: mais cela tient 
à ce qu'en conservant la division de la base en dix parties 
égales, çai a réellement pris Ao: deux fois plus grand, 
comme il est facile de le voir sur la première figure, et 
que, sans avoir plus d'ordonnées à calculer, on aurait 
pu diviser la base en seize parties égales, auquel cas la 
formule du général Poncelet aurait sans doute eu l'avan-
tage sur la méthode des tangentes. 

La nouvelle formule (6) conduit à la valeur 

S" = 0 , 6 9 2 9 8 4 , 

et Ton a, par suite, 

S — S'̂  = — o ,000163, 

erreur notablement plus faible que S — S'. 
Quant à la comparaison analytique entre la formule 

de M. Poncelet ou la formule (6) d'une part, et entre 
celle de Simpson ou la formule (4) d'autre part, elle me 
paraît fort difficile à faire, et je ne puis me prononcer 
sur leur mérite relatif. Je pense néanmoins qu'en géné-
ral la nouvelle formule que je propose ne le cède pas 
en exactitude à celle de Thomas Simpson. Cette dernière, 
qui donne Taire exacte dans le cas particulier d'une pa-
rabole du second degré à axe parallèle aux ordonnées , 
peut conduire, comme nous l'avons vu, à des résultats 
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moins satisfaisants que la méthode des tangen 
(jue la formule de M. Poncelet et à fortiori la 
sont évidemment préférables à la méthode (leŝ  

SUR U RÉSOLUTION DES EQUATIONS TRAMS 
( voir page 304 ). 

Méthode de M. Stern. 

La méthode des séries, employée par Euler, Lagrange 
ct M. Cauchy, est sujette à de graves inconv<é|ients. Il 
y a d'abord la difficulté de reconnaître la continuité et la 
convergence, de reconnaître si l'on s'approche par excès 
ou par défaut, et, lorsqu'il existe plusieurs racines réelles, 
il est difficile de distinguer les séries correspondantes aux 
diverses racines, les équations peuvent avoir une infi-
nité de racines, et, pour les racines imaginaires, une 
première approximation est déjà pénible à obtenir. C'est 
ce qui a engagé l'Académie des Sciences de Copenhague 
à proposer en 1837 la question : De œquationum trans-
cendentium radicibus indagandis, M. le D̂  Stern, cé-
lèbre analyste qui habite Gottingue et qui y cultive la 
science pour elle-même, a remporté le prix Nous 
allons essayer de donner une idée de l'ouvrage couronné. 

La racine d'une équation, soit algébrique, soit trans-
cendante, est une quantité qui, substituée à la place de 
l'inconnueX, la réduit à zéro; dans une équation algé-
brique qui a pour facteur x — a , on esl autorisé à en 
conclure que a est une racine-, il n'en est pas ainsi dans 
une équation transcendante. Si l'on a 

f̂ ) Venu à Paris pour voir rExposilion. 
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posait 

F (x) peut devenir infini. Par exemple, soit 

tangjc = sin jr séc a: o, 

on peut poser 
sin J: = o 

et ensuite 
séc X — O ; 

les racines de Téquation 
sin X = o 

annulent aussi tangx = o. En effet on a 

sin .r r = .r f i ;; TT' V \ 

(voir les Tables de Callet). 
Ainsi 

.r-— o, X r. ^ 7̂ = 277, , . . , 

et ces racines donnent 
séc JT o ; 

donc, dans ce cas, 
tangx = o ; 

mais les racines de sécx = o sont évidemment imaginai-
res. Posons donc 

^ —y -f-
alors , 

cos.r = - (c.'' -f cos r — ^ i [c^ — t'"^) s i n / , 

sin.C rr: sinj -h ^ — COSJ . 

A»n de Mathênml,, t. XIV. (Octobre i855.) 
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On doit avoir, séc x étant nul, " ^ 

cos jc rr 00 ; 
donc 

s = 00 , 
et, par conséquent, 

sin o: = 00 . 

Ainsi, en posant 
sécj: = o, 

sino; devient infini et tangx n'est pas nul \ en effet, on 
trouve alors 

tangjc = i. 

Par conséquent, l'annulation d'un des facteurs n'annule 
pas le produit. 

L'auteur fonde sa méthode sur ces trois théorèmes : 
I. THÉORÈME. L'équation 

étant donnée, substituant successivement "K^^^^^àlaplace 
de X, si les valeurs de f(xi), f{x2) sont de signes op-
posés y il existe une ou plusieurs racines de Véquation 
entre Xi et Xg ; s''il n^existe aucune racine entre Xj et Xg, 
les valeurs /¿e f (xi), f (xg) sont de même signe. 

Observation, Bien entendu que f [x) est continue 
entre Xi et x^. 

n . THÉORÈME. Si la fonction f ( X ) EI toutes ses dérivées 
restent continues entre x e? x -f- a, o« aura 

f[x->ra)=zfx 4- a f [x, x 

f { x a) =:fx 4- a f x \ x ^ a ) , 

/ ( x - f a) -4- af'{x) + i a'f" (x) -1-

où ( x , x + a) représentent des quantités renfermées 
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entre x ei x a, qui ne sont pas les mêmes dans chaque 
équation (MOIGNO, Calcul différentiel, p. 3 4 ) . 

I I I . THÉORÈME DE FOURIER, M. Ossian Bonnet en a 
donné une démonstration très-simple [Nouvelles Anna-
les,^ tome III, page 119) ^^rappelons seulement l'énoncé 
du théorème. 

Soient f (x) une Jonction algébrique quelconque de de-
gré m ̂  ei a, jS deux nombres ei (3 ^ a 5 écrivons les deux 
suites \ 

(a) /("'-^^fa), / ( « ) , 
(pj /m-

Les exposants indiquent des derivations; les deux sui-
tes peuvent présenter le même nombre de variations, 

mais dans aucun cas la suite ( (3) n'a plus de variations que 
la suite (a). Lorsque la suite (j3) a moins de variations, 
le nombre de racines réelles de Féquation comprises 
entre <x et |3 ne peut jamais dépasser k nombre de varia-
tions perdues. Les pertes de variations proviennent : 
i°d| ceque des valeurs intermédiaires entre a et j3 an-
nulent/(x)' , ou bien de ce que ces valeurs intermé-
diaires annulent une ou plusieurs des fonctions dérivées , 
et, dans ce cas, les variations disparaissent par couples 
et indiquent rexistence de racines imaginaires dans l'é-
quation 

/ ( x ) == o. 

Le nombre de variations perdues pouvant tenir à l'une 
ou à l'autre de ces deux circonstances , on ne peut savoir, 
comme parle théorème Sturm, le nombre juste 
des racines comprises, on a seulement une limite ; mais, 
lorsque par la nature des fonctions dérivées oh sait 
qu'une d'elles s'annule, alors le nombre de variations per-
dues indique le nombre de racines réelles renfermées 

2 5 . 
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entre a et ¡3, et, en géiiér lorsque le nombre des varia-
tions perdues est impair^ il existe au moins une racine 
réelle entre or et (3. 

Dans les fonctions algébriques,y est toujours une 
constante et c'est à cette particularité qu'on doit de pou-
voir compter le nombre de variations dans chaqufe suite 
(a) et (|3) qui ne contiennent au plus chacune que m ter-
mes; mais dans les fonctions transcendantes on peut 
continuer les differentiations indéfiniment et il ny a 
plus lieu au théorème de Fourier. Pour remédier à cet 
inronvénicnt, et c'est là le point fondamental de la mé-
thode, M. Stern adopte pour/^'"^ une dérivée qui jouisse 
de la propriété qu'enlr#a ct (3 elle ne change jamais de 
signe; c'est-à-dire que dans cet intervalle l'équation 

n'a aucune racine, ct il démontre qu'alors les suites [a] 
et (|3) jouissent des mêmes propriétés que pour les équa-
tions algébriques, par des raisonnements analogues à 
ceux que l'on fait pour ce genre d'éqtialions* Il noname 
dérivée déterminante celle qui remplit cette condition, et 
nombres déierminants les nombres a et |S, et, pour évi-
ter la longueur des calculs, il choisit a et/3 de telle sorte, 
que m ne dépasse pas deux, et qu'il n'y ait qu'une seule 
racine comprise, et qu'aucune racine des équations 

ne soit comprise entre ces nombres. Il est toujours pos-
sible d'avoir des limites si resserrées tant q u e / ' (.r) et 

y (x) n'ont pas de facteurs'iÉitnmuns ; dans ce dernier 
cas, il faut (hercher ce facteur et le mettre de côté. Ces 
limites étant trouvées , on cherche laquelle de ces limites 
substituée à la place des x dans/(.r) et f"{x) donne 
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inèuic signg. C'est ce que l'auteur nomme la limite 
extrême. Si c'est a , alors on aura pour nouvelle limite 

une autre plus rapprochée a -f- j ^ y si (3 est la limite 

fis'' 
extrême, -S — ^ ^ ^ ^ ^̂ ^̂  nouvelle limite; et on con-
tinue de .même avec ces nouvelles limites. Lorsque les 
deux limites ne diffèrent plus que d'une unité décimale, 
on petit aller plus vite. Soit 

\l(fj 

on divise la plus grande des deux v aleurs J^^a e t ¡ 3 par la 
/ I \ ^ plus petite des deux valeurs i f [a) ^ i j ' {¡S) el soit ( — | 

runité décimale immédiatement plus grande que ce quo-
tient; si 11 est plus petit que i —A, on resserre les li-
mites jiisqu'à ce qu'on ait 

;, n I — / on n i — / ; 

alors, si j3 est la limite extrê:àf^^ on développe le quo-
tient jusqu à la décimale ffordre on aug-

mente le derniei- chiffre du quotient d'une unité et on 
/V/yowie, ainsi augnienté, à p, si/{-S) et f (¡Î) sont de si-
gnes ̂ ^ifférenls, ou bien on retranche de j3,si/(f3) et 
/ (¡î) ont même signe. La nouvelle valeur approchée 
peut être au-dessus ou au-dessous de la valeur de la ra-

ne ; de quoi l'on peut s'assurer en substituant à la 
place de x dans J [x] : en tout cas, jS diffère de x d'une 
quantité moindre que ' Augmentant ou dimi-
nuant la dernière figure décimiilc de d'une unité, selon 
que ¡6/ est plus grand ou moindre que la racine, on aura 
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de nouvelles limites ; et procédant avec celles-ci comme 
avec les précédentes, on parvient à des résifltals exacts 
jusqu'à la 271 + / r , 4 ^ 4 - 3 ^ , 8 / 2 4 - 7 ^ figure décimale. 

Les applications suivantes éclairciront ce que l'exposé 
peut présenter d'obscur ). 

Il y a donc trois points essentiels qu'il faut avoir tou-
jours présents dans l'application de cette méthode : i® la 
recherche de la fonction déterminante ; 2° la recherche 
des nombres A et 3| resserrer les limites jusqu'à ce 
que l'on ait 

/i ~ I — . 

x""'Exemple : 
a: l o g ^ — lOO == o 

( E u l e r , / / Z i t . II, § 243); il s'agit de logarithmes 
hyperboliques. 

f"[x) = f (x)z=z l l o g x , /{x) =z X l o g ^ — 100 ; 

â et 4 sont des nombres déterminants^ c a r ( x ) ne 
change pas de signe dans cet intervalle. 

r [œ), f 
-h -H 

(3) I , 2,098, o , 3 0 9 3 , 

4 - 4-
(4) 2,386, 

4 -

0,940 •H 

Ainsi la racine est entre 3 et 4 • 

• 4 # 3 = ( 

(*) On en donnera plu» tard la démonstration pîutôt longue que diffi-
cile et qui aurait trop allongé cet article. 
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dçnc ^ 

^ est la plus grande des valeurs d e / " (x) , 3,196 est la 

plus petite des'valeurs de 2 f (x) ; donc 

5,196 = 0 , 0 7 . 

on a 

donc 
^ = I et n=z i — k. 

Ainsi la condition est remplie. La limite extrême est 4 ? 
car cette limite dontie même signe kf^ (x) etf[x) 

/ ( P ) ^ 0,940 
/'(P) ' 2 , 386 ' 

et comme -h A = i , ij suffit de pousser la division 
jusqu'à la premièredécimale (i;oir p. 389). 

Ainsi 

f'iP)- ' ' 

augmentant cette décimale d'une unité, on a, pour pre-
mière valeur approchée, 

4 — 0 , 4 = 3,6; 

on retranche parce que/'(j3) e t ^ (j3) ont même signe 
(P-389). « 

f { % 6 ) est:0)«|p^^nc 3,6 est trop grand et la racine 
est comprise èûtrèf^^et 3,6 ; or 
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011 a encore A = i et 

«^i — k, 2.n -h ^ = 

11 faut donc pousser le quotient jusqu'à la troi-

sième décimale et l'on obtient 

/ ( 3 , 6 ) 

ainsi la seconde limite est 

3 , 6 — 0 , 0 0 3 = 3,597, 

approchée à un millième p r è s . 3 , 6 9 7 ) èst négatif, la 
racine est donc comprise entré3',597 et 3,598-, or 3,698 
est la limite extrême : 

/ ( 3 , 5 ^ _ O , o o i 6 3 O 3 2 ' 
/~(3 ,598j "" 5 ^ 0 3 7 8 1 6 ' 

or 

4 // -f- 3 A- = 7 ; 

il faut pousser jusqu'à la septième décimale, donc 

ainsi la troisième valeur approchée est 

3 , 5 9 8 — o., o o o f 2 8 5 , . 

exacte à ( — près; de sorte que "la racine est entre 

3,6972850 et 3,5972861. Eiiler trouve 
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Exemple : 

X — cos x = o 

(Euler, Introduçtioriy livre II , § 53i), il est évident que 
cette équation n'a qu'une seule racine réelle. 

y ' ( a : ) — cos j" , (o;) = I - f - s i n x , f x"^ ^ 

depuis o: = o jusqu'à x = 90 degrés, cosx conserve le 
même signe; donc f [x) peut être prise pour fonction 
déterminante 

o — coso r = — 1, 90^ — cos90" = -f- 90° 

donc il y a une racine entre o et 90 degrés -, des limites 
plus resserrées donnent 

f'W). 
-f-

0 , 7 6 4 , 
-f-

1 , 6 4 4 , 0 ,064, 

-h 
0 , 6 9 6 , 

+ -f-
o , i o 3 , 

0^774 — r» '> • 
2 . 1 , 6 4 4 

donc 
X = o, 

car 10 > 
« I , n ~ i — k , 

/ ( o , 8 ) _ o , i o 3 
( 0 , 8 ) - 1 , 7 1 7 

(0,8 est la limite extrême). Il faut pousser jusquà la 
seconde décimale, car 

2 « 4- = 2 , 
donc 

o , i o 3 
o , ob ; 
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première valeur approchée 

0 , 8 — 0 , 0 7 = 0 , 7 3 . 

/ '(o,73 ) est négatif; ainsi la racine est comprise entre 
0,73 et 0 , 7 4 . # 

/ ( 7 , 4 ) o,ooi53i , , . , /N 

seconde valeur approchée 

0 , 7 4 — 0 , 0 0 1 0 , 7 3 9 . 

/ ( 0 , 7 3 9 ) est négatif; la racine est entre 0,739 et 
0 , 7 3 9 1 . 

/ ( O , 7 3 Q I ) 0 , 0 0 0 0 2 4 8 8 7 
ô^x = —̂  ^ = 0,00001487 / ' ( 0 , 7 3 9 1 ) 1 , 6 7 3 6 2 ^ ^ 

(car 8/2 + = 8); 

troisième approximation 

0 , 7 3 9 1 — 0 , 0 0 0 0 1 4 8 8 = 0 , 7 3 9 0 8 5 1 2 , 

exacte jusqu'à la huitième décimale. Euler trouve 0,7390847. 
La suite proehaincment, 

m m SYSTÈME DE TROIS COURBES P L 4 N Ë S ; 
PAR UN ABONNÉ 

( Montpellier). 

S o i e n t 
(1) • A = o, 
( 2 ) B = o, 
( 3 ) C = o , 
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les équations de trois courbes ; 

(4) A + 

sera Féquation d'une courbe passant par les points d'in-
tersection des équations (i) et (2 ) , et nous pourrons dé-
terminer X par la condition que (4) coupe (3) oribogo-
nalement. ^ 

( 5 ) A 4 - p t Ç = : o 

po&ra aussi représenter une courbe*passant par les 
points d'intersection des équations (i) et (3) en coupant 
( i ) orthogonalement. 

(6) B4-v;c = o 

pàl^râ de même par les points d'intersection des équa-
tions (2) et (3) et coupera (i) orthogonalement. 

Les valeurs de X, [a, v sont 

. dx dx . dy dy 
' " " cŒ ^ cm ^ ' 

dx dx dy dy 

dk ^B d^ d^ 
,^dx dx dy dy 

r/B d^ dBdC 
dx dx dy py 

(U^ cm dk cm 
dx dx dy dy 

' dk dC dk~dC' 
dx dx dy dy 

et l'on a toujours l'identité 

u. 
V -F- JX = o , ou V = — R • 
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(7) VB —ptCciro 

est Féquation d'une courbe passant par les points d'inter-
section des courbes (4) et (5). D'après l'identité trouvée, 
l'équation (6) peut s'écrire sous la forme 

AB—liC=:o. 

Donc les courbes (4) , (6) et (6) ont toutes leurs cordes 
communes. 

Ce théorème est la généralisation d'un 
Plûcker énoncé dans un des volumes des Nouvelles 
nales. 

— 

NOIJVEIIES PROPRIÉTÉS DE LA lOXOBROMlE; 
D'APRÈS M. H. D ' A R R E S T . 

{Astron. Nachr. i853, t. XXXVl, p. ̂ .H.) 

1. Notations. 

câ  i coordonnées astronomiques d'un point d'une loxo-
dromie passant par Y origine, 

A = angle constant de la loxodromie avec le méri-
dien. ' 

r — rayon de courbure sphérique de la Iqxodroôiie au 
point " -W^êe ' 

a', = coordonnées du centre du cercle osculateur de 
la loxodromie au point (oî  â), ^ 

n ~ portion de la normale comprise entre la courbe 
et l'équateur. 

= rayon de courbuie de la développée au point 



( 397 ) 
n' = portion de la normale au point ( a c o m p r i s e 

entre la développée et l'équateur. 
M = angle que fait la développée au point (a', â )̂ 

avec le méridien passant par ce point. 
s' =z longueur d'un arc de la développée. 

2 . Formules. 

Equation de la loxodromie passant par l'origine : 

/ ^ \ 

(1) log tang ) = a c o t A . 

( 2 ) c o t — sin A tang r), 

( 3 ) 

( 4 ) îang 0 ' — db tang A séc 

( 5 ) tangr tang/z = — coséc^A. 

, , , sin A tan^ fb cot/-' r= 
^ ^ sin̂  
{7 ) tang r tani^ n' = — coséc' A sin'' . 

(8) sin A' s ino' = r = h sin A. 
I r A — , 

(9) tanL^rfri^rt-tangA .A > -f-^ ^ ''' J ' 

équation de la développée. 

( 1 0 ) c o s / c o s A = coso' , 

3. On conclut de l'équation (9) que la développée de 
la loxodromie n'est pas une loxodromie -, elle diffère en 
cela de la spirale logarithmique. 

Si l'on mène les deux cercles parallèles de latitude -f- A 
et—A formant deux segments sphériques, l'équation {9) 
montre que la développée est formée de deux spirales sépa-
rées, renfermées chacune dans un des segments et ayant le 
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pôle correspondant pour point asymplotique. Chacune 
de ces spirales s'étend aussi dans la zone comprise entre 
les parallèles. 

4. Le cône qui a pour centre celui de la sphère et pour 
base la développée de la loxodromie coupe le cylindre 
qui touche la sphère suivant l'équateur en une certaine 
ligne courbe; développant le cylindre, la ligne courbe 
devient plane et a pour équation 

équation de la caténaire. 
5. A étant toujours l'angle constant, supposons qu'un 

point décrive sur la sphère une courbe qui coupe chaque 
méridien suivant un angle A! tel, que l'on ait la relation 

tang A' = tang A sin ^ ; 

l 'équation de cet te courbe sera 

[n) log cos ^ = a cot A : 

la projection orthogonale de cette courbe sur Téquateur 
a pour équation polaire 

c'est une spirale logarithmique. 
L'équation de la normale sphérique à la courbe [a) 

est 
tang^' = tangí [cos (a — ol) — tang A sin (a — a ' ) ] , 

où a', à' représentent les coordonnées courantes. 
Faisant 

• on obtient 
tanc sous-normale = cotA. 
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Ainsi l^sous-i^rmale est constante, ce qui n'a pas lieu 
pour la pi^^ole sphérique. 

6. R^pp^ons ces formules générales données pari Gu-
dernfknn '̂̂ ^ '̂̂  

Soient 
^^ / { a , ^ ) = o ^^ 

l'équation'I^me courbe tracée sur la sphère ; rie rayon de 
courbure-, a', les coordonnées du centre de courbure 
correspondant au point a , cî. 

Posons 

r /a 

— == Y, I y? COS' = / , X Sin^ =r IX, 

y.}. sin(î = V , on a 

/ , V ^ . A/ f̂  sin S — y. 
tang ( a a ) = ^̂ ^ ^ ^ 1 ' 

3 
A' 

tang r ~ 
V — P 

On trouve ces formules dans la Sphérique analytique 
de Gudermann \ Cologne, 183o. 

GÉOMÉTRIE SPHÉftlOUE ET TOPOGRAPHIE, 
Théorèmes à démontrer. 

1. ABC est un triangle sphérique. 
m est le centre du cercle inscrit ; r le rayon sphérique 

de ce cercle. 
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u est le centre du cerclecircônscrit ; p le^fiyoàs^ér^iie 

de ce cercle. ^ ^ - ? 
les rayons sphériques des 

inscrits. « ^ 
s Faire du triangle, p le périmètre. 
On a 

A B C^è'èsma 
s i n A H- s i n B -4- s m C = 4 c o s - c o s - c o s - r-^ •> 2 2 2sm/'sinp 

a , b . c cos m a 
s i n <7 - f - s i n o - h s i n c = 4 s m - s m - s i n — ; ^ — ^ 

2 2 2 sm rsin p 

// vl s i n - » t a n g o 
. I _ ( tangp. tang o .tang^ .tangp J' __ 2 " ^ 

2 a h c a b • c 
2 c o s - c o s ~ c o s - 2 c o s - COS - COS -

2 2 2 2 2 

( H . D'ARREST 

2. Pour un lieu terrestre donné et une déclinaison 
d'une étoile donnée, le minimum de Faccroissement de 
Fazimut a lieu lorsque le sinus de la hauteur de l'étoile 
est égal à la tangente de la moitié de la hauteur dans le 
premier vertical. (MÖBIUS.) 

3. Mêmes données 5 le minimum de Faccroissement 
de l'angle parallactique a lîeu lorsque le sinus de la hau-
teur de l'étoile est égal à 11 tangente de la moitié de la 
plus grande digression. (H. D'ARREST. ) 

4. Soit f la hauteur du pôle pour un lieu donné; â la 
déclinaison d'une étoile S; O et O' deux points de Fho-

(") Directeur de l'observatoire de Pleissenberg, près Leipzig, élève du 
célèbre Encke ; il est de la colonie de Berlin; provenant de Français exilés 
par la révocation de Tédit de Nantes : mesure funeste qu'on pourrait 
caractériser plus sévèrement et qui entache la lin du siècle de Bossuet et 
de Fénélon. 
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rizon diaméIralement opposés au point orlif et au point 
occase de l'étoile, 5 étant l'aire du triangle S00^ Cette 
aire est constante ( L E X E L L ) et Ton a 

tang^ 
/ tang 

V 

tang 45®—" 

( H . D'ARÏIEST.) 

5. Sur le diamètre d'un grand cercle d'une sphère 
comme axe on décrit une lemniscate, on fait une projec-
tion stéréographique de cetle lemniscate sur la sphère; 
cetle projection renferme une partie de l'hémisphère ; 
l'aire de la partie restante de l'hémisphère est égale au 
carré du diamètre de la sphère. (H. D'ARREST.) 

6. A, I3,C,D, E sont cinq points dans un plan ; A, B, 
C, trois points consécutifs en ligne droite. Données lon-
gueurs AB, 1)C,DE ; angles DAE, DRE, DCE. Construire 
le quadrilatère ACDE : par un moyen mécanique, 
a® par le calcul. [Problème de topographie.) 

Théorème conihinutoire à démontrer. 

Soit I , 2 , 3 , 4 V " 5 — ^ suite de nombres na-
turels; représentons par F^ (/z — i) l'expression algé-
brique de la somme de ces nombres combinés r à relsans 
répétition. 

Soit 1 ,2 ,3 , ^^^ seconde suite de nombres na-
turels ; représentons par F / [n) l'expression algébrique de 
la somme de ces nombres combinés r k r avec répétition. 
En changeant dans F,, [ n — i ) , + 7zdans — n , on 
retrouve la fonction F / ( / / ) et, réciproquement, en chan-
geant dans FV -4- ^ dans — n, on obtient F^ — 1) 

Ànn. de Mathémal., l XIV. (Novembre i8'»5.) 26 
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Exemples : 

r = r I , 

r = 2 , 
, w — I . / / — 2 . 3 /2 — I 

~ I = , 
' 1 2 3-4 

n . n \ n 1.Z n i 
1 . 2 . 3 . 4 ' 

(OETTINGER . ) 

BIBLIOGRAPHIE 
(voir p. 272 ). 

ALGÈBRE SUPÉRIEURE ; p a r M Serret. (Fin.) 

Leçon ( i i8 - i32 ) . On fait voir comment M. Min-
ding s'est servi du parallélogramme de Newton pour dé-
terminer le degré de l'équation finale dans l'élimination, 
parallélogramme qui sert, comme on sait, dans la re-
cherche des asymptotes hyperboliques de divers ordres 
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d'une courbe donl l'équation est donnée. IVI. Liouville a 
fait emploi de ces asymptotes pour calculer d'une ma-
nière élégante les divers termes de l'équation finale. C'est 
ce que donne aussi la méthode de Bezout. « M. Liouville 
a déduil, des résultats qui précèdent, la démonstration 
d'un théorème curieux de géométrie (p. iiS), n II s'agit 
A^nn magnifique théorème sur les tangentes parallèles dans 
les'̂ courbes et sur les plans parallciles dans les surfaces. 
11 me semble qu'il aurait été eonvenable de dire qu'on 
doit cette curiosité à M. Chasles [\o\r Nouvelles ^n-
nales^ tome IV, p. i53 et «78). 

10'' Leçon (i33-143). Extension des résultais de la 
leçon précédente aux surfaces. 

Il'' Leçon (144-162).Théorie des fonctions semblables 
des racines d'une (V|ualion. 

Dans cette théorie créée par Lagrange on a besoin de 
la proposition suivante : 

Le nombre des valeurs distinctes que peut prendre 
une fonction de m lettres quand on y permute les lettres 
quelle renferme, est toujours un diviseur du produit m.\ 

Démonstration. Si toutes les pet mutations sont diffé-
rentes les unes des autres , le noiiiLi e de ces yaleurs est 
évidemment m!. Formons ces perinutations normale-
ment, comme nous l'avons indiqué [Nouvelles nnaies, 
u I , p. 127) , et écrivons-les les unes au-dessous des 
autres; le même mode cjui sert à dériver la deuxième de 
la première fait dériver la quatrième de la troisième, la 
sixième de la cinquième , etc ; donc , si la première per-
mutation devient égale à la deuxième, la f|ualrième de-

{*) Le théorème sur les plans appariient aussi à M. Chasles. 
C") On persiste à ne pas parler de cette formation normale (Hinden-

bourg) dans les Traités élémentaires, et je persiste à la recommander 
parce qu'elle est essentielle. 

26. 
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viendra égale à In lioisième, la sixième à la cinquième, 
Ole ; le nombre de permutations distinctes sera donc 

La troisième pennutation dérive de la première, 

comme la sixième de la quatrième, la neuvième de la sep-
tième, etc. Donc, si les trois premières permutations 
deviennent égales , les quatrième , cinquième et sixième 
permutations seront aussi égales, et ainsi donc le nom-
bre des permutations distinctes se réduit à etc. 

c . Q. F, D. ' 

Soit Téquation 

{I ) -f- .r'"-' -f- P', 4- . , . -f- ^̂^ — o , 
^ , X2 ) • • » Xm ) , 

deux fonctions des rncinos son! semblables lorsqu'une 
permutation quelconque dans l'une amène une permuta-
tion semblable dans Tautre. 

Exemples : Xx H- Xs et x^ x<¿ sont des fonctions sem-
blables; à -h coi'icspond x^ x^, etc., mais x^ — x^ 
et x^x^ ne sont pas semblables, cara x̂  — corres-
pond Xi \ Xx — et Xi — X'i sont de signes opposés, 
tandis que Xx x^ et X2 Xj sont égaux, mais x , — x ^ el 
et x^ — xl sont semblables. Cette défini lion admise, 
lorsque l'on connaît la valeur numérique d'une de ces fonc-
tions, on peut en déduire la valeur numérique des fonc-
tions semblables. M. Hermite en a donné une démonstra-
tion plus simple que celle qu'on lit ici [Nouvelles 
Annales y t. I , p. 329) ; mais il n'a pas discuté les cas 
exceptionnels, d'ailleurs très-faciles, où certaine équation 
a des racines égales. 

Le Ûiéorème subsiste encore lorsque les fonctions ne 
sont pas semblables; on le ramène facilement au cas où 
les fonctions sont semblables (p. i6i ) ; ainsi, étant don-
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née la valeur d'une fonction des racines, on peut trou-
ver une racine. 

12^ Leçon { 1 6 3 - 1 7 0 ) . Applications numériques (|ui 
facilitent rintelligence de la leçon précédente et une nou-
velle démonstration du tliéorème de Lagrange, par Gal-
lois. 

13"" Leçon (171-189). Equations binômes ; théorie des 
racines primitives, créée par Euler-, manière de les trou-
ver et leui* nombre, a])plication du priiici])e de M. Sturin 
à l'équation 

V.4- 4-. . .-4- V. H- I o 
ou 

V, = -4- : JC 
faisant 

x -f— ~ s. 
X 

on a 

V„ est une fonction de 
A rinspection de eetle relation, on voit : que les \ 

forment une série récurrente, dont l'échelle de relation 
est — I -, (|u'on peut a])pliquer à ces fonctions V 
les mêmes raisonnements qui servent à o])érer la sépara-
tion des racines dans le théorème de M. Sturm. Faisant 
successivement 

X = — I , 

d'où 
z — o; = -f- I , d'où 2 = 2 , 

m̂ trouve que l'éiîuation V^ = o a a racines réelles com-
prises entre -f- 2 et — 2. 
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Posons 

u« RR 4 - -H . . . -4- V, 4 - V, 4 - I . 

U„ est une fonction du degré en on a la relation 

et Ton conclut que Féquation Ul = i a |!x racines réelles 
comprises entre — 2 et 2. 

Toutes les fois que la relation (i) existe, le principe de 
M. Sturm est applicable. 

Leçon (190-200). Roule encore sur les fonctions 
Y„ etU„ de la leçon précédente-, donne les équations dif-
férentielles linéaires du deuxième ordre aux(]uelles ces 
fonctions satisfont. On dédtiit Je ces équations les expres-
sions développées de ces fonctions, et aussi les dévelop-

pements de cos nd et de en lonctioii de cos«. Un 
^ sm a 
ne miîntioinie pas les relations de ces fonctions avec les 
séries reçurrentes. 

15'' Lcco// ( 201-217). Résolution de Féquation géné-
rale du troisième dcî ré. Hudde, Lagrange, Tscliirnhaus, 
Euler. 

Leçon (218-232). C'est une suite. Equations du 
troisième degré donl deux rariiîcs peuvint s'exprimer 
rationnellenicnl en fonction Je la troisième. On regrette 
que Fauteur, au lieu Je s'attacliri' À UÎÎ cas particulier, 
n'ait pas donné la tliéi)r'ie de M. Hill, généralisée par 
M. MinJing, et où Fon démontre qtui les raciiKs J'une 
équation algébiique (juebonijue sont liées cycUque-
ment les unes aux anti'cs [Nouvelles ^nnciles, t. MI , 
p. 7 Fon parvient faciletnent et d'une manière di-
recte aux é([uations (7) , (8) , (9) , (10) qu'on obtient ici 
assez péniblement (voir J\ou\'elles yJnnales, tome \II, 
p. 
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M. Vincent a démontré que la méthode de Lagrange 

(fractions continues) pour la résolution numérique des 
équations amène nécessairement à la séparation des ra-
cines-, observation très-importante et qui aurait fait une 
grande sensation, si le théorème de M. Sturm n'avait pas 
déjà subsisté ( 1832 ) ( Journal de M, Liouvdle, tome I , 
page 341? i836). Faisant l'application à l'équation 

x ' — '^X -ir r^ — o, 

le perspicace auteur remarque que les trois fractions con-
tinues sont terminées par les mêmes quotients, et il ajoute: 
« Cette propriété mériterait peut-être un examen spécial. )> 
M. Lobbato, géomètre hollandais, a fait cet examen (/OÎÎ/-
nal de M. Liouvûle, t. I X , p. 1 7 7 , I 8 4 4 ) et démontie 
que toutes les équations du troisième degré qui ont cette 
forme 

,, A-' -h A H- 1 2 A-̂  4- 3 A' 4- 3 A -f- i 
x ' — J .r -h - u A'̂  A'̂  

jouissiTit de eette propriété. A est un nombre entier (jucl-
eonque et Â  un diviseur queleon(|ue Â  -h A -{- 1 ; 
iaisant 

a '1=3, 

on trouve l'équation partieulièie 

— ~h 7 — o. 

Ce beau résultat, corrigé en quelques points , termine 
la leçon, et dans la Note VII (p. 476), M. Ser ret établit 
avec une extrême sagacité qu'on rencontre ce genre d'équa-
lions parmi celles dont le quantième du degré est divisible 
par 2 ou par 3 et qui sont irréductibles -, indique le moyen 
de former ces équations. La division du cercle en sept ou 
neuf parties égales conduit à une telle équation du iro» 
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sième degré, et la division du cercle en quinze parties 
égales, à une équation analogue du quatrième degré. 
Cest un des plus beaux produits analytiques que l'auteur 
a consigné dans le Journal de M. Liouvdle, tome XV. 

Leçon (233-243). Résolution générale de l'équa-
tion générale du quatrième degré. Ferrari, Lagrange , 
Descartes, Tschirnbaus et Euler. 

iS'' Leçon (244-^6^)- Traitée d'après Lagrange. De la 
résolution des équations dont le degré est un nombre pre-
mier ou donl le degré est un nombre composé, d'apî ès la 
Note XIII du Traité de la résolution des équations nu-
mériques, exposée avec une grande clarté. 

19'" et 2o'- Leçons (263-276 , 277-288). En permutant 
les deux lettres a et b dans [a — ¿)% on obtient deux 
formes et une seule valeur; en permutant les trois lettres 
a, h ^ c dans l'expression [a ab c/} c)^ où a est ra-
cine de l'équation 

a^ 4 - a - } - I o, 

on obtient six formes et deux valeurs ; en permutant les 
quatre lettres a , c , J dans l'expression [a-\-b—c— 
on obtient six formes et trois valeurs. Nous avons vu ci-
dessus que la question est de savoir comment on peut 
former des fonctions qui aieiit un nom])re donné de va-
leurs, Deux leçons roulent sur cette ([uestion qu'on est 
bien loin de savoir résoudre généralement. Nous devons 
nous contenter de transcrire les théorèmes qu'on est par-
venti à établir, sauf à en donner ailleurs les démonstra-
tions. 

1. Le nombre des valeurs d'une fonction de n lettres 
est toujours un diviseur de n ! . (LÀGRÀNGE. ) 

2. Une fonction de cinq lettres ne pimt jamais avoir 
ni trois valeurs, ni quatre valeurs. (RUFFIIVI . ) 

3. p étant le plus grand nombre premier divisant n , 
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si une fonction de n lettres a moins de p valeurs, elle 
ne peut en avoir plus de deux. ( CADCHY. ) 

4. Si une fonction de six lettres a moins de six valeurs, 
elle ne peut en avoir plus de deux. (CAUCHY. ) 

5. Si une fonction de n lettres a ti valeurs, elle est sy-
métrique par rapport k n — I lettres. ( A B E L . ) 

6. Si ^ 7 et s'il y a au moins un nombre premier p 

compris entre n—2 et alors si une fonction de n 
2 

lettres a moins de n valeurs, elle ne peut en avoir plus 
de deux. ( BERTRAIÎD . ) 

7. Si ^ ^ 7 et s'il n'y a aucun nombre premier entre 

n — 2 et - , alors si une fonction de n lettres a moins de 2 ' 
n valeurs, elle ne peut en avoir plus de deux. 

8. Si une fonction de n lettres a plus de valeurs, n 
étant plus grand que 9, elle en a au moins 2 N. 

(BERTRAND.) 

9. Lorsque 7, il y a au moins un nombre pre-

mier entre n — 2 et (TCHEBICHEF .) 

Ce théorème est l'objet de la Note XV (p. 5 8 2). 
La démonstration est fondée sur la relation suivante : 

Soit T (z) la somme des logaritlimes népériens de tous 
les nombres entiers qui ne surpassent pas et Q [z) la 
somme de tous les nombres premiers qui ne surpassent 
pas Faisons 

^{z) =Z B[z) -j- 0(2;^) 4 - 9 ( 2 " ^ ) 4 - ô { z ^ ) 4 - . . . ; 

la série se prolonge jusqu'au terme qui devient zéro, alors 
on a 

T ( . ) = ^ ( . ) - + - ^ ( I ) + ( 5 ) + ^ ( I ) + . 

Cette relation importante a été publiée en France par 
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M. de Poligriac, avant que le travail de M. de Tcliebichef 
y fût connu (*). 

Leçon (289-298). Classification des fonctions ; dé-
monstration de l'impossibilité de résoudre les équations 
supérieures au quatrième degré. 

22® Leçon (290-809). Quatre opérations : addition 
et soustraction ; 2® multiplication. 

Cette leçon el la suivante sont tirées des articles de 
Wantzel, insérés dans les Nouvelles Annales^ t. II, 
p. 117, t. III, p. 325, t. IV, p. 57. A partir de la page 35 
on copie même textuellement ce journal sans le nommer. 
La dicliotomie abélienne des fonctions est clairement ex-
posée; noiis y reviendrons. 

23̂ * et 2.4'̂  i(3io-324, 3^5-342). Théorie des 
congruences et des racines primitives et des nombres 
complexes (iniaginain^s di'Gallois). 

25'' Leçon (343-370). Les commencements de la 
2 5̂  leçon se trouvent aussi dans les Nouvelles ylnnales 
(t. m , p. 204, 214, ^̂ 37) et pltis simplement, parce 
qu'on y fait usage de la ut̂ lalion leibnitzieiine. Nous 
nous proposons de donner, à Taide de la même notation, 
les résultats importants renfermés dans ces trois leçons 
et nous croyons avec avantage. 

26''et Leçons (371-383^ 384-4^0).Les sections 4'"', 
et des Disquisitiones contiennent le germe el le point 

de départ de tous les travaux arithmologiques du 
xix'- siècle; de meme, la 7® section de celle immortelle 
production contient le germe et le point de départ de tous 
les travaux sur la théorie des équations et principalement 
ceux de Gallois et d'Abel qui forment la matière de ces 
deux leçons. L'illustre géomètre de Gollingue a montré 

{*•) M. dePolignac, oflîcier d'artillerie devant Sébastopol, a rencontre 
'dans une entrevue parlementaire le frère de M. de Tchebiclief, oflieier de 
Ha même arme dans Sébastopol, 
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que Téqualion irréductible ^ = o [p nombre pre-
mier) jouit de la propriété que chaque racine est une 
fonction rationnelle de l'une quelconque des autres ; et 
que les radicaux qui entrent dans Texpression des racines 
ont pour indices un des facteurs premiers de p — i. Abel 
a généralisé cette expression et Ta étendue à des équations 
irréductibles de degré quelconque. Maintenant ces tra-
vaux sont arriérés, étant tous compris et rectifiés dans le 
superbe Mémoire de M. Léòpold Kronecker. La traduc-
tion du résumé de ces recherches fait par le profond ana-
lyste lui-même est contenue dans la Note XIII (p. 56o). 

M. Serret a aussi enrichi son ouvrage de la traduction 
d'un Mémoire géométrico-algébrique de M. Otto Hesse , 
le célèbre disciple de Jacobi. Les courbes du troisième 
degré ont neuf points d'inflexion, dont trois réels et tou-
jours en ligne droite (ïMaclaurin). Ces points dépendent 
d'une équation du neuvième deij;ré que M. Otto Hesse dé-
montre être toujours résoluble algébri(|uement. 

28'' Leçon (400-4 i 4)- C'est la section des Disquisì-
tioiies surla division de la circonférence. On donne une 
construction géoméirique du polygone de dix-sept côtés. 
Dans le Journal de Crelle (t. XXIV, p. 25i), M. Slaudt 
indique une construction qui serait la pins simple de 
toutes , étant analogue à celle du pentagone, si des fautes 
typographiques ne la rendaient inintelligible 5 il est extrê-
mement à désirer que le savant géomètre veuille indiquer 
les corrections qui sont urgentes, vu l'absence défigurés 
[Nouvelles Annales^ t. X I , p. 890). 

29* Leçon (4i5-4'^)- Traite de la formule de La-
grange pour développer z en série ordonnée suivant la 
puissance de t au moyen de Téquation 

z se réduisant à x lorsque i = o, et Ton en donne Tap-
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pllcation à l'équation 

M. Serret adopte la démonstration de M. Duhamel [Cours 
de Mécanique). On nous a communiqué une aulre dé-
monstration encore plus simple et qui montre en menie 
temps que la série ne s'applique qu'à la plus petite ra-
cine. 

3o® et dernière Leçon (42^-43o). Solution d'une ques-
tion de calcul aux différences partielles indéterminées qui 
se rattache à la représentation géométriqtie des fonctions 
elliptiques et abéliennes. On a l'équation 

{z' ~ a')[z' ~ a-) 

il faut trouver pour x et des fonctions l éelles et ration-
nelles de ^ qui ne deviennent pas infinies pour 

c est une constante réelle et a et a sont deux constantes 
imaginaires conjuguées. Cette belle solution, qu'on doit 
à M. J. Serret, a obtenu les honneurs de Timpression 
dans le tome X I des Savants étrangers, 

La longue analyse que nous venons de faire de cet ou-
vrage ne donne pourtant qu'une idée incomplète de son 
mérite, des qualités qui y brillent, des richesses qui y 
sont étalées. Lorsque des hommes puissants dans le 
monde , ennemis de tout idéal, veulent faire reléguer 
dans la région d'inutiles chimères les travaux des La-
grange, Laplace, Legendre, etc., de tous nos illustres 
analystes; lorsque, dans une autre sphère, des écrivains 
diversement passionnés s'efforcent de démolir Corneille , 
Racine, Voltaire, nos plus illustres géniesjlittéraires: 
quoique de tels efforts ne puissent inspirer de craintes 
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plus sérieusesqu'onn eu aurait pour la statue de Napoléon 
si un essaim de fourmis s'avisaient de creuser sous la co-
lonne de la place Vendôme, néanmoins , il esl agréable, 
il est consolant de rencontrer des hommes de talent qui 
consolident, illustrent les productions des grands maîtres 
et marchent sur leurs traces. Puisse M. J. Serret nous 
gratifier de-nouvelles leçons^ il rencontrera toujours dans 
le public géomètre un auditoire attentif et reconnaissant. 

SOLUTION DE LA QUESTION 2 9 7 
' voir t . X I V , p. 1 1 7 ) ; 

PAR M. p o u d r a , 
Chef d cîscadroiî d'état-major en retraite. 

On demande de déterminer un triangle ABC, connais-
sant une hauteur B/?, une bissectrice Ce et une médiane 
ka : chacune de ces droites parlant d'un sommet diffé-
rent. 

Prenons arbitrairement un des sommets A sur la 
droite MN, direction de AC. Le sommet B se trouvera sur 
une parallèle PQ à MN à distance Bè. 

Le point a étant le milieu du côté BC , il est aussi 
le milieu de kd^ d étant le point de rencontre de A a et 
dePQ, ct comme k a est donné, il s'ensuit qu'on con-
naît d et, par suite , le point a. 

3°. Si par a milieu de BC on mène une parallèle à la 
bissectrice Ce , la longueur de cette droite comprise en-

C c 

Ire a et la droite BA égale — : donc, le point m de la 

droite BA est sur nue circonférence décrite de a comme 

centre vec un rayon am = - Ce. 2 
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4®. Si Ton prolonge am jusqu'en f k sa rencontre avec 

PQ , on aura nécessairement 
/ B = r B«. 

Si donc , sur PQ, on prend une suite infinie de points 
tels que B et qu'on les joigne à A -, puis j que de tous ces 
points on porte sur PQ, à gauche et à droite de chacun 
d'eux, leur distance respective au point a et qu'on joigne 
ces points , tels que/*, ainsi obtenus avec <2 , on aura par 
cette construction les points O d'intersections des droites 
respectives des deux faisceaux dont les sommets sont A 
et a. Le lieu de ces points O est une courbe du troisième 
ordre ayant plusieurs branches , un point double en a et 
passant par A. Cette courbe coupera la circonférence en 
des points m, m', alors le triangle ABC est déterminé. 

Une courbe du troisième ordre peut être rencontrée par 
une circonférence en six points. Comme le centre du 
cercle est un point de la courbe , il y aura nécessairement 
au moins deux solutions réelles. 

mm (:OM;OIRS W ISSI» 
( v o i r f . X I I I , p. 296, et m ^ ) . 

CLASSE DE MATHÉMATIQUES SPÉClAl ES 

(PRIX D^lONlNElîll). 

Des formules dUtiterpolation et de leurs applicatiofis. 
Résoudre réquation 

I , 3 t a n g j : — cot ^ « ) , 3 i 4 i 6 . 

Observation. Si le grand concours a pour but de dé-
couvrir quels sont, parmi les élèves . h s meilleurs calcu-
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lateurs, la question est bien choisie ^ il n'en est plus de 
même si le but est de découvrir les meilleures intelligen-
ces. C'est un fait d'expérience que l'aptitude pour les 
méditations mathématiques et l'aptitude pour les calculs 
numériques sont rarement réunies. D'ailleurs le mérite 
d'un calcul, c'est l'exactitude. Les dispositions fiévreuses 
d'un grand concours laissent-elles subsister le calme, le 
sang-froid nécessaires pour obtenir cette exactitude? La 
transposition d'un seul chiffre peut faire passer du pre-
mier au dernier rang. 

Physique et Chimie. 

i". Proportions chimiques. Données sur lesquelles 
cette théorie repose. Construction et emploi de la Table 
des proportions chimiques. 

Un morceau d'or pèse 3 kilogrammes dans le vide. 
On demande la valeur des poids apparents qu'on lui 
trouve en le pesant d'abord dans l'air, puis dans l'eau, 
comme si l'on voulait en déterminer le poids spécifique. 
On admettra que, dans les conditions de l'expérience , le 
poids d'un litre d'air est 1^^,293, celui d'un litre d'eau 
1 kilogramme, enfin celui d'un litre d'or 19^,5. Enfin, 
on supposera que les poids employés sont en laiton de 
pesanteur spécifique 8,4-

CLASSE DE LOGIQUE (SECÏIO^ DES SCIENCES). 

Mathématiques. 

Exposer la théorie de la racine carrée en prenant pour 
exemple le nombre 755161.—Comment obtiendrait-on à 
0,001 près celle du nombre décimal 0,78614? 

On connaît l'angle du sommet d'un triangle, la hau-
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leur du triangle et la longueur de la ligne qui joint le 
sommet au milieu du côlé opposé. On propose de con-
struire le triangle. 

Dans un quadrilatère dont deux angles opposés sont 
droits, oti donne les deux côtés qui comprennent l'un des 
deux autres angles. Avec cet angle, trouver les deux au-
tres côtés et les deux diagonales. 

Observai ion. Bonnes questions. 

Sciences physiques. 

Densités des solides, des liquides et des gaz. Moyens 
employés pour les déterminer. 

On veut construire un aérostat capable d'enlever 
I25o kilogrammes avec une force ascensionnelle de lo ki-
logrammes. On demande quel devra être son volume : 

pour le cas où Ton se servirait d'hydrogène pour le 
remplir^ 2® pour le cas où l'on emploierait du gaz de l'é-
clairage d'une densité de o,4o8. On négligera dans le cal-
cul le volume de renveloppe el celui de la nacelle. On 
cherchera de plus, dans l'hypothèse où Ton se servirait 
d'hydrogène, combien il faut employer de fer ou de zinc 
el d'acide sulfuî ique pour produire ce gaz, el combien il 
en résultera de sulfate de fer ou de zinc. 

Histoire naturelle. 

De la division du règne animal en cjuatre embranche-
ments. 

De la ileur. 
Observation. De omnibus aliquid, de loto nihil : ré-

sultat certain de tout enseignement euevclopédique. 
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CLASSE DE LOGIQUE (SECTION DES LETTRES ) . 

Mathématiques. 
Exposer les diverses propositions au moyen des-

quelles on démontre quelle est la mesure d'un parallélo-
gramme quelconque. 

îi®. Démontrer que si sur trois côtés d'un triangle, con-
sidérés comme diamètre, on décrit trois circonférences, 
celles-ci se coupent deux à deux sur les côtés même du 
triangle, prolongés s'il le faut. Discussion. 

3°. On a deux payements à efféctuer : l'un de loooo fr. 
au bout de quatre ans six mois, l'autre de 3oooo francs 
au bout de cinq ans huit mois. On voudrait s'acquitter en 
une fois au moyen d'un payement de 4oooo francs. On de-
mande à quelle époque il devra s'effectuer, l'intérêt est 
simple et le taux ^̂ ô pour loo. 

Physique. 
Exposer les diverses expériences au moyen desquelles 

on démontre que la lumière blanche est composée de 
rayons distincts les uns des autres par leur couleur et leur 
réfrangibilité. 

On donne un récipient de 3^1itres de capacité -, on y in-
troduit 2 litres d'hydrogène à la pression de i'",3o, i litre 
d'acide carbonique à la pression de o™,25, 3 litres d'a-
zote à la pression de o"^,25. On demande quelle sera la 
pression finale du mélange. 

Disserta tion latine. 
Justitiam sine caritate perfectam esse non posse. 

CLASSE DE RHÉTORIQUE {SECTION DES SCIENCES). 

Mathématiques. 

Étant donnée une parabole, démontrer que si l'on joint 
deux points M et M' de la courbe, et qu'on prolonge jus-

Ann. de Mathémat., t. XIV. ( Novembre i855. ) 
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qu'à la rencontre de la directrice, la ligne qui joint ce 
point de rencontre au foyer divise en deux parties égalés 
l'angle formé par l'un des rayons vecteurs, et par le pro-
longement de l'autre. 

Décrire le mouvement apparent du Soleil dans le cours 
d'ime aniîée, et examiner les phénomènes relatifs à ce 
mouvement. 

Observation, La propriété géométrique étioncée appar-
iient à une conique quelconque. 

Mécanique, 

De TÎMU considérée comme moteur. 
Déterminer la quantité de travail moteur fourni par 

une chute d'eau, après avoir exposé les principes sur les-
quels r epose cette détermination. Evaluer la force trouvée 
en chevaux-vapeur. 

Parmi les récepteurs hydrauliques, examiner'en 
particulier la roue en dessous à aubes planes, la roue en 
dessous à aubes courbes el la roue à angles. Les comparer 
les unes àvec les autres. 

Histoire naturelle, 

De la digestion. Des organes qui servent à cette fonc-
tion et de leurs principales modifications chez les mam-
mifères. 

Du fruit et de ses principales modifications. 
Des terrains tertiaires et des corps organisés, animaux 

et végétaux, qui les caractérisent. 
Observation, C'est à des rhétoriciens, à des jeunes 

gens de seize à dix-huit ans qu'on adresse ce tohu-bohu 
de questions scientifiques! Risum tencatis, amici? 
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CLASSE DE SECONDE ( SECTION DES SCIENCES ) . 

Mathématiques. 

Mesurer le volume engendré par un triangle tournant 
autour d'un axe mené dans son plan par un de ses som-
mets. Déduire de là le volume du secteur sphérique, et, 
par suite, de la sphère. 

Par Fune des arêtes d'un tétraèdre donné, mener un 
plan qui divise l'arète opposée en deux parties propor-
tionnelles aux aires des faces dont l'arête commune est 
celle par laquelle on doit mener le plan. 

Quelle est la droite qui partant d'un sommet d'un té-
traèdre rencontre la base en un point tel, qu'en le consi-
dérant comme le sommet commun de trois triangles 
ayant pour bases les trois côtés de cette base, les aires 
de ces triangles soient proportionnels aux aires des 
faces. 

ÉCOLE POLYTECHNIQUE. 
CONCOURS D'ADMISSION EN 1 8 5 5 (Paris ) . 

COMPOSITIONS ÉCRITES. 

Mathématiques. 

i*̂® série. On donne l'équation 

x^ X^ -i- z^ =: 

trouver les droites situées sur cette surface, l'intersec-
tion des plans passant par ces droites avec la surface. 

2 7 . 
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série. 

X = tangáT. 

Démontrer que cette équation a une infinité de racines. 
Calculer la plus petite racine positive à un dix-millième 
près. 

3® série. Trouver les quatre points d'intersection d'une 
ellipse et d'une hyperbole qui ont un foyer commun F et 
dont les centres sont respectivement O et O'. On donne 
l'angle OFO' = les deux demi-axes a elb de l'ellipse^ 
a' et b' de l'hyperbole. Faire le calcul dans le cas où 
dz=: 10, è = 7, = I , I. 

Physique et Chimie. 

série. Loi de Mariette; dans quelle limite elle doit 
être acceptée. 

série. De l'azote. Ses propriétés; ses combinaisons 
avec l'oxygène; gaz qui en résultent; analyse de ces ga:̂ ^ 
rapports entre les poids et les volumes. Déterminer l'é-
quivalent de l'azote. 

3® série. Démontrer expérimentalement les lois d'at-
traction ou de répulsion des fluides électriques et des flui-
des magnétiques. Comparer les méthodes employées dans 
les deux cas. Faire ressortir les analogies et les différen-
ces des deux problèmes. Indiquer les degrés de précision 
des expériences à ce sujet. 

Ép. lires. 

série. Intersection d'un cylindre et d'un tétraèdre. 
2® série. Données : Un tétraèdre régulier de o"", 12 de 

côté reposant sur une de ses faces sur le plan horizontal 
de projection. Aucun des côtés de la base n'est parallèle 
ni perpendiculaire à la ligne de terre; le tétraèdre est 
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placé de manière que les projections de ses trois arêtes 
soient visibles sur le plan vertical de projection. 

2®. Une [sic) ellipsoïde de révolution : L'axe de révo-
lution est vertical et porté à une distance de o®,025 du 
sommet du tétraèdre dans un plan faisant un angle de 
45 degrés avec celui de projection. Le centre de l'ellip-
soïde est à au-dessus du plan horizontal. Les deux 
demi-axes de la méridienne ont respectivement o™,o5 et 
o"\o3 de longueur -, le grand axe est vertical. 

Il faut : construire la projection du corps formé par 
l'ensemble de ces deux solides sur chacun des plans de 
projection horizontale et verticale placé comme il est in-
diqué ci-dessus; 2® construire la tangente au point où se 
rencontrent deux des coupes d'intersection déterminées 
dans l'ellipsoïde par les faces du tétraèdre, puis les tan-
gentes horizontales de ces mêmes courbes. 

3® série. Données : 
i^. Même tétraèdre que dans la 2® série. 
2®. Un [sic) ellipsoïde dont les trois demi-axes sont 

respectivement o"̂ ,o45 o"',o5 de longueur : celui 
deo™,o3 est vertical, celui de o"',o4 est perpendiculaire 
au plan vertical de projection. Le centre de Tellipsoïde 
est placé sur la verticale abaissée du sommet du tétraèdre 
à du plan horizontal. 

Il s'agit de faire les mêmes constructions que pour la 
deuxième série. 

Nota. On fera bien de faire emploi des sections circu-
laires. 

Mécanique. 

série. Etant donnés un cercle et une droite BB' tati-
gente, on fait mouvoir la droite de telle manière que le 
point de contact A parcoure le cercle d'un mouvement 
uniforme en 8 secondes, en même temps que la droite 
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tourne autour du point A d'un mouvement uniforme en 
4 secondes. Le point B' est à une distance de i mètre du 
point A. On demande quelle sera la vitesse du point B' 
au bout de 3 secondes. 

série. Démontrer les lois du mouvement par les 
expériences. Etant donnée une droite homogène d'une 
dimension transversale très-petite; étant donnés deux 
plans , Tun vertical, l'autre horizontal, dont l'intersec-
tion est perpendiculaire au plan vertical, on demande 
quelle est la position maximum que prendra la droite 
appuyée sur les deux plans pour ne pas glisser. Les plans 
sont homogènes et de même matière; le coefficient de 
frottement de la droite avec les plans est égal à lo de-
gré s. 

3® série. On demande l'équilibre d'un corps pesant sur 
un plan incliné, dans le cas où ce corps est simplement 
soumis à la pesanteur et au frottement du plan. 

Calcul d'un triangle. 

1*"® séné. 
Pl=Z 6",8, 
b = : 89.8 . 3 8 ,7 , 
G = 90.16.7 ,2 , 
r = 2715"^,28. 

Calculer en mètres les côtés de ce triangle sphérique. 

2® série. 
A = 6o% 
b ~ 120°, 
C= 90^30', 
r = 295^,214 . 

Trouver la surface. 
3® série. On donne les côtés a^ b ^ c d'un triangle sphé-
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riqiie el le rayon R de la sphère, savoir ; 

94^99^, 
c r r : I I O - , 7 4 9 , 
R = 442"\488. 

On demande de résoudre lè triangle el de calculer sa sur-
face en mèlres carrés. 

Dessin. 

Les trois séries. Une académie. 

Lavis à Vencre de Chine, 

Les trois séries. Un chapileau. 

Composition française. 

série. Apprécier Bossuet el ses oraisons funèbres. 
série. Corneille. Appréciation de ses tragédies au 

point de vue de la moralité. 
série. Donner une idée de la première représenta-

tion des Perses d'Eschyle, à Athènes, huit ans après4a 
deuxième guerre médique. 

Thème allemand. 

Les trois séries. Treize lignes ¡̂ otir chaque série. 
Observations. Les cpieslions devraient présenter à peu 

près même degré de diiScullé pour les trois séries; il s'en 
faut de beaucoup qu'il en soit ainsi. La première série a 
généralement les questions les plus faciles. Cela n'est pas 
juste. 

On a reproché aux anciens examens de présenter trop 
de difficultés mathématiques. On y a remédié en triplant 
les difficultés, mais les transportant sur la physique, sur 
la chimie, l'art graphique elles langues. Où est l'allége-
ment? Les candidats entrant à l'Ecole devant e re des 
Pic de la Mirandole, que seront-ils en sortant? 
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Vers la fin du livre des Géorgiques^ Virgile peint 

un laboureur stupéfait d'admiration en découvrant des 
ossements gigantesques dans un ancien champ de bataille 
des Romains : 

Grandiaque effosis mirabitur ossa sepulcris. 

De même, sœcuUs volventihus, la postérité lisant un 
jour nos Programmes, exclamera: Quels torrents de 
science coulaient chez ce peuple phénix où, rien que pour 
se préparer à certaines études, les jeunes gens devaient 
être munis de tant d'instruction sur toutes les parties des 
connaissances humaines, dissertaient de omni re scibili! 
Lisant ensuite que ce même peuple ajoutait foi aux ba-
guettes, aux tables, aux somnambules divinatoires,etc., 
les érudits, jamais embarrassés, ne manqueront pas de 
découvrir que deux peuples différents, l'un très-savant, 
l'autre, très-ignorant, portaient le même nom, et au be-
soin donneront les raisons de cette homonymie. 

ÉCOLE M P É R U L E SPÉCULE MILITAIRE DE SAINT-CYR, 
CONCOURS D'ADMISSION EN 1 8 5 5 . 

COMPOSITIONS ÉCRITES. 

Mathéma tiques. 

t**® série. Dans un quadrilatère plan ABCD, on donne 

AB =428^,74, 
DAB=io2'>5i'43%8, 
C A B = 48 .42 .88 ,6 , 
CBA = 80.12.10 ,4 , 
D B A = 4 2 . I 6 . I 4 > 6 ' 

Calculer la distance des deux points inaccessibles C et D. 
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a® série, Même question. 

AB = 6 I 9 " , 8 4 , 
D A B = 104028' 56^4, 
C A B = 4 1 . 3 0 . 2 4 , 7 , 
C B A = 8 7 .41 . 1 7 , 6 , 
D B A = 

Ép ures. 

Les deux séries. A == tronc de prisme quadrangulaire 
reposant sur le plan horizontal de projection -, 

B = tronc de prisme quadrangulaire posé sur A ; 
C = parallélipipède rectangle posé sur B. 
On donne les dimensions en mètres des trois corps et 

leurs positions; il faut construire le plan, l'élévation et 
la coupe du système des trois corps. 

SUR LE PROBLÊME DE HALLEY 
(voir p. 28») ; 

PAR M. HOUSEL, 
Professeur. 

Le théorème de Nicollic peut s'énoncer de la manière 
suivante : 

Étant donnés trois points d'une conique et l'un de ses 
foyers , de ce foyer comme centre et d'un rayon quelcon-
que décrivez une circonférence sur laquelle les rayons 
vecteurs détermineront trois cordes correspondant aux 
côtés du triangle formés par les points donnés. 

Joignez le foyer au milieu d'une des cordes de la co-
nique; cette médiane coupera la corde correspondante 
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du cercle en un certain point, duquel vous abaisserez une 
perpendiculaire sur la corde de la conique; faites la 
même construction pour les deux autres cordes, les trois 
perpendiculaires concourront en un même point qui sera 
sur l'axe focal. 

La distance de ce point au foyer sera égale au rayon 
du cercle multiplié par le rapport d'excentricité de la 
conique. 

Nous allons démontrer ce théorème en renversant l'é-
noncé et chercher le point où la perpendiculaire, menée 
comme on vient de Tindiquer sur une corde de la coni-
que, rencontre l'axe focal. 

Soient F le foyer et M , M' deux points de la conique ; 

du centre F et du rayon r décrivons un cercle qui ren-
contre FM en m et FM' en m'; joignons F au milieu N 
de MM': cette droite FN coupe mm^ en n ; enfin du point 
n abaissons sur MM' la perpendiculaire ^P qui coupe 
en ETaxe focal: il s'agit de calculer FE. 

Le triangle F / i E donne 
sinF/zE FErrrF« sin/zEF 

mais soit N l'angle aigu PNF, on a 

sinFwE = cosN, 
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et soit I le point où MM' coupe l'axe focal, 

. sin/îEF = cosl. 
Ainsi 

F/î.cosN 
F E = — 

cosi 

La courbe étant rapportée à ses coordonnées polaires, 
on pose 

¥M = p, FxM̂  = p', MFE = co, M'FE=:w', 

et, par conséquent^ 

on a d'ailleurs les relations 

1 —^cos&> I — ecosw 

Si l'on cherche à déterminer en général l'angle que 
font la base et la médiane d'un triangle, on aura 

C 0 S N = P ' - P ; 
yp^-h 2pp'cos(w'— <k>).yp̂ -)- p̂ '̂ — 2pp'cos(&>'—w) 

Ensuite, pour calculer F n , nous observerons que si, 
dans un triangle isocèle, on joint le sommet n à un point 
quelconque de la base , on a la relation 

F n —mn.m'n. 

Un autre théorème de géométrie fait voir que la base 
MM' étant divisée en deux parties égales au point N , la 
corde mm* est divisée en raison inverse des côtés FM et 
FM', de sorte que 

auL^i. 
m'n p 
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d'où l'on conclut 

et enfin 

, mm . p mm . p m'nz=i mn^—u 
P -H p' P + p 

, mm' pp' mn. m'n = ; (p-^p'y 
Mais, dans le cercle de rayon r, la corde 

777/w' = 2 r sin ^ ( w' — co) f 

ce qui donne 

4pp' — 

ou bien 

p + p' 

et l'on a pour première simplification 

FE== 
cosi VP̂  -h p'' — 2pp' cos( w' —w) 

Il faut actuellement calculer cos I. Le triangle FIM 
nous donne 

F I sinFMI s in(I-hw) 
p sini 

De même 

d'où l'on tire 

sinI 
: cos w -h sin w cot I . 

— = cosw' -h smw' coti, 
P 

p' cosw -i- sinw c o t i I — e cosw 
p cosw' -+• sinw' coti I — e cos w' 
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On en déduit 

sin w' — s i n w — esinfw' — w) 
tangí = ) 

cosw — cosw 

cos - (w' + w) — 6 r c o s i ( w ' — w) 

sin - ( w' — w ) 

et 

i / I —ae-cos-fw'-f-w^cos-fw'— w)-h cos'-{w'—w) 
I V ' '2> ' —7 — ——— —— • 

cosI . I / , X 
sin - ( w' -4- w ) 

Cherchons à comparer cette valeur avec l'expression 

Y / P - 2 PP' COS Y/(P-P7^-H4PP'SIN^I(W'~W). 

Remplaçant p et par leurs valeurs et réduisant, cette 
expression devient 

ip sin ^ (w'— w) ^ w — oj y ! — 

1—ecosw') V ^ 2 ^ ' (i—ecosw)(i 

ce qui donne 

F E _ r (p — p ^ ) ( i ~ 6? cosw) (i ~ g cosw^) ^ 

ip s in^(w' — w) sin ^ (w' — w) 

Remplaçant encore p et p'par leurs valeurs, on a enfin 

¥E=:re. c . Q. F. D. 

Il reste encore à faire voir que, si Ton prolonge/TZE 
jusqu'à une seconde rencontre du cercle en H , on aura la 
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relation 

h1 ~ M F ' 

F ' étant le second foyer. 
D'abord nous connaissons dans le triangle mEF, 

mE — c o s w ) . 

Nous connaissons aussi le produit mE.HE qui est égal au 
produit des parties du diamètre dirigé suivant EF ; ces 
deux parties sont r — re et -h re, donc on a 

me.UEz= r'{i — e') 
et 

m E /w E i -h e'^ — 2 e cos W 

H E — I — E' 

11 faut donc prouver que 
I -4- — 2^ cosw 

M F = p. ^ ^ 1 — ê  

est effectivement égal à 2 a — p , c'est-à-dire au î ayon 
vecteur correspondant. On peut mettre le numérateur 
sous la forme 

d'où 

Or 

d'où 

2 — 2e cosw — I = — — {» — 
P 

c 
a 

I — / R ' 
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et Ton trouve en effet 

La démonstration est faite pour Tellipse, mais elle se-
rait aussi facile pour Thyperbole. 

Quant à la parabole, le point E est sur la circonfé-
j ence puisque e == i. 

La courbe est maintenant parfaitemeni définie; en ef-
{i'i la somme iMF'-h MF donne la quantité 2a, et le rap-
port connu 

= . î 
a 

achève de tout déterminer. On voit donc que, si du cen-
tre M el du rayon MF' cjue Ton vieiît de trouver, on dé-
crivait une circonférence coupant l'axe focal en deux 
points, Tune des solutions serait fausse. 

Cependant, on sait que le problème a quatre solutions ; 
l'une peut être, suivant les circonstances, une ellipse, ou 
une parabole, ou bien une hyperbole dans laquelle les 
trois points donnés sont sur une même branche. Les trois 
autres sont trois hyperboles dans lesquelles deux des 
points donnés sont sur une branche eî le troisième sur 
Tautre. \ oici comnient ces solutions peuvent se déduire 
de la construction précédente. 

Nous avons supposé jusqu'à présent que les points M 
et m étaient du même côté des points F ; mais nous au-
rions pu prendre, au lieu dew, l'autre extrémité du dia-
mètre. En ( onsidérant de même les autres points M' et 
M'' de la conique, nous aurons enfin les trois autres 
points nii, m\ et m'[ que Ton peut combiner entre eux 
on avec les extrémités opposées m, m' et m". 

Si l'on chei'che à combiner ensemble m^, m\ et m\, 
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on trouve un point Ei placé sur le même axe F E à une 
distance FEj = F E - , il est alors facile de voir que l'on 
retombe sur la courbe qu'on a déjà obtenue. 

Mais les trois combinaisons suivantes : 
(TW,, m\ m")^ {m\, m, m"), m, m) 

donnent les trois hyperboles indiquées. 
Quant aux trois autres combinaisons : 

(w, rn\), {m', /w,, m'\), [m\ m, m\), 

elles donneraient encore ces trois mêmes hyperboles. 

Le theorème de Nicollic présente plusieurs conséquen-
ces, D'abord, on en conclut, indépendamment de toutes 
considérations de coniques , que si, sur trois points M, 
M', M'', on fait, avec un quatrième point F et un cercle 
de rayon quelconque, la construction indiquée , les trois 
perpendiculaires qu'elle donne se réuniront en un même 
point. 

De plus, si deux des trois points pris sur la conique se 
réunissent en un seul, la sécante deviendra tangente, 
mais le point E ne changera pas et l'on aura toujours 

FEz=re. 

On pourra donc réciproquement, en supposant la conique 
donnée, profiter de cette propriété pour mener une tan-
gente par un point donné sur la courbe. 

Considérons d'abord l'ellipse, et comme le rayon du 
cercle est arbitraire, nous prendrons pour rayon 

FB=:OA = ¿7, 

O étant le centre et B l'extrémité du petit axe : alors 

FE = r i = : c , 
a 
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d'où résulte la construction suivante ; 

Pour mener une tangente à F ellipse par un point M 
pris sur cette courbe, joignez M au foyer^ de ce fojer 
comme centre^ et avec FB = O A comme rayon, décrivez 
une circonférence qui rencontre FM en m ; joignez Om 
et sur Om abaissez du point M une perpendiculaire qui 
sera la tangente demandée. 

Les points M et m sont du même coté ""du foyer. Pour 
riiyperbole, la construction est la même, seulement les 
points M et m sont des côtés opposés du foyer. 

Quant à la parabole, du foyer F comme centre,etd'un 
rayon quelconque, décrivez un cercle qui coupe Vaxe 
en F j du côté opposé à la directrice et le rayon vecteur 
FM en m -, joignez E m, eî sur Em abaissez du point M 
une perpendiculaire qui sera tangente. 

Ici, comme pour l'ellipse, M et m sont du même côté 
de F. 

SUR I!N THÉORÈME ARITHMOLOGIQVE D'EULER, 

PAR M. IS. C H E V I L L I E R , 
Professeur au lycée de Reims. 

Euler, dans le n° 35 de la seconde partie de ses Élé-
ments d^Algèbre, attire l'attention du lecteur sur une 
propriété de la plus grande importance relativement à 
la nature des nombres. Si j'ai bien compris ce passage, 
la proposition dont il s'agit est la suivante : 

Si Von peut trouver un nombre entier x tel, que 
mx — b divise me 4- ab, la valeur correspondante de y 

Knn. de Mathèmat., t. XIV. (Novembre »855.; 2 8 
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donnée par Véquation 

my — n ,2b 
mx — b 

sera pareûlement entière. 
En cherchant à démontrer cette proposition, j'ai trouvé 

qu'on ne peut l'aiTirnier que si ni est premier avec le di-
viseur mx — ff =zj\ 

En effet, l'équation ci-dessus-donne en y remplaçant 
mx — h 

me - I - ab 
= ^ 

J.e second niemhi-e est entier par' hypothèse, c'esl-à-dirc 
que Texpression r / / - f - m e - f - e s t divisiide par / . Elle 
i'st aussi di\isihlc par w, car elle peut s'écriv«/ 

me -h a [f -f- l>,. 
et 

b _ 
m 

est supposé entier. Si donc m et / sont pieniiers entre 
eux, on peut affirmer que 

me n ( / - f - b) 
y = 

est entier-, sinon cette valeur de j petit bien être fraction-
naire. 

Pour décider si cc défittit de généralité doit être im-
puté à la proposition elle-rnème ou à ma démonstration, 
j'ai eu r ecours à des exemples numéî ic[ues. 

Tout factetir premier commun à m e t d e v a n t diviser 
me-{-a/?, divisera nécessairement ri oti h. Soient donc, par 
exemple 
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on aura 

^ 60 6 / 2 — ox— 3 

J'omets à dessein les simplifications. Les seuls diviseurs 
de 60 compris dans la formule 6x — 3 sont 3 et i5, et 
aucun d'eux n'est premier avec 6. En donnant à x les 

valeurs correspondantes i et 3, on trouve pour 3 ^ 

et I. On voit donc que m et f peuvent n'' être pas premiers 
entre eux et que, si cette circonstance se présente, y 
pourra être entier ou fractionnaire. 

SOLUTION DE LA OWESTION 3 0 3 
(voir page 117; ; 

Par M. ERNEST DE .TONQUIÈRES, 
Lieutenant de vaisseau [*), 

QUESTION. Étant donnés dans le même plan, de 
grandeur et de position, cinq segments ab , cd, gh , ik, 
Im , construire une conique qui coupe chaque segment 
harmoniquement en a', b' ; c', d'5 etc. 

Avant de résoudre cette question, proposons-nous la 
suivante qui sera un acheminement naturel vers celle 
dont il s'agit. 

PROBLÈME AUXILIAIRE. Étant donnés dans le même 
plan quatre points a , ¡3, 7, (i, et un segment fixe gh, 
décrire une conique guipasse par les quatre points et 
qui coupe ^harmoniquement. 

Supposons qu'on ait décrit le faisceau de coniques qui 
passent par les quatre points a, |3, y, i ; chacune d'elles 

(*} Commandant la l.ance. 
j8. 
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coupera la droite indéfinie hghl^' en deux points n' 
qui formeront involution avec les quatre points de ren-
contre des côtés du quadrilatère â Êycî par la transversale 
[Géométrie supérieure^ n" 656). Donc les points varia-
bles 71, n' marqueront sur LU deux divisions homogra-
phiques en involution (n® 236). Les points doubles e,/"de 
ces deux divisions, lesquels sont déterminés au moyen du 
quadrilatère ajSycî, coupent harmoniquement tous les seg-
ments /z/i', et par conséquent aussi le segment inconnu 
g'h! intercepté par la conique cherchée sur la transver-
sale. Kécipro(|uement, ce segment g-'/i' divise harmoni-
([uement c / ; d'ailleurs, il faut qu'il divise harmonique-
ment le segment donné gli. Donc g' et h' sont les points 
doubles de rinvolutioii déterminée parles deux segments 
c)\ gh (Géométrie supérieure, n"193). 11 sera facile de 
les construire sans tracer aucune conique. Le problème 
est donc résolu, et Ton voit, de plus, qu'il n'admet 
(ju'une seule solution. 

Actuellement, supposons que les points y , o , au lieu 
d'être fixes sur la droite indéfinie qui les joint, s'y meu-
vent en divisant toujours harmoniquement le segment c J 
donné sur cette droite. Ils y marqueront deux divisions 
en involution. Si Ton fait passer par ces points, conju-
gués deux à deux dans chacune de leurs positions succes-
sives, et par les deux autres points fixes a, ¡3 , la conique 
unique c[iii divise harmoniquement le segment gh^ on 
formera un faisceau de coniques qui couperont la droite 
LL' en des points ., /?/... formant deux divisions en 
involution dont les points doubles sont g et h. Or je 
démontrerai (ci-après, afin de ne pas rompre le fil des 
idées) (|ue des coniques qui ont deux points communs, 
et qui, en outre, divisent en Involution deux droites 
fixes, ont deux autres points communs (réels ou imagi-
tiaires), et, par conséquent [Géométrie supérieure, 
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n" 7-13) , divisent en involulion une troisième droite quel-
conque. Prenons ih pour cette troisième droite, et soient 
e',f'\es points doubles des divisions en involulion que 
les coniques y déterminent (il suffira de deux coniques 
d'essai ou de fausse position pour trouver ces points, et 
encore ne sera-t-il pas nécessaire de les tracer). Soient 
k' les deux points qui divisent harmoniquement à la fois 
les deux^egmenls ih et e ' / ' . Celle des coniques du fais-
ceau qui nous occupe , qui passe par les points et A', 
jouit de la propriété de passer par les deux points donnés 
a , j3 et de diviser harmoniquement les trois segments 
donnés cd^ gh, ih. Ceci est une conséquence évidente de 
ce qui précède. Cette conique est unique ^ comme dans le 
premier problème , elle est complètement déterminée et 
facile à construire.On a donc une solution de ce nouveau 
problème auxiliaire. 

PROBLÈME AUXILIAIRE. Par deux points donnés, 
faire passer une conique qui coupe harmoniquement 
trois segments donnés. 

Nous avons fait uii nouveau pas vers la solution de la 
question proposée en éliminant deux points fixes el in-
troduisant deux segments de plus. Nous allons éliminer 
les deux autres points et les remplacer par les deux der-
niers segments en suivant la même marche. 

Supposons donc que l(̂ s points a , j3 se meuvent sur la 
droite ah en ne cessanl pas de diviser harmoniquement 
le segment ah, el, pour chaque position de ces deux 
points, supposons qu'on ait décrit la conique qui , pas-
sant par eux, coupe harmoniquement les trois autres seg-
ments cd, gh, ik (2'' problème ci-dessus). On aura formé 
ainsi un faisceau de coniques qui marquent, sur chacune 
des quatre droites, deux divisions en involulion, dont 
les points doubles sont respectivement a , è ^ c , ĝ , h \ 
2, k. Or je démontierai plus loin que des coniques ({ui 
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satisfont à une telle condition sont circonscrites au même 
quadrilatère (réel ou imaginaire). Donc [Géométrie su-
périeure, n® 743) une cinquième droite quelconque, /mpar 
exemple, est divisée par ces courbes en involution. 
Soient e",f" les points doubles de ces divisions et soient 

m' les deux points qui divisent harmoniquement à la 
fois les deux segments et Im, Celle des coniques du 
faisceau en question qui passe par les p o i n t s e t m', 
et il n'y en a encore qu'une, coupera aussi harmonique-
ment les quatre autres segments donnés. Cette conique, 
facile à construire, est donc la conique demandée, et la 
question 298 est résolue. 

Il reste maintenant à donner la démonstration des detix 
théorèmes sur lesquels je me suis appuyé dans le courant 
du discours. 

Démonstration du théorème auxiliaire. Plu-
sieurs coniques passent par deux points fixes a^^hel di-
visent harmoniquement deux droites données CD, GH-, 
il faut prouver qu'elles sont toutes circonscrites à un 
même quadrilatère afeey. Soient 2 , S' deux de ces coni-
ques , ti, fe, 6, Qp leurs points communs, et supposons, 
s'il est possible, qu'une troisième conique S n e passe 
pas par les deux points (réels ou imaginaires) s , y. Soient 
y, cî, les points où S'' coupe la droite CD. Parmi 
toutes les coniques du faisceau circonscrit au qua-
drilatère il en est une, qui passe par y et (i, 
puisque la droite CD coupe les coniques 2 , 2 ' , en six 
points en involution [Géom. sup. n® 743 ), et que, par hy-
pothèse, les points y et i , intersection'de 2' ' , sont en in-
volution avec les quatre autres. Ainsi les deux coni-
ques 2'', ont déjà en commun les quatre points a, 

y, (î. Or le premier problème auxiliaire (voit* sa 
conclusion) prouve que par quatre points donnés on 
ne peut mentr qu'une seule conique qui coupe harmoni-



( 439. ) 
quement un segment gh situé sur une autre droite GH, 
c'est-à-dire qui coupe cette droite en deux points faisant 
partie de l'involution dont g et h sont les points dpi^les; 
d'ailleurs la conique remplit cette condition de fait, 
et la conique S'' la remplit par hypothèse^ donc S'' et 
se confondent et Z '̂est circonscrite au quadrilatère ah e(f. 

c . Q. F . n . 

Démonstration du 2® théorème. Plusieurs coniques 
E , 2 ' , S'', etc., divisent harmoniquement quatre droites 
données AB, CD, GH, IK-, il s'agit de prouver qu'elles 
sont circonscrites au même quadrilatère. Soient £ , 9 , 
s', les points d'intersection des deux premières. Par 
ces points et par les deux points a , |3 , où rencontre 
AB, décrivons une conique elle coupe les trois autres 
droites en des points qui sont en involution avec ceux 
où les coupent 2 et Prouvons que 2'' se confond avec 

Pour cela, soient y el d les points où coupe la 
droite CD; si l'on prouvait que 2 '̂ passe par ces deux 
points, tout serait démontré, à cause du théorème pré-
cédent. 

Supposons donc, s'il est possible, que 2''coupe CD 
en deux points y', à' autres que '/ et J. Parmi l'infinité 
de coniques qui passent par les quatre peints a , ]3 , J' 
il n'y en a qu'une ( Problème) qui coupe la droite GH 
en deux points qui forment involution avec les quatre 
qui s'y trouvent marqués parles coniques 2 , 2 ' ; cette 
conique doit donc être 2 " ; mais comme il ne reste plus 
rien d'arbitraire dans sa détermination, on n'est plus 
libre de la faire varier de manière à ce que , tout en rem-
plissant les trois conditions déjà énoncées , elle puisse 
encore satisfaire à celle qu'impose la quatrième droite IK. 
Cette dernière condition ne pourra donc pas, en général, 
être remplie par 2'^ tant que les points à' différe-
ront de 7 et (î. Or y satisfait par hypothèse] donc 
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les points •/, coïncident avec y et i , et se confond avec 

qui remplit, d e ^ û t , toutes les conditions. Donc le 
théorème est démontré. 

La question 298 donne WevLCorrélatwement à la sui-
vante : 

QUESTION. Étant donnés dans le même plan de gran-
deur et de position, cinq angles, construire une coni-
que dont les tangentes divisent chaque angle harmoni-
quement, 

La solution serait évidemment corrélative de la précé-
dente. 

DÉMONSTRATION DES THÉORÈMES DE NICOLLIC 

( voir pages 263 et 425 ) ; 

PAR M. ERNEST D E J O N Q U I È R E S , 

Lieutenant de vaisseau. 

(Je conserve fcs notations des Nouvelles Annales,^ La 
conique et le cercle F , décrit du foyer donné comme 
centre, sont deux figures homologiques ( P O N C E L E T , Pro-
priétés projectiveSy n̂  453, p. 260 et 261, et Géométrie 
supérieure,, n° 529). Le centre d^homologie est le point 
F lui-même, et Vaxe dliomologie [esi la sécante com-
mune (réelle ou idéale) des deux courbes. Cette sécante, 
ou axe de symptose, est évidemment perpendiculaire à 
l'axe focal. 

D'après cela, soient x, x" les points de rencontre 
des cordes données A"' A\ A'A'', A''A''' avec leurs homo-
logues a'a", a'', a'" respectivement. Ces trois 
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points sont sur l'axe d'homologie [Géométrie supérieure, 
n°5i8) et le déterminent. Pour obtenir Taxe focal, il 
suffit donc d'abaisser sur la perpendiculaire FP. 

Cette construction fort simple n'est pas celle qu'em-
ploie Nicollic. Il divise les trois cordes du cercle, aux 
points B '̂, B'̂ ,̂ B', en segments inversement proportion-
nels aux rayons vecteurs de la conique qui aboutissent 
aux extrémités de ces cordes. On voit d'abord aisément 
que ces points sont, respectivement, les homologues des 
points milieux des cordes de la conique; ainsi, le rayon 
FB '̂, par exemple, coupe la corde Ps!"h! en son mi-
lieu ¡3 En effet, soit x le point de concours des cordes 
homologues A!"M, a"'a'. Les triangles xA!a'^ xh!" 
coupés par la transversale FB'̂  donnent les deux 
relations 

FA^ a' ^"x __ 
ï v ' B ^ ' P ^ — ' 

et 
FA"̂  B ^ " f x _ 

[ Géométrie supérieure, n® 352. ) 
Egalant les premiers membres et remarquant qu'on a, 
par construction, 

et 
FÂ  B^V _ 

il reste 

ce qui démontre la proposition énoncée. 
Actuellement, supposons qu'on mène une série de 

cordes parallèles à MM". Le lieu de leurs points milieux 
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sera le diamètre de la conique coiijugué à leur direc-

tion. Donc le lieu des points homologues IV sera aussi 
une ligne droite , passant par le point P , qui est, dans 
le cercle, le point homologue du centre O de la conique. 
Or je dis que cette droite est, de plus, perpendicu-
laire sur A' S!". En effet, soient T, T' les extrémités du 
diamètre conjugué à A^V ; t et t'les points homologues 
sur le cercle, et soit enfin F r une parallèle à h!h'" me-
née par le foyer F. F r divise l'angle T F T ' en deux par-
ties égales, en vertu d'une propriété bien connue des 
coniques (POINCELET, Propriétés projectiles,, n^ 4 6 1 ou 
469) ' donc F r est perpendiculaire sur la corde tt' du 
cercle. Mais cette corde n'est autre chose que la droite 

puisque les points t , t ' sont (Iciix poi tinns particu-
lières du point IV. Donĉ  enfin IV'P est perpendiculaire 
sur A'A'". c. Q. F. D. 

Le point P , homologue du centre O de la conique, est 
un point fixe, indépendant de la corde A'A'". Les droi-
tes, lieux géométriques des points B̂ " et B , passent aussi 
par cc point, et sont respectivement perpendiculaires sur 
les cordes A'A'', A" A'''-, tout cela d'après les raisonnements 
identi(|ues à ceux ipii précèdent. 

Doue les trois perpendiculaires abaissées des points 
B", B',!̂ ^̂ ^ sur les cordes respectives de la conique se 
coupent en un même point de l'axe focal, ainsi que l'au-
teur l'a avancé. 

Le point P étant connu, menons P^Ï' jusqu'à la ren-
contre de l'axe dliomologie en 7r-la droite homologue 
71 A' déterminera le point O sur l'axe focal -, et si cet axe 
coupe le cercle aux points d^ d\\\ sera bien aisé de trouver 
leurs homologues D, D' qui sont les extrémités de l'axe 
focal. La conique est donc de la sorte complètement 
déterminée. Mais il faut arriver aux proportions données 
par jNicollic. 
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SoitOE l'axe U ansversc de la conique ; il esl parallèle 

à Taxe d'honiologie xx'x\ sou homologue Pelui est 
donc aussi parallèle; les triangles rectangles FOE, F P e 
sont semblables el l'on a 

P F _ O F 

PF excentricité 

on 

à cause de 
a F demi-axe focal 

Les lignes A'O el a''P sont deux droites homologues ; 
donc les points C et a, où elles coupent la (̂ onique et le 
cercle, sont en ligne droite avec le centre d'honiologie F. 
De plus, O esl le milieu de M C a' F a ; donc, 
en vertu de notre premier théorème, FP divise a' oî en 
deux segments inveisemeril proportionnels aux rayons 
vecteurs FA', F c ' el l'on a 

à cause de 
aP Â F A'F ^ 

c ' F ^ A y , 

/'étant le second foyer. 
Toutes les propositions de Fauteur sont donc démon-

trées. 

(*) Plusieurs i'autes d'impression se sont glissées à cet endroit dans le 
texte des Nouvelles Annales, 
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SOLLLTION DE LA QUESTION 3 1 0 

( voir page 263 ) ; 

PAR M. ERNEST DE JONQUIÈRES, 
Lieutenant de vaisseau. 

Un observateur placé au pôle ne voit, dans chaque 
lunaison, que la moitié des phases de la Lune, parce que 
cet astre, dont Forbite est inclinée à l'équateur, ne 
demeure sur Thorizon du lieu que pendant la moitié de 
sa révolution autour de la Terre. L'espère des phases 
observées dépend de la différence des longitudes du So-
leil et de la Lune, au moment où celle-ci traverse l'é-
quateur pour entrer dans Thémisphère au pôle duquel se 
trouve l'observateur. D'après cela, il est facile de véri-
fier que les phases observées au pôle nord pendant Fan-
née i855 seraient les suivantes : 

Du i " janvier au 9 janvier 
Du 2 3 janvier au 6 février. 
Du 19 février au 5 mars 
Du 18 mars au 2 avril 
Du 15 avril au 29 avril. 
Du 12 mai au 26 mai. . 
Du 8 juin au 23 juin. . . 
Du 6 juillet au 20 juillet 
Du 2 août au 16 août . . 
Dn 29 août au 12 septembre 
Du 26 sept, au 10 octobre. 
Du 23 octobre au 6 novemb. 
Du 19 novemb. au 3 décemb 
Du i7 iécemb.au 3 i décem. 

P . L . et D . Q . 

O, O-
13), Or O. 

(D, S), C). 
C» O' 
C . 13). ^ 
G, • 
Mêmesph. c . -à-d. D Q . , N L . , P Q . 

e » m, 
Q, d , s . 
o , e , D -
o, o, c. 
o , o , (C-

O , e . c . à - d . P Q , P L , DQ. 
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Le bord éclairé est le plus rapproché de l'horizon , tant 
que la distance polaire boréale de la Lune est plus petite 
que celle du Soleil^ c'est le contraire quand elle est plus 
grande, ce qui ne peut avoir lieu que pendant une par-
tie de l'été. 

Pendant la durée de chacune de ces périodes, la Lune 
reste constamment sur l'horizon. Le spectateur voit donc 
la succession continue des phases visibles, et l'hélice ap-
parente que l'astre décrit sur la voûte du ciel est sinis" 
trorsum pendant les sept premiers jours, et dextrorsum 
pendant les sept autres. 

SUR LES DIVERS NOMS DE L'ALGÈBRE; 

D'APRÈS W E S S E L M A N N . 

Ce qui semble prouver que cette branche de la 
science a pris naissance chez les Lidiens, c'est queux 
seuls donnent à cette branche de la science un nom spé-
cial , un nom caractéristique. Ce nom est vija-ganita 
origine-calcul. Cela veut dire que c'est un genre de cal-
cul tel, que les résultats indiquent la source d'où ces ré-
sultats proviennent, ce qui n'existe pas pour les résultats 
numériques. C'est encore que les Indiens ont des signes 
pour représenter les opérations, pour distinguer les incon-
nues ; les Arabes, au contraire, n'ont aucune espèce de si-
gnes , raisonnent et discourent sur les équations, mais ne 
savent pas les peindre. Aussi cette science ne porte pas 
chez eux de nom caractéristique. Ils la désignent par la 
réunion de deux termes relatifs à deux opérations fonda-

(*) Prononcez vidscha. 
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mentales. La première opération consiste à transporter 
les quantités soustractives d'un membre dans un autre 
pour les rendre additives. Selon les Arabes, on opère là 
une restitution, un rétablissement ; aljahar, du verbe/á-
ber(^) : il relia, il établit. La seconde opération consiste à 
comparer les termes sous le rapport de l'iiomogénéité : les 
carrés avec les carrés, les cubes avec les cubes, etc., afin 
de faire les réductions; c'est ce que les Arabes nomment 
la comparaison , al muhâhalah, du verbe liâbal, opposer, 
comparer Cest avec cette double dénomination que 
l'algèbre a fait son entrée en Europe au xiii'' siècle. Le 
chapitre XV du Liber ahaci de Léonard Bonacci (1202) 
a pour titre : Tertia pars erit super modum algehrœ et 
almucahalœ et débute ainsi : Lncipit pars tertia de solu-
tione quarundam quœstionum secundum modum alge^ 
brœ almucabalœ, scilicet oppositionis et restaurationes. 
Cannaci (xiv'' siècle) nese sert que du premier nom: jR̂ ẑ zo-
namente di algebra. De même Regiomontanus au xv"" siè-
cle. Luca Pacioli (i494) emploie le plus souvent les deux 
noms, arte di algebra ed almucahala, mais forme déjà 
Fadjectif A partir de là, le second nom al-

devient plus rare. Christophe Rudolf, Stifel, 
Cardan , Gi mma Frisius (i54o) n'emploient que le nom 

Cependant \ Algèbre de Gosselin (1077) porte le 
titre : De arle magna, seu de occulta parte nuuierorum 
quœ et algebra et almucahala vulgo dicitur. On ne sache 
pas quil y ait un ouvrage plus récent où l'on rencontre le 
second nom almucahala. 

D'autres noms furent aussi en vogue. Ainsi Bonacci, 
Pacioli, Stifel, Cardan, considérant l'algèbre comme la 

Prononce/, dseiuthcr. Ce mot signifie aussi rél .l-iir les membres dis-
loqués. Do là cn cspa-îiHil algrhrisia chirurgien et Oii français renoucur. 

Î a préposition kàhal en clialdeen signifie ;\)issi contre, à l'opposé, 
el d'où aussi la kihlah de la liturgie musulmane. 
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partie élevëe de 1 arilìimétique , rappelèrent ars magna 
(arte maggiore),, par opposition à F a ri tlimétique ordi-
naire, ars minor. Cette dénomination ne paraît pas avoir 
franchi les Alpes et disparaît après le Ars magna de 
Cardan (I545) (*). 

Une autre dénomination s'étendit davantage et eut 
plus de durée et a une origine arabe. La quantité 
inconnue porte chez les Arabes le nom de scliai (res^ 
alicjuicl),, et le carré celui Ae mal (Nouvelles Annales, 
t. V, p. 297) possession opes. De là, Bonacci introduisit 
les noms res et census, et l'algèbre reçut le nom de 
ars rei et eensus ou simplement ars rei. Cette déno-
mination s'est maintenue longtemps hors de l'Italie, 
et lorsqu'au xiv'' siècle, depuis Guillaume de Lunis, 
les matliématiciens italiens commencèrent à écrire dans 
leur langue nationale, ces dénominations reçurent des 
formes italiennes. I^'inconnue prit le nom de cosa ou 
cossa et le carré celui de censo, et, le plus souvent, hors 
de l'Italie, celui de zeîiso. Il paraît que vers la fin du 
xv^ siècle c'était le nom le plus répandu en Italie. Ainsi 
Pacioli, dans sa Sumuia de ariihmetica (1494)5 parlant 
des divers noms de l'algèbre, dit qu'elle porle chez le 
vulgaire le nom de la regola, o Farte della cosa. On a 
ensuite latinisé mot italien, ars cossica, ars cosœ. 
Gemma Frisi us, dans son ouvrage ̂ r/iA. practica (iSyi), 
dit : Per regulam cosœ sive algehrœ (pages 81, io5 , 110 
et 112). 

La eoss paraît en Allemagne depuis Christophe Ru-
dolf (i524) et Stifel (t553). L'inconnue reçut même le 
nom barbare numerus cossiciis. Le nom de coss paraît 
s'être maintenu avec les autres dans le xvii'' et jusqu'au 

Cette dénomination a presque reparu de nos jours : Al^èbr^ supê^ 
rieurcj Géomêlrie supérieure. 
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commencement du xvin^ siècle. Nie, Reimari Ursi Dith-
marsi ariihmetica analytica vulgo coss oder algebra. 
Fran, a, O. 1601, M-4-

Ariihmetica philosophica .oder Schone neue und 
Vohlgegrundete Kunstliche rechnung der Coss und 
Algebra, Nürnberg,, 1607, in-folio. 

Ce nom a disparu des ouvrages classiques vers la fin 
du XVII® siècle. Nous exceptons l'ouvrage suivant : 

Christman : Ars cosœ promota^ Francfort, 1813 -, et 
du mèrne : Cardanus suevus sive- de functionibus cosœ 
resolventibus tractation Stuttgard, 1815. Assez fade ori-
ginalité. 

Viète fit le pas immense de remplacer les coefficients 
numériques par des lettres et il donne à ces coefficients 
littéraux le nom de species, de là la division qui a 
existé pendant quelque temps entre Algebra numerosa 
et Algebra speciosa. 

L'algèbre doit à Viète encore un autre nom qui sub-
siste encore et a été généralement adopté, e'esl analyse. 
L'ouvrage de Viète porte pour titre : In artem analyti-
cam isagoge ( i 5 . . . ) . Dès 1601 parai t : Reimari Ursi 
Dilhmarsi ariihmetica analytica, ensuite Harrioliartis 
analyticœ praxis ; London, 1631 ; De La Hire : La con-
struction des équations analytiques j Paris, 1 6 7 9 5 et 
beaucoup d'autres. 

La dénomination qui caractérise le mieux Tessence de 
l'algèbre c'est celle que propose Newton, Arithmétique 
universelle. Car, d'après Descartes, l'espace étant devenu 
nombre, la force étant devenue nombre, il n'existe plus 
qû'une science , c'est \arithmétique considérée dans son 
universalité. 
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THEORIE AN&LYTIQLIE DU GYROSCOPE DE M. L . FOUCAULT; 

PAR M. YVON VILLARCEAU 

(Yoir page 343) . 

Intégration de V équation (4y) par les fonctions 
elliptiques, 

8. Cas de n positif Soient 

(48) ^rrcosy, ô == 0087«, 

d'où : 
sin7 = — r/Ç, 

et, par suite, 

v ^ i - r 

l'équation (4?) donnera 

(49) J ^ d t = ± — ^^ 
V « v ' i t - l ' ) ! ? - ? « ) [ ' - ^ ( 5 + ?.)] 

Désignons par R la valeur du radical du deuxièmemembro 
en y comprenant le double signe, et posons 

(50) = 

nous aurons 

(5,) 
Ann. de Maikemat.j l. \1V. (Décembre iSSi"). 
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el Téquation à intégrer deviendra 

Tirons de Téquation (5o) la valeur de Ç en z*, il vien-
dra 

(53) = 

en posant 

ou 

Différentiant actuellement Téquation (5o), on a 

d'où, en ayant égard aux équations (5i) et (53) , 
dl 

il s'ensuit 

( 5 4 ) 

Nous remarquerons que si Ton néglige les termes en i , la 
I / i 

valeurdeZ'estplusgrandeque^iJ -f- «'j 

quantité essentiellement positive 5 nous pouvons donc 
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écrire 

(Si^fs) Z ' = u'-f. H-

Pour identifier celte valeur avec la précédente, il suf-
fit de poser 

COS2X = Ho — -1-

d'où 

(55) 

C0S2 Y =R ^ : 

on en tire 

. , _ - 2 g o + g ; ) _ - go) 

OU bien, à cause de = cosy^, 

2 sin̂  X = sin* - 7o r 2 I — 2d COS7, 
Cl 

(56) s in . = ± s i n - v . y 

Soit actuellement 

(57) z— 

d'où 

(58) 
COS'-? 

29. 
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la valeur de Ẑ  (54 his) deviendra 

IJ^-j'' i 1 2 cos 2 X tang'̂ (p -f- tang'̂ ^ | 

cos^ - c 
2 

cos' ~ ( 

cos^~<p 4 - 2 ( 1 — 2siD'x) 

et, si Ton pose 
Ĉ  rr: sin-y , 

on aura simplement 

( 5 9 ) Z = ± : v/i — sin^<p: 
cos' ~ (p 2 ^ 

il en résultera 

dz , ï 
(60) Z 2 y u V i — sin̂ <p 

A l'aide de cette valeur et de cellede 2U, Téquation ( 54 ) 
devient 

(6.) ' / i ^ 
2 y/i—2(î cos7û V S V^ I — sin' © 

Nous avons supprimé ici le double signe, attendu que 
Télément du temps dt est essentiellement positif et que 
nous allons disposer de Tangle ç pour cpie d(f le soit pa-
reillement. A cet effet, les équations (5o), (55) et (Sj) 
donnent 
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OU, eu vertu des équations (48), 

(62) tangi ( cosY-C0S7,)I— 
^ ' sinvY I —2ÎCOS70 

Cette valeur peut encore s'écrire ; 

^ s i n ^ in^(7o~7)sin~(7o-f-7) r 
sin7 V 1 —2^cos7o ,__2^cos^(7o4-7)cos^(7,-7) 

Nous avons vu que les valeurs de y se succèdent dans 
Tordre 

•+7o» o, —70, o, 4-7o, o, — 7o 

Pour fixer les idées, supposons siny^ positif et écrivons 

les valeurs correspondantes de tang - (jp, en prenant les si-
2 • 

gnes inférieur ou supérieur suivant que dy est positif 
ou négatif-, inscrivons aussi les signes que prennent ces 
tangentes dans l'intervalle de deux valeurs consécutives 
de y, et nous aurons la suite 

o -f-oD — o +00 —o-f-00 — o , . . . ; 

les valeurs correspondantes de ^ cp seront 
7r TT ^ TT ^ V), 7t, ô-') 27r, O- ÛTT,..., 
2 2 2 

et celles de (f 

o, TT, 27r, Stt, T̂T, Gt:, . 4 

Le passage de la valeur y^k — ŷ  et inversement répond 
à une variation de cp égale à 27:. Si siny^ est néga-
tif, on prendra encore dans tang - (p les signes inférieur 
ou supérieur stiivanl que dy est positif ou négatif, et 
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Ton aura de même une suite ascendante et continue de 
valeurs de (p. 

Intégrons Téquation (6i) ; il viendra, en comptant le 
temps à partir de Tinstant où y est égal à yo et prenant 
9 nid à cette époque, 

( 6 3 ) / \ 
2 y/i—. 2(îcos7o V 

Pour avoir la durée de Toscillation simple, ou entre les 
limites -H yo et — yo, il faudra faire y == 27r, d'après ce 
qui vient d'être dit. Mais on a 

désignant par T la durée de Toscillation, on aura 

(64) T=: V Î K - i ) v/i— 2ÎCOS70 

équation dans laquelle 

'•-Vo 
( 6 5 ) 

/ 1 -f- 2 ^ sin' - 7( 
= ± : sin - 7o V s 

2 Y 1 — 20COS 7u 

Quand on néglige i , Tangle du module se réduit à =b ^ y ,̂ 

et si Ton suppose d'ailleurs ŷ  infinimentpelit, iTvient 

= d'où 

on retombe alors sur la formule ordinaire du pendule 

9. Cas de n négatif. Nous avons dit que nous suppo-
serions sin^ positif^ sin 0' étant d'ailleurs essentiellement 
positif et O) très-petit par rapport à w, là valeur de a , 
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première équation (46) , devient négative. Dans ce cas, 
il faut, ainsi que nous l'avons fait voir, que cos y — cosy^ 
soit négatif. De cette manière, l'équation (49) doit être 
changée en 

En comparant le deuxième membre de cette équation 
à celui de l'équation (49)5 on reconnaît que l'on passe de 
celui-ci à l'autre au moyen d'un changement de signes 
des quantités ^, Çq et i-, d'où résulte la nécessité de chan-
ger 7 en 1 8 0 ° — 7 et yo en 1 8 0 ® — y ^ . De cette manière, 
les relations (56) et (62) se transforment en 

(67) 
i • ^ • c = s i n x - = dz COS-71) Y - J — 

— 2ÎCOS' -70 
2 

2 B COS 7O 

^2^ sin7y I —2(îcos7o 

Dans le cas actuel, les valeurs dey, en supposant, par 
exemple, 70 positif, se succèdent dans Tordre 

7 „ , TT, — 7 o , TT, 7 o , IR, 27R — 7 « , TT, 7 « , 

Prenant ici le signe supérieur ou inférieur, suivant que 
est positif ou négatif , on aura encore la suite corres-

pondante des valeurs de tangi (p 

04-05 —o -f-00 —o-f-00 —o -f-QO — o . . . , 

puis la série suivante des valeurs de ^ (p 

TT o^ / r ^ o f 
O, - J TT, 27r, dTT, 47r , . 2 , 2 2 2 

et celles de (f 
O, TT, STT, 57r, ÔTT, 77r, S T T , . . . ; 



( 456 ) 
en sorte que la valeur générale de> (63), se transforme 
en 

(68) 
2 ^ 1 — 2 ( J c O S 7 o V S 

La durée d'une oscillation répondant aux limites ŷ  et 
27T — ŷ  de y, ou bien aux limites o et 27r de y comme 
ci-dessus, il vient, pour la durée T de l'oscillation , 

(69 ) T = G T / Z ^ F(C, 

En négligeant i , on voit que l'angle du module c est 

90® — ^ y ,̂ il est complémentaire de celui qui répond au 

cas àe 71 positif. Si l'on suppose ŷ  infiniment petit, le 

module c devient égal à Puni té, et la fonction 

infinie^ il en résulte que le plan de l'anneau étant mis 
sans vitesse en coïncidence avec le plan lioraire reste dans 
cette position sans osciller, lorsque n est négatif; mais 
alors il est en équilibre instable, car pour peu qu'on 
l'éloigné de cette position, ou, en d'autres termes, 
quelque petite valeur de ŷ  que Ton détermine, la va-
leur de T cesse de devenir infinie , elle devient seulement 
trc^s-grande. 

Calcul de a. 

10. En ajoutant membre à membre les équations (4i) 
et (42) on trouve 

~ w — w sni 0 siriyj ( cos7 — COS70} — cos>j ~ ^ 

d'où l'on tire 

y yo) a = wt — 7 cos yj — w sin Ô' sin n J (cos 7 — COS70 ) d(. 
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Il s'agit d'effectuer Tintégration indiquée au dernier 
terme. 

Considérons le cas où n et a sont positifs. 
On tire de l'équation (62), en ayant égard à la rela-

tion (55), 

( 7 1 ) COS7 — COS70 = u sin'7 tang' ^ ^ lî (cos^7 — cos'70). 

A cause de |=rcos7, les équations (53 ), (57)et (59) 
donnent 

— -- H- Z — - cos' ~ cp zii v/1 " 
2 

COS7 ~ =R — • 

TANII ' - — B -J sin - — CI/ — 8 cos' - CP 
^ 2 ^ 2 ' 2 ' 

Pour distinguer quel signe il convient de donner au ra-
dical, observons que nous devons avoir cosy = cosy^ 
pour (jp = o, d'après ce qui a été convenu dans les numé-
ros précédents. Or le signe H- produit seul ce résultat, 
car l'équation précédente, en y mettant la valeur de y, 
donne alors 

— ~ H- - ( I — 2 ̂  COS7,, ) 

C0S7 = ZTs ~ COS70; 

on a donc généralement 

u i/ ï — ^ CP cos' -' 2 2 ' 
COS 7 = 

•J sin'̂  - 9 — rj cos ' - (p 
2 ^ 2^ 

Le terme qu'il s'agit d'intégrer étant déjà affecté du fac-
teur w qui est extrêmement petit relativement à w, nous 
pouvons négliger cî dans l'expression différentielle, ce 

qui réduira la valeur de u à et l'équation (71) don-
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J* ( COS 7 — COS70) cltzrz ^J* sin̂ 7 tang' ̂  ¿/̂  

La valeur de cos y devient elle-même 

C0S7 ~ " 
V̂  I — ĉ  sin' <p — COS- - <p 

SÎXi'^f 

expression dont Tindetermination, dans le cas de 
(p = 2 iTT, est facile a lever 5 on en tire 

sin^ 1 (p — cos^ - cp— (1 — c'sin' cp) -f- 2cos^- (p \J 1 —c'sin^^ 
sin'7 = 

sin̂  - <p 

— ( cos'-«p — s in ' -^ ) — i -h ^c'^sin'-<pcos'-<p-l- 2 c o s ' - f Vi—c^sin'ij) 
y 2 2 y 2 2 2 

sin̂  - ç 
2 ^ 

ou 

sin' 7 = 2 
cos' - o 

sin̂  - © ^ 
2 ^ 

2 c ' sin' - cp — I -h V̂  i — 
2 

c' sin'̂ p 

et l'intégrale proposée devient 

J ( c o s 7 — cos 7o)r/r — J ^ 26-̂  ~ • ^ i — c' sin̂ (p' 

sin'-cp sin'-cp 
2 ^ 2 ^ 

L'intégrale du premier terme est Quant aux autres 
termes, nous mettrons à la place de dt sa valeur (61) en 
y négligeant le terme en d. Soit, pour abréger, 

A = y/ï — c' sin'y, 



( 459 ) 
il viendra 

r^eosv — cos7o)i// = à A C- ^ — — C-——— ' 
^ V ^ I 2sin'-<p J 

La première de ces deux intégrales peut s'écrire 

/

I __ r I __ r i - f - c o s y ¿/y __ ^ i cosy ¿/y 

2 s i n ^ y sin'y A ' il vient donc 

r I ¿/y Tcos y ¿/y 

2 s i n ' i y " " J ^ ^ V ^ 

Pour effectuer la première des intégrations indiquées au 
second membre, différentions l'expression 

1 — s i n ^ y coty, 
il viendra 

— ; , ; i/ cp c' cos' y 
d.s/i — £•' sm' Û; cot y = \J i — C sin'y —: « y 

sin'y y/i —c'sin'y 

1 — <?- sin'y 4 - C sin'y cos' y 

s in 'yy i—c ' s in 'y 

I — c ' sin^ y 

d 

sin- y v/1 — c' sin- y 

d'où 
• i do sin'cp , 

d.^ coty — — ^ 4- c' : r/o ; 
^ sin'cp A A ^ 

on en tire 

/
T r/cp fsm'y , 

-r— I ^r/©— A col y. 
Sin'y A J A ^ ^ 
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L'iulégrale au second membre est la fonction elliptique 
que les géomètres allemands substituent à la fonction de 

deuxième espèce J* Adcf de Legendre. 

Posons maintenant 
x =r c sina», 

d'où 
dx 

cos<j) dff = 

il viendra, en faisant abstraction de la constante, 

i l ^ ^ . 
J A J x^ sincp 

On a donc 

/

I do , Tsin'cp , A , 

on a d'ailleurs directement 
I , I 

cos - (p 2 cos' - (p 
df^ __ ^ __ ^ _ ^ + 

1 . I sincp sirioi sm-cp ^ 
2 ^ 2 ^ 

Réunissant cesdetix intégrales, il vient 

/

I do r fh , r , 1-h coso» 

1__ / — J — ~£.21 — d^-f (i Â  - y J 
Pour éviter l'indétermination qui se présenterait dans le 
cas de sin^— o, nous multiplierons haut et bas le der-
nier ternie par (i -f- A) ^ il viendia 

, . , sifl y cos ' - œ 1^-cosv , I COS V C SJir'î  2^ ^ i I — A Ì ^ — - — Ic' . sni (p sintp I -h A 14- A 
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De cette manière, ou aura 

J[cosy - cos7o) dt = - e 'y /^ J ^ d^ 

2sin(}>cos' - ç 

14- A ^ 

Substituant enfin cette valeur dans Féquation (70) et 
supposant que, pour i = o , on ait a = o, 7 = 70, cp = o, 
Texpression de a deviendra finalement 

/ a = 2c»>sin0'sin>3 r ' ) i — {7 — 7 o ) c o s r i 
I / J \ 

On pourra s'assurer aisément que si la quantité a ou n 
est négative, il suffira de changer ici les signes de a et 
des termes en w, en calculant d'ailleurs le module c et 
l'amplitude cp au moyen des formules qui conviennent 
au cas de n négatif. 

La formule ( 72) fait voir que l'angle a , indépendam-
ment de variations périodiques provenant de (7 — 7^), du 

terme en sin ç coŝ  - cp el de la fonction elliptique, subit 

des variations proportionnelles au temps introduites par 
cette même fonction elliptique et le terme en c® i, qui se 
confondent avec le terme principal TVÎ. 

Leur grandeur et leur signe dépendent de la demi-
amplitude des oscillations et du sens du mouvement. 

La suite prochainement. 
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NOTE SUR L 4 QUADRATURE ÉLÉMENTAIRE DU CERCLE; 
PAR M . S C H L O M I L C H , 

Professeur à l'université de Dresde. 

En désignant par S„ Taire d'un polygone régulier de 
n côtés inscrit an cercle et par T„ Taire du polygone cir-
conscrit correspondant, on a, comme on sait, les deux 
relations 

(i) 

On se sert de ces formules pour le calcul numérique du 
rapport entre le rayon et Taire du cercle, mais ce calcul 
est peu commode parce qu'il faut aller jusqu'au nombre 
n ==: 3^768 pour trouver sept décimales de tt. C'est pour-
quoi nous allons développer une formule approximative 
qui jouit d'une grande précision et qui donne déjà pour 
n = ^56 le même résultat que les formules ci-dessus pour 
n = 3 2 7 6 8 . 

Pour rendre plus traitables les relations (i), nous pre-
nons 

' - S ' - T 

ce qui donne 

( 2 ) S , „ = : T„ , I N = ^ [kn -4- T„) . 

D'autre part, il est connu que Ton peut remplacer la 
moyenne géométrique entre deux nombres a et a + i par 
la moyenne arithmétique, pourvu que Terreur commise 

qui ne surpasse jamais la quantité n'altère pas le de-
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gré de précision que Ton désire ( * ) . E n faisant usage de 
ce principe, nous posons un terme quelconque 

Th^ OL et 
et nous aurons 

2 

S4jt = a H- -f- gi , 

(*) L'équation identique 

= + ^ i i <?• 
fait voir qile l'on a toujours 

v/a(a H- i ) < a 4- ^ i. 
Soit de plus e l'erreur que l'on commet en remplaçant y/a ( « ) par 

« -j- - i , on a 
2 

et 

le carré de cette équation est 

2v/« ( a - h J ) 
ce qui donne 
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La limite vers laquelle convergent ces expressions est 

évidemment 

I 
= a - i = T^ ^ - (S;t - T , ) =r g (S^ ^T, ) . 

En substituant les valeurs de S* et deT^, on parvient à 
la formule très-simple 

(3) 7r=:- , 

L'erreur commise est moindre que la quantité 

(Si - i)^ __ (T^-SA)-

Pour rendre plus commode cette expression, nous re-
marquons que l'on a toujours S;̂  > S3, pourvu que A > 3 ; 
il suit de là 

S . > | v / 3 et 

d'autre part, il est clair que T̂  surpasse toujours le nom-
bre 3, on a donc 

l'erreur commise est donc moindre que la quantité 

Ce petit développement n'enrichit point la science, 
mais nous croyons qu'il peut être utile pour l'enseigne-
ment de la géométrie. 
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GALILÉE 108 et 240 

(*) Mort en août i855. Célèi)re éditeur du recueil des plus précieux do-
cuments de l'analyse et de la géométrie contemporaines. 
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''GARLIN, professeur 3o5 
*GAUCHEREL(E.) , capitaine f45 et Sai 
GAUSS (*) 3i et 247 
GEMMA FRISIUS 446 et 447 

^GENOCCHI (ANGELO), à Turin 32, i33 , 202, 241, 245, 
246, 248 et 269 

GERGONNE 229 et a3i 
GOLDBACH 117 et 293 
GOSSELIN 446 
GOUGH (JOHN) 169 
GUDERMANN i54 
GUILLAUME DE LUNIS 447 
HALLEY 425 
HANSEN, astronome directeur 3o4 
HARRIOT 448 
HARVEY 170 

*HERL0BIG, chef d'institution à Versailles 44 
HERMITE, examinateur 27, 32 et 4î>4 
HESSE (OTTO), professeur 122, 178, 187 et 4II 
HILL 406 
HIRE (DE LA) 448 
HOSSARD, colonel 32G 

*HOUSEL, professeur 129, 228 et 425 
HUDDE 406 
HUYGHENS 257 
JACOBI 9 7 , 276 et 4 i i 
JERRARD 279 
JOACHIMSTAL 3o, 3 i , 32 et 270 

JONQUIÈRES ( E . DE), lieutenant de vaisseau. 3 i 8 , 435, 44o et 444 
KRONECKER(L ) 4 " 
KEPLER et 3o4 
LACAILLE 177 
LACROIX 110 

*LAFFITTE ( D E ) , officier d'artillerie 226 
LAGRANGE 32, 247, 279, 4o3, 4o5, 406 , 408 et 4 i i 
LA HIRE 204 
LAPLACE 107 
LAMBERT 108, i 53 , i54 et i55 

*LEBESGUE, professeur à la Faculté de Bordeaux 24 
*LECLERC, conducteur des Ponts et Chaussées 225 

LECOINTE (l'Abbé) 
LEFÉBURE DE FOURCY 252 
LEGENDRE. Z | i , 231, 241, 281, 282, 287, 288, 289, 290, 291 et 294 

*) Mort en i855. 
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Pages. 

LEIBNITZ 109, i38 et i56 

LEJEUNE-DÏRICHLET (*) 
LESLIE 
L E X E L L 24, et 4oi 
LIOUVILLE, Membre de ITnstitut 2 0 6 , 2 7 6 0 1 402 
LIVET, commandant 

LOXHAY 20 
L O W R Y 
LUDOLF VAN CEULEN ^^^ 
MAC CULLAC.H 
MACHIN 210 

323 
ii5 

265 
420 MALFATTI 
^ 

MAUPERTUIS 

MELLONI ^JO 
MÉTIUS (PIERRE) ; • ' ^^ 

85 et 400 
MÖBIUS 3G, 
MOIGNO ( l 'Abbé) À 
MONTAIGNE ,5 
MONTESQUIEU ^^^ 

. " ' s e s et 3G8 ^MURENT 
i N A P O L É O Î S 

NEPER I55 et i56 
NESSELMANN 44^ 
NEWTON 240 et 448 
NICHOLSON ( R . ) ï ; « 
NICOLLIC 263, 264 et 425 
NIEL (le général): ^70 
OEl'TiNGER, professeur à Fribourg 4o3 
PACIOLI (LUCAS) 446 ET 447 
PA DULA ( FORTUNATO ) , professeur à Naples 89 

^PAINVIN, professeur 
""PAQUE, professeur à Liège ^^^ 
* P A R M E N T I E R ( THÉODORE ) , c a p i t a i n e d u g é n i e 3 7 0 

PASC AI 177, 204 , 2O5, 206 , 209 et 23* 
'^PEPIN (l'Abbé) 

PIOBERT, membre de l'Institut 
PLUCKER , prolesseur a Bonn 
POINSOT, Membre de l'Institut 

85 
326 
140 
110 

Successeur de Gauss à Goltinguo. 
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Pages. 

P O I S S O N 2 7 6 

POLIGNAC ( D E ) , capitaine d'artillerie 118, 298 et 4 
PONCELET, Membre de l'Institut 128, 189, 875, 

3 7 7 , 38o, 38i , 383 et 384 
POTIN, chef d'institution 44 et 45 

*POUDRA, chef d'escadron d'état-major en re trai te . . . 2 1 1 , 2 1 7 , 
3io , 3 i i et 4^3 

^PROUHET ( E . ) . professeur i99 et 263 
PTOLÉMÉE 178 
QLET, recteur 343 
QUETELET 114, 204 et 2o5 
QUIDDE 84 
RACINE 412 
REGIOMONTANUS 446 
REISS " 4 
RÉSAL(H.) 376 
RHETICÜS 210 
RICHELOT, professeur à Königsberg 81 et i45 
RICHTER 209 et 210 

' ' R O B E R T S ( MICHAEL ) 2 6 8 

ROBERTS ( W . ) 206 et 246 
ROBERVAL 204 
ROM ANUS (ADRIEN) 210 

* ROUCHER ( E . ) , professeur 156 
''RUBINI, professeur à Naples 287 

R U D O L F ( C H . ) 4 4 6 e t 4 4 7 

RUFFINI, professeur à Naples 4o8 
RUTHERFORD 209 et 210 
SALNEUVE, commandant 323 

''SERRET, examinateur 3o, 3 i , 32, 241, 248, 261, 272, 
402, 407? 4i i et 4i2 

*SERRET ( P . ) , professeur 206 et 3x2 
SHANKS ( W . ) 209 et 210 
SHARP 210 
S I M P S O N (THOMAS) 3 7 2 , 3 7 4 e t 3 8 3 

SPITZER 3o6 et 3o2 
STAMMER 140 
STAUDT 411 
STEINER, professeur à Berlin io3, 1 4 / , 23i et 232 
STERN, professeur à Gottingue 384 et 388 
STIFFEL 446 et 447 
STURM, Membré de l'Institut (*) 887, 4o5, 4o6 et 407 

Mort le 18 décembre r855, à g é d e 5 i ans. Carrière subitement illustrée 
par un théorème, conception de génie, subitement terminée par une per-
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Pages. 

S W A L E ( J . - H . ) 1 7 0 

SYLVESTER , avocat à Londres 9 7 , i 4 5 e l 277 
TANQUEREL, maître de pension 44 
TARDY 21 
TCHEBITCHEF 118, 287, 293 et 409 
TESTU, commandant 323 
TERQUEM (ALFRED), professeur de Physique au lycée de Château-

roux / 4? 
TERQUEM ( 0 . ) , rédacteur 3i , 39, 94, io3, i45, 253, 

257, 260, 271 et 282 
TORTOLINI ( B . ) , professeur 240 
T R A N S O N ( A B E L ) 9 5 , 9 6 e t 2 7 2 

TSCHIRNHAUS 277, 288, 406 et 408 
URSUS 3o4 et 448 

* VALLES, ingénieur en chef des Ponts et Chaussées.. 199, 200 et 202 
VANNSON, professeur à Versailles 46 

;VEGA 210 
•VIEILLE (JULES), professeur 29, I45, I46, 162, 323 et 342 

VIETE 210 et 448 
' ^ V I L L A R C E A U ( Y V O N ) , a s t r o n o m e I 5 4 , 3 4 3 e t 4 4 9 

•VINCENT, membre de ITnstitut 407 
^VOLPICELLI, professeur à Rome 120 et 3i4 

VOLTAIRE 4i3 
WANTZEL 7. 249 et 409 
WARING 19 et 118 
WEISSAND, professeur de géométrie descriptive 47®^ ^^ 
WHEATSTONE 121 
WH.K1NS0N(J . ) 169 
WOEPCKE, professeur i i 3 , 233 et 23 

turbation d'esprit. Sturm a assez vécu pour sa gloire, trop peu pour la 
science dans laquelle il a laissé une trace si brillante. Ayant dédaigné 
l'exploitation des fumées lucratives, il transmet à sa famille une trop mo-
deste condition et un nom populaire, acquis par une voie honnête, nulle-
ment populaire. Puisse le Gouvernement connaître cette situation 1 elle 
serait améliorée. Nous reviendrons sur la vie de ce professeur remarqua-
ble, qui laisse un vide dans l'enseignement consciencieux de la mécani-
que rationnent. 
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QUESTIONS NON RÉSOLUES 

Dans les quatorze premiers volumes. 

TOME II. TOME X I 
p̂ os. Pages. NOS. Pages, 

48 25i (échec ) I I5 

93 
TOME IV. 

269 
252 (domino) Ibid. 

93 
TOME V. 

269 266 
(domino) 

4oi 

120 
TOME VII. 

202 
270 

TOME X I L 

99 
190 240 280 327 
192 368 

327 

,93 Ibid. 
289 

TOME XIII. ,93 
TOME VIII. 289 192 

Ï99 
TOME X. 

44 294 
TOME X I V . 

3i4 

2/,0 357 307 261 
345 358 3i3 3o5 

Observation. Sur 3i3 questions, il en reste i8 à résoudre. Les autres 
sont résolues et imprimées, ou bien en manuscrit, et paraîtront en i856. 
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ERRATA. 

Page 113, dernière ligne, au lieu de a^{a — p lisez ^^ («— p 

au lieu de — i -+- — 

(a i)( a — 
II/}, dernière ligne, au lieu de — i -h ^LL^I 1], Usi^z 

ap—\ 
2 

17/1, ligne 5 en rem., au lieu de 68577, Usez 68667. 
174, ligne 6 en rem., au lieu de 68677, lisez 68667. 
229, ligne 9, au lieu de sont le, lisez sont sur le. 
211, dernière ligne, au lieu de CA, DB, lisez AD, BC. 
284, ligne 16, au lieu de ol^ /3, lisez /3, y. 

284, ligne 19, supprimez /3-«- 2 au commencement et à la fin de la 
ligne. 

286, ligne 5, et 294, ligne 7, au lieu de 6, lisez 6. 
291, ligne 17, au lieu de 2n, lisez n. 
294, ligne 9, au lieu de i4. Usez 12. 

349, ligne 10, au lieu de , lisez . 
362, ligne 6 en rem., au lieu de cos A, lisez cosò. 
364, ligne 10 en rem., au lieu de tz -+- y^y 271 — /o, 
374» ligne 7, au lieu de axes, lisez arcs. 
374, ligne 7 en rem., au lieu de f {y^ —/„), lisez ï (Xo -rJ n}. 
378, ligne 8 en rem. , au lieu de 4 {dx^), lisez i\ {dx)-. 
379, ligne 6 en rem., au lieu de que f lisez que f" ( . 
382, ligne 3, au lieu de 0,693971, lisez 0,693771. 

PARIS. ~ IMPRIMERIE DE MALLET-BACHELIER, 
rue du Jardinet, n® 12. 
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BIOGRAPHIE MATHÉMATIQUES. 

NOTICE SliR LA DÉCOUVERTE DES LOGARITHMES. 

u Le temps est rétoffe dont la vie est faite, dit Franklin ^ 
ménager cette étoffe, c'est prolonger la vie. » L'introduc-
tion de l'arithmétique chiffrée, de l'algorithme algébrique, 
les inventions des logarithmes et du calcul infinitésimal, 
comme les chemins de fer et les télégraphes électriques, 
font parcourir à la pensée de grands espaces en peu d'in-
stants. Avant le siècle deNéper, ceux qui faisaient de 
l'arithmétique leur étude favorite trouvaient un passe-
temps agréable à comparer les progressions géométriques 
et arithmétiques , et fournissaient ainsi l'occasion à ceux 
qui aiment mieux décrier les mathématiques que les étu-
dier , comme dit Lambert, l'occasion de ranger ces com-
paraisons parmi les oiseuses et inutiles spéculations 5 et 
c'est pourtant ces oiseuses spéculations qui ont amené une 
de ces inventions qui font époque dans les annales de l'es-
prit humain. Cette invention a été proclamée la première 
fois dans l'ouvrage suivant, d'une extrême rareté : 

( * ) M. Biot, en écrivant l'article dont nous parlerons plus loin, n'a 
trouvé qu'un exemplaire dans la bibliothèque de feu Walkenaor, membre 

Bulletin mathématique, t. F»'. (Janvier i855.) I 



( 
Mirijici logarithmorum Canonis descriptio, e] us que 

ususy in utraque Trigonometría, ut etiam in omni lo-
gistica mathematica, amplissimi, facillimi et expedi-
tissimi explieatio n authore et inventore JOANIÎE N E P E R O , 

baroneMERCHiSTANii, etc.^ Scoto. Edduburgi, ex officina 
Andreae Hart, bibliopolae. C O DCXIV-, in-4 ? 19 feuilles 
et demie; texte, 8 feuilles et i page; Tables, 11 feuilles 
et 2 pages; 56 pages de texte et 90 pages de Tables. 

L'ouvrage est dédié à Charles, prince de Galles, fils 
unique de Jacques P". La dédicace débtite ainsi : 

Quum nullum sit studium^ vel doctrinœ genus [illus-
trissime pnnceps) quod generosa ac heroica ingenia, ad 
prœclara quœque et suhlimia magis acuat, contraque 
tarda et impulsa pectora magis ohtundat^ quam mathe-
sis : non mirandum est eruditos et magnanimos príncipes 
eam magnopere prœteritis omnibus seculis in deliciis 
habuisse, imperitos vero et ignavos homines eandem 
velut ignorantiœ suce et ignaviœ hostem, semper odio 
acérrimo prosequutos esse. 

Voici le sens : 
(( Illustre prince, comme il n'existe aucune étude, 

aucune espèce d'enseignement qui aiguise tout à la fois 
les esprits généreux et élevés, et rebute, par contre , 
les âmes inertes, frivoles, tant que les mathématiques, 
ne soyons donc pas surpris si, dans tous les siècles passés, 
des princes instruits , magnanimes , ont pris plaisir à cette 
science, tandis que des hommes apathiques, ignorants, ont 
toujours poursuivi cette science d'une haine violente, la 
traitant comme une ennemie de leur ignorance et de leur 
apathie. » 

de l'Institut ; cet exemplaire, que nous avons sous les yeux, fait maintenant 
partie delà précieuse collection mathématique de M. Chasles. Comme à 
l'ordinaire, Touvrage, étant rare et de science, ne se trouve plus à la Bi-
bliothèque impériale, où il est inscrit au catalogue, ioo5. 
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Il t e r m i n e p a r p r i e r le p r i n c e t r a c c e p t e r ce t opuscule 

avec bienveillance : Quodsifecisse inlellexero, 'vel hac 
sola ratione ánimos mihi jam morbis pene confecto 
addideris, ad alia propediem, his fortasse majora et 
tanto principe magis digna moliendum. 

Ensuite on lit des vœux ardents pour la conservation 
du prince, vœux qui n'ont pas été exaucés : Charles P** a 
péri sur l'échafaud. 

Dans la préface d'une seule page qu'il adresse charissimis 
mathematicœ culto rib us, il dit que rien n'est si fatigant 
dans la pratique que les multiplications, les divisions, les 
extractions de racines carrées et cubiques : quœ prœ ter pro-
Uxitatis tœdium, lubricis etiam erroribus plurimum sunt 
ohnoxiœ. Il veut remplacer ces opérations par des addi-
tions, des soustractions, des bissections et des trisections. 

Selon l'usage d'alors, la préface est suivie de cinq 
éloges en vers. L'un est d'André Junius, professeur de 
pliîlosophie de l'Académie d'Edimbourg. 

L'ouvrage est divisé en deux livres, dont le premier 
contient cinq chapitres. Le chapitre I contient les défini-
tions , dont voici les trois principales -, nous les explique-
rons plus bas : 

DÉFINITION. Linea œqualiter dicitur, quum púne-
las earn descrihens œqualibus momentis per œqualia in-
tervalla progreditur, 

A"" DÉFINITION. Linea proportionaliter in breviorem 
decrescere dicitur, quum punctum earn transcurrens 
œqualibus momentis, segmenta ahscindit ejusdem con-
tinuo rationis ad lineas a quibus ahscinduntur. 

DÉFINITION. Logaritkmus ergo cujusque sinus est 
numerus quam proxime dejïniens Uneam , quœ œqualiter 
crevit inter eas dum sinus totius linea proportionaliter 
in sinum illum decrevit, existente utroque motu syn^ 
chrono atque initio œquiveloce. 



{ 4 ) 
Il déduit comme corollaire que le logarithme du sinus 

total I o 000 ooo est nul et que les logarithmes des nombres 
plus grands que le sinus total sont négatifs, nihilo mi-
nores ^ il les nomme logarithmes défeetifs el les désigne 
par — 5 tandis qu'il nomme abondants et désigne par 
les logarithmes des nombres moindres que le sinus total. 

Le chapitre II donne les propriétés des logarithmes : les 
nombres croissant en progression géométrique, les loga-
rithmes croissent en progression arithmétique, etc. 
Dans un avertisssement final, il dit que ce serait main-
tenant à expliquer le moyen de calculer les logarithmes, 
mais qu'il réserve cela pour un temps plus opportun, 
Prœstolorenimeruditorum de his judieium et eensuram, 
piiusquam cœtera in lucem temere prolata lividorum 
detreetationi exponantw\ 

Le chapitre III comprend la description des Tables; 
chaque page est divisée en sept colonnes ; la première 
est celle des arcs croissant de minute en minute depuis 
zéro jusqu'à 45 degrés ; la septième colonne est celle des 
arcs décroissant de minute en minute de 89® 60' jusqu'à 
45 degrés ; la seconde colonne est celle des sinus des arcs 
de la première colonne; la sixième contient les sinus 
des arcs de la septième ; la troisième contient les loga-
rithmes des sinus des arcs qui sont à gauche, et la cin-
quième les logarithmes des sinus des arcs qui sont à 
droite: ce sont les logarithmes des cosinus ; mais il ne se 
sert pas de cette dénomination, il les nomme antiloga-
rithmes étant vis-à-vis des logarithmes des sinus. La qua-
trième colonne enfin, colonne du milieu, contient les 
différences entre les logarithmes de la troisième colonne 
et de la cinquième colonne ; cette colonne quatrième porte 
en tète les deux signes 4- et — ; les différences ŝont 
abondantes en retranchant les nombres de la cinquième 
colonne de la troisième, et dèfectives en retranchant les 



( 5 ) 
nombres de la troisième colonne de la cinquième : ce sont 
les logarithmes des tangentes et cotangentes ^ il ne fait 
pas usage de ce dernier mot. 

Le chapitre IV est intitulé : De usu Tabulœ et nume-
rorum ejus. Il indique aussi le moyen de trouver les 
logarithmes des nombres qui ne sont pas dans la Table 
et les nombres correspondants aux logarithmes non con-
signés dans les Tables. Dans l'avertissement final, il 
annonce qu'il donnera plus tard les deux progressions 
pour calculer les logarithmes. Qaa/'e de his (Deo aspi^ 
rante) ubi de logavithmis condendis et creandis agetur, 
amplius aliquando disseremus. 

CAP. V. De amplissimo logaritlimorum usu et expe-
dita per eos praxi. Il donne plusieurs exemples ; tous 
reviennent k insérer un certain nombre de moyennes pro-
portionnelles géométriques entre deux nombres donnés. 

Le livre second, divisé en six chapitres, est un Traité 
des deux trigonométries, avec des applications logarith-
miques-, il est intitulé : De canonis mirijîci logarithmo-
ruîH prœclaro usu in trigonometría. 

Les deux premiers chapitres contiennent la résolution 
des triangles rectilignes, rectangles et obliquangles, avec 
des applications numériques. 

Lorsque la hauteur du triangle est intérieure, il nomme 
base vraie la somme de deux segments, et base alterne 
leur différence-, et lorsque la hauteur est extérieure, la 
base vraie est b différence des segments, et la base alterne 
leur somme. Il conserve aussi en trigonométrie sphérique 
ces dénominations qui abrègent les énoncés de certains 
théorèmes. 

CoNCLusio. Sequantur jam sphœrica triangula, om-
nium dijficillima, ut vulgo ah aliis traduntur, per loga-
rithmos tamen fwstros omnium facillima. 

Le chapitre III, d'une seule page (p. 29), ne contient 



( 6 ) 
que des définitions : un triangle quadrantal [quadraiitale] 
est celui où il entre un angle ou un côté de 90 degrés. 

Le chapitre IV est consacré aux triangles quadrantaux; 
les exemples se rapportent à des questions sur la position 
du Soleil dans l'écliptique, et les énoncés sont toujours 
logarithmiques. On discute les cas douteux. 

CAP. V. De non quadrantalihus mixtis. 
Ce sont des triangles dont aucun côté, aucun angle 

n'est de 90 degrés, et où les données renferment à la fois 
des côtés et des angles-, il divise de tels triangles en tri-
angles quadrantaux, par des perpendiculaires abaissées 
des sommets sur les côtés opposés. 

CAP. VI. De non quadrantalihus puris. 
C'est lorsqu'il entre dans les données seulement des cô-

tés ou seulement des angles. Il dit que ce chapitre aurait 
du précéder le chapitre V; mais à cause de ses difficultés 
il l'a réservé pour le dernier. On trouve ici ses trois 
analogies énoncées d'une manière assez compliquée et 
une démonstration géométrique de l'analogie des tan-
gentes. Verum quia hujus analogiœ tangentium Junda-
mentalisy hactenus ignotœ, demonstrationem a me 

forte requirent lectores , eam ideo, quantum hujus eom-
pendiihrei^itas patitur, hic explicahimus. 

Il indique trois méthodes pour déduire les angles, con-
naissant les côtés : la première est la formule 

sin' i A sin ^ sine = sin (/> — b) sin [p — c) ; 

la seconde est la formule 

cos^ ~ A sin ù sin c — sin p sin [p — r/ ) ^ 

la troisième est la formule 

tanĝ  - A sin p sin [p — a) sin (/>> — r) sin [p — b) -, 
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c'est ce qu'il nomme l'analogie des tangentes. La démons-
tration faite sur la sphère repose sur un procédé de per-
spective [umhrœ). La dernière phrase de l'ouvrage est : 
Interimhoc breviopúsculo fruamini, Deoque opifici sum-
mo, omniumque bonorum opitulatori laudem summum 
et gloriam tribuite, 

( La suite prochainement.) 

BIBLIOGRAPHIE. 

THÉORIE GÉNÉRALE DES APPROXIMATIONS NUMÉRIQUES , 

suivie d'une APPLICATION A LA RÉSOLUTION DES ÉQUA-

TIONS NUMÉRIQUES; par M. J. Vieille, agrégé près la 
Faculté des Sciences de Paris , maître de conférences à 
l'École Normale, professeur de Mathématiques spéciales 
au Lycée impérial Louis-le-Grand. édition, corri-
gée et augmentée. Paris, i854^ xii-200 p. -, in-8 (*). 

L'édition de i852 n'a que 100 pages [Nouvelles An-
naleSy t. XI, p. 4^7)? Taugmentation de l'édition ac-
tuelle ne consiste pas seulement en pages, mais en 
substance, en nouveaux matériaux, en amélioration d'an-
ciens matériaux. Conservant la bonne opinion que nous 
avons émise sur la première édition, nous allons ajou-
ter quelques observations, en parcourant cette seconde 
édition. On lit (p. i4)le calcul du logarithme népérien 
de 2 avec sept décimales exactes. Pourquoi, à cette occa-
sion, n'avoir pas mentionné la méthode Koralek qui 
permet de calculer de tels logarithmes avec une promp-
titude inouïe et avec autant de décimales qu'on veut? 
C'est une omission fâcheuse. Le calcul de TT (p. 22) est 

f Prix : chez Mallel-Bachelier, libraire. 
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arriéré de beaucoup , depuis le travail si remarquable de 
M. Lebmann [Nouf^elles Annales,^ t. XIII, p. 419)-

On dit qu'en prenant TT = 3,i4i59265358 , on ne se 
tromperait pas de deux unités du dernier ordre ; on ne 
se trompe pas d une demi-unité de cet ordre. Parlant du 
module M, on lit (p. 5i) qu'en faisant M = 0,43429448191, 
on ne sait si cette valeur est approchée par défaut ou par 
excès; comme les chiffres qui suivent 9 sont o32, il est 
évident que Fapproximalioti est par excès [Noui^elles 
Annales, t. X , p. 368 ). 

Dans les utiles applications que donne l'auteur, on re-
grette de ne pas trouver celles-ci, d'une haute importance : 
Avec combien de décimales exactes faut-il calculer cosa 
pour que l'on ait avec m décimales exactes les valeurs de 

I sin « oj . . , , . T . et ^ questions qui ont ete si bien traitees par 
COSii COSrt ' ^ 

Prony dans ses Éclaircissements sur un point de Vhisto-
rique des Tables trigonométriques [Mém. de Vlnst., t. V, 
p. 671 ; an XII). Ce point historique est fort curieux. 

P. Joachim ( Georges ), surnommé Rheticus, né en 1514 
àFeldkirch, dans les Grisons (Rhetia), était, en 153 7, pro-
fesseur de Mathématiques à Wittemberg (Saxe). Ayant en-
tendu parler du système de Copernic, il se rendit auprès de 
l'illustre chanoine, en i53g, à Wiarm, resta avec lui, et 
devint son ami et son calculateur. Copernic était décou-
ragé faute de livres sur la trigonométrie ; aidé de Rhe-
ticus , il composa une Trigonométrie que Rheticus publia 
en 154?' (*). Copernic se remit ensuite à son immortel 

(*) De laleribus el angui, trianf^ul. tuni planor. rectilineor. tum sphœri" 
cor. libeilus eruditissimus et utiliss. cum ad plerasque Ptolomœi demonstra-
tiones intelligendas tum vero ad alia mulla. Scriptus a clariss. etdoctiss. 
viro D. NICOLAO COPEUMCO TOUUMENSI. Additus est canon semissium sub-
tensarum rectanim liiieariim in circulo. Vitteb., i 5 ' j 2 ; in-4 

!.a partie njoulée est probablement de Rheticus. 
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ouvrage De revolutionibus orbium cœlestium^ dont on 
doit aussi la publication à Bhetiens, qui revint en i54i 
à Wittemberg. 

Partisan enthousiaste du système de Copernic, il résolut 
de construire des Tables pour en faciliter Fusage. Il se 
mit au travail en i54o et fit paraître en i55i , à Nurem-
berg : Georgii Joachimi Rhetici medici et mathematici 
canon doctrina triangulorum. Une seconde édition pa-
rut à Baie en i58o, mais son grand travail ne fut pu-
blié et achevé qu'après sa mort {1576). 

Opus palatinum de triangulis, a Georgio Joachimo 
Rhetico cœpturn; L, Valentinus Ollio, principis Pala--
tini Friederici IV electoris mathematicus ^ consummavit, 
Ann. Sal. Hum. iSgô; in-fol; titre, dédicace, préface, 
10 pages 5 texte, 341 pages. A la fin on lit : Neostadii in 
Palatinatu excudebat Mattkœus Harniscus, anno sala-
tis i5g6, Meteoroscopium 21 pages. 

Ce Valentin Othon, étant à Wittemberg, cultivant l'as-
tronomie , désira aussi une connaissance approfondie de 
la trigonométrie-, à cet effet, il se rendit auprès de Rhe-
ticus , alors en Hongrie, et en fut très-bien accueilli. Il lui 
dit : (( Tu viens auprès de moi au même âge où je suis 
» venu auprès de Copernic. Sans moi son ouvrage n'au-
» rait pas vu le jour. Nisi ego illum adiissem opus,, ipsius 
)) omnino lucem non vidisset. Moi aussi j'ai interrompu 
» mon travail et n'ai pas encore touché aux triangles obli-
» quangles, car je n'ai achevé que ma troisième Table ; 
» pour le moment je ne puis m'y mettre \ mais, puisque je 
)) t'aurai pour compagnon et associé, je le reprendrai 
» plus tard. En attendant, tu suivras mes leçons. )) 

Il expliquait alors leXIIP et le XIV® chapitre d'Albate-
gnius, et, le cours terminé, il envoya Othon à Cracovie 
pour y chercher la première et la deuxième série de ses 
Tables , qu'il avait laissées dans cctle ville. Dans cet inter-
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valle, Rheticus invité chez un certain baron, ayant cou-
ché dans une chambre nouvellement peinte, gagna une 
fluxion de poitrine, dont il souffrit lors du retour d'O-
thon. Ils furent à peine trois jours ensemble, que Rhe-
ticus reçut une autre invitation auprès du comte Jean 
Ruber, Summœ rei prœfecto in Ungaria. La maladie 
s'aggrava à Cassau, et, se préparant à mourir, il fit prier 
le comte, par des amis, de remettre son ouvrage à Othon. 
Ruber y consentit-, quatre jours après, Rheticus expira 
dans les bras d'Othon, à 2 heures du matin, en iSyô, 
dans sa 61'' année Ruber manda sa mort à l'empe-
reur Maximilien II , qui approuva non-seulement la vo-
lonté de Rheticus, mais fit dire à Othon qu'il se charge-
rait des frais de l'impression. Othon se mit tout de suite à 
travailler à la troisième série. L'empereur étant mort, 
l'impression ne put avoir lieu. Après diverses vicissi-
tudes, Othon se rendit dans le Palatinat et y trouva 
moyen de subvenir aux frais. Delambre donne une des-
cription incomplète de rouvrage(^5iro^. moderne) ; c'est 
Kastner qui en donne une idée complète [Geschichte der 
Mathematih, t. I , p. 590), et aussi J. Bernoulli [Mé-
moires de r Académie de Berlin, 1786) . 

Il suffit de savoir que Rheticus adopte pour rayon Tu-
nité suivie de quinze zéros, et en calcule les sinus avec 
quinze décimales, de 10 secondes en 10 secondes du qua-
drant, pour être publié avec 10 décimales-, de même les 
tangentes et les sécantes avec lo décimales. Au lieu des dé-
nominations , sinus, cosinus, sécante, il emploie les dé-
nominations, perpendicule^ hase, hypoténuse. Les tri-

(*) La fréquentation des grands n'est pas favorable à la longévité des 
savants. Kepler mourut par suite d'un voyage avecl'empereur Sigismond. 
Le séjour de Stockholm, auprès d'une folle couronnée, abrégea la vie 
de Descartes. L e s 5 ruinèrent la santé de d'Alembert et me-
aèrent de bonne heure Clairaut au tombeau. 
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angles sphériques obliquangles sont le travail d'Othon, 
qui était de Naples [Partlienopolitanus) et doit être né 
vers i53o. 

Une partie de l'ouvrage porte pour titre: i . Valen, 
Oth^ Partlienopol. Meteoroscopium numerorum primam 
monstrans proportionem singuL parali, ad œquatorem 
vel meridianuni. Meteoro scopium signifie ici mesure 
des hauteurs célestes ; c'est une Table pour calculer les 
quantités cos ^ sin ci, cos (3 cos í . (3 est la distance d'un 
parallèle à l'équateur et ô un arc quelconque pris sur ce 
parallèle depuis â = i® jusqu'à d = 89®, et |3 aussi de i à 
89 degrés. 

L'ouvrage devait porter le titre Opus saxonum^ des 
circonstances ultérieures ont fait changer le titre. Une 
seconde édition de ce célèbre ouvrage parut sous un autre 
titre également célèbre : 

Thesaurus mathematicus, sive Canon sinuum ad ra-
dium I 00000 00000 00000 et ad dena quœque scrupula 
secunda quadrantis una cum sinuhus primi et postremi 
graduSy ad eundem radium. Adjunctis ubique dijfferen-
tiis primis et secundis ^ atque ubi res tulit etiam teniis. 
Jam olim quidem incredibile labori et sumtu a Geor-
gio Joachimo Rhetico supputatus, at nunc primum in 
lucem editus et cum viris doctis communicatus a Bartho-
lomœo Pitisco Grunbergensi Silesio, cujus etiam accesse-
runt : L Principia sinuum ad radium 

I 00000 00000 00000 00000 00000 

quam accuratissime supputata; IL Sinus decimorum, 
tridecimorum et quinquagesìmorum quorumque scru-
pulorum secundorum per prima et postrema 35 scrupula 
prima ad radium 100000000000000000 . Francofurti 
excudebat Nicolaus Hofmannus sumtibus Jonœ Rosee, 
anno C I 3 I 3 X I I L 
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Pitiscus, né à Sclilaun, près Grunberg, en i56i, théo-

logien et géomètre, avait été chargé par Télecteur palatin 
Frédéric IV d'améliorer les Tables de Rheticus, ce qui 
n'était pas possible en prenant pour rayon lo^®, tel qu'il 
est dans VOpus palatinum. Il conjectura que Rheticus de-
vait avoir calculé avec i5 décimales. S'en étant informé 
auprès d'Othon, ce dernier en convint, mais ne sachant 
plus, par affaiblissement de sa mémoire, ce que les papiers 
étaient devenus, il croyait les avoir laissés à Wittemberg. 
Othon, à sa mort, légua ses papiers à Jacob Christmann ) 
qui y trouva inopinément les calculs de Rheticus. Lorsque 
Pitiscus apprit cela, il examina ces précieuses reliques, 
utrinque situet squalore ohsitas et pœiie fœtentes,\\ dit 
que pour les lignes trigonométriques des tangentes et sé-
cantes des arcs de comjnencemeQt et de la fin du quadrant, 
Othon avait commis de grandes erreurs, parce qtt'il avait 
calculé le sinus avec lo décimales, tandis qu'il en faut i i ; 
c'est à cet eiîet qu'il calcula la Table qui est à la fin du Thé-
saurus, au moyen de laquelle il recalcula les cotangentes et 
cosécantes des arcs depuis le commencement du quadrant 
jusqu'à la fin du sixième degré, de lo secondes en lo se-
condes; il fit imprimer 86 pages de VOpus palatinum 
pour en faire un carton et remplacer les 86 pages fautives. 
Voici le titre de cette réimpression : 

Georgii Joachimi Rhetici magnus Canon doctrinœ 
triangulorum ad decades secundorum scrupulorum et ad 
partes i ooooo ooooo recens emendatus a Bartholomœo 
Pitisco Silesio. Addita est hrevis commonefactio de 
fahrica et usu hujus canonis, etiam separatim ab Opère 
palatino venditur in bibliopola Harnischiano, 

Il parait que peu de personnes se sont procuré ce car-

C") Savant orioiitaUstc et géomètre, ne au Johannisbcrg (Nassau-Bibo-
rich) JN. i53/f, M. iGfii. 
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ion. C'est à Prony qu'on en doit la connaissance 5 il ne 
parle que de deux exemplaires existants à Paris: le sien 
et celui de la bibliothèque du Conseil d'État; je ne sais 
pas ce qu'est devenu l'exemplaire de Prony. L'illustre 
analyste compare les Tables de Y Opus palatinum, du 
Thésaurus, avec les grandes Tables du Cadastre, et il fait 
voir que pour avoir les sécantes d'un arc de 89^59' ^'j" à 
89® 59'56" avec 10 décimales exactes, il faut calculer les 
cosinus avec 20 décimales exactes, et d'autres résultats ana-
logues qui prenaient naturellement place dans l'ouvrage 
de M. Vieille. Il me semble que faire connaitre aux élèves 
les gloires de la France fait partie du professorat : ce n'est 
pas un devoir rigoureux, j'en conviens; toutefois il est 
bon de le remplir. On ne cite pas davantage les travaux de 
MM. Guilmin, Lionnet, etc., sur les approximations de 
diverses espèces et qui ne diffèrent pas essentiellement de 
celles de l'auteur. Il paraît que M. Vieille n'a pas pris con-
naissance de ce que dit M. Piobert sur la meilleure forme à 
donner aux triangles dans les levés [Nouvelles Annales^ 
t. IX, p. 234) il aurait présenté autrement ce qu'il dit à 
ce sujet (p. 123). Le calcul approché des racines des équa-
tions numériques est traité avec beaucoup de soin; les 
applications aux équations transcendantes sont nom-
breuses, bien choisies dans Euler; la méthode est la 
même que celle de M. Stern dans son Mémoire couronné. 
On ne dit rien ni des racines imaginaires, ni des équations 
à plusieurs inconnues [Nouvelles Annales^ t. X , p. 365). 

L'ouvrage a le mérite de réunir sous un petit volume 
des théories et des pratiques précieuses, exposées avec lu-
cidité, rigueur et méthode, et ramenées à un petit nombre 
de principes généraux. Mais on dirait que l'auteur, selon 
l'expression de Bacon, a tout tiré, araneœ instar, de lui-
même : c'est le mal français, comme dit La Fontaine. 
Cette Théorie générale dispense d'une multiplicité de 
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livres qui enlraine perte de temps et d'argent; écoutons 
le conseil de Sénèque : (c O/ierat dùcentem turba^ non 
instruit,^ multoque satius paucis te auctoribus tradere 
quam errare per multos [De tranquüUtate animi,^ § 9)-
L'ouvrage suivant, dont jene connais que le titre, a de 
l'analogie avec celui de M. Vieille : 

Mündt, Carl, j^m. De accuratione^ qua possit quan-
titas per Tabulas determinariet quidem cum per Tabulas 
universum, tum singulatim per Tabulas logarithmic as et 
trigonométricas. GvdiXià Hauniae, 1842, Leipzig. 

GRANDES TABLES LOGARITHMIQUES DE L'OBSERVATOIRE { * ) . 

Lors de l'établissement du système métrique français, 
l'idée devait naturellement se présenter de reprendre en 
sous-œuvre le travail de Briggs sur les divisions centési-
males du quadrant. D'après la tendance de l'époque (an II), 
on résolut de construire des Tables sur une échelle qui dé-
passât tout ce qui exista ît. Prony fut chargé de l'entre-
prise, puissamment protégée par Carnot, Prieur (de la 
Côte-d'Or), Brunet (de Montpellier), membres de la 
Convention. Voulant faire usage du principe de Smith sur 
la division du travail, Prony s'y prit de cette manière. 
Une grande série de nombres quelconques étant donnée ̂  
en formant successivement les différences premières, se-
condes , troisièmes, etc., si l'on parvient à des différences 

(*) Voir Notice sur les grandes Tables logarithmiques et trigonomé-
triques calculées au Bureau du Cadastre sous la direction du citoyen Pro-
ny ( iWi'mo/rei ¿ e L V, p. /((), an X I I ) . La Notice a été lue le 
i ^̂  germinal an IX. 
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constantes, ou à peu près constantes, on peut, au moyen 
de celte différence constante et des premiers termes des 
séries précédentes, trouver tous les termes de la première 
série, rien que par des additions et des soustractions. 
Quand il s'agit des logarithmes des nombres, des lignes 
trigonométriques et de leurs logarithmes, l'analyse donne 
des formules pour calculer les différences constantes et les 
premiers termes des différences. On peut consulter à cet 
effet les Notes de Legendre sur la trigonométrie et les le-
çons d'analyse de Prony. Les travailleurs furent distri-
bués en trois sections. 

1. La section des théoriciens, formée de cinq ou six 
mathématiciens éminents, parmi lesquels figure Le-
gendre, dirigeait et surveillait toutes les opérations théo-
riques. 

2. La section des calculateurs, au nombre de sept ou 
huit, composée d'hommes familiarisés avec les calculs 
numériques et analytiques, calculait les termes des sé 
ries par les différences. Leurs travaux étaient doubles, 
c'est-à-dire, on devait parvenir aux mêmes résultats par 
des formules différentes-, moyen de contrôle. 

3. Enfin, une troisième section de soixante à quatre-
vingts personnes qui ne s'occupaient que d'additions et de 
soustractions ; les neuf-dixièmes ne savaient que les quatre 
règles et les travaux étaient aussi doubles, mais les mêmes ; 
les travailleurs ne communiquant pas ensemble devaient 
parvenir aux mêmes résultats On a remarqué que ce 
n'étaient pas les plus instruits d'entre eux qui commet-
taient le moins d'erreurs. 

Tous ces calculs forment dix-sept volumes in-folio, dé-
posés et conservés à l'Observatoire impérial. 

( * ) Prony a enrôlé beaucoup d'anciens coiffeurs que la suppression 
des perruques et des cheveux poudrés avait laissés sans occupation. 
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Voici le conlenu : 

Introduction; contenant la théorie de toutes les 
opérations et Tusage des Tables. 

2®. Sinus naturels pour chaque seconde décimale, avec 
25 décimales et sept à huit colonnes de différences, pour 
être publiés avec 22 décimales et cinq colonnes de diffé-
rences. 

3®. Logarithmes des sinus pour chaque tierce déci-
male; i4 décimales, 5 colonnes de différences. 

4®. Logarithmes de ^ ^ pour les cinquante premières 

tierces décimales; i4 décimales et cinq colonnes de diffé-
rences. 

5°. Logarithmes des tangentes correspondants aux loga-
rithmes sinus. 

Logarithmes ^t comme au § 4 ; à être publiés 

avec 12 décimales et trois colonnes de différences. 
Logarithmes des nombres i à 10̂  avec 19 décimales. 

8°. Logarithmes des nombres 10̂  à 2 . 1 0 ^ ; i4 déci-
males et cinq colonnes de différences; à être publiés avec 
12 décimales et trois colonnes de différences. 

Un marché était conclu avec FirminDidot pour la pu-
blication stéréotype en 1200 pages in-folio, non compris 
Tintrodiiction. Cent planches furent tirées. La chute du 
papier-moimaie et le désordre des finances interrompirent 
l'opération, qui ne fut jamais reprise (*). 

Le gotivernement actuel, qui a exécuté avec bonheur 
de si vastes travaux, ajouteî ait à son illustration en éle-
vant deux monuments de gloire impérissable. 

I®. L'achèvement de l'œuvre conventionnelle. Lorsque 

( * ) lî y a eu des négociations à ce sujet avec le gouvernement anglais 
qui n'aboutirent pas. 
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toutes les observations atteignent une si extrême précision, 
la publication complète des Tables de l'Observatoire serait 
sans conteste désirable en beaucoup d'occasions. D'aiJ-
leurs, c'est surtout dans les sciences que se vérifie cet 
apophtegme de Voltaire : Le superflu^ chose si nécessaire. 

L'imitation d'une œuvre de Louis XIV: la con-
struction aux environs de la capitale d'un observatoire 
digne de la nation , observatoire simultanément astrono-
mique, météorologique, compris le magnétisme. Sobre 
dans les constructions, n'épargnant rien pour l'établis-
sement et l'acquisition des instruments, laissant toute 
latitude à l'activité, au zèle intelligent du célèbre ^/rec-
teurcpi ajouterait ainsi une nouvelle auréole à sa réputa-
tion (*) ; et en outre, bien entendu, un personnel suffisant, 
confortablement logé, honorablement rémunéré, et avec 
la science de nos astronomes, le talent de nos artistes, le 
bon goût de nos architectes, il est permis d'espérer non-
seulement d'atteindre le modèle Pulkova, mais de le sur-
passer. L'édilité parisienne ne refusera pas de contri-
buer à cette dépense, infiniment moindre que celle qu'en-
traîne la création d'une rivière stagnante au bois de 
Boulogne. 

La démolition d'une macédoine de murailles, épaisses, 
de laide apparence, la vente du terrain, couvriraient une 
partie notable de la dépense et embelliraient une des en-
trées principales de la capitale. 

A ce propos, nous nous rappelons les réflexions d'un 
auteur anglais, nommé Thomas Smith ; il propose comme 
très-désirable l'édition d'un collection des anciens ma-
thématiciens, veteruni matheniaticorum corpus, et il 

( * ) 0 Quelle limite dois-je mettre dans la dépense ? demanda M. Striivo 
à l'empereur Nicolas. — Achetez tout ce qu'il y a de plus parfait en in-
struments , il n'y a pas d'autre limite. » Réponse digne d'un grand souve-
rain, digne de l'illustre astronome de Pulkova. 

Bulletin mathématique, t. l^^ (Février i855.^ -t-
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ajoute qu'uii tel projet ue peut se réaliser : At si quando 
auspicatiora illuxerint tempora y reges principesque, qui 
immensas in œdibus construendis et iïlarum apparatu 
opes y ne dicam in luxu et voluptatibus parum se dig-
nes nociuisque y et quœ cito effiuunt y longe gloriosius, 
et non ^ nisipereunte mundoy periturum motiumentum, 
inde auspiciis suis et munificentia regali y hominum doc-
torum industria ad idprœstandum allecta et provocata, 
sibi condendum et erigendum curarent. [Admodum 
reperendo et doctissimo Roberto Huntington y etc.; 
scriptore THOMA SMITH. Lendini-, 1 7 0 4 . ) 

On publie la collection des médecins grecs ; pourquoi 
pas celle des arithméticiens, géomètres, mécaniciens, 
musiciens grecs 

BIBLIOGRAPHIE. 

APPLICATION DE L'ALGÈBRE A LA GÉOMÉTRIE, suivie de 
l a DISCUSSION DES COURBES D'UN DEGRÉ SUPÉRIEUR AU 

SECOND; par C. Jacob y ancien élève de l'Ecole Poly-
technique , capitaine d'artillerie. Deuxième tirage 

Le premier tirage est de i843 ; ce second tirage répan-
dra un ouvrage dont il a été rendu un compte avantageux 
par M. Gerono, professeur si compétent [Nouvelles An-
nales, t. II, p. 192 publié avant le^ nou^^e aux Pro-
grammes il y a là une contexture scientifique qui, bien 
loin de nuire, met les élèves en état de résoudre facile-
ment les questions des examens actuels. L'auteur est 
mort le 3o juillet 1848. 

(*) Prix : 5 francs, chez Mallet-Bachelier. 
(**) C'est par erreur qu'on a rais mon nom au bas d'un extrait mis en 

tête de ce second tirage. 
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SYSTÈME DE NOTATIONS DES DIVERSES UNITÉS EMPLOYÉES 

DANS LES SCIENCES APPLIQUÉES; par M. Z^W/ÎOTI, capi-
taine d'artillerie (*). Metz, in-8,11 pages. {Extraitdes 
Mémoires de VAcadémie royale de Metz, 1836-37-) 

Voici les notations commodes proposées par l'auteur 
et dont plusieurs sont ou méritent d'être adoptées. 

SYSTÈME MÉTRIQUE DÉCIMAL. 

Unités simples. 
Mètre.... m 
Litre.. .. l 
Gramme, g 
Are a 
S t è r e . . . . s 
Franc. . . f 

Unités muUiples 

Unités soiis-mnl tiples. 

Myria Kilo Dèca 
M K D 

Dèci Centi Milli Décimilli Centimilli 
d c m dwm cmm 

L'auteur remarque que cette notation est celh^ de 
M. Vincent dans sa Géométrie. 

Ainsi 
i5Mrn signifie i 5 myriamètres. 

> 45 millimètres. 
17"̂  ,i525 » 17 hectares i5 ares 25 centiares. 

Unités composées. 

m'̂  signifie mètre carré. 
m̂  « mètre cube. 
mm'' » millimètre carré. 
cm' » centimètre carré. 

(*) Aujourd'hui colonel. 
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,Rm 
,5M:h 

5LL:H 
5m:" 
3m--' 

tKO 

254̂ % 5 

MÉCANIQUE. 

signifie I kilogramme élevé à i mètre de hauteur. 
» vitesse de i5 mètres par heure. 
» vitesse de 5 7 lieues à Theure. 
» 5 mètres parcourus en une seconde. 
» écoulement de 3 mètres cubes d'eau par se-

conde. 
» I kilogramme d'eau élevé à la température 

de I degré, 
calorique nécessaire pour élever 

à 10 degrés. 
'j5 kilogrammes élevés à i mètre par seconde 

= cheval-vapeur. 

Nous croyons utile de donner ici les rapports entre 
les mesures françaises et les mesures anglaises, plus dé-
veloppés qu'on ne les trouve dans VAnnuaire du Bui^eau 
des Longitudes, 

Toise en mètres 
Toise en yards 
Toise en pieds anglais , 
Pied en pieds anglais. 
Mètre en yards 
Mètre en pieds anglais . 

= 1.94903 659 
= 2 . i 3 I 5 3 084 
= 6.39459 252 
= I.06576 542 
= 1.09363 3067 
= 3.28089 9167 

Mètre en pouces anglais.. .. = 39.37079 
Myriamètre en milles = 6 . 2 1 3 8 2 4 2 4 
Hectare en acres = 2.47114 ^ 
Gramme en grains anglais.. 15.44242 
Gramme en livres troys. . . . = 0.00268 0976 
Gr. en livres avoir-du-poids. = 0.00220 6060 
Kilogramme en cwt = 0.01969 6964 
Litre en gallons = 0.22009 687 
Litre en pouces cubes anglais. = 61.02705 

Log. 

0.28981 99924 
0.32869 16209 
o.8o58i 28756 
0.02767 16253 
0.03887 16284 
O.5i599 2883I 
I.59517 41291 
0.79335 89605 
0.39289 79 
1.18871 4926 
7.42829 2443 
7.34361 6886 
8.29439 8864 
9.34261 3866 
1.78552 28873 

Colog. 

9.71018 00076 
9.67130 83791 
9.19418 71244 
9.97232 83747 
9.96112 83716 
9.48400 71169 
8.40482 58709 
9.20664 10395 
9.60710 21 
8.81128 5074 
2 .57170 7557 
2.65638 3 i i4 
1.70560 II36 
0.65738 6i34 
8.21447 71127 

{Extrait des Tables de Short/rede, ) 
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NOUVELLES TABLES ASTRONOMIQUES ET HYDROGRAPHIQUES, 

contenant un Traité abrégé des cercles de laspKere, la 
description des instruments à réflexion, diverses mé-
thodes pour obtenir les latitudes et les longitudes ter-
restres , une nouvelle Table des logarithmes, des sinus, 
cosinus, tangentes et cotangentes, de seconde en se-
conde , pour les quatre-vingt-dix degrés du quart du 
cercle; par V, Bagay, professeur d'hydrographie (*) ; 
édition stéréotypée, gravée, fondue et imprimée par 
MM. Firmin Didot père et fils. Avertissement et ap-
plication, L x x x i v pages; Tables des logarithmes', 
6i5 pages; trente-trois Tables diverses de navigation, 
125 pages. Paris, in-4°; 1829 

Voici un enfant du peuple qui, sans aucun secours, en 
argent, en livres, en hommes, a fait un ouvrage utile, le 
premier de ce genre, a vécu dans la misère, est mort 
aveugle et illuminé. Nouveau document à F appui de cette 
pensée de Juvénal. Probitas lauclatur et alget. Honneur 
a sa mémoire ; c'est bien le moins qu'on puisse lui ac-
corder. 

Bagay (Valentin) est né le 9 avril 1772 dans la com-
mune de Bisses-la-Maconnaise, canton deLugny (Saône-
ct-Loire). En 1794? étant entré dans Fartilleriede la ma-
rine (4'' régiment), il a traversé quatre fois l'Atlantique, 
et a assisté à plusieurs combats de mer; parvenu au grade 
de fourrier, il enseigna pendant six années les mathéma-
tiques au régiment et prit son congé en 1806, à Lorient, 
où il s'est marié, et donna des leçons aux aspirants de 
marine et aux capitaines de long cours. Ses relations avec 
les officiers de marine lui apprirent qu on désirait beau-

(") Professeur non oCficieL 
C^*) Prix : J.') l'rancs, chez Mallct-Buchclicr. 
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coup d'avoir des Tables trigonométriques calculées de 
seconde en secondele mai 1820 il entreprit ce travail 
qui fut présenté, le 24 mars 1824, à l'Académie sous le 
ministèrede Clermont-Tonnerre. Le Rapport ne fut point 
très-favorable. On reproche à l'auteur de n'avoir interpolé 
qu'avec 7 décimales les petites Tables de Callet, ce qui oc-
casionne des erreurs sur les décimales ; erreurs qu il 
a corrigées à la fin de son ouvrage 5 il en reste 74 qu'il 
annonce devoir publier. Les officiers de la marine royale 
fi ren t des démarches auprès du gouvernement, et fin de 18 2 5 
une souscription fut accordée sous le ministère de Cha-
brol. Alors, en 1826, Bagay se rendit à Paris, et, porteur 
d'une liste de 240 officiers de marine souscripteurs, il 
traita avec Didot père et fils pour le stéréotypage de son 
ouvrage, avec la clause de ne recevoir aucune rémunéra-
tion qu'après la rentrée de tous les frais, qui se montè-
rent à 25000 francs. En i84i , il n'y avait encore que 
1 2 0 0 0 francs de rentrés , et Bagay atteignait sa soixante-
neuvième année sans avoir rien reçu. Le gouvernement 
anglais lui avait accordé 1000 francs pour soixante-dix-
neuf erreurs qu'il avait signalées dans les Tables de Taylor. 
En 1826, le môme gouvernement lui avait fait offrir 
3oooo francs pour ses Tables; offre qu'il refusa par motif 
patriotique (* ) . Ayant une nombreuse famille à faire 
subsister, il fut réduit à établir une espèce de cantine, où 
il vendait des leçons aux aspirants, et des liqueurs et 
comestibles aux matelots. En 1832, ayant subi un examen 
pour être professeur d'hydrographie, il fut refusé ; ce qui 
n'a rien de surprenant, car il n'avait malheureusement 
reçu aucune instruction littéraire. Il n'a jamais voulu 
faire connaître les procédés qu'il employait pour faire ses 

(*) A rapj)iii de ce généreux dévouement; Bagay cité le témoignage de 
son concitoyen, M. Mathieu, astronome, membre de riustitul. 
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calculs , auxquels il faisait travailler toute sa famille. Ac-
cablé de fatigues, de misère et d'ingratitude, Bagay eut 
des hallucinations, se figurant que Dieu, pour le récom-
penser de ses travaux mal appréciés sur la terre, lui en-
voyait la nuit des visions célestes, et madame Bagay écri-
vait chaque matin sur une Connaissance des Temps les 
visions nocturnes de son infortuné mari, qui fut délivré de 
ses maux et de la vie le i5 février i85i. 

Bagay, dans sa jeunesse, avaitcédéà son frère aîné toute 
sa part d'héritage. Bagay, mieux que savant, était un 
homme de cœur et n'a légué à sa famille qu'un souvenir 
honorable et des bras pour travailler. Septuagénaire, il 
avait offert à la maison de Didot la cession de tous ses 
droits en échange d'une pension viagère de francs. 
La proposition fut acceptée et non réalisée. Devant le tri-
bunal de l'équité, il semble que la famille a droit à 
quelque indemnité. 

Bagay est le premier qui ait calculé des lignes trigono-
métriques de seconde en seconde, car l'ouvrage analogue 
de Shortrède est de i844* C'est encore le seul qui existe 
en France. Il dispense de l'emploi incommode des par-
ties proportionnelles. 

Dans UTi écrit daté de Lorient décembre 1821, signé 
par neuf capitaines de vaisseau, deux capitaines de fré-
gate, seize lieutenants de vaisseau et sept enseignes, on 
lit : (( Comme nas^igateurs, nous devons applaudir d'a-
isance au succès que M, Bagay ne pourra manquer d''ob-
tenir, et nous nous empressons de lui exprimer notre 
gratitude en héritant du fruit de ses veilles. 

En France, la gratitude publique est très-souvent un 
arbre qui montre de belles fleurs, mais qui ne se nouent 
pas en fruit. 
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D I E GEOMETRISCHEN KONSTRDCTIONEN AUSGEFÜHRT MIT-

TELST DER GERADEN LINIE UND EINES FESTEN KREISES, ETC. 

Les Constructions géométriques exécutées au moyen 
de la ligne droite et d'un cercle fixe, comme sujet d'é-
tude , dans les hautes institutions et pour l'utilité pra-
tique par Jacob Steiner, docteur en philosophie, 
professeur royal ordinaire à l'École d'industrie à Ber-
lin. Berlin , i833 ; in-8, i io pages; 2 planches entaille-
douce (*). 

Introduction ( 1 - 6 ) . Mascheroni ( N . 1 7 5 0 , M. 1 8 0 8 ) 

a montré comment on peut construire les problèmes à 
l'aide du compas seul. Le but du présent ouvrage est de 
construire les problèmes à l'aide de la règle et d'un cercle 
fixe donné de grandeur et de position. Il est divisé en 
quatre chapitres. 

CHAPITRE ( 6 - 2 9 ) . Faisceaux et points harmoniques, 
transversales. A l'aide de ces propriétés, les problèmes 
suivants peuvent se résoudre avec la règle seule, 

I®. Etant donnés trois points sur une droite, trouver 
un quatrième point harmonique sur cette droite. 

Etant donnés les trois rayons d'un faisceau, trou-
ver le quatrième faisceau harmonique, 

3 .̂ Un angle droit et un angle quelconque ayant 
même sommet et un côté commun, doubler ce dernier 
angle. 

4^. Etant donnés un angle et sa bissectrice , construire 
la bissectrice de l'angle adjacent. 

5 .̂ Par un point donné, mener une droite vers l'inter-
section inaccessible de deux points. 

6". G, H, I sont trois points donnés sur une droite 

(*) Traduit cn fraiiriiispar Curette cl cn alIemaïKl par Grusou (iSiô) 
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GH = HI 5 mener par un point quelconque K une paral-
lèle à la droite GHI. 

7°. Les droites GF, HI sont parallèles, GF est donné 
de grandeur et de position 5 trouver le milieu de GF. 

Deux parallèles sont données, mener, par un point 
donné, une troisième parallèle. 

9®. GF, HI sont deux droites parallèles, GF est donnée 
de grandeur et de position : a. prendre sur la même 
droite, à parlir du point donné M, une longueur MN qui 
soit un multiple donné de GF; h. partager GF en un 
nombre donné de parties égales ou en deux parties qui 
soient en rapport donné ; c. trouver sur la même droite 
une longueur MN qui soit dans un rapport donné avec GF. 

10®. BD, DC sont deux segments adjacents d'une 
droite et dans un rapport rationnel doimé; par un point 
donné mener une parallèle à la droite. 

II®. Un parallélogramme étant donné et une droite: 
a, mener par un point donné une parallèle à la droite ; 
h. une longueur étant donnée, la multiplier ou la diviser 
un nombre donné de fois. 

12®. Dans un plan on donne une de ces quatre données : 
a. Trois parallèles qui coupent une droite en deux seg-

ments ayant un rapport rationnel donné ; 
jS. Deux parallèles, une longueur sur la première et 

une longueur sur la seconde et qui sont dans un rapport 
rationnel donné ; 

y. Deux parallèles et une droite partagée en deux seg-
ments qui sont dans un rapport donné ; 

Ò. Deux longueurs non parallèles; chacune est divisée 
en deux segments suivant des rapports rationnels donnés. 

Il s'agit : a. de mener une parallèle suivant une direc-
tion donnée; b. de partager une longueur donnée selon 
un rapport donné. 
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13®. Un carré est donné -, il s'agit, dans le plan dû carré : 

a. d'abaisser d'iin point donné une perpendiculaire sur 
une droite donnée ; de mener la bissectrice d'un angle 
droit donné; c. de construire un multiple donné d'un 
angle donné. 

C'est à Lambert qu'on doit toute cette géométrie de la 
règle. 

CHAPITRE II ( A G - S S ) . Propriétés harmoniques: pôles 
et polaires (29-37); points de similitude (38-58); prin-
cipaux théorèmes qui s'en déduisent et que Fauteur a 
donnés dans son Développement d^une série de théo-
rèmes relatifs aux sections coniques [Gergonne, t. X I X ; 
1828) ; puissance d'un point relatif au cercle; lieu d'égale 
puissance ( 5 9 - 6 7 ) . Nous ne citons pas ces théorèmes qui 
sont maintenant du domaine public. 

CHAPITRE III ( 6 7 - 8 9 ) . Solution de tous les problèmes 
de géométrie avec la règle, lorsqu'un cercle fixe est donné. 
Les deux précédents chapitres donnent les moyens de solu-
tion des problèmes du chapitre III, but essentiel. Il est 
évident que le cercle fixe fournit : un système de droites 
dont on connaît les milieux ; 2° un système de couple de 
droites parallèles ; 3® un système d'angles droits ; 4® un 
système d'angles égaux; 5̂^ un système de droites égales. 

PROBLÈME L Par un point donné, mener une paral-
lèle à une droite donnée. 

Lorsque la droite donnée est une corde, on construit 
la corde parallèle, et l'on est ramené à Fun des problèmes 
précédents. 

Lorsque la droite ne coupe pas le cercle, par un point 
quelconque a de la droite on mène un diamètre, par un 
autre point quelconque du cercle on mène une corde 
parallèle à ce diamètre, on construit une seconde corde 
égale et parallèle à la première ; les deux cordes prolon-
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gííes coupent la droite donnée en deux points h et c ; 
on di ab = ac y et l'on est encore ramené à l'un des pro-
blèmes précédents. 

PROBLÈME II. Sur une droite une longueur est donnée., 
trouver: i® une autre longueur multiple donnée de la 
première; partager la longueur en un nombre donné 
de parties égales; 3® une longueur qui ait un rappon 
rationnel donné avec la longueur donnée. 

On mène une parallèle à la droite donnée, et l'on re-
vient à un problème déjà résolu. 

PROBLÈME III. Par un point donné abaisser une per-
pendiculaire sur une droite. 

Solution. Parle centre on mène une parallèle à une 
droite et deux cordes cd^ c' d'égales et parallèles à ce 
diamètre 5 la corde cd' est perpendiculaire au diamètre. Il 
suffit de mener par le point donné une parallèle à cette 
dernière perpendiculaire. 

L'auteur donne encore cinq autres problèmes qui 
peuvent toujours se ramener à la géométrie de la règle. 
Le dernier problème est celui-ci : Connaissant les centres 
et les rayons de deux cercles, construire les points d'in-
tersection 5 bien enliendu sans décrire les cercles. En disant 
que toutes les constructions portent l'empreinte d'une 
grande élégance, nous n'apprenons rien de nouveau à nos 
lecteurs, qui connaissent depuis longtemps le célèbre géo-
mètre de Berlin. 

L'otivrage est terminé par un appendice qui contient 
vingt problèmes divers sur les coniques. 

En voici quelques énoncés : 
Une conique est donnée par cinq points ou cinq tan-

gentes : I® trouver l'intersection de cette conique par une 
droite donnée ; par un point donné, mener les tan-
gentes à la conique.— Une conique est donnée par quatre 
points et une tangente, trouver le point de contact. — 
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Une conique est donnée par quatre tangentes et un point, 
mener la tangente en ce point. — Une conique est 
donnée par trois points et deux tangentes, trouver les 
deux points de contact et les tangentes passant par les 
trois points ; et autres problèmes du même genre dont 
beaucoup ne sont qu'énoncés. 

Deux coniques sont données par deux points en com-
mun et chacune encore par trois points, trouver les deux 
autres points communs. — Deux coniques sont données 
par deux tangentes communes et chacune par trois autres 
tangentes, trouver les deux autres tangentes communes. 
Ces problèmes sont résolus. Le problème final est d'une 
utilité pratique : on donne un point d'un cercle dont le 
centre est visible, mais non accessible ; il s'agit de décrire 
le cercle par points. 

ZUSÄTZE ZU DEN LOGARITMISCHEN UND TRIGONOMETRISCHEN 

TABELLEN ZUR ERLEICHTRUNG UND ABKURZUNG DER BEY AN 

WENDUNG DER MATHEMATIK VORFALLENDEN BERECHNUN-

GEN AUSGEFERTIGT; von J,-H. Lambert, Berlin, bey 
HaudeundSpenerKonigl. und der Acad. der Wissench. 
Buchhändler, 1 7 7 0 - , in-8. Titre et préface, 2 p.; intro-
duction, 98 pages; Tables, 210pages. 

Ces Tables, à joindre à celles des logarithmes, sont au 
nombre de quarante-quatre ; plusieurs ont été adoptées et 
étendues. Un semblable recueil serait d'une immense 
utilité. 

i^. Les plus petits diviseurs des nombres de là 1 0 2 0 0 0 , 

d'après Pell, excepté les diviseurs 2, 3, 5. 
2 .̂ Produits de chacun des nombres de la Table précé-

dente par les nombres i, 2 , . . . . 9 , aussi d'après Pell. 
3 .̂ Produits des nombres premiers de 7 à 173 de 5 en 5. 

Liste des trois derniers chiifrcs (à droite) des carrés 
des nombres impairs. 
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5®. Formules pour les quatre cas où un nombre non 

divisible ni par i ni par 3 est la différence de deux carrés. 
6®. Table des nombres premiers de i à 1 0 2 0 0 0 . 

Les soixante-dix premières puissances de 2. 
8°. Les cinquante premières puissances de 3. 
9°. Les cinquante premières puissances de 5. 
10°. Formules pour 
11°. Table pour 
12®. Formules pour les logarithmes hyperboliques. 
i3®. Logarithmes hyperboliques de i à 100, avec 7 dé-

cimales calculées par Lambert. 
Logarithmes hyperboliques des dix premières 

puissances de 10. 
Logarithmes hyperboliques d'après Simpson, de 

1 , 0 1 à 1 0 , 0 0 . 

16°. Les dix premiers logarithmes hyperboliques avec 
25 décimales d'après Euler. 

17®. Tables des nombres compris dans la formule 

18°. Formules pour les sinus, cosinus, tangentes hy-
perboliques. 

19®. Expressions algébriques des sinus de 3 degrés en 
3 degrés. 

20®. Formules trigonométriques. 
21°. Formules pour la résolution des triangles rectan-

gles et obliquangles sphériques. 
22°. TT en fractions rationnelles. 
23°. Longueurs des arcs de cercle de degré en degré. 
24®. Formules cyclométriques. 
25°. Table de Py thagore pour les sinus de chaque degré. 

Sinus, tangentes, sécantes et logarithmes des sinus 
et tangentes pour tous les 90 degrés. 

27°. Formules pour la résolution des équations el 
principalement les équations de 2̂  et 5̂  degré. 
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28". Formules pour les équations cubiques dont toutes 

les racines sont réelles; exemples. 
29°. Ces racines depuis 0,001 jusqu'à 1,155. 
3o°. Formules pour toutes sortes d'équations cubiques. 

Divers cas d'équations bi-quadratiques. 
32°. Fonctions hyperboliques semblables aux fonc-

tions circulaires. 
33°. Comparaison de Fhyperbole équilatère avec le 

cercle. 
34®. Quelques expressions relatives aux racines carrées 

et cubiques. 
35°. Les 1000 premiers carrés. 
36°. Les 1000 premiers cubes. 
37°. Nombres figurés. 
38°. Formules d'interpolation. 
39°. Puissances de séries infinies. 
40°. Puissance des centièmes d'unité. 
4i°. Racines carrées des 100 premiers nombres avec 

7 décimales. 
42°. Racines carrées approchées en fractions. 
43°. Racines carrées de a dz v̂ ,̂ etc. 

44®. Les coefficients de (i-f- .r)' et (i -f- x)"^. 

m LA DÉFINITION GÉOMÉTRIQUE DE DIEU 
( v o i r NODVELCES ANNALES, t . X U l , p . 36G) . 

On lit un historique instructif sur cette célèbre défini-
tion dans l'ouvrage suivant, à la page 3 : 

Pensées de Pascal, publiées dans leur texte authen-
tique, précédées de la Vie de Pascal, par M"'' Perrier, 
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avec un Supplément^ et d'une Étude littéraire, et ac-
compagnées d'un Commentaire suivi ( s ic ) ; par Ernest 
Havety agrégé près la Faculté des Lettres de Paris. In-8, 
LVIII-548 pages ; i852 (*). 

"Vincent de Beauvais, précepteur des enfants de saint 
Louis, mort vers 1260, dans son Spéculum majus^ es-
pèce d'encyclopédie, imprimée en 10 volumes in-folio, à 
Strasbourg, en iSyS, dit au premier chapitre du Miroir 
historique : Empedocles quoque sic Deum dijfinire fer-
tur: Deus est sphœra, cujus centrum uhique^ circumfe-
rentia nusquam. E t il dit [Miroir de la Nature y 1 , 4 ) 
qu'il a emprunté cette assertion à Hélinand, poëte du 
XII® siècle, devenu moine et chroniqueur, et dont les écrits 
sont perdus. 

On trouve la même pensée chez saint Bonaventure 
(1121-1174)5 contemporain de Vincent de Beauvais, 
dans son Itinerarium mentis in Deum [Œuvres, t. VII , 
p. 325 -, Mayence, 1609). C'est de là que le célèbre Gerson 
(Jean Charlier de) (i363-i429) a tiré cette même défi-
nition. Dans un ouvrage grec, intitulé Uolfiuv^^tis^ le Pas-
teur, et attribué à Mercure Trismégiste, personnage fabu-
leux , on lit à la fin du XIIP dialogue : 

O' KVK^^OÇ 0 CiOuVXTÛÇ TOU ©gO? TTpO^e^Oiff-Sùf fZOV TÛf XÎyoV. 

a Le cercle immortel de Dieu accueille mon discours. » 
(Édition de Berlin, i852.) 

C'est par réminiscence que Rabelais dit (livre III, 
chapitre XIII) : 

(( Nostre asme, lorsque le corps dort,,,, s'eshat et re-

(*) C'est la seule édition qu'on devra désormais consulter. On y fait 
une parfaite dichotomie de Pascal, genie profond et toutefois janséniste 
timoré. Cette œuvre ne laisse rien à désirer sous le rapport de la philoso-
phie, théologie, histoire et bibliographie. Quand nous donnera-t-on un 
semblable travail sur les Provinciales ? 
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veoitsa patrie, qui est le ciel. Dé là receoit participation 
insigne de sa prime et divine origine, et en contempla-
tion de ceste infinie et intellectuale sphère, le centre de 
laquelle est en chascun lieu de Vunivers, la circonfé-
rence point (c'est Dieu selon la doctrine de Hermes Tris-
mégiste) à laquelle rien ri!advient, rien ne passe, rien 
ne dechet, tous temps sont présents, note non-seulement 
les choses passées,,, mais aussi les futures, » 

Pascal, qui, ainsi que Mallebranche et Descartes , fai-
sait peu de cas de l'érudition historique, puisait la sienne 
dans les Essais de Montaigne; et on lit dans l'édition 
publiée par mademoiselle de Gournay, en i635 . 

(( Trismégiste appelle la Déiié cercle dont le centra 
est partout y la circonférence nulle part. » 

Il résulte de tout ceci que l'idée est d'origine grecque. 
Voltaire l'attribue à Timée de Locres. En effet, il y a des 
idées analogues tlans le Timée de Platon; c'est ce qui a 
induit en erreur la mémoire de l'illustre philosophe. A 
cetle occasion, M. Havet se permet de dire : « C'est une 
de ses légèretés , pour ne pas dire plus. )) 

C'est parler avec beaucoup de légèreté d'une des plus 
vastes, des plus belles intelligences qui aient paru sur le 
sol de la France. Nous ne saurions parler avec trop de 
modestie respectueuse de ces génies créateurs, lors meme 
qu'ils s'égarent; car notre littérature, notre philosophie 
actuelles, comme ces goules qti'on rencontre dans les 
Mille et une Nuits, ne se repaissent que de cadavres, ne 
vivent plus que des morts. 
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GAUSS. 

Euler et Gauss, deux génies identiques, ont tous deux 
profondément labouré, ricliement fécondé toutes les plages 
du vaste sol mathématique. Euler répandait sur ses dé-
couvertes un océan de lumière, dont les rayons pénètrent 
dans les recoins les plus obscurs; variant les expositions, 
ramifiant les applications, il sait assouplir ses médita-
tions et les adapter aux intelligences de toute dimension. 

Gauss ne vise qu'à la perfection logique et littéraire, 
ne veut produire que des œuvres accomplies, d'une ri-
gueur inexorable ; accumulant les preuves, ne les affai-
blissant jamais par condescendance; présentant la théo-
rie sous diverses faces, mais conservant toujours la di-
gnité de la sévère abstraction. Il a peu écrit; mais chaque 
écrit est un modèle de style, un chef-d'œuvre de raison-
nement. Dans la géométrie vulgaire et supérieure, dans 
l'algèbre des quantités finies et infinitésimales, dans la 
mécanique rationnelle, en dynamique céleste, partout on 
rencontre l'empreinte de ses pas : des pas de géant. Quels 
magnifiques théorèmes sur l'élément superficiel, sur l'é-
lément attractif potentiel, surFélément magnétique ! Quel 
admirable remaniement des méthodes géodésiques. des or-
bites planétaires et cométaires! Et toutefois ce ne sont pas 
là les plus brillants joyaux de sa couronne d'immortalité. 

La science de la quantité se divise en deux parties bien 
distinctes : l'une renferme pour ainsi dire quelque chose 
de terrestre, de matériel; l'idée du nombre est attachée à 
deux formes ; espace et temps; formes inhérentes à une 
intelligence humaine, à un esprit asservi à des organes. 
Dans l'autre partie, qu'avec Ampère nous nommons arith-
mologie, règne l'idée pure, le nombre est débarrassé de 
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ses deux ciilravcs aiîlliropologi(|ues; idée pure^ qui est 
pour ainsi dire un reflet, Tombie du paradigme divin, 
comme s'expriment les écoles de Pytbagore et de Platon. 
Il y a encore une aulre diliérence moins essentielle et très-
importante. Dans les questions qui s'agitent dans la pre-
mière partie, l'esprit découvre presque toujours à première 
vue des points d'appui d'où il peut prendre son essor, des 
guides pour diriger cet essor, des iiistrumenîs très-com-
iriodes, aisément maniables, pour opérer avec prompti-
tude et facililé; tandis que, dans la seconde parlie, la 
science du nombre pur, tous ces moyens font défaut. Dé-
pourvu d'auxiliaires, livré à lui-meme, l'esprit est obligé 
de tout créer, d'inventer de toute pièce la solution de 
chaque qttestion. Aussi raritlimologie semble être, en 
mathématique, le vrai critérium de l'intensité intellec-
tuelle. Où cette intensité se manifeste-t-elle avec plus de 
vigtieur, sujet incessant de surprise et d'admiration, que 
dans les Disquisitiones? Chaque chapitre développe une 
idée nouvelle; chaque idée nouvelle est une création. Les 
congrtiences, les résidus potentiels, les nombres com-
plexes, les formes similaires rattachées aux déterminants 
ont fondé un monde, inauguré une ère, l'ère de Gauss. 
La statue qui transmettra ses traits à la postérité, pour 
représenter fidèlement la physionomie intérieure, devrait 
dépasser nature ; et que de richesses, hélas ! Gauss em-
porte au tombeau. Sa mission est terminée; remercions la 
Providence d'avoir accordé au genre humain un tel mis-
sionnaire pendant une longue carrière. On peut dire de lui 
ce que Cicéron dit de l'orateur Calidius [de Clar, Oral,, 
LXXIX) : NON FUIT geometra UNUS E MULTIS, POTIUS m-
TER MULTOS PROPE SINGULÂRIS FUIT. 

Gauss a vu le jour, le 23 avril 1777, dans le duché de 
Brunswick. Ayant donné des indices très-précoces d'heu-
reuses dispositions, il allira raltention du duc régnant, 



CharleS'Guillaumc-Ferdinand, qui ne cessa de proté-
ger toute la carrière scientiiiqvu^ de son illustre sujet. 
Honneur à l'illustre mécène ! 

Gauss fut nommé professeur à l'université de Gottingue 
en 1807; conseiller de cour [hofrath) en 1816, et ensuite 
directeur de l'observatoire astronomique et de l'observa-
toire magnétique; il est mort à Gottingue le 23 février 1855, 
âgé de soixante-dix-liuit ans. 

Ses principaux ouvrages sont : 
Denionstraîio nova tlicoreniatis onineni j'unctio-

ncm algehraicam rationalem integram imiiis variahilis 
in f adores reaies primivel seciindi gradas resolvi posse. 
ln-4; Helmstadt, 1799. [Voir Prouliet, Nouvelles An-
nales, tome IV, page 441 •) 

Disquisitiones aritlimetLcœ, In-8, 1801. 
':y\ Theoria moLus corporum cœlestiuni. IN-4, 1809. 

A contribué puissamment à faire entrer l'esprit d'exacti-
tude dans les calculs astronomiques. 

4^. Theoria combinat ionis oh servationiun erroribus mi-
niniis ohnoxiœ. Premier emploi delà méthode des moin-
dres carrés en Allemagne. 

Dissertations sur la haute géodésie. Par ordre du 
gouvernement il continua, à travers le royaume de Ha-
novre, l'arc du méridien mesuré en Danemark. A celti' 
occasion il inventa un héliostat^ instrument qui rend 
visibles, par la réflexion des riiyons solaires, les stations 
les plus éloignées. 

Observations magnétiques, publiées annuellement 
depuis 1837, ^̂ ^̂  collaboration de Weber (Willhelin). 
Le gouvernement iit élever, à coté de l'observatoire, un 
édifice destiné aux observations magnétiques. Gauss, par 
ses travaux sur le magnétisiiie terrestre, donjiant à cette 
théorie difficile une nouvelle face, se livra à de nombreuses 
observations, consignées aussi dans \Allas dn ¡nagnC" 
lisnie terrcslvc, Leipzig, 1840 



( 36 ) 
7°. Les Commentaires de la Société royale de Got-

tingue contiennent un grand nombre de Mémoires de 
Gauss, remarquables par la profondeur des recherches et 
aussi par l'élégance du style. Nous<en donnerons la liste; 
espérons qu'on en publiera la collection. 

BIBLIOGRAPHIE. 

ALGÈBRE ÉLÉMENTAIRE, à l'usage des candidats au Bacca-
lauréat ès Sciences et aux Ecoles du Gouvernement: 
par M. E. Lionnety agrégé de l'Université, professeur 
de Mathématiques puises et appliquées au Lycée impé-
rial Louis-le-Grand, examinateur suppléant d'ad-
mission à l'École Navale. Rédigée conformément aux 
Programmes officiels des Lycées. Paris, Ï855 ; in-8 de 
245 pages (*). 

Ouvrage classique, bien soigné, entièrement conforme 
au règlement d'exercices qui régit maintenant rensei-
gnement universitaire. La réputation de l'auteur est si 
bien établie, qu'il est presque superflu de dire que sa tâche 
est remplie et son but atteint. L'auteur établit très-clai-
rement la division sur le principe de Thomogénéité algé-
brique; la multiplication repose sur la définition d'Eu-
clide : c'est la bonne manière et qui donne sans embarras 
la règle des signes. Il y a quelques énoncés qu'on pouvait 
omettre ; par exemple celui-ci : Lorsque plusieurs frac-
tions sont égales entre elles, la somme des numérateurs 
divisée par celle des dénominateurs forme une fraction 
égale àV une quelconque des fractions proposées (p. 4 i ) . 
11 ne faut pas trop se défier de la spontanéité du lecteur. 

Le livre II (p. 4^) traite des équations du premier 

Chez Mallet-Bachelier, libraire. Prix : 
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degré. Avant de résoudre une équation, on enseigne, 
comme principe, la manière dHaltérer \me équation (p. 4y) • 
Cette disposition ne me semble pas naturelle. Ainsi, on 
dit qu'on altère l'équation x — 3 = o en l'élevant au 
carré [ x — 3 ) ( x — 3 ) = : o , parce que celle-ci admet 
deux fois la solution = 3, tandis que la première équa-
tion ne l'admet qu'une fois. Cela suppose des idées que 
l'élève ne peut avoir en ce moment-ci. 

L'auteur établit la notion des quantités négatives sur 
des considérations cinématiques et aboutit à des conven-
tions : il suffira de convenir (p. 70) . Avec d'autres 
conventions on obtiendrait donc d'autres solutions \ 
assertion singulière. Il me semble que tout se ramène 
à ces deux qtiestions : Dans l'équation x -j- i = 0 , que 
doit-on écrire au lieu de x? Réponse : — i. Un homme 
a I franc d'actif, que doit-on lui donner pour qu'il 
n'ait rien.̂  Réponse : i franc de passif. César est le pre-
mier qui ait eu une idée nette des quantités négatives. 
Il disait : « Si quelqu'un me donnait quinze millions de 
sesterces, je serais au niveau d'un homme qui n'a rien. » 
Il avait autant de dettes. Il en est de même des quantités 
imaginaires. Dans l'équation — 4 = 0 , que doit-on 
écrire pour x? Réponse: -f- V̂4 ou — si A ^^d libitum. 
Que doit-on écrire pour x dans Féqtiation x® -h 4 = 
Réponse : écrivez — 4 au lieu de ou, mnémonique-
ment, écrivez au lieu dex , -i-V^— 4 ou — ^— 4? signe 
qui rappelle qu'il faut remplacer x'̂  par — 4. 

Il est utile pour les commençants d'employer un signe 
particulier, par exemple pour désigner les quantités 
positives et le signe ^ pour les quantités négatives, et de 
montrer ensuite qu'on peut se dispenser d'écrire ces 
signes. 

L'affirmation étant l'opposé de la négation, les quan-
tités positives devraient s'appeler quantités affirmatives. 



( 38 ) 
Ces (lénomiiialions erronées proviennent du jeu qui a 
donné naissance à l'Algèbre. Quand on était amené à re-
trancher un nombre d'un autre plus petit, on niait l'exac-
titude des données ou bien on déclarait le problème 
impossible-, de là le nom de fausses donné aux quantités 
négatives. Les dénominations et régressives 
me semblent plus convenables. 

L'auteur passe en revue les cas d'impossibilité, d'in-
détermination, avant d'aborder la discussion des équa-
tions du premier degré à une et à deux inconnues. 

Le livre III est consacré à l'équation du deuxième degré. 
A la page i 6 3 , on l i t : Les racines imaginaires d'une 
équation n indiquent pas toujours l'impossibilité du pro-
blème; proposition chanceuse. Il s'agit de diviser la droite 
AB en deux segments tels , que la longueur AB a soit 
moyenne proportionnelle entre les deux segments. Soit C 
le point de division ; en prenant ce point C entre A et B , 
les deux segments CA, CB, de directions opposées, doi-
vent, suivant le principe de M. Chasles, être de signes 
opposés : l'un étant désigné par -h- x, l'autre doit être 
désigné, non par a — x , mais par x — <2 , et l'on a 

les deux racines sont réelles et indiquent deux points, l'un 
situé à la droite de B et l'autre à la gauche de A. 

En général, pour toute question, quelle qu'elle soit, 
l'Algèbre ne donne que des solutions numériques, mais 
elle ne prétend pas donner des règles pour l'inierpré-
tation de ces solutions. Elle s'en rapporte au bon sens, 
dont rien ne dispense. 

La théorie élémentaire des maxima et minima est 
donnée d'une manière complète et rigoureuse. 

Le livre IV et dernier contient les deux progressions , 
les logarithmes, les intérêts composés et les annuités. 
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Chaque livre est terminé par un bon nombre de ques-

tions intéressantes auxquelles s'exerceront utilement les 
candidats aux Écoles du Gouvernement. 

On ne trouve dans cet ouvrage aucun nom propre, 
aucun renseignement historique; suppléons-y. 

Les signes -f-, — se trouvent pour la première fois 
dans la Coss de Christophe Rudolf (i524). Le signe = 
est de Robert Record [TIiewhetstoneoJwit,etc;iSSy), 
Descartes se sert encore de la lettre a retournée (>o). 
Viète (i54o-i6o3) est le premier qui ait représenté des 
nombres par des lettres, mais par des lettres capitales; 
les petites lettres sont de Thomas Harriot [Artis ana-
lyticœ praxis^ etc; 1623). Les signes Ĉ  sont aussi de 
Harriot. Les parenthèses entre crochets sont d'AlberX 
Çx\YdLTà^[Invention nouvelle, etc.; 1629) . 

Cet ouvrage, dont nous avons cru devoir critiquer quel -
qties parties, se distingue par un esprit de rigueur bien 
rare aujourd'hui. La médiocrité seule est à l'abri de toute 
critique. 

Y! Algèbre élémentaire de M. Lion net sera prochaine-
ment suivie d'un autre ouvrage, qui complétera la pre-
mière année d'algèbre pour les candidats à l'Ecole Po-
lytechnique, et ce qui est exigé pour l'admission à l'Ecole 
centrale des Arts et Manufactures (*). 

(*) CompIénicfU d\ilgèhre élémentaire. (Sous presse, ) in-S.-" ?.ii\ : i t'j 
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NOTICE SUR LA DÉCOUVERTE DES LOGARITHMES 
( voir page l ) . 

Neper étant mort en 1617, son fils Robert publia 
en 1619 celte seconde édition de F œuvre de son père, 
où le procédé des logarithmes est expliqué (*) . 

Mirifici logaritlimorum Canonis de s cripti o, ejusque 
usus in utraque Trigonometria, ut etiam in omni lo-
gistica mathematica, amplissimi, facillimi et expedi-
tissimiexplication Accesserunt opera posthuma : Primo, 
Mirifici ipsius Canonis constructio et logaritlimorum ad 
naturales ipsorum numéros habitudines. Secunde, Ap-
pendix de alia, eaque prœstantiora logaritlimorum 
specie construendis. Tertio, Propositiones quœdam emi-
nent issimœ, ad triangula sphœrica mira facilitate 
resolvenda; authore ac inventore JOANNE NEPERO , barone 
MERCHISTONII , etc., Scoto. Edinburgi, excudebat Andreas 
Hart, anno 1619 ; in-4 18 feuilles trois quarts. 

Les Opera posthuma ont ce titre particulier : 
Mirifici logaritlimorum Canonis constructio una cum 

appendice de alia atque prœstantiore logaritlimorum spe-
cie condenda, quihus accessere propositiones ad trian-
gula sphœrica faciliore calculo resohenda: Una cum 
annotationihus aliquot doctissimiD, Henrici Brig gii, in 
eas et memoratam appendicem-,^ authore et inventore 

(*) Un exemplaire de la première édition (i6i/j ) est à la bibliothèque 
de rinstitut. Il a été acquis en i834 à la vente des livres de J . -F . Français, 
professeur d'art militaire à l'École d'Application de Metz. Ces livres ont 
appartenu aAvbogast, qui les a légués ix son disciple et neveu F. Fran-
çais, mort en 1810, professeur à l'École d'Artillerie de Mayence ; c'est lo 
frère du professeur sus-nommé 
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JOAWJVE NEPERO, barone MERCHISTONII, etc.,Scolo. Edin-
burgi, excudebat Andréas Harl, anno Domini 1619. 

En tête des Opéra posthuma est une préface de Robert 
Neper où il donne en deux pages le contenu de ces œuvres 
posthumes. 

Dans la Canonis constructio, J. Neper dévoile le secret 
du calcul des logarithmes. 11 fondece calcul sur cette consi-
dération cinématique. Soient deux points fixes A et Bpris 
sur une droite indéfinie -, deux points L et N,partent simulta-
nément de A et se dirigent vers B, avec la même vitesse ini-

AB tiale^ représentée par —5 où /zestun nombre donné; le 

point L conserve toujours la même vitesse ̂ ; desortequ'il 

décrit d'un mouvement uniforme la droite AB, indéfini-
ment prolongée. Il n'en est point ainsi du point N, dont 
la vitesse va sans cesse en diminuant, car elle est toujours 
présentée par la distance de ce point au point fixe B, dis-
tance divisée par n ; ainsi P étant le point d'arrivée de N 

au bout du temps i, la vitesse sera représentée par ^ ; 

l'espace segmentaire que décrit le point N va donc tou-
jours en diminuant, et il mettra un temps infini à par-
venir en B où sa vitesse sera éteinte, pour devenir négative 
au delà de B, Voici comment Neper définit ces deux 
mouvements : 

Aritlimetice crescere est œqualibus temporibus œquali 
semper quantitate augeri ( page 5 ) ; 

C'est le mouvement du point L. 
Geometriee decrescere est œqualibus temporibus quart-

titatem primo totam inde aliam ejus p artem superstitem 
simili semper proportionaliparte decrescere (page i4 ) ; 

C'est le mouvement du point N. 
Neper ajoute : 
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Numerus artificialis sinus dati est qui arithmetice 

crevit tanta semper velocitate quanta sinus totus incipit 
geometriee decrescere ; 

C'est-à-dire le nombre artificiel d'un sinus donné est 
celui qui s'est accru aritbmétiquement, avec la même vi-
tesse constante qu'avait le sinus total lorsqu'il a commencé 
à décroître géométriquement; accroissement qui a eu lieu 
dans le même temps que le sinus total a mis pour devenir 
égal, en décroissant, au sinus donné. AB est le sinus total ; 
le but essentiel de Neper étant de faciliter les calculs tri-
gonométriques, il s'attaclie principalement aux loga-
rithmes des lignes trigonométriques. 

Traduisons ces considérations en caractères algé-
briques. 

Soient : 
d = AB — sinus total ; 
X — chemin décrit arithmétiqucment par le point L, 

dans le temps T ; 
Y = chemin décrit géométriquement par le point N, 

dans le même temps T ; 
md — vitesse initiale commune aux points L et N ; 
d — y = distance du point N au point B, au bout du 

temps T. 
Soit T partagé en un nombre n infiniment grand de 

temps égaux t infiniment petits, de sorte que T 
prenons t pour unité de temps; alors, à la fin des temps, 
o, 2 3 i , . . . , nt les valeurs correspondantes de x seroni 
o, mr/, imd^ nmd et les valeurs correspon-
dantes de d — y seront 

r/, d il — m), d (i — m )% d{ \ — m . . ,, d (i — /// V" : 

[*) On lit (îii inaiijo le mol Lo^tinih. ISumci us at tijicuiiis lî  proniioi 
(¡u'avail ailopic ^t^per , il n'a Irouvo lo m d U<i;nriihiiic ({uo loii'T-

;n>rès i;i romposiiion î\C ¡ et *M t H 
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donc au bout du temps T on aura 

,z =r nmd^ r == d — f/ (i — w)" — d — f/ ( i — — 

— d 
n .n — 1 œ' Il . n — I . n — 2 . r ' 

1.2 r/' 1.2.3 

or n étant infiniment grand, on a 

î ' .r " 1 

a' 

y = d 
.X 1 JC^ 

~d~ 1 . 2 . 3 ~ 1 . 2 3 . 4 ^ 

— de 

òli e esl la base des logaritliuies hyperboliques 
X 

d —y .T d — y 

X = — d log hyp. 
d 

Mais X est le logarithme népérien de d — j ^ donc 

log ncp. de d — r — d log hyp. de -— 

Ainsi les logarithmes deNeper ne sont pas identiques aux 
logarithmes hyperboliques. Lacroix a donné pourtant le 
nom de népériens aux logarithmes hyperboliques, et 
avec justice, afin d'attacher à Tinvcntion le nom de l'in-
venteur. 

Neper prend 
= lo" = sin 9 0 " , 

- = 5 . 1 0 ' ' = sm 3o'\ 
2 

Dans la Table de Neper on trouve 
log sin 3 o = 6 9 3 1 4 7 1 ? 8 0 8 9 4 2 ; 

or 

d 
~ - 7 LÔ  j iyp — o , f ) 9 3 i 4 7 î B o 5 5 q o 'CALM T. ; 
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Pour avoir le logarithme népérien, il faut multiplier ce 
nombre par —lo*̂  [voir ci-dessus), et Ton trouve 

69314771,805599; 

Terreur de Neper n est donc que de 3 unités par excès sur 
la dixième décimale. 

Pour calculer les logarithmes, Neper n'emploie pas les 
séries ; il calcule directement les termes successifs de la 
progression d^ d(i—w), d [ i — — 
et prend lo"̂ , m = Le calcul devient extrême-
ment facile : il suffit de retrancher de chaque terme ce 
même terme divisé par 10 ,̂ et l'on obtient le terme sui-
vant. Ainsi il fait emploi des décimales et les écrit comme 
nous faisons aujourd'hui, à l'exception que, pour séparer 
les entiers, il prend un point au lieu de la virgule. ( ZVo?/-
velles Annulés^ tome XII , page 204.) 

Voici un spécimen de son calcul : 
(î 10000000.0000000 

I.0000000 
r/(i —/w).,. 9999999.0000000 

^-9999999 
d[i — my.., 9999998.0000001 

-999999^ 

d[i—'my... 9999997.0000003 

el continuant ainsi, il trouve 

r/ ( I — rn = 9999900 .0004960 ; or 
= 10'(i — io-')'«^"; 

si l'on développe le binôme et qu'on pousse jusqu'à , 
on trouve 

^ ( I — z??)'»» rr: 9999900. ooo4998383oo3921 22, 

vc qui diffère très-peu du nombre de Neper. 
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Pour apprécier le degré d'exactitude de ses calculs, Ne-

per démontre, par des considérations géométriques, que 

log(i/—jr) est compris entre j et chaque fois 

qu'il a besoin d'un logarithme exact, il calcule ces deux 
limites, et lorsqu'elles diifèrent moins que l'ordre de la 
décimale qu'il veut conserver, il prend la moyenne arith-
métique entre ces limites pour logarithme exact. Ceci 
peut s'établir analytiquemenf, en effet, 

log nép. r/ — J = — i/ log hyp. — 

. 7 ^ 1 7 - - ^ d^^ 
d 

prenant la moyenne arithmétique entre y et ' ^^^ 

obtient 
r- Y^ y 

La différence entre celte moyenne et le logarithme népé-
rien de d — y ne commence qu'au terme du troisième 
ordre 5 cette différence est 

1 jr̂  I I 
2 3 """ 6 d ' ' 

Pour que cette difïérence s'élève à une unité de l'ordre 
il faut que J soit égal à y/6, que j soit compris 

entre i et 2. Posons pour exemple 

alors 
d - j = ggggggg, 

dy _ 10' 
d — y 10' • ,00000 01000 00001 : 



( ) 
1 ia îiioyenne entre v el — e s t (l— r 

Tel est donc, à très-peu près, le logarithme népérien de 

9999999 
Eu eiïet, on a 

log fiép. 10' — L ~ — 10" .log hyp. i — lo ' 

~ I -4- - lo"' -h^ . lo "'' + y . lo"'' -{- . .. 
2 3 4 

m: I ,00000 oo5oooo 3333. 
I.e résultat de Neper n'est donc en erreur que d'un licrs 
d'unité sur la quatorzième décimale. 

Ai nsi le logarithme népérien de 1 o ' ( i —10^ ') = 9.999999 
est i,ooooooo5, moyenne arithmétique entre 

1 et —^^—- et log I o' ( i — I Iog9999()oo = î OOjOOOSO. 

Ce nombre 9999900 sert à Neper potir une seconde Table 
de progression géométrique dont l;i raison est 

9999900 99999 _ ^ — ï 1 
10' 10^ 10'' I ooooo 

le cinqtiaiitième et dernier terme de cette Table est 
9 9 9 5 0 0 1 , 2 2 2 9 2 7 ; Table qui se calcule aussi par sous-
traction en partant de = 10^, comme précédemment', 
ayant le logarithme de 9 9 9 3 0 0 0 , il construit une troi-
sième Table de progression géométrique ayant pour raison 

9995000 999^ I 
io" 10^ 2000 

Celte rabhi n a que vingt termes et sert à calculer les 
logarithmes de 9990000 et 9900000 . 

A l'aide de ces trois Tables, i! construit une quatrième 
l able qu'il nomme Tithle radicale, parce (ui'en eiiet 
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elle est fondamentale. Celte Table consiste en soixante-
neuf colonnes verticales chacune de vingt et un termes 
écrits à côté les uns des autres. Le premier terme de la 
première colonne est lo'^ ensuite les soixante-neuf pre-
miers termes, formant la première ligne horizontale, 
suivent une progression géométrique dont la raison est 

_ J . 
l O O 

ensuite les nombres de chaque colonne suivent aussi une 
progression géométrique dont la raison est 

lO 
lO'— 500 2000 

Chaque colonne est divisée en detix parties par une ligne 
verticale 5 la première partie contient les nombres natu-
rels, termes des progressions géométriques dont on vient 
de parler, et la seconde partie contient les logarithmes 
correspondants faciles à calculer : car, pour la première 
ligne horizontale, les logarithmes forment une progression 
arithmétique dont la raison est ioo5o3,3585228 , loga-
rithme de 9900000'^ de même, dans chaqtie colonne ver-
ticale, les logarithmes forment une progression arithmé-
tique dont la raisen est 5ooi ,25o4i645 , logarithme de 
9995000, et ces deux derniers logarithmes ont été calculés 
ci-dessus. Le dernier des nombres naturels de la Table 
radicale est 4998609,40^^4 qtii est à peu près la moitié 
de lo"̂ , par conséquent à peu près égal au sinus de ?)0 
degrés; son logarithme est 6934253,4. Pour trouver les 
logarithmes des sinus des arcs moindres que 3o degrés, 
Neper.fait usage de ce théorème : 

log ( cl —- X, ) — log (r/ — y, ] 

est compris entre ^ [ ' d et ' ^ ' 
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Ceux qui désirent plus de détails peuvent consulter 

l'analyse étendue du Mirijici logarithmomm, etc., qu'a 
donnée M. Biot dans le Journal des Savants ( i 8 3 5 , 
p. 354) 5 et dont nous avons tiré en partie ce qui précè.de. 

Remarqtions que l'on a 

log nép. a H- log nép. b = log nép. — ? 

log nép. a — log nép. b = log nép. ™ 5 

formules incommodes. Aussi dans l'appendice De alia 
atque prcestantiore, etc., Neper propose de prendre 1 
au lieu de J ~ lo*̂  ; alors 

log I == o et log ncp. — log hyp.« , 
les logarithmes de Neper sont positifs ou négatifs selon 
que a est moins grand ou plus grand que l'unité. 

John Speidel a remédié à cet inconvénient dans l'ou-
vrage suivant dont la édition est de 1 6 1 9 , la 3"" de 
1 6 2 1 et la 6« de 1624 : 

New logarithmes the first invention whereof was by 
the lord Nepair, baron of Merchiston, and printed at 
Edinburg in Scotland, anno 1614» whose use was 
and is required the knowledge of algebrical addition 
and soubstraction according to and —. These being 
extracted from and out of them [they being first over-
see corrected and amended) require not all any skill 
in algebra or cossihe numbers, but may be used by every 
one that can onely adde and substract in whole num-
bers according to the common or vulgar arithmeticke; 
without any consideration or respect of -{- and — ; by 
JOHN SPEIDEL , professor of the Mathematiks, and are to 
be sold at his dw^elling house in the fields, on the back 
side of Drury Lane , between Princes street and the Play-
house. The 3 impression, in-4, 1621. 

(( Nouveaux logarithmes, dont la première invention 
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est de lord Jean Nepair, baron de Merchiston, est imprimée 
à Edimbourg en i6i4, mais dont l'usage exige la connais-
sance des additions et soustractions algébriques fondées sur 
les signes -f- et —5 ici on a laissé ces signes de côté et l'on 
n'a plus besoin d'aucune notion algébrique ni de nombres 
cossiques: il suffit de connaître seulement l'addition et la 
soustraction selon l'arithmétique vulgaire, sans égard aux 
signes + ou —. Se vend chez l'auteur à sa maison dans 
les champs, près de Drury Lane, etc. » 

Cette annonce explique le rapide débit de l'ouvrage. 
Les nouveaux logarithmes de Speidel sont les complé-
ments arithmétiques des logarithmes de Neper rapportés 
k dz=z i'^ de sorte que 

log Speidel a log nép. ^ ? 

et au lieu de faire décroître les nombres de i vers zéro, 
Speidel les fait croître de zéro à i et trouve ainsi 

log 10 = 2 3 o 2 5 8 4 ; 

ce sont les premiers logarithmes hyperboliques que l'on 
ait calculés, il vont de 1 à i 000. 

John Speidel est le père d'Euclid Speidel qui a publié à 
Londres, en 1688, une Logarithmotechnie, où il montre 
qu'on peut calculer géométriquement les logarithmes 
avec 25 décimales en carrant des hyperboles. 

BIOGRAPHIE. 

VEGA ET LALANDE. 
Ce qui suit est extrait d'une Lettre de M. Fournerat, 

juge honoraire au tribunal civil de la Seine^ retiré à Ancy-
le-Franc. Parvenu à son quinzième lustre, il charme sa 
vieillesse, par la lecture des ouvrages des géomètres dont 

Bulletin mathématique, t, (Avril i855.) 4 
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il possède une belle collection. C'est bien là Olium cum 
dignitate, 

(( Il y a environ vingt ans (en l'occasion de 
faire l'acquisition d'un fort bel exemplaire du Thésaurus 
logarithmorum de Vega, in-folio-, 1794* Ce volume pro-
venait de M. de la Grave, ancien proviseur du lycée de 
Pau, auteur de l'article Sinus du Dictionnaire de Ven-
cyclopédie méthodique. Le même exmplaire avait appar-
tenu à Lalande, quien a fait corriger toutes les fautes, 
et lui avait été adressé en présent par Yega même, avec 
une Lettre de sa main inscrite sur une des gardes. Je vous 
demanderai la permission de vous faire passer copie de 
l'autograpbe de cet habile et infortuné calculateur , qui à 
cette époque servait dans l'armée autrichienne. Peut-être 
est-ce le seul autographe de Yega qui existe en France. 

Astronomo longe celeherrimo Josepho Rieron. La-
landio S. P. 

Accip(% n)irrlarissime, animo henevolo, opus istud tor-
mentorum inter tonitru in lucem editum, sincerœ meœ 
erga mérita lua immortalia venerationis testimonio^ et 
grali animi])ro fructihus quos ex lucuhratione operum 
tuorum pauculis haurire potuipacis horis documento tihi 
missam. Fale. 

Daham Manheimiiad lihenum. Die 22 decemh, 1795. 
Georgius Vega. 

Manheim avait été alors repris sur les Français 
commandés par Pichegru; l'armée autrichienne était 
commandée par Clairfayt. » 

Note du Rédacteur. Y^w 1802, Vienne fut consternée en 
apprenant la mort de Vega, noyé dans le Danube On 
pensait à un suicide, attribué, dit-on, au chagrin qu'un 
passe-droit faisait éprouver au colonel. Telle était l'o-

C*) Né en 
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piliiolî publique sur eette ealaslroplie, lorsque, sept 
années après, en »811, un régiment d'artillerie vint à 
passer par Vienne. L'officier qui surveillait la salle du des-
sin vit entre les mains d'un canonnier un rapporteur en 
cuivre, portant le nom de Vega, et le canonnier dit que le 
bourgeois chez lequel il logeait, lui avait prêté cet instru-
ment , et il disait vrai. Ce bourgeois était un meunier ; in-
terrogé sur la possession de cet instrument, le meunier fit 
des réponses embarrassées, et l'on se rappela que c'était 
chez lui que Vega était descendit pendant son séjour à 
Vienne. Instruite de ces faits, la justice fit des pour-
suites. Mis en prison, et après plusieurs interrogatoires, 
le meunier fit cet aveu : « Lorsque Vega vint chez moi 
)) en 1802, j'avais un très-beau cheval auquel j'étais pas-
)) sionnément attaché. Le colonel me demanda à diverses 
» fois de le lui vendre. J'ai constamment refusé; mais il 
» finit par offrir un si haut prix, que je cédai, et afin 
» que je ne pusse changer de résolution, il me paya 
)) comptant et la livraison devait avoir lieu dans la soirée. 
» A l'heure convenue, nous nous rendîmes à l'écurie, et 
)) pour cela il fallait passer par-dessus une passerelle, 
» jetée sur le cours d'eau dérivé du Danube ê  qui fait 
» aller le moulin. Arrivé sur la passerelle, j'eus un si 
» violent regret de me séparer de mon cheval, que l'idée 
)) diabolique s'empara de moi de garder l'argent et le 
)) cheval. Il faisait tiès-obscur. Le colonel marchait de-
» vaut moi : je lui donnai une forte secousse -, il tomba 
)) dans l'eau et disparut. » 

Diaprés cette déclaration, l'assassin mourut sur la 
potence. Ainsi cet incident providentiel lava d'un soupçon 
injurieux la mémoire du célèbre artilleur. 

En France , dans l'état actuel du jury, le malheureux 
meunier, entraîné par un vertige momentané de fébrile 
cupidité, aurait obtenu la faveur des circónsitĉ pces atté-
nuantes. 

— 4 
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MATHURIN JOUSSE. 

(( Mon cher Monsieur Terquem, 
» En recevant hier votre Lettre, je me suis empressé de 

faire des recherches au sujet de Mathurin Jousse, et je 
suis heureux de pouvoir vous transmettre quelques ren-
seignements , ignorés des biographes, et d'une exactitude 
authentique. 

» La Mi chaud ne donne ni le lieu ni la date 
de sa naissance ct de sa mort; je puis, comme vous allez 
le voir, combler cette lacune importante. 

)) Je commencerai d'abord par transcrire un passage re-
latif à Mathurin Jousse, que je tire d'un livre publié par 
un des fonctionnaires du Prytanée , et intitulé : Histoire 
de VÉcole de la Flèche, depuis sa fondation par 
Henri IV jusquà sa réorganisation en Prytanée im-
périal militaire; par Jules Clère ; in-18 ; la Flèche, 1853. 

)) Je transcris donc à peu près littéralement. 
<( .... L'enseignement du collège de la Flèche exerça 

» encore une heureuse influence sur le développement 
)) des arts mécaniques parmi les ouvriers delà ville. De ce 
» nombre fut Mathurin Jousse, né à la Flèche le 
» 27 août 1607 , et qui dut comme externe fréquenter 
» les cours vers Tannée 1622. Il se livra de bonne heure à 
» la mécanique, dut faire très-jeune son tour de France 
» et aller en Dauphiné et eji la Franche-Comté, d'a-

près la manière dont il parle de la mode de l'un et des 
)) petits hachereaux de l'autre-, et dès 1627, n'ayant que 
» 20 ans, fit imprimer à la Flèche deux traités avec gra-
» vures sur acier et sur bois, dont l'un a pour titre : La 
» fidèle ouverture de Vart du serrurier, où Von voit les 

(*) Cette date est authentique, je l'ai encore relevée moi-même au-
jourd'hui sur le» registres de la ville de la Flèche. ( E . C O U P Y . ) 
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principaux préceptes^ dessins et figurés touchant les 
expériences et opérations manuelles dudit art, ensem-
ble un petit traité de diverses trempes, le tout fait et 
composé par Mathurin Jousse de la Flèche. A la pre-
mière page se lit une humble dédicace aux Pères du col-
lège : Messieurs , le lustre et Téclat incomparable de la 
doctrine et vertti que vous professez avec une admira-
tion singulière de tout F uni vers, sembleraient me devoir 
rendre timide et craintif d'approcher de vous pour vous 
présenter et consacrer ce rude et mal poly mien petit 
labeur, etc.... 
<( Le second ouvrage est intitulé : Le théâtre de Vart du 
charpentier enrichi de diverses figures, avec Vinter-
prétation d'icelles, terminé par un brief traité des cinq 
ordres des colonnes. Ces deux ouvrages différents ont 
pu faire croire que Jousse était serrurier ou charpentier. 
Il fut encore l'auteur d'un livre ayant pour titre : Le 
secret de V architecture découvrant fidèlement les traits 
géométriquescoupes et dérobements nécessaires dans 
les bâtiments, Il publia en dernier lieu la Perspective 
positive, 
» Jousse commença par le métier et arriva à Fart et à la 
science, l'érudition même marchant de pair à coté. Il 
cite \ itiuve, Diego, Lagredo, \ ignole; il parle nom-
bres et proportions géométriques comme un mathéma-
ticien; il versifie comme un poëte du temps et même 
mieux, et sa prose, simple et claire, mais arriérée, et 
tenant plus du x vi'' que du xvii® siècle, a très-souvent le 
charme du doux style d'Amyot. 
» L'église du collège est embellie de Fune de ses œuvres : 
il travailla aussi au château de la Varenne, et parmi 
les différentes inventions mécaniques dont il fut Fau-
teur, on a longtemps admiré un fauteuil et une chaise 
avec lesquels on pouvait avancer ou reculer et se tour-
ner en tous sens par le moyen d'un seul ressort ; une 



( 54 ) 
)) main et une jambe de fer qui suppléaient à la main ou à 
» la jambe aïnputées et se mouvaient à volonté. )) {His-
toire de VÉcole de la Flèche, pages 164 et 165. ) 

» J'ajouterâî ce qui suit aux détails précédents. 
» Vous pourrez sans doute vous procurer à la Bibliothè-

que impériale les ouvrages de Jousse, et coUationner les ti-
tres que je vous envoie. Nous possédons à notre bibliothè-
que tous ses ouvrages, excepté le Secret de V architecture 
et la Perspective positive. Dans le privilège du roi qui 
accompagne ces ouvrages, vous verrez que Jousse est qua-
lifié de marchand et maître serrurier en notre ville delà 
Flèche, En tous cas, c'était un serrurier précurseur de 
Vaucanson , et s'occupant au besoin de mécanique et d'ar-
chitecture. Le titre d'ingénieur lui aurait mieux convenu^ 
je crois, 

)) Il était très-probable, d'après ce qui précède, que 
Jousse avait dû mourir à la Flèche : j'ai été feuilleter ce 
matin les poudreux registres de la ville, et j'ai été assez 
heureux pour y découvrir Facte d'inhumation de Mathu-
rin Jousse. Je transcris textuellement ici cette pièce, avec 
son orthographe : 

» Le vingt et neuvième et dernier jour de février de 
L'année bissextile mil six cent septante et deux, a été 
inhumé au grand cimetière de la paroisse de la Flèche 
par moj vicaire de la paroisse, Maître Mathurin Jousse, 
marchand orfèvre, âgé d^environ soixante ans, décédé 
d'hier au soir. Ont été présents à la sépulture Jonas 
Jousse et(^) Jousse ses enfans,^ tous de cette paroisse, 
lesquels ont signé avec nous : 

V. DE LA Planché, 
Prestre. 

( Tii<é dn registre des baptènres, mariages, et sépultures de la viiie de 
la Flèche, du i^»'janvier 1672 au 3i juillet 1673.) 

C) Il y a un hlanc pour le prénom qui miaîique. H y a aussi des Mancs 
pour les deux signatures qui manquout. 
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» Vous remarquerez que Jousse est qualifié d'orfèvre 

dans cette pièce, et qu'il était dans sa soixante-cinquième 
année, quoiqu'on ne lui donne laque soixante ans. H de-
meure donc acquis à la biographie que Mathurin Jousse 
est né à la Flèche le 27 août 1607 et y est mort à 65 ans 
le 28 février 1672. 

» Vous savez du reste que la Flèche revendique encore, 
comme illustrations scientifiques, le fameux astronome 
JeanPicard, qxiiiondsieniGjgldiConnaùsance des Temps, 
et le célèbre physicien Sauveur, tous deux nés à la Flèche. 
Je ne cite pas Descartes, élevé seulement au collège. 

» Il ne reste plus actuellement aucune personnedunom 
de Jousse à la Flèche : mais il y en a encore dans les en-
virons. J'ignore si ce sont des descendants. 

» Voilà, mon cher Monsieur Terquem, tout ce que je 
puis vous transmettre au sujet de Mathurin Jousse. 

» La Flèche, 23 mars i855. EMILE COUPY, 
i'rofesseur. » 

M. de la Gouriierie, ingénieur des Ponts et Chaussées, 
professeur de géométrie descriptive à l'École Polytechni-
que, ayant été nommé professeuç de la même science au 
Conservatoire des Arts et Métiers, y a prononcé un Dis-
cours d^ouverture du cours , le i4 novembre i 8 5 4 . 
On y lit un historique très-instructif du trait stéréotomi-
que, qui rappelle les travaux de Philibert de l'Orme et de 
Mathurin Jousse appréciés avec beaucoup de justice. On 
aurait désiré autant de justice à l'égard de Desargues, qui 
le premier a donné une base théorique aux procédés gra-
phiques des praticiens. Dans la triste discussion que le cé-
lèbre géomètre eut à soutenir contre ces praticiens, il pré-
tend ne reconnaître pour juges que les géomètres^ M. de la 
Gournerie blâme cette prétention. Il me semble pourtant 

(*) Discours sur l'Art du trait et la Géométrie descriptive. In-'è^ chez 
Mallet-Bachelier, libraire. Prix ; i^r 25^. 
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liés-na tu reí qu' un proeès de théorie soit plaidé devant un 
tribunal de théoriciens. Si, par exemple, il s'élevait une 
discussion sur l'excellente Théorie des Voûtes que vient de 
publier M. Y von Yillarceau (*), il faudrait consulter ceux 
qui connaissent la dynamique des voûtes plutôt que ceux 
(jui savent seulement le tracé et l'appareil des voûtes. On 
ne peut non plus approuver ce que le savant professeur dit 
de la belle invention de la méthode dite des échelles que 
Desargues a introduite dans la perspective, avant Lambert. 
Pour atténuer le mérite de ces procédés, M. delà Gour-
nerie dit que Monge n'en a pas fait usage dans les épures 
destinées à l'Ecole Polytechnique. Cette raison ne parait 
pas suffisante ; Monge n'a pasnonplusemployéla méthode 
des cotes , qui est pourtant d'un usage journalier et que 
le Mémoire de M. Noizet a rendue élémentaire [Mémorial 
du Génie, n® 6, 1823). Desargues était le précurseur de 
Frezier, le précurseur de Monge. Il ne lui a manqué 
qu'une qualité, la clarté; elle est essentielle pour se faire 
valoir : c'est souvent le seul mérite de la médiocrité. Yol-
taire dit que la limpidité des petits ruisseaux tient à ce 
qu'ils sont peu profonds. 

Quar^tà la question de savoir si la géométrie descriptive 
est une méthode à découvertes ou non, elle est tout aussi 
importante que celle desavoir si la logique est une science 
ou un art. Faites des découvertes, on ne s'inquiétera pas de 
l'instrument. 

ABEL. 
NielsHenrik Abel est né le 5 aôut 1802 à Findoë, 

sur la côteoccidentale de Christiansandstiift, en Norvège. 

C) Surl'étahlissement des arches de pont, envisagé au point de vue de la 
plus grande stabilité, et Tables pour faciliter les applications numériques. 
ln-8, avec figures dans le texte et 2 planches. Che» Mallet-Bachelier, 
libraire. Prix: 12 francs. 

(*") Nicolas-Henri. 
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Son père Som Georg Abel était ministre protestant dans 
un village. En i8o3 , la famille fut transférée à Gierres-
tadt, paroisse voisine de Findoë. Abel reçut la première 
éducation de son père jusqu'en i8i5, où il fréquenta 
l'école épiscopale de Christiania. Il ne se distingua pas 
dans ses études littérïiires ; mais en 1818 ses talents pour 
les mathématiques commencèrent à se développer subite-
ment. M. Holmboë, professeur à cette école, lui donna 
des leçons particulières. Ayant passé rapidement les Élé-
ments, on lui fit parcourir \ Introduction et les Institu-
tlones d'Euler. Il étudia seul les ouvrages de Lacroix, 
Francœur, Poisson , Gauss et surtout ceux de Lagrange, 
et fit lui-même quelques essais. Sorti de l'école épisco-
pale , il entra à l'Université de Christiania. Son père étant 
mort, il reçut des leçons gratis, jouit d'une bourse et des 
secours des professeurs. Les deux années suivantes, il ob-
tint une subvention du gouvernement. A cette époque, il 
composa plusieurs Mémoires insérés dans le Magasin fur 
die Naturwissenschaften [Recueil d'Histoire naturelle), 
journal qui paraît à Christiania. Le premier de ces Mé-
moires a été imprimé en 1820 , sous le titre : Allgemeine 
methode functionen einer variaheln grosse zu finden, 
-wenn eïne eigenschaft dieser functionen durch eine 
gleichung zwisclien zwei variabeln ausgedruckt ist. 
Méthode générale de trouver les fonctions d'une seule va-
riable lorsqu'une propriété de ces fonctions est exprimée 
par une équation entre deux variables. 

Il s'occupa aussi de la résolution de l'équation du cin-
quième degré. Une fois, il crut l'avoir trouvée, mais ayant 
remarqué son erreur, il se proposa ou de la corriger, ou de 
démontrer l'impossibilité de la résolution générale des 
équations supérieures. Il réussit dans cette dernière tâche 
et fit imprimer sa démonstration en 1824, à Christiania, 
en français. S'étant extraordinairement distingué, legou-
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verrrement, sur les recommandations de MM, les profes-
seurs Ramusen et Hansteen, lui accorda des frais de 
voyage pour continuer pendant deux années ses études, 
en Allemagne, en Italie, en France. Il arriva à Berlin en 
i8a5 <it y resta six mois. M. Crelle dit que c'est à Abel 
qu'il dt)it l'idée de son journal. De Berlin, Abel se rendit 
par Vienne, Venise, Milan , Turin , à Paris, où il fit un 
séjour de dix mois, chez M. de Coite, aivcien principal d(î 
collège, alors maître de pension . Abel était accompagné 
de son camaradeMoler, filsd'un richepropriétairedemines 
en Norvège. M, de Cotte, géomètre bien capable d'ap-
précier Abel, m'a dit qu'il était d'un caractère doux, ou-
vert, communicatif, très-jovial et d'une extrême modestie. 
Son pliysique et sa tenue rappelaient une origine Scandi-
nave. Cette tenue n'a pas permis aux grands géomètres 
de Paris de deviner le génie d'Abel. En eiïet, comment 
soupçonner qu'un homme qui se présente en casquette 
puisse avoir du génie ? En quittant Paris, il retourna à 
Berlin et de là à Christiania. Après une absence de vingt 
mois, il ne trouva pas d'abord un emploi convenable, et 
ce ne fut que peu de temps avant sa mort qu'il obtint des 
appointements fixes. 

En décembre 1828, au fort de Thiver, il entreprit un 
voyage pour les fonderies de fer de Froland, où se trouvait 
alors Mademoiselle Kremp, sa future, devenue depuis 
M*"® Keilhan. Vei-s la mi-janvier, ily tomba malade et mou-
rutde phthisie le 6 avril 1829, entouré des soinsde safuture 
l'tdeM. Smith, alors propriétaire de ces fonderies. 

Le Ministre des Cultes el de l'Instruction publique de 
Plusse avait résolu de lui envoyer une invitation pour 
venir occuper une chaire à Berlin. M. Crelle , chargé de 
cette mission, en écrivit tout de suite à Abel-, ia Lettre arriva 

(*) Rue Sainte-Marguerite-Samt-Germaiiî , dans la maison où se trouve 
maintenant (1853 ) l'institution Gillet-Damiette. 
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peu de jours après sa imn. Il A été efiterré près de Féglise 
de Froland, ou ses amis lui ont érigé un monuîoetit en 
fonte de fer. Il a laissé une mère^ une sœur et plusieurs 
frères. C'est à sa famille qu'ont été adressés les i5oo francs, 
moitié d'un prix de 3ooo francs que l'Institut a décerné à 
lui et à Jacobi conjointement en i83o; dans la Lettre d'A-
rago à Abel, du 24 juillet i83o, on dit que le prix sera pro-
clamé dans la séance publique du 26 juillet i83o. 

M. Holmboë, ancien professeur d'Abel, a publié: 
OEuvres complètes de N. H. ABEL,mathématicien, avec 

des Notes et développements, rédigées par ordre du roi 
par B. Holmboë, professeur de mathématiques à TUni-
versité de Christiania, membre de la Société physiogra-
phique à Christiania et de l'Académie royaledes Sciences 
de guerre à Stockholm. 

Tome P' , contenant les œuvres de l'auteur qui ont été 
publiées auparavant. Christiania, 1839-, in-4, de 479 pages. 

Tome II, contenant les œuvres de l'auteur qui n'ont 
pas été publiées auparavant. Christiania, 18395 in-4^ de 
294 pages. 

Obsen^ation. On a omis dans cette édition un Mémoire 
d'Abel sur l'élimination, que l'on trouve dans le Bulletin 
de Ferussac. 

Nous croyons utile de donner un résumé succinct des 
Mémoires contenus dans ces deux volumes. 

JAMNITZER (WEKTZEL), 
MÉDAILLEUR, OPTICÎEN, ORFÈVRE, MATHÉMATICIEN. 

Né à Nuremberg ou à Vi-enne vers i5o8. Un manuscrit 
de Jean Neudorfer, mathématicien, qui ftit son ami et, à 
ce qu'on croit, son parent par alliance, nous apprend que 
lui et son frère Albert firent venir leurs vieux parents de 
Vieune à Nuremberg. Les deux frères, tous d«ux artistes^ 
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ont travaillé ensemble. Nous avons parlé de son ouvrage 
de perspective ( Nouvelles Annales, tpme VIII, page 138). 
Une médaille de i568, portant le portrait de Jamnitzer, 
existe à la Bibliothèque impériale [Magasin pittoresque, 
page 286-, i85i). Il est mort à Nuremberg le i5 dé-
cembre i586. 

m LA MÉTHODE DES ÉQWPOLLENCES, 
PAR M. JUSTE B E L L A V I T I S . 

L'étude des sciences mathématiques est tellement géné-
ralisée, qu'il doit arriver fréquemment qu'on reproduise 
des choses déjà publiées, et il serait injuste d'en tirer une 
accusation de plagiat, et même futile d'en réclamer la 
priorité5 néanmoins je vous prie, Monsieur, de me per-
mettre une observation sur une assertion qu'on trouve 
dans le cahier de décembre i854 des Nouvelles Annales, 
tome XIII, page 4^4 • 

Dans les Annales des Sciences, pour le royaume lom-
bardo-vénitien (tome VU, 1837), j'ai publié un long Mé-
moire sur la méthode géométrique que j'ai nommée mé-
thode des équipollences, Dans le volume (i843) des 
Mémoires de VI. B, Institut vénitien, et dans des autres 
publications, j'ai donné plusieurs applications de cette 
méthode, lesquelles n'étaient que de simples déductions 
des principes déjà posés dans mon publié à la fin de 
l'année i835 [A/males des Sciences, tome V). Je ne sache 
pas que M. Saint-Venant ait traité des sommes géomé-
triques avant l'année i845 [Comptes rendus du i5 sep-
tembre, tome XXI , page 620), et je crois qu'il n'a pas 
donné à ces principes les extensions auxquelles j'étais 
parvenu dix ans auparavant. Il me semble donc très-
inexact de dire que les idées de M. Saint-Venant et de 
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M. Cauchy ont été reproduites par moi sous le nom d'e-
quipollences, 

Permettez-moi aussi d'observer que les trois définitions 
suivantes sont tout à fait géométriques : i® une droite est 
équipollente à une autre droite multipliée par un nombre 
donné quand elle est parallèle à cette droite, égale à la 
même multipliée par ce nombre, et prise dans la même 
direction; une droite est équipollente à la somme de 
deux ou de plusieurs droites quand elle est équipollente 
au dernier côté d'un polygone, qui a les autres côtés équi-
pollents à ces droites ; 3® dans un plan on dira qu'une 
droite est équipollente au produit de deux droites divisées 
par une troisième quand sa longueur est égale à ce quo-
tient, et son inclinaison est égale à la somme des incli-
naisons des deux premières droites diminuées de l'incli-
naison de la troisième. Les conséquences que j'ai déduites 
de ces définitions et des principes de géométrie élémen-
taire sont rigoureuses autant que les théorèmes d'Eu-
clide. 

S'il y a quelque chose de nébuleux, c'est, à mon avis, 
l'usage ordinaire de sj—i, regardé comme quantité; et 
je crois que le vrai moyen d'interpréter les quantités 
imaginaires est de les considérer comme des quantités géo-
métriques, Tandis qu'une équation entre quantités réelles 
peut être regardée comme une relation des distances entre 
un point pris pour origine et les points d'une droite, 
une équation entre quantités imaginaires doit être regar-
dée comme une équipollence entre les distances des points 
d'un plan, comptées d'une origine donnée; les quantités 
réelles sont prises sur une droite fixe, et les coefficients de 
y/—I sont pris perpendiculairement à cette droite. C'est 
la représentation des quantités imaginaires proposée par 
plusieurs auteurs et qui m'a donné la première idée de 
ma méthode des équipollences ; mais, au lieu de dir« que 
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les paints d'un plan représentent des choses qui n'exis-
tent pas et qui sont impossibles, je dis que les binômes 
a -h 6 —I représentent les points du plan : de cette ma-
nière, chaque question sur les quantités dites imaginaires 
a une véritable signification réelle, et l'Algèbre est, dans 
toutes ses parties, une science rigoureuse. La signification 
géométrique que j'adopte (et que je crois la seule possi-
ble) donne beaucoup de clarté aux questions algébriques, 
comme j'ai cherché à le faire voir dans un Essai sur l'Al-
gèbre des imaginaires, dont la première partie a été pu-
bliée dans le tome lY (i852) des Mémoires de VInstitut 
vénitien. M. Cauchy, qui, à plusieurs reprises, a cherché 
à donner un sens précis au calcul des quantités imagi-
naires, a adopté dernièrement la même opinion supérieu-
rement exposée. 

La méthode des équipollences est tout à fait géométri-
que, et il est accidentel au sujet que, dans la statique, la 
résultante de deux forces soit équipollente à leur somme. 
La seule chose un peu nébuleuse dans ma méthode, mais 
qui est tout à fait accessoire, c'est la théorie des points 
fictifs, c'est'à-dire des points qui, à la manière déjà con-
nue, repi:ésentent les intersections imaginaires d'une 
droite avec une courbe, lesquels points fictifs ont quel-
quefois des propriétés analogues à celles des intersections 
réelles. 

Yous augmenterez, Monsieur, mes obligations, si vous 
avez la bonté de faire connaître, dans votre estimable 
journal, que, dans ma méthode des équipollences, je n'ai 
pas reproduit les idées de M. Saint-Yenaut. 
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BIBLIOGRAPHIE. 

LETTRE T>E KEPI.EU A NICOI-AS REIMARXJ& URSUS. 

Nicolao Reimaro Urso Diethmarsa, mathematico 
Cœsareo nobilissimo. 

Pragam. 

Qui ignoti ad ignotas in longinquas regiones transmit-
tunt epistolas, mirabiles sunt homines. Te mibi notum 
pridem fecit illustrissima tua gloria, qua matliematicos 
liujus sevi prsecedis unus, quantum Phoebus orbis minuta 
sidera. Sed nec tempus plura fert, nec mathematicorum 
est garruli tas. Hoc unum habe, tanti a me fieri, quanti 
omnes docti te faciunt, quorum judicium aspernari arro-
gantis est, collaudari modesti juvenis. Cùm itaque, prae-
ceptore te, id est libri s tuis, hoc quantulum est, cognitio-
nis acquisiverim in mathematicis, œquum duxi ut te in re 
ardua, nec ut mihi videtur, contemnenda, consulam. Si 
approbaveris quod ago, bea tum me prsedicabo, proximum 
felicitatis gradum in eo statuo, ut a te corrigar : tanti est 
mihi tuum judicium. Hypotheses tuas amo. Sed Coperni-
cum satis admirari non possum, cujus hypotheses hoc 
habent, quod his versibus complexus sum ; 

Quid mundaSy quœ causa Deo ratioquc creandi, 
Unde Deo numeri, quœ tantœ recula moli, 
Quidfaciat sex circuitus, quo quœlibet orbe 
Intermlla cadant, cur tanto Jupiter et Mars 
Orbibus haud primis interstinguantur hiatu, 
Accipe Pythagorœ monstratum quinque figuris. 

Nam inter Saturnum et Jovem est cubus, sic ut una Sa-
turni periodus, sit orbis circumscriptus summa Jovi in-
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scriptus; inter Jovein et Martem tetraedron, inter Mar-
tem et Terram dodecaedron, inter Terram et Venerem 
icosaedron, inter Venerem et Mercurium octaedron. Or-
dinem hune corporum néque metaphysici, neque mathe-
matici cum ratione immutaverunt. Jam et medii motus se 
accommodant, est enim eorum dupla ratio ad distantias, 
scilicet quia (vel eadem esset incitatio partium , in omni-
bus) propter majorem amplitudinem, quidem tardius 
redirent, et jam accedit debili ta tio in exterioribus, qualis 
accidit in lucidi radii exletmatione. Parum utrique ac 
Copernico disceditur, plus tamen si ex motibus mediis 
constituentur distantise, quam si ex corporibus. Nam ex 
correctione distantiarum per corpora sequitur diíTerentia 
prosthaphaeresin, apogœorum non major, quam in Sa-
turno in Jove 25"", in Marte in Venere , 
in Mercurio Si"". Plura non scribo, judieium tuuni ex-
pectans, quod non gravaberis in gratiam nobilissimi ju-
venis D. Sigismundi Wagani, cujus instinctu scribo, hac 
vel próxima occasione ad nos transmitiere. Vale, sideribus 
et nostrœ scientise, decus Germanise. 

Gratii, i5 Novemb., anno 1593. 
Ex. tuse discipulus M. Joanne Kepplerus, illustrium 

Styriae provincialium mathematicus. 

Né en iSyi (*), Kepler avait 24 ans, lorsqu'il écrivait 
cette Lettre, A cet âge, il était déjà en possession des idées 
suivantes : 

\. Il admettait le système de Copernic, qui n'avait paru 
qu'en i543. 

2. Il rattachait le nombre des planètes au nombre des 
polyèdres réguliers. A cet effet, il imagine pour chaque 
planète une sphère d'un rayon égal à la distance moyenne 

(*) Son Heu de naissance est W e i l , près Stuttgardt. Beaucoup de fa-
milUs Israélites portent ce nom. 



de la planète au Soleil ; il inscrit certains polyèdres régu-
liers, dont les faces touclient une sphère dont le rayon 
représente la distance moyenne de la planète immédiate-
ment inférieure, et il trouve la planète supérieure de la 
même manière. Ainsi, il circonscrit un dodécaèdre au-
tour de la Terre : la sphère qui passe par les sommets est 
Mars -, à cette dernière planète il circonscrit un tétraèdre : 
la sphère circonscrite à ce tétraèdre est Jupiter-, il place 
de même Saturne, en circonscrivant un cube autour de 
Jupiter; ensuite il inscrit dans la Terre un icosaèdre : la 
sphère inscrite dans ce solide est Vénus ; il inscrit dans 
Vénus un octaèdre : la sphère inscrite est Mercure. 

Dans un ouvrage, publié en 1596, il motive ces divers 
solides par des considérations qui ne sont pas plus admis-
sibles que l'objet même. 

Tout cela est la partie poétique; mais voici des points 
d'une immense importance. 

3. Kepler a une idée de l'attraction [parli'um incita-
fib), de l'action des masses [corporum) ; il compare la di-
minution de cette action [debilitatio in exterioribus) à 
l'affaiblissement des rayons lumineux (m lucidiradii ex-
tenuatione), et cet affaiblissement est en raison inverse 
des carrés des distances.. Cette simple réflexion, si Ke-
pler l'avait faite, lui donnait la loi newtonnienne. 

4. Les racines carrées des moyens mouvements sont en 
raison inverse des distances au Soleil. Il donne la raison 
pourquoi les distances dépendent des moyens mouve-
ments et non des masses. 

Les provinces styriennes, étant catholiques, avaient 
adopté la réforme grégorienne et appelé Kepler à 
Gratz, en i593, pour enseigner l'astronomie et faire 
des calendriers. Reimarus Ursus (en allemand, Bar)., de 
Dithmalr(Holstein), était un gardéur de porcs, qui apprit 

nuUetm mathêmntirfur, t. (Mai i855.) 5 
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plusieurs langues et les mathématiques tout seul, et a 
composé beaucoup d'ouvrages 5 le plus célèbre est ce-
lui où il prétend que le système de Tycho de Brahé lui 
appartient, et accuse de plagiat el très-grossièrement 
l'illustre astronome qui, arrivé à Prague en iSpô, où se 
trouvait alors Ursus, lui intenta un procès eai calomnie. 
L'empereur institua une commission de juges-, mais la 
mort d'Ursus, en 1599, mit fin à là procédure. Du reste, 
il n'est pas impossible qu Ursus ne fût parvenu au même 
système que Tycho. Selon le dire de celui-ci, Kepler se 
disposait à écrire contre Ursus, qui avait inséré dans un 
de ses ouvrages la Lettre rapportée ci-dessus. 

NOUVELLE ARITHMÉTIQUE APPLIQUÉE AU COMMERCE ET A 

LA M A R I N E , mise en vers par Z. Chavignaud, ex-
maitre de pension, ancien professeur de Mathémati-
ques à l'Institut Rollin, auteur de plusieurs ouvrages. 
4® édition, revue et corrigée. Toulouse, imprimerie 
Delsol. In-8 de 92 pages-, i843 

Je plais en instruisant, et ma muse facile 
Répand sur la jeunesse une semence utile. 

L'Épitre dédiée aux marins termine par ces trois vers : 

Traduisant de Bourdon la docte Arithmétique, 

Je serai trop heureux, si mes utiles vers ^ 

En charmant vos instants , vous suivent sur les mers. 

L'auteur décrit, en effet, toutes les opérations de l'a-
rithmétique Bourdon en vers techniques d'assez bonne 
facture. On est préparé d'avance a y trouver des chevilles 

{*) 11 y a une édition de Lyon, i8/|6, éditée par la veuve (chez Mallet-
Bachelier, libraire). 
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en abondance. L'auleur débute ainsi : 

Définitions, 

Vutile Arithmétique, en ses peintures sombres, 
Nous fait connaître à fond la science des nombres , 
Dans ses divers rapports les fait envisager. 
Assembler, retrancher, composer, partager^ 
Donne des moyens sûrs à Vhomme qui s*exerce^ 
Et grave en son esprit les règles du commerce. 

Les opérations sont en général bien indiquées pour 
ceux qui les connaissent, et ces vers peuvent servir à cer-
taines intelligences pour les retenir. 

Voici le début de la règle d'escompte : 
Lorsque le créancier veut faire une remise, 
Le débiteur alors , et la loi l'autorise, 
En retranche l'escompte au susdit commerçant, 
Qui change son billet pour de l * argent comptant. 

Cela suffit pour donner une idée de l'ouvrage. On a 
omis les extractions des racines. 

Un Anglais nommé Guillaume Buckley a publié une 
Arithmetica meniorativa en vers latins. Wallis a acheté 
( et ouvrage qui était joint à la Logique de Seton , publiée 
à Cambridge en id31. Il ignore si X Arithmétique ^^X anté-
rieure ou non à la Logique (Wallis , Opéra, t. Il, p. 38). 
On y trouve le plus ancien exemple connu de l'extraction 
approchée delà racine carrée, au moyen des décimales, 
en ces quatre vers hexamètres : 

Quadrato numéro, senas prœfigito cyphras : 
Producti quadri radix per mille secetar, 
Integra dat quotiens ; et pars ita recta manebit 
Radici utverœ ne pars millisima desit (subintellige unias). 

Heilbronner écrit erronément Guillielmus Budœus 
[Hist. matheseos, p. 783). Il était de Lichtfeld et très-

5. 
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aimé d'Edouard \ L Mort vers i55o, il était contemporain 
du célèbre Robert Record. 

Leslie, dans sa Philosophy of arithmetic (p. 237) , 
donne les extraits suivants de cette Arithmétique. 

De numeration e, 

, . . Numerorum signa decern sunt 
Quorum significant aliquidper se omnia , prœter 
Fostremum, nihili quœ dicitur esse figura. 
Circulas hœc alias ^ alias quoque cyphra vocatar, 
Quœ supplere locum nota est non significare. 
Hi charactercs, prima si sede locentur, 
Significant se simpliciter, positique secunda 
Significant decies se; quod si tertius Ulis 
Ohtigerit locus, ad centum se porri git usque 
Summa ; locus quartus solus tibi millia fundit, 
Et quart um quint us decies complectitur^ hu ncque 
Tantumdem sextus superat. Quid multa? sequens cunt 
Quisque locus soleat decies augere priorem. 

Ratio numeris tum scrihendi tum exprimendi. 

Scripturis numerum a dextris fac incipias , hinc 
In lœmm tendens, donee conscripseris omnes, 
Post signa minimis loca quarternaria p une ti s 
Punctaque quot fuerint, totidem tibi millia mon^trant. 
A lœm vero numerorum expressio fiat. 

Pour la division , il indique cette disposition : 
Au-dessous du diviseur, on tire deux traits laissant 

entre eux un certain intervalle, pour écrire les chiffres 
successifs du quotient on écrit le diviseur au-dessous du 
dernier trait et vers l'extrémité gauche 5 on cberche le 
quotient qu'on met à la place indiquée 5 on fait le produit 
et l'on écrit le résidu au-dessus du diviseur 5 on barre la 
partie du dividende employée-, ensuite on fait avancer 
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le diviseur vers la droite, et ainsi de suite. Il résume ces 
diverses opérations dans un seul vers : 

Divide y multiplicay subdue, transferque secantem. 

Voici la preuve : 
Per divisorem, quotientem multiplicahis; 
Producto reliquum, si quodfuit, adde priorquc 
Exhihet numerus, nisi te deceperlt error. 

Le titre de l'ouvrage est : ARITHMETICA MEMORATIVA , 

swe COMPENDIARIA ARITHMETICS TRACTATIO , non solum 
tironihus, sed etiam veteranis et bene exercitatis in ea 
arte viris, memoriœ juvandœ gratia, admodum neces-
satia, authore Gulielmo Budœo, Cantabriensi. 

Neper, dans sa Rabdologie, a inséré des vers mnémo-
niques pour expliquer l'emploi de ses baguettes. 

On sait que le Lilavati, qui remonte au xii® siècle de 
notre ère, est écrit en vers sanscrits mnémoniques. 

CHAVIGNAI3D (Pierre-Léon), né à Saintes (Charente-In-
férieure), en 1791, fils d'un négociant honorable, s'appli-
qua de bonne heure aux mathématiques et se destinait à la 
marine de guerre, dont un de ses oncles, Clavier, lieute-
nant de vaisseau, devait lui faciliter l'entrée, alors assez 
difficile. La rentrée des Bourbons mit obstacle à ses projets. 
Dès lors se livrant à l'enseignement des mathématiques et 
des langues étrangères, il professa les mathématiques dans 
un des collèges royaux de la capitale et donna des leçons 
d'anglais et d'allemand. Depuis , il obtint la chaire de ma-
thématiques de Châteauroux, et, en 1820, vint se fixer 
à Saintes, sa ville natale. Chargé de l'organisation des 
écoles primaires et supérieures de l'arrondissement, il 
dirigea l'école d'enseignement mutuel de la ville de 
Saintes. C'est alors qu'il fit paraître la première édition 
de sa Méthode de lecture, imprimée, en 1828, chez 
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Hus{Alexandre), et ensuite, en 1824, son Histoire de 
France en vers lyriques, et un an plus tard sa Grammaire 
en vers alexandrins, in-12 de i5o pages, imprimée à 
Nantes en 1825 par M. Laforest. Ayant fait usage de ces 
deux ouvrages dans son école d'enseignement mutuel, il en 
obtint les meilleurs résultats, malgré les critiques qui ne 
lui manquèrent pas ainsi qu'à tous les novateurs. D'après 
ce succès il s'occupa de son Arithmétique en vers, œuvre 
à laquelle il s'attacha plus spécialement et qui était son 
œuvre de prédilection. Il s'attacha à mettre toute la clarté 
possible dans les définitions et à éviter toute redondance et 
toute superfluité. Cet ouvrage est le plus parfait en ce 
genre comme facilité de vers et rectitude d'impression. 
Les définitions, quoique en vers, ont beaucoup de clarté 
et de précision. La première édition parut en i83o,à 
Cognac, imprimerie Fournier. En i83o, il mit la Charte 
en vers et fit des développements en vers sur le Pater, 
YAveel le (7/Wo, publiés par les soins du fils de l'auteur, 
à Nantes, en i84o. Dix éditions successives se sont écou-
lées de la Grammaire et de VArithmétique en vers, par 
les soins du fils et de la veuve de l'auteur, et bien des per-
sonnes ont réappris, à l'aide de ces deux ouvrages , les 
éléments de la grammaire et de l'arithmétique. 

L'auteur ne se faisait point un jeu d'esprit en mettant en 
vers des choses aussi arides: son désir était de se rendre 
utile en rendant faciles, parla mnémotechnie, les prin-
cipes de Lhomond et de Bezout, et en répandant quel-
ques fleurs sur un chemin aride et épineux. Sur les der-
nières années de sa vie, il devint imprimeur et créa VA-
hedle saintongeoise. 11 mourut en 1837. 

( row/7/wn/Vyizr par M. CIIAVIGNAI'D lils.) 
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CHRISTOPHE RUDOLF. 

Le plus ancien ouvrage d'algèbre en Allemagne est ce-
lui de Christophe Rudolf de Jauer (*), et a paru en i524. 
Je n'ai vu nulle part la description de cetle première édi-
tion. En I552, l'ouvrage était déjà si rare, que le prix 
avait quadruplé. C'est ce qui engagea Michel Stiffel à en 
donner une nouvelle édition (*) sous ce titre : Die cosz 
ChQstorfs Rudolfs mit schonen Exemplen der cosz, 
durch Michael Stiffel^ gebessert und sehr gemehrt, iSji; 
in-4 491 pages : La cosz de Christophe Rudolf avec de 
beaux exemples de la cosz, améliorée et très-augmentée 
par Michael Stiffel. 

Le litre porte 1571; mais à la fin de l'ouvrage on lit : 
Gedruckt zu Kônigsperg in Preussen, durch Alexan-
drum Behm voîi Luthomissel^ vollendet am dritten Tag 
des herbstmonats als man zalt nach der geburt Unsers 
Lieben Herren Jesu Christi i 554 : Imprimé à Königs-
berg, en Prusse, par Alexandre Behm, de Luthomissel, 
fini le troisième jour du mois d'automne, lorsqu'on 
compte i554 après la naissance de Notre Cher Seigneur 
Jésus-Christ. 

Ainsi, l'ouvrage a été publié dix-sept ans après l'im-
pression. Voici comment Stiffel raconte ce qui lui a fait 
entreprendre cet ouvrage : « Après l'apparition de la cosz 
» de Rudolf, plusieurs maîtres de calcul (rechenmeister) 
» allemands s'occupèrent de Valgebra numerosa, et con-
» trairement à la charité chrétienne, en injuriant el 

(*) Près de Liegnitz, en Silésie, province qui, au xvi® siècle, appar-
tenait à l'Empereur, comme roi de Bohème. 

(**) Murhard indique une édition de 1636 et de Nuremberg 1661. 
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)) maudissant Fauteur, parce qu'il avait donné ses règles 
» sans y joindre aucune démonstration. Cependant, 
» comme dit Salomon, le fou dit tout ce quil fait, 
» et le sage se retient (Prov.), et d'ailleurs voulant 
» faire un bon livre, il lui était loisible d'y mettre ce 
» qu'il voulait (*). » 

A la fin de l'impression de cette nouvelle édition, Stif-
fel reçut de Jean Neudorifer, maître de calcul à Nurem-
berg, un autographe de Rudolf, contenant les démons-
trations de ses théorèmes par des figures de géométrie. 
Stilfel ajouta ces figures à cette nouvelle édition, en aver-
tissant qu'elles appartenaient à Rudolf, et cela pour étar-
ter les soupçons qu'on avait répandus, que Rudolf ne 
comprenait rien à ses règles, et qu'il les avait tirées d'un 
manuscrit de la Bibliothèque de Vienne. Du reste, ces 
figures montrent f mais ne démontrent pas. 

Rudolf débute ainsi : « Ce livre est partagé en deux 
)) parties : la première renferme huit algorithmes et au-
» très préliminaires, nécessaires pour expliquer la cosz-, 
» l'autre partie donne les règles de la cosz, chacune ex-
» pliquée à part, au moyen de nombreux et de beaux 
» exemples. » 

PREMIÈRE PARTIE. 

(C La première Partie de ce livre e&t subdivisée en douze 
» chapitres : le Chapitre traite de l'algorithme ordi-
» naire des nombres entiers; apprend à numérer, ajou-
» ter, soustraire, multiplier, diviser, progresser. » 

Voici comme il énonce le nombre 24375634367 : 
Vingt-quatre fois mille mille mille trois cents fois mille 

mille soixante - quinze fois mille mille six cent mille 

(*) Rudolf est pour rAllemagne ce qu'est pour l'Italie Fibonacci, dont 
nous parlerons à l'occasion d'un manuscrit précieux qui vient d'être 
découvert et publié par le savant prince de Boncoinpagni. 
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trenle—quatre mille cinq cent soixante-sept. Les mots 
million, billion ont été introduits plus tard par les Ita-
liens, et on les trouve déjà chez Albert Girard (mort 
vers 1633). 

Il donne dans ce chapitre les règles pour la progres-
sion arithmétique et géométrique. Stiffel ajoute les nom-
bres parfaits, trigonaux, et les progressions qui donnent 
les côtés rationnels des triangles rectangles. 

Chapitre / / . u De l'algorithme ordinaire des fractions, 
)) enseigne brièvement à écrire, à énoncer, sommer, sous-
)) traire, multiplier, diviser les fractions. » 

Chapitre IIL « Enseigne la règle detri en nombres 
» entiers et rompus : Donne la dernière place à l'objet 
» -n question , pose à la première place ce qui a même 
» nom que l'objet en question, et met l'autre objet au 
» milieu ; ensuite multiplie le moyen nombre avec le der-
)) nier et divise parle premier, et tu as dans le quotient 
» ce que coûte le troisième nombre. » 

Il termine par cette règle detri inverse ; « Multiplie 
» le moyen nombre par le premier et divise par le troi-
» sième, et tu as réponse à la question. » 

Chapitre IF. a Enseigne à extraire des racines : cela 
» veut dire extraire des racines en carrés et cubes. » 

Mêmes procédés qu'aujourd'hui : il donne les racines 
des nombres irrationnels à une unité près, et pas d'ap-
proximations ultérieures. 

Chapitre V, « De l'algorithme de la cosz, en latin : De 
)) additis et diminutis integrorum : cela veut dire des 
)) nombres ajoutés et retranchés. L'addition est marquée 
» par le signe -f- : eela signifie plus. La soustraction par 
» le signe — : cela signifie minus. » 

C'est la première apparition de ces signes. 
Numérer. « Les anciens, nos prédécesseurs, après une 
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» application sérieuse ont inventé la cosz : cela veut dire 
)) le calcul d'une chose et le compte des nombres d'après 
)) l'ordre naturel.. . , et ont aussi désigné, pour abréger, 
» par des signes tirés du commencement du mot ou du 
» nom de cette manière. » 

Ici Rudolf donne dix signes en caractères gothiques 
que, pour éviter les embarras typographiques, nous rem-
plaçons par les lettres ordinaires : 

d dracma correspond à L ^ « = = 1 , 
r racine — 
c census — 

C cubus — 
cc census deceus — 
se sursoliduni — 
cC censicubus — 
BcC Bsursolidum — 
ccc censceus deceus — 
CC cubus de cubo — x'\ 

Il enseigne ensuite la règle des signes pour les quatre 
opérations comme aujourd'hui. 

Exemple : A multiplier 6r-f- 8 Î/ par 5 — "jd.W trouve 
pour produit 

3o c — 2 r — 5 6 d-, 

car rr est c et dd reste d 
5 C 

1 '''' ~ 

Chapitre VI. Calculs des fractions cossiques. 
Chapitre VIL Algorithme de surdis quadratorum. 
Rudolf distingue trois sortes d'irrationnelles quadra-

tiques et se sert du signe actuel sJ -



Exemple : 
I". Rationnelles : sj a} {U' =: a ->r h, 
2®. Communicant: s/a'^ c s ! b"^ c [ a b ) sj c. 
3°. Non-communicant : \Ja -t- \/b. 

L'addition et la soustraction sont fondées sur ces for-
mules : 

y/fl -h v/¿>= V« -f- -H sl^ab-, s/a — ^b = sJa -^-b — ^sjab-

Chapitre FIII, Algorithme nommé en latin de surdis 
eubicorum. 

On désigne la racine cubique par ce signe y/y/y/. 
On y trouve la formule 

S¡fn -4- ^n = s! m 4- « -h 3 Ijm 'n -h 3 . 

Chapitre IX. Algorithme nommé en latin de surdis 
quadratorum de quadratis, 

La racine quatrième est représentée par y\J. Exemples 
des quatre opérations. 

Chapitre X. Algorithme nommé en latin de bino-
miis et résidais. 

sjb est un binôme et s^a— \]T) est un résidu; il 
enseigne les quatre opérations sur les binômes et les ré -
sidus. 

Exemple : 
i 6 v/64^ ( i6H-V^64)(io-f-v/4) 

lo —v4 (lo —v/4) (ïo-f-V?) 
176 -h v^2544 ___ J 

- " 9 6 ~ 6 

Chapitre XL Extraction des racines carrées des nom-
bres binômes et des nombres résidus. Enoncé de la même 
règle qu'on trouve dans VArithmétique universelle de 
INewlon et sans démonstration; ainsi 

V 7 v/48 rr 2 -f- {Z . 
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Chapitre XIL Les c inq espèces de nombres proport ion-

nés. 

1°. Multiplex ainsi 

— proporli o dupla, 

Zn 
— — tripla, 

— — subdupla, 

— — subtripla, 

2®. Superparticularis ^ ' : 

3 . , 4 . . 5 
- sesquiáltera, ^ sesquitertia, j scsquiquarta. 
2 o A 

3®. Superpartiens'^^'^^^^ oii p et >> i : 

5 . 7 . - superpartiens tertias, j superpartiens quartas. 

6 4 

4°. Multiplex superparticularis ^ • 

5 2 . 2 - 4 - 1 , , - — — dupla superpartiens tertias, 

17 4 . 4 H- I 
~ = — quadrupla sesi^inquarta, 

3i 6 . 5 - f - i _ — g r=: quintupla sesquisexta. 

mn H- p 
f pur huilS 

8 2 . 2 - 4 - 2 

Multiplex super partie ns — ^ p i: 

— := dupla superbipartiens tertia y 
«J ô 

18 3 . 5 3 . , . . 
-- J tripla supertripartiens quinta, 
o o 

Ces dénorainalions , soit dit cn passant , prouvent d 'une 
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manière irréfragable que les Grecs, qui s'en sont Servie, 
n'avaient aucune idée d'une numération chiffrée. 

Lorsque deux quantités sont égales, il y a proportio 
œqualitatis; pour deux quantités inégales, il y a pro-
portio inœqualitatis et majoris^ par exemple, pour ~ 

2 et minons pour 
On voit que proportio est pris pour rapport chez les 

écrivains du moyen âge. Rudolf renvoie pour plus de 
détails à Boëce. 

SECONDE PAKTIE. 

La seconde Partie est divisée en trois différences 

Première différence, 

La première différence contient les huit règles de la 
cosz, 

Rudolf dit que « les anciens l'ont nommée Vart des 
M choses, parce quà son aide on peut résoud/^e les secrets 
» des questions sur les choses, savoir sur les nombres et 
)) les mesures, 

» Dans chaque question, on se servait de la formule: 
)) Ponatur una res. Les règlesde solution ont été nommées 
)) en italien régulé de la cosse, une cossa signifie une 
» chose, » 

L'ordre naturel des quantités est r, c, C, cc, etc., 
(voir ci-dessus), r est dit plus grand que ¿Z, c plus grand 
que r, et ainsi de suite. 

équation. Deux quantités qui se suivent dans Tor-
dre naturel deviennent égales. ^ 

Exemples : 
3 r égal 6̂ 5? fac. . r . 2. 
4 c égal 8 r — 
5Cégal l o c — 

(*) Dénomination empruntée aux Arabes. L'expression Ponatur una res 
est l'orijîine des nombres positifs. 
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3 X = 6 , 4 ^ ^ ) S = I o A -, 

d'où 
X = 2. 

Rtidolf ne connaît pas le signe il se sert du point. 
Ainsi r.2 cela veut d i rea := 2 -, il choisit tous ses exem-
ples de manière que l'on ait = 2. Il démontre la règle 
par une figure de géométrie : c'est un rectangle partagé 
en cinq rectangles égaux. 

Nous écrirons les équations suivantes d'après la ma-
nière actuelle. 

2® équation. Deux quantités sont égales entre lesquelles 
une quantité naturelle est supprimée. Nous écrirons : 

Exemple : 

' x=1. 
ôx^ = 12 X, 

équation. Exemple : 
z=. 16 X«, 

4® équation. Exemple : 

équation. Exemple : 

3^' Lx ~ ) .T « ) X ~ 2. 
Sx^-{-bx^ = Z2X, ) 

Rudolf donne la règle ordinaire pour la résolution de 
l'équation du second degré. 

La figure se rapporte à l'équation 

+ = 240 ; 
on a 

240 = 144-+-96? 9 6 = 2 .48 = 4 - - h 4-

il construit les deux rectangles 4-12 et le carré 12.12. 

X — 2. 
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Ces trois rectangles ayant pour hauteur commune 12 

sont réunis dans un seul rectangle ayant pour hauteur 12 
et pour hauteur 2 0 , et dont Taire est 240 ; ainsi Téqua-^ 
tion se trouve vérifiée. Il en est ainsi pour toutes les au-
tres figures pelles rie Jéwowirewi pas les solutions, mais les 
vérifient. 

6® équation. Exemple : 

-f-Soo:^ ig ẑ-, i ~~ 

2 -h 3 I JC — 21 {XyJ 

La figure vérifie l'équation 

H-96 = 2 0 j e , X=12. 
Stiffel dit que Budolf a d'abord donné un énoncé faux , 

mais qu il a rectifié dans un opuscule qu'il a publié pos-
térieurement. Quel est cet opuscule? 

équation. Exemple : 

4 ^ h- I 2 5 

La figure vérifie l'équation 
x^ = Sx — 240, X = 20. 

Rudolf donne à la valeur 20 le nom racine vraie : c'est 
qu'il regarde la seconde racine x — —12 comme fausse, 

8® équation. Exemple: 

H- = 
3x ' -f- 72X, 

x ' ^ 88, 
4- 4^^ = 160 

2 4- 8 = 640, 
4-10 = 9 2 8 .r. 
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Cette classification des équations quadratiques est évi-

demment d'origine arabe [voir Alkhagâmi de Wœpcke, 
Nouvëlles Jlnnaïesy lome TS^^ page 389 , et tome XIII , 
page 148). L'Arabe introduit souvent l'unité comme fac-
teur pour rétablir l'homogénéité géométrique, et par imi-
tation Rudolf a un signe particulier pour représenter 
Tunité. 

Deuxième différence, (Cautèles.) 

On avait donné jusqu'à Rudolf vingt-quatre espèces 
d'équations du second degré. Alkhagâmi en donna même 
vingt-cinq [Nouvelles Annales, tome I X , page 389). 
Rudolf enseigne ici les moyens (cautèles) de réduire ces 
vingt-quatre espèces aux huit qu'il a indiquées. Il donne 
quatre règles pour opérer cette réduction : les deux pre-
mières règles apprennent à transporter un terme d'un 
membre dans un autre par le changement de signe; la 
troisième règle apprend à faire disparaître les radicaux 
par l'élévation à des puissances ; la quatrième enseigne à 
faire disparaître les dénominateurs. 

Troisième différence. (Énigmes.) 

Cette troisième et dernière Partie ne porte aucun titre, 
€t contient quatre cent trente-trois problèmes [œnigmata) 
pour l'application des huit règles cossiques. U y a des 
questions numériques pour la spéculation et d'autres 
pour la pratique. 

Et à la fin il y a huit problèmes qui ne peuvent se ré-
soudre par ces huit règles cossiques, parce qu'elles mènent 
â des équations du troisième degré. Stiifel pense que par 
là Rudolf votilait dire : u Vois, mon cher lecteur, j'ai 
traité dans ce mien livre seulement de la cosz quadra-
tique; eh bien, il y a encore la cosz cubique dont je ne 
t'ai rien dit: puisses-tu apprendre, à cause de cela, la 
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COSZ cubique: dan» celte louable intention, je te montre 
ce cube. » En effet, l'ouvrage de Rudolf est terminé par 
la représenlation d'un cube, divisé de manière à figurer 
les quatre termes du développement de (3 -f- v̂ s)®. 

Nous avons liré ce qui précède des scolies que M. A. 
Drechsler, professeur, sl publiées en i85i s&as ce titre : 
Scholien zu Christoph Rudolfs Cosz, Dresde ; in-8 de 47 p-

Kastner donne des renseignemenls fort curieux sur 
l'ouvrage de Stiffel [ Histoire des Mathématiques, tome I , 
page 174 (*) J- Sliffel dédie son ouvrage à Christophe Ot-
lendorffer, honorable bourgeois de Kœnigsberg (Prusse), 
el dans un appendice il lui raconle cetle histoire de 
sa vie. Moine Augustin à Esslingen, il avait appris dans 
les livres de Luther que la vie monastique était une abo-
mination devant Dieu, mais ne savait pas comment il 
pourrait subvenir à ses besoins hors de son couvent. 
Cela pesait lourdement sur sa conscience, surtout à 
cause des messes journalières. En i520, ayant lu dans 
l'Apocalypse : Timidis autem et incredulis,,, pars illo" 
rum eritinstagno ardenti, igne et sulphure ( X X I , 8), 
il ne pouvait plus ni dormir dans son lit ni veiller à 
matines^ et lorsqu'il voyait les autres moines être gais, 
il déplorait de ne pouvoir être de même humeur. Enfin, 
lorsque, étant de nouveau dans la bibliothèque du couvent, 
il lut le chapitre XIII de l'Apocalypse, l'idée lui vint 
que la bête apocalyptique désignait le pape Léon X. 
Méditant sur le nombre apocalyptique 666, il pensait: Mon 
Dieu, quelle consolation, si l'on avait quelque calcul cer-
tain.« irouvaitbien, dans LEO DECIMVS,M.D.C.L.V.I, 
mais la lettre M était de trop, et il manquait la lettre X 

C*) La première édition est de i554 et la seconde de 1571 ; il y a une 
édition de 1615, imprimée à Amsterdam chez W . Jansen. On dit qu'il 
existe une édition en hollandais de la même année 1615, imprimée aussi 
à Amsterdam. 

Bulletin mathématique, t. I®»*. (Juin jS'̂ ^ ^ 6 
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pour faire 666, Or le nom peut s'écrire LEO X , et la 
lettre M peut signifier mjrnérieux; ayant fait cette décou-
verte , il rentra dans sa cellule, se mit à genoux, remercia 
Dieu de cette consolation, et reprit courage. Ayant quitté 
le couvent et devenu prédicateur de la cour à Mansfeld, 
il montra ses calculs à Martin Luther, qui lui conseilla 
d'abandonner ces spéculations, qui n'avaient rien de cer-
tain, Toutefois, en 1532 5 menant une vie oisive, il poussa 
l'indiscrétion jusqu'à publier un opuscule, où, interpré-
tant les paroles de Daniel, il fixait l'heure et le jour de 
la fin du monde en octobre i533. Quand on lui objectait 
les paroles du Christ : De die autem ilio "vel liorâ nemo 
sait {Marc, XIII, 32), il répondait que Jésus, comme 
homme, le savait pourtant; mais il avoue s'être trompé, 
confesse son erreur devant Dieu et les hommes, se repeiu 
de n'avoir pas écouté les conseils de son cher Luther, et 
devint si ennemi des calculs (bien entendu prophétiques), 
que, pendant quatorze années, il n'aimait pas d'en en-
tendre parler il eut pourtant une rechute [Nouvelles 
Annales, t. XIII, p. 267). 

Nous signalons ces aberrations mentales, parce qu'elles 
sont instructives. La psychologie ne sera établie sur des 
fondements stables que lorsqu'on aura bien étudié les 
anomalies de l'esprit humain, et les influences indestruc-
tibles des idées telles qu'elles sont inoculées dans la molle 
cervelle des enfants. Les désordres tératologiques des 
formes et des fonctions répandent un grand jour sur 
la structure et la vie normales des êtres organisés. 

Note, Aux manuscrits de la Bibliothèque impériale 
(365, m. 4), il existe une traduction latine de l'ouvrage 
de Christophe Rudolf sous ce titre : Arithmetica Christ o-

(*) Pleins de confiance dans cette prophétie, les paysans de sa cure se 
mirent à faire bombance et à dissiper tous leurs biens; trompés dans leur 
attente, ils voulurent tuer Stiffel, qui ne dut son salut qu'à l'intervention 
de Luther. 
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phori Rudolfi ah Jauer e germanica lingua m latinam 
a Christophoro AuverOy Petri Danesiimandafo, Romœ, 
anno Christi i54o, conversa. 

BIBLIOGRAPHIE. 

A TREATISE ON THE CALCULUS OF OPERATIONS, DESIGNED 

TO FACILITATE THE PROCESSES OF THE DIFFERENTIAL AND 

INTEGRAL CALCULUS AND THE CALCULUS OF FINITE DIFFE-

RENCES ; by the Rev. Robert Carmichael, A. M. fellow 
of Trinity college, member of the royal irish Academy, 
and sometime examiner in mathematics in the Queen's 
University in Ireland. London , Longman, Brown, 
Green, and Longmans. In-8 de xn-170 pages-, i855. 
— Traité du calcul des opérations, destiné à faciliter 
les procédés du calcul différentiel et intégral et du cal-
cul aux différences finies. 
Dans toute opération analytique, on peut distinguer 

trois parties : i® le signe qui indique l'opération à faire; 
la quantité sur laquelle on opère, autrement le sujet 

de l'opération j 3° le résultat. Ainsi dans V ,̂ le signe est V , 
le sujet est 4, le résultat est 2. Dans le signe est 
la lettre J , le sujet est x® et le résultat ixdx. On peut 
faire abstraction des deux dernières parties et ne raison-
ner que sur les signes indicateurs. Alors on parvient à 
des théorèmes très-instructifs, de nature philosophique et 
dont l'ensemble constitue ce que les Anglais nomment le 
calcul des opérations, et qu'ils cultivent beaucoup depuis 
quelques années. Donnons un exemple. Dans l'algèbre 
ordinaire, on a 

'/'m mn~ 
Vs/ = v ( / = V ' 
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c'est un théorème de calcul opératoire. Dans l'analyse in-
finitésimale , 

d'^.d^ ds=i sd 
sont d'autres théorèmes de ce genre. Le germe jde cette 
doctrine est dans la relation indiquée par Leibnitz entre 
les exposants des puissances et les exposants différentiels. 
Mais le premier fondateur est Arbogast. On lit dans son 
Calcul dedérivation (1800) : (( Ici nous allons présenter 
» la chose sous un autre aspect. Nous allons détacher des 
» dérivées leur échelle de dénvation (p. 3o8). » C'est 
ce qu'on appelle la méthode des échelles détachées 
Mais Arbogast ne considère que les différences et les dif-
férentiels, et ses notations sont disgracieuses. Le second et 
véritable fondateur du calcul des opérations est Servois 
[Annales de Gergonne, t. V, p. 93 \ i8i4) . Le premier 
il a considéré la question sous un point de vue général, 
l'a placée sur un terrain philosophique et a inventé les 
théorèmes fondamentaux qui découlent de cette position ; 
théorèmes que des géomètres anglais ont réinventés dans 
ces derniers temps. 

Le révérend Carmichael cite ces géomètres : ce sont Har-
greave, Boole, Bownin, Doukin, Graves, Murphy, Spotis-
woodes, Sylvester, mais jamais Servois. La raison en est 
toute simple. Le savant auteur trouve qu'il est aussi su-
perflu de dire que toute cette théorie est due à Servois , 
que de dire que la quadrature de la parabole appartient 
à Archimède. Cette explication admise, nous pouvons 
passer à l'analyse de cette production remarquable, qui 
réunit en un faisceau une foule de faits épars dans di-
verses collections, et imprime aux méthodes d'intégration 
une uniformité qui manque complètement dans les traités 
ordinaires. 

(*) Cette idée se rencontre déjà chez Lorgna. 
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1. Notation. u. Le point ne désigne ni une mulli-

plication, ni que Ton a une fonction de M, mais il indique 
qu'il faut faire sur le sujet une certaine opération dé-
signée par op. Soit X le résultat de cette opération, de 
sorte que 

cp.Mrrr 
alors 

indique l'opération y qu'il faut faire sur X pour re 
produire it. On écrit aussi symboliquement 

X 
— = u-, ? 

se nomme indice opératoire inverse. 

sin~' X — arc sin = x^ 

log"' X — nomb. dont le log. == x ) 

9/2-1 . • • • u indique n opérations à faire sur n. 
On fait d'abord l'opération (pi, sur ce premier résultat 

l'opération (̂ 2, sur ce second résultat l'opération Çg, etc. 
Si toutes ces opérations sont identiques, on écrit (f. u -, 

n est un exposant opératoire, et 
(J)" . u ~ u — . If. 

Cette équation définit l'indice opératoire négatif. D'ail-
leurs (f̂ . u indique qu'il ne faut faire aucune opération 
sur et, par conséquent, laisser la quantité telle qu'elle 
est. 

fl, cp, K -h «2 <p2. « -4- . . . -h an (fn • " 

s'écrit symboliquement 

(fl, cp, -h ¿72̂ 2 i?« . w. 

F {<p). u signifie qu'il faut développer la fonction F ((p) 
et ensuite ajouter le sujet u. 
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Exemple : 

(a 4 - f)"*,uz=z a'"u -f- /TÎ^^-'Ç.W -h ^ 4 - . . . 

= H- ma^"^ (p -h w • . . . ^ . tt, 

é^ ,uz=z ( I + « + ^ r 
1 . 2 1 . 2 . 3 

Si (f désigne une dérivation, on a 
D ^ D^tt BKu 

== i - f - D - h 

1 . 2 1 . 2 . 3 

1.2 1.2.3 

CHAPITRE II. — Principes élémentaires, 

1. Loi commutative, Lorsqu'on a 
y, tt = tt, 

les deux symboles opératoires Çi, 92, sont dits être sou-
mis à la loi commutative. 

Les nombres sont soumis à cette loi. En effet, un nom-
bre est une opération sur l'unité (Euclide, livre VII, dé-
finition 2) , de sorte que le nombre n peut s'écrire zz. i, 
où l'unité est le sujet, et la multiplication par m est dési-
gnée par mn, 1 (Euclide, liv. VII, déf. 15) -, on a 

mn. I ~ nm. i. 

De même, u étant une fonction de deux variables 
on a 

ainsi les symboles de différentiation satisfont à cette loi. 
Donc toutes les propriétés des nombres uniquement 

fondées sur la loi commutative existent aussi pour tous 
les symboles opératoires qui satisfont à cette loi. 

Si l'on a 
(p, <P2 . tt = Ç2 <Pl . w , 

posant 
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on a 

(p. (f, (p, = cp, (p̂  = <p, (p, — (p J (p, 

et, en général, 
= 

De même qu'on a 
^m l^n ^ In^m 

et de là 

Ceci n'aurait pas lieu sans la loi de commutation. 
En effet 

qui ne se réduit à 
-h 2<p, (P2 H-(pj 

que lorsque (fj = ?2 « 
Les symboles étant commutatifs, on a l'équivalence 

Il suffit de développer les fonctions, on obtient 

1 .2 

La coïncidence est évidente. 
2. Loi distributive, u elv étant des sujets quelconques, 

lorsqu'on a 
(p. M -h (; = (p. a -h (p. p, 

le symbole ç est dit soumis à la loi distributive. 
Les nombres satisfont à cette loi. On a 

a .b c — a .b a. 

de même les dérivées de 
D . « + D'.w D . v . 
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De 

on déduit 

ou 

«p̂ tt H- = (j).(<ptt (fp) = <p'.a 4-

et de suite et de même 

et, en général, 

F étant une fonction algébrique, 

I I î ' u -f- V = • U' 

3. des indices. Lorsqu'on a 

(p"'. (p" . tt =r y" . «p»« . tt . tt, 

le symbole ç satisfait à la loi des indices. 
Exemple ; 

u étant une fonction de x seul, on a 
Dr. D; . tt = D;. tt=Dr « 

Le Chapitre III traite de Tintégration des différen-
tielles totales linéaires et débute par ce théorème : 

{xl}^)p .kn.af' = mP.AmX'", 
car 

et ainsi de suite. 
Donc 

¥(xBx). A„,x'" = F (m). Aa.x'"', 

où F est une fonction algébrique de xDx. 
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Si Ton a U = AqH-AiX-h + .4-
F(a:Dj:)U=:F(o)Ao -h . . . 

et aussi ^ ^ ^ A 0 4- A, X -I-... A nX», 

= Ao 4- a A . x - h . .-+-

„xDx 

A r" il suffit de développer e . 

— 2 ) . . . ( j c D ^ — « + 

F (.^Dx). xP'o z=af"F {xDx 4- w ) 
Si w r=r X"\ 

2). . n 4- i).^'" 
^ ' ^ ' z= m. m — i . . . w — 4- 1 

Nous indiquons les relations suivantes faciles à trou-
ver: 

D «̂ 

U F {D)v=i F {D).in> — F ' ( D ) . D i i . r 

^ ' l .7. 

Les accents sont des dérivations par rapport à 1). 

Applications, 

ax"' 4- bx% 

équation à intégrer. 
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Cette équation esl équivalente à 

dont la solution symbolique est 

Le premier terme est, d'après ce qui précède, 

^ [ v o / r ( i ) J ; 

m(m — i) n{n— i) ^ ^ ' 
or 

1 1 1 
(-^Dx — l) x B x I xDa: 

o 
xDx — i.Aar = o, A x z=: xDx — i 

orDx.BrrrO, = B. 
X \Jx 

Ainsi l'intégrale est 
ax"' bx'' 

m [m — I) n[n — i) 

A et B sont deux constantes arbitraires, m et n ne doivent 
être égaux ni à zéro, ni à l'unité 

Le Chapitre //^applique le calcul des symboles aux 
équations à différentielles partielles. Ce qui est très-long, 
embarrassé, par les procédés ordinaires, devient court, 
facile et mnémonique. 

Par exemple, étant donnée l'équation 

x^jf^z -h naf'-'jlfr' D ẑ 

j ^ D r D;^ 4 - . . . - -f- e., 1.2 

OÙ S est une fonction de a:, j ; , des fonctions komo-
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gènes de X ̂  y^ z de degré a et on trouve de suite 

4- ih 4- 4 - . . . w«-,, 

Mo, Ml, Ut-, etc., sont des fonctions homogènes arbitraires 
de degré o, i, 2, etc. 

Le Chapitre V traite diverses équations remarquables 
aux différentielles totales et partielles. 

Le Chapitre VI est consacré à l'intégration de sys-
tèmes d'équations différentielles simultanées , totales et 
partielles. On y intègre d'une manière prompte les équa-
tions qui déterminent : i® les petits mouvements des gaz 
élastiques, des solides homogènes élastiques et des liquides 
homogènes incompressibles ; 2° les relations entre la vi-
tesse angulaire de rotation et le temps ; 3® le mouvement 
azimuthal du plan d'oscillation du pendule. La seconde 
section renferme des considérations sur la réduction d'in-
tégrales définies. 

Le Chapitre VII contient des interprétations de sym-
boles ou les résultats de certains symboles agissant sur 
des fonctions données. 

Le Chapitre VIII renferme des applications très-in-
téressatites à la géométrie et que nous donnerons ailleurs 
(voir Nouvelles Annales, t. XIV, p. 221). 

L'équation symbolique 

équivaut à l'équation 

ou à un changement d'origine; l'équation symbolique 

équivaut à 
4- a, X 4-/7,^4-, c) — o; 
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réquation symbolique 

équivaut à 

F (o; cos w — / sin w, X sin w J cos w ) =r: o , 

ou à une rotation o) de la courbe F [x , y) = o. 
Le Chapitre / X contient diverses applications sur des 

opérations symboliques et sur des intégrations. 
Le Chapitre X et dernier donne les diverses formules 

du calcul aux différences finies. Voici un spécimen : 

h ) , / c / ( x - f - I ) , 

d'où 

. ( ^ , ^ / r ^ / ( 4-1 ) - / ( .r ) = A / r , 

et, par des opérations successives, on obtient 
= = f [ x + n) - nf[x -H - i) 

n.n — i _, , 

ou 
n n — I 

A" Ux =3 Ux+n — nUx+n-i 4- If-x+n-̂  • • • ? 
I . 2 

et de là 

F est une fonction algébrique quelconque. 
c^ - , 4 - A , — ( i 4 -

d'où 
n.n — I 

tfx+n = ffz ^ ^ Â  U^. 

L'ouvrage est terminé par deux appendices où Ton 
rencontre une très-belle et ingénieuse démonstration 
d'un théorème de Gauss sur l'action attractive d'une 
masse placée soit entre deux surfaces fermées qui ne se 
coupent pas, soit en dehors de ces surfaces. 
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Cette analyse ne donne qu'une idée incomplète des ri-

chesses de cet excellent ouvrage. Puisse bientôt une tra-
duction faire revivre en France le calcul symbolique 
d'Arbogast et de Servois, calcul qui condense et mnémo-
nise une foule de théorèmes. Telle doit être la tendance 
de renseignement, car la vie est courte, la besogne lon-
gue et les ouvriers paresseux. C'est l'opinion du Talmud. 
Dans un autre endroit il dit : 

Mange dit pain avec du sel, bois de Veau dans une 
écuelle., dors sur la dure et applique-toi avec ardeur 
à Vétude delà science \ Tovd\\ Exhortation peu goû-
tée de notre siècle. 

COURS COSMOGRAPHIE o u ÉLÉMENTS D'ASTRONOMIE, 

comprenant les matières du nouveau Programme ar-
rêté pour l'enseignement des Lycées et l'admission aux 
Ecoles spéciales; par Charles Briotprofesseur de 
Mathématiques spéciales au lycée Saint-Louis, doc-
teur ès sciences , etc. Paris, i853 ; in-8 de 3o4 pages, 
3 planches (sans préface.) 

Au temps jadis, lorsqu'on faisait encore des ouvrages, 
chaque auteur expliquait son dessein dans une préface et 
apprenait au lecteur en quoi l'ouvrage différait en mieux 
d'autres sur le même sujet. Aujourd'hui que nous ne fai-
sons que des livres, toute préface est inutile. Il suffit, pour 
assurer le débit, chose essentielle, la seule essentielle, 
d'écrire sur le titre que le livre est conforme aux pro-
grammes. Faites-nous des Lettres persanes, demandaient 
les libraires au siècle de Montesquieu. Faites-nous des 
livres à programmes, demandent les libraires au siècle 

(*) Le dfCjpÎK des Grecs dérive peut-être de l'hébreu torah, qui veut dire 
enseignement, doctrine. 
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utilitaire. Nous avons ici une excellente réponse^ et Tâme 
commerciale du livre est dans la page finale ( a p S ) ou 
Ton donne le programme arrêté pour les examens du 
Baccalauréat ès Sciences et pour V admission à V École 
spécialemilitaire de Saint-Cyr et à VÉcole Polytech-
nique^ avec les renvois aux pages du livre, 

La cosmographie, en se tenant au sens strict de ce mol, 
ne doit contenir que la description des corps qui compo-
sent l'univers, tout commQ \dL géographie Gsildi descrip-
tion de la terre, et c'est ce qu'on peut faire en peu de 
pages. Mais ce mot a reçu une grande extension. Ainsi la 
cosmographie comprend les mouvements des corps célestes, 
les moyens de les constater et de les mesurer, et même la 
connaissance des forces qui produisent ce motivement. 
En d'autres termes, la cosmographie est devenue Ai Traité 
élémentaire d'astronomie. Pour ne pas éloigner les gens 
du monde, on évite quelquefois les dénominations scien-
tifiques5 mais de telles considérations ne devraient pas 
stibsister dans l'enseignement sérieux universitaire. Le 
second nom Éléments d'Astronomie, que M. Briot a 
adopté, est le véritable, et c'est le seul qui devrait être 
adopté. 

Le savant professeur auquel nous devons un Traité re-
marquable de Géométrie analytique et de bellesdémons-
trations des théorèmes de mécanique de M. Poinsot, était 
très-apte à nous expliquer les positions mutuelles et les 
mouvements relatifs des divers rouages et ressorts du 
char céleste, comme s'exprime la Bible. 

Selon la méthode ordinaire > l'auteur part des mouve-
ments apparents pour venir aux mouvements réels, La-
caille suit une méthode opposée. Il suppose tout de suite un 
spectateur placé au centre du soleil et autour duquel val-
sent les planètes. La méthode Lacaille me parait préféra-
ble etsurtout auprès des personnes étrangères aux sciences 
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exactes. Après avoir explique ¿ippar^nces à notre 
usage, il faudrait décrire apparlncès pour un spectateur 
placé sur un satellite, sur la lune et même sur un satellite 
de Jupiter^ et ensuite sur une planète inférieure et 
supérieure (*)• On n'insiste pas assez sur ce qu'il faut en-
tendre par le sens du mou venaient. Le soleil décrit sur la 
calotte célestè une hélice sphérique. Cette hélice est-elle 
dextrorsum ou sinistrórsum P C'est une question à laquelle 
beaucoup d'élèves ne savént pas répondre, parce que les 
explications ne sont pas assez nettes. Autre question pour 
un spectateur placé sur le pôle : Quel est le mouvement 
delà lune, combien a-t-elle déphasés? 

Les théories et les faits cosmiques consignés dans VAs-
tronomie de sir Herschel et dans le Cosmos de M. Alexan-
dre de Humboldt sont fidèlement et claireitíent expéSés 
dans la présente Cosmographie, qui est ainsi au parfait 
courant de la science. On y trouve les orbites de quelques 
étoiles doubles calculées récemment par M. Y von Villar-
ceau (page 292), et les expériences dynamiques de 
M. Foucault, avec une description du gyroscope que 
M. Briot avait déjà publiée dans la Revue de VInstruc-
tion publique (6 janvier 1853). L'explication n'est pas tout 
à fait à la portée des non-géomètres. M. Yvon Villarceau a 
eu la bonté de nous remettre depuis longtemps une théorie 
mathématique de cet admirable instrument, que le défaut 
d'espace ne nous a pas encore permis d'insérer dans les 
Nouvelles Annales, et que nous donnerons incessam-
ment. 

A l'occasion de ces expériences, l 'auteur parle du mécc-
nisme de Cardan (page 273) . Or Cardan ne donne pas ce 

{*) J'en ai parlé il y a quelques années à Arago, qui m'a dit qu'en efi'ct 
la méthode de Lacaille était très-bonne, mais qu'on doit se conformer à la 
marchesuivie par Laplace. Jelui ai répondu que \e Jurare in verba magislri 
n'est admis qu'eil théologie. 
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mécanisme, comme ëtaulde son invention. Voici ce qu'on 
lit dans C a r d a n , sur une voiture où l 'empereur Cliarles-
Q u î n t pouvait rester assis tranquillement sur son s iège , 
quels que fussent les mouvements de la voiture : 

Simili ratione ùwentum est ut Cœsaris sedes ita dis-
poneretur ut, quocunque situ constituatur, ille immo-
bilis ac commode, dum vehitur, sedeat. Hoc tractum ex ai -
millarum ratione. Cum enim circulitres chalybœi consti-
tuentur, polis sursum, deorsum, ante, rétro, dextraetsi-
nistra mobdibus cum plures non possent esse situs, ne-
cesse est ipsum in essedo quomodocunque agatur quies-
cere perpetuo, Habet hoc aliquid non absimile lucer-
nis a quorum exemplo ducta est ratio : circumvolutœ 
enim patulœ oleuni nequaquam effundunt, (De subtili-
tate, lib. XVII, de artibus, artificiosisque rébus, p. 612, 
Card. Opératome III. Lugduni, 1663. ) 

On voit que cette voiture a été précédée de la lampe 
inversable. Le célèbre Januelo, horloger de Charles-Quint 
et qu'il a mené avec lui à sa retraitejde Yuste, est, dit-on, 
l'inventeur de la voiture. 

Nous soumettons une observation à tous nos cosmo-
graphes. 

Il n'est pas d'usage en France de citer les auteurs. On 
pourrait cependant s'écarter de cet usage dans la compo-
sition de cosmographies destinées à la jeunesse. Parlant 
constamment de Thorloge, n'est-il pas convenable de di-
riger la pensée du lecteur vers l'horloger. Newton et 
Euler, tètes assez fortes, n'y manquent pas. Ecoutons 
d'ailleurs ce que dit là-dessus un philosophe du xviii® siè-
cle, ami et partisan enthousiaste de Voltaire : 

« Les corps semblent assujettis dans leurs mouvements 
» à deux sortes de lois essentiellement différentes. Les 
» unes sont des conséquences nécessaires de l'idée que 
» nous avons de la matière : les autres paraissent l'effet 
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» (le la volonté libre à!un être intelligent qui a voulu 
» que le monde fût comme il est plutôt que de toute autre 
» manière. )) (Le marquis de Condorcet à M. d'Alem-
bert, sur le système du monde et sur le calcul intégral ; 
page 4. Paris, 1768; in-4.) 

Ceci me rappelle une anecdote de la vie de Képler. 
Dans une réunion de professeurs chez Képler, la conver-
sation roulait sur des questions de philosophie. Lorsque 
tous furent partis, la femme de-Képler, dit à son mari : 
(( J'ai entendu le professeur un tel soutenir que l'univers 
pouvait être le résultat du hasard. Je t'ai entendu dire 
souvent qu'il règne partout un ordre admirable; com-
ment peut-on dire que cela provient d'un coup de dé ; c'est 
unegrosse absurdité.—Pas si grossequetu penses. Voyons, 
lorsque tu veux faii e une salade, tu prends des feuilles de 
chicorée, de Tliuile, du vinaigre et du sel. Supposons que 
tujettes tous ces ingrédients en l'air, en retombant à terre, 
ils peuvent se mêler de manière à faire unesalade.— Cela 
n'est pas absolument impossible, j'en conviens, reprit 
Madame Képler, mais tu es bien convaincu que la sa-
lade ne sera jamais aussi bonne que si je l'avais faite moi-
même. » 

Cette philosophie domestique a bien son prix. 

SOPRA GLI INTEGRALI GENERALI DI ALCUNE EQUAZIONI A 

DERIVATE PARZIALI A COEFFICIENTI COSTANTI. Memoria 
del socia attuale prof. Barnaba Tortolini, inserita 
nella parte secunda del tomo XXV delle Memorie della 
Società italiana delle scienze in Modena. Modena, 
1854 ? ìn-4 de 34 pages. 

Le savant analyste, connu par tant de beaux travaux , 
se sert ici de la méthode des symboles pour intégrer 

Bulletin mathématique, l. I«»*. (Juillet i855.) 7 
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facilement et avec beaucoup de généralité des équations 
aux différences partielles qu'on rencontre fréquemment 
dans la physique mathématique. Essayons de donner une 
idée de ce remarquable travail. 

Soit 

alors 

f { x AI) = TT -4- ai D , -F — D ^ I - . . . = , 

équation symbolique. 
Soit maintenant 

alors 
tt j ) , 

a'Dl 

bm 

ou 

et ainsi de suite. 
Étant donnée Téquation aux différences partielles 

. . . --m) = / ( x , y, z . . . T ) ; 

X, y , sont des variaiiles indépendantes, les dé-
rivées étant prises sur la fonction principale w; a, c 
r?,,.., m sont des constantes. 

On a 

^ est la fonction arbitraire à quoi se réduit/en faisant 
t==T. 

Posons 
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on a 

u = H- at, y bt, z -h rt, . , .) 

f t «/in 
Si Ton a 

(D, — «Dx — bBjr^cD, . . . m) ttrr: o, 
alors 

u = e^'y^f (x •+• at, J -h bt, z-j-ct,. . ,). 
Voici les principales équations intégrées dans ce Mé-

moire : 
1«. {aI>,-{- z) ; 

30, (D^ 4- d ; 4- J^iy.u rrz /(.r, J , z) ; 

et, en général, 

(AD" 4- BDJ 4- GD;")«.« — / ( . r , j , 2). 

L'intégrale est débarrassée d'imaginaires qui se trouvent 
dans l'intégrale donnée par Poisson. 

L'on donne les fonctions arbitraires à ajouter à chaque 
intégration et toujours par une marche uniforme. Nous 
1 egrettons que les limites imposées au Bulletin ne nous 
permettent pas d'entrer en plus de détails. 

B I O G R A P H I E . 

Q U E R Ï Œ T ( J E A N - J O S E P H ) . 

QUERRET (Jean-Joseph) naquit à Saint-Malo, en 1783, 
de parents sans fortune. Son père, entrepreneur de bâ-
timents , soutenait par son travail une famille composée de 
trois enfantsdontQuerretétaitleplusjeune.Le père mou-
rut pendant que ses enfants étaient encore enbas âge, et sa 

7-
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veuve eut à passer plusieurs années laborieuses et pénibles, 
jusqu'à ce que son fils pût être en âge de venir au secours 
de sa famille par sonpropre travail. Ce moment ne tarda 
pas à arriver; dès l'âge de onze ans, Querret était admis 
à l'école d'hydrographie de sa ville natale, et ses progrès 
y furent si rapides, que , deux ans plus tard , M. Lecerf, 
son professeur, le jugeait capable de le suppléer. 

C'est ainsi que Querret, à l'âge de treize ans, entrait 
dans la carrière de l'enseignement. Il s'y livra avec une 
ardeur qui ne se démentit jamais, et, outre une classe 
publique qu'il faisait deux fois par jour, il donnait un 
grand nombre de leçons particulières. Cependant son 
temps n'y était pas entièrement consacré ; il trouvait en-
core le moyen de se livrer à des études approfondies et 
acquit des connaissances très-étendues sur l'histoire des 
sciences qu'il enseignait. 

Ces études annonçaient un esprit sérieux et distingué. 
M. Lecerf pressa Querret de se présenter pour entrer à 
l'École Polytechnique, où les admissions étaient alors 
gratuites. 

Mais Querret était le seul soutien de sa famille-, son 
absence aurait été pour elle une cause de privations. Il 
sacrifia à cette considération toute-puissante le brillant 
avenir que lui aurait ouvert une admission certaine à 
l'École. 

Parvenu à l'âge de vingt ans, Querret sentit la nécessité 
d'apprendre les langues anciennes et voici comment il y 
parvint. Au commencement de ce siècle, il s'était formé 
à Saint-Malo une société de plusieurs jeunes gens : les uns 
enseignaient les mathématiques aux autres, qui, à leur 
tour, devenaient professeurs de langues. Le dimanche était 
ordinairement consacré à ces réunions 5 les progrès furent 
rapides. Querret éiait le professeur de mathématiques 5 
il avait pour élèves dans les sciences, puis pour maîtres 



{ loi ) 
de langues, dans celte espèce d'enseignement mutuel, 
deux frères, devenus plus tard diversement célèbres : Tun, 
longtemps administrateur spirituel du diocèse de Saint-
Brieuc, est aujourd'hui à la tête des Frères de la Doctrine 
chrétienne, qui rendent tant de services à l'instruction 
primaire^, l'autre était l'illustre auteur de Y Essai sur 
VIndifférence et des Paroles d'un Croyant, Des liaisons 
d'amitié entre Querret et ces hommes ont duré toute la 
vie. 

En 1812 , Querret avait été mis à la tête du collège de 
Saint-Malo, avec le titre de chef d'institution , qu'il 
conserva pendant onze ans. Vers la fin de cette adminis-
tration , il avait acheté, aux environs de Saint-Malo, une 
propriété où il se retira en 1823, à l'époque où des dis-
cussions survenues avec le conseil municipal le forcèrent 
d'abandonner ses fonctions. Déjà plusieurs écrits l'a-
vaient fait connaître. En 1822, il avait publié un petit 
Traité d'Arithmétique, destiné à l'enseignement pour les 
écoles primaires, et dont il a été fait plusieurs éditions -, il 
avait adressé au Journal de Mathématiques, rédigé par 
M. Gergonne (* ) , depuis recteur de l'Académie de Mont-
pellier, plusieurs articles qui l'avaient fait avantageuse-
ment remarquer des hommes spéciaux; aussi, en 1824, 
M. l'abbé Jean-Marie de Lamennais, alors vicaire gé-
néral de la grande aumônerie de France, l'engagea-t-il 
vivement à faire un voyage à Paris. A peine arrivé, Quer-
ret se trouva en relation avec Cauchy, Binet, Poisson, 
Ampère, Francœur, Arago, Thenard, etc., qui appré-
cièrent l'étendue de ses connaissances et conçurent pour 
lui une haute estime. 

Malgré les instances qui lui furent faites pour qu'il 
restât à Paris, Querret n'y résida que le temps nécessaire 

C') Tomes KII, XIII, XIV, XV. Au tome XII, p. 362 ( I 8 J 3 ) , sa belle 
démonstration sur Téquivalence des tétraèdres. TM. 
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pour subir avec distinction les épreuves du doctorat ès 
Sciences. Sa tbèsê de mathématiques fut surtout remar-
quée. « C'est un bon ouvrage, » disait Legendre. 

Tous les jeunes gens de nos écoles connaissent, en ef-
fet 3 aujourd'hui cette ingénieuse et élégante démonstra-
tion des pyramides équivalentes, due à Querret ; elle sert 
de base à une foule de démonstrations pour la solidité des 
corps, et Legendre, comme on le sait, l'a insérée avec 
les plus grands éloges dans son Traité élémentaire de 
Géométrie, 

Docteur ès Sciences, officier de l'Université, Querret 
fut nommé professeur de Mathématiques transcendantes à 
la Faculté des Sciences de Montpellier. Il y arriva en 
1825. 

Malgré les succès de son enseignement, Querret resta 
peu à Montpellier; il désirait vivement se rapprocher de 
sa famille, et, le i4 décembre 1826, il fut appelé à la 
chaire de Physique du collège royal de Nantes, avec l'au-
torisation de conserver le titre de professeur de Faculté 
et la moitié des appointements qu'il avait à Montpellier. 
Pendant son séjour à Nantes, il fut admis au nombre des 
membres de la Société royale académique de cette 
ville. 

L'année suivante, et toujours par le désir de se rappro-
cher encore davantage de sa famille, il alla occuper au col-
lège royal de Rennes une place semblable à celle qu'il rem-
plissait à Nantes, et il joignit à ses fonctions de professeur 
des sciences mathématiques et physiques un cours de géo-
métrie et de mécanique appliquées aux arts, établi à 
Rennes par l'administration municipale. 

M. Charles Dupin vint exanainer à Rennes cet ensei-
gnement, et, sur son Rapport, M. le Ministre de l'In-
struction publique envoya à Querret un grand ouvrage 
de mathématiques en témoignage de sa haute estime. 
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C'est en ce moment qu'éckta la révolution de juillet. 

Le gouvernement nouveau supprima le cumid et Querret 
eut à choisir entre les fonctions qu'il remplissait à Rennes 
et celles qu'il avait remplies à Montpellier. Naturelle-
ment il opta pour ces dernières. 

A peine arrivé à Montpellier, les fatigues du voyage, 
le climat du Midi, l'éloignement de sa femme et de ses 
nombreux enfants, et peut-être aussi d'honorables regrets 
politiques, altérèrent sensiblement la santé de Querret. 
Un congé d'un an lui avait été accordé ; mais, en i832 , 
l'état de sa santé ne lui permettait pas encore d'aller re-
prendre ses travaux a Montpellier, et il demanda au Mi-
nistre de l'Instruction publique l'autorisation de rester, 
avec des appointements modiques, dans ses foyers jus-
qu'en i834 J époque à laquelle il aurait complété le temps 
nécessaire pour avoir droit à une pension de retraite. Sa 
demande ne fut point accueillie, et, par un arrêté en 
date du 19 avril i833, le Ministre déclara sa place va-
cante à la Faculté de Montpellier. Cet arrêté doit paraître 
au moins bien rigoureux envers un professeur dont les 
travaux méritaient assurément d'autres égards. 

Toutefois Querret se résigna et se retira à la cam-
pagne, rentrant dans la solitude de ses études, ne son-
geant plus à s'occuper que de l'éducation de sa nombreuse 
famille. Dans sa retraite, les jeunes getis qui se livraient 
aux sciences étaient sûrs de trouver auprès de Querret 
toutes les ressources dont ils avaient besoin. 11 se rendait 
souvent chez les Frères de la Doctrine chrétienne. 

Trois ans avant sa mort, il songea à fonder à Dinan un 
établissement qui réunit à la fois, sous la surveillance de 
l'autorité municipale et universitaire, sous son adminis-
tration et celle de M. l'abbé de Lamennais, les avantages 
de l'instruction secondaire et ceux de l'enseignement pri-
maire. Le Ministre avait donné son assentiment au projet 
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présenté, lorsque des intrigues et des tracasseries, sus-

, citées dans un intérêt tout matériel, vinrent en empêcher 
la réussite. Querret avait oublié les persécutions récentes 
aussi bien que les anciennes , lorsque la mort vint T enle-
ver à la science, à sa famille et à ses amis, le 8 décem-
bre 1889, à l'âge de cinquante-six ans. 

Il nous reste à indiquer, en quelques mots, ses prin-
cipaux ouvrages. 

Outre le petit Traité méthodique d'Arithmétique déjà 
indiqué, il avait publié : 

En 1819, des Leçons d''Hydrographie, dont il fut 
fait une seconde édition dix ans pliis tard avec la collabo-
ration de Michelle, professeur d'hydrographie, prédéces-
seur de M. Delafoie , professeur actuel. C'est à l'usage des 
capitainesdecabotageJmprimeriedeHovins,à Saint-Malo. 

Un Traité d'Arithmétique, plus étendu, suivi 
d'une Exposition des principes fondamentaux de F Al-
gèbre, avec leur application à r Arithmétique et au Com-
merce. Il y a eu également deux éditions de cet ouvrage. 

Des Tables de Logarithmes et des sinus et co-
sinus de seconde en seconde, et des tangentes et cotan -̂
gentes de minute en minute pour tous les degrés du quart 
de cercle: suivies d'une Table des Logarithmes des nom-
bres, depuis i jusqu'à 10800, avec une introduction en 
français et en anglais, dans laquelle on ramène à l'usage 
des sinus et cosinus seulement tous les problèmes usuels 
de l'astronomie [nautique. Un gros volume in-8; Saint-
Malo; L. Hovins, imprimeur libraire; i83o. 

Des Leçons élémentah^es d'Algèbre, approuvées 
par le Conseil royal. 

5®, Des Leçons élémentaires de Géométrie plane, 
qui devaient être complétées par la publication de la géo-
métrie à trois dimensions. 

Tels sont les principaux ouvrages publiés par Querret; 



( ) 
mais il reste dans ses papiers des recherches beaucoup 
plus longues et des travaux bien plus étendus encore. Un 
homme spécial y puiserait sans doute de précieux rensei-
gnements. 

Nous devons citer, parmi ses travaux, des mélanges 
d'arithmétique, d'algèbre, d'hydrographie, de mécanique 
et d'astronomie; des Notices sur les travaux et la vie de 
plusieurs mathématiciens célèbres : L'Hôpital, Jean Ber-
noulli, Lacroix, Bezout, etc.; des Cours et des Pro-
grammes de Chimie et de Physique, mais surtout une 
grande entreprise que la mort de Querret n'a pas permis 
de mener à fin : la traduction du Calcul intégral d'Euler, 
ouvrage en trois gros volumes in-45 dont Querret n'a eu 
le temps de traduire que les deux premiers. On doit faire 
des vœux pour qu'un homme, ami de la science, entre-
prenne de terminer et de publier ce grand travail, dont 
Tapparition ferait sans doute sensation dans le monde 
savant. {Comfnunicfué parM.Cxiik^KT ̂ docteur en médecine, ami de Querret ) 

Note du Rédacteur, La traduction du Calcul diffé -
rentieletintégralà'¥jvlev ç^sl encore aujourd'hui l'ouvrage 
le plus cl air qu'on puisse mettre entre les mains des élèves, 
et, en y ajoutant les progrès faits depuis, ce serait le 
meilleur manuel pour les professeurs. On ne saurait trop 
engager la famille à faire cette publication qui consolerait 
de tant de productions sans nom, sans valeur scientifique 
que chaque jour voit éclore et disparaître. Il y a quelques 
années, il s est agi, à Bruxelles, de traduire les œuvres 
d'Euler. L'entreprise n'a pas abouti. Les ouvrages publiés 
sont ; Lettres Cl une princesse d'Allemagne^ VAlgèbre, 
VArithmétique^ Essai sur la Théorie de la musique ; 
en tout cinq volumes. Un éditeur acquerrait un grand 
crédit, par un tel travail, mériterait les encouragements 
du gouvernement et la reconnaissance de la postérité. 
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NEPER. 
Né à i55o à Merchiston, non loin d'Edimbourg, il est 

mort le 3 avril 1617, âgé de soixante-sept ans. 
Un de ses ancêtres, Donald, second fils du comte de 

Lennox sous le règne de David le second (xiv® siècle), 
ayant fait une très-belle action, sans é^dle, pair less, la 
famille fut surnommée Nepair. Du reste, ce nom est dif-
féremment orthographié : Neper, Neperus, Napeir, Na-
per, Napier, C'est ce dernier nom que la famille porte 
maintenant. 

Il a hérité de la baronnie de Merchiston, en i6o5 , par 
la mort de son père, mais il n'était pas pair d'Ècosse et 
ne portait pas le titre de lord. C'est son fils et héritier, 
Archibald, qui a été élevé à cette dignité en 1626. 

Neper fit son éducation au collège de Saint-Andrews 
où il entra en 1563 , à l'âge de treize ans. Sorti de ce col-
lège , il fit une tournée sur le continent, et, revenu en 
1571 à Merchiston, il s'y maria à l'âge de vingt et un 
ans. Il ne quitta plus l'Ecosse, et, zélé puritain, il fut 
membre de plusieurs synodes presbytériens -, il fut un de 
ceux que l'assemblée générale d'Edimbourg dépiita vers 
Jacques pour demander l'excommunication contre certains 
seigneurs catholiques, parmi lesquels figure le père de la 
seconde femme de son père. Il avait perdu la première 
en 1579. 

Etant encore étudiant à Saint-Andrews, il conçut l'idée, 
à ce qu'il raconte lui-même, de dévouer sa vie à l'inter-
prétation des prophéties, étant excité à cette entreprise, 
dit-il, par l'aveuglement des catholiques qui ne voulaient 
pas voir que leur croyance était vouée à la destruction 
dans le livre de XApocalypse et il dit même, vers la fin 
de sa vie, que cette entreprise exégétique a toujours été 
sa principale occupation , et les mathématiques seulement 



un délassement. I-a première édition de son ouvrage sur 
est d'Edimbourg, i593 , in-4 , et la der-

nière édition qu'il a donnée lui-même est de 1611, sous 
ee titre : 

A plaine discovery of the whole revelation ofS, John, 
set down in two treaties : the one searching and pro-
ving the true interpretation thereoj; the other applying 
the same paraphrasticallic and historicallic to the text; 
set forth by John Napeir ( s ic ) , L. of Merchiston and 
now revised, corrected and inlarged by him, with a 
resolution of certain doubts moved by some wellaffec-
ted brethren; whereunto are annexed certain oracles 
of Sibylla agreing with the revelation and other places 
of Scripture, London, printed for John Norton ; 1611, 
cum privilegio Regiœ Majestatis, In-4 de viii-SyS pages. 

Neper fixe la fin du monde entre 1688 et 1700, et, 
après nous avoir donné les prophéties sibyllines qui nous 
restent, il termine son ouvrage par cette singulière invo-
cation : 

O toi Rome, si tu veux te réformer et croire au vrai 
christianisme, crois en cette révélation qui proclame pu-
bliquement ta ruine; et si tu persistes à rester païenne, 
crois les anciens oracles de la Sibylle , si longtemps vé-
nérée dans ta capitale; repens-toi à ton heure suprême 
si tu aimes ton salut éternel. Amen, 

Quelle aberration! Pascal dit que jamais on ne fait le 
mal si pleinement, si gaiment que quand on le fait par 
conscience; il en est de même des folies Jamais on ne les 
dit avec tant d'abondance et d'assurance que lorsqu'on 
les puise dans ce qu'on appelle sa conscience. Folie est le 
nom que donne Nevrton à cette exégèse apocalyptique ap-
pliquée à deviner \avenir. Que fait-il lui-même.̂  Il rem-
place cette folie par une autre et se sert de celte exégèse 
pour expliquer le passé, A cette occasion on se rappelle 
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encore cet admirable chapitre où Pascal décrit Thomme 
comme un composé de grandeur et de misère, et Pascal lui-
même, sublime géomètre, sectaire digne de pitié, est une 
preuve éclatante de cette composition binaire. Il sait par-
faitement que la terre n est qu'une molécule de l'univers, 
et sans cesse il rattache le sort de l'univers à l'histoire 
de cette molécule, soumettant tout au problème des par-
ties, tout excepté cette histoire. 

Toutefois cet ouvrage deNeper, dont le plan est géo-
métrique, a fait une assez grande sensation. Il y en a eu 
deux éditions presque consécutives en i64i et i645 à 
Edimbourg, format in-4. W a été traduit en français à 
la Rochelle, en 1662, format in-8, sous ce titre : 

Ouverture de tous les secrets de VApocalypse de 
saint Jean, par deux Traités: l'un recherchant et prou-
vant la vraie interprétation d'icelle -, l'autre appliquant 
au texte cette interprétation paraphrastiquement et his-
toriquement; par Jean Napeir, c'est-à-dire non pareil, 
sieur de Merchiston, revue par lui-même et mise en fran-
çais par Georges Thomson, Escossais. 

Il y a une seconde édition aussi in-8 de 1605. Du reste, 
il en existe plusieurs traductions en allemand. Il semble 
que l'esprit humain a aussi son oïdium qui l'infecte de 
temps à autre. Ainsi aujourd'hui les tables tournantes et 
parlantes, les tendances mystiques et thaumaturgiques, 
les efforts pour remplacer les classiques païens par les 
écrivains pieux du moyen âge, sont à coup sûr les effets 
d'un tel oïdium. 

Neper n'est pas le premier protestant qui ait converti 
l'œuvre de saint Jean en arme offensive et ce n'est pas à 
ce titre que l'immortalité est acquise à son nom. Il doit 
cette immortalité à son second ouvrage Mirifici logaritli-
morum, qui s'adresse non à une secte, mais au genre hu-
main; nous en avons parlé longuement [voir p. i et 
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La même idée de raccoureir les calciils se retrouve encore 
dans son troisième et dernier ouvrage : 

Rabdologiœ seu nnmerationis per vírgulas lihri duo : 
cum appendice de expeditissimo multiplicationis promp-
tuario, quibus accessit et arithmeticœ localis liber unus ; 
authore et inventore JOANWE NEPERO, barone Merchis-
toni, etc. Scoto., Edimbur., 1617-, in-12. 

Dans la dédicace, Alexandre Setonio supremo 
regniScotice Cancellario, Neper dit qu'il a publié. Tan-
née précédente, des logarithmes pour faciliter les calculs 
et que depuis il avait découvert une meilleure espèce de 
logarithmes; mais, à cause de sa mauvaise santé, il aban-
donne le soin de calculer ces logarithmes à d'autres et 
principalement à Henrico Briggio, Londini publico 
geometriee professori. Il aurait dû ajouter que l'idée de 
ces nouveaux logarithmes appartient à Briggs. 

Voici, en peu de mots, la construction de cet instru-
ment rabdologique (*) connu sous le nom de bâtons de 
Neper, Il se compose de neuf planchettes rectangulaires 
séparées. La hauteur de chaque rectangle contient neuf 
fois la largeur. On divise par des traits chaque rectangle 
en neuf petits carrés. Dans un premier rectangle, on écrit 
I dans le prémier carré, 1 dans le second carré, 3 dans 
le troisième carré, et ainsi de suite jusqu'à 9 ; c'est le rec-
tangle régulateur^pX sert de guide. Dans un second rec-
tangle, on écrit 2 dans le carré supérieur et on divise en-
suite chacun des huit autres carrés par des diagonales tirées 
de gauche à droite en deux tri angles. Dans le second carré on 
écrit 4 dans le trianglesupérieur el rien dans le triangle infé-
rieur; de même 6dans le troisième carré et 8 dans le qua-
trième carré ; pour le cinquième carré on a 10, on écrit o 
dans le triangle supérieur et la dizaine 1 dans le tri angle in-

(*) hacillus; le lieAffe des Allemands dérive de 
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férieur*, pour le sixième carre, on a 12 = 2 . 6 , on écrit 2 
dans le triangle supérieur et i dans le trijingle inférieur, 
et ainsi de suite jusqu'à 18 = 2 .9 , On arrange de même 
la troisième planchette , en écrivant 3 dans le carré supé-
rieur et 6 , 9 , 12 , 15 , 18, etc., multiples successifs de 3 , 
dans les autres carrés, ayant soin de mettre les dizaines dans 
le triangle inférieur; on agit de même pour les planchettes 
restantes. Supposons maintenant qti'on veut multiplier 
9875 par 6 ; on met à côté les unes des autres^ en allant de 
gauche à droite, les quatre planchettes 9 , 8, 7, 5 et à côté 
le rectangle régulateur.klors sur la ligne qui répond à 6 
du rectangle régulateur, on lit les produits 6 . 5 , 6 . 7̂  6 . 8 , 
6 . 9 ; il suffit d'ajouter les dizaines d'un triangle inférieur 
aux .unités du triangle supérieur suivant. Lorsque le mul-
tiplicateur a plusieurs chiffres, on obtient ainsi les pro-
duits partiels. Cet instrument n'est pas sans utilité; Lam-
bert dit en avoir fait quelquefois usage ; Servois , un des 
premiers promoteurs de la géométrie segmentaire, a con-
struit un semblable instrument perfectionné et amplifié. 
Nous pourrons peut-être en donner la description (*). 

S D R L A M A L A D I E D E N E W T O N . 

Dans le volume XII des Transactions de la Société 
royale d''Édimbourg, publié en 1852, il y a une Notice 
de M. James Crantor Gregory, professeur de physique au 
collège de cette ville, sur un manuscrit autographe de 
Newton, offrant des notes sur le troisième livre des Prin-
cipeSy manuscrit découvert dans les papiers de David 

(*) Cet instrument est à Besançon en la possession de M. Simonnot, 
capitaine d'artillerie en résidence fixe, neveu et héritier du géomètre, 
mort célibataire. 
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Grcgory. L'auteur a pour but de réfuter les aiwertions de 

' M. Biot, relatives à l'accès de folie de New t̂on en 169̂ % 
Voici ce qu'on lit dans une lettre de Huyghens à Leib-

nitz, en date du 8 juin 1694 : 
u Je ne sais si vous avez sceu l'accident arrivé au bon 

» M. New t̂on, sçavoir qu'il a eu une atteinte de pbré-
» nésie qui a duré dix-huit mois et dont on dit que ses 
» amis, à force de remèdes et de le tenir enfermé, l'ont à 
» peu près guéri maintenant. Voilà un grand malheur 
» et le plus fâcheux qui puisse arriver à un homme. » 

Leibnitz répond (22 juin 1694) • 
<( Je suis bien aise d'apprendre la guérison de M. New-

» ton aussitost que la maladie qui estait sans doute des 
» plus fascheuses. C'est à des gens comme vous, Mon-
» sieur, et luy, que je souhaite une longue vie, préféra-
» blement à d'autres dont la perte ne seroit guère consi-
» dérable en parlant comparativement. » 

Et dans la suivante du i4 septembre de la même an-
née , on lit : (( N'a-t-on point de nouvelles de la restitu-
» tion entière de M. Newton? Je le souhaite fort » 

Une année après, presque jour pour jour, le 21 
juin 1695, Leibnitz écrit dans la dernière lettre de cette 
correspondance avec Huyghens : 

« J'ay appris de M. Bon val Basnage que vous avez 
» esté malade, mais j'espère que vous vous porterez bieii 
» présentement. » 

Cet espoir ne s'est pas réalisé. Huyghens est mort le 
8 juillet 1695 , à ce qu'on présume,à la suite d'une mala-
die mentale. 

(*) Dans cette même Lettre, on trouve les définitions suivantes : 
Diligere, chérir, est se faire un plaisir de la félicité d'autrui. 
La bienveillance est un habitas diligendi. 
La charité est une bienveillance générale. 
La sagesse est la science de la félicité. 
La justice est une charité conforme à la sagesse. 
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T H É O R È M E D E F E R M A T S U R L E S N O M B R E S P O L Y G O N A U X . 

Le théorème de Fermât sur les nombres polygonaux 
est cité par Descartes qui l'attribue à un M. de Sainte-
Croix qui proposait souvent à Descartes des questions sur 
les nombres. 

Voici le passage d'une lettre de Descartes au P. Mer-
senne, en date du 27 jtiillet i638. 

(( Car supposant le théorème de M. de Sainte-Croix, 
» à savoir que tout nombre se peut réduire à trois tri-
)) gones, à quatre carrés, a cinq pentagones, etc, ou à 
» moins— Mais, pour ce théorème, qui est sans doute 
)) l'un des plus beaux qu'on puisse trouver touchant les 
» nombres, je n'en sais point la démonstration. Je la 
)) juge si difficile, que je n'ose entreprendre de la cher-
cher. » [OEuvres, t. VII, p. ii3-, édit. Cousin.) 

On lit dans la vie de Descartes par Baillet ( tomel , 
page 146) : 

(( Il semble qu'on pourroit aussi rapporter au temps 
» de la demeure de M. Descartes à Paris (1626) l'amitié 
)) qu'il eut avec M. Frenicle l'aîné qu'il appelle souvent 
» M. de Bessy et M. de Sainte-Croix.... M. de Sainte-
)) Croix étoit un autre arithméticien insigne, mais 
» encore plus intime ami de M. Descartes ; c'est le même 
ï> que nous trouvons appelé par d'autres André Jumeau, 
)) qui étoit prieur de Sainte-Croix et qui avoit été pré-
» cepteur de M. le duc de Verneuil. M. Descartes témoi-
» grioit estimer très-particulièrement la connoissance 
» profonde que M. de Sainte-Croix avoit de l'arithmé -
» tique et de l'algèbre. )> 

(*) Racine écrit déjà paraître, connaître; ai au lieu de oi. Ainsi, Ra-
cine suivait en partie l'orthographe que Voltaire a généralisée et fait ad-
mettre . 
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SDR UN PROBIÈME D'ANALYSE INDÉTERMINÉE 
atlribué à Arcliiinède, et dit de hovino. 

On sait que T Anthologie grecque est une collection de 
petits poëmes nommés èpigrammes (*). Parmi ces poëmes 
il y en a plusieurs qui renferment des énoncés où il s'a-
git de deviner des nombres. On trouve le texte, la traduc-
tion en vers latins el les solutions de quarante-cinq de ces 
épigrammes dans VHistoire des Mathématiques de Heil-
bronner (p. 845); Ils se résolvent par une équation du 
premier degré à une inconnue et quelques-uns à deux in-
connues. Une épigramme grecque, renfermant une ques-
tion d'analyse indéterminée, a été découverte en 1773 par 
Lessing dans la bibliothèque de Brunswick el ill'a publiée 
dans le tomeF% p. 421, de son ouvrage intitulé ; Bei-
trage zur geschiehete wid litteratur: documents pour 
l'histoire et la littérature. 11 y a neuf conditions à rem--
plir. Nous donnons ci-joint le texte grec et une traduc--
tion vers pour vers presque littérale el qu'il faut lire 
avant de continuer. L'épigramme est suivie d'une scolie 
grecque qui donne les nombres suivants sans dire com-
ment on les a trouvés. 

Soient 
Nombres. Nombres. 

B Taureaux blancs. b Vaches blanches. 
N — noirs. n — noires. 
J — jaunes. j — jaunes. 
T — tachetés. t — tachetées. 

C ) L'édition la plus complète et la plus récente est celle qui a été don-
née par Frédéric Jacobs (1813-17 ; en 3 vol. in - 8 ; toutefois, on a omis 
Tépigramme d'Arcliimède. 

llullciin malhcmnllqur, t. (Août iSS") ) 8 
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B rrr 8 2 9 3 1 8 5 6 o = | T Î - f - J 

b = 576508800 = ^ de 2« 

1405827360 

IS 596841120 = r ^ T - f - J 

72 3 9 1 4 5 9 6 8 0 de 3« 

988300800 

i3 

3". 

T=r 588644800 J 42 

t :r= 281265600 = —(le 4^" 

869910400 

J rrr: 3 3 1 9 5 0 9 6 0 

l 3 j =: 435137040 — 

767088000 

Total des quatre troupeaux : 4^3112656o. 
Ces nombres ne sont pas les plus simples, mais satis-

font aux sept premières conditions. Le scoliaste ajoute 
que B N est un carré et T -h J un nombre triangulaire ; 
ce qui serait conforme à la huitième et neuvième condi-
tion ; mais cela n'existe pas. On voit de suite que ces nom-
bres sont tous divisibles par 80. Eifecttiant la division, 
on trouve 

Troupeau ; . . 
B = fo366482 
b =z 7206360 

17572842 



( " M 

Troupeau ' • | 

Troupeau. . . 

N = : 746O5I4 
n c::? 4898246 

12358760 

7858060 
t = 85I5820 

10878880 

J =Z 41493B7 
J = 5489218 

9588600 

414(5387 =:9^I 1.4657; 

4657 est un nombre premier. J n'est divisible ni par 11 
ni par 4^57; ces nombres sont donc les plus simples qui 
satisfont aux sept premières conditions. 

Le total se monte à 50889082, renfermant : 

Taureaux 2 9 8 3 ^ 4 4 8 

Vaches 2 1 0 5 4 6 8 9 

Total. . . . 50889082 

29334443 = 6299 4657; 

deux nombres premiers qui ne divisent pas le nombre des 
vaches. 

La huitième condition est que B N soit un carre; 
or,' " 

B-h N rn 17826996 = 4-ï 1.29.4657. 

En-multipliant donc tous ces nombres par 

3 . I I . 2 9 . 4 6 5 7 = 4 4 5 6 7 4 9 , 
8. 



OU satisfait à la liuitième condition et Ton trouve 

!

B =:46!XDo8o8âè7oi& 
b =32116937723640 

7831774601065a 

i N = 3 3 2 4 9 6 3 8 3 0 8 9 8 6 

2Mroui>eau i ' 21807969217254 

\ 550576075262^0 

l T = 3 2 7 9 3 0 2 6 5 4 6 9 4 0 

3' Troupeau K ^ 1 5 6 6 9 1 2 7 2 6 9 1 8 0 

( 4 8 4 6 2 1 5 3 8 1 6 1 2 0 

{ J = ^8492776862863 
Troupeau \ j = 2 4 2 4 1 1 0 7 0 9 8 5 3 7 

Taureaux 1 8 0 7 3 6 2 4 9 5 0 5 8 0 7 
Vaches 9 8 8 3 5 2 4 1 8 0 8 6 1 1 

Ttrtaî 2 2 4 5 7 1 4 9 0 8 1 4 4 1 S 

Il ne reste plus que la neuvième condition à remplir^ 
savoir que J -F T égale un nombre triangulaire; mai& 
B -H N devant toujours rester un carré, il faut multiplier 
tous les nombres trouvés par la quantité indéterminée û  
el nous devrons satisfaire à 

(J T) î/̂  = 51285802909808 tt'= 

10257 1605819606 k' = -f- or, 

2x1=— I ±: 102571605819606 u' -h 1. 

La quantité qui multiplie 4 est paire sans être divisible 
par 4 ; donc le coefficient de û  n'est pas un carré parfait ; 
par conséquent, il existe une infinité de valeurs ration-
nelles et entières de u qui donne pour radical un nombre 
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entier nécessairement impair (LEGENDRE, Théorie îles 
nombres) et x sera entier et positif-, au résumé, il s en-
suit que la question a un nombre infini de solutions. 

Si Ton n'avait égard qu'aux taureaux, on auraitpour sa-
tisfaire aux trois premières conditions : 

• = 

N =r 1602, 

T — I 5 8 O , 

J = : 891, 
B 4- N = 3828, 
T + J 247 I . 

Quatre savants se sont occupés de ce problème. Le rec-
teur Christian Leist a montré non-seulement Fexactitiide 
des nombres donnés par le scoliaste, mais a trouvé les 
nombres les plus simples donnés ci-dessus. Son travail 
est inséré dans l'ouvrage de Lessing cité ci-dessus, 

A l'occasion d'une solennité académique qui devait avoir 
lieu, MM. Struve père et fils ontpublié l'opuscule suivant: 
Altes griechisches Epigramm mathematischen Inhalts 
•von Lessing erst einmal zum Drucke befordert jetzt neu 
abgedruckt und mathematisch und kritisch behandelt: 
Ancienneépigrammegrecqued'une teneur ma thématique, 
publiée pour la première fois par Lessing \ éditée de nou-
veau et traitée sous le point de vue mathématique et cri-
tique par le D* J. Struve, directeur du gymnase royal À 
Altona et le D' K.-L. Struve, directeur du gymnase com-
munal de Königsberg, père et fils. Altona, 1821-, in-8 
de 47 pages. 

Le texte original de quarante-quatiie vers, alternalive-
ment hexamètres et pentamètres, a la page 7-, il est 
suivi d'une traduction vers pour yet/s -, viennent ensuite 
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des calculs beaucoup trop longs pour les lecteurs auxquels 
ils s'adressent. Nous les avons rapportés ti-dessus en 
changeant l'ordre , moyen d'abréviation. Les calculs sont 
du père; il croit que le nom d'Archimède' est une pure 
invention. En effet, cette épigramme est complètement 
étrangère à l'esprit des travaux qui appartiennent incon-
testablement au géomètre sicilien Struve père pense 
même que les deux dernières conditions ont été ajoutées 
depuis. C'est encore probable, car les solutions du sco-
liaste pour les sept premières conditions sont justes et 
on lui fait dire une chose fausse pour les deux dernières 
conditions. D ailleurs , la neuvième et dernière condition 
consiste à résoudre en nombres entiers l'équation indé-
terminée 

ajo' -h i —y\ 

a n'étant pas un carré ; solutions que l'on ne connaît que 
depuis Pell [1666). Struve dit que c'est là le nœud gor-
dien, Il n'y a rien là de gordien; le setd embarras est la 
longueur des calculs qui ne valerit pas la peine d'être 
faits. 

L'opuscule est terminé, à partir de la page 38 , par les 
observations critiques qui sont de Struve fils. Nous les 
avons indiquées au bas du texte. Du reste, il déclare ne 
rien comprendre aux vers 35 et 36, à cause de l'expression 
7i>tv9oy. Car les Grecs avaient diverses dénominations pour 
les nombres solides (ÎTÊ-EÛ;) résultant du produit de trois 
facteurs : les trois facteurs étant égaux; (yÇitjvia-
xoi, coins, les trois facteurs inégaux; 3̂  J'ô /Ĵ es-, pou-
tres, deux facteurs égaux et le troisième plus grand; 

ÎT Ai vr/ĉ g 5", briques, deux facteurs égaux et le troisième 
plus petit. Ainsi TrXivOg ne peut signifier un carré comme 
cela devrait être. L'auteur soupçonne que le passage est 
corrompu ou qu'il y a qttelque omission. Nous verrons 
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une autre explication dans la brochure suivante à laqueUê 
donna lieu une autre solennité académique : Admbnù^ 
riam Kregelio-Sternbachianam in auditorio Jurecon-' 
sultorum die XVII;w/zïMDGCCXXVIII.H,IX ce/air««-
dam invitant ordinum academiœ Lips, Decani Seniores 
ceterique adsessores. De archimedis problemate bovino. 
Brochure in-4 de 12 pages. 

Charles de Sternbach, homme généreux, avait in-
stitué un prix d'encouragement pour l'étude des ma-
thématiques à Funiversité de Leipsig. M. Frédéric-
Edouard Thieme, jeune homme versé dans ces sciences, 
lut cette production pour célébrer Taniversaire de Stern-
bach. L'auteur critique vivement l'œuvre des Struve et 
blâme àvec raison certaines jovialités qui sont d'un goût 
un peu hasardé, et il propose une exégèse qui amène des 
nombres complètement différents de ceux de Struve. Il 
conserve Ttrpxxi ̂  tnot final du verset 24 du manuscrit que 
Struve a remplacé par uTfiKtŝ  ce qui change lac sixième 
condition en celle-ci : Les vaches tachetés formaient les 
quatre cinquièmes plus les quatre sixièmes de toute la 
partie jaune. Alors les nombres suivants satisfont aux 
sept conditions : 

/ B 48066018 

i-^Troupeau. . . . . . M 4 7 9 8 » 9 4 o = ^ de 2« ^ 

( 96053958 
N 34591986 

Troupeau ^ 4 7 6 7 8 0 5 4 = ^ de 3" 

^ 82265040 
/ T 34116940 

Troupeau . . . . . . M 71823-180 = ^ de 4̂^ 

105940120 
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i 

I 

, J 1 9 2 3 9 3 6 3 

Troupeau \ j 2 9 7 8 0 9 8 7 = ^ de 1« 

48970350 

Le nombre des vaches est plus grand que celui des tau-
raux, tandis que c'est le contraire dans le calcul précé-
dent. 

Le changenient le plus important est dans les vers 35 
et 36 que M. Thîeme lit et ponctue ainsi : 

. . . Ta wîfi fiijKioiyTtciyrij 
ritu%?\.ayro TeXlvba SFIFUKIJJÇ- TTÎ^ICL, 

Le sens est : Quant à ce qui concerne les côtés qui cir-
conscrivent de toutes parts, les plaines de la Sicile étaient 
remplies de c'est-à-dire que chaque côté du carré 
B H- N doit être un nombre brique; de sorte qu'on doit 
satisfaire, dit M. Thieme, à ces équations 

(B-f-N ) = 3828 
= le carré d'un nombre brique = j» [y — zf, 

( T = 2 4 7 1 ^ 

un nombre triangulaire = iii^i-t-i^, 

( B - 4 - N 4 - T H-J)A; = 6 2 9 9 ^ 
-f- 1) 

= un nombre triangulaire = —^ 

Pour satisfaire à la première équation, il faut que Ton ait 

^ = 1 9 1 4 / % 
et, par conséquent, 

4 9 4 ^ • ' 9 * 4 = " > 

I2v598. 1 9 1 4 — -f-

Il est impossible de satisfaire simultanément à ces deux 
équations, mais la iroisième équation n'est pas exigée. 
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La seconde équation donne un nombre indéfini de solu-
tions; la première équation devient 

3 8 2 8 r 
3 8 2 8 r = : J ( J — z ) , 3 = J — 

il suffit de prendre 
X = r et / • > 3 8 2 8 ; 

il y à donc une infinité de solutions. 
M. Thieme croit que Tépigramme est d'Archimède, 

parce qu'elle est citée sous ce nom dans une scolie sur le 
Charmide de Platon et dans l'ouvrage de Héron d'Alexan-
drie sur la nomenclature des vocables géométriques. Ce 
sont de bien faibles arguments. M. Thieme tient de son 
collègue M. Molweide, que Gauss avait résolu le pro-
blème, mais en adoptant les énoncés du scoliaste et de ses 
interprètes; ces énoncés étant faux, à ce que pense 
M. Thieme, cette solution ne se rapporte pas à la pensée 
d'Archimède; c'est ce qui l'a engagé à ne pas s'adresser à 
Gauss pour demander sa solution. Cette abstention est 
regrettable. 

Nous devons la communication de cette brochure et de 
l'opuscule de MM. Struve à M. Vincent, membre de l'In-
stitut, qui fait un usage si libéral des ouvrages d'érudition 
qui composent sa précieuse bibliothèque. 

nPOBAHMA 
"(tm^ A'PXIMHAHS B i'XIY^ÂFIJTC^.IRIV TV^ÀY TÙIÇ tv ' AXe^ctv^pitci 

TTtp) TUVTCt Tfpctyftccrtvof^ivoiç ^iJTtlv ÛTféa-TttMv, 
£V R^ %PO<F 'EPATOSGENHN TÛV KYPHNAION. 

ÉîTKrrflAij. 

V itXioio Ccav, a ^tlvty jitiri^y/S-ovy 
irriia-xçy il ^irix^iç ToÇr/iç, 
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nôtrç^ ¿P év TFi^lûiç ^t^iXijç TTor ï^off-p^iro vtjtrou 

iQptv»x.ifiÇy TiTfX^ij (rrt^iúL ĵíerâ gvjy, 
5 . Xfotiv àyiÂM'O'ÛVTCt' TO ¡ttiv XtVKOtO yCÙ?iCt^TOÇy 

iívítve» ^^ertpo? Áetfcvo^tvdv, 
AAAöye fciv íuvOoVy TO c'è 7roix.i>^óv, Ev OÍ íkattúú 

^Tllpit tvetv Tuvpoi TTÁiíOtTt QftBo^tVOl 
'LvfifCtTplltç TOtíjTi'iTtTíU^ÓTtí. ' ApyÔrpl^UÇ It4,lv 

IO. ik.vxvíav Tuvpcûv ìj feiern t^Itu ^ 
RÄ/ ^uvOolç o-ú^Trocfrty '¡<rcùÇj CÙ ^îivt, yö̂ jcöv. 

AvTUp ^VttViOVÇ TU TiTpXTM f4tpl ì 
MIKTO^^ÓM KUL 7RTF>I7FTA)Y\TL ^UVOOÌA-T T\ ^CIA-T. 

Touç i^roMt^o/tcîvûvç Tfonctxô^oûonç uOpíí 
l 5 . 'A^YIVTAV TUVPOFV ÌKTU FAIPU, ECÌOF^ÚRCO re , 

Koct ^ecvOolç etuTlç %-utív ia-oi^ûf^ivouç. 
&i}XiUi<rt J^Ê Covri tÚ Ì'ÌtiXìto' Mvk¿Tí>i^v¡tfiiv 

Hrav cu/tc^eio-íjf tcuccvo^Ç uyzXvjÇ 
t f \ / \ \ ^ TMTpirotTU Ti flipu Kott TiT^UTCa CiTpî^îÇ iQ-ttl, 

20. Avrctp Kuoivtaii tu rerpuTu Te TTUPíív* 
MiKTO^poav Ksti Tréjtc^Tûtt àjuûv jtcepet î<roi^ovTo, 

'Evv Tccvpotç TTcta-av eW vofz.ov ep)(^of4,évav, 
^èty'eXij'î'Xif^Trra) /tcéptt i^e Ket'i eKTu 

nolKlÄXt la-áptO^OV TTÀÌ^OoT i^OM UTPiKiÇ (*) . 
25. Ĥ vôûii '̂ipiô̂ evvTo î épcuç TpÎTûv i}ĵ ío-íi 't(rai 

'Apyevvijç kyeXviÇ eQè'ofcù.TCO T\ fiepet. 
Seîve, o-u ê^'ieÀoto ^¿TÇ TT OVOLI ETTPTKTÇ ETTRA^V. 

ftev Taúpav ^ccTfleÇéuy ûptO/uoVy 
XtfpW ^'ccù bixeict.1 'ta-ctl KotToi XF^Î^^ eKutrrXf. 

Ow fAyjvTícú ye cro^oÎç evecplOuiaç, ùxx'lBi cppâ^eu 
Kec) ràĴ g TÚVTOC Coav veXloio 

ApyoTpt^iç Tuvpoi jteèv eVfi fci^uiotTO) wAiyÖyv 
• Kvuvéotç 'ta-reuvTe^TriSoy ¡<rú/UiTf¡of 

35. Eia- CûBoç tlç- eu por re rà cT ' ¿w -TreptfiiiKiu. vcívTtj 
n/fíTrAavTO çrA/vôoy ®pivu.kI>¡<Í Tteèltt. 

"ECCM^OI ^AOT elç'ev ÌF-TT TÍOÍKIÁOÍ uOpoicrOevreç 

(*) Dans le manuscrit il \ a TtT/!«;^?-
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Iff-ravr' è^ivoç ¿¿^^(^ôfAivûi 

TiXUQuvTiç ri rptK^ûKrTriê'ôv' ours tf^og-ovtîiIv 

4 Q . ' A^Xop^^ovy Tetv^m^ovT^ îTTiMtTfO/xiyAiy. 

Tsturec FFVVÎ^IVPÀV KSI) \yt TIPCCTTL^IO-TRIV À^POIAIÇ, 

Ktti '7r>iijBecûv «̂ OIJ'OYF, à IÉVÎ, %ctrtx ftérp» 

' K u J ) û a y viKtjÇoOûç' t(rBi re îravr̂ wç" 
KTKOI^EVÛÇ raCr^i ofATFiicç gv o-o^/^. 

Notes philologiques. 

npx'),/j!,aTêyûf/.éTOiç, le manuscrit a irpAy/j.xTiiy.ivo);. 
Vers 8. Il faut TTÀJÎÔêï. 
Vers 13 et 21. MIKTOXP^^^ J probablement des fautes d'impression; peut-

étré pointillé, piqueté de diverses couleurs, tacheté. 
Vers 14. UciKhoxp '̂Toiç, c'est ainsi dans le manuscrit. Lessing a mal 

corrigé en écrivant 7rQix/xo;;tj!o.<ç, il ne s'est pas aperçu que c'esl un vers 
pentamètre. 

Vers iG. Aùrig; Lessing met (/.orouç ; probablement une faute d'impres-
sion. 

Vers 22. Lessing met Tvxcrnç. . . €p;to/xov)jç. 
Vers 23. L. a/sA»??; il faut i'atyiXnç. 
Vers 24. Lessing met e^ov. ^i^px^», ce qui ne présente pas de sens, car 

le vers finit au dernier mot ; on propose de lire aTpixwç. 
Vers 29. L. 
Vers 3i . L. «v vpiHua'tç. 

T R A D U C T I O N . 

Problème que, dans une lettre adressée à Ératosthène de Cyréne, Archinièdi: 

a proposé à ceux qui s'occupent de ces matières à Alexandrie. 

O a m i ! ca lcule-moi le n o m b r e de bêtes à ' c o r n e s de HélioSy 

mais penses-y sérieusement si tu prétends à la science. 

En quel n o m b r e paissaient-elles dans les plaines de la Sici le , 

r î l e a u x trois angles? Elles se partageaient en quatre t r o u p e a u x 

5 . divers en couleur . L ' u n était blanc c o m m e du la i t , 

l 'autre brillait d 'une couleur n o i r e , 

un autre était j a u n e et encore un tacheté. Chaque t roupeau 

renfermait des t a u r e a u x en g r a n d n o m b r e et ils étaient 

les uns a u x autres dans ces rapports : I . Les blancs étaient autant 

10. que la moitié et le tiers ensemble des noirs 
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plus tous les jaunes; ainsi remarque bien cela. 
II. Ensuite les noirs égalaient la quatrième . 
et cinquième part des tachetés, plus encore tous les jaunes. 
III. Considère les tachetés encore restants; 

i5. au sixième et au septième des taureaux blancs, 
plus au nombre total des jaunes, ils sont égaux. 
Il y a encore les vaches. IV. Les blanches 
étaient du troupeau noir entier 
exactement le tiers plus le quart. 

20. V. Les vaches noires autant qu'un quart 
et un cinquième de tout le troupeau tacheté, 
lorsque ce troupeau paît ensemble avec les taureaux. 
VI. Les vaches tachetées faisaient un cinquième plus un sixième 
de toute la partie jaune. 

25. VII. Les vaches jaunes autant qu'un demi-tiers 
et un septième de toute la partie blanche du troupeau. 
Ainsi, si tu me dis maintenant nettement le nombre des bétcs à cornes de 
à part le nombre des taureaux bien nourris, . [Hélios, 
à part les vaches et combien de chaque couleur, 

3o. on ne t'appellera pas maladroit ni inexpert dans les nombres, 
cependant on ne te comptera pas encore parmi les savants. Car, viens 
ce qu'on rencontrait chez les bétes à cornes de Hélios. [et dis-moi encore 
VIII. Si la foule des taureaux blancs se réunissait 
aux noirs, ils présentaient une surface égale 

35. en longueur et en largeur. Alors leur grande étendue 
remplissait de son aire toutes les plaines de l'île aux trois angles. 
IX. Ensuite, si les taureaux jaunes réunis aux tachetés 
se formaient avec un en téte et croissaient successivement de un, 
ils formaient la figure d'un triangle, sans qu'il y eût avec eux 

4o. des taureaux d'une autre couleur et sans remarquer leur abscense. 
Si tu trouves cela et le mets dans ton esprit, 
si tu peux, 6 ami, indiquer la mesure de tous ces nombres, 
a l o r s avance glorieux, triomphant; sois convaincu 
(¡ue tu es un homme accompli en cette science. 

Note, Les cliillrcs romains indiquent les neuf conditions. 
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B I B L I O G R A P H I E DU J E U D E S É C H E C S . 

Beaucoup de géomètres jouent aux échecs ; tous du 
moins connaissent cejen, qui exige mentalement des so-
lutions continuelles et successives de problèmes de la 
géométrie de situation 

Nous croyons que cette Note peut n'être pas sans in-
térêt et réclamons l'indication d'ouvrages omis, d'éditions 
omises et des renseignements divers. 

i5r2. Damiáno : Libro imparare Giuocase. Roma 
( italien et espagnol ). 

i55i. Lopez : Libra de la invención liberale y arte de 
juego del Axedres en A'cara. 

1617. Selenus (Gustavus) : Das Schach und KönigspieL 
Leipzig-, in-folio. Le nom véritable de l'auteur est Augus-
tus Htmeburgicius devenu duc de Wolfenbuttel, prince 
très-savant. 

1663. Gustavus Selenus, id est Augustus herzog zu 
Braunschwey und lünen, Schach ader Königs-Spiel. 
Frankfurt, in-i2. 

1664. Christophorus Weickman : Neu erfundenes 
grosses Königs-Spiel, v\ elches sich mit dem Schach-Spiel 
in etwas zwar verglicht, jedoch aber von demselben darin 
unterschieden, das vie jenes nor selb andern, dieses selb 
dritt, wiert, sechlsund selbachtgesppieltwerdenkann,etc. 
Grand jeu royal nouvellement^inventé, qui ressemble en 

C ) Les jeux de cartes ne sont que des combUs de nombres de l'Arilii-
momachie. Remplacez les figures par des nombres ci les couleurs par des 
indices, personne ne voudrait jouer. 
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quelque cKòse au jeu des ècliecs, mais en diffère en ee 
que celui-ci ne se joue qu'à deux, tandis que l'autre peut 
se jouer à trois, à quatre, à six et même à liuit, etc. 
Ulm; in-folio. 

1667. Garera: Del gitioco d egli scaccili. Fiossi. 
1673. Holli : Osservationi teoriche pratiche sopra il 

giuoco degli scacchi. Bologna. 
167... . Barbier: Game of Chess play.,'being a princely 

exercise, wherein the learner may profit more by reading 
this small book, than by playing a thousand matchcs 
Loud.-, in-8. 

1679. Palamedes redivivus, das ist, unterricht von dem 
stimm oder Schach-Spiel, Picquet-Spiel, und Thum-
Spiel, Rumpfordnung und Regeln von Billard. Leipzig, 
i679 ; in- i2 . 

1694. Th. Hyde : De ludis orientalibus, lib. 11. Oxonii ; 
in-8. 

1699-. Greco (Calabrois) : Le jeu des éehecs, traduit de 
Fitalien. Paris. 

1725. Joannis Rezzetti : Ludoruni scientia. Venetiis; 
in-4^ 

1737. Stamma : Essai sur le jeu des échecs. Paris. 
1730. Dal Rio : Osservazioni pratiche sopra il giuoco 

degli scacchi. Modena. 
lySg. Euler: Solution d'une question curieuse qui ne 

paraît soumise à aucune analyse sur la marche du cava-
lier sur Téchiquier (Mémoires de l'Académie de Berlin, 
tome XV, page 310). 

1766. Cozio : Il giuoco degli scacchi^ deux volumes. 
Torino. 

1771. Vandermonde, Académie des Sciences, pro-
blème du cavalier, p. 566. 

1773. Colini : Solution du problème du cavalier au 
jeu des échecs. Mannheim. 



1775. Foiri'jSG. , : 
1777. Pliilidor : Analyse du jeu des échecs. Londres. 
1782. Pouziani : Il giuoco incomparabile degli scacchi. 

Modena. . . 
1786. Traité théorique et pratique du jeu des échecs 

par une société d'amateurs. Paris. La première édition 
est de 1775, 

1792. Zuylandde Niewelth: Supériorité aux échecs, 
mise à la portée de tout le monde ; in-8. 

1808. Sarrat : Treaties on the game of chess. London; 
deux volumes. 

1811. Allgaico: Neue theorischepracktsche anvveisung 
zum schachspiel. Wien. 

1812, Anonyme : Il giuoco incomparabile degli scac-
chi. Venezia. 

181̂ 7. Kenny's chessgramtnar. London. 
1818. Chess exercise. London. 
1818. The games of the match at chess played between 

the London and the Edinburgh chess club with back 
games. 

1818. The games of the match, etc., with back games 
by the comity of Edinburgh. 

1821. New treaties on the game of chess upon a plan 
of progressive improvement hitherto unattempted. Lon-
don. 

1822. Cochrane : A treaties on the game of chess. Lon-
don. 

18 23. Nouvelle notation de parties et coups d'échecs, 
etc., par une société d'amateurs et Philidor. Paris; in-8. 

1825. Anonyme : Studies of chess. London. 
1825. Reingantim (Benoni) : Oder die Vertheidigun-

gen gegen die gambitzuge. Francfort. 
1826. Silberschmidt : Die neue endeckten geheimnisse 

im gebiethe des schaclispiels. Braunschweig. 
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1826. Ciccolini : Del cavallo.degli scacclii. Paris. 
1829. Silberschmidt : Angriff in Verilieidigung gegen 

gambitzuge. Braunschweig. 
1830. Problème du cavalier. Théorie des nombres dé 

Legendre .3® édition, t. II^p, i5i . 
1831. Lewis: A series of progressive lessons on the 

game of chess. London. 
1832. Lewis : A second series of lessons on the game 

of chess. London. 
1832. Fift games at chess. London. 
1833. L.-C. delà Bourdonnais: Nouveau traité du jeu 

des échecs-, deux volumes (rare ). 
i833. G. Walker : A new treaties of chess. London. 
i834* Philidor and his contemporaries. London. 
i835. Chess made easy. London. 
1835. Chess for beginners. London. 
1836. Greenwood Walker : A selection of games at 

chess played in London by the late A. M. d'Ounel and de 
la Bourdonnais. London. 

1837. .The match played by the chess-club of Paris 
and W^estminster. London. 

1837. A. Alexandre : Encyclopédie des échecs, ou Ré-
sumé comparatif en tableaux synoptiques des meilleurs 
ouvrages écrits sur ce jeu par les auteurs français et étran-
gers tant anciens que modernes, mis à l'usage de toutes 
les nations par le langage universel des chiffres. Paris ct 
Londres. 

Format atlantique 5 les explications sont données en 
quatre langues: française, anglaise, allemande et ita-
lienne. Prix : 3o francs broché; et 36 francs cartonné. 

184 On the knights move at chess, Cambridge and 
Dublin mathcmtic journal, série. Vol 111, page 333; 
par le révérend Moon. 

1849« Introduction pratique an jeu des échecs, com-



prenai^ le Gop)ito|ie Dain^^o, T Anonyme de Modène^ 
^ ia CeiiturîWile LoUi, etc., publiée j^r Poirson, Prug-

1849. K l̂ing (X) : The^chess EuclidX a collection of 
200 chess problems and end-games. In-8 ; with ; 

X à 1851. Le Palamède, revue ménsuelle^^^ lcbecs 
et autres jeux. ^ 

i'® série, par M. de la Bourdonnais, de i836 à i84o; 
3i moiyn^8 et 4 mois in-12. 

série, par M. Saint-Amant, 1841 à 1847 ? grand 
raisin. 

3® série, La Régence, faisant suite au Palamède 1849 ? 
i 8 5 o e t i 8 5 i . 3 vol. in - I2 . 

1851. Volpicelli : Sur le problème du cavalier [Comptes 
rendus des séances de VAcadémie, t. X X X I , p. 3 i 4 ) -

1854. Sur le problème du cavalier au jeu des échecs 
[Nouvelles Annales, tome XIII, page 18.1 ). 

Rabiano (comte de) : Les échecs simplifiés et ap-
j^rofondis, ouvrage entièrement neuf, dans lequel une 
théorie générale et facile ramène à l'unité rigoureuse les, 
préceptes de détails, règles, etc., épars dans le traité 
in-8. 

184 Witcomb'.Traité du jeu des échecs, p^r M. Le-
wis, traduit de l'anglais par H. Witcomb et arra.ngé selon 
le système lexicographigue de M- Kieseritzky (*). In-8. 

. Ferdinand Minding : §ur i a marc]^%^u cava-
lier (Jbwmai t. XLIV, p..73Veh allemand). 

rfok à Paris en i853'5u;iÎ854, Î ' 

Bullêtkn-^naihémaiifjue, t. (Septembre i855.^ 



PROBLtP m B 
(voir page 119}. 

L^oçuscule dont il est question (p. 119) est de M^Per-
mann (ëbàefc^di) et non de M. Edouard Thi^eèl^^^i 
a seuleiÎttiait prononcé le discouJ5^d^àppaírat pour lit so-
lennité'ficaaémique. C'est à l'obBl^nce-de M. Vincent 
que je dois encore cette correctioii. ^ ^ 

INesselmann (G.-Hi-F), dans son célèbre oùvWge sur 
l'histoire de l'Algèbre chez les Grecs (**), consacre les 
cinq dernières pages à notre problème. Adoptant l'opinion 
de Klûgel et de S. Struve, iftait ressortir l'impossibilité 
d'attribuer une telleproductioti à Archimède, et, d'après 
le mauvais goût que l'on remarque dans le stylé et la fac-
ture poétique, Nesselmann pense que cela peut être le 
travail d'un écrivai» du xiv® siècle, et même plus récent. 
Car Plaiiude et Krephalas, auteurs du xiv® siècle, qui 
recherchaient avec ardeur de semblables bagatelles, 
n'ont pas admis ce# problème dans leurs collections;^" 
La huitième et la neuvième condition sont, ,selon l'o-
pinion de MM. Hermann et Nesselmann, une super-
fétatîon faite postérieurement à la solution donnée 
par le scoliaste. Car cette solution est èxacte poûr lès sept 
premières conditions et faùssie pour les deux dernières, 
qui paraissent avoir été ajouJtéésr?|i;a%qttelqtt'un entière-
ment é t r a ^ r à U'science des nonibres, ét qui^est àmt^, 
à proposer lâne diflScuite dont il ne copip^hait pas 
portée. MM. Struve, Hérmanri ^ Nesselmann - font à ce 
sujet des rai^iine^lients^ur l'éte^ij'iè^la Sicilef siir le 

(*) YOÌV Bibliothèque des aul&urs ^Îasiiquès;gE€cs ef "romami, par Guit-
laume Engelmann. Paris, p 4 7 J ^ -, . 

(**) Die algebra der Griechen. Berlin, 1842; iti-8. 
• 



( ) 
nombre des bêtes à cornes qu'elle^œut contenir, nourrir, 
sur le rapport entre lesJiœufs etlès vacl^^ietc. Comment 
des esprits aussi sérieux, aussi distingués^^peuv^gt-ils se® 
livrer ^^^^s t̂ojbJables considérations à prQnos d'un ba-
dinagél^Kr^fe où Fauteur n'a eu pour but que de donner 
une forme dramatique à une question d'arithmétique (*) ! 

B I B L I O G R A P H I E . 

TRAITÉ D'ARITHMÉTIQUE THÉORIQUE ET PRATIQUE e n r a p -

port avec les nouveaux Progranvties d'enseignement, 
terminé par une petite Table de logarithmes disposéç 
comme les Tables de Callet ; chaque théorie est suiviê ' 
d'un choix d'exercices gradués de calcul et d'un grand 
nombre de problèmes ; par le P. P . Faton, de la Com-
pagnie de Jésus. Paris, i 8 5 4 ; in - 1 2 de Yiii-SaS page§4 

Avec l'épigraphe : Deus scientiarum dominus "èàt 
( I % g . n ) r ) . 
L'auteur anonyme de l'ouvrage : Ariihmetices intro^ 

ductio ex variis authoribus concinnata, i 5 4 6 , in-4 7 a 
pris pour épigraphe le distique suivant : ^̂  

Ingenuas ridens artes mercator avarùs,^,^ 
Negligit hanc minime,proifenit unde lacriim,, -

En effet, ceux même qui font le moins de cas des arts 
libéraux, ne négligent pas la connaissance du calcul, au-
tant qu'elle est nécessaire à leurs intérêts ; ils cultif^ey 
volontiers lès procédés sans s'enquérir des principes logi-
ques. N'ayant égard qu'à ces dispositions mercantiles^ les 
arithiSètiques ont été dans le moyen âge purement ¿/eim'/;--

— ¿JM , 
( * ) Le catalogue imprimé{1740) manuscrits de la Bibliothèque im-

périale porte répigramme de î o^^mo..̂ us îe numéro 2448. H jpeujt-être ^ 
des varitates. ( BR̂ TQ̂ H J>E 

C'^^j^^^îletBachelier, Prixl^l^«, " îffT ' ' 



( i 3 . ) 
lives et les arithmétiques rdisonnées ne commencèrent que 
vers la fin du xvii® siècle. C'est une preuve évidente du pro-
grès de l'esprit humain qu'aujourd'hui tous les Traitésd'A-
rithmétique lés plus lisuels ont le caractère démonstratif. 
Toutes ces opérations., en dernière analys^^âe^îëduisent 
à avoir des procédés pour compter, soit en avant, soit en 
arrière, le plus rapidement possible ; les moyens logiques 
sont restreints, et il n'y a de diversité que dans l'exposi-
tion, dans Tordre de succession. f ; 

A commencer par les définitions, nous croyons qu'en 
thèse générale il ne faut jamais définir un objet avant que le 
cours du raisonnement ait amené la nécessité de définir 
cet objet. D'après ce principe, les définitions que donne 
l'auteur dans son Introduction nous paraissent déplacées : 
grandeur, continuité, discontinuité, entier,fraction ^Xmxr 
tes ces notions ne devraient ajSparaître quepl|is loin. Unité 

nombre sont les deux seuls objets à définir. Ce n'est 
qu'après la division que se manifeste la nécessité de faire 
la distinction des entiers et des fractions. On a omis la dé-
finition de compter, définition capitale 5 toute l'arithmé-
tique n'est que l'art de èompter promptement en avantvers 
-1- 00 (addition), en arrière vers —oo (soustraction) 
Pour faciliter l'étude, on devrait mettre à la fin une table 
des objets définis avec renvoi aux pages du livre, et, pour 
le même motif, une table des principes et des théorèmes 
telle qu'elle a été donnée par Bezout et reproduite récem-
ment dans la petite arithmétique de M. Rambosson. 

Eés quatre opérations sontd bien analysées, qu'il pa-
rait impossible de ne pas comprendre; toutefois, on s'est 
trop étendu «ur la division : l'exposition de M. FaijLcheux 
[Nouvelles Annales^^, 5i )̂ .paraît préférable. Les exem-
ples sont généralement bien choisis et souvent instruc-

( * ) L'ouÉli de cette distinction a Conduit M. Bertrand à introduire gra-
luUément dans ÎM^gèbre des coni>enil(im scabreuses {Algèbre, 9). 



tifs; la divisibilité des nombres, si nécessaire à la théo-
rie, est traitée,ayeç,^oin,% on fait usage de notations 
littérales ; on aurait désiré y rencontrer 11 ̂ ét^ode dçs 
tranches [Nouvelles Annales, p. i i8 ) . Il paraît utile dfei 
faire précéder les fractions de quelques considérations 
sur les séries des nombres consécutifs fractionnaires, par 

, 2 3 4 2 3 4 Ji M. exemple - , etc. ,"-, - , - , ^ , e t c . , e t m o » 

trer les termes égaux qui se rencontrent simultanément 
dans ces séries, ce qui conduit à la théorie des nombres 
premiers, etc. Le calcul décimal est la description de no-
tre système métrique. On y fait l'observation instructive 
que la vraie mesure du mètre n'est pas 
mais iiî sncs^335 ou bien 18. Dans un 
ouvrage uniquement destiné aux classes, est-il convena-
ble de donner les mesura anciennes? C'est douteux. On 
aurait mieux fait de rejeter ceci à la fin et en petit 
texte. 

L'exercice sur la longueur des ondulations lumineuses 
(p. 175) est-il bien adapté aux connaissances présumées 
des lecteurs.̂  

Les fractions périodiques sont développées, selon l'im-
portance du sujet, avec beaucoup de clarté. Le théorème 
de Fermât étant la base implicite de tout ce qu'on peut 
dire là-dessus, n'y aurait-il pas une économie de paroles 
à introduire ce théorème dans les éléments ? 

Le chapitre XI (p. 2o5) est consacré au|;jopérations 
abrégées et le chapitre Xïï aux approximations numé-
riques. Il semble que le chapitre XII devrait précéder 
le XP. Les estimations de degrés d'erreurs sont l'àme 
du calcul pratique, qui roule toujours sur des données es-
sentiellement affectées d'erreurs, et, soit dit en passant, 
toutes nos trigonométries sont défectueuses. Elles don-
nent des formules littérales sans nous apprendre les degrés 



( .o34 ) 
d'erreurs des appBcélions ««^ériques, Cî'est ainsi que 
Gauss a tfduveque le ThesauMs logqri$hmorum de Vega 
renfermejiplas âe cinq mille résultats tne^cts. 
"^Pour ces deux chapitres si importants^ l'auteur a con-
sulté l'ouvrage de M. Vieille : Théorie générale des ap-
proximations. L'ouvrage est cité p. 222 \ c'est une rareté 
i^H^egionihus nostris. 

La projidrtion géométrique , base des'opérations com-
merciales, fournit de nombreuses applications. Les solu-
tions reposent sur la méthode du baron Reynaud, la ré-
duc tion à r unité. 

Aux pages 263 el 265, on parle de mélanges et d'al-
liages directs et irwers€^.lùAi quoi consiste ici l'inversion? 

On donne comme question (p. 280) la course entre 
Achille et la Tortue; question célèbre dans les annales 
de la philosophie et qui jprésen|^ une difficulté réelle, 
lorsqu'on ne compare pas \e flux simultané des deux con-
tinuités, extérieure et intérieure, qèyeciiVe et subjective^, 
espace et temps ; le dx et le J i fluent simultanément. 
C'est pour n'avoir pas fait cette comparaison que M. le 
docteur Beaux (Jean-Jacques) est parvenu à cette étrange 
assertion, qaeVespace n'est pas divisible à l'infini (article 
Atome dans le Dictionnaire de Médecine de Nysten, 
1814). Le chapitre des logarithmes est terminé par une 
Table de i à 4000 disposée comme celle de Callet. C'est 
une bonne idée. Nous recommandons comme modèle de 
simplièité, de rigueur, sans cesser d'être élémentaire, ce 
qu'on lit sur les logarithmes dansr^m/i/wéa'ijrMe de Quer-
ret , ouvrage précieux, imprimé en province (Saint-Malo, 
1822; in-8 de 292 pages) et très-rare à Paris (*). 

( * ) L'idée du logarithme-limite est très-commode. Du reste, comme 
nous verrons, la véritable nature du logarithme n'a été connue que de 
Kepler. Tout logarithme est ^essentiellement infini. Le rapport de deux 
de cos infinis est fini. 



_ ^ , M. Fatà» âoniie des-
^ tion claire el suÉsanle de la règle à cafërf, instru-

xï^nl très-ûlile dans vie domestiqu«̂ ^ commerciale, 
jjpdustrièllé et S'alelier! Un md|én cerlain ^ ^ î̂éprècier 

instrument est d'en^xagére^ T utilité et d'en vouloir 
•ïprécomèer l'emploi horl^He ses liniités naturelles. Par 
quelle mtalilé ne pouvons-noiîs rien faire en France sans 
dépasser les bornes, sans pousser les meilleures choses 
jusqu'à ce qu'elles deviéniient mauvaises? 

' Si nolïs avions l'arithmétique à enseigner, nous adop-
terions comme guide le Traité que nous vendus d'analyser. 

. ^ . , . 

, INVENTION NOUVELLE EN L'ALGÈBRE, par Albert Girard 
.mathématicien; tant potir la solution des équations, 
que pour recognoistre le nombre des solutions qu elles 
reçoivent, avec plusieurs choses qui sontrnécessaires à 
la perfection de ceste divine science. A Amsterdam, chez 
Guillaume Jansson Blaeuw; M D C X X I X petit IN-4-
Au milieu du titre est une sphère armillaire à axe in-

cliné; à la droitç de la sphère, on voit Hercule avec sit 
massue et la peau ¿du. lion;xle Némée; à gauche, le 
Temps' avec sa faux. Au-dessous de la sphère on lit: 

^INPEFESSUS AGENDO. 

L'ouvrage n'a'.aucune pagination. Au bas, le registre 
Yà de A en H; chaque lettre renf^me litiit pages : ainsi 

"çn tout soixante-quatre pagèé. : 
i - L'ouvrage est dédié à M. Henri deBergaigne , capitaine 
^^lune compagnie 4e cavalerie pour messeigiieurs les 
Estais-Généraux des Provinces-Unies des Pays-Bas. Il dit 
qu'il lui offre tr^sçeûts Traités. Le premier est une 
briève iiilrodueti^ àriJ|^^thmélique , et les deux autres 
CQ^^nnent quelques]!^quveautés en l'algèbre et la géo-
riietrie inconnues des modernes et des anciens. 



Le premiier Traité débute ainsi: fcomplétSent 
inatique. Les commencements de l'arithmétique. 
tion des nombrés. 

masse. Nombre, mil, milion, çiil milions. 
2® masse, Bilion, mil biliQus, milion de bilions , 

milion de bi lions. . 
3® masse. Trilion, mil trilions , milion de trilions, 

mil miliolis ^e trilions. 
4® Quadrilion , etc. 
Chaque masse renferme douze chiffres. On voit que le 

bilion de Girard n'est pas le même que notre billion, 
même le trilion, etc. • 

De là, il passe aux quatrecowjfwg'̂ woAîi. Dans la sous-^ 
traction, le nonibre supérieur est le subject et le nombre 
inférieur Vexactpur, Dans la division, il remarque quê ^ 
le diviseur étant 19, le chiifre du quotient est la moitié 
du premier chiffre à gauche du diviseur s'il est pair, et 
la plus grande moitié s'il est impair. Cela n'est pas 
exact. Le chiffre du quotient peut être aussi la petite 

moitié, par exemple dans 

Comme préparation aux fractions, il indique comment 
on trouve le plus grand commun diviseur et le plus pe-
tit multiple de deux nombres donnés. Il donne en deux 
pages les quatre conjugaisons des fractions et finit par la 
règle de trois. ^ 

Il a les mots numérateur et dénominateur^ ce sotit\ -̂i; 
dit-il, les deux notes, note supérieure et noté infî^-i 
rieure. * ; T"'ï; , 

L'algèbre commence par les caractères des puissances 
et racines, V; 

CO5 CO dénotent les puissances secondes, ti#|es,' 
quartes, etc. 



m 
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A -0 49 déiiote lij^uÎssauçe tiei'Ci^ë U ^ c o n d e ^ 
ou la r à ' ^ e carrée 

11 ajoute: Com&e y/~ est én usagê ^ oft le^o^rrâ^refi-^. 
dre auliewde (J) , et den^me-^^ au l i e u e t c 
il indique aussi ce signe œ. " " 

è^' ''' . .i''-' •„• mi 
. • . . 

•.•m't.' 

Des caractères de conjonctions et disjonctions 
appelez signes. ^ 

-h s'appelle plus, vaut autant à dire que ei, ou bien 
encore; •• 

— ot#-7-signifie momj ; ' ^ ; 
= signifie différence entre les quantités ou il se 

trouve; ' 
f f plus que ; 
§ signifie/7ïom5 ^i/e. , 
Viennent ensuite les quatre conjugaisons des signes 

Toàs les exemples sont numériques. 
La racine carrée de 9 est -j- 3 ou bien — 3 ; la ra-

cine carrée de — 9 est indicible. 
Dans la division, Gilbert distingue deux sortes de 

quotients, par excès et par défaut. Pour en donner ma--
tière d'exercices aux apprentifs, il donne une |Table 
d'exemples d'additions de radicaux carrés. Pour la divi-

sion ^ il multiplie haut et bas par c — sjd\ il est 
c 

inutile de répéter que ses exemples sont toujours numé-
riques. De là il passe à Vextraction des racines des 
multinornes radeaux et d'abord des binômes. Exemple : 

V? -+- = 2 -h V3 ? 

par la méthode en usage, sans explication. II distingue 



av^'Eiiclid^ 
d î s j o i i i t s ' - ( v ^ j t t " 7 ^ 

%ùnè cuhiqi$e <^un binôme. Il ditiljue sa reigle ndî  
été im^enteé ^ar personiïe et que cellede l^mbelli 

^ fausse. Voicî cette règle. ' 

{a ^b} = fl' + iah + s/bib ^ 3a'),. 

{a' ^ 3aby — 4- — ô)'. 

Ainsi, étant donné ^A -h s/Bi ppur que l'extraction soit 
réalisable, il faut que A® — B soit un cube parfait el que 
l'on ait 

Va^ — B — a' — b', 

c'est ainsi qu'on trouve 

V 7 2 4 - V ^ 5 I 2 0 = 3 - H V ^ . 

Constmùion algébrique sur les questions. 

Il représente l'inconnue par un petit cercle, ainsi 

mais nous nous servirons toujours de la notation ac-
tuelle. 

Pour donc résoudréune question, Ufautla remettre en 
question de nombres abstract, sani parler [si on peut) de 
matière, comme d'escus, pieds, etc. Finalement, il y a la 
position, les conditions [dont la dernière fait Téquation 
si la question n^est défaillante), la réduction, puis la 
solution de Véquation ordonnée. Voyez les questions de 
Diophante, réduites en six livres dans V Arithmétique 
de Stevin , qu avons fait depuis peu réimprimer en Van 
1625, avec quelques augmentations, corrections et ex-
plications. 



^ehri^ue. Il s'igit de la mauière 
l̂ de prép^er u n e ^ t m ^ n , de faire disparaître les déno-

mipaldral, lès multiplicateurs, les radicaux, etc.; il ren-
t voie pouf cela à la page aSo de V Arithmétique àe Stevin, 

nouvelle édition, et ¡^ contente de donner le tableau sui-
vant : 
L'addition sert con^e ledé^rdre, redondance et défaut. 

î ^fiàctions des nombres et des 
qtiàntités en général. ^ 

des grands nombres, aussi des quan-
tités. 

Tassymétrie et trop grande dépres-
sion;-'̂  

les exaltations excessives des quan-
tités. ' 

rintempérance des nombres seule-
ment. 

~La soustraction — 

La muitiplication--

La division r— 

- La puissance — 

V extraction 

^^ Visomère 
m 

Il n explique que l'isomère. i 
IsoMERE. On opère non-seulement par multiplication 

pour se dépestrer des fractions ^ mais aussi par division 
pour s'affranchir des grands nombres. 

Exemple : 
I 

x̂  esgale à r ~ JC 5 ; 

on met les quantités obmises. Ainsi 

x̂  esgale o. 4- i ^ x 4- 5, 

on écrit dessous les proportionnaux 

1.2.4.B, 
les produits sont 

X' esgale à Gx 



Exemple contre les grands^tornbres, " ^ 

esgaîe à 72 X-h i456, - w # 

on divise par les nombres proportio^naux 
" ̂  ' ' •if»'.- > ^ -

9.12.ÏI6, 
les quotients sont 4 . • ^ 

^̂  esgale à -h 91, 
* Q 3 . . 

où X vaut i3 et — 7; il faut diviser par ^ ou ^r ainsi 

les solutions requises sont 17 j ) encor —'9 y 

jr̂  esgalç à 14 ^ — V 2̂28, | 

il y a défaut des x^. 

esgalcii -h 14^ — V 28B 

Divis. pi'op'^"*.. I \ji 2 v/8 
Quotients jĉ  osgaie à 7 .r — G 

la valetir de x vaut 

. - 3, 

lesquels, divisés par —, donnent pour les valeurs re-sJ'?. 
qui ses 

y/;, 
— \/i8. 

Ces procédés reviouncnl à ceux (jui sont eu usage. 



^ ^ signe d'égalité el ne s ' i ^ ^ ^ jamais« 
Des équatiops ordoTu%^s. Quand il n'y s^pas assez de 

condMons pour m^er à une éguaUQiK,::la question est 
défffllante et recei?̂ ra autant de solutions qu'on voudra, 
si rpn admet lear^m^, et, si Ton n'admet les unités et 
les moins y elle sera plus restrainte. Si l'on peut résoudre 
la proposition sans se serfir de toutes ces conditions, 
elle sera excédente et il faut retrancher la dernière con~ 

/âitîpîi, si elle répugne. Dans tout autre cas, la pro-
position sera pleine et entière, \inQ équation pré-
parée, preste à recevoir la dernière mainest dite une 
équation ordonnéeiï 

Par exemple, 
— -f- 72, 

il résout à la manière ordinaÉlÎ et trouve pour valeurs 6 
12 " • 

Notez aussi qu où les @ (c'est ainsi qu'il désigne les 
quantités toutes connues) sont —, il y a plus de solutions 
parqu autrement et ce en toutes les équations : or 
les solutions par — ne se doivent omettre. 

On voit que Girard savait que lorsque le dernier terme 
tout connu de Téquation est négatif, il y a des racines 
positives. Il n'emploie pas les m.oX^positifs, négatifs. 

, X —' ̂ 20 -h v / 3 ^ - f V20 + y^92 = '2 — v / 2 = 4 ; 

il suit là règle de Cardan, sans citer ; ne donné pas les 
deux autres racines.' 

¿olution par la Table des sinus 5 donne les trois racines 



4, — J indique une'constm^ 
qui n'est àuSe quela trisecti^ de 
certaine quantftë c ^ m e r̂ iVi (rayo^j, 

quantité connue négative; il dit que lè moyen de solutïô|i 
est le même ; les trois racinèSs sont : 

Il s'étend beaucoup sur divers cas de solutions; le sui-
vant est le plus remarquable et s'applique aux solutions 
entières. Soit - 1 

il cherche les diviseurs de 6 ; et c'est la méthode encore ' 
en usage. Chez lui les diviseurs sont des efficients. 

par l'isomère, on amène celle-ci à 

x' = 3ooX r- Iooo ; 

la racine est entre i5 et i 6 , donc la racine cherchée est 
I 5 I 6 entre — et —• 
lO lO 

Girard donne ensuite dôuze définitions rèlatîver 
ment aux signes , aux coefficients et au rapport des. 
termes des équations, définitions qui lui servent d||Lns 
l'énoncé de ses théorèmes. Dans la onziAapie définition, 
il nomme première jfaci/ow la somnïe de plusieurs nom-
bres pris un à wn y . deuxième faction la somme des 
mêmes nombres pris deux à deux, et ainsi de suite*. 

La douzième définition explique le triangle arithmé- ' 



{A 
tique, qu il nomme tri 
parce qu'il sert à Text^^^^lpsracines.., f 

Pre^^r théorème, La ¿lultitude^des p^duits^j 
une faction peut s'expo^r par. d'extract 
c'est-àrdire, selon nos notationsTe ^ômbre de 
différent^ de m lettres phses n k n es^ 

, w (/Tî"^ i) w t "J 
. 2 .3 ' . . . / ? ^ -

Deuxième théorème, exprimé selon ¿e langage actueL ^̂  
Une équation a autant de racines qu'il y a d'unijés 

dans le plus haut exposant; le coefficient duii;̂ «econd 
terme, pris avec un signe contraire, est égal à la somme 
des racines \ le coefficient du troisième terme pris avec son 
signe, etc. ^ 

Girard laisse le premier terme dans un membre etplà|^ 
tous les autres termes dans l'autre membre, ce qui l'obligi^^ 
pour énoncer son théorème, à faire beaucoup de distinu^^ 
tions. Il montre que son théorème subsiste même avjic 
des racines imaginaires, par exeuaple 

les racines sont 

J , r , — I v ^ — " 2 - r - I — v ^ . 

Il connaî t les racines egalesr. J^ fe' ' 
On pourrait dire: A quoi sert ces solutions quisontim-

possibles? Je réponds i Pour trois choses z pour la certi-
tude de la reigle générale, et Wfa point d autres 
solutions, et pour son utilité. 

Il apprend à former une équation correspondante aux 
factions données, ^^ais il ne faut pas confondre les-
meslés (combinaiso^ avec la somme d̂ïs puissances des 



A premiéFmeslé, 
- B . deuxième tneslé, 

: troisième meslé, 
"f- D quatrièmeiïnesié, 

# etĉ î * 
on a ^ ^ 

, A^ sera la somme des solutions. 
A- — 2B — carrés. 
Â  — 3 AB -f- 0 — cubes. 
Â  — 4 - 4 A C - f - 2 B ' — — carrés-carrés. 

Pas plus loin que les bicarrés. 
Ces théorèmes et ces formules sans démonstrations : il 

est évident que Girard avait des démonstrations. 
Connaissant une solution , il indique le moyen de trou-

ver les coeflBcients de l'équation débarrassés de cette so-
lution. Il n a pas recours à la division; uniquement à 
la composition des coefficients qu'il nomme les meslés. 

Jusques icy nous n avons encore expliqué à quoy 
servent les solutions par— quand il y en a. La solution 
par — s'explique en géornétrie en rétrogradant, et le 
— recule là ou le ùA^anee, 

C'est la première trace d'une interprétation géométri-
que des quantités négatives : la géométrie de Descartes 
n'a paru qu'en 1637. 

Problème d!inclinaison. ABOF est un carré donné, 
AB = 4. Il s'agit de mener par le point A une droite ANC 
de manière que la droite NC, interceptée dans l'angle 
droit adjacent à O, soit égale à V î53. On demande la Ion" 
gueur de FN. 

Solution. Soit 

FN ^ f'' 



les quatre valeurs s(âa 

iMl): 

N est entre P et O : il port%FN = J ̂  FD =: LO dù i 
côîé^'les deux ̂ àutr̂ es dam le sens opposé. Les douj^i^ ' 
sont choisies dè manière à avoir des ractiies rationnelles, 
ce qu'on ne fait pas dans les traités modernes qt|ipto\ïs ontf 
adopté cet exemplê .: ' f 

Des postposées quantités en jétgèbre. Ce titre-obscur 
renferme la résolution de cette éqùati^ 

d' ou' 
Xj^pz ay b. 

r-
.if"--

Il énonce ici six théorèmes de de SteviïÇ 
dont je ne puis devineiv le sens, n'ayant pas^cet ç^^^^ë IV 
à m̂gi disposition ; ils soiït relatifs à la trigon9tinétrif|ĵ ||^y > 
est question de . 

C'est pourn'avoir4,]pas ÇQnnu ce moâe de sôlùtipn^^l'̂ ^ 
Girard, que Cardan et Stevin ont doni^é, soT^làt^séns 
nécessité, dès solutions em|^i^assé^. XI^çhoî f*jpoiur 
^^iple .tfaV^quifetion ̂ ui|nèné%ux équati^^^t^pj^,: 

C'est icy^ii ils se sant^a^éstez, niai^ not^^^xuMèmrons 
efi^US passerons CL T R A ^ ^ " " ^ ' MI^e. 

Par voie d'éliminaîÎoii, îi trouve ' > ^̂  

Bulletin malhcmatiffue, t. (Octobre i855.) lO 



i Après ce pi:oblèmef cMfirKt âe VAl^Îre, àÎ' bàs 
r^tOi. StirJ^Y0rso , on l i M ^ e la mesure^ 

iasupmrficie des trmngles et p alloues sphériques 
velleinent inventée par Albert GÊài^, 

Il dit qu'il va découvrir des choses "̂ ui n'avaient 
jamais été cûg^eues.̂  siiion avant ïê^éluge i 

Il commence par faire 4es flexions judfeieuses sur 
Tempoi des mesures. Le pied ^èrt à mesurer lignes, aires 
et solides, mais cé mot pied n^onserve f as même^gni-
fication: c'est successivement tin pied Kriéaireî  superfi-
ciel, solide \ de mêtne le mot degré, quand il s'agit d'un 
arc, est un degré circulaire, et quand|l s'agit d'un angle, 
c'est un degré angulaire. Il donne une plus grande exten-
sion à ce mot degré^ s'eir sert pour mesurer des ângles so -
lides et des aî es sphériques ; à cet eiïct, il sugose que 
l'angle solide trirectangle a 90 degrés -, les huit angles soli-
des qu'on obtient par le prôlongement des faces, remplis-
sant tout l'espace, contiennent 720 degrés. Assignant 
autant de degrés à l'aire de là sphèSfe, alors toute aire splié-
rique peut être expriiiiée en degrés, minutes, secon-
des , etc. Il adopte ces nombres, dit-il, parce que la cir- . 
conférence est divisée en 36o parties égales; mais il aurait 
mieux valu adopter la division par dixme, 

H procède ensuite à des défîmtions et à des propositions 
que nous àllons rapporter dans fë ipême ordre, mais avec 
les n,o ta tions modernes. ' . 

Définitions, Cercle majeur, mineur) "gràn<l cerei«.-et 
petit cércle de la'sphère \fii)ule = triangle spSéritpe 
ayant deux côtés chacun de.90 degrés. 

LEMME K^C étant un triangle sphériqiffe et A 

pôle,^éètcle^C majeur ou n^néir, Taire ABC està Téire 

( * ) Il parait que Girard a^niet avec Stevin qu'il a existé avant le dé-
luge unpeuple très-sage, très-instruit,très-heureux, Oj^inion poétique. 
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enlevée par le cercle BC angle A à quatre 
drcdts. ' Tf^f^^ ... ^ • 

LEM]̂ E II. a ^ b étant deux ang^p màindres chacun 
qii^à^^l^adrant, on a 

tang^/ n sin a a 

il Mmojitre la première inégalité et, pour la seconde, 
il s'en réfère à la fin du chapkre IX % livre de /'Al-
raag§sle eî au théorème VI dîi livre de Co^ermc^we 
en ses Révolutions, ' 

LEMME III. La somnie des angles intérieurs d'un po-
lygone réctiligne est égale à autant d'angles droits que 
le double du nombre d^s côtés moins 4. 

THÉOÏIÎCME. Tout polygone tphérique compris d'arcs 
de ^cercles majeurs tient autant de degrés supjeirficiels 
que la somme de tous ses angles intérieurs excède la 
somme des mngles intérieurs d'un polygone rectiligne de 
mënie nom, quand la superficie de la sphère est posée 
e^reMe "jno degrés superficiels. 

Suivent des explications numériques sûr le triangle, 
riieptagone. OEil et yeux au pluriel,idénoinination 
pittoresque, est ce que^ous appelons/a^aô/ï; Soit un œil 
de 3© degrés-, Taire est de 60 degrés superficiels, car le 
polygone rectiligne de même nom est bifigne et n est pas 
polygone. Il ne faut donc rien ôter^e 60 degrés. . 

A^si le théorème sàfeisiste pour lesyeux, > 
. Ce sont de simples énoncés; les démonstrations sont 

•^lusloin.' V ' .r 
Mixte r=s triangle sphéi^que formé >p̂ r deux arcs de 

grands cercles égaux et par un petit cercl ,̂;. ., 
du mixte, S(ât A®C tin tri angle, mixte,̂ ^AB,;=:AC, 

e f ^ ^ un petit cercle. SI l'on pose.^rayon %al à i, on 
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A sin 

Girard ne suppóse jamais le rayon (ra/^) égal à i 

aura ^ ^ 
aire ABC = A sin verse ABu ^ 

AB 36« 52', , i5% •• 

sin verse AB = ^ environ, 
5 

donc 

aiî  ABC = —^ = 3° envirom I20 

PROBLÈME. Construire un triangle sphérique rectaifgle 
équivalent à ce mixte et ayant méifw angle A. 

Solution, Soit ADE ce triangle, 

A =r i5% D = 9 0 « ; 

de là, d'après le théorème, on conclut qu'on doit avpir 
E = car 

• 9 0 7 8 H- 15 — 1 8 0 = 3. 

Par les formules de la trigonométrie sphérique, Gi-
rard calcule les côtés et trouve 

AE=Î:37°59'; 
ainsi ' ̂  

AE > AB et AD — 36« 33' , aire AD < AB. 

DE = 9 ^ 4'; 

les i5 degrés du petit cercle BC ne valent que 9 cj^rés 
environ d'un grand cercle,. Ainsi BG < DE. 

PROPOSITION. Un triangle sf^hérique de trois nrcs ma* 
jeurs tient autant de degréz de /ùperjîcie^ que Vexcez" 
des trois angles sur degrez. 

Démonstration particulière es fihultes. Soit Ja fi-
bulle ABe, AB = 90®, AC = 90^, Îa somnie des 
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angles eî  180®-j-A; donc, d'après le théorème, l'aire 
ABC é g d i ^ , ce qTÎÎ est évident. 

II. Démonstration ès triangles J^i^migles sphériques 
ayant un chacun costé défaillant: en conclusion probable. 

Défaillant = aigu ; conclusion probable. <jirard ne 
donne pas sa démonstration comme rigoureuse. 

Soit BDN un triangle sphérique rectangle en N , pro-
longeons BD en Q et BM en C, de manière qu'on ait 
BDQ = B N C = 90^ ; l'arc CQ mesure l'angle B. Prolon-
geons CQ en R de manière que CQR = 90®, on aura 
RQ < D, car D > 90^ — B ; portons l'arc qui mesure D 
de R en F de sorte que l'on ait 

R Q F R = D , Q F : Z Z B - | - D - ~ 9 O " , C F = : 9 0 ° — D ; 

ainsi, si le théorème est vrai, QF représente en degrés 
superficiels l'aire du triangle BDN. 

Posons 

s(îc/2 — t a n g B t a n g D ; 

d'après le lemme II, 

tang B ^^ ^ 

tang 9 0 ^ — l ) 9 0 " — D ' 

d o n c 

Qo« — jy 
cosn =z s i n p Q , sirÎDQ < 

Augmentons l'arc QD, 

QDG QO + DG — 9 0 " — -H ^, 
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,o _ ^ ^ ^ O = C0§ (a — M , 

tel que 

Sin go" — 72 4 - a = o = co§ (a — # j = — ~ 

Q tomte ^ntre D et B. 
sccc/ = sjjafi sécD. 

Par le lemme II, 
B sia B JB . 7 

ô̂  _ D ^ sin 90" — D ' ' 

donc 

00" — D 
c o ^ d ' ^ - — 5 COSÍ/ —sin CN} 

B 

Diminuons Tare CN, 
= — NP = 90« — d—^, 

et tel que 
qqO J) 

sin(90° + P) = cos(<^4- P) = " g — ~ sinCP. 

Le point T tombe entre C et N ; 
D — ( X — N , 

donc 
a - - n ' : : > d , B G > B N , BG = BP. 

Si donc, du point B comme centre ét d'un rayon sphé-
rique BG, on décrit un arc GP, conteimdans l'angle B, 
le point P tombê-^ntre N et C. 

L'aire du mixte 
BGP = " B sin ver^, 

BG = B sin verse a — /z = B[i — cos (a — n)] 
= B D — 90« = QF ; 

or Vare GP croisant toujours l'arc DÇ, Paire du mixte 



est ècjuiwhnle àiMle j/a.iij^ng'lp BDN. Doî p , ^ 
ce triaitigl^est Cf' o'iï B 90 — -, ce cf^M^fttJ,; 
est^ seule raison que Girará allègue. Aussi ii regardé cette, 
raison cümme donnant une pi*{!̂ babiliià.̂ jt non Icbninaf 
monstíltiye. Il finit même par dire : ffotez ^ue fai es-
proHvé^en deux divers eXemptes^Cfue GD estoit plus ^e 
double à NP, éfe. Il a dû recourir à up moyen empiriqu^^ :̂ 

Il serait intéressant d'avfir une démonstratït>n rjgôfet-
reuse de lequivalence des aires BDN et BGP, bi§¿ en- ' 
tendur^ans connaître Taire de BDN, puisque cette équi-
valence doit servir à trouver cette aire. 

JU.,%^^éinonstration en tous triangles sphériques, ï\ 
décompose chaque triangle en deux triangles rectaixgles. 

IV. Démonstration de tous les polygones sphériques. 
Il les décompose en triangles. Il termine par ces paroles 
remarquables auxquelles on n'a pas fait attention : 

Mais le lecteur se contentera présentement de la dé-
monstration contingente, jusques à ce qu'ayant plus 
de loisir, je la donne, à sa perfection. 

De là mesure des angles solides lesquels sont circuits 
de superficies planes. Pour faire cela, on mesui^ les incli-
naisons des plans , on les ajoute enséînble, et de la somme 
on retranche la somme des angles d'un polygone recti-
ligné de même nom que la base. C'est ici la première 
idéede la mesure d'un angle solide. Il indique la mesure 
dçs angles solides des sécteurs sphériques, et l'ouvrage est 
terminé.Çar la mesure de l'angle solide d'un cône isocèle. 

;Qï%Toit, d'après ce résumé, que Girard a le premier : 
r^^^P^ii connaître les relations comminatoires entre 

les coefficients dés équations ét €es racines, ordinaire-
ment attribué à Newton ^̂  

Donné rinterpriéiat^des racines négatives, ordi-
nairemenf j|ltribué à Descártes. 

Fait ̂ sentir l'iîtili té dĉ s racines imaginaires: 



Doopé des foriniiies ppÉ soipD|es de^puissaiices 

5°. Dajané Taire du ^angle et des polygones 

s Doi^éla mesure d ŝ angles solides. 
Girard doit être placé̂ iau premier ra|̂ g parmi les^rands 

géomètres du xvii® siècle, ce qui ne Ta pas empêché de 
mourir en i638dans un état très-voisin de lam^sère. 

VIuuenHon nouvelle, etc,.^ est un ouvrage excessive-
ment rare. Il n'existe pas dans les bibliothèques publiques 
de Paris. J'en dois la communication à l'obligeance ^e 
M. Chasles {*). # 

NOTE HISTORIQUE SUR L'AIRE DU TRIANGLE SPHÉRIQUE. 
( Extrait d'une Lettre de M. PROUHET.) 

Lagrange dit au sujet de ce théorème [Journalfd^ VÉ-
cole Polytechnique, '^, 2^5, 1798) : 

(( On T attribue communément à Albert Girard qui 
» l'énonce, en effet, dans l'ouvrage intitulé : Invention 
» nouvelle en V Algèbre, et imprimé à An t̂erdajpa en 
» 1629 5 mais comme la preuve qu'il en donne n'est pas 
» rigoureuse et qu'elle ne peut pas même être regardée 
» comme une induction, on devrait plutôt Tattlibuer à 
» Cavaleri qui Ta donnée dans le Directoriuni gei^^^ 
» uranometricum, imprimé à Bologne en la 
» belle démonstration rapportée par Wallis et insérée 
» depuis dans la plupart des tri^onométries. » « 

C ) Il l'a trouvé dans un paquet de livres qu'il a lait venir^\bloc d'Alle-
magne. 
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t ^ ^ ^ i t iionne^as ^^éùions-

tr^gdîi comïlie rigoureuse, ^ i s é ^ m e une 
pî vîsoire^ et pr#aeEant unê^^ônstration ngg|p[*euse. 

Euler â fapporté la démonstratif de'Girard âàhs ^ n 
Ménùioire De mejMtraangulo^mso^dor^m Se. 
Petrop. pro 1778, pars pôstâ'ipr, p. 33, elle no^meaç//-
tissimufn géometram, ^^ ^ ¿'f 

EvidélnmenrEuler n'a pas lu l'ou^yrage de Girard. Il * 
lui attribue une démonstration que l'on doit à Cav^eri. 

Le litre complet de l'ouvrage de Ca.yalèri est : 
Directoriiim generale uranometricjim in quo tri^^o- ' 

metrios logarithmicœ fundamenfd ac regulœ demons-
tt^àntur.^ astronQmicœque supputationes ad solam fere 
vidgarem additionem reducentur^ utilissimum as-
trohomis^ arithmeticis^perspectiids^ architeciis principue 
militai iôus, mechanicis^ geographicis^ nec non ipsis 
philosophis nqXuraliyus^ aulHoreFn. BONAV. CAVALERIO, 

Mediolanensi ordiriis Jesualorum S. Hieronymi, priore 
tilulati ac inmlmo Bononiensi gymnasio primarîo malhe-
maticorum professore. Bpnonise , i632-, in-4. 

L'ouvrage est composé xje trois Parties : 
i'®. Introduction historique, notions préliminaires sur 

les lignes trigonométriques et les Tables de logarithmes ; 
2®. Trigonométrie rectiligne; 
ï®. Trigonométrie sphérique. 
L'ouvrage est suivi d'une "Epible de sinus et d'une Table 

de logarithmes des nombres de 1 à 1 0 0 0 0 . 

Le théorème sur Faire du triangle sphérique est donné 
danŝ la troisième Partie, chapitre YIII, page 3i5. 

Après quelques mots sur la nouveauté el l'utilité de 
l'invention, il ajoute cette singulière comparaison : 

Pulcherrimum igitur hoc inventum aliis quoque com-
municandum esse censui^ illudque hoc postremo capite 
non incongrue fuit rcservaium, quo suhlatis dapibus qui-



Ä. ( ^ * ; ; 
m r^nsa^ircommiMiter 'î eŝ -̂  

emptá fatñes novo'^c abó restiluta, f^eíici p<^ius 
quanPs^úri á% astroMicÊ^nsa deBsd^ms, * ^ 

"Cette iiietaphöre M^airte a été reproduite dans le 
titre hn\\Sl^, ]Frëmd^JtUche J^virthung meinet 
mathematischen Bruder rMt ëinem Traetament 'von 
sechs gé^chten, oder curiemsê math, auf gäbe nebst 
ihren auflosung. Hospitalité amicale qffê rte à nfes frètes 
en mathématiques ; repàs en six^lats, ou problèmes de 
malfiématiques curieux avec leurs solutions, par Jacqigies 
Saciasen. Sleswig \ 1790 ; in-8. 

CAVALERI ( B . ) est hé à Milan en 1 5 9 8 . Il outre dans 
l'ordre des Jésuates s'adonne aux mathématiques, 
devient élève de Galilée, se distrait dé violentes attaqties 
de goutte par l'étude, et nieurt le 3 décembre 1667/ 

BIBLIOGRAPHIE. 

LICENCE ÈS SCIENCES MATHÉMATIQUES. — RÉSOLUTION DIÈS 

QUESTIONS RELATIVES A L'ÉPREUVE PRATIQUE, d'après le 
Programme officiel àvi 20 avril i853 5 \idir E .Reynaud, 
ancien élève de l'Ecole Polytechnique. Paris , 1855, 
in-8 de vii-i20 pages. 

L'auteur a résumé en ce petit nombre de pages les so-
lutions de trente-huit questions les plus difficilesde la 
partie mathématique du programme de la licence. On y 

{'*) Fondé pour des frères lais au xiv® siècle, devient un ordre régulier; 
porte le nom des Hiér(>nyniiles. de son patron saint Jérôme ; fut sup-
primé en 
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trouve les formules de |ésolii|ii4â̂  l'expositipu des théo-
Il servent à établiè7c^s méorèmes. 
iix premières questions con^rnent renseignement 

Î^éefit. Notà âgnalons la cinquième question relative 
réchercKe d'une racine réelle d'une éguation trans-

cendante par la, m^̂ thode dès différences ; vu l'eiâgence 
du moment et la pénurie des HMöf̂ êns, cette indication 
est précieuse. Les questioiö^ la se rapportent à la 
mécimque rationnelle et pratique. Pour cette derûièTe, 
on a résumé les formules répandués dans les ouvrages de 
MJM. Poncelet, Morin^ bien entendu que ces calculs 
supposent des connaissances physiques comme prélimi-
naires. L'astronomie sphérique, planétaire, stéttaire est 
l'objet des questions 26 k 38. Dans la question 34 ̂  on éta-
blit les relations entre l'ascension droite, la déclinaison, 
la longitude et la latitude d'un astre , ayant égard à la 
précession,la nutation et l'aberration. 

En traitant dans les collèges des chaibgements de coor-
données linéaires et polaires, il serait convenable d'ap-
prendre aux élèves les noms que portent ces changements 
chez les astronomes 5 cela donnerait quelque intérêt à ces 
opérations et préparerait aux études astronomiques. 
Plusieurs de ces questions auraient pu être simplifiées 
d'après lès travaux consignés dans les Astronomischen 
nachriditen journal qu'il est désormais indispensable 
de consulter en écrivant sur l'astronomie. Ce journal et 
celui dê̂ M. Crelle sont deux monuments impérissables 
que l'Allemagne élève à la science. Quand connaitrons-
nous les travaux de Hansen, Encke, Brunow sur le cal-
cul de|5 perturbations planétaires? Combien de temps 
resterons-nous encore le seul peuple civilisé qui soit 

(*) Voir rexcellent Mémoire de M. Gœtz, n" 75.>; l. XXXII , p. 
io5i . 



privé d'un journal dastroi^mi^'C'est'iine ma^èri 
distinguer qui n'est pas trés-J^tóeuse. 

M. Reynaud a voalu faire un trav^il^tile. Le 
atteint. ' ' - ^ 

ÉLÉMENTS UE GÉOMÉTRIE , par S.-F, Ijdacr^iXy membre de 
l'Ipstitut. Dix-septième édition, rédigée conformément 
aux Programmes de l'enseignement scientifique dans 
les Lycées, par M.» Prouhet^ professeur de mathéi^ia-
tiques (*). 
Les géomètres éminents de l'école des Lagrange et des 

Laplace n'ont pas dédaigné de descendre de temps en 
temps des hautes régions de l'analyse dans le champ plus 
modeste des éléments de la science. C'est là, dans les élé-
ments, que leur esprit a du s'exercer non plus à résoudre 
des problèmes d'un ordre plus ou moins élevé, mais à 
former une classification méthodique et lumineuse des 
vérités simples et fondamentales, base du vaste édifice 
de la science desgrandeurs. A côté du Traité desfoncûom 
elliptiques et du grand Traité de calcül infinitésimal, fi-
gurent deux ouvrages élémentaires de géomètres auxquels 
s'attachent respectivement, comme aux précédents, íes 
noms de Legendre et de Lacroix, et peut-être que ces 
livres élémentaires ont présenté à leurs auteurs des diffi-
cultés non moins grandes qtie celles qu'ils on eu à vain-
cre, de diverses manières, dans une sphère plus él^ée. 
Depuis, on ne s'est jamais sensiblement écartéde là mar-
che suivie par ces illustres maîtres. Le groupement gé-
néral des théories partielles, adopté par Legendre, a 
peut-être constamment prévalu, mais pour ce qui est de 
l'exposition en elle-même, il est facile de reconnaître que 
les procédés de Lacroix sont plus empreints de cet esprit 

( * ) ln-8 , avec il {jures dans le texte. Chez Mallet-Bachelier, libraire. 
Prix : J i'rancs. 
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à^n^effoipt d'une .vérii^ à'une autre sucçessiremeïil plus 
complexe. L^èxpérience et€á nécessité des teïnp's ont faiï^ 
sentir le iesoin d'introduire dans l'enseignement un 
ordrç uniferme et déterminé. L'oitvrage de Lacroix dé'̂  
vait, ê "̂  conséquence, recevoir en certains points une 
distribution différente dès matières et dans d'autres"qudi-
qties (i|¿éveldppement̂  que l'auteur avait négligés. M. Prou-
het s'est chargé de ce double soin. La dix-septième édi-
tion de la Ùéométrie de Lacroix qui vient de paraîtrè a 
été divisée en quatre Parties. La première Partie com-
prend toute la géométrie plaçue, c'est-à-dire ce qui se rap-
porte à fenseigr^ement delà classe de troisième (sciences). 
La deuxième répond à l'enseignemeiït de la classe de se-
conde et compr<^d cotiséquemment les propriétés géné-
rales de la géométrie de l'espace. Dans la troisième Partie 
on trouve le complément de ces propriétés en vue de la 
classe de spéciales. Enfin la quatrième Partie renferme 
les notions sur les courbes usuelles qui sont destinées à la 
classe de rhétorique. 

Les énoncés du Programme officiel sont intercalés dans 
le texte, de façon que les leçons se trouvent distribuées 
dans leur ordre naturel. li en résulte une économie de 
temps pour l'élève qui se trouvé par là dispeûéé d'aller 
rassembler les fragments épars d'une rilóme théorie. 

Qn connaît le mode d'exposition clair, précis et simple 
qui cara^tirise les écrits de Lacroix. Dans les endroits, 

^ il faut le dire, o i ilest devenu indispen-
sable d'iriftroc^iire quelquéi nouveaux développements; 
"M. Prouhet s'est montré pour le fon^ et pour la formé 
lé digne émulé de Fíltóstretuteur. L'ouvra^ forme ainsi 
ún'̂ tout parfaitement homogène, et,: en le livrant à, la 
pifblicité, M. Prouhet a rendu un féritable service aux 
élèves et aux professeurs. 



Aí^óiu'd'hui les l ivre^ëme^^^é p ^ á e l í t en qu 
i][ue sort|. yp[ seMbie malheureuseihint que fictif y à 
moyenne ^tninue proppriîonnellement l^leur noinbre. 
On doit donc regarder comme une bonne fortune la rér*,̂  
a^arilion, sous une forme plus appropriée 
actuels, de l'œuvre de Fun des hommes gui ont leí plus' 
pifefondément et le plus efficacement médité sur la phi-
losophie de l'enseignement. " 

Je dois ajouter en terminant que l'éditeur, M. Mallet-
Bachelier, a pris un soin particulier de la partie typo-
graphique. 

E. COMBESCURH. 

TABLES DES LO&AUITHMES ET CO-LOGAIIITHMES DES ^OMBRES 

ET DES LIGNES TRIGQNOMÉTRIQUES , disposées de manière 
à rendre les parties proportionnelles toujours additives, 
suivies d'un Recueil de Tahles astronomiques et nau-
tiques; par V, Caillet, examinateur de la Marinip , an-
cien professeur d'astronomie et de navigation aux Eco-
les Navale et d'Hydrographie. Paris, Mallet-Bachelier, 
lipbiquet, édition stéréotype, i854. Grand in-8 de 
331 pages ̂  47 Tables. 

Du moment qu'une question est ramenée au calcul nu-
mérique, tout olavrage qui permet une plus grande rapi-
dité dans Fexécûtion rend service à la sciei^e. . Dé'̂ ce 
nombre est Fouvrage dont nous allons rendrè^ compte .̂ 
Composé de quaranlfe-^ept Tablés, il contien^les 
çîpales Tables nécessaires aù '̂calculateury à Fastronomé'^ çîpal 
et au navigateur. La première T ^ l e coi]|tîènt une sérié 
de quelques nombres usuels av^Jeurs logarithmes d^nt 
l'emploi simplifie leĵ  calculs. La seconde Table donne les 
mêmes expressions pour tous lesnoml^es, et, dans le 
c adre, trois colonnes de divisions defl# circoiiférence 
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difcupks ks une|i^pmres. Une coloiy|ç de parties y o -
port^aelles est jointe aux k)garitlimés. L'aiË^i^^ine 

règle pour%E?pîre Icfi.̂ ^^^ès pr^orli^^i^^^^il-
jours additives, règle dont^l!^^plSi est surtout QQpa|̂ ode, 

la^Tâbl^ 1 5 des ligneil trigonométriques ^ôi sont 
données de i5 en i^.second^, 
« On prend tc^jour^Jte Icgarithmi^ inférieur à eelui^e 

Ton çlxercbe, eJ si l'argument et lé, logar|jhme croisât , 
dans le ipème sens, on lit la partie proportionnée à 
gauche, et à droite de la page e%eas contraire. Co^me 
dans les grandes Tables de rObservatoire, on donne en 
outre les cinq premiers degr^ des logarithmes de et 

tanc« . . • / • / / • gui,^e suivant d unîtes en unîtes, ne nécessitent 

pas d'autre solution. De manière^tîë poiu' avoir Iç̂ J 
rithmede sina pu de tanĝ ẑ  il suffit d'ajouter 
rithmede l'arc pris dans la^Table II à celui du rapport. 

La Table IV, qui sert aux marins à faire le popt, peut 
servir aussi à résoudre rapidement les triangles rectangles -, 
elle don|ie ces deux formules ^ 

i'iCOSC et /7r=:/?sinC. 

La Table V contient la latitude croissante sur TeUip-

soide terrestre en prenant l'aplatissement égal à ; 

elle est calculée par la fbrirfte 

1 0800' sm L H —^ 

Les autres î!ables sont spéciales à l'astronome ou au 
navigateur. Parmi celles-ci, quelques-unes sont nouvelles 
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ï fois en Franife» et ^'autres sont j|ttbliéeâ pour la p^ 

qui sert à résoirfire iï$i^£li%teinent un,|pan-

coinnïSae dans les atterfis ' 
Les 3?aUés XI et XII, qm jptermétte t̂ à|^détermin€ 

quelle di^taMe on se troûVeJd'un ol^çt dont la hauteur 
est^nnue, sont nouv^les e^l?ra1pice. PaCî leur étendues, 
elli^ facilitent singulièrement fes moyejjs de ̂ jérifier leê 
chïK)nomètres lorsqu'on est en vue de terre. 

Lé Inoyèn le plus juste et le plus constamment em-
ployé à lâ ^mer pour déterminer la latitude est la hauteur 
méridienne du soleil. Quan^ il arrive que cet astre n'est ' 
pas visible à cet instant précis, le navigateur est obligé 
d'employer d'autres méthodes longues et moins exactes j, / 
parmi cellesr-ci, la méthode ^es circumméridi^nnes est la 
meilleure. Elle donné U quantité à ajouter à une hauteur 

rendre méridienne. Delambre a calculé des Ta^ 
bles pour faire ce calcul 16 n^nutes avant ou après midi. 
La correction est celle-ci : 

-

sin» - P 2 COsLcOSrt I , A . // a 
^ „ —^ ^ _ — ^ ^ o o t ( L — r/)sin I X 1 • terme; sin 1 sin (L — j 2 ^ ^ 
P étant l'angle horaire, L la latitude estimée, d la décli-
naison. • 

La Table X L donne 

log 

Dans la Table X L I , poussée jusqu'à 3o minutes, on 
trouve les valeurs des deux^poefficients m et n nécessaires 
pour le calcul comméridien 

m — —^—^ et m „ —^—^ 
sin i sm î -
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la deuxième correction esl souvent insensible. La pre-
mière Table est tirée de l'ouvrage anglais : The practice 
of navigation..,^ by Henry Rüper, et la deuxième a été 
prise avec correction dans : Hulfstafein zur zeit und 
hestimmungen , von H.-C Schumacher (1820). 

La Table X L i n , qui donne la réduction des heures, 
minutes et secondes en fractions décimales, est très-utile. 

La dernière Table contient les établissements des ports 
et les unités de hauteur des marées pour les principaux 
ports. En passant, je ferai remarquer que VAnnuaire du 
Bureau des Longitudes et beaucoup d'autres ouvrages 
donnent à Dunkerque 1 p o u r établissement, tandis 
qu'il est de 12^ de même pour Calais il est de 

49"̂  et non 11^ 45™. Les quarante-sept Tables sont 
suivies d'explications détaillées qui permettent d'en faire 
rapidement usage. 

Ce serait une erreur de croire que ces Tables ne sont 
u tiles qu'aux navigateurs-, les professeurs des lycées peuvent 
s'en servir également avec avantage. Ils y trouveront des 
exercices des deux trigonométries et de cosmographie avec 
emploi continuel de logarithmes et aussi de co-logarith-
mes. Ce mot est nouveau, mais la chose est ancienne;c'est 
ce qu'on appelait jusqu'ici complément des logarithmes, 
opération très-commode et encore plus quand on n'a pas 
besoin de la faire, car, dans cet ouvrage, elles sont pour 
la première fois toutes faites. Lorsque presque toutes les 
productions du jour ne se distinguent les unes des autres 
que parce que les unes mettent à droite ce que les autres 
mettent à gauche, on est heureux de rencontrer un tra-
vail où se manifeste une pensée spontanée qui a un mé-
rite intrinsèque et qui porte le cachet d'un perfectionne-
ment réel. 

TERQUEM ( P A U L ) , 
Professeur d'hydrographie à Dunkerque. 

Bulletin mathèmatiqur, T. (Novembre I 8 5 ' > . ) L I 



( ) 

COURS D'ARITHMÉTIQUE, rédigé conformément aux Pro-
grammes officiels; par M. Dupairiy ancien élève de 
l'École Normale. In-8. Prix : 5o^ 

COURS DE GÉOMÉTRIE, rédigé conformément aux Pro-
grammes officiels; par M. Dupain^ ancien élève de 
l'École Normale. In-8. Prix : l^ 5o. 

Encore une Arithmétique! Il y en a déjà tant! Elle est, 
comtne la plupart de ses devancières, conforme aux Pro-
grammes officiels el utile aux élèves qui veulent passer 
des examens. 

L'auteur a d'abord fait une arithmétique pour ceux 
qui se proposent simplement à'apprendre l'arithmé-
tique , puis il s'est étendu sur ce lit de Procuste qu'on ap-
pelle programme, et, à force de s'y débattre , il a pu s'en 
relever sinon sans meurtrissures, du moins sans mutila-
tions. 

Écrire sur un sujet si rebattu, c'est prendre l'engage-
ment de dire autrement que tout le monde ; cet engage-
ment, M. Dupain l'a tenu. Tantôt c'est la forme qui se 
renouvelle: pour démontrer,par exemple, qu'un produit 
de deux facteurs ne change pas quand on change l'ordre 
des facteurs; tantôt c'est le fond même de la démonstra-
tion : pour trouver, par exemple, l'erreur relative d'un 
produit. 

Le style est en général concis. M. Dupain aime la 
brièveté; il ne doit pas être bavard. Mais quand il s'agit 
d'éclairer une question , il en prend son parti et n'écono-
mise pas ses phrases. Ainsi la définition de la division est 
très-détaillée et tient plus de deux pages il est vrai que 
l'élève qui aura lu attentivement ces deux pages aura une 
idée nette du but multiple de cette opération, autrefois 
l'épouvantail des écoliers. 
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Quelle analogie y a-t-il entre la multiplication et la 

division des entiers et celle des fractions? Comment les 
théorèmes sur les facteurs entiers s'étendent-ils aux fac-
teurs fractionnaires? Quelle est la portée de cette géné-
ralisation? Voilà des questions que traite longuement 
Tauteur et dont la solution jettera plus tard du jour sur 
la théorie algébrique des quantités négatives. 

Ceux qui aiment le summum jus trouveront téméraires 
quelques paragraphes qtti ne peuvent être acceptés que 
par une interprétation libérale de la lettre du Programme. 
Nous citerons la théorie des chiffres romains , des nom-
bres premiers, la preuve par 9, les mesures de temps, etc. 

Pour se faire pardonner cette audace, M. Dupain a fait 
de larges concessions à l'esprit nouveau. Arrière les pro-
portions! il n'en reste qu'un souvenir. Heureusement 
que le Programme, qui a pour Vadjectif ]e même faible 
que les romantiques dont parle Alfred de Musset, nous 
laisse les quatrièmes proportionnelles et les grandeurs 
proportionnelles sur lesquelles M. Dupain a pu conso-
lider les règles de trois qui ont aussi reçu des novateurs 
un laissez-passer. 

Parler des logarithmes à des lecteurs qui ne connaissent 
ni les progressions ni les exposants fractionnaires est un 
(le ces tours de force imposés par le Programme et dont 
M. Dupain s'est tiré par une définition empruntée au 
Cours d'analyse algébrique de M. Cauchy. 

La théorie de la règle à calcul est une de ces utilités 
introduites récemment. Le sujet est traité en quatre pa-
ges qui en disent plus que bien des brochures. 

Mais le triomphe des utilitaires est dans les exercices, 
gâteau de farine et de miel que l'auteur jette dans la 
triple gueule de Cerbère pour franchir le seuil de nos 
écoles. Le budget, la bourse,les chemins defer, Farmée, 
la marine, Féelairage au gaz, la boucherie, la boulan-
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gerie, l'agriculture. Ta]manach et jusqu'aux allumettes 
chimiques y ont trouvé place et étouffent quelques" ques-
tions de science pure que l'incorrigible auteur y a glis-
sées. 

Nous signalerons encore dans l'Arithmétique de M.Du-
pain quelques notes historiques et une table de matières 
très-développée qui facilite beaucoup les recherches. 

En géométrie, l'auteur avait moins de concurrents, 
mais aussi moins de guides 5 il a interprété largement le 
Programme , et, à l'aide de notes, d'appendices, d'intro-
duction , d'exercices , il a trouvé moyen d'initier les élè-
ves studieux (il y en a encore) à l'étude sérieuse des sec-
tions coniques. 

Pour racheter cette hardiesse , il a fallu sacrifier à 1'/̂ -
tile ^ aussi est-il question devis ordinaires, de vis d'Ar-
chimède, d'escaliers, de bateaux à vapeur, de solénoïdes, 
d'orbites planétaires, d'aplatissement du méridien, de 
projectiles, de miroirs, de jardinage, de voûtes à con-
struire, d'alignements de routes à raccorder, etc. 

PAR UN PROFESSEUR. 

Note da Rédateur. La science n'est plus qu'un in-
strument accessoire dans l'enseignement: les applications 
sont le point essentiel. C'est à qui entassera le plus de 
questions disparates sur la mécanique , l'agriculture , la 
physique, le commerce , la chimie , l'astronomie , la mé-
tallurgie, les voies de fer, etc; sorte d'exposition mathé-
matique de bric-à-brac. Descartes ne l'entendait pas ainsi. 
Voici ce qu'il nous dit : « Mais je ne m'arrête point à 
» expliquer ceci plus en détail, à cause que je vous ôterais 
)) le plaisir de l'apprendre de vous-même et l'utilité 
)) de cultiver votre esprit en vous y exerçant, qui est à 
» mon avis la principale qu'on puisse tirer de cette 
» science» [Géométrie, édit. de Cousin, t. V,p . 3 i6) . 
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C'est précisément à cette utilité qu'on fait la 
guerre. On n'en voit d'autre que celle dont les résultats 
peuvent se coter à la Bourse. Contradiction singulière ! 
ils préconisent une philosophie spiritualiste et un ensei-
gnement matérialiste. Cela rappelle les dernières pa-
roles du juste : 

» o/'^act T/ttoiîo-I. 

SUR LE PROBLÈME DES BŒUFS ATTRIBliÉ Ì ARCHIMÈDE 
. (voir page I13) . 

Monsieur le Rédacteur, 

Puisque vous m'avez donné l'occasion de m'occuper du 
Problème des Bœufs atlribué à Archimède, je vais vous 
faire part de quelques remarques que m'a suggérées 
votre article curieux. 

Je crois comme Struve, non-seulement que les deux 
dernières conditions ont été ajoutées, fmais qu'il en est 
de même de tout ce qui est relatif aux vaches, depuis le 
vers 17' 'jusqu'auinclusivement, plus les vers 28 et 29 
qui me paraissent interpolés, de manière à séparer en 
deux le dernier distique où je lirais TTÓCOI au vers 2 7 . 

Ainsi les vers i à 16 me semblent présenter un énoncé 
complet, auquel les vers 27 et 3o forment un épilogue 
très-convenable. 

Le problème ainsi réduit a pour solution la plus sim-
ple ou principale les quatre nombres que vous donnez à 
la page 117, savoir : 

2226 bœufs blancs 

(je pense que le rédacteur primitif n'avait pas songé 
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à distinguer les sexes, et qu il prenait raypot tout simple-
ment dans le sens de poeç) ; 

Ensuite : 
1602 bœufs noirs, 
158o bigarrés, 
891 roux. 

On obtient toutes les autres solutions du problème 
en multipliant ces divers nombres par un entier quel-
conque. 

L'auteur concluait en disant : a Mon cher ami, si tu 
» nous dis exactement d'après cela le nombre des bœufs 
» d'Hélios, tu n'as pas à craindre de passer pourinlia-
» bile ou ignorant en arithmétique. » 

Cette conclusion est évidemment complète et n'indique 
aucune restriction de la part de F interrogateur. 

C'est donc bien un nouveau rédacteur qui ajoute : 
« Mais je ne te liens pas quitte : il faut encore, si tu veux 
» passer pour vraiment savant, etc. » 

Or, quelles sont les nouvelles conditions auxquelles 
sont assujettis les nombres demandés? il y en a deux. 
Voici comment je comprends la première : je ne pense 
pas que la somme des nombres de bœufs blancs et noirs 
doive être un carré parfait ; je suppose que l'auteur a 
voulu dire simplement : si les bœufs blancs et noirs réu-
nis étaient rangés en carré, en comptant tous ceux du 
circuit, la somme des premiers rangs sur tout le péri-
mètre du carré, rà , égalerait la mesure des plai-
nes de la Sicile*, et je lis eu conséquence izlijQoç au lieu 
de nhvOov qui n'a pas de sens en cet endroit. 

(Peut-etre aussi faut-il lire eŷ x̂̂ ov au lieu de ê Tvsâoy.) 
En deux mots, le quadruple de la racine carrée du 

nombre des bœufs blancs et noirs serait la mesure de la 
Sicile. 
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Du resie, cetle condition ne me parait pas devoir être 

prise en rigueur, c'est-à-dire exiger une racine carrée 
exacte : quel que soit le nombre des hommes d'une 
troupe, on peut toujours proposer de les disposer en ba-
taillon carré ou supposé tel. L'auteur dit simplement : 
<( quand ils étaient placés de manière à avoir la même 
» mesure en largeur el en profondeur. » 

Je reviendrai tout à l'heure sur la manière de satis-
faire à cetle condition ; je dois auparavant examiner la 
secondco Celle-ci ne comporte pas la même tolérance 
(|ue la première-, il y *est dit expressivement que les 
boeufs roux joints aux bigarrés doivent former un nom-
bre triangulaire , sans qu'il en manque ni quil en reste 
aucun. Or, tout nombre triangulaire devant être de la 

forme (x-4- i) , il faut donc faire en sorte que le 

nombre 2471, qui représente la somme des | nombres 
cités, ( T - l - J ) , dans la plus simple des solutions de la 
question primitive, ou que le facteur 353, nombre pre-
mier qui est le septième de 2471, puisse être identifié à 
l'un des nombres j:, x -f- i, ou à leurs moitiés. Les hy-
pothèses qui se présentent le pltts naltirellemenl sont 
celles-ci : 

JC = : 247 I , ^ ( .r -f- 1 ) nr 1 23G , 

X -h I — 247 1 , ^ ^ ' ^̂ ^ ' 

^ 2 4 7 I , ^ - h I 4 9 4 3 , 

¿(•^H-l) ::̂  2471, = 

- X = 353 , ^ ^ rjQn ^ n _ iQi ^ 

Pour chaque cas, le liouibie multiplie 24-1 dans 
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le produit - x (x -f- i) est le facteur par lequel il faut 2 
multiplier tous les nombres de la solution principale. 

Ainsi, dans la cinquième hypothèse ci-dessus, le multi-
plicateur sera loi . 

Maintenant, il faut, en revenant à la première con-
dition supplémentaire, que le multiplicateur adopté 
puisse conduire à la mesure de la Sicile, ce qui détermi-
nerait complètement le problème. Deux nombres se pré-
sentent en premier lieu de manière à satisfaire approxi-
mativement à cette condition. Ce sont les nombres 
12354950 et 12 355O5O. En effet, d'abord chacun d'eux 
fournit un nombre triangulaire quand on le multiplie 
par 2471, puisque le premier donne pour produit 

247099.247 100 

et le second 
247 loi.247 100 

Ensuite , si on les multiplie respectivement par 3828, 
ils donnent pour produit 

472947^8600 et 47295131400, 

dont les racines carrées sont (à une unité près ) 

217473 et 217474, 

et les quadruples de ces racines 
869892 et 869896. 

Maintenant, si nous cherchons dans Strabon (liv. Ml) 
les dimensions de la Sicile, nous voyons qu'il attribue à 
sa forme triangulaire un périniètic de 4400 sudes qui se 
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dislribuent ainsi : 

720 st. pour le grand coté, 
55o st . pour le moyen côté, 
13o st. pour le petit côté. 

Total . . . 44^® 

Or, si l'on calcule Faire de ce triangle par la ^formule 
de Héron d'Alexandrie , on obtient d'abord, pour le 
carré de cette aire, le nombre 734448000 000, lequel se-
rait un carré parfait si le chiffre 8 s'y trouvait remplacé 
par 9 , et la racine de ce carré serait 867000, nombre 
représentant des stades carrés. 

On conçoit d'ailleurs que cette évaluation est néces-
sairement au-dessous de la vraie valeur du territoire de 
File, à cause des sinuosités du contour, dont la formule 
fait abstraction. 

On peut donc considérer les deux nombres ci-dessus 
trouvés, 869 892 et 869896, comme repi^ésentant approxi-
mativement Faire totale de la Sicile, conformément à 
Fénoncé. En conséquence, on a pour solution de la pre-
mière et de la troisième partie de la question, les for-
mules 

B — 2226 
1602/^, 

T=r 1580/ , 
J — 891 

dans lesquelles A = 12 355 000 it: 5o. 
On peut d'ailleurs arriver à un résultat plus rapproché 

de 857000 en multipliant 2471 par 99, ce qui donne 
244 629, et posant 

ï H- J ^ 4 4 ^ 2 9 X 2 4 4 6 2 8 
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Alors, faisant 

B 4- N = 3828 X 9 9 X = 46 35358i 208, 

ou a pour la racine carrée 215 298 qui, multiplié par 4, 
donne 861 182, ce qui est bien près du résultat cherché. 

Enfin , on aurait un résultat trop faible en multipliant 
2471 par 98, ce qui donne 242 i58, et posant 

T J — i 5 8 ± 2 4 2 1 5 9 
2 

11 faut alors faire 

B -f- N = 3828 X 49 X 242 169 = 45422 2.47 948; 

la racine carrée est 2i3i24 et le quadruple de cette ra-
cine donne 852496 (*). 

Au surplus, l'incertitude qui reste ici quant au chiffre 
exact du résultat, ne doit pas étonner, et elle ne suffirait 
pas pour permettre de conclure que la voie proposée 
ne peut conduire à la bonne solution. Un nombre tel 
que l'évaluation delà surface totale de la Sicile n'a ja-
mais pu être donné que comme approximation ; et il est 
d'ailleurs vraisemblable que si l'auteur avait eu en vue un 
nombre exact, il n'eut pas ajouté la condition du nombre 
ti iangulaire qui rendait alors le problème plus que déter-
miné, à moins toutefois que ce ne fût comme simple vérifi-
cation. Mais il arrive justement que les hypothèses qui 

(*) Les géographes modernes donnent à la Sicile i35o lieues carrées de 
superficie,ce qui, en supposant le degré de 25 lieues et de 700 stades, 
porte cette même surface à i o58 400 stades carrés. En multipliant '2471 
par 121,on a 298 991; en multipliant ensuite 3828 par 121 et par 298992:2, 
un a pour résultat 1 002 570. Mais en multipliant 2/171 par 122, on a 
Ì01 /|(Î2; et multipliant alors 828 pari i i et par 3oi > on obtient 
1 oi)i -jiiS. Knlrc cette limite el los noiiibres proposés précédemment, j«: 
iTai U'ouvé aucun cariv parfail. 
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remplissent cette dernière condition d'une manière sa-
tisfaisante ne paraissent nullement de nature à donner 
le carré parfait exigé par Thypothèse que je combats. 

Restent maintenant les vers 17 à 26, plus les vers 28 
et 29 dont je n'ai pas encore parlé. 

Ces douze vers me paraissent avoir été ajoutés tout à 
fait après coup ; et même il me semble probable que le 
distique composé des deux vers 25 et 26 constitue une 
interpolation faite encore en surcharge et tout en dernier 
lieu. Faisons donc pour un instant abstraction de ce dis-
tique, et ne considérons que les huit vers compris de 17 
à 24. Ici je crois que les traducteurs et commentateurs se 
sont complètement trompés en supposant aux mots cryv 
raupoLç̂  au vers 22, cette signification que le nombre des 
taureaux devait être ajouté à celui des vaches. Je lis avec 
Lessing TcurTm... ¡px̂ ^̂ '̂ '̂ ç ; mais je place le point à la fin du 
vers précédent, en faisant dépendre eriv zaopotç de ? 
ce qui alors signifie simplement : Les vaches rousses qui 
paissent ai^ec les taureaux; en un mot, je vois ici ce qu'en 
terme d'école on nomme une cheville. J'ajoute, en outre, que 
je lis l̂yjî i «rpsxgç à la fin du vers 24. Alors, les conditions 
du nouveau problème, tout à fait indépendant du pre-
mier quant à la solution, seront celles-ci : le nombre 
des vaches blanches forme le tiers et le qua/t de celui des 
vaches noires -, 2̂  le nombre des vaches noires est le quart 
et le cinquième de celui des vaches bigarrées -, le nom-
bre de ces dernières est le cinquième plus le sixième de 
celui des vaches rousses. 

Je suis d'autant plus porté à interpréter ainsi l'énoncé, 
que j'y crois voir une imitation des conditions du pre-
mier problème, où : le nombre, des bœufs ou des tau-
reaux blancs était la moitié et le tiers du nombre des 
noirs (en faisant abstraction des roux); le'Jnombre des 
bœufs noirs était le quari plus le cinquième des bigarrés; 
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et celui des bigarrés, le sixième plus le septième des 
blancs. 

Avec ces trois conditions, auxquelles sont soumis les 
nombres des vaches de diverses couleurs, ces nombres sont 
indéterminés, bien que leurs rapports soient déterminés. 
Mais si l'on ajoute une quatrième condition, savoir, 
comme dans les vers 25 et 26, que le nombre des vaches 
rousses doit être le sixième plus le septième de celui des 
vaches blanches, alors il est clair que le problème de-
vient absurde. Il me semble voir là une addition mala-
droite faite par un scholiaste inintelligent, qui, n'enten-
dant pas la question, aura jugé nécessaire de compléter 
ainsi l'énoncé où il croyait apercevoir un oubli. 

Rejetant donc eette dernière condition comme entière-
ment apocryphe, on a pour les nombres les plus simples 
(jui satisfont à la nouvelle question : 

h 
n ~ 396, 
t = 880, 

j — 2400 ; 

etl'on obtiendra toutes les autres solutions en multipliant 
par un nombre entier quelconque. 

Telles sont. Monsieur le Rédacteur, les remarques que 
m'a suggérées votre intéressant article. Elles ne lèvent 
sans doute pas toutes les difficultés*, peut-être jugerez-
vous néanmoins qu'elles peuvent encore présenter quel-
que intérêt à vos lecteurs. 

J'aurais bien aussi quelques observations à vous adres-
ser sm- le texte grec que vous avez édité : mais je ne veux 
pas me faire de mauvaises affaires. 

Au surplus, c'est là une de ces questions auxquelles 
on consacre volontiers quelques heures de loisir, mais on 
se reprocherait d'y sacrifier unî  trop notable fraction de 
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cette précieuse étoffe de la vie humaine que Ton nomme 
le temps : car 

F agit interea^fugit irreparabile tempus. 

Agréez , Monsieur le Rédacteur, etc., 
A . - J . - H . VINCENT, 

Membre de l'Institut. 

l É O M R D BOMCCI DE PISE (XIII^ siècle). 

Les coordonnées du centre de gravité de l'homme rap-
portées à trois plans fixes varient à chaque instant. Lors 
même que nous nous tenons en repos , la circulation, la 
respiration, tous les mouvements involontaires delà vie 
organique déplacent ce point sans cesse. La ligne décrite 
par ce centre de gravité, depuis la naissance jusqu'à la 
mort, est la trajectoire vitale géométrique de chaque in-

de 
dividu. La vitesse , le — en chaque point de cette trajec-
toire est sans doute tres-variable. Mais si Ton divise la 
longueur totale de la trajectoire par le temps, soit par le 
nombre de secondes qu'on a vécu depuis l'entrée dans le 
monde jusqu'à la sortie, on obtient une vitesse moyenne 
qui diffère beaucoup d'un individu à l'autre, d'un peuple 
à l'autre. Il en est ainsi de la trajectoire de la vie intel-
lectuelle. Cette trajectoire se compose de pensées qui se 
comptent par le nombre et se mesurent par le temps. Ce 
nombre et surtout le temps établissent une grande diffé-
rence entre les esprits; c'est surtout la durée de la pensée 
qui caractérise les esprits supérieurs. Buffon définit le 
génie: une aptitude à la patience, c'est-à-dire la faculté 
de faire durer la pensée, delà maintenir longtemps et 
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avec intensité sur le même sujet. Souvent cette faculté 
de concentration intellectuelle rend impropre aux occu-
pations vulgaires qui exigent des pensées fugaces et mul-
tiples. Il résulte de là que des hommes supérieurs pas-
sent souvent pour des niais chez les hommes inférieurs. 
C'est ainsi que les négociants de Pise, compatriotes de 
Léonard, lui ont donné le sobriquet de B'tglielone -, 
toutefois, c'était un des plus profonds penseurs du 
siècle de saint Louis et comme tel jusqu'à ce jour pres-
que inconnu. Les érudits savaient que Léonard avait pro-
mulgué et propagé la numération et apporté en Occi-
dent l'algèbre des Arabes. Ce sont sans doute d'immenses 
services, mais qui n'ont que le mérite de l'importation 
première. Mais on ne se doutait guère qu'un géomètre 
du xiii"̂  siècle eût dépassé beaucoup Diophante et les 
Arabes et n'a été dépassé que par Fermât au xvii*̂  siècle. 
Découverte historique que nous devons aux persévérantes 
investigations du célèbre prince Boncompagni ; découverte 
infiniment supérieure à ces travaux sur des écrivains 
obscurs qu'on se plait à tirer des ténèbres du moyen 
âge et qui, pour être publiés et illustrés, n'en restent pas 
moins obscurs. La mise au jour des trois écrits de Léonard 
enrichit de faits précieux les annales de l'esprit humain. 
Ce sont les seuls ouvrages qui soient complètement pu-
bliés. On en connaît sept : 

Liber abaci (1202 et corrigé en 1228) ; c'est un 
Traité d'Arithmétique et d'Algèbre. Le chapitre 
concerne l'algèbre et a été publié par M. Libri [Histoire 
des sciences mathématiques, tome II, page 807, note III, 
i 8 3 8 ) . 

{") Bighclonc est p?ut-être le synonyme de Bonacci qui revient au ho-
nacc français. Il est connu sous le nom de l^ibonacci par contraction de 
Filius Bonacci. 
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Practica geometriee (1210 à 1221); théorique et 

pratique. 
3°. Liber quadratorum (1225); c'est l'œuvre princi-

cipale (publié). 
4®. Flos super solutionibus quarundam questionum 

ad arithmeticam et ad geometriam vel ad utramque 
pertinentium (publié). 

5®. De modo solvendi questiones as^ium et similium 
(publié). 

6^. Un commentaire sur le livre X des Éléments d'Eu-
clide. 

Libro di merchatanti detto di minor guisa -
n'existe plus, à ce qu'on sache, dans aucune bibliothèque; 
renfermait des règles d'alliage des métaux. 

Les trois écrits 3^, 4^5 ^̂ ^̂  réunis dans un manus-
crit du XV® siècle, sur parchemin, appartenant à la bi-
bliothèque ambrosienne de Milan (E . 76, parte supe-
riore), La description de ce manuscrit et des détails bi-
bliographiques sur tous les écrits de Léonard sont exposés 
dans l'ouvrage suivant avec une érudition et une exacti-
tude auxquelles nous ne sommes plus guère accoutumés : 

Intorno ad alcune opere di Leonardo Pisano mate-
matico del secolo decimoterzo. Notizie raccolte da 
Baldassare Boncompagni, socio ordinario delVAccade-
mia Pontificia de' Nuoi^i Lincei, Roma, tipografia delle 
Belle Arti, i854. Iu-8 , viii-4oo pages. 

C'est là que nous puiserons des renseignements sur la 
vie et les œuvres de l'illustre Pisan (*). 

(*) M. Boncompagni, dans l'Avertissement, page m, fait savoir qu<i 
tout ce qu'on trouve dans cet écrit doit être reproduit dans un ouvra(îc 
plus vaste qu'il se propose de faire sous le titre : Della vita c delle opcrr 
di Leonardo Pisano et dont une partie a déjà été publiée dans les Aia 
dell'Accademia Pontificia de.'?îuovi Lincei, iomo V, anno V (i85i-5'Jt , 
pages 5-91, aoB-246. 
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Nous ne connaissons d'autres circonstances de la vie 

de Léonard que ce qu'il nous apprend lui-même au com-
mencement de son Traité de l'Abaque et qu'on trouve 
dans l'ouvrage de M. Libri [Histoire des sciences mathé-
matiques, t. II, p. 287, i838). En voici la traduction : 

(( Ici commence le livre de VAbacus composé par 
» Léonard, fils de Bonacci de Pise, dans l'année 1202. 

)) Mon père)était constitué à Bougie par les marchands 
» de Pise comme greffier public [puhlicus scriba) à la 
» douane de Bougie. Comme il y avait conlinuellemeni 
» alïluencede commerçants chez lui, il me fit venir dès 
» mon enfance, et voulut que je restasse pendant quelque 
» tempspourm'appliquer à l'étude de F abaque en vue d'im 
» avantage, d'une utilité à venir. Un admirable maître 
)) m'ayant initié dans l'art des figtires indiennes , je pris 
» tant de plaisir à l'esprit de cet art, que je voulus savoir 
)) tout ce qu'on enseignait là-dessus en Egypte, en Sy-
» rie, dans la Grèce, en Sicile et dans la Provence 
)) [Provcntiam), avec les diverses variétés. Ayant par-
)) couru auparavant ces contrées, je m'y instruisis par 
» beaucoup d'études et de discussions, mais je considérai 
» tout ceci et même l'AIgorisme de Pythagore [Picta-
)) gorœ) comme défectueux en comparaison de la méthode 
» indienne. C'est pourquoi ayant serré de plus près 
)) cette méthode et étudié plus attentivement, y ajoutant 
» quelque chose de mon propre fonds et y appliquant 
i) quelques artifices géométriques d'Euclide, j'ai travaillé 
» à la composition de cet ouvrage, et pour être le plus 
)) intelligible qu'il m'est possible, je l'ai divisé en quinze 
» chapitres distincts. J'ai tout donné avec des raisonne-
» mcnts démonstratifs, afin que ceux qui aspirent à 

(*) Scriba. Il y en a qui voient là un notaire: c'est probablement une 
espèce do consul commercial. 
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)) cette science seulement parce qu'elle est plus parfaite 
» que les autres, puissent s'instruire et qu'à Tavenir la 
» gente latine ne s'en'trouve.pas dépourvue comme jus-
» qu'à présent. 

)) Si par hasard je n'ai pas dit assez ou trop et plus 
» qu'il n'est nécessaire, je prie qu'on ait de l'indulgence 
)) pour moi, car il n'y a personne qui n'ait quelques dé-
)) fauts et qui soit circonspect en toutes choses et par-
» tout. » 

Léonard avait au moins une vingtaine d'années en 
écrivant son abaque en 1202, ce qui porte l'année de sa 
naissance vers 1170 ou ii8o-, on ignore l'année de sa mort. 
Il y en a qui le font voyager vers Constantinople à la fin 
du xiii'' siècle, ce qui est impossible. Quoi qu'il en soit, 
il est certain que notre géomètre était à Pise en 1225, 
lors du passage de renipcreur Frédéric IL 

Ce souverain, dédaignant les idées régnantes , ennemi 
des croisades, projeta rindépeudance de l'Italie, sa pa-
trie. 11 eut à combattre d'ambitieux compétiteurs , d'au-
dacieux pontifes romains, et mourut à la peine. Malgré 
ces tribulations ,il cultivait les lettres, la poésie, et com-
posa un ouvrage sur la chasse estimé encore aujourd'hui. 
Aimant aussi les sciences, il encouragea les savants et 
avait dans sa suite deux géomètres de mérite, à en jtiger 
par le choix des questions qu'ils adressèrent à Léonard 
et dont les réponses ont donné naissance aux trois écrits 
mentionnés (3% et 5^). 

L'un de ces géomètres est Jean de Palerme. Le lieu de 
sa naissance est la seule chose qu'on en connaisse. Il a 
proposé trois questions en présence de l'empereur, sorte 
de tournois scientifiques qui se sont maintenus jusqu'au 
xvii'' siècle. 

Le second savant est un nommé Théodore. Il eut à sou-
tenir une joute philosophique contre un docteur de l'or-

Bulletin mathématique, t, l®*". (Décembre i85'>.) ^^ 
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dre des frères Prêcheurs, premier nom des Dominicains, 
fonde à Toulouse en 1215. Voici comment le fait est ra-
conté par le P. Thomas M a l v e n d a , D o m i n i c a i n , 
dans son Histoire des/itères Prêcheurs sous Vannée 1238. 
[Annalium sacri ordinis Prœdicatorum centuria prima, 
A. R. P. F . Thoma Malvenda. Neapol., MDCXXVn.) 
C'est un trait curieux des mœurs du temps. 

(( Le frère Roland, Crémonais de nation, qui passait pour 
grand philosophe dans ce siècle, était le premier des frè-
res Prêcheurs qui fut licencié et docteur de l'Université 
de Paris. Il composa avec beaucoup de finesse un résumé 
de philosophie, car il était très-érudit en matières théo-
logiques et philosophiques. Etant une fois à Crémone, 
il apprit de quelques frères Prêcheurs qui revenaient de 
l'armée de Frédéric II, assiégeant alors Brescia (i238), 
que le philosophe de l'empereur les avait embarrassés de 
questions au sujet de la philosophie de Roland, sur les-
quelles ilsnesavaientpas répondre. Enflammé de zèle pour 
son ordre, il dit : (( Préparez-moi un âne. )) Car il était 
goutteux et ne pouvait aller à pied. Cela étant fait, assis 
sur l'âne y il entra, accompagné de quelques frères Prê-
cheurs, dans le camp et commença par demander où était 
le philosophe. Beaucoup d'hommes considérables qui con-
naissaient et honoraient le philosophe s'étant réunis, et le 
philosophe étant appelé, Roland lui dit : « Afin que tu 
saches, toi, maître Théodore, que l'ordre des frères Prê-
cheurs a des philosophes, je te donne le choix, en pré-
sence de ceux-ci, de faire des objections ou de préparer 
des réponses sur quelque partie de la philosophie que tu 
veuilles. » Comme Théodore choisit les objections de pré-
férence aux réponses, Roland remporta dans cette lutte 
remarquable une victoire qui fut pour l'ordre un grand 
honneur et une grande gloire. » [Intorno ad alcune 
opere, etc., p. 47.) 
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Ce résultat serait moins contestable, s'il était raconté 

par une personne étrangère à Vordre, car les corporations, 
système d'esprits concentrés en un seul esprit, possèdent 
à un degré éminent Tart d'arranger les faits et ne se font 
pas faute d'exercer cet art. 

En janvier i855, nous donnerons l'analyse complète 
des trois écrits [Tre scritti, etc.^) et des considérations 
de MM. Boncompagni, Genocchi et Lebesgue sur cette 
mémorable production qui inaugura le grand siècle de 
saint Louis. 

BIBLiOGRAPHIË. 

ELÉMENTS DE GÉOMÉTRIE, rédigés d'après les nouveaux 
Programmes de renseignement scientifique des Ly-
cées-, par M. j4?niot, professeur de Mathématiques 
au Lycée Saint-Louis, à Paris. Paris, i855', in-8 de 
i44 P^ges 5 figures dans le texte. (Cours de iroisième 
scientifique. ) 

C'est un fait généralement admis, nullement con-
testé, que les études, tant littéraires que scientifiques, 
baissent dans les inslilulions et collèges universitaires:^ 
que les examens, gagnant sans cesse d'étendue , par suite 
même de cetle étendue, diminuent sans cesse d'intensité. 
Les ouvrages qui prennent le titre de conformes sont, en 
effet, conformes à cet état maladif, à celte asthénie qui 
mine l'enseignement. Lorsqu'on prescrit aux auteurs la 
forme, le fond et même l'ordre logique des matières5 
lorsque , enfermés dans ce cercle de Popilius, ils ne peu-
vent en sortir, s'en écarter pas plus que le soldat de ses 
théories, la pensée frappée d'hémiplégie, n'enfante que 
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désœuvrés malingres, rabougries, sans espoir aucun de 
vilaliu .̂ Toutefois, il serait injuste de ranger dans la 
même catégorie tous les écrits conformistes, Le manteau 
que le Programme jette sur l'esprit et le talent ne les em-
pêche pas de percer lorsqu'ils existent. C'est ce qu'on 
aperçoit en lisant ce cours de troisième. Le savant pro-
fesseur a publié naguère un Traité, excellente introduc-
tion à la géométrie segmentaire, dite supérieure. On ne 
dépouille jamais le vieil homme, ct on retrouve dans cet 
opuscule plusieurs qualités qui distinguent le Traité. Les 
trente-trois leçons roulent sur les figures planes. Chaque 
leçon, précédée d'un énoncé du Programme , développe 
cet énoncé. 

Nous soumettons k l'estimable auteur quelques obser-
vations. 

On appelle corips une portion limitée de Vétendue 
(p. 1). 

Le corps est un volume impénétrable, et, comme tel, 
appartient à la mécanique et non à la géométrie, qui ne 
considère que des volumes, que des figures pénétrables. 
Dans cette définition, 11 s'agit de Y espace général et non 
de \étendue qui exprime la manière d'être d'un corps 
particulier. Il me semble que la vraie définition géomé-
trique est celle-ci : On appelle volume une portion li-
mitée de l'espace (*). 

La surface d'un corps, c est-à-dire ce qui le limite en 
tout sens, na que deux dimensions : la longueuf et la 
largeur (p. i). 

La surface est la partie commune au volume et à l'es-
pace ; c'est ce qui sépare le volume de l'espace général, 
c'estce qui fait qu'il a une dimension de moins. De même 
la ligne est la partie commune à deux surfaces, et le point 

Tarigcre cnini et inngi, iiisi corpus, nulla potest res. 
(Lucret. Ub. l , V. 3o5.) 
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la parlie commune à deux ligues ^ celte cominunaulé eu-
iraine toujours la perte d'ime dimension. 

Nous croyons d'ailleurs avec M. \ inceut qu'à l'entrée 
la notion des dimensions est déplacée. D'abord on ne 
peut en donner une explication nette-, ensuite, cette no-
tion est inutile, on peut s'en passer pour le moment. 

La ligne droite est la ligne qui tend constamment 
vers un seul et même poir\t, c est-à-dirc quelle t>(i d^ni. 
de ses points vers un autre par le chemin le plus court 

L'idée d'uncliemiu, et surtout d'un chemin mininiuin 
suppose déjà Fidée d'une droiie et ne peut servir à la dé-
iinir^ renoncer à touic; définilion est encorece qu'il y a 
de mieux. Il est à remarquer qu'en latin el en français la 
droiten'a pas de nom spécial et n'exprime que Tidée de 
dircilion. Linca recta, directa^ ligne droite. Chez les 
(jrecs, elle a un nom spécial, ilèiia^ ligne bien posée. 

Leur somme égale un (ui^li^ droit (p. ne faut-il 
[)as: leur somme est égale CL un angle droit? Égaler, c'est 
rendre égal et non pas être égal. De même pottr d'autres 
locutions de ( e genre. 

Je trace par le point E la perpendiculaire E F à la 
droite AB. 

Sur le terrain on trace,, niais CÎI style géométrique OJ> 
cièvit des perpendiculaires. Les ligiu's sont des concep-
iions mentales sans traces matérielles. 

Un triangle est la portion de plan terminée par trois 
lignes droites qu on appelle ses côtés. 

On évite toute ambiguïté eu disant : Le triangle est 
une figure plane déterniinée par trois lignes droites quou 
(ippelle les côtés du triangle. 

Nous signalons une démonstration très-simple de cetle 
proposition fondamentale que si deux triangles ont deuA, 
côtés égaux chacun à chacun et les angles compris iné-
gaux, les troisièmes côtés sont inégaux (p.i i ). L'auteur 
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suppose la bissection d'un angle, supposition très-admissi-
ble. Euclide ne pouvait recourir à ce moyen, car il veut 
d'abord démontrer la possibilité de cette bissection. 

On donne comme exercice cette belle propriété : La 
somme des trois médianes est moindre que le périmètre 
du triangle. 

La V"" leçon a pour objet le triangle isocèle. 
On prend pour hdise, d'un triangle un côté de ce tri-

angle, etc., la hauteur du triangle est la perpendiculaire 
tracée de son sommet sur sa hase (p. i4 ) ' 

Il me paraît plus convenable de renverser cet énoncé 
et de dire : La perpendiculaire abaissée d'un sommet sur 
le côté opposé se nomme hauteuret ce côté prend alors , 
relativement à cette hauteur, le nom de base. 

A la page i5 on lit ces deux corollaires : Un triangle 
équilatéral est équiangle \et un triangle équiangle est 
équilatéral. Jusqu'ici rien ne démontre la possibilité de 
tels triangles. 

Tracer une perpendiculaire à une droite (p. 17). On 
ne trace pas à une chose. 

Dans le théorème I de la VL' leçon (p. 17), il est 
question d'une oblique sans qti'on ait dit ce qu'on en-
tend par une oblique. 

Dans un triangle OCD rectangle en C, il est facile de 
démontrer que OD est plus grand que OC ; donc l'angle en 
D est moindre que l'angle C,et, par conséquent, D est aigu. 

Remarque (p. 10). On appelle lieu géométrique ; il 
faut ajouter ^/'/¿/z point. Alors le lieu géométrique d'un 
point est une ligne dont tous les points jouissent de la 
même propriété que ce point. 

A la page 21, on indique un problème de minimum et 
de maximum fort utile. 

VIPei VHP Leçons. Leçon doitêtreau singulier ; ainsi ' 
le veut la grammaire. On dira que ce pluriel est générale-
ment admis ^ je réponds qu'on a généralement tort. Les 
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lois de la grammaire doivent être respectées surtout par 
les géomètres. C'est Fobservation rigoureuse de ces lois 
qui, sous la plume de Descartes et de Pascal, a donné à 
notre langue cette clarté qui établit sa supériorité sur 
toutes les autres langues supériorité qui tend mal-
heureusement à s'affaiblir. 

A la page 22, on définit les parallèles et puis on dé-
montre que deux droites perpendiculaires à une droite 
sont parallèles^ il semble qu'il faut suivre la marche in-
verse : démontrer qu'il existe deux droites qui ne peu-
vent se rencontrer ; et dire ensuite que de telles droites 
sont dites parallèles. Principe général : Il ne faut jamais 
définir un objet avant d'en avoir montré l'existence. 

L'auteur a le bon esprit de fonder la théorie des pa-
rallèles sur ce postula tum de Gergonne: Par un même 
point ne passe quune seule parallèle à une droite. 

Dans la IX® leçon, qui traite des polygones, on 
fait cette bonne remarque, qu'un polygone convexe n'a 
pas plus de trois aiigles intérieurs aigus. 

Il y a un bon choix de problèmes à la fin de la 
X® leçon. 

XF Leçon (p. 37). La circonférence est une ligna 
courbe dont tous les points sont également éloignés d''un 
même point quon appelle centre. 

Puisqu'on a déjà défini ci-dessus le lieu géométrique, 
on pourrait dire : La circonférence est le lieu géométri-
que d'un point également éloigné d'un même point fixe 
nommé centre. 

On démontre ensuite que celte ligne n'a nulle pari 

C) L'étude trop générale des littératures étrangères est nuisible à la lit-
térature nationale. Les Grecs, les Romains nous ontléguédes chefs-d'œuvre; 
chez chacun de ces peuples on ne cultivait que la langue nationale. Les 
écrivains français du xvii® nous ont transmis des chers-d'œuvre, parce 
qu'ils ne lisaient el ne s'inspiraient que des cheis-d'œuvre grecs et latins. 
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trois points en ligne droite , donc elle est courbe j mais 
Tépithète courbe ne doit pas se trouver dans la définition. 

XIP Leçon (p. 43).PROBLÈME. Etant donnés sur une 
carte quatre points dont trois ne sont pas en ligne 
droite, tracer sur cette carte une route circulaire qui 
passe à égale distance de chacun de ces points. 

C'est la question de concours de troisième en i853 
[Nouvelles Annales, t. XII, p. 318). 

La XIII'' leçon est terminée par cette belle pro-
priété : Soient ABCD un quadrilatère rectangle en C et 

en D̂  E le milieu de BD et AD = AE = ^ AB -, menant 

la droite CE, on a 

angle AEC 3 angles EGB. 

Chez les géomètres grecs, on rencontre une trisection 
mécanique de l'angle fondée sur cette propriété. 

Dans la XV"" leçon, on commence à s'occuper des 
mesures. Voici le ¿/a/5 que prend l'auteur pour établir 
la proportionnalité des incommensurables. Soient A et B 
deux grandeurs n'ayant aucune commune mesure pos-
sible \ divisons B en n parties égales et cherchons com-
bien de fois? est contenu dans A. Soit ce quotient m\ il 
y aura toujours un résidu, puisque A etB sont incom-
mensurables^ faisons ^ — A'; le résidu est moindre 

g 
que le diviseur plus n sera grand et plus le résidu sera 

petit, moins h!, différera de A. Prenant donc n infini-
ment grand, on pourra substituer Â  à A, et le rapport 

de B à Â  est ^^ on substitue ainsi deux lignes commen-

surables à deux autres incommensurables. Cette substitu-
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lion esl légitime tant qu'il ne s'agit que des besoins pra-
tiques de l'arithmétique 5 il n'en est plus ainsi lorsqu'il 
s'agit des besoins de la logique. 11 ne faut pas confondre 
les valeurs approchées quasi vraies avec des vérités ap-
prochées, avec des vérités quasi vraies-, de telles véri-
tés sont sympathiques à l'esprit des programmes, mais 
antipathiques à l'esprit de la géométrie. 

Parmi les beaux problèmes qui terminent cette leçon , 
on trouve celui-ci : 

Si d'un point de la circonjérence circonscrite à un 
triangle on abaisse des perpendiculaires sur les côtés, 
les pieds de ces perpendiculaires sont cn ligne droite. 

C'est Servois, dans ses solutions peu connues, qui a 
rappelé Tattenlion sur cette importante propriété. 

Le reste de l'ouvrage roule sur les polygones sembla-
bles, sur les polygones réguliers, les aires des figuix's 
planes , du cercle, etc. ; les levers de plans , les opéra-
tions sur le terrain, etc. 

C'est le centre de similitude (Euler) qui devrait être, 
(|ui est le vrai point de départ de toute thcorie sur la si-
militude directe et inverse (symétrie). Ce moyen d'ex-
position réunit facilité et rigueur. 

Page II2, on dit que Lambert est un géomètre français ; 
en effet, il est né à Mulhouse, ville aujourd'hui française, 
mais en 1728 Mulhouse appartenait à la Suisse. 

345 L'inventeur du rapport se nomme Adrien Metius ; 
11 <j 

c'est par erreur que Montucla lui donne le prénom de 
Pierre ; le fils avait le même prénom Adrien. 

L'étendue de cette analyse montre rintéret que nous 
attachons à cette estimable production; nous nous occu-
perons prochainement du complément de cet ouvrage, 
destiné aux cours de seconde et de rhétorique scientifiques. 



( "86 ) 

NOTE S I R LA PROPORTION HARMONIQUE; 
NIGOMAQIJË et JAMRLIQUE. 

( E x t r a i t de NESSELMANN.)(*) 

On lit dans Jamblique que cette proportion a été en 
usage chez les Babyloniens et que Pytbagore Ta importée 
dans la Grèce. Son premier nom était ÔTrovecvrlx , Vopposé. 

Voici la raison de cette dénomination. Soient a , h c 
trois grandeurs décroissantes^ si elles forment une pro-
portion continue arithmétique, on a ^ ^̂  si la propor-
tion est harmonique, on a Vopposé^ savoir ^ ^ " 5 dans 

, , . a b la proportion géométrique, - = 

Ce sont Archytas (— v'' siècle) et Hippasus qui ont 
donné à cette proportion le nom de harmonique, à cause 
de son emploi dans la musique -, Jamblique l'appelle même 
proportion musicale, 

Eticlide ( — IV® siècle) donne seulement la théorie de 
la proportion et de la progression géométriques Le 
premier chez lequel on trouve la théorie delà proportion, 
des progressions arithmétiques et de la proportion har-

Nesselmann voulait écrire une Histoire générale de l'Algèbre , il n'a 
publié que la première partie : L'Algèbre chez les Grecs ; travail conscien-
cieux, l'ait en consultant les sources, et qui doit faire amèrement regret-
ter que, peu encouragé, l'auteur ait abandonné l'entreprise et même, â ce 
(ju'on dit, la carrière scientifique. • 

(**) ll démontre qu'on a 

a — h 

( Liv. IX , prop. 3;").) 
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moliique est Nicomaque, qui vivait, à ce qu'il parait, 
sous Tibère. II était de Gerase, ville près de Bostra, en 
Arabie. On lui doit la théorie complète des nombres po-
lygonaux et cette belle observation sur la suite naturelle 
des nombres impairs : que la somme donne la série des 
nombres carrés ; que le premier est le cube de i -, que la 
somme du deuxième et troisième est le cube de 2; que la 
somme du quatrième, cinquième et sixième est le cube 
de 3 ; du septième, huitième, neuvième et dixième le 
cube de 4 , et ainsi de suite. Il énonce ces propriétés sans 
les démontrer -, son but n'était pas de composer une arith-
métique, mais seulement une introduction [ÁpâfztjriK ç̂ 
{ir:tyú>yi¡ŷ  mais il u'cmploic pas, comme Euclide, des 
lignes pour montrer les propriétés numériques^ il fait 
partout usage des nombres, ce qui est un progrès. Son 
ouvrage a été publié par Wechel en i538 : Ttpct-

a-ivod úoiBf^y¡Tix.v¡§ ^iCxUèvo. Niconiachi Gerasini Arithme-
licœ libri duo, nunc primum lypis excusi, in lucem edun-
l(u\ Parisiis, i538-, in-4^- H Y ^ ^̂^̂^ édition de i554. 

On a encore : \ 
Theoíogúmena arithmeticœ, etc., accedit Niconiachi 

Gerasini instituto arithmetica ad fidem codicum mona-
censium emendata. Edidil F. Asti us. Lips, 1817. 

Les deux ouvrages sans traductions. 
Jamblique, célèbre pythagoricien du iv® siècle, dis-

ciple d'Anatole et ensuite de Porphyre, a composé plu-
sieurs écri^ dans l'esprit de cette philosophie arithméti-
co-mystique. 

L'ouvrage cité ci-dessus est : Jamblicus Chalcidensis 
ex CœleSyria in Niconiachi Gerasini Arithmeticam in-
troductionem et de Fato. Nunc primimi editus, in lati-
nuni sermonem conversus, no tis perpetuis illustratus à 
Samuele Tennulio. Accedit Joachimi Canterarii Expli-
catio in duos libros Niconiachi, cum indice rerum et ver-
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horum locuplelissuno, Arnheinîœ, Prostant apud Jah. 
Frideriani Hagium. D avenir œ typù descripsit Wdliel-
mus Wier. CIDDCLXYIII (i668)-, in-4 àe i8i pages. 

L'Explication de Camerarius jointe à cet ouvrage porte 
la date 1667 et contient ^38 pages ; mais la première édi-
tion de cette Explication est de i554', in-8, Angus. Yin-
del. Ces explications se trouvent aussi sous le titre : Ex-
plicaiiunculœ Arithmetices doctrinœ Nicomachi, dans 
l'otivrage suivant de J. Camerarius : 

De grœcis et latinis numerorum nolis et prœterca Sa-
racenis seu Indicis. Lipsia3, i556; iSôg. 

La traduction et les noies de Tcnnulius sont mauvai-
ses sous le rapport pliilologicjue et scientifique. On peut 
indiquer aux philosophes de l'Ecole Norniale, comme 
beau et bon travail à entreprendre, une nouvelle édition 
avec traduction française. C'est un moyen de ramener 
nos philosophes contemporains vers les éludes mathéma-
tiques. Prétendre professer la philosophie et vouloir res-
ter étranger aux sciences exactes, n'est qu'une plaisan-
terie, qui aurait fait bien rire, chez les anciens, Platon, 
Aristote , jNicomaque, Jamblique, Proclus, et, chez les 
modernes , Descaries, Mallebranche, Gassendi, Spinosa, 
Leibnitz, Clarke, Locke el Kant. Quand aurons-nous 
une traduction de Niconiaque? 11 ne faut pas confondre 
son Arithniélique avec Fœuvre mystique suivant qu'on 
lui a faussement attribué : ru bíoXoyúf̂ avot. r̂ ç ¿fwí̂ er̂ îjV. 
Ilabes hic,, studiose lector, novum opusculum anlehac 
nusquam excusum., in quo ita numerorum ratio explica-
tur ut non sit obscurum iiitelligere^ hanc arithmeticam ad 
inteiiorem illam de philosophia disputationem, quam 
theologiam vetcres vocabant, conferrc plurimum, Pa-
risiis, 1543. 

iNicomaque et même sou conimenlaU'ur Analolius sont 
cités dans cel ouvrage. 
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L'ouvrage suivant, tiré à 2 5o exemphdres , est excessi-

vement rare : Tli, Taylor. Théorie arithmetic in three 
books, containing the substance of all that has been 
s\^ritten on this subject hy Theo of Smyrna, Nicomachus, 
Jamblichusj and Boetius. London, 18165 in-8. 

On rencontre encore dans Jamblique la solution de 
deux questions importantes pour l'histoire de la science. 

Il résout la première de ces questions au moyen d'une 
certaine règle qu il attribue à un nommé Tliyniaridas, 
dont il cite aussi ces deux définitions. L^unitè est la gran-
deur déterminée-, c'est en effet par l'unité que toute 
grandeur se détermine ('̂ ep̂ /voyo-:̂  ttoo-oVj;? ) (p. 11), et les 
nombres premiers sont des lignes droites [iiOuypct̂ fiiKol)̂  
parce que ces nombres sont les seuls qui ne peuvent se 
présenter sous la forme d'un rectangle (p. 36). La règle 
est nommée épantheme ÊTTCÎV̂ ;;̂ «, fleurs.^ orneirient ajouté 
(p. 88). Le texte est très-corrompu en cet endixnt^ voici 
l'explication de M. Nesselmann en style moderne (p. 232). 

Soient les n équations suivantes entre les n inconnues 

^ -t- H- fi -r . . . -h r«-i = rt , 

a ^ , ^̂ ^̂ ^ ^̂ ^̂  quantités connues5 on obtient 

4- -f- . . . 4- ¿̂ a-i — « X = 
n — 2 

Jamblique applique cette règle à la question suivante 
d'analyse indéterminée : 

. r , - h = 2 ( j c , - f - , 

•r, 4-vr3 = 3(.r2 
x, H- .r̂  = 4 (a:̂  H- x,), 

à résoudre en nombres entiers. 
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On déduil de la dernière équalion 

Posons 

X, -4- + 0:3 ¿c« = 2 .3 .4 • 5 = 120. 
La première équation donne 

3 (Xi -h Xi) Z= 2 (Xi x.-h x^-h x^} = 240 et Xt -h X2 = SOf 
4(J : , 4 - ^ 3 ) = 3 (x, -h x^t-hx^-h x^)= 3 6 o , 

Xt 4- Xs =: 90, 
el de même 

j:, -h = g6. 
INous avons donc 

•r, -h X,-h x̂  -h x̂  z= 120, 
X, -h = 80, 

0:3 = 90, 
Xt-h X^ =g6; 

appliijnanl Vcpanthème, on oblienl 

80 90 4- 06 — 120 _ 

de là 
= 7, J73 = 17, = 2 3 . 

Ce sont, dît Jamblique, les nombres les plus simples; 
en les multipliant ou les divisant par un nombre quel-
conque, les résultats obtenus satisfont aussi au problème. 

On voit donc que les Grecs s'occupaient d'analyse in-
déterminée avant Diopliante. ^Celui-ci ne traite princi-
palement que les équations du second degré, mais il est 
probable qu'il a donné aussi les équations du premier 
degré et que cette partie a disparu du manuscrit qui nous 
est parvenu. Il est assez singulier que ce soit la parlie la 
plus facile qui se soit perdue. Dans cc même problème, 
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Jamblique parlant algébriquement se sert du mot ÙÔPKTTCÇ 

(non déterminé) pour désigner l'inconnue, et du mot 
àpto-f/.iMOi pour désigner les nombres donnés déterminés, 
mais sans aucun signe soit littéral, soit opératoire. 

Le second point d'intérêt historique est l'énoncé de la 
propriété suivante : Si l'on ajoute les trois nombres i , 
2, 3 , on obtient la somme 6. On obtient la même somme 
par l'addition de chaque agrégation suivante de trois 
nombres, sans en sauter un , sans le prendre deux fois, 
si l'on prend toujours, au lieu des dizaines, les unités cor-
respondantes, ou si l'on considère les dizaines comme des 
unités d'un ordre supérieur, comme a fait Pytbagore , 
ainsi qu'il a été dit ci-dessus (p. 

En style moderne, cela veut dire que si l'on a addi-
tionné trois nombres consécutifs dont le plus grand soit 
divisible par 3 et que l'on fasse la somme des chiffres, 
puis la somme des chiffres de cette dernière somme et 
ainsi de suite, on parvient finalement au nombre 6. 

Exemple : 
997 ^ 9 9 ^ - ^ 9 9 9 = ^994. 

2 + 4 6. 
On voit, d'après l'énoncé de Jamblique, qu'il avait nue 

idée très-exacte de la composition décimale des nombres, 
mais aucune notion d'une numération de position, d'une 
numération topique. D'ailleurs il est certain que si les 
pythagoriciens avaient connu une telle numération, ils 
n'auraient pas manqué, d'après la tendance de l'école, à 
rattacher quelque propriété mystique à la position des cYni-
fres. Le théorème de Jamblique n'est qu'un cas particu-
lier. Appliquant la même opération aux nombres de la 
forme Q -\-p où /;» 9 , on parvient enfin au nombre p ^ 
car ces sommes conservent toujours la même forme 
^ p ^ et, allant en diminuant, il faut bien qu'on par-
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vienne à p. Une propriété analogue existe pour le nom-
bre en général, pour tous les nombres qui diffèrent 
de la base d'une unité, par excès ou par défaut, dans 
un système quelconque. 

1 8 5 6 
Nous avons la satisfaction d'annoncer pour paraître 

en i856 les traductions suivantes : 
Propriétés des lignes du troisième ordre de Ma-

claurin , par M. E. de Jonquières, lieutenant de vaisseau. 
Theoria de motu planetarum, etc., de Gauss-, par 

M. Dieu, professeur à la Farulté de Grenoble. 
Divers Mémoires de Gauss: par M. Bertrand, pro-

fesseur au lycée Napoléon. 
Le Mémoire sur les Moindres carrés a déjà paru 
4®. Astronomie sphérique de M. Brunow^ par mon 

fils, Terquem (Paul), professeur d'hydrographie à Dun-
kerque. 

5®. Mémoires de MM Encke, Hansen, Brunow 
le calcul des perturbations planétaires -, par MM. Lafon, 
attaché à l'Observatoire de Paris, et le Rédacteur des 
Nouvelles Annales. 

Mémoire couronné de M. Stern sur les équations 
transcendant cs • par ÎM. Levi (Edouard), agrégé, ex-
professeur au lycée de Saint-Elieinîe. 

Pour paraître prochainement : 

Les Recherches astronomiques par le célèbre directeur 
de rObservatoire, M. Le Verrier ^ 

Les Éléments de Calcul in fini lés imal^irdv M. Duhamel. 
L'année s'annonce sous de bons auspices. 

Chez Maller-Bachelioi-, quai tics Aunustins, Prix : francs. 
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:i({iies qu'il a cultivées jnsqu'à sa dcruièro iieuro, 



( 198 ) 
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DESCARTES 164, i83 et 188 

DIDOT(F . ) f 
DIEGA : 
DIOPHANTE 
DOUKIN ^^ 
DRECIISLER ; • ^^ 
DUHAMEL, membre de ITnstitut 
DUPALN 1 6 2 , 1 6 3 et 164 

DUPIN (CHARLES) 
ENCKE 
EMPEDOCLES 
EUCLIDE ^^ 
EULER 2 9 , 3 3 , 5 7 , 9 6 , i o 5 , 126 et i53 
FATON (l 'Abbé) ^^^ 
FAUCHEUX 
FERDINAND (le due C.-G) 35 
FERMAT l ï ^ et 174 
FOURNERAT 49 
FRANÇAIS ( J . - F . ) 4o 
FRANCKLIN ^ 
FRANCŒUR ^̂  ^^^ 
FRENICLE 
GALILÉE 
GASSENDI 
Q^^USS 33, 34, 35, 36 et i34 
GENOCCHI ^79 
GERGONNE et 101 
GERSON ( .IEAN-CHAULIER) 31 
GIRARD (ALBERT) 73, i35 , i36 , 137, I 4 I , 

. • 145, 146 et i5 i 

GOETZ 
GOURNAY (M '̂̂  DE) ^̂ ^ 
GOUHNERIE (DELÀ) 55 et 56 
GRAVE (DE LA) ^^ 
GRAVES 
GRECO ^^^ 
GUILMIN, professeur ^^ 
HANSEN ^^^ 
HARGREAVE ^^ 
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HAUSTEN 58 
HAVET ( E . ) 3i et ò i 
HEILBRONNER 67 et i i 3 
HELINAUD 3i 
HERMANN ( GODEFROY ) 13o 
HÉRON, d'Alexandrie 169 
HIPPASUS i8(> 
HOLLI 
HOLMBOE 57 
HOVIUS, imprimeur io4 
HUMBOLDT ( ALEX.\NDRE DE ) 9^ 
HUS (ALEXANDRE), imprimeur 
HUYGHENS N» 
HYDE I 
JACOBS (FRÉDÉRIC) 
JACOBSEN 154 
JAMBLIQUE 1 8 6 , 1 8 7 , 1 8 8 , 1 8 9 0 1 190 
JAIMNITZER 59 et Go 
JAMNITZER (ALBERT) 59 
JANUELO 9^ 
JEAN DE PALERME I77 
JONQUIÈRES (DE) 19'^ 
JOUSSE (MATHURIN) 5'2, 53, 54 et 55 
JUMEAU (ANDRÉ) 112 
JUNIUS (ANDRÉ) 3 
KANT 188 
KASTNER 81 

KEILHAN (Madame) 58 
KENNY 127 
KEPLER 63, G4, G5, GG et 97 
KEPLER (Madame) 97 
KIESERITZKY 129 
KLING 129 
KLUGEL i3o 
KORALEK 7 

KREGEL STERNBACH 119 
KREMP (M"«) 58 
KRÉPHALAS i3o 
LACAILLE 94 
LACROIX i S . - F . ) 156 el 157 
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LACROIX ; 43 et i 5 5 
LAFON, attaché à l'Observatoire impérial io5 et 192 
LAFONTAINE i 3 
LAFORET, imprimeur l o 
LAGRANGE 
LAGREDO 53 
LALANDE 49 et 5o 
LAIVIBERT... , 1, 26, 28, 27 et 110 
LAMExNNAIS (FAbbé JEAN-MARIE) l o i et io3 
LEBESGUE i 7 9 
LECERF 100 
LEGENDRE 117 et i 5 6 
LEUMANN 8 
LEIBNITZ 8 4 , n i et 188 
LEIST (Ci i . ) 117 
L É O N X 81 et 82 
LESLIE 
LESSLNG i i 3 e t 117 

LEVI ( ÉDOUARD ) , professeur 19'^ 
LE VERRIER, astronome directeur 
LEVIS 
LHOMOND 76 
LHOPITAL 104 
LIBRI 174 
LIONNET 13, 36 et 39 
LOCKE Î88 
LOLLI 1^9 
LOPEZ 
LOUIS (Saint) 3i 
LUTHER ( MARTIN ) et 188 
MALLEBRANCHE 32 
M.4IXET-BACHELIER, libraire » 58 
MALVENDA ( THOMAS ) » 7^ 
MAXIMILIEN ïo et 11 
MERSENNE 
MINDING 

Ï2I 
MONGE 56 
MONTAIGNE - ^^ 
MONTESQUIEU 93 



( ) 
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MOON ( R . ) 
MORIN, membre de l'Institut • ^ ^^ 
MÜNDT (CARL) ^^ 
MURPHY I l 
MUSSET (ALFRED DE) 
NEPER 1, îi, 4 o , 4 i , 43, 4 4 , 46. 47, 49, 6 9 

106, 107, 108 et 109 
NEPER (ARCHIBALD) 
NESSELMANN 186 et 189 
NEUDORFER ( J . ) ^^ 
NEWTON 7 5 , 9 6 , 107, i i o , I I I et i^i 
NICOMAQUE 186, 187 et 188 
NIEWELTH ( ZuYLAND DE) ^ 
NYSTEN ^^^ 
OTHON VALENTIN 10, 11 et 12 
OTTENDORFFER ^^ 
PASCAL 3 0 , 3 2 , 107 et i 8 3 
PELL ^^ ^^ 
PERRIER (Madame) ^^ 
PHILIDOR 
PICARD ( J . ) ^^ 
PICHEGRU ^^ 
PIOBERT, membre de l'Institut ^ ^ 
PYTHAGORE " 
PITISCUS ^^ 
PLANCHE (DÉ LA) ^̂ ^ 
PLANUDE 
PLATON 34. 121 et 188 
POINSOT, membre de l'Institut 94 
POIRSON-PRUGUEAUX i '̂ 9 
POISSON 9 9 et l o i 
PONCELET, membre de l'Institut 1 
POUZIANI . . . 
PRIEUR, de la Côte-d'Or 

^̂ ^ 
p r o n y 8 , i 3 et 14 

PROUHET i 5 4 , i 5 6 ct i57 
PYTHAGORE ^9 ^̂  34 
QUERRET ( J . - J . ) . . 9 9 , 100, ICI, 102, io3 , 104, io5 et i 3 i 
R A B E L A I S . . . . . . 
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UAßIANO(le comte DE ) 
'Il 

RAMÜSEN I l 
RECORD (ROBERT) 
REINGANUM 
REYNAUD ( E . ) et i5b 
REYNAUD (le baron) 
REZZETi 
RHETICUS 8 , 9 , IO I I , et 12 
RIO (DAL) 
ROL.AND, dominicain 
RUBER (le comte J . ) 
RUDOLF (CH.) 39 , 7 1 , 8 0 , 8 1 , 82 et 83 
RÜPER (HENRI) 
SAINT-AMANT 
SAINTE-CROIX 
SAINT-VENANT.. ^^ et 62 
SARRAT 

SELENUS ^^^ 
SÉNÈQUE I l 
SERVOIS 8 4 , 9 3 , 110 et i 85 
SÉTON ^^ et 109 
SHORTRÈDE 
SILBERSCHMIDT et 128 
SMITH 
SMITH, maître de forges 
SPEIDEL (JOHN) 48 et 49 
SPINOSA 
SPOTISWOOD 

STEINER (.T. 
STERN 
STERNBACH ' ' 9 
STIFFEL ( M . ) 71, 79^ 80 et 81 
STEVIN ^^9 et i 4 5 
STRUVE (perei 118, 119 et 
STRUVE (fils). 117^ 118 et i3o 
SYLVESTER ^ 
TAYLOR. ^^^^ 
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TENNULIUS 187 et 188 
TERQUEM (PAUL) 161 et I7'2 
THENARD 101 
THÉODORE 177 et 178 
THIEME ( E . ) ( * ; ) 119 ET 121 
THOMSON ( G . ) 108 
TIBÈRE 187 
TIMÉE DE LOCRES 32 
TORTOLINI ( B . ) 97 
TYCHO DE BRAHÉ 6 6 
URSUS REIMARUS 6 3 , 65 et 6 6 
VANDERXMONDE 126 
VEGA 41 , 4 9 , 5o et i 3 4 
VERNEUIL (ducDE) 112 
VIEILLE ( J . ) 7, i 3 , i 4 et i 3 4 
VIETE 39 
VIGNOLE 53 
VILLARCEAU ( YVON ) 56 et 9 5 
VINCENT, membre de l'Institut 121, i 3o et 173 
VINCENT DE BEAUVAIS Si 
VITRUVE 53 
VOLPICELLI 129 
VOLTAIRE 32 et 9 6 
WALLIS 67 
WALKENAER i 
W A L K E R 128 
W E B E R (WILHELM) 35 
WECHEL 187 
WEICKMANN i 2 5 
WITCOMB : 129 

(*) Voir une correction page i3o 
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ERRAT J. 

Page 1^7, ligne lo en rem., au lieu de Gilbert, hsez Girard. 
i38, ligne 7. au lieu de a', lisez a^, 
i/jo, ligne 9, au lieu de 228, lisez 288. 
i/|0, ligne au lieu de 228, lisez 288. 
i/|i, ligne 5 en rem. , au lieu de lisez — 
i/j/j, ligne 10, au lieu de c*, lisez 3c. 
«65, ligne 2, au lieu de 120, lise!^ 121 -

? GRtNOBlE 

PAKl? . — ÎMJ'tlSMEHIF. l.'i M A i t Î.T T. \(,liF J,IF.U , Ul r. Dt: JAr .UJNFT, IÎÎ . 


