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AVIS DE L’EDITEUR.

Nous donuerons aux Nouvelles Annales, destinées
aux progrés de I'enseignement ct dont la continuation
nous est confiée , le méme soin qu’'au Jowrnal de Ma-
thématigues de M. Liouville, destiné aux progrés de la
science. Notre Librairie renfermant les principaux ou-
vrages didactiques tant anciens que modernecs, et nos
relations commerciales avec I’'Europe géométre, nous
donnent les moyens de procurer aux Rédacteurs de ce
Recueil les documents précieux, indispensables a leurs
travaux.

Nous ne négligerons rien pour que les Nouvelles An-
nales, remplissant le but de leur fondation, paraissent
mensuellement avee exactitude, et que I'exécution typo-
graphique, ainsi que celle des planches, répondent de
plus en plus aux voeux des abonnés.

A partir de janvier 1849, on devra adresser les de-
mandes d’abonnement 3 M. BacHEL1ER, imprim.("ur-

libraire, quai des Augustins, n® 55,



AVERTISSEMENT DES REDACTEURS.

Les Nouvelles Annalesviennentd’acheverleur septiéme
année. Les suflrages honorables d’hommes compétents
nous permettent de croire que nous avons été de quelque
utilité a la science et & 'enseignement, aux professeurs et
aux éléves, double but que nous n’avons jamais perdu de
vue. Notre Recucil contient des renseignements instructifs
sous le rapport didactique et historique, sur toutes les
méthodes anciennes ct nouvelles, sur les théories et ques-
tions, objets ordinaires des examens. Toutefois, dans le
monde intellectuel et politique, tout s’avance devant nous.
Et de nos jours, dans les sciences surtout, qui s’arréte,
recule. Dela, I'accroissement continuel, chez les nations
civilisées du globe, des productions périodiques qui en-
registrent incessamment tous les progrés du jour. Ainsi
I’Allemagne, outre le Journal de Crelle, celui de Poggen-
dorf, le Journal polytechnigue de Vienne, les Annales
o’ Astronomie de Schumacher, s’est encore enrichie, de-
puis 1845, d’un journal consacré aux sciences exactes,
sous ce titre : _drchiv der Mathematik und Physik, mit
besonderer Rucksicht auf die Bedurfnisse der Lehrer an
hohern unterrichts anstalten; herausgegeben von Johann
August Grunert , professor an Greifswald , 1845 (Archives

des Mathématiques et de la Physique, ayant égard parti-
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culiérement aux besoins des professeurs aux institutions
supérieures, publiées par Jean-Auguste Grunert, profes-
seur a Greifswald). L'Ttalie posséde plusieurs Recueils
scientifiques ou les Tortolini, les Chelini déposent leurs
beaux travaux géométriques. En Angleterre, outre le
Journal de Mathématiques de Cambridge et de Dublin,
publié par Thomson, et qui a pour collaborateurs les
fréres Roberts , les Hamilion , les Cayley, et autres grands
géométres contemporains; outre les journaux scientifi-
ques d'Oxford , ’Edimbourg, il y a encore pour la partie
¢élémentaire : The Mathematician, edited by Messrs Ru-
therford and Fenwick of theroyal military Academy, 1845,
vol. 1 et Il (Le Mathématicien, publié par MM. Ru-
therford et Fenwick de I'Académie royale militaire).
Le Journal de Dublin vient de commencer une seconde
série, et le mouvement mathématique est tellement
fort chez nos voisins au delad du détroit, qu'on réim-
prime unc scconde édition de la premiére série. La géo-
métrie surtout ancicnne et moderne y est cultivée avec
beaucoup d’ardeur. On y voit paraitre de fréquentes tra-
ductions d’Euclide a I'usage des classes : qui en France
achéterait une telle traduction? Les neuf dixiémes de nos
élevesignorent lenom d’Euclide, et Pon compterait facile-
mentlenombre de professcurs qui lelisent. Nous possédons
un seul journal consacré aux parties transcendantes de
la science et dirigé par un célebre géométre, journal qui
est I'émule de celui de Crelle; mais tandis que le journal
prussien jouit de la haute protection de son gouverne-

ment, celui de la F'rance est bien loin d’avoir joui d’unc
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telle protection sous le Gouvernement déchu; au contraire.
La République réparera-t-elle les torts de la monarchie?
Peut-étre. Mais la justice nous oblige de dire que I'ancien
Gouvernement, peu avant sa chute, se disposait & en-
courager les Nouvelles Annales par des souscriptions.
Ces dispositions bienveillantes seront-elles maintenues
nous I'espérons.

Quoi qu’il en soit, la huiti¢éme année, nous ferons de
nouveaux ellorts pour mériter 'approbation du public
géométre : nous voulons que les Nouvelles Annales de-
viennent en quelque sorte un burcau de consultations
pour ceux qui se livrent avec amour a I'étude de la sainte
doctrine. Ainsi tous les professeurs des départements et
de la capitale pourront s’adresser par écrit ou verbale-
ment aux rédacteurs pour obtenir des renscignements
bibliographiques sur 'objet de leurs investigations. Dans
cette mé¢me vue, nous donncrons les énoncés mensuels
des articles des journaux étrangers ci-dessus mentionnés,
et avec des développements pour ceux qui en auraient
besoin.

Les éléves abonnés peuvent nous consulter sur les dif-
ficultés qu'ils rencontreraient dans les questions d’exa-
men, et nous nous engageons a leur en communiquer la
solution.
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QUESTION D’EXAMEN SUR LE CONE DROIT,

Par M. Er. BIGOURDAN,

Professeur de Mathématiques au lyeée Monge.

1. On a un céne droit circulaire SAB (fig. 1, PL. 1);
d'un point O pris sur la surface comme centre, avec un
rayon r, on décrit une courbe DM'N' sur la surface du
cone; on développe ensuite la surface sur un plan, et
Uon demande Uéquation de cette courbe aprés le déve-
loppement (que Uon appelle la transformée de DM'N').

Soit SAA/ le développement de la surface du cone sur
le plan des deux génératrices opposées SA | SB, dont I'une
passe parle point 0. SoientDMN la transforméede DM'N;
M, M deux points correspondants, 'un sur la courbe
DM'N’, I'autre sur son développement : de telle sorte que
st 'on enroulait la surface SAA’ autour du cone, la
courbe DMN s’appliquerait sur DM/N’; et le point M sur
le point M’. Nous appellerons a la longueur constante
SO, & la génératrice SA, R le rayon IA de la base, et »
la droite OM/, longueur du rayon avee lequel on a déerit
la courbe. Pour trouverl'équation de la transformée DM,
nous la rapporterons a des coordonnées polaires dont S
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sera le pole, et SA I'axe polaire. En menant les droites
SMQ, SM'K , on aura donc

SM=p, DSM=u.
Cela posé,, en menant AK, on aura
AK' = 20*— 20? cos ASK.
Comme SM’ == SM = p, on déduira du triangle OSM’,

~na’?

oM ou r*=a'+4-p'— 2apcos ASK;
d’ot 'on tire
at -4 92 — 2
2ap

cos ASK =

. . T 2
En substituant cette valeur dans P'expression de AK”, on
aura facilement

Si I'on méne IK et que P'on fasse AIK = «, le rayon IA
étant R, il est clair que I'on aura

o AR b [rr—(a—p)
(1) sin 3= 3R = ok ap_—

9

les ares AK et AQ élant des ares de méme longucur ap-
partenant a des cercles dont les rayons sont R et b3 en
appelant o et o les nombres de degrés de ces arcs, i1 est
clair que ces nombres sont en raison inverse de ces rayons,
et que l'on a
atwii b
d’ott 'on déduit
b b

3
o= - . ct - = ..
2

R 2R
- . a ’ ., .
“n substituant cette valeur de — dans I'équation (1), on
2

aura enfin, pour I'équation du licu demandé,

“in b b
51 Z)P\. .:i‘
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2. Puisque la transformée est évidemment indépen-
dante de la longueur b de la génératrice du céne, com-
ment se fait-il que cette quantité se trouve dans son
équation?

b se trouve, dans ’équation, toujours divisé par R; or
on a

b
IZ‘ =sinASI, ou = coséc ASI,
et il est clair que I'on pouvait prévoir a priori que I'équa-
tion de la transformée dépendrait de I'angle ASI, généra-

A 7 b Eye . .
teur du cone. En représentant g par p, I’équation devient

(2) sin {£2 :E\/r-————_z_(aﬁp)g.
! 2 2 ap

3. Disposer comme on woudra des constantes a,r
ct p., pour simplifier Uéquation de la transformée.
En développant, il vient

sin <&) =£ \/’2 —v- Fz'+—‘2{£a
2 2 ap

etil est clair qu'en faisant r =a, ct ensuitc a = 1, c¢
(qui donne

(3) sin (Pi’) B \/i&;F’,
2 2 I3

/

on aura une des équations les plus simples que 'on puisse
déduire de I'équation générale. Comme p représente la
cosécante de 'angle générateur du cone, on ne peut pas
supposer que l'on ait p. = 1, mais on peut faire p= 2;
ct alors, en supprimant le factcur p, commun aux deux
termes de la fraction qui est sous le radical , il vient

4) sin o = y2 —p.

4. Quelle est la signification géométrique des hypo-
théses a=r=1 ct p=2?
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Faire @ = r, c’est supposer que la courbe soit déerite
sur la surface du céne d’un point O comme centre, avec
un rayon égal i la distance de ce point au sommet du
cone. Comme 'unité élait complétement arbitraire jus-
qu'ici, faire @ = 1, c'est prendre pour unité la distance
du point O au sommet du cone, en sorte que cette der-
ni¢re hypothése ne change rien aux données géométri-
ques; clle ne fait que simplifier 'équation. Puisque I'on
a %: ., faire p.= 2, c’est supposer % =2 o0ub=2R,
ce (qui change le cone donné en un cone équilatéral. 11 est
visible encore que de I'ensemble de ces hypotheses, il ré-
sulte que la courbe DM'N’ peut étre considérée comme
lintersection de la surface d’un cone équilatéral, ct de
celle d’'une sphére passant par son sommet ct dont le
centre serait sur la surface du cone, et que I'équation (4)
est celle de la transformée de cette intersection, en sup-
posant que la Jongueur du rayon de la sphére soit prise
pour unité.

5. A-t-on le droit de supprimer sans aucun examen
le facteur p commun awx deux termes de la fraction qui
est sous le radical dans Uéquation (3)?

En faisant disparaitre le radical et le dénominateur de
I'équation (3), on peut s’assurer que p = o satisfait a I'é-
uation; dans ce cas, on n’a pas le droit de supprimer un
tel facteur avant de s'étre assuré qu'il ne représente rien.
Or, dans la question présente, le point isolé situé an pole.
représenté par p = o, est un point convenable, puisque
la sphére passe par le sommet du cone; on aurait done
fort dl‘ SUPPI'iﬂlUl' l(‘ l‘{l(‘[(.’"l' l’/ sans ¢n L('llil' ('0[111)(0.

6. Discuter la courbe sinm = v 2 — 2
On a déduit

5) = 2 — sin’m,
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Avec les hypothéses présentes, le cone étant équilatéral,
sa surface développée sera un demi-cercle, tel que AB’A/
(fig. 2), dont le rayon sera SA, génératrice du cone,
tandis que la transformée sera une courbe telle que DNDY',
qu’il s’agit de discuter.
Fn faisant » = o dans 'équation (5), il vient

SsiNw = 0 ct 0= 2.

i"u prenant SD = 2, c’est-a-dire SD = 250, le point )
sera un des points du lieu; » croissant, sin®*w croit, tandis
que p décroit sans cesse, jusqu’a ce que 'on ait o = go*,
qui donne p = 1. En élevant SN perpendiculaire sur SA ,
et prenant SN = SO = 1, N sera un des points du licu,
et 'on aura ainsi obtenu la partic DMN de la courbe.

w continuant de croitre jusqu’a 180 degrés, on obtien-
dra une seconde partie NM/D’ de la courbe qui sera sy-
métrique de la premicre. En donnant a o des valeurs plus
grandes que 180 degrés , on obtiendrait a la gauche de DD’
une autre partie de courbe I’ LD, symétrique de DND' ;
mais si I'on ne veat construire que la transformée de
Iinterscction du cone et de la sphére, la partie DND'
suffira.

7. Pourrait-on interpréter géométriguement la partie
D'LD de la courbe?

Pour cela, il suffit de remarquer que, si Pon avait un
cercle AB'A’B” (fig. 2), dont la surface serait coupée
selon le rayon AS, et qu’ensuite on enroulat cette surface
sur un cone équilatéral, on aurait une double surface co-
nique qui serait coupée par la sphére précédente, selon
une courbe dont la transformée aurait pour équation

- n?
p == 2 — sin‘w,

et qui serait représentée par la courbe compléte DND'LD.
En continuant de donner 4 o des valeurs croissantes
depuis o = 360° jusqu'a » = oo, on obtiendrait une
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série de courbes égales a DND'L, et qui se recouvriraient
exactement; ces courbes supposées pourraient étre consi-
dérées comme la transformée de I'intersection d’un cone
€équilatéral form¢ d’'unc surface continue, qui ferait une
infinité de circonvolutions sur elle-méme, avec une
sphére passant par son sommet, et dont le centre serait
sur la surface conique.

8. Pouvait-on prévoir & priori que la perpendiculaire
a Paxe polaire, passant par le péle, rencontrerait la
courbe & une distance égale a Uunité?

Puisque le cone est équilatéral , si 'on méne ON' pa-
rallele a AB ( fig. 2), on aura ON’ = OS = 1 la sphére
dont lc centre est en O, ct dont le rayon est 'unité, pas-
sera donc par le point N, ainsi que la section qu’elle dé-
termine sur la surface du cone. Or, dans le développement
de la surface du cdne, il est visible que la génératrice SN’
opposée a SO, se placcra sur une perpendiculaire 4 SO
passant par S; comme la distance de N’ a S ne change
pas pendant le développement, le point N’ se trouvera
sur cette perpenciculaire en N, a unc distance dgale a
I'unité. Ce qu'il fallait faire voir.

9. Discussion de la tangente.

En appelant V I'angle SMT que la tangente en M forme
avec le rayon passant par le point de contact, on sait que
T'on a
e

m. \Z

p=12—sin‘w, o+ A=2—sin?(e+A);

tang V =
Or on a

d’out I'on déduit successivement
& = [sin w —+ sin (0 4 A)] [sin & — sin (» + £)],

) ( /1> ( h> [ h) . ( h)
hA—=2a2sin{e +—) cos | ——}.2cos (w+— sin | ——)»
2 2 2 2
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‘N h
i L I h h S) 5
= — 28I (o' - ) cost{—1}).cos{o -+ — )
2 2 2

h

‘.
him. <~) = — 28In w COS .
h

On aura donc
sin‘e — 2
tang Vo= —
25In w COS w

—_—2

Au point D on a w=o0, et par suite tangV =

en ce point, la tangente est donc perpendiculaire sur le
rayon SD. ® croissant, le numérateur de tang V est néga-
uif, le dénominateur est positif; la tangente de 'angle V
est donc négative, en sorte que I’'angle SMT est obtus de-
puis le point D jusqu’au point N exclusivement. Pour ce
dernicr point, on a
w=90° et tangV= —T'

Au point N, la tangente est donce encore perpendiculaire
sur le rayon SN, c¢’est-a-dire qu’en ce point elle est pa-
ralléle a I'axe polaire.

10. Y a-t-id autres points de la courbe pour lesquels
la tangente soit paralléle & U'axe polaire?

Pour les découvrir, il suffit d’observer qu’en ces points
Pangle V est évidemment le supplément de w, ou que
I'on a

tang V = — tang w.
En posant donc

. sin 2 — sin’w
6) =

COSw 2SI COS o

les valeurs de qui satisferont a cette équation indique-
ront les directions des rayons qui rencontrent la courbe
aux points ou la tangente est paralléle a Paxe polaire.
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Un en déduit

. 2 — sin’e R 2,
SiN ;== ———— ) sinw = 4\/=
2 sin o 3

En appelant £ le plus petit are positif dont le sinus est
2 . .. .
3 il est visible que les points M, M/, m', m ( fig. 2).

correspondants & & =, o =180— 3, =180+ {,
m = 360 — {3, sont des points ou la tangente est paralléle
a I'axe polaire. D'aprés ce que Pon connait de la courbe.
on voit aussi que ces uatre points, également distants
de Paxe polaire, sont ccux qui en sont le plus éloignés.
Si I'on demande la distance commune de ces quatre
points a axe polaire, on a

. a e | 2 > 4 /2
MP:psm[i:(z—snrp,smp-_(zw— ?;) 3_«—3‘\/?

(quantité plus grande que A

. En cherchant les points auxquels la tangente est
paralléle a Uaxe polaire, comment se fait-il que l'on
n’ait pas retrouvé les points N, L, qui jouissent de cette
propriété?

Clest parce que, pour résoudre I'équation (6), a la-
quelle on avait été conduit pour trouver tous les points
jouissant de cette propriété, on a supprimé, sans en tenir
H

compte. le facteur » ce que 'on n’avait pas le droit

COS w
de faire. En cffet, pour w = go°, ce facteur devient in-
{ini. Le premier membre de I'équation (6) , qui représente
tang w, devient donc infini, ainsi que le second membre,
qui veprésente — tang V. Pour w = go®, on a donc

tang V = — tang o,

et I'on sait que c'est une condition suffisante pour qu’a
cette valeur de » il corresponde dans la courbe un point
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auquel la tangente soit paralléle a I'axe polaire. On voit
de méme qu'il doit correspondre un deuxiéme point ana-
logue a4 w = 270°.

En poursuivant cette discussion, on verrait que la
courbe présente une inflexion I entre les points N et M;
en sorte que, de N en I, elle tourne sa convexité vers
Paxe polaire, et sa concavité de 1 en M, ct que le
point N est un point minimum , et M un point maximum,
par rapport a ce méme axe polaire.

12. On a dit précédemment (n° 3) que lon ne pou-
vait supposer p.= 1 dans U'équation (3); que donnerait-
elle si lon y faisait cependant p.= 1?

On aurait

el comme

en substituant, élevant au carré et réduisant, il viendra
enfin

£t — 2(1(705w.p-—}—11’—r2:0.

En discutant cette équation, on trouvera facilement
qu'clle représente un cercle dont le centre est sur Iaxe
polairc, a une distance du pole représentée par «, et
dont le rayon est r.

13. Peut-on interpréter géométriquement ce résultat ?

Pour cela il suffit d’observer que, p étant la cosécante
de I'angle générateur du cone, a mesure que p. approche
de I'unité, cet angle augmente et approche de go degrés,
valeur qu’il atteint pour p = 1. Or il est visible qu’a cette
limite la surface du céne est devenue un plan, que la
courbe DM'N’ ( fig. 1) est un cercle de rayon r, dont le
centre est en O, distant de s d'une quantité a, et qu’enfin

Ann. de Mathémat. , 1. VILIL. (Janvier 1849 ) 2
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cette courbe doit étre identique avec sa transformée ; ce
qui est conforme a ce que 'on a trouvé par 'analyse.

14. En considérant le plan de la base du céne comme
un plan horizontal , et le plan SAB comme un plan ver-
tical , trouver les équations des projections horizontales
et verticales de la courbe DM/'N' dun® 1.

Cette question peut étre considérée comme un nouveau
probléme ains: concu :

Un cine droit circulaire est coupé par une sphére de
rayon rdont le centre est situé sur la surface du céne;
on projette Uintersection de ces deux surfaces, 1° sur le
plan de la base du cone; 2° sur le plan des deux géné-
ratrices opposées passant par le centre de la sphére , et
lon demande les équations de ces deux projections.

Nous emploicrons les mémes données que précédem-
ment, et, en outre, nous appellerons 2 la hauteur SI
ducone ( fig. 3). M étant un point quelconque de I'inter-
scction des deux surfaces, si Pon méne la génératrice
SM'K , lerayon 1K et la droite M m paralléle & 'axe SI,
il est elair que le point m est un des points de la projec-
tion horizontale dont il faut trouver I'équation. Pour cela,
nous prendrons des coordonnées polaires dont IA sera
I’axc et I'le pole; en sorte que 'on aura

Im=p, AIK =ow.
Cela posé , comme I est la projection de SM’ sur le plan

liorizontal , en appelant « 'angle générateur du cone, on
a successivement

Imoup==SWsinz, IKouR =bsina et SM =p

= s

Fn joignant OM’ dans le triangle OSM/, on aura
OM" = SO* 4+ SM’: — 280 . SM’ . cos OSM’,

b
2 pcos OSM’.
R
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Si 'on concoit une sphére de rayon 1 ayant son centre
en S, les trois plans ISK, ISA, KSA détermineront sur
sa surface un triangle sphérique dont deux c6tés seront
chacun la mesure de I’angle o générateur du cone, dont
le troisiéme coté sera la mesure de I'angle OSM/, et dont
I’angle opposé a ce dernier coLé sera visiblement l'angle o.
Par une formule connue, on aura donc

cos OSM’ = cos? z + sin® « €Os .

G . R b* — R’ h 1 vient

—= =, COS o = — — —, il vien

omme sin & = -, cos o 7
h? 4+ R*cos
cos OSM’ — ——,——————2
b

En substituant cette valeur dans I’équation (7), il viendra,
toute réduction faite,
) , 2aR [/7* 4+ R?cos w) . A R?
8) = b ( e )P"‘(“l"")b_,:o'

\ /

Telle sera I'équation de la projection horizontale de I'in-
tersection des deux surfaces.

Pour trouver I'équation de la projection verticale, nous
conserverons les mémes données que précédemment, et
nous observerons que si I’on abaisse M’m’ perpendiculaire
surle plan ASB, le lieu des points tel que 1/ est celui dont
il faut trouver I'équation. Pour cela, nous prendrons SO
pour axe polaire, le pole étant en S, en sorte que l'on
aura

Sm' = py, OSM' = o.
On voit ensuite que 'on a
Sm' = SM’ cos m'SM’ ,
d'on
M = e
on a aussi

— —_ —_
OM = SM -+ SO — 2SM’.S0. cos OSM’

3
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d’on
(o) i o o — 2ag.cos OSM’ )
N cos* m' SM’ cos m' SM’

Si, comme précédemment, on concoit une sphére de
rayon 1 dont le centre soit en S, les plans des trois angles
OSM, m’SM/; OSM’ détermineront sur sa surface un
triangle sphérique dont un c6té sera la mesure de I'an-
gle v, le second la mesure de 'angle m'SM/, et le troi-
sieme la mesure de angle OSM'. I'angle du triangle
sphérique oppos¢ a ce dernier ¢oté sera ¢évidemment
droit, puisque le plan SM'm/ qui passe par M'm est per-
pendiculaire sur le plan OS»/. On aura donc ., par un
théoréme connu ,

c0s OSM’ = cos m cos m'SM’;
d’on
cos OSM’

—————— T (COS ),
cos m’' SM’

Cette méme spheére, dont le centre est en S, déterminera
un secoud triangle sphérique dont les ¢otés seront fes me-
sures des angles m'SI = a —w, m'SM’ et o. L’angle de
ce triangle sphérique opposé au coté « étant droit, pour
la méme raison que précédemment, on aura

cosz = cos m' SM' cos {z — ) ;
don
€0os

cosm'SM == ——M— .
cos (2 — w)

En substituant ces vaieurs dans Péquation (g) , on aura

N 0*.Co8% (a— o]
P e -+ a? — 240 COS .
Cos* o

En développant cos (x —w), on en déduira facilement

{pCosm - tang z. 4 sinm ) — 2 a5 cOS 0 - @ — 1P == o.
K !
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Telle sera I’équation de la projection verticale de I'inter~
section des deux surfaces. Si’on passe aux coordonunées
rectilignes rectangulaires, elle deviendra

(10) (z + tanga.y)? — 2ax +a*—r*=o.

La projection verticale est donc une courbe du second
degré; on voit méme que c’est une parabole, puisque
les termes du second degré forment un carré parfait par
rapport aux variables. M. Binet a démontré que , lorsque
deux surfaces du second ordre ont un plan principal
commun, leur intersection se projetie toujours sur ce
plan vrincipal suivant une courbe du second degré. Le
plan ASB pouvant visiblement étre considéré comme un
plan principal commun & nos deux surfaces, on pouvait
prévoir, d’apres le théoréme de M. Binet, que leurinter-
section se projetterait dans ce plan selon une courbe du
second degré.

158. Faire subir aux équations des deux projections
les simplifications du n° 3.

Si l'on introduit dans (8) Phypothése a = r = 1 et

-};—: ~, comme h? = b* — R* = 4R* —R?* = 3R?, I¢-
) T 2

I

quation de la projection verticale sera
( 3 - cos o )
R

4

=0,

i
(qui se décompose en
3+ cosm
r=mo0,  p= .
L’équation p = o représente un point isolé situé au
pole 1, ce qui est convenable. Quant a la courbe

__3+4cosw la lai . g . ,
p= i nous la laissons a discuter, ce qui ne pré-
sente pas de difliculté.

Si Ton fait « = r= 1 dans Péquation (10) de la pro-
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jection verticale, elle deviendra d’abord
(z + tangay)? — 22 = 0;

et, comme avec l’hypothése?—

3 I

I L.
= -, on a évidemment
2

s tang w — 5

N 1
SIN 72 == —» COS & — /
2 N3

Dans ce cas particulier, I'équation de la projection ver-

ticale sera.
( + _:_);—> ;
x — — 22X == 0.
V3

En discutant cette courbe dans sa véritable position,
on trouve que c’est unce parabole DNS ( fig. 2) qui passe
par les points D, N, S: qu’en ce dernier point elle est
tangente & SB perpendiculaire sur SA ; que son axe est

parallele 2 AB, et que son foyer est situé sur la géné-
ratrice SB (¥).

THEOREME SUR LES SURFACES COURBES ALGEBRIQUES ;
Par M. LEBESGUE.

Si, autour d'un point fixe, on fait tourner une trans-
versale, qui rencontre une surface géométrique en autant

*} 19, Le théoreme cité de M. Binet est évident; prenant le plan prin-
cipal ecommun pour plan des xy, les équations des surfaces sont
z*+P=o, 2 +Q=o0;
P et Q sont des fonctions en x, ¥ du second degré: done P— Q=0 estV’é-
quation de la projcction de Pintersection sur le plan principal commun.
20, La courbe représentée par I'équation jp = 3 + cos est une podaire,
est-a~dire la projection 'un point sur les tangentes 2 une conique

LAV, p fotit. .
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depointsA, B, etc.,qu’elle adedimensions, etqu’on prennc
sur cette transversale, dans chacune de ses positions, un
point M tel que la valeur inverse de sa distance au point
fixe soit moyenne arithmétique entre les valeurs inverses
des distances des points A, B, etc., a ce point fixe, le point
M aura pour lieu géométrique un plan.

On voit, dans ' Apercu historiqgue de M. Chasles, que
Cotes a énoncé le théoréme pour les courbes algébriques,
ou, comme on dit, géométriques.

La démonstration se donne en peu de mots, méme
pour le cas des surfaces.

Soit
1) A4+ (Br+Cy +Dz)+...+ (...4-Pz"+ Qy"+Rz") = o
I'équation d'une surface géométrique du n“*" degré ou de
n dimensions. Prenons d’abord pour point fixe I'origine,
et menons la transversale x = pz, y = ¢z; I'équation (1)
donnera de suite, en substituant et divisant par 2",

) 1 Bp+Cg+D\ /1)
{2) (—z)"—k(——p—f:—_‘_—) (;) + ...+ (...Pp"+Qq"+4-R)=o,
ct si Von représente par z,, z,,..., z, les n valeurs de z,
on aura

1 1 1
—+-z-+..-+>—=—(

2
Zp

<

Bp 4 Cq + D)
A

Si Fon représente par X, Y, Z les coordonnées du point
M, et par ry, ry,..., 1, les distances a l'origine des points
d’intersection de la surface et de la transversale, et enfin

par R la distance de M A 'origine, I'équation indiquée
par I'énoncé

I 1 1 n
-t - ==
r ry T R
donne de suite
I + 1 + , 1 _ n
z oz, T, T2
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uisque 'on a
pursq

r,:z,\/l +p g+ .. =17k,

et ainsi des autres. La suppression d’un facteur commun
donne done
n
21__ B[)+Cq+D__rz
z A -7

|
ou bien

BpZ + CqZ + DZ + nA = o,
et comme ['on a
X =pZ, Y=¢qZ,

on aura enfin
(3) BX - CY 4-DZ +nA = o,
équation d'un plan.

Si le point fixe n'est pas & Vorigine, et que ses coor-
données soient @, b, ¢, on prendra ce point pour origine
de nouveaux axes paralléles aux premiers, en posant

r=a+x, yr=0+y, z=c+7;
et si 'équation (1) est f'(x. 1, z) = o, clle deviendra
S 4a, Y +Db, 3 +c)=o,
ou bien, en développant,

. . /)
./{.ayb)c}‘k((l‘/ +%€)’+{Z)—}—...:0

{.¢ lieu cherché sera done

"
X'l_j_+Y _I+"
da db

(/+11f((l b,c)=o,

oa, €n repassanl aux premiers axes,

()
(4) ;‘X——u)’%;/—l—(Y—-b} Hj—}—-Z (,[f-l-uf(ab €)=



(25) .
11 est a remarquer que cette équation serait celle du plan
tangent si I'on avait f'(a, b, ¢) = o, ou si le point fixe
était sur la surface.
Si, dans l'équation (1), on remplace x, y, z par
Z, 2, 2, elle devient homogéne et peut se mettre sous la
[/ (2 (2

fOl‘m(‘,

If d d df )
I:%—l-y-d'—;+zd;f+ t.(—l;{-::o:nf(\_z,)-, 2, ”);

alors ’équation (4) devient
daf af

‘A t']f+Z +t——:0.

() X db du

+ Y
(Poyez a ce sujet les Nouvelles Annales, v. VIL, p. 5.)

Pour n = 2, ou le cas des surfaces du second degré,
Véquation (4) n’est autre que le plan polaire du pole
(a, b, ¢). 11 parait assez naturel de prendre ce théoréme
pour point de départ de la théorie des poles et polaires,
ainsi que I'a fait M. Terquem dans ses relations d’identité.

T 2 . T I 1 1

Comme . + L TR revient a STRTR O OO

bien encore a

R—r r—R

r ry

on reconnait que les cordes issues du point fixe sont di-
visées harmoniquement par le point fixe et par le point M.

Voici unc autre propriété du plan polaire pour les sur-
faces du second degré.

Par un point fixe, prenons trois transversales coupant
la surface, la premiére aux points «, o, la deuxiéme aux
points 5, ', la troisiéme aux points 7, 7’. Les trois trans-
versales n’étant point dans un méme plan, si l'on cherche
les interscctions des plans cxﬁy a' Gy afy, @'y
Bo'y s Blays ya'l'. Yafss afy', 2'plys ayfl, @'Y'R,
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Fya!, f'y'a, on verra qu'ils se croisent quatre a quatre
sur le plan polaire.

Prenons, en effet, les trois transversales pour les axes,
et soient xy,0,0; Xy,0,0 les coordonnées des points
%, a’'y de méme, 0, ¥y, 05 0,¥,,0 les coordonnées des
points 3, 35 et enfin o, 0, 2,3 0, 0, z, les coordonnées
des points y, '. Les plans a%'y’, &’y auront pour équa-
tions

Y 2z xZ a 2

£
-t —-=1, — =t - =1
x, Y2 2, Ty b 2

Ajoutant membre a membre

‘1 1) 1 1
ol—+—)+r(=+=)+
X, Xy 2 Y2
. e . .
ce plan contiendra l'intersection des deux premiers; or,
d’aprés I’équation

1 1)
z<—+—-):2,
2 2,

A+Bxr+Cy +Dz+...=o0,
on a
|+1_ B l+|__ C l+l___ D
x, x, A7 ¥ )TI“ A’ 3 P A’
de la

Bx + Cy + Dz+ 2A = o,

équation du plan polaire. Les autres systémes aby,
a'(z'y', ete., donnent le méme résultat.
Pour trois transversales qui ne passeraient pas par
Porigine, on poscrait
z=a+ms +ny' +ps', y=0b+ m'z" +n'y' + p'd,

2= ¢+ m".

’

x4 n"y 4+ p'd,

pour rentrer dans le premier cas.
Alors I'équation de la surface deviendrait

A +Ba +Cy+D2+...= o0,
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et le lieu des points de croisement
(6) B,z 4+ Cy + D7 +2A =0,
et comme le développement de
S, 5,2)=f(a+ ma +ny' + pz, b+m'a +n'y -+ p'z,

¢ + m/lxl + nllyl +P”z) — o0

donne
A = fla, b,c),
B, :m(%—f-m’%-t-m”%{e
Ci=nr g—:—l— n'-g'[;/—i—- n”g—{,

I'équation (6) deviendra

d
h{(m.r’ + ny’ + pz’) +%{(m’x’ =ny - p'd

d
+9§<m”x’ 42"y 4 ')+ 2f (a, b, ¢)=o,
ol encore

af
da

N i
+(J’—‘b):ll—!-(Z—-c)(-lZ—i—zf(a,l),c):o,

(£ —a) - -~

équation du plan polaire.

Ces propositions sur le plan polaire sont le fondement
des autres , que notre but n’est pas d’exposer; nous nous
contenterons d’ajouter que la méthode des homogénes,
citée plus haut, simplifie la théorie analytique des polaires
réciproques. (est ce que nous verrons sans doute dans la
suite de I'article de M. Terquem (t. VII, p. 5 et 410).
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DES QUANTITES NEGATIVES.

Usage que I'on fait en algebre des signes -+ et —; régles des signes
du caleul algébrique; utilité des conventions relatives au caleul des
quantités négatives ;

Par M. Ev. GUILLON,
Maitre surveillant a PEcole Normale.

La résolution des problémes dépend de celle des équa-
tions, et la résolution des équations exige que 'on sache
cllectuer sur les polynomes (parmi lesquels nous com-
prendrons toujours les mondémes) les transformations ou
opérations qui constituent le calcul algébrique.

On appelle polyndéme un assemblage de quantités réu-
nies cntre elles par les signes + et —. Chacuune de ces
(uantités, prise avec son signe, sappelle un terme du
polyndme ; nous appellerons termes positifs ceux qui ont
le signe~+ , et zermes négatifs ceux qui ont le signe — (¥).
Nous parlerons aussi de valeur absolue d'un terme ; nous
cntendrons par la la valeur de ce terme, abstraction faite
de sonsigne. Pour plus de simplicité dans les énoncés que
nous aurons a donner, nous comprendrons la premiére
quantité quand elle n’aura pas de signe, parmi celles qui
sont précédées du signe 4.

1l semble tout naturel de regarder un polynoéme, tel que
a—b+ c—d..., comme représentant un nombre ou
une quantité qui doit &tre obtenue en retranchant & de a,
puis en ajoutant ¢ au résultat, etc. ; mais alors il faudrait,
pour quun polynome représentat une quantité , que

(") Nous donnons pour nn moment cette définition qu’il sera nécessaire
de moditier plus tard
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l'ordre des termes fit tel , qu’on ne rencontrat pas de sous-
traction impossible; car, autrement, ce polyndme ne re-
présenterait rien. Or il serait trés-génant, et sans aucune
utilité , de s’astreindre a écrire les termes d’un polynéme
dans un ordre plutét que dans tout autre. Ce qu’il importe
de considérer dans un polyndme, ce n’est pas 'ordre de
ses termes, mais sa valeur ; on appelle ainsi la différence
entre la somme des valeurs absolues de ses termes positifs
et la somme des valeurs absolues de ses termes négatifs.
Ainsi, dans un polynéme, les soustractions indiquées
peuvent étre impossibles, et méme un polynéme peut
commencer par un ou plusicurs termes négatifs. Si nous
ajoutons quc I'on fait usage en algébre, pour les avantages
qu'il en résulte, de polynémes dans lesquels la somme des
valeurs absolues des termes positifs est moindre que la
somme des valeurs absolues des termes négatifs; que ce
qu’il y a & considérer dans de pareils polyndmes, c’cst leur
valeur négative, ou la différence entre les deux sommes
dont il s’agit préeédée du signe — 5 alors nous serons con~
duits a dire qu’au lieu de regarder dans un polyndme les
signes + et — comme indiquant des additions et des
soustractions a effectuer, il est préférable de les regarder
comme servant a partager les termes en deux classes, dont
chacunc fournit 'une des deux sommes desquelles dépend
le nombre réel ou fictif, ou, comme on dit, positif ou
négatif, que uwous avons appelé /a waleur du poly-
néne.

La question suivante, extrémement simple, servira a
éclaircir ce qui précéde :

Un banquier a payé différentes sommes, et il en a
recu d'autres : on demande la somine que définitivement
il a déboursée.

Il est bien clair que cette somme n'est autre chose
que la valeur , telle que nous I'avons définic, du poly-
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néme dont les termes positifs ont pour valeurs absolues
les sommes payées, et dont les termes négatifs ont pour
valeurs absolues les sommes regues. C’est de cette va-
leur seulement qu’on doit s’occuper, et nullement de I'or-
dre dans lequel on écrit les termes du polynéme.

Dans la question précédente on ne pouvait demander
quelle était la somme que le banquier avait définitivement
déboursée, qu’en supposant que le banquier avait dé-
boursé plus qu'il n’avait recu; si le contraire avaiteu lieu,
on aurait eu a se demander quelle était définitivement la
somme recue. Cette somme n'ciit été autre chose que la
valeur du polynéme dont les termes positifs auraient eu
pour valeurs absolues les sommes recues, et dont les
termes négatifs auraicnt eu pour valeurs absolues les
sommes payées. Ce polyndbme aurait pu s’obtenir au moyen
de celui que 'on a été conduit & considérer dans I'autre
probléeme, en changeant dans ce dernier polynome les si-
gnes de tous ses termes. Sil'un des deux problémes est pos-
sible, I'autre ne I'est pas; si I'un des polynomes a une
valeur, I’autre n’en a pas. Si I'on veut s’exprimer de la
manictre que nous avons fait connaitre , on dira : Si I'un
des polynomes est positif, Pautre est négatif. Ce que nous
voulons surtout faire remarquer ici, ¢’est que, si le poly-
ndéme dont la valeur ferait connaitre la somme cherchée,
dans le cas ou il scrait positif, se trouve étre négatif, sa
valeur est juste égale absolument et de signe contraire
a celle du polynome qu’on aurait du éerire ;5 d’ou résulte
qu’on aurait pu se borner a considérer I'un de ces deux
polynémes, ct I'on efit connu par le signe de sa valeur et
par sa valeur absolue, 1° quelle était celle des deux ques-
tions qui était possible; 2° quel était le résultat cherché.
La question qu’on s’était proposée est possible, si le poly-
ndéme qu’elle conduit i considérer est positif, et sa valeur
fait connaitre la somme cherchée. La question qu'on s’é-
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tait proposéc est impossible, et c'est Pautre qui est pos-
sible, si le polynome counsidéré est négatif; et, en suppri-
mant le signe de sa valeur, on obtiendra le résultat que
I'on devait chercher.

On aurait pu proposer une question plus générale que
chacune des deux précédentes et qui les aurait comprises
toutes deux : on aurait pudemander, non pas quelle était la
somme définitivement déboursée ou recue, mais quelle
était la variation survenue dans la somme possédée par le
banquier. Cette variation efit été, pour un ensemble de
cas particuliers, la valeur d’un certain polynéme, et, pour
d’autres cas, la valeur du polynéme de signes contraires.

Quand on résout des problémes généralement, il arrive
souvent, comme dans 'exemple ci-dessus, que pour un
ensemble de cas particuliers on est conduit a considérer
certains polyndmes, et ces polyndmes changés de signes
pour d’autres cas particuliers. On peut alors ne considérer
qu'une seule espéce de polyndmes , et déduire des résul-
tats des calculs effectués comme ils devraient 1'étre si ces
polynomes étaient positifs , les solutions qui conviennent
aux cas ou ils sont négatifs. Ce qui constitue le calcul al-
gébrique, c’est non-seulement I'ensecmble des régles au
moyen desquelles on peut trouver un polynéme qui soit
en réalit¢, par rapport a des polyndmes positifs, une
somme, une diflérence, etc., mais encore I’ensemble des
régles a 'aide desquelles on peut, au moyen des résultats
d’opérations effectuées sur certains polynomes, obtenir
ceux qui fourniraient d’autres polynoémes qui se dédui-
raient des premiers, soit par le changement des signes
de tous leurs termes , soit encore par d’autres changements
dont il sera question bientét. On congoit qu'il y aura de
P'utilité & soumettre les polynémes négatifs aux mémes
calculs que les polynémes positifs, si, des résultats aux-
quels on sera conduit, on peut facilement déduire ceux que
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’on a besoin de connaitre. C’est, comme nous le verrons,
ce qui a lieu effectivement.

Avant d’apprendre a cflectuer des opérations sur les
polynoémes, il importe de faire connaitre quelques pro-
priétés de leurs valeurs. De la définition que nous avons
donnée, résulte que la valcur d’un polynome n’est pas al-
térée quand on augmente ou qu’on diminue d’'un méme
nombre deux termes, dont Pun est positif et 'autre né-
gatif; par suite, on peut, sans altérer la valeur d’un poly-
néme, supprimer un terme, positif ou négatif, pourvu
qu'on diminue la valeur absolue d'un terme négatif ou
positif de la valeur absolue da premier. Ainsi les deux
termes -+ 7 ¢t — 4 pourront ¢ire remplacés par le terme
4+ 35 les deux termes—9 et + 4 pourraient étre rem-
placés par le terme — 3.

Plus généralement,, tant de termes d'un polynéme qu’on
voudra peuvent étre remplacés par un seul, qui est la dif-
férence entre la somme des valeurs absoluc des termes po-
sitifs et la somme des valeurs absolues des termes négatifs,
cette différence étant précédée du signe des termes qui ont
fourni la plus grande somme.

Nous passons actucllement a 'exposé des régles a suivre
pour effectuer les opérations algébriques. On a donné a
ces opérations les noms d’addition , soustraction, ete.,
parce que les résultats qu’elles fournissent, lorsque 1’on
ne considére que des polyndmes positifs , sont analogues
a ceux que 'on obtient par les opérations de I'arithmé-
tique.

De Uaddition.

On appelle somme de plusieurs polynémes positifs,
un autre polyndéme qui a pour valeur la somme des va-
leurs des premiers.

1l est facile de déduire de cette définition la régle
suivante :
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Pour obtenir la somme de plusieurs polynomes positifs,
il suffit de les écrire les uns a la suite des autres, en con-
servant 4 chaque terme son signe. 11 faut se rappeler que
le premier terme d'un polyndme, quand il n’a pas de
signe , est rangé parmi ceux qui ont le signe +.

Cette régle on 'étend, soit & I'addition-de polynémes
dont les uns sont positifs et les autres négatifs, soit a l'ad-
dition de polynémes tous négatifs ; c’est-a-dirc que l'on
convient de regarder dans tous les cas comme la somme
de p]usieurs polynémes , un autre polynéme déduit de
ceux-ci selon la régle énoncée.

Il résulte évidemment de cetle convention ct des remar-
ques que nous avons faites sur la valeur d’un polynéme,
qu'un polynéme qui est la somme de plusieurs autres,
parmi lesquels il s'en trouve de négatifs, a pour valeur la
diflérence entre la somme des valeurs absolues de ceux qui
sont positifs et la somme des valeurs absolues de ceux qui
sont négalifs , cette diflérence étant précédée du signe des
polynomes qui ont fourni la plus grande somme. Si les
polynomes ajoutés étaient tous négatifs, on trouverait pour
leur somme un polynéme négatif, dont la valeur absolue
scrait la somme des valeurs absolues des polynomes
ajoutés.

De la soustraction.

La soustraction a pour but, étant donnés la somme de
deux polynomes et I'un de ceux-ci, de trouver I'autre. On
donne au résultat de cette operauon le méme nom qu’en
arithmétique.

On obtiendra un polynéme qui soit la différence de
deux autres, en éerivant & la suite du polynome dont
on veut soustraire, le polynéme a soustraire, aprés avoir
changé les signes de tous les termes de ce dernier. 11 est
clair, en effet, que, si au résultat ainsi obtenu, on ajoute

Ana. de Mathémat., tome V111, (Janvier 1849 .) 3
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le polynome soustrait , on obtiendra le polynome dont on
soustrait. On peut remarquer-que, soustraire un poly-
ndéme, revient a ajouter le polyndme de signes contraires,
et, comme I'on sait, les résultats auxquels conduit I'addi-
tion, cette remarque permetira de dire ceux auxquels
conduit la soustraction.

De la muluplication.

La multiplication a pour but, deux polynémes étant
donnés, d'en trouver un troisiéme qui soit le produit des
deux premiers. On appelle produit de deux polynomes
positifs un autre polynome dont la valeur soit le produit
des valeurs des deux premiers.

Soit d’abord proposé de trouver le produit d’un binéme
@—+b ou a—b par un monéme m; que m soit entier,
fractionnaire ou incommensurable, il est facile de voir
que le produit est am —+ bm dans le premier cas, et
am — bm dans le second.

Soit actuellement proposé de multiplier un polynéme
positif @ — b — ¢ + d — e par un mondéme m; le produit
s'obtiendra en multipliant dans ce polynéme chacun des
nombres @, b, ¢, etc., par m. En effet, soit P la valeur
du polynome proposé: le produit que nous cherchons doit
étre égal & Pm; mais si I'on représente par P’ la valeur
de Vensemble des termes du polynéme P, a 'exception
d’un scul, — e, de telle fagon que P soit égal au bindme
P’—e, leproduit cherchéseraégal a (P'—e) m=P'm—em.
De méme, si 'on désigne par P” la valeur de 'ensemble
des termes de P’, 4 Vexception d’un seul, + 4, de facon
que P'=P" 4 d, on aura

P'm = P"m + dm s
et, par suite,

P = P’'m 4+ dm — em.
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En continuant ainsi, on finira par obtenir la relation
Pm = am — bm — cm + dm — em,

qui est celle a laquelle nous voulions parvenir.

Nous nous sommes appuyés, dans la démonstration
précédente, sur ce que le produit du bindme a — b par m,
et, par suite, le produit du binéme — b + a par m, est
am — bm , dans le cas ou b est plus petitque a. Dés lors,
pour que cette démonstration ne soit pas en défaut, il est
nécessaire que les binémes P’ —e, P” 4~ d, etc. , soient
tous positifs ; mais c’est ce qui a lieu nécessairement quand
on suppose, comme nous I'avons fait, que le polynome
multiplicande est positif, puisque ces binémes ont tous
pour valeur celle de ce polynome. Donc il est toujours
vrai de dire que le produit d'un polynéme positif
a—b—c—+ d—e par un mondme positif m s’obtient
en multipliant dans ce polynéme chacun des nombres
a, b, etc., parm.

Sil'on remarque u’on peut, sans altérer la valeur d'un
produit, changer 'ordre de ses facteurs, on conclura que
le produit d’'un monéme m par un polynéme positif
a—b—c+ d—e s'obtiendra en muliipliant dans le
polynéme chacun des nombres a, b, etc., par m.

Supposons maintenant qu’on ait & multiplier un poly-
néme positif a — b — ¢ + d — e par un polynéme posi-
tif m—n+p—gqg. Si P représente la valeur du poly-
néme multiplicande, le produit cherché sera égal a
Pm—n+p—qg)=Pm—Pn+Pp—Pg; mais lc
produit Pm s’obtiendra en multipliant dans le multipli-
cande les valeurs absolues de ses termes par m. Le produit
Prn s’obtiendra d'une maniére analogue, et — Prn ne sera
autre chose que la valeur de ce produit changé de signe;
de sorte que, dans 'expression trouvée plus haut du pro-
duit cherché, on peut remplacer — Pr par le polynéme
qu’on obtient en multipliant dans le polynéme de signes
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contraires a ceux du multiplicande, les nombres a, b, etc.,
par m. En continuant ainsi, on arrive a cette régle
générale :

Les termes du produit de deux polynomes positifs s’ob-
tiennent , quant a leurs valcurs absolucs, en multipliant
les valeurs absolues des termes du multiplicande par les
valeurs absolues des termes du multiplicateur; quant a
leurs signes, ce sont les signes des termes du multipli-
cande ou les signes contraires, selon que le terme du mul-
tiplicateur, par la valeur absolue duquel on a muluplié,
a le signe + ou le signe —.

La partie de cette régle relative aux signes des termes
du produit peut étre exprimée autrement; on peut dire :
Selon que la valeur absolue d’un terme du produit est le
produit des valeurs absolucs de deux termes qui ont le
méme signe ou des signes diflérents, ce terme du produit
a le signe + ou le signe —. On énonce souvent cette
partie de la régle d’une maniére abrégée, comme il suit :

+ par -+ donne —+.

—+ par — donne —,
— par + donne —,
— par — donne —+.

De méme que nous sommes convenus de regarder
comme la somme de plusieurs polynomes, parmi lesquels
il s’en trouve de négatifs, un autre polynome obtenu au
moyen des premiers, comme si tous ceux-ci étaient posi-
tifs, de méme nous conviendrons de regarder comme le
produit de deux polynémes, quand I'un d’cux est négatif
ou qu'ils le sont tous deux, un troisiéme polynéme déduit
des premiers, sclon la régle énoncée plus haut. Il fandra
en outre, de méme aussi qu’a propos de I'addition, pour
que 'on puisse tirer parti de cette nouvelle convention,
étudicr les résultats auxquels elle conduit, dans le but de
connaitre la relation qui existe entre ces résultats et ceux
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que I'on obtiendrait si les polynomes négatifs étaient rem-
placés par ceux de signes contraires.

L’étude dont nous parlons se borne a peu prés a remar-
quer que, en acceptant la convention dont il s’agit, un
produit de deux facteurs change de signe et conserve la
méme valeur absolue, lorsqu'on change les signes de tous
les termes de 'un de ces facteurs ; de 1a on déduit que, si
Von change les signes des deux facteurs, le produit ne
change pas du tout. On peut énoncer ce résultat autrement
ct dire que le produit de deux facteurs a pour valenr ab-

“solue le produit des valeurs absolues de ccs facteurs, et
quil est positif ou négatif, selon que les deux facteurs
ont le méme signe ou des signes différents.

On déduit facilement de 1a que le produit de tant de
facteurs qu'on veut a pour valeur absolue le produit des
valeurs absolues des facteurs, qu'il est positif §'il n’y a
ancun facteur négatif ou s’il y en a un nombre pair, et
qu'il est ncganf dans le cas ou le nombre des facteurs né-
gatifs est impair.

De la division.

La division a pour but, étant donnés le produit de deux
polyndmes et 'un de ceux-ci, de trouver I'autre.

La division n’étant que 'opération inverse de la multi-
plication, la régle des signes pour la division est une con-
séquence immédiate de celle qui est relative 4 la multi-
plication. Nous nous dispenserons des lors d’entrer ici
dans aucun détail. .

Ce que nous avons dit jusqu’a présent permettra, lors-
qu’on sera arrivé a un résultat par des opérations effec-
tuées sur des polyndmes négatifs , d’en déduire celui qu’on
aurait obtenu avec des polyndmes de signes contraires.
Ce sont surtout les remarques faites dans la multiplica-
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tion et celles analogues qu’on aurait pu faire dans la divi-
sion , qui, pour cet usage, ont des applications. 1l est trés-
facile de déduire des résultats fournis par ces deux opéra-
tions eflectuées sur des polynoémes, parmi lesquelsil s’en
trouve de négatifs, ccux que 'on aurait obtenus avec des
polynomes tous positifs, car il ne peut y avoir de diffé-
rence entre les premiers et les seconds résultats que dans
les signes, nullement dans les valeurs absolues.

Quand on résout des problémes généralement, non-
seulement il arrive, comme nous I’avons dit, qu’on doit
considérer a la fois des polynomes et les polynomes de
signes contraires , mais il arrive aussi trés-souvent qu’a-
prés avoir considéré certains polyndmes, et effectué sur
eux des transformations telles que des réductions de ter-
mes semblables, des additions, etc., on doit considérer
d’autres polyndmes qui se dedulralem des premiers par le
changement de signe d'une ou de plusieurs des lettres qui
y entrent, et eflectuer sur ces nouveaux polynomes les
mémes calculs que sur les premiers. Dans ce cas, on peut
aussi se dispenser de recommencer les calculs; car il suf-
fira, pour obtenir les résultats correspondants aux nou-
veaux polynomes, de changer, dans les résultats fournis
par les premiers, le signe de la quantité ou des quantités
qui doivent en étre changées pour que les premiers poly-
nomes deviennent égaux aux seconds. Nous entendons
par changer une lettre de signe, la lettre @ par exemple,
remplacer partout + a ou @ simplement par — a, et in-
versement, ou, ce qui revient au méme, comme il est
facile de le vérifier, nous entendons remplacer partout a
par — a. Cela revient encore a changer les signes de tous
les termes on « entre a des puissances impaires, et a con-
server ceux de tous les termes qui ne gontiennent pas a,
cu qui le contiennent a des puissances paires. Il est bon
de remarquer que, si deux polvnomes ne différent que
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pir le sigue d'une lettre, ils se réduiront a la méme
expression quand on remplacera cette lettre, dans I'un
par un certain nombre, et dans«l autre par le méme
nombre, précédé du signe — A

Occupons-nous de la demonstration de la proposition
ci-dessus énoncée. Nous examinerons successivement la
réduction des termes semblables, ’addition et la soustrac-
tion, la multiplication et enfin la division.

Soient P un polynéme renfermant des termes sem-
blables , P’ ce polyndme réduit; soient P, ce que devient P
(qui est supposé renfermer la lettre @) quand on y change
aen — a; P le polyndéme P, réduit: je dis qu'on obtien-
drait P, en changeant dans P, a en — a. En eflet, sup-
posons qu’il y ait dans P plusieurs termes semblables
renfermant @ 4 une méme puissance paire; en changeant
dans P 2 en — a, on obtiendra le polynéme P, , ou tous
ces termes se retrouveront identiquement, et ils donne-
ront, par leur réduction, dans P’ ct dans P, deux termes
identiques ; mais celui de ces termes qui se trouve dans P’
ne changera pas si 'on change a en — a dans ce poly-
noéme, et il fournira, par conséquent, le terme qui doit
se trouver dans P/ . Il résulte de ce raisonnement que tous
les termes de P, qui renferment @ a des puissances paires
seront fournis par ceux de P’ quand on y change a en
— a. Supposons, en second lieu, quil y ait dans P des
termes semblables renfermant tous @ 4 une méme puis-
sance impaire; en changeant dans P a en — a, tous ces
termes changeront de signe, et le terme réduit de P’ se
trouvera, dans P, changé de signe; mais si I'on change
dans P’ a en — a, le terme réduit dont il s’agit donnera
celui qui doit se trouver dans P,. On voit par la que tous
les termes de P, qui renferment @ a des puissances im-
paires seront fournis par ceux de P’ quand on y changera
aen —a. Donc, en définitive , le polynome P n’est autre



(4o )
chose que le polynéme P’, quand on a changé dans ce
dernier a ecn — a.

2°. Soient P, Q, R, etc., dilférents polynomes , S leur
somme, P/, Q', R/, etc., ce que deviennent P, Q, R, etc.,
quand on y change @ en — «, 5" la somme des nouveaux
pblynémos ; je dis que S" n’est autre chose que ce que de-
vient S quand on v change @ en — «. La proposition se-
rait évidente, d'apres la régle qu’on suit pour trouver la
somme de plusicurs polynoémes, si dans S et S/ ne sc trou-
vait clfectuée aucunce réduction; mais il résulte de la dé-
monstration précédente que, s'il en est ainsi avant la ré-
duction, il en est encore ainsi aprés. Donc, etc.

La soustraction revenant a Yaddition, nous croyons
inutile de démontrer la proposition pour le cas ou la trans-
formation opérée scrait une soustraction.

3°. Soient P et Q deux polynémes, V leur produit, P’
et Q' ce que deviennent P et Q quand on y change @ en
— a, V' le produit des nouveaux polvnomes; je dis que
V/ w'est autre chose que ce que devient \ quand ony
change a en — a. Pour démontrer ce résultat, nous con-
sidérerons dans chaque facteur deux espéces de termes
ceux (Iui ne renferment pas @ ou qui renferment cette
lettre i des puissances paires, et ceux qui renferment a a
des puissances impaires. Nous désignerons, pour le poly-
nome P, Pensemble des premicrs termes par A, ct 'en-
semble des autres par B, de sorte que le premier po]y-
nome ne sera autre chose que A + B3 de méme, nous
représenterons le polynome Q par C + D. I est clair que
les polynomes P et Q' seront représentés, 'un par A— B,
et Vautre par € — D. Dés lors le produit V sera repré-
senté par AC + BC + AD + BD, ¢t le produit V/ par
AC — BC — AD + BD. Or. si 'on change dans V, a en
— a. les termes du groupe représenté par AC, ne renfer-
mant pas la leure «. ou la renfermant a des puissances
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paires, ne changeront pas de signe et donneront le méme
groupe de termes qui se trouve dans V'. On peut dire la
méme chose des termes du groupe BD. Les termes du
groupe AD renferment a i des puissances impaires et
changent de signe par le changement de @ en —a; ils
fourniront donc les termes du groupe — AD, qui se
trouvent dans V'. De méme, le groupe + BC de V four-
nira le groupe — BC de V'. Donc V' n’est autre chose
que ce que devient V quand on y change @ en — a.

§'il s'agissait d'un produit de plus de deux facteurs, la
proposition serait également vraie, et la démonstration
précédente serait facile a généraliser.

4°. La division n’élant que V'opération inverse de la
multiplication, il en résulte que la proposition est vraie
aussi pour un quotient. Toutefois il y a lieu d’examiner le
cas ou la division ne se ferait pas exactement.

Soient M, N deux polyndémes, Q leur quotient, et R le
reste de division ; soient M/, N’ ce que deviennent M, N
quand on y change a en —a, Q' et R’ le quotient et le
reste correspondants a ces nouveaux polynomes: je dis
que Q', R’ ne sont autre chose que ce que deviennent
Q, R quand on y change @ en — a. En effet, de la re-
lation

M= NQ + R
il résulte

M = N'Q"+ R,
en désignant par Q” et R” ce que deviennentQ, R quand
on y change a en — a3 mais alors Q” et R” sont le nou-
veau quotient et le nouvean reste, c’est-a-dire que ces
polynémes sont les mémes que Q' et R, C. Q. F. D.

Une puissance n’étant qu'un produit, on doit regarder
comme démontré que, si deux polynomes se déduisent
Pun de 'autre par le changement de signe d'une lettre, il

en est de méme de leurs puissances de méme degré; par
.
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suite, il en est de méme aussi- de leurs racines d'un
méme degré. ’

Les démonstrations précédentes supposent que les nou-
veaux polynomes se déduisent des primitifs par le chan-
gement de signe d’une scule des lettres qui y- entrent;
mais les démonstrations correspondantes au cas ou plu-
sieurs lettres seraient changées de signe ne dittéreraient
guére de celles que nous avons données, et nous croyons
inutile de nous y arréter.

La proposition qui nous occupe est donc actuellement
démontrée pour tous les résultats obtenus par des réduc-
tions de termes semblables , des additions, des soustrac-
tions, des multiplications, des divisions, des élévations a
des puissances, des extractions de racines. Elle est trés-
importante i cause de ses applications. Dans les questions
ou 'on aurait diéi considérer des polynémes de deux es-
péces,, on pourra, a l'aide de cette proposition, n’en
considérer que d’une seule;. cenx-ci représenteront les
deux espéces : I'une, en y considérant certaines letires
comme représentant simplement des quantités; l'autre,
en y considérant ces mémes letires comme représentant
des quantités précédées du signe — , ou des quantités né-
gatives. On pourra souvent ainsi réduire plusieurs for-

.mules en une seule, et plusieurs opérations du méme
genre aussi en une seule. On pourra encore réduire le
nombre des équations a résoudre pour avoir la solution
compléte d'un probléme. Imaginons que les solutions
d’un probléme général soient données en partie par une
équation ct en partic par une autre équation qui ne diffé-
rerail de la premiére que par le signe de I'inconnue (*):

(*) Cela arrive dans un grand nombre de problémes, en particulier
dans le probléme des courriers, ou les solutions sont données, pour un
ensemble de cas particuliers, par une certaine équation, et, pour d’autres
cas particuliers, par une autre équation qui ne différe de la premiére que

-
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les solutions négatives de I'une de tes questions étant dé-
barrassées du signe —, satisferont a P'autre, et récipro-
quement ; de sorte que, sil’on connait les solutions posi-
tives et négatives de I'une, il sera inutile de considérer
I’autre, car on connaitra les solutions positives des deux.
Or toutes les transformations que I'on effectuera sur 'une
des équations, et qui n’altéreront pas les solutions posi-
tives , n’altéreront pas non plus les solutions négatives.
Pour le prouver, considérons les deux équations dont on
doit chercher les solutions positives , ces équations ne dif-
férant I'une de 'autre que par le signe de I'in¢onnue, il
cn sera de méme de leurs équivalentes obtenues par des
transformations analogues ; les solutions négatives de I'une
des transformées seront toujours, aprés la suppression du
signe —, les solutions positives de la transformée cor-
respondante, et , par conséquent, les transformations qui
n’altérent pas les solutions positives d'une équation n’al-
térent pas non plus les solutions négatives. De la on con-
clut que, si 'on parvient, par ces transformations, a
trouver une formule qui donne la valeur de 'inconnue,
cette formule fera aussi bien connaitre les valeurs néga-
tives que les valeurs positives de cette inconnue. Ceci sera
facilement compris quand on aura résolu quelques équa-
tions, car alors on connaitra quelles sont les transfor-
mations dont il cst question.

Pour avoir un énoncé abrégé de la proposition précé-
dente, et en méme temps plus approprié aux usages que
I'on fait des quantités négatives , nous dirons :

Si certaines lettres doivent étre regardées comme néga-

par le signe de l'inconnue. Cela arrive aussi dans le probléme suivant:
Trouver sur une droite les points tels que leurs distances & deux points de

cetle droite soient, Uune moyenne proportionnelle entre Uautre et la dis—
tance de ces derniers.,
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tives dans certains polyndmes, il en est de méme dans
les résultats obtenus avec ces polynomes.

Remarque. Avec cetle extension que nous donnons
a la notation algébrique, et qui consiste 4 faire repré-
senter & une lettre aussi bien une quantité négative qu'une
(uantité positive, un terme qui a le signe + ne représente
Ppas toujours unc quantité positive, et un terme qui a le
signe — n’est pas toujours un terme négatif. Un terme
sera dit positif ou négarif, selon qu’il se réduira a un
nombre positif ou négatif , aprés avoir remplacé les lettres
qui y entrent par les valcurs particuliéres, positives ou
négatives,, qu’on leur atiribue. Du reste, tous les énoncés
que nous avons donnés précédemment subsistent, en en-
tendant ainsi les expressions de terme posiuf, terme
négatif (voir tome 11, pages 318-321).

QUESTIONS.

199.. Expliquer c/airement ce qu’il faut entendre par
tétracdres semblablement situés, dans la théorie des po-
lyédres semblables.

200. Si un point P se meut dans un plan de maniére a
ce que la somme des carrés des tangentes PA, PA,,
PA,, ..., PA,, _,;, menées de ce point & une courbe algé-
brique de degré ., située dans ce plan, soit constante, la
normale en P, au lieu géomérique de P, passe par le
centre de moyenne distance des centres de courbure de
la courbe, correspondants aux points de contact Ay,
Ay, A,

201. Soient P, P’ deux points appartenant respective-
ment & deux ellipses homofocales , tels que les tan-
gentes quion méune a ces courbes, a P et P se coupent a
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angles droits ; en désignant par 1 le poiut de leur inter-
section , et par C le centre commun des ellipses, la droite
Cldivisera en parties égales les distances P, P’. (Stresor.)

202. Etant donnés un point et une droite : Soient
deux paraboles ayant toutes deux pour tangente la droite
donnée et le point donné pour foyer commun, en suppo-
sant qu’elles se coupent toujours sous le méme angle ; leur
point d’intersection décrira un cercle. (Stresor.)

203. Dans un pentagone, si I'on considére comme
sommets d'un pentagone : 1° les points milieux des cinq
diagonales ; 2° les centres de gravité des cinq triangles
formés par deux diagonales et un c61é, on obtient deux
pentagones semblables et inversement placés.

(A. Warecer. )

SOLUTION DE LA QUESTION 194

(. VII, p. 368);

Par M. H. EMERY,

Eleve du lyece de Versailles.

Trouver la n#™ dérivée de x* (x — 1)", et démontrer
que cette dérivée, égalée a zéro, a n racines réelles com-
prises entre o et 1.

1. L’équation x"(x — 1)* = 0, ayant toutes ses racines
réelles, savoir : 2 racines égales a zéro et 12 égales a 'unité,
il suit du théoréme de Rolle que toutes les racines des
dérivées sont aussi réelles et comprises entre o et 1 5 mais
la n#*m* dérivée est la premiére qui n’ait aucuneracine, soit
nulle, soit égale a I'unité.

Recherche de la dérvée.

II. — Premiére méthode. On a , par le développement
binomial,

1) L]
[n—1] [2][r—1]

ou les crochets indiquent un produit continuel.

T x—1)'=x"— M= A —1) 2"
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Prenant la dérivée n'" de chaque terme, on a pour
la dérivée n'*m cherchée :

d"[.r(x—l)]"_ 2l — [n] [2/1-——1]‘22"__|
dz" _—[2. 1 ] [t[z—x] [n—1]
n 2n— 2] - Al
F Rl e ¢

IIl. — Lemme. T et ¢ étant des fonctions de x, on
obtient la n“me dérivée du produit F en faisant le déve-
loppement binomial de (F ~+ ¢)”, mais en prenant les
exposants comme des indices de dérivation, et écrivant
pour premier terme ¢ F (", et pour dernier terme F¢®,

Démonstration. On a, pour

Premiére dérivée, oF' + Fo’;
Deuxiéme dérivée, o¢F" + 2F'y’ 4 Fy”;
Troisiéme dérivée, ¢F” -4 3¢'F” + 3¢”F + Fo";

b4

ct, par induction, la dérivée d’indice p sera

?F(I” __*_p.(?’F(p—i) + —

Bl B 09 o+ Fp 0,
Prenant la dérivéc de ce développement , on obtient
une méme loi de formation pour la dérivée suivante d'in-
dice p + 13 donc cette loi est générale.
IV. — Deuxiéme méthode. Faisons g=x», F=(x—1)";
on aura, en appliquant le lemme et divisant le résultat
égalé a zéro par [n],

n.n—i

[z — 1] +rzlz—1 ]+ [_—1 5 ]Qx’ (& — 1)

n.n—1.n—2|
+ | — | Br— )"+ ...+ 2" =o0.
3 1.2.3 .

Cetle équation n’a évidemment aucune racine néga-
tive; car prenant x négatif, tous les termes sont positifs,
n étant pair, et tous les termes sont négatifs , n étant im-
pair, et x ne peut surpasser I'unité : donc, comme on I'a
vu a priori, toutes les racines sont comprises entre o et 1.
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THEOREME SUR LES CARRES DES COTES D'UN TRIANGLE
RECTILIGNE (*).

1. Lemme. Soient A, B, C les trois sommets, et a, b, ¢
les trois cOtés respectivement opposés, et S l'aire du
triangle ABC; on a la relation

4S(c0tA+c0tB+cotC)=a*+b‘-‘—l—-c’.

Démonstration. On a a®* = b® 4+ c?>— 4S cot A, et
encore deux équations analogues; ajoutant les trois équa-
tions membre 4 membre, on obtient la relation indiquée.

II. Théoréme. Sur chaque c6té du triangle ABC on
construit extérieurement un carré. Soient A’, B’, C' les
centres des carrés construits sur BC, AC, AB; on aura

aire A’B' ¢/

= < t t tC).
o ABC 1 + % (cot A + cot B + cotC)

Démonstration. Conservons la méme notation que
dans le lemme. L’aire de ’hexagone AC'BA’CR' est

<
Vo'

CAB = 1# + A : donc l'aire du triangle

évidemment ; (a* + b* + ¢?) + S : on a AC =
b

C'AB est égale a

AP

be
4

S
aire B'CA’ = ;cotC; A'BC = § cot B;

S ;
cos A = = cot A; de méme,

donc
aireA’B' €' = L (a* + b*+ ¢*)+S — ;S (cot A + cot B +cotC),

[} Programme de Vuniversite de Dublin, 18/8.
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et, d’aprés le lemme,
aire A’B'C’ =S [1 +  (cot A + cot B + cot Ci].
- C.Q.F.D.

II. Si l'on construit extérieurement un carré sur
chaque c6té d'un triangle rectangle, I'aire du triangle
qui a pour sommets les centres des trois carrés est égale
au carré formé sur la demi-somme des cotés de I'angle
droit.

C’est une conséquence immédiate du théoréme pré-
cédent.

QUESTION D’EXAMEN SUR LES FRACTIONS CONTINUES (*).

I. Soient «y, a,, a;, a, quatre nombres positifs entiers
rangés par ordre ascendant; on a les relations d’inégalités
sulvantes :

1°. ayay — aza, < 0.

2. aza,—a,a, > 1. En effet, soit ay=a,+ m,

a,=a,+n, a;a, — a,a,
—=mas;+ na, +~mn > 1.

3°. ayay, —aya, < o.

4°. asa,— ajay, >1, comme pour 2°.

II. Supposons qu'on a la relation
(1) aa, — a,a, = 1.

Posons 1'équation indéterminée @, y — a3 x =13 les
plus petites valeurs positives enti¢res de y et de x sont
a, et a, : s'il existait des valeurs « ct 3 plus petites, on
aurait donc

ae—a,B=1; donca,(x—a)=a,(f—a);

ce qui est évidemment impossible.

“*1 M, Serret examinateur,
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L’équation a;x — a;y =1 est satisfaite, en posant
x=a,—as;, y = as — a,. On démontre de méme que
ces valeurs positives sont les plus petites qu'on puisse
avoir.

Observation. Ces résultats s’énoncent briévement de
cette maniére : | a congrucnce a, y—1= }73 a Pour ra-

cine unique a,, et la congruence ay x — 1 = a, a pour
racine a,; le point leibnitzien placé au-dessus d'un nom-
bre indique un multiple quelconque de ce nombre.

. rt - L

I11. Soient o deux réduites consécutives d’une frac-
u

tion continue, et soit p le dernier dénominateur corres-

\ 1., L . .
pondant & la réduite —- Si p est remplacé par p—1, on a
122
;... t—r . . t

pour réduite ———jcar le quotient entier de Sestp: done

t— 8

t—r

le quotient entier de est p— 1 ; de méme pour les

dénominateurs.

. . . a,
IV. Conservant la relation (1), réduisons — en frac-

. a;
tion continue. Soit - I'avant-derniére réduite; il y a deux
k)

r (2 . .
cas:1° -~ > -, ou blen ra, — sa; = 1. Donc r et s satis-
s a,
font & I'équation a, y — a; x = 13 mais r < ay, s <a;;
donc, d’aprés IT, on a

r—=a, et s = a,.

.. . Ly . a r _a .
Ainsi 'avant-derniére réduite est ;—' 5 27 - <a—3, ou bien
2 o 4

say—ra,=1. rets satisfont a 'équationa; x—a,y=1,
donc, d’aprés II, r=a,—a,, s=a, —a, : I'avant-der-
. 1. ay—a, .. . . .,
niére réduite est donc ————. Si 'on diminue d’une unité
a,— a,
Ann. de Mathémat., 1. VUL ( Février 1849.) 4
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le dernier dénominateur de la fraction continue, la va-
. . ’ by a
leur de cette fraction devient égale (III) a —-
a,

V. On parvient a des conclusions analogues, si 'on a
la relation @, a; — a, @, = 1, ou bien encore si 'on ré-
. . . a.,
duit en fraction continue —-

RECHERCHE

Du nombze des chiffres que fournit a la période une fraction ordinaire réduite
en fraction décimale ;

Par M. J. SORNIN,

Professeur de mathématiques an lycée de Reims.

On sait déterminer, cn général, le nombre des chiffres
que donne une fraction ordinaire réduite en décimales ,
(uand le quotient a un nombre fini de chiflres; on sait
¢galement déterminer le nombre des chifives qui préce-
dent la période, quand le quotient est périodique mixte :
nous nous proposons ici de déterminer le nombre des
chifires de la période, quand la fraction ne sc convertit
pas exactement en décimales.

Remarquons d’abord que, lorsqu'une fraction ordi-
naire donnera lieu a un quotient périodique mixte, on
pourra facilement déduirve de cette fraction celle qui don-
nerait lien a la partic périodique simple; il suffira pour
cela de multiplier la fraction proposée par une puissance
de 10 égale a la plus haute puissance de 2 ou de’5 qui
entre dans le dénominateur.

Nous n'avons donc a nous occuper que des fractions
qui donnent lieu & un quotient périodique simple , c’est-a-
dire dont le dénominateur ne contient aucun des fac-
teurs 2 ou 5.
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Le dénominateur des fractions que nous considérons

nc pouvant &tre terminé ni par un chifire pair, ni par
un 5, sera de I'une des formes

10k 41, 10k 4 3, 10k + 17, 10k 4 ().

D’ailleurs la forme 10k +-9 est la méme que 10k — 1
ct la forme 10k~ 7 est la méme que 1ok— 3.

On peut donc dire que le dénominateur sera de I'une
ou de l'autre des formes

104 1, wk A 3.

o , C .. .

Soit, en général , 5 la fraction irréductible que 'on
veut convertir en décimales, en désignant par abed...
la période , m le nombre de ses chiffres: on aura

C abed. ..

_ Clion— 1),
D 10"— 1

, dou abed... = 5 ;
ce qui montre que D doit diviser 10"—1, quel que soit C,
et le nombre des chiflres de la période sera la plus petite
valeur de m qui rendra 10™ — 1 divisible par D.

On conclut d’abord de li ce théoréme, que le nombre

des c]lgﬁres de la période d’une fraction irréductible est
le méme, quel que soit son numérateur.

_ v, .. . 1
Nous considérons donc seulement ici 1a fraction o

Nous examinerons successivement les différentes formes
sous lesquelles D peut se présenter.

i. D=10k—+1.
. 10" — 1
SO]{ 'L'—-—-ml‘

Posons x = 1oy — 1; il viendra

ro" — 1= (10y — 1) (10/ 41,
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Réduisant, on e¢n tire

10"~ + &
Y = ok

Faisons de nouveau y =10 z + k; on aura
10"+ k= (102 + k) (10k + 1);
d’ott
[0m~-2 —_— k?
T 10k 41
Soit encore z = 10u — k*, et un calcul semblable
donnera
| €0 —+ A3
T Y

On posera u == 10t + k*, et ainsi de suite.

Comme il est facile de suivre la loi des valeurs de
¥, z, etc., on en conclura que I'on arrivera nécessaire-
ment a I'égalité

lom--m + ‘.m 1 + ,{.m A
0 == — st m est impair ;
10 A 41 10k 41
ou a
[ Xt - A.m ] — ‘m .
P = sl m est pair.
10A 4+ 1 10A 41 P

Si v est entier, en remontant de proche en proche on
verra aisément que x sera entier. Or je dis que la réci-
proque est également vraie. En effet, si x est entier, ou
bien ) sera entier, ou bien il ne contiendra en dénomi-
nateur que 2 ou 5; c'est ce qui résulte de I'égalité
r=10y — .

En raisonnant de méme sur I'égalité suivante, on verra
que si y n’'était pas entier, z contiendrait au dénomina-
teur les facteurs 2 ou 5, et ne pourrait d’ailleurs contenir
que ces facteurs. En continuant ce raisonnement , on arri-
verait a conclure que ¢ contiendrait en dénominateur les
seuls facteurs 2 ou 5: mais v, d'aprés la valeur a laquelle
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on esl parvenu , ne peut contenir en dénominateur ni 2
ni 5: donc y, z, ..., v sont entiers. Ainsi toute valeur
de m qui rend x entier rend aussi v entier, et réci-
proquement. Donc la plus petite valeur de m qui rendra
v entler sera le nombre des chiffres de la période.

En prenant k” — 1 au lieu de 1 — k™, qui est négatif ,
on est conduit a la régle suivante:

« Former les différentes puissances des dizaines du dé-
nominateur, augmenter de 1 les puissances impaires, di-
minuer de 1 les puissances paires ; et le premier résultat,
qui est divisible par le dénominateur donné, correspond
a une puissance égale au nombre de chifires de la pé-
riode. »

Exemples.
1°. D=11, A=1.

Les puissances impaires de 1, augmentées de 1, don-
nent 2 qui n’est pas divisible par 115 il ne peut donc y
avoir qu'un nombre pair de chiffres i la période. D)’ailleurs
la deuxiéme puissance, c’est-a-dire la premiére puissance
paire, diminuée de 1, doune zéro, nombre divisible par 11;
donc il il y a deux chifres 4 la période.
2°. D =21, A =2.

On formera le tableau suivant :

Puissances de 2 : 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128...
— impaires + 1 ; 3, 9, 33, 129,
— paires — 1 : 3, 15, 63.

Le premier nombre divisible par 21 est 63, qui corres-
pond & la sixiéme puissance de 2 ; il y aura donc six chif-
fres a la période.
3e. D=111, ki=11.

Puissances de 11 : 11, 121, 1331...
— impaires + 1 : 12, 1332,
— paires  — 1. : 122.. ..
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1332 étant le premier nombre divisible par 111, on
conclut que la période a trois chiffres.

II. = 10k — 1.
. . 10" — 1 .
a étant le quotient 7, Posons x=10y +1; d’ou
ok —
1o — k
10k —1

Puisy = 10z + 1, ce qui donne

I3 K — ,4.'

10k — 1

s ele.

Laloi ¢tant facile & suivre, on arrivera, que m soit pair
pair ou impair, a I'égalité
1 — Am

T
10A — 1

¢ ==

et I'on montrera, comme dans le premier paragraphe,
que la plus petite valeur de m qui rendra v entier dé-
terminera le nombre des chiffres de la période.

En prenant A — 1 au lieu de 1 — A", on a donc la
régle suivante :

« Former les puissances de k; la premiére qui, dimi-
nuée de 1, donne un résultat divisible par le dénomi-
nateur donné, fait connaitre le nombre des chiffres de la
période. »

Faemples.
1. D=9, A=1.

Comme la premiére puissance de 1, diminuée de 1,
donne zéro, on conclut qu'il n’y aura qu'un chiffre
périodique.

20, b=39, 4=4.
Puissances de 4 @ 4, 16, 64, 256, 1024, 4ogb....
— dimin. de 1 : 3, 15, 63, 255, 1023, 4095. ...
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4095 étant le premier de ces nombres divisible par 39,
et 4095 correspondant a la sixiéme puissance de 4, on
conclut que la période a six chiffres.

HI. =10k 3.

En multipliant D par 3, il devient de la forme 10 4= 1.
1
3D
on pourra déterminer le nombre des chiflres de la pé-
riode fournie par cette derniére. Or nous allons faire voir
qu'en multipliant une fraction par un nombre entier, lc
produit étant encorc une fraction , on ne peut que dimi-
nuer le nombre des chiffres de la période sans pouvoir

S . .o .
Considérons, au lieu de la fraction D’ la fraction

. . .o .
l'augmenter ; d’ont nous conclurons que la fraction po qui
est égale a ) >< 3, ne peut avoir plus de chiflves pério-

. 1 .. .. .
dlques que 3D On aura donc ainsi une limite maximum

du nombre cherché. Pour prouver le théoréme énoncé,
Ce. .. A e , .
considérons la fraction 5 qui am chiffres a la période ;

p élant cette période, on aura

a __p P . Y2 .
S 4L =
b 10" o JO™ — .
d’on
rea II) ’7) —* )l)
—_— = —— e L. = . »
b 10™ 10" 0" — |

’ . ra
ra étant < b, rp est < 10™; ce qui montre que 0
quel que soit le nombre entier 7, peut éwe converti
en fraction périodique de m chiffres, ce (qui est le théo-
réme qu'il fallait démontrer. Ce théoréme était dailleurs
prouvé avee une plus grande extension dans le cas on 7 est
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premier avec b, car nous avons vu que p avait le méme

. e 1. 1 .
nombre de chiffres périodiques que b On le restreint

icij car dans le cas qui nous occupe, r a, au contraire,
un facteur commun avec D, et nous n’avons ainsi qu'une
limite maximum.
L ra . .
On peut cependant chercher si — aura moins de chif-
a » .
fres que 7 par la méihode suivante :
Supposons que la période de l puisse se décomposer
b
en plusieurs autres quand on la multiplie par r; la nou-
velle période ayant m' chifires , m/ sera un diviseur de m,
et Von aura

" P

Iolr____l IO""'—“[

o my
,— 1p(rom— 1)
- lom —— l

(p étant cette nouvelle période) ,
P
11 faut donc déterminer la plus petite valeur de m’ qui

rend p’ entier; ce qui sera facile quand p et m seront

, . a , .
connus par Ja réduction de ;o décimales.

FExemples.
1, D=3, 3ID=yg.
Il ne peut pas y avoir plus d'un chiflive a la période;
il v en aura donc un.
20, D=13, 3D = 3q.

Il ne peat pas y avoir plus de six chifires a la pé-
riode. Pour chercher s’il peut y en avoir moins, pre-

1 o o .
nons ;— = 0.025641025641..., et appliquons la mé-~
39 4102564 ~apphq
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thode précédente; on aura
p=25641, m=6, r=3.
3.25641 (10 — 1)

11 faut donc que soit entier, ou, en

999
283g(10™ — 1)
37039

simplifiant, que soit entier.

37037=7.11.13.37, et 2839 n’est divisible'par aucun
de ces nombres; il faut donc que 10™—1 le soit. Posons
0™ — 1 =37037.Q.

Le premier membre étant terminé par un 9, Q doit
étre terminé par un 7; on posera donc Q =10Q'—3,
et il vient

10" — 1 = 370350Q" — 111111
d’ou
Q= 10”"*'-—}—11111.
37037
Q' ne peut étre égal ni 2 0, nia 1,nia 2; car 37037.Q’
doit étre terminé par un 1. La plus simple valeur de Q’
sera donc Q' = 3. On a alors, si cette valeur convient,

I R S e

3= 37037 ’

d’ou l'on déduit

10"=' = 100000, m' —i1=25, wm' =6.
Il n’y a donc pas moins de six chiffres & la période.
3e. D=1, 3D = 21.

La période ne peut pas avoir plus de six chiflres; on
verrait,, par un calcul semblable au précédent, qu’elle
en a, en eflet, six.
4°. D=3, 3D=111.

La période ne peut pas avoir plus de trois chifires .
ot 'on verrait, en eflet, qu'elle en a trois.
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PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA TRIGONOMETRIE SPHERIQUE ;
C.1v.

Par M. C. Foucaur (*),
Eleve de Vinstitution Barbet.

Démonstration. Soit ABC le triangle sphérique donné
(voyez PL. I). On connait les trois cotés et I'angle A op-
posé a I'un d’eux. Joignons les trois sommets au ceatre de
la sphére et entre eux deux a deux. Menons par le point A
un plan perpendiculaire a I'aréte OA; I'angle rectiligne
APQ formé par linterscction de ce plan avec les faces
AOE, AOB sera égal a A. Cela posé, projetons sur ce
plan le triangle plan ABC, et soit APQ la projection de-
mandée; nous aurons

-— -2 -2
(1) PQ = AQ -~ AP = 2AP.AQcos A.
Mais évidemment
AQ=sinb ct AP =sinc,

1
BC = 2sin — a.

En projetant QC et PB sur OA, on voit de suite que
QC=1-cos b, et PB=1-cos c; QC—-PB=cosc—cosb.
QC ¢t PB auront toujours des valeurs de cette forme , que
les angles b ct ¢ soient aigus ou obtus. Le trapéze birec-

tangle PQBC donne,
— o )
BQ!=4sin’—a — icosc —cos b,
> .
En remplacant les lignes PQ, AQ, AP par leurs valeurs
. . . 1
dans (1), ilvient, enobservant que 4sin’ Se=2 (1—cosa),
€0s @ = €05 b cos ¢ —+ sin bsinc cos A.

C.Q.I.T.

% Voir tome 1, page 32,
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NOTE SUR LES EQUATIONS DU PREMIER DEGRE;
Par M. J.-N. LEBON (*).

Ondémontrehabituellement dans les cours ce théoréme :

1. Toutes les méthodes d’élimination appliquées & deux
équations du premier degré & denx inconnues, conduisent
au méme résultat. Ft cela, en démontrant cet autre
théoréme:

IL. Deux équations du premier degré & deux inconnues
n’admettent qu'un seul systéme de solutions.

On peut néanmoins démontrer directement le premier,
et en déduire, si 'on veut, le second. Voici comment:

Théoréme 1. La méthode des coefficients indéterminés
comprend toutes les autres comme cas particuliers.

En effet, le systéme ‘

g axr + by =¢

ax-+by =<

peut étre remplacé par le systéme équivalent

J

max + mby = mc,
na'x + nb'y = nc'.

Mais si dans ces deux derniéres équations, nous posons.
!
a L.
1N =1, m=—; NOUS aurons pour svstéme equlvaient au
(43 v N

premaier,

, a’ a i a a’
adx 4 —byr=—¢ ou dxr=—c——by;
/ a a a a

{ adx - by =,

4 la seconde ajoutant en croix la premiére, et la combinant

7 Nom anagrummatique.
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avece la seconde, nous avons

@ (":_”f) +Vy=¢,
a
dz+by=¢,

c’est-a-dire le systéme qu’on obtient immédiatement par
la méthode de substitution.

1 1
Posons m = = n = —; nous aurons
a a

b 4 c d—by c—by
== —_—

/ a’ a

équation qui, jointe 4 P'équation (2) multipliée par a,
donne le systéme qu’on obtient immédiatement par vore
de comparaison.
Enfin, posons n =0, m =¥ il vient
bax + b'by = b'c,
ba'x + bb'y = ¢'b;
d’on on tire
{abl — ba')x = cb' — be'.
En posant n = a et m = a’, on serait arrivé a
1 5

(abl’ — ba') y = ac” — ea’,

équation qui, avec la précédente, donne le systéme
qu’on obtient immédiatement par la méthode d’addition
et de soustraction. Donc, ctc. C.Q.F.D.

Théoréme 1. Deux équations du premier degré a deux
inconnues ne peuvent otre satisfaites que par un seul
systéme de solutions.
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QUESTION 31
(1. 1, p. 994).
Tronver I'équation d’une surface algébrique sur laguelle on ne puisse tracer
quune seule et unique droite ;

Par M. BRETON (vE CHame),
Ingénieur des Ponts et Chaussées.

I.’équation du troisiéme degré
),2 + z2? — 'ZZ([)“’ — qzxz)’

ou p et ¢ sont des quantités réelles différentes de zéro,
satisfait a la condition énoncée. Car, d’abord, on voit que
I'axe des x appartient a la surface, puisque 1'équation
devient identique en faisant y = o, z = 0, sans qu’il soit
besoin de particulariser x. Supposons maintenant qu’une
autre droite, ayant pour équations

y=10br +§, 2 =cx 7,

appartienne, s'il est possible, a la méme surface. Par la
substitution de ces valeurs de y et de z, I'équation ci-
dessus devra étre rendue identique, x demeurant indé-
terminé, et, par suite, les coeflicients des diverses puis-
sances de cetle variable scront nuls. On trouve ainsi les
quatre relations

b 4 ¢* + 2q¢*y =0,

b+ cy — pic*=o,

B+ —2py=o,

2¢q* = o.

La derniére donne c=o0, et, par suite, la seconde se ré-
duit & bZ=o0 en faisant b=o0; on tire de la premiére et
de la troisi¢me f=o0 et y =0, c’est-a-dire le systéme des
données qni particularisent 'axe des . Si I'on fait f=o0
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il vient, par la troisiéme relation, 7 (y — 2p*) = o. L'hy-
pothése y = o donne encore 'axe des x. Il ne reste donc
plus qu'a faire y=12p?, d'on b2+ 4p*g*=o0, équation
qui n’a pas de racines réelles. Il n’y a donc aucune autre
droite que l'axe des x, qui puisse étre tracée sur la
surface. (La fin prochainement.)

LEMMES

Sur les cercles inscrits a un triangle, et solution algébrique du probleme
de Mallatti 5

Par M. C. ADAMS,
Professeur i ’Ecole industriclle de Winterthiir ( Suisse) [ *].

I. Il est d’usage, dans les pays germaniques, que les
programmes annuels conticnnent toujours quelques Mé-
moires scientifiques, dus aux professcurs de I'établisse-
ment. Cest ainsi que le programme de 'Eeole industrielle
de Winterthiir pour 'année 1848 renferme : 1° le pro-
bléme de Malfatti, résolualgébriquementpar M. C. Adams
2° Rapport sur les études de 1847 4 1848. On voit, par ce
Rapport, qu'on enscigne dans cet Institut industriel, les
principaux théorémes concernant les transversales, ete.,
tandis que dans nos institutions universitaires , dans nos
colléges, ces mémes théorics, fondement de la géométrie
moderne, sont enseignées quelquefois, mais comme ceuvres
surdrogatoires non exigibles dans les examens, et, par
conséquent, non apprises des éléves. Aussi, les décou-
vertes géométriques de nos Poncelet, de nos Chasles, sont
moins répandues en France qu'a I'étranger. Ceci soit dit
en passant; quant a la solution de M. Adams, c’est la plus

(") Programm der Gewerbschule in Winterthir fiir das Schuljahr 1848
in-40 de 26 pages, 1 planche. Winterthiir, 1875.
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compléte que je sache, du célébre probléme. Publiée déja

en 1846, 'édition actuelle est plus générale et embrasse

tous les cas. Le travail est précédé de douze lemmes, que

nous nous bornerons a énoncer. La plupart sont connus et

déja consignés dans ce journal. Faiant usage de ce lemme,

nous donnerons la solution plus tard.

11. Notation. ABCle triangle; AB=c; BC=a; CA=1b;
s = périmeétre; s, =s—a; s, =5—b; sy =s5—c;

a, B, 7, distances du centre du cercle inscrit aux sommets
A, B, C; r, rayon du cercle inscrit;

S, centre du cercle inscrit; S,, S, , S;, centres des cercles
ex-inscrits ; O, point d’intersection des trois hauteurs;

7'y, I's, I's, rayons des cercles ex-inscrits S, S, , Sy

0y, s, O3, quantités analogues a s, , s,, 53, mais par rap-
port au triangle $,S,8S;;

P15 Pesy P3, Tayonsdes cercles ex-inscrits au triangle 5, S, S, 5
et p rayon du cercle inscrit;

R, rayon du cercle circonscrit au triangle ABC;

R,, rayon du cercle inscrit au triangle formé avec les
trois hauteurs du triangle ABC.

III. Lemme. 1. rry== 83553 Iy == S35 I’y == 8, 55

2. abc=aax’ + b>* + c7?;

3. besy=a’s; acs, =% absy = ’s;

4. Pysy=aar; ays, =bfr; afisy =cyr;

5. o®syss=bcr’; [i*s;sy=acr?; ys,s,=abr* -
6. ab—(y—a) (y—F) =2pps,

ac — (B—a) (B—7) = »rpn,

be — (2—f) (a—7y) =2rp:
7. (@ +F) (a+7) —bc = 2pr:
8. A O+ 2R =r, +ry;
9
o

2RR, = s} — (2R—ry)?;
. 2RRy=s*— (2R +r)";
11. as, + bs, + as, = bs:
12, a® (r,—r)= 4Rr.
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PROPRIETES DE L’ELLIPSE ET DE L’HYPERBOLE ;
Par M. pe PISTORIS,

Capitaine d’artillerie.

Ces propriétés sont connues depuis longtemps et re-
montent méme au siécle d’Apollonius. L’ensemble est
instructif, ct nous les énongons, non pour en obtenir la
trop facile démonstration, mais comme utiles sujets
d’exercice. Plusieurs sont déja démontrées dans les Nou-
velles Annales.

1°. Le produit des distances des dcux foyers 4 une tan-
gente quelconque est une quantité constante.
~ 2°. Le produit des distances d'un méme foyer & deux
tangentes parallcles est constant.

3°. Le produit des rayons vecteurs aboutissant 4 un
point quelconque dela courbe est égal au carré du demi-
diamétre conjugué a cclui qui passe par le point quel-
conque.

4°. Le produit d un diameétre, par sa distance a la tan-
gente paralléle, est coustant.

5°. Lasomme inverse des carrés des distances du centre
a deux tangentes conjuguées est constante.

6°. Le carré de la distance du centre a une tangentc
quelconque est ¢gal & la somme des produits des distances
des extrémités des axes principaux a cette méme tangente.

7°. Leproduitdes segments d’une tangente quelconque,
compris entre le point de contact et les tangentes aux
extrémités du grand axe, est égal au carré du demi-
diamétre paralléle a la tangente quelconque.

8°. Si par deux points conjugués de ellipsc,, on méne
des tangentes, la somme des produits des segments compris
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sntre les points de contact et les tangentes aux extrémités
du grand axe est constante.
9°. La somme des produits des distances des foyers a
deux normales conjuguées est constante.

NOTE SUR UN THEOREME ENONCE

(t. VU, p. 334),

Par M. pe PISTORIS,

Capitaine d’artillerie.

Ce théoréme me parait faux. 1l est, en effet, contradic-
toire avec le théoréme de M. Joachimsthal (t. VI, p. 149),
démontré par M. de Perrodil (1. VI, p. 367); &’ allleurs,
le centre de I'ellipse satisfait a la condition ap=2>bq, et
les quatre sommets, pieds des normales, ne sont pas
cependant sur une méme circonférence.

SUR UNE INSCRIPTION GRECOUE;
Par M. A.-J.-H, V.

Que nul n’entre ici s'il n’est géométre : A yswpizenros
#ndeis cicirw.

Telle est 'inscription que 1'on dit avoir été placée par
Platon sur le fronton de I’Académie. Du reste, il est trés-
difficile de dire sur quelle autorité cette tradition s’est
dtablie: car aucun écrivain véritablement ancien ne men-
tionne I'inscription, connue seulement d’aprés le rapport
de quelques auteurs byzantins. Le moins récent d’entre
cux est Michel Psellus, célébre philosophe, qui naquit
en I'an 1020. Cet écrivain cite I'inscription de Platon
dans une Lettre adressée a I'un des empereurs qul ont

Ann. de Mathémat., t. VIIL. {Février 1849.) ]
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porté le nom d’Andronic, lequel doit étre Michel An-
dronic, promu a I'empirc en 1067. L’empereur avait
demandé a Psellus de lui exposer le but de la géométric.
Clest dans la réponse, éditée pour la premiére fois par
M. Boissonade, a la suite d’'un autre écrit de Psellus sur
la puissance des démons, que cet écrivain mentionne
Pinscription de I’Académie.

Les notes dont notre illustre philologuc a enrichi son
édition , nous fournissent en outre 'indication des autres
auteurs qui ont rapporté la méme inscription.

Ainsi, Jean Tzetzés, postérieur d'un siécle a Psellus,
la reproduit dans ses Histoires (chiliade VIII, h. 249), en
y changeant seulement 'ordre des mots, MyJ'. ¢ ay. dans lc
titre, ¢t M.z.¢. dans le texte. 11 la commente en disant
que, dans intention de Platon, 'inscription avait pour
but d’éloigner de I’ Académie tout homme dont la conduite
s'écartait des principes de Uéquité: parce que la géomé-
ll‘it‘7 c’est /’(;‘,,f;a/l'/t" et la justice : I'oorys yap xai dixady éors

,
'/E(IJ_LLETP‘Z.

Nous retrouvons la méme inscription dans un Recueil
de proverbes, réunis par Michel Apostolius vers le mi-
licu du xv* si¢ele (*), et dans un autre Recueil plus com-
plet que le premier, composé par Arsénius , fils du pré-
cédent auteur, apres la mort de son pére, sous le titre de:
Uavia , violetum, bouquet ou guirlande de violettes (¥*).
Ces deux auteurs commentent I'inscription dans le méme
sens moral que Tzetzés , mais en termes un peu différents.

Un autre Recucil de proverbes métriques, intitulé :
Yrpapearess, c'est-a-dire bigarrure, mosaique, reproduit la
méme inscription sous forme de vers iambique :

A'ytwui}pn-ros evbad’ ovdeis ciriraw.

(") Mich. Apostolii Puremiw; cont, T, no»3,
) Arsenie Ve letum, poa6.
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Dans ces termes, il y a un solécisme, parce que 'idée
de prohibition demande xy et non pas e. Si cette faute
est motivée ici par U'exigence de la forme métrique, elle
est inexcusable dans le Trésor d’Henri Etienne , Ou, par
circonstance aggravante, 'inscription est attribuée a Py-
thagore, on ne sait sur quelle autorité.

On peut faire le méme reproche d’incorrection i
Frasme qui, citant Pinscription dans ses Adages (chil. TII,
cent. III, n° 60) (*), la donne aussi en ces termes: A'y.
oideis eicirw. 11 est remarquable qu'Erasme, qui indique
ordinairement la source de ses proverbes, quand leur
origine est connue, ne cite ici aucun auteur; seulement
il renvoie a Aristide (i Themistocle et in Pericle) rela-

tivement a I'assimilation indiquée plus haut entre 1’égalité
et la géométrie.

NOTE SUR LE THEOREME ENONCE
(t VII, p. 458),

Par M. J. COUPY,

Professeur i Ecole militaire de la Fleche.

Depuis longtemps je donne ce théoréme a mes éléves
de cette maniére : On sait qu’on a, tant pour les surfaces
totales que pour les volumes, les rapports suivants:

Sphere : cylindre 14:6,
Spheére : cone équilatéral 1% 4 1 g;
donc
sphere : cylindre : cone équilatéral :1 4:6:9.

Or, 6 est moyen proportionnel entre 4 et g, donc, etc.:
le théoréme ne me semble pas nouveau.

(*) Voir aussi I’Epitome du méme auteur, p. 523; et les Explicationes
de Ferrand, 1. p. 18, et U, p. 184.

=
J.
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Note. Les deux rapports appartiennent a Archiméde;
la remarque de la moyenne proportionnalité est faite, je
crois, dans Viéte. Cest & vérifier. Tw.

SUR LES POLYGONES ET LES POLYEDRES ETOILES,
POLYGONES FUNICULAIRES ;

D’APRES M. POINSOT.

1. Prosrime. Les 1 nombres naturels 1, 2, 3,..., n
sont écrits en ordre autour de la circonférence d’un cer-
cle; du point 1 on va au point p, de ce point a celui
dont la place est marquée par p + p — 1, de celui-ci &
p+2(p—1),delaap+3(p—1), etainside suite:
par combien de points aura-t-on passé quand on sera re-
venu a 1, et combien de fois aura-t-on fait le tour de la
circonférence?

Solution. x ct y désignant des nombres positifs en-
ticrs, on sera évidemment de retour en 1 lorsqu’on aura

prax(p—1)=ay+1, dou ny={(p—1)(z+1),

r et s é¢tant les quotients respectifs de # et p — 1 par leur
plus grand commun diviseur; on a
ry=s(x+1), dot »r=s, 2=r—u;

ainsi on passe par r points, le premier compris. Et en
supposant que cc premier point aille successivement d’un
point au suivant, il aura parcouru s fois la circonférence,
en revenant a sa premicre position.

Corollaire. Si p —1 et n sont premiers entre cux,
alors r = n, s =p—1; dans ce cas, on passe par tous
les points, et le premier se mouvant parcourt p — 1 fois
la circonférence. Pour connaitre son avant-derniére place,
il faut faire ¥ = n — o substituant dans p + x (p —1),
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il vient np — 1 — p =4 2: ainsi I'avant-dernier point est
2 — p ou bien n -+ 2—p; ce qui est évident i priori.
Donc, allant de 1 4 p ou bien en allantde 1 a n+4o2—p,
et prenant toujours les points de p en p, on parcourt le
méme chemin , mais en sens opposé.

2. Théoréme. Une circonférence étant divisée en n par-
ties égales, et désignant les points de division par les nom-
bres 1, 2, 3,..., 7, le nombre p — 1 étant premier a n,
si I'on joint par une corde le point 1 au point p, celui-ci
au point 2 p — 1, celui-ci au point 3p — 2, et ainsi de
suite; aprés avoir parcouru p — 1 fois la circonférence ,
on revient au point 1, et on a un polygone fermé de n
cotés égaux et de n angles égaux.

Ce théoréme est une conséquence immédiate de ce qui
précede.

Observation. Par angle de polygone, il faut entendre
celui que forment deux cotés conséeutifs décrits par le
mouvement continu du point de départ 15 c’est 'angle
qui renferme le centre du cercle. Lorsque p = 2, on ob-
tient les polygones ordinaires; lorsque p > 2, on a les
polygones étoilés : ainsi il existe donc autant de polygones,
décrits dans les deux sens, qu’il existe de nombres plus
petits que 72 et premiers a 72, et la moitié de ce nombre,
¢n ne prenant que les polygones différents; les polygones
étoiles n’ont pas d’angles rentrants, mais sont coupés par
une droite en plus de deux points. Lorsque les divisions
de la circonférence sont égales, les polygones sont régu-
liers, ¢’est-a-dire ont les cotés égaux et les angles égaux;
le polygone d'un nombre de cotés n, ct formé en allant de
14 p, est dit polygone de Vespéce p —1.
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Applications,

n Nombres de polygones ou espéces.

3 1,

4 B

5 2, savoir:deraz2, 123, 1™ et 2° espeéce;

6 1,

7 3, 1az2, 123, 144, 1™, 2°e¢t 3° espéce;
8 2, raz, 14, 1" et 3° espéce;

9 3, va2, 143, 145, 1™, 2¢et 4° espéce;
1o 2, rao, 1a4, 1" et 3¢ espéce.

3. Théoréme. Méme construction que dans le théo-
véme précédent ; la somme des angles du polygone est égale
an[n—2(p—1)]

Démonstration. Supposons toujours le polygone décrit
par le point 1 d’un mouvement continu; prolongeons
chaque coté, dans le sens du mouvement. A chaque som-
met on a un angle intérieur et un angle extérieur; la
somme de tous ces angles, intérieurs et extérieurs, est
égale a nm. Le point t adéerit p — 1 fois la circonférence;
donc la somme de tous les angles extérienrs seulement est
égale &4 2 (p —1)w: la somme des angles intéricurs est
done n[n—o(p—1)].

Observation. Lorsque p = 2, 0n a ©(n— 2); c’est la
régle connue.

Corollaire 1. Lorsque n =2 (p—1) 1, la somme
des angles est égale, comme dans le triangle, 4 deux angles
droits; cela n'est donc possible que dans les polygones
d’'un nombre impair de cotés. Soit 7 = 2¢ + 15 il est
évident que ¢ cst premier avec n. On peat donc faire
P = ¢ 15 donc, allant de 1 & ¢ 41, on obtient un po-
Ivgone dont la somme des angles est égale a deux droits:
ainsi pour n=75, g = 2. Dans 'espéce de 1 a 3, la somme
des angles est égale & deux droitss pour 7 = 7, ¢'est Ues-
peee 1 a4,
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Corollaire. Si n==12(p 4+ 1) + 2, la somme des an-
gles est égale, comme dans le quadrilatére, & quatre droits;
il faut donc que n soit pair. Faisons n = 2¢, d'on g=p;
il faut donc que g—1 et 24 soient premiers, ce qui exige
que ¢ soit pair. Que Yon ait » = 2"¢; ¢ est impair ct
m>1. o

Corollaire 11. Dans un polygone régulicr, Vangle au

4 -
sommet est égal a - [n—2(p—r1)]

4. Proprime. Un fil fermé passe a travers n anncaux,
entre lesquels il peuat glisser; les anncaux sont tirés par
des forces égales divisant 'espace angulaire en parties
égales. Le fil, dans le cas de I'équilibre,, formera un poly-
gone régulier de » cotés de toute espéce: on demande la
grandeur de la tension.

Solution. Représentons chaque force par 'unité; Pan-
s o ey
gle du polygone est ;[u —2(p—1)], et la moitié de
™ ;
cet angle est — [ — 2 (p —1)}]. Décomposant la force
8 vl | (p—)l ! )
suivant les cotés du polygone, on trouve facilement que

. . NN .
la tension est égale & Lséc— [n—o2(p —1)]. La tension
g /
: an N

la plus forte répond a p = 2, c’est le polygone ordinaire;

. . » \ n—1
la moindre tension répond a p = —

P

5. Nous avons supposé jusqu'ici, pour faciliter I'intel-
ligence, que les n points sont situés sur unec circonfé-
rence; mais il est évident que les mémes conséquences
snbsistent pour des points distribués sur un plan d’'unc
maniére quelconque. Mais il peut arriver que tous les
polygones aient des angles rentranis, angles plus grands
que deux angles droits.

6. Menant une droite a travers un polvgone de les-
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péce p, il est évident que le point 1, en parcourant p —1
fois la circonférence, rencontre cette droite 2 (p—1) fois;
donc une droite coupe les n cotés du polygone de ’espéce p
en 2(p —1) points.

7. Lemme. Le nombre triangulaire fl_(g_zj-_l) est pre-
mier avec 2¢ 41, car le plus grand commun diviseur
est le méme qu’entre les quantités g 41 et 29 41, ou
entre ¢ et ¢ -+ 15 donc, etc,

8. Lemme. — Théoréme. r étant premicr avec 2 ¢+ 1,
les 2 + 1 premiers termes de la progression arithmé-
tique, ayant pour premier terme 7, et pour raison —'— <I+I)
donnent, dans un ordre quelconque, pour résidus de la
division des termes par 2 ¢+ 1, les nombres 1, 2, 3,...,
2¢ 1, ctle 24 24" terme est 7.

Démonstration. Pour que le résidu » reparaisse, i
faut avoir, x et y étant entiers, la congruence

T sy
d’ou
‘._————-r’/(q+1)—’04 “+ 1))
- =124 125

or a1 e 1Y emiers entre eux: donc
w24 + 1 et - sont plelLls enire cux; donc

Gglg +11 . >
y= L(L)—v et x = 2¢ —+ 1; donc r ne reparait qu’en
2¢ =+ 2" terme, et ainsi des autres. C.Q.IF.D.

9. Prosrime. 2¢ -+ 1 points sont distribués dans I'es-
pace; partant de I'un de ces points, déerire d’un mouve-
ment continu les ¢ (2 ¢ + 1) droites qu’on obtient en réu-
nissant ces points deux a deux, et sans décrire deux fois
la méme droite.

Solution. Désignons les points par les nombres 1, 2.
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, e n?
3,..., 2¢ + 1, formons la série des nombres ="

+1,

en donnant a n toutes les valeurs depuis o Jusqu ag:on

. +1 ..
aura la suite 1, 2, 4, 7, 10,..., (]((/—9)—{—1 Ainsi on

. . \ s q—1
ira de 1 & 25de 2 a 4; de 4 & 7,...; dem———)

—+1

L qilg +1) o
A —/—‘—/;——)—1—1; et tous ces nombres sont inégaux. A

. (. . { I
chaque terme de la premiére série on ajoute :i_g]_:_—_z;
{ 1) —+1)
onauraz—\—(’—;'——{-— lq—————}—z, 5¢(g-+1)41;0n

ira de

{ ] \ —+ 1)
f/\(I:' )+1 74q + 2, etc.; et les g lignes

2
de cette seconde série sont difiérentes des ¢ lignes de la

<]+ﬂ

premiere séric. On ajoute encorec ———— a chaque terme

de cette deuxiéme série pour oblenlr une troisiéme série
donnant encore ¢ lignes différentes des 2¢ lignes déja
obtenues. En continuant, on forme 2 ¢ -+ 1 séries, dont
chacune fournit ¢ lignes, et en tout (2¢ + 1) g lignes dif-
férentes; la 2 g 4 27" série reproduit la premicre (2¢);
donc les ¢ (2g + 1) lignes sont décrites d’'un mouvement
continu.

Observation. On peut donc envelopper, avec un seul
fil et sans duplicature, les cotés et toutes les diagonales
d’un polygone d’'un nombre impair de cdtés, et les arétes
et toutes les diagonales d'un polyédre d'un nombre impair
de sommets. 11 est donc possible de décrire d'un seul trait
de plume les cotés et les diagonales d’'un polygone d’'un
nombre impair de cotés.

10. Lorsque le nombre de points est pair, le probléeme
précédent devient impossible. En effet, soient les points
1. 2. 3., 2g en nombre paiv: pour que le probleme
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soit possible, il faut qu'on puisse écrire sur une seule
ligne toutes les ¢ (2 ¢ — 1) combinaisons binaires, de telle
sortc que le nombre final d'une combinaison soit le nom-
bre initial de la combinaison suivante, et que la ligne
commence et finisse parle méme nombre : chaque nombre,
1 par exemple, se trouve donc éerit un nombreé pair de
fois, ou, cc qui revient au méme, il part un nombre pair
de lignes du sommet 1, chose impossible lorsque le nombre
de points est pair.

Ainsi il est impossible de déerire d’un seul trait les
(quatre ¢otés et les deux diagonales d'un quadrilatére.

La détermination du nombre de solutions possibles
pour un nombre impair de points est un probléme dont
la solution est a désirer. Je I'ai proposé a plusieurs géo-
métres distingués, sans rien obteuir. Le jeu du domino
présente une question de ce genre: de combien de ma-
ni¢res peut-on placer sur une seule ligne tous les dominos,
cn observant la loi du jeu? On peut supposer qu'on ait
mis les doubles de coté. (La fin prochainement.)

PROGRAMME RETROGRADE D’ADMISSION A L’ECOLE
POLYTECHNIQUE , 1849.

La géographie ct la chronologic sont les deux yeux de
I'histoire; on peut dire, avee plus de raison encore,, que le
nombre et la ligne, autrement I'algébre et la géométric,
sont les deux yeux des mathématiques. Vouloir supprimer
'un d’cux, serait éborgner la science. Pourquoi ne pas se
servir de ces deux admirables instruments, qu'une bien-
faisante providence a mis a notre disposition pour scruter
les secrets de Funivers? Cest ce qu'on comprend trés-bien
dans les universités anglaises , ou les deux sciences sont
enseignées avee Je meéme soin, et cultivées avee la méme
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ardeur. En France, une tendance exclusive semble se
manifester vers la régle et le compas, et un éloignement
des formules algébriques; c’est ainsi que nous voyons dans
les programmes de I'illustre Ecole, disparaitre successi-
vement quelques théories analytiques, remplacées par
quelques travaux graphiques. Cette année méme, on a
supprimé I'élimination entre les équations de degrés supé-
ricurs au second (Moniteur, 26 janvier 1849), et I'on a
augmenté, par contre, le nombre des épures exigées. En
admetiant cette suppression, comment sera-t-il possible
d’exposer la théorie des racines égales, la recherche de
Péquation aux carrés des dilférences, et tant d’autres
opérations qui sont pourtant conservées? Je ne me charge
pas d’expliquer cette étrange contradiction. Le programme
étant suflisamment mauvais, pourquoi I'empirer? 1l n’y a
(qu'un moyen bien simple d’abréger le programme d’ana-
lyse; il consiste & 'augmenter. Cette assertion n’a qu'une
apparence paradoxale. Admettez la théorie des fonctions
symétriques dont 'absence est une déplorable lacune,
la théoric générale des dérivées, le symbolisme infinité-
simal, et tout se facilite, tout s’abrége, et vous aurez
gagné le plus précieux de tous les biens, qu’on nomme le
temps, étolle dont la vie cst faite, comme s’exprime Fran-
klin. Les éléves, munis de connaissances nécessaires en
entrant a ’école, n’en sortiront plus ignorant méme les
Jonctions elliptiques, aussi indispensables que naguére
les logarithmes; n’en sortiront plus sans aucune notion
historique , n’ayant jamais entendu parler des Gauss, des
Jacobi, des Hamilton, des Roberts, et pouvant croire,
d’unc foi sincére, que tout ce qu’on leur enseigne est issu
de la tete du professeur, comme Minerve de celle de
Jupiter. Signaler un mauvais état de choses, n’est pas le
détruire, il s’en faut: mais on remplit un devoir.
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FORMULES GENERALES DE WARING

Pour trouver la valear des fonctions symétriques entiéres et rationnelles des
racines d’wne équation algébrique (*).

Sommes des puissances entiéres posttives des racines.
1. Soit donnée 1'équation
" — A.xm——( 4 Azt 4L -+ (—' l}mA::z =0,
(s Ty Zyy oo s Tum),
7 étant un nombre entier positif; on a, daprés un sym-
bole connu,
Si=a 2 4. .+ L.

1 s’agit de wrouver S, en fonction des coeflicients de
Péquation.

Ordounons cette fonction par rapport aux puissances
décroissantes de A, il vient

Sy = A AT AT T A T, AP T

Lot de formation.

L terme général T, est un polyndme; le terme général

de ce polynome est représenté par
R.APAAT. ..,
ro? L

our,s,,...,indices inférieurs, sont des nombres entiers
plus grands que 15 et p, o, 7,... des exposants positifs
entiers, zéro compris. Pour trouver ces nombres, on ré-
sout I'équation indéterminée

rla—{—.s'c—+-17::...:p,

ct avant soin de ne négliger aucune solution.

K Meditationes algebricw. Edic. tertia; 1282, p. 1ot 8.
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R est un coefficient numérique; les indices et les expo-
sants étant connus, on fait
pt+o+7v+ ... =u;
et I'on a, abstraction faite de tout signe,
R— n[n—p-+1) .
RIGIG R
les crochets désignent des produits continuels. Si p et u
sont tous deux pairs, ou tous dcux impairs, le signe de R
est positif; et négatif dans I'autre cas.
D’aprés cette loi, on trouve

nn—3
Ti=0; To==—nA,; Ty=nA;; TA:*“”A4+‘I“——2—A93
n n—5 ,
T.=nA,—n.n— 4 AA;; TG:_nAG+rz.n~5.A,A‘+T . Al
. . n n—6 n—5
T:=nA,— n.n -—6A2A5—n.n——6A3A,+T-,—r’—~” ; AJA
Cn o—
T‘\:—nAs.n.rz—';AGA:—i-n.rz—7A3A3+—1—-’—z--2—7A§
— — —6
—p. =1 6A§A4-—n.n-—7-,—l—2—A§A2
1
— —6 n—5
+”.n 7.7 ) Al

2 3 4 :

Waring ne dit pas comment il est parvenu a cette for-
mule; mais il démontre que si elle est vraie pour 2, elle
est vraie aussi pour n—+ 1 : d’ailleurs, les sommes des
racines forment une série récurrente a échelle de relation
connue, dont on sait toujours trouver le terme général.

Fonction symétrique enti¢re des racines en fonction des
sommes des racines.

2. Méme équation que ci-dessus, et représentons la
somme a chercher par Zxtxb...x', n des m racines
entrant dans chaque terme; a, b, ¢..... d sont des expo-
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sants entiers positifs et mégaux. Voici la notation de
Waring:
Sa =2 + 2, +... .+ a,
ss=ab + 2 +.. +at,

A= Sg.85.8++. 81,

o o1
u+b Sa-w Sha-c
B=A S e s
Sa - S[, S',, . Se St o Se
C-=A 5a+b+: Sas-btd U N
su.sl,.n Sa o8 Sd .
D = Al et
SaSbSc gd
Saab S 1 .
BB — A | & e b
SaSt ‘( Sd

= A

SaShScSd Se

a () (‘s ¢
B(A_A[ kb Tt ],

SaS45cSdSe

Sa+/;+r+xl+e + .- ] s

F—A [‘.“*"“t”f e+l 4 '

SaSLSeSdSeSf

Dans cette relation, B, C, D, E présentent des sommes a
2, 3, 4, D CXPOSANLS S,phy Supiges Sadbgedds Sadbaeidpe y €LC
Mais 4 se décompose en 2+ 2: ¢’est a quoi répond BB, on
Ion trouve 5,4, S a3 O se décompose en 2+ 3, on a ainsi
BC; de méme 6=2+4=3+3; ce qui donne BD, CC

et BBB, OU Sugp Seqpdietf CU Sagige Sdpeqf € Suqs Seqea Seqs-
Cela posé, on a

NERE S {’...x,,_A —B+1.2.C—1.2.3.D+ 1.2 3.4.E,
1.1 BB—1.2. BC,
—1.2.3.4.5.F+1.2.3 4.5.6.G,
—1.2 BD—1.1.2.3.4.BE,
1.2 1.2 CC—1.21.2.3 CD,
1 t.t. BBB41.1 1 1.2.BBC.
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Lot de formation.

a. Chaque lettre apporte un coeflicient et un signe dé-
terminés , dans cet ordre. Ainsi: _
B,—1; C,+1.2; D,—r1.2.3; E,+1.2.3.4; F, —1.2.3.4.5,
et ainsi de suite.

b. Les termes de méme dimension sont dans la méme
colonne verticale. Waring démontre encore que si la for-
mule existe pour 7 racines, elle cxiste aussi pour 7+
racines.

Lorsque des exposants deviennent égaux, il faut diviser
les termes A, B, C, D, ete., par les produits continuels
convenables.

BIBLIOGRAPHIE.

Mécanigue moléculaire.

L’année quadratique 1849 commence sous d’heurcux
auspices, géométriques bien entendu. Dans le premier
numéro des Comptes rendus des séances de U Académic
des Sciences, tome XXVIII, page 2, on lit: Je me pro-
pose de publier bientét un Traité de mécanique molé-
culaire. Cette promesse exauce les voeux de tous ceux qui
aspirent a étudier les beaux et nombreux théorémes dont
le plus illustre de nos analystes a enrichi la physique ma-
thématique ; théorémes qui, dispersés en plusicurs re-
cueils, sont pénibles a suivre et souvent méme inacces~
sibles. [’ouvrage exposera les principes généraux, et les
applications a la dynamique de D’éther, de la lumiére, du
fluide électrique, cte. Puissions-nous hientot jouir de cc
monument, digne du génie d’un géomeétre dont notrc
pays s’enorgueillit a si juste titre!

Question. Pourquoi I'auteur de tant d’ouvrages di-
dactigues. d'une célébrité européenne, qu’ Abel étudiait
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avec prédilection et qui ont probablement développé cette
intelligence créatrice; pourquoi l'illustre professeur ne
figure-t-il jamais parmi ces Commissions dites d’ensei-
gnement , nombreuses comme des bataillons, que chaque
jour voit naitre con brio et s’en aller morendo ?

Réponse. Ces Commissions sont chargées et seront
éternellement chargées de marier 'empire universitaire
avec I'autorité ecclésiastique, avec la liberté de penser et
d’empécher que 'un des conjoints ne dévore les deux au-
tres. Dés lors, clles n'ont & s’occuper qu’a élever des
digues, construire des parapets, qu’a créer des hiérarchies,
des attributions, des honneurs, des honoraires, etc.;
choses essentielles auprés desquelles I'enseignement est un
insignifiant accessoire. On concoit que de telles Com-
missions d’enscignement peuvent fort bien se passer de
I'homme le plus éminent de l'enscignement mathéma-
tique. Récemment, on a méme exclu les naturalistes, les
chimistes, les physiciens, les géométres, en général, les
hommes éminents dans les carriéres scientifiques, et on a
réuni une Commission polychrome, formée uniquement
@’hommes distingués dans la politique. C’est trés-ingé-

nicux.

FLEMENTS D ARITHMETIQUE suivis de la théorie des loga-
rithmes ; par /. Lionnet, professeur de mathématiques
au lycée Descartes. Deuxiéme édition, 1848.

Nous n’avons rien 4 changer au compte détaillé de ce
bon travail (t. VII, p. 439); la nouvelle édition est amé-
liorée, c'est-a-dire que I'ouvrage a été raccourci. L’au-
teur a fait disparaitre ce qui concerne les divers systémes
de numération. Ceci et d’autres parties plus relevées foat
partie d'un autre ouvrage qui paraitra incessamment sous
ce titre : Compléments d’arithmétique.
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EXTRAIT DES EXERCICES D’ANALYSE NUMERIQUE;
Par M. LEBESGUE.

I. Prosrime. Résoudre cn nombres entiers I équation
multiple

1) ;Z:b: = ...

a, b, c,..., étant des nombres entiers donnés.
Nota. Pour abréger, nous appellerons équation mul-

. . ., ., ’ . x
tiple une suite d’égalités telles que 'équation (1); — scra

z

- z .y
3 le deuxiéme, - le troisiéme, et
(4

le premier membre,

ainsi de suite.

Nous représenterons par D (ab) le plus grand diviseur
commun aux nombres a et b, de méme par D (abc) le plus
grand diviseur commun aux nombres a, b, ¢; de sorte
qu’on aura

D (abc) = D[D{ab)c], D(abed) =D[D(abc)d],....
Ceci posé, la résolution générale du systéme (1) est
donnée par le systéme

{2) —L— = ‘f = '?,— = i’ s
D{abc...) a b ¢ !
d’ou résulte
a b c
) p——— . —_—— = .
B e=prpey U 7 Dlabe. O Dlabe.y Vo

valeurs dans lesquelles U est un entier indéterminé.
Pour le prouver, il suffit de remarquer qu’en égalant

fes deux premiers membres de I’équation (1), on a bx=ay
Ann. de Mathémat., v. VIIL. (Mars 1849.) 6
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ou bien

b _a )
D(ab) "~ D(ab)”’

a o 5 .
et comme ——~y ——= sont premiers entre cux l’entlex‘x
D(ab)’ D(ab) *°" P ’

devra étre divisible par —— : on fera done =+ ——:
P 5 as) D(ab)
ar conséquent, - =2 — —
P et = = Dlap)

o u . . ¥4

Egalant ——: au troisiétme m Zdel’é jon (1
8 D (ab) embre - de I'équation (1),

on aura semblablement

123 z (4

c

D (ab) D (abc)
Continuant de méme, on aura finalement le systéme (2),
et, par suite, le systéme (3).
Applications.

II. PromrLEME. Soient

b {
(1) 2004 £

a a a

des fractions de méme dénominateur, et soit proposé de
trouver tous les systémes de fractions équivalentes aussi
réduites au méme dénominateur, savoir :

(2) - - e
(2) ’ 9
Solution. On tire de la

-l‘__Z__
(3) Pl i

BN

La valeur commune étant , la solution com-

U
Dlabed..."
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pléte sera
a b
xX =

= Dabed) T Babed )

§’il arrive que a, b, ¢, d,..., n’aient pas de diviseur
commun, D(abcd...)=1, et x=a.U, y=5.U,
z =c.U....

En d’autres termes, pour obtenir le systéme (2), il faut
multiplier tous les termes des fractions (1) par un méme
nombre U. Ce théoréme est assez simple pour entrer dans
'arithmétique vulgaire.

III. Les deux équations

aA + 6B+ cC=o,
aA’ +bB' +cC'=o,

donnent, par la résolution,

BC'—B'C _CA'—CA _AB'—A'B

a - b ¢
de sorte que si 'on pose m=D (abc), on anra
BC —BC=2.U,
m
b
CA'—CA=>.T,
m
AB —AB= <.U.

m
Ces équations sont utiles dans différentes recherches sur
les nombres ; en voici une application.
IV. Si la fonction
azx’ + 2bxy + ¢y’ de déterminant b — ac = d
se transforme en la fonction
Az’ +2Ba’y’+Cy"* de déterminant B? —AC=1D,
par deux substitutions
r=ox' 4+ @y, y=qz' 49,
=2 X0y, y=y2+ 7y,
0.
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on aura les équations

A = ax® + 2 bay + 47,

(1) B—=auf + b (ad + fy) + cy9,
C=af* + 2088 + cd*;
A = ad? + 2049+ 9%,

(2 B = alff 4 b (04 e,

C = aB" + 2658 + c8".
De ces deux systémes, on déduit
B — AC = (b*—ac) («d — By)?=(b*— ac) (/&' — By .
On suppose que D n’est pas nulj; il faut donc que I'on aijt
ad — By =1, & —py'==1

Nous prendrons ensemble, soient les signes supérieurs +,

soient les signes inférieurs —, et nous dirons que les deux
transformations sont semblables.

Cela posé, les systémes (1), (2) donneront cet autre
systeme :
a(a?— o)+ 2b(ay — oy’ )+ c(y? — 9"*) = o,
a(af — )+ b (o3 By — ¥ — ')+ e (43— F) = 0
a(fr— B + 25 (B3 — ﬁ’t?’ +c(0*—d"*) =o,
w) — fy = o9 — 7y’
La quatriéme équation donnant
ad — &0 = By — 3y,

nous pr(‘ndrons le systeme

a(ot — o) 420 (ay —ay) 4+ (v — 9",

aaf— ol + 2 (B — By )+ (g8 —of3) = 0,
alap—a'B')+2b(ad —'d )+ c(yd —¢'d) =0,
a (B*—p"®) 4+ 2b(pd—pF'¢")4c (&* — 0?) —o.

L’élimination de b entre les deux premiéres équations
donne, en supprimant le facteur oy

a'y qui ne peut
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¢tre nul (voyez plus bas),

3y + 'y B’ — la

a c

De méme, I'élimination de a entre les troisiéme et qua-
tri¢éme équations du systeme (3) donne, en supprimant
le facteur (30’ — (3'd, qui ne saurait étre nul,
ad’ —odd 4By — By _ o’ — fla
2b - c

on a donc I'équation multiple
oy — 'y . «d’ — o/ &4 fly — By’ . B’ —B'a )

a 26 ¢

de sorte qu'en représentant par m le plus grand commun
diviseur des nombres a, 25, ¢, on aura, U élant un
entier,

al=m(dy'—8'y),
i4) 26U =m (a8 — &'d + &'y — fvy'),
cU=m (B’ — f'a);
et comme l'on a identiquement
(ad —a'd + By — By')? — 4 (fa’ — P') (39 — 0'y)
= (' o — By — By’ — G (xd — ) (' — By,
en posant
2T = m (20 + '3 — B’y — By'),
on aura, a cause de b —ac =D,
(5) T' — DU = m.
La combinaison des valeurs de 2T et 25U donne
T4- 60U =m(ad'—py’), T—>bU=m(a's§—py).
Si P'on joint a ces équations
aU=m (0y — 49"), cU=m(fa’— af’),

la résolution de deux couples d’équations du premier
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degré, ou les inconnues sont «' et 5’ pour 'un, et ' et ¢’
pour Pautre, donmera, en ayant égard a l'équation
ad — Py ==1,

+md’ = ol — (bx + ¢y) U,

£ mp’ =pT — (b + ¢d) U,

H=my' = 9T + (az + by)U,

= md’ = IT + (4B + b3) U.

(6)

Ces formules ont été données par M. Gauss, dans le
n° 162 de ses Recherches arithmétiques; le calcul pré-
cédent paraitra plus simple a beaucoup de lecteurs.
V. On a supposé plus haut qu'on ne pouvait avoir
ay’ — a'y = o. En eftet, d’aprés
ad — Py =1, JI—fF¢ =1,
a et y sont premiers entre eux, aussi bien que a’ et y’. Or
7
Péquation ay'—a'y =o donnant £ =2, il faudrait que
7 7
lon et @' ==«, y'===y. L’équation «’d’ —['y'= =1
deviendrait «d’ — y3’ = ==1; on aurait donc nécessaire-
ment ¢’ ==+ 0 + Ky, f'= =8+ Kea, K étant entier.
De la B=aa'f'+ b (2’0" + 'y') 4+ cy'd" devient
B=aaf + b (ad + Py) + cyd =K (ax* 4 2bay 4+ ¢3?) ,
ou
B=B-+tKA, doi K=o,

car A n’est pas nul; ainsi, les deux substitutions seraient
(Fa, ££, =y, =), cest-a-dire les mémes, ou op-
posées, ce qui est contre I'hypothese faite plus haut.

On prouve tout a fait de méme qu’on ne saurait avoir

50" —f'd = o.
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EXERCICES D’ANALYSE NUMERIQUE, formant un 7raité de
la Théorie des nombres; par V.-A. Lebesgue, profes-
seur a la Faculté des Sciences de Bordeaux, membre
correspondant de 'Institut (¥).

Ces Exercices contiendront dans un ordre et avec des
démonstrations simplifiées , les recherches contenues dans
la Théorie des Nombres, de Legendre, et les Disquisitiones
arithmeticce, de Gauss. Les travaux de M. Cauchy, no-
tamment ceux qui ont rapport & I'équation bindome, et de
nombreux Mémoires de MM. Jacobi, Dirichlet, Eisenstein,
Kummer, etc., entreront en substance dans ces Exercices,
qui commenceront en janvier 1849, et paraitront de mois
en mois par livraisons de 2 ou 3 feuilles in-8°, avec
tableaux.

THEOREME SUR LE SYSTEME DE DROITES ¢ONJUGLEES A UNE
CONIQUE ET PASSANT PAR UN MEME POINT;

Par M. Luciey GILLES,
Eléve du lycée Monge (**).

'Toutes les circonférences circonscrites aux triangles
formés par des systémes de droites conjuguées passant
par un méme point pris sur le plan d’une ellipse, et par

) Prix de la souscription :
Pour Pgris et les départements..... 15 francs par an.
Pour VEtranger................... 20
A Paris, chez M. BacuEgLier, imprimeur-libraire du Bureau des Longi-
tudes, de PEcole Polytechnique, etc., quai des Augustins, n® 53,

“*) Maintenant éléve de VEcole Polytechnique.



(88)
une droite paralléle au diamétre conjugué du diamétre
qui passe par le point O, se coupent en un méme point
situé sur le diamétre qui passe par le point O (fig. 5,
Pl T).

En effet, soit A le centre de cllipse, prenons AO et
son conjugué pour axes coordonnés; l'équation de la
courbe sera

a"zJ,:' ~+ /)”.Z‘! — a”b"".
Soit DIY la paralléle a I'axe des Y. Posons
OA=d et AB=p.
Soit y = m (x — ) I'équation de OE; celle de OD sera

b'?
== — — d).
a’*m (= )
Remplacons dans ces équations & — o par — g = OB.
il viendra
BE t BD b=
YW I -— 1IN e = — .
/ a’*m 4

Nous avons done

’

) v
EB < BD = + — ¢*.
a

Soit M e point oa le cercle qui passe par les trois points
E, O. D rencontre OA. Nous avons
MB >< BO = BE < BD.

En remplacant ces quantités par leurs valeurs, nous trou-
vons

b'

MB= — ¢:
B a't g

La quantité BM étant constante, il s'ensuit que le théo-
réeme cst démontré.
Tous ces cercles avant une corde commune MO, il
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s'ensuit que le lieu de leur centre est la perpendiculaire
élevée sur le milien de MO.

Sil'on place le point O au centre, et qu’en méme temps
on prenne la directrice pour la ligne DD, on trouve alors
que le point M est situé sur le grand axe, a une distance
de la directrice, troisi¢éme proportionnelle 4 I’excentricité
et au demi-petit axe; et le lieu des centres devient une
perpendiculaire au grand axe menée a une distance du

, , b s (1.0 .
centre égale a - De cette propriété on déduit le théo-
réme suivant:

« Si d'un point quelconque de la perpendiculaire au
» grand axe menée a une distance du centre, troisiéme
» proportionnelle au double de I'excentricité et au demi-
» petit axe, on décrit une circonférence passant par le
» centre de I'ellipse, cette circonférence coupera la di-
» rectrice en deux points tels, qu'en les joignant au
» centre, on aura un systéme de diamétres conjugués. »

L’hyperbole jouit des mémes propriétés.

SOLUTION GEOMETRIQUE DE LA QUESTION 1351

{t. VI, p. 388);

Par M. A. MaNNHEIM,

Eléve du Iycée Charlemagne, classe de M. Catalan ().

D’un point A (fig. 6, Pl. I), extérieur a une courbe
du second degré, on méne deux tangentes AB et AC; d’'un
point G de la courbe on méne une tangente DE et un dia-
meétre GO; on joint le point A au point de rencontre de
ce diamétre avec la corde de contact BC: cette droite par-
tagera en deux parties égales la portion de tangente DE
comprise entre les deux tangentes AB et AC.

(*) Maintenant éléve de ’Ecole Polytechnique.
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Menons du point A la droite AL paralléle a la tangente
DE. Le poéle de cette droite est le point de rencontre F
du diamétre GO et de la corde BC. La corde BC, qui
passe au point I, est divisée harmoniquement par ce
point et par la droite AL. Les droites AL, AB, AF, AC
forment un faisceau harmonique, et la droite DE, paral-
léle au rayon vecteur AL, est partagée en deux parties
égales par les trois autres AB, AC, AF; ainsi DH = HE.

La démonstration est exactement la méme pour I'hy-
perbole et pour la parabole. Dans le cas de I’hyperbole,
si le point A est au centre de la courbe, les tangentes
AB, AC sont les asymptotes, et I'on retombe sur un théo-
réme connu.

Dans le cas de la parabole, on a AH=HF ( fig. 7,
Pl. 1), car le point F étant le pole AL, on a GF = GM.

La figure AEFD est donc un parallélogramme; on voit
donc que si, par le point A, on méne deux tangentes
AB et AC a une parabole, si, d’un point F de la corde de
contact de ces tangentes, on méne des paralléles FD et FE
aux tangentes AB et AC, la droite DE, qui jointles points
de rencontre de ces paralléles avec les tangentes est clle-
méme tangente a la parabole.

Les triangles DBF et EFC sont équiangles. et, par
conséquent, semblables, et I'on a

DF DB AE DB

EC™ EF ou EC™ AD'
d’ott I'on voit que la tangente DE divise en parties inver-
sement proportionnelles les tangentes AC ct AB.
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EQUATION

De la courbe que décrit un chien & la poursuite de son maitre qu'il voit
constamment parcourir une droite : le rapport 722 des vitesses est constant ;

Par uN ELEVE DE L'INSTITUTION BARBET.

La tangente a la courbe y = 9 () au point occupé par
le chien passe par le point ou se trouve 'homme au
méme moment. Si A’ et A sont deux positions du chien,
B’ et B sont les deux positions correspondantes du maitre.

De plus

BB’ = marc AA’ ( fig. 8, PL. I),
OB =y —x¢'(x)
Posons
z=uxz9’(z),
et soient / et k les accroissements de- z et de y corres-
pondants & un accroissement % de xr; nous aurons

=y+hk—(2+1{), BBB=k—1, corde AA'= \/A -+ I3,
1 arcAA’ cord. AA’

m ~ cord. AA’ < BB’

1 arcAA’ \//z2 !

m ~ cord. AA’

ou

7,—7;

Puis. en passant a la limite

arc AA’ | k + —-——*:;—'
— I = .
cord. AA’ ’ k =V b
L , ! M) 41
p =z +xy’(2)> —:\/u7—~'-

m rg"(x

(l’ﬂil

V rie () = [o (e 4= 1| m*
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Cherchons a déterminer ¢’ (x) que nous supposerons algé-
brique. Prenons les dérivées des deux membres de 1'é-
quation (1),

me’ (z) 9" (x) = x*9" (%) ¢” (x) + x¢" (x)?,
ou
(2) m?e’ (z) = x?¢" () + x¢” ().

Soit A x un terme de ¢’ (). Les termes correspondants
de ¢’ (x) et ¢"(r) seront nAx"~' et n(n—1)Ax";
I'identité (2) exige donc que l'on ait

nA+n(n—1)A=mA, ou n=Hm.
4’ () sera donc de la forme Ax™ + B,
De plus, par P'équation (1) on a

m*(t 4+ (Az" 4+ Bz ™) | = 2 (mAx™' — mBx—""" ),

d’on
1+ 4AB=o.
Alors
(3 r m ! o
(3) Mz)_—.Ax_.“x ;
dour il suit:
Siom z L,
[ (J,) = A o ___l___. 2 e
m—-v 4A(m—1) ’
Si m=—1,
A
q;‘\x):; x’—4—ljilx+4:.

Restent deux constantes arbitraires que I'on détermine
par les positions initiales du maitre et du chien.



(93)
Discussion.
1°. m>1.
m= —P—, fraction irréductible. La courbe est symé-
2n

trique par rapportay = ¢, et n’a aucun point a gauche de
Oy; chacune des deux branches se compose d’'une branche
asymptotique a Oy, et d'une autre branche parabolique.
__r
2n -+ 1
deux branches symétriques par rapport a I'axe des y ; si
p est impair, chacune de ces branches se compose de
deux autres, l'une asymptotique a Oy, I'autre para-
bolique.
Si p est pair, il y aura une seule branche de méme na-
ture que les précédentes.

, fraction irréductible. La courbe aura

20, m=T1.
Une seule branche analogue aux précédentes.

3e. m < 1.
m=2_. La courbe est symétrique par rapport a
2n

y = c; elle touche Oy au point x =0, y = c; tous ses
points sont placés a droite de Oy.
_r
2n-+1
au point x = 0, y = c; mais ce point de contact est en
méme temps un point d'inflexion comme le montre la
forme de la dérivée seconde qui change alors de signe.

Dans le cas de m <1, la courbe n’a pas d’asymptote
rectiligne et n’offre qu'une seule branche distincte com-
posée de deux branches infinies.

Sim= , la courbe touche encore I'axe des y
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Note sur la courbe de poursuite.

On lit dans la Correspondance sur UEcole Polytech-
nique, tome II, page 275, 1814 :

« Un ancien éléve, directeur des douanes a Fuligno,
» département de Trasiméne (M. Dubois-Aymé), se pro-
» menait sur le bord de la mer: il apercut a quelque dis-
» tance unec personne de sa connaissance, et se mit a
» courir pour I'atteindre. Son chien, qui s'était écarté,
» courut vers lui en décrivant une courbe dont I'em-
» preinte resta sur le sable. M. Dubois, revenant sur ses
» pas, fut frappé de la régularité de cette courbe, et il
» en chercha I'équation en supposant, 1° que le chien se
» dirigeait toujours vers le lieu que le maitre venait de
» quitter; 2° que le maitre parcourait une ligne droite;
» 3° que les vitesses du maitre et du chien étaient uni-
» formes. »

On donne ensuite une équation de cette courbe dont
I'inexactitude a été établic par M. Thomas de Saint-Lau-
rent, alors lieutenant au 7¢ régiment d’artillerie a pied
(Grergonne, tome XIII, page 145, 1822). M. Saint-Lau-
rent parvient d’abord i la méme équation (1); mais, au
licu de supposer que ¢’ (x) est algébrique, espéce de di-
vination, il intégre 'équation (1) et parvient directement
a 'équation (3); ensuite on prend pour axe des x, la tan-
gente perpendiculaire & I'axe des y, et I'on désigne par «
la distance du pointde contact a l'origine; de sorte que
l'on a

har— b e
i ’
d'ou



et enfin

Tl @7 sl

car pour x = a, on doit avoir y = o.

La courbe est rectifiable, ce qui est évident A priori;
I'intégration donne, pour la longueur de I'arc s compté
depuis le point de contact avec I'axe des

25 1 n)"“ I r\"+! '
—_ = — | {- — 1| — —— | |- — |
a n -+ 1 X, ~—+1 a |

Quand x diminue, s croit positivement, comme le re-
marque M. Querret (méme volume, page 39o).
Si I'on transporte I'origine au point de I'axe des y, ou

ma

e I'équation de la courbe prend cette
m —

_ﬁ a .’I,‘)”’+'+ a z m—i
T=5mFa a m—1 \r

On peut donc construire la courbe a I'aide de deux autres
courbes , 'une parabolique et 'autre hyperbolique; pour
m = 1, y devient constamment infini, ce qui annonce un
changement dans la forme de la fonction ¢ (), qui cesse
d’étre algébrique et devient logarithmique. Dans le méme
volume on trouve la solution du probléme plus général, ou
le chien, traversant une riviére pour rejoindre son maitre,
est & chaque instant détourné par le courant constant de
I'eau. On doit une premiére solution & MM. de Saint-
Laurent et Sturm (page 289) ; mais la plus belle, d’une
admirable simplicité et fondée sur la considération des
mouvements relatifs,a été donnée par M. Querret (p.391).

La courbe considérée dans le premier probléme est
aussi celle que décrirait un vaisseau qui en poursuivrait
un autre, en sc dirigeant constamment sur lui. Clest 14 le

Pona y=—

forme
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probléme que Bouguer a résolu; en parvenant a la méme
équation donnée ci-dessus, il nomme la courbe ligne de
poursuite (Mémoires de I’ Académie, 1732 , page 1), et
Maupertuis en a donné une solution plus courte. ~ Twm.

NOTE SUPPLEMENTAIRE AU THEOREME HOMOGRAPHIQUE

(t. VI, p. 447).

1. La valeur de z” donnée page 448, ligne 7, est fau-
tive. 1l faut lire
o Fla+1)—aNp
T Mp (1 —a) )

Substituant cette valeur corrigée et passant aux coordon-
nées rectangulaires, on trouve pour équation du lieu
cherché,

(1)  F(a*+ 1j|Ay*+Bzy +Cz* 4+ Dy + Ez + F)
+a[Dy—+Ez}— 2aF [Ay*+Bzy+ C2>—~Dy—Ex—F]=o.

cno 1 .
1I. Si Pon remplace a par — le lieu ne change pas, ce

qu'on peut prévoir a priori; carle lieu est coupé par une
droite passant par le pole O en deux points N et N': I'un

I
répond au rapport a et I’autre au rapport o 11 suffit donc

de considérer les courbes correspondantes aux valeurs de
a compriscs entre -+ 1 et — I; nous avons supposé le
point N entre M et M/, et « est positif: lorsque le point N
n’est pas entre M et M/, alors a est négatif.,

III. Pour a =1, le lieu se réduit a la droite double
(Dy +Ex—2F)* = 0; c'est la polaire de l'origine,
comme cela doit étre: le rapport devient harmonique.

IV. Faisant @ =0, on trouve la conique donnée. En



(97)

effet, alors N se confond avec N’; de méme en faisant
I
a= =y alors F se confond avec M.

V. Posons a = — 1 ; 'équation se réduit 4
ly* — anxy +1l'a* =o.

C’est qu’alors le point N se confond avec I'origine O, et
le lieu est ce point lorsque le point O est dans 'intérieur,
ou bien les deux tangentes a la conique donnée lorsque le
point est extérieur.

VI. Les intersections de la conique avec le lieu géo-
métrique sont sur la polaire Dy + Ex + 2F = o; donc,
quelle que soit la valeur de @, toutes les courbes qui sont
données par I'équation passent par les deux points réels
ou analytiques.

VII. La polaire de la conique (1) relativement a I'ori-
gine est Dy + Ex + 2F = o; donc, quelle que soit a, le
pole O a la méme polaire, et comme toutes les coniques
passent par deux mémes points situés sur cette polaire, il
s’ensuit que toutes ces courbes se touchent en ces points,
et par conséquent leurs centres sont sur la méme droite.
De 14 le théoréme suivant:

VIII. Théoréme. Si deux coniques ont un double con-
tact, et que par le pole O de la corde de contact on méne
une transversale, coupant la premiére conique en A et B,
et la seconde en A’ et B’, le rapport anharmonique des
quatre points O, A, A’, B est réciproque au rapport an-
harmonique des quatre points O, A, B/, B; ces rapports
sont respectivement constants pour toutes les transversales
issues de O.

Ann. de Mathémat., tome VIII. (Mars 1849} 7
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QUESTION D’EXAMEN SUR LE TRAPRZE ET LE QUADRILATERE
INSCRITS.

1. Prosrime. Inscrire dans le cercle donné un tra-
péze dont Uaire et les cétés non paralléles, nécessaire-
ment égaux, sont donnés.

Solution. Soit ABCD lc trapéze inscrit; faisons

AD=BC=a, AB=x, CD=y,
AC=BD=12z, S =—aire, D = diamétre.

La distance des deux bases AB, CD est égale a

wWha— (y — a);
done

S=1(@+r)Vha' —(r+ )+ far.
Or dans le trapéze inscrit, 'on a
a’ 4+ xy = z%
donc
(1) S=1i(x+r)Vbz—(z+I).
Soient s et s’ les aires des triangles ABC, ACD;on a

arz =Ds, ayz=Ds; dott az(z +y)=DS.

Remplagant dans I'équation (1) x —+y par sa valeur, et
faisant disparaitre le radical, on déduit

{2) 4fa*(D*— a*)zt = D'S?;
on peut donc construire géométriguement z, ct.par con-
séquent le trapéze.

Au moyen de P'équation (2), connaissant trois des
quatre quantités a, z, S, D, on peut construire la qua-
triéme. S croissant proportionnellement au carré de z, il

s'ensuit que S est un maximum lorsque z est un dia-
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metre, et alors le trapéze dev1em un rectangle inscrit.

On trouve aussi

a*(x + y) = 48 (D* — a?),
ce qui donne la valeur de x + y, facile a construire de
plusieurs maniéres. Soit A’ le point diamétralement op-
posé a A; on aura
A =D =z =b;

et faisant S = 2al, on obtient

bz* =D, (x4 yP=40bl

Observation. Pour le cas général du quadrilatére, voir
tome VII, page 69.

1I. Soienta, b, c, d les quatre cotés consécutifs d'un
quadrilatére inscrit, m la diagonale qui va de I'angle ab
a I’angle c¢d, et n laseconde diagonale : on aura

m*(ab + cd) _ n?(ad + be)

ac + bd = ad+ bc =~  ab+4+cd
a4d— b — _a’—l—b7—c’—d7
Cos(a,d)———z(a—d'_"_T1 COS(a, b)——'—‘m——,
. 28 . 2S
sm(a,d)_.m, ‘Slﬂ(ﬂ,b)—m5

(ac + bd) (ab +- cd) (ad + bc) .

S=aire (».t. VII, p. 70); D*= s :

. . . d
D = diamétre du cercle circonscrit; sin(a, m) = o
. ¢ . b . a
sin (b, m):—D-; sm(a,n):ﬁ; sin (b, n):E;
B 28 g — b d
sm(m,n)__r_*_b"—i, =(s—a)(s—b)(s—c) (s —d);

2s—a-+b4c+d.
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TRIGONOMETRIE.

Tutoreme 1. Dans un' triangle rectiligne ABC, on a
la relation
sinz A +sin’B +sin’C=2sin A sin B cos C
~+ 2sin Asin CcosB 4 2sin BsinC cos A.

Démonstration. Circonscrivons une circonférence au
triangle: on a

a=2RsinA, b=2RsinB, c=2RsinC;

a, b, ¢ sont les cotés et R le rayon. Or
a*=04c'—2bcos A;
donc
sin® A = sin? B + sin® C — 2sin B sin C cos A.
On a deux autres équations analogues; les ajoutant, on
trouve la relation énoncée.

Tutoreme II. Soit un triangle sphérique ABC; a,-
b, c les cotés, et A’, B/, C’ les angles du triangle recti-
ligne formé par les cordes; on a la relation

sin’} ¢ + sin’4 b +-sin’ L ¢ = 2sin y @ sin { b cos ¢

" 4asintasiniccosB’ + 2sini bsiniccosA’,

Démonstration. Les trois cordes formant le triangle

rectiligne sont égales a
2sinta, 2sintb, 2sinic,
et I'on a dans ce triangle

4sintla=4{sin?Ld 4 4sin’Lc — Bsinl bsintecos A,
On a deux autres équations analogues ; ajoutant a celle-ci,
on trouve la relation indiquée.
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PROPRIETE DES NOMBRES;
Par M. G.-J. DOSTOR,

Docteur és sciences mathématiques.

Tutorkme. Dans tout nombre, la somme de plusieurs
diviseurs est & celle des quotients correspondants, dans
le rapport inverse de la somme des valeurs inverses des
diviseurs et de celle des valeurs inverses des quotients.

Soient dy, d,, d;,..., d, plusieurs diviseurs du nom-
bre N3 ¢4, G125 ¢35..., ¢, les quotients correspondants , de
sorte que

N=dqg =d, g =dyq,=... = dpqs;
je dis qu'on a

(di+dytoc+d) 2 (g Gt q)

“C+l+ +»'I+I+ +W
CNge g T )\ d, T d,

Fn effet, les relations de condition donnent

N N N
dy= —, (l,:i—,---, dy=—>
e 92 qn

4 Pt L
d N &4 NV 4,7 N
donce

1 I 1
d.+d,+...+d,,:N<—-+—+. .—4——),
q. q: qr

I T 1 1
71]+E+"'+Z.:ﬁ((l'+q2+"'+q");

d’ot I'on déduit la proportion énoncée.

Remarque. Dans cette relation, on peut changer en
méme temps le signe de I'un quelconque ou de plusieurs
des diviseurs et celui de la valeur inverse du quotient ou
de celles des quotients correspondants.

PP it
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Ainsi, on a aussi

X I

-
(d— dy+. ..+ d,) <3—+ +...+—)

a, d,

. 1 1 1
=(q.— qi+-..+ qs) <-¢;+q_z+"'+a)'
Corollaire. Dans une hyperbole rapportée a ses asymp-
totes, la somme d’un nombre quelconque d’ordonnées
est & la somme des abscisses correspondantes, comme la
somme des abscisses inverses est a la somme des ordon-
nées inverses.

JOURNAL DE M. CRELLE, t. XXXII (1846).

(Voyez t. VI, p. 341.)

PREMIER CAHIER.

1. Théorémes généraux sur les dérivées d’un ordre
8
quelconque de certaines fonctions trés-générales ; par
M. O. Scaromircu, docteur és sciences, lecteur de
mathématiques 4 PUniversité d'Iéna. 1-7 (en fran-
cais).
Connaissant f'( y) et tous ses coeflicients différenticls
par rapport 4 y, on peut trouver d'une maniére indé-
af(y’)

pendante — b A étant une constante arbitraire.
7

2. Swr la waleur que prend Uintégrale déterminée

27 dy . .
—- pour des valeurs imaginaires
o 1—Acosg —Bsing

quelconques de A et B; par M. le professeur C.-G.-J. Ja-
cosr, a Berlin (13 février). 8-13.
Soient

A=a+ayv—t. B=b+ b y—i.
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Si(ab’ — a'b)* > a” 4 b", l'intégrale définie est nulle;
si (ab' —a'b)* < a'*+- 0", la valeur de I'intégrale définie
on
1 — A?—B?
dical soit positive.

est ; mais il faut que la partie réelle du ra-

3. Mémoire sur les différentes maniéres de se servir de
lélasticité de Uair atmosphérique comme force mo-
trice sur les chemins de fer; une de ces maniéres con-
stitue les chemins de fer atmosphériques proprement
dits; par I'éditeur. 14-58 (en francais) [*].

k. Sur la théorie des fonctions clliptiques ; par M. Ei-
sENSTEIN, docteur en philosophie a Berlin. 59-70;
continuation du n° 14 du tome XXX. Observations
sur les formules transformatoires.

x

5. Sur les fractions partielles; par M. EisensTEIN, 2
Berlin. 71-74.
Soit £ = o une fonction entiére en x de degré n; x"
a pour coefficient 'unité, et les autres coefficients sont
des fonctions de y 5 x,, x4,..., X, étant racines, on a

log @ = zlog (= — z,),

et, en différentiant ,

1 [do dz, '
==y .
Q \dy dy z—x
De la I'auteur déduit les quatre théorémes relatifs aux
fractions partielles, qui sont le sujet d’'une dissertation
spéciale de M. Jacobi, publiée en 1825 systéme de théo-
rémes dont I'illustre analyste dit : « E theorematis, qua

» in elementis algebraicis traduntur, vix exstat aliud ma-
» gis utile in wquationibus maxime diversis. »

(*) Imprimé a Paris, chez M. Bachelier.
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Les auteurs francais d’éléments connaissent une ma-
niére trés-courte d’établir des propositions que M. Ja-
cobi déclare étre des plus importantes de I'algébre €lé-
mentaire; ils ne les donnent pas.

6. Théorémes dont les propositions connues sur les
courbes paralléles sont des cas particuliers ; par M. le
professeur J. SteiNer. 75-79.

Soient deux courbes quelconques A et B dans le méme
plan, a un point sur la courbe A, et b un point corres-
pondant sur la courbe B, o1 la tangente en a ala courbe A
est paralléle a la tangente en b a la courbe B; supposons
que les deux tangentes s’enroulent sur les courbes, mais
en restant toujours paralléles, et soit a, et b, une autre
position : aa, et bb, sont des arcs correspondants. Pre-
nons pour pole un point quelconque P dans le plan des
courbes et concevons un rayon vecteur P54 mené a un
point de la courbe B; par le point correspondant a,
menons vers la convexité une paralléle ac a Pb, telle
qu’on ait ac = Pb: le lieu du point ¢ sera une troisiéme
courbe C formée de Varc cc,. Quelle que soit la position du
pole P, on aura toujours un arc ccy congruent et homothé-
tigue, c’est-a-dire qu’un arc pourra étre placé sur I'autre
par un mouvement de translation sans aucune rotation.
Si on méne les rayons vecteurs aux points de I'arc aa, et
qu’'on fasse la méme construction , on aura une quatriéme
courbe congruente et symétrique ala troisiéme ; c’est-a-dire
que, pour opérer la superposition, il faudra une rotation
de 180 degrés. Si I'on joint deux points correspondants a
et b, ct qu'on méne par un pole P une paralléle Pd = ab,
le lieu du point d est une cinquiéme courbe égale a cc,
et homothétique ou symétrique, selon le sens suivant
lequel on méne la paralléle. Dans chacune de ces trois
courbes, les tangentes aux points correspondants sont
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paralléles, et la longueur de I'arc est égale a la différence
des deux arcs aa,, bb,. Si, dans la construction de la
troisiéeme courbe, on méne la paralléle du c6té de la con-
vexité, on obtient une courbe dont la longueur est égale
A la somme aa, + bb,. Si la courbe B est un cercle et
qu’on prenne son centre pour pdle P, on est ramené aux
propriétés des courbes paralléles. Des constructions sem-
blables ont lieu pour des surfaces. :

Ce Mémoire a été lu dans la séance du 26 mars 1846
del’Académie de Berlin, et, a la méme séance, M. Steiner
a établi les propositions importantes suivantes: A deux co-
niques A et B dans un plan correspondent toujours quatre
coniques C telles, que la conique B est, par rapport a C,
la polaire réciproque de A; ces quatre coniques ont des
relations telles, que I'une détermine les trois autres. Pour
les surfaces du second degré, il y a huit solutions, entre
lesquelles existent encore des relations mutuelles.

7. Sur un moyen général de vérifier U'expression du
potentiel relatif a une masse quelconque homogeéne
ou hétérogéne; par M. G. Leseune-DiricaLeT. 80-84
(en frangais).

On sait qu’on appelle maintenant potentiel I'intégrale
triple qui exprime la somme des éléments d’une masse,
divisés chacun par sa distance a un point quelconque; les
propriétés de cette fonction si importante dans la théorie
newtonnienne de I'atiraction ont été étudiées par I'im~
mortel Gauss, auquel on doit le nom qui désigne la fonc-
tion. L’objet de ce Mémoire est de démontrer que ces
propriétés n’appartiennent qu’a cette fonction, et pas a
aucune autre.

8. Sur la stabilité de I'équilibre; par M. G. Leseune-

DIRICHL.ET. 85-88.

1.’auteur montre Vinsuffisance des démonstrations de
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Lagrange et Poisson fondées sur la théorie des critériums
du maximum; il en donne une indépendante de ces cri-
tériums, et il termine par signaler une erreur commise
par plusieurs géométres (Poisson , Traité de Mécanique,
tome I, page 491). Nous donnerons la traduction de ce
Mémoire instructif.

9. Observation sur la théorie des nombres; par M. le
professeur Stern, a Gottingue. 89-go.

1.p nombre premier de la forme 872 41, de sorte
qu'on a p = c*4-2d%
i2c~—-4”+l'4",+2"" 5n

1.2.3...n

2n.20 —1,..0 41
+a2c —
1...7

:p (théor. de M. Jacobi)[*],

:[} {théoréme de M. Stern),

le signe supérieur lorsque ¢ est de la forme 841 ou
83, et le signe inféricur lorsque c est de la forme 8+ 5
ou 8 4 7.
10. Approximation de la quadrature du cercle. 9i-92.
Soient AOB le diamétre d'une circonférence et COD le
diamétre perpendiculaire; par C on méne une paralléle au
diamétre AB, et, par conséquent, une tangente au cercle.
Dans le quadrant AC inscrivons la corde AS = AO =13
prolongeons le rayon OS jusqu'a ce qu’il rencontre la
tangentc menée en C, en T; prenons sur la tangente
'TZ =13 AO, dc maniére que C soit entre T et Z. La dif-
térence entre la longucur de la demi-circonférence ACB
et la droite DZ = 3,141533 scra un peu moindre que
le 5 du rayon AO. Si I'on prend sur la tangente
ZCK =1D, alors l'aire du triangle ZDK , lorsqu'on a

(") Le point placé sur cette lettre indique le multiple de la quantite
qu’elle surmonte; notation leibnilzie*\ne que j’ai adoptée pour éviter
Péeriture incongrue des congruences :
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cos x=tangx =238.n'] et cosn, est i peu prés égale au 4

de la circonférence.

On trouve cette construction simple dans une brochure
publiée 8 Hambourg, par M. Nicolai Nawretzky, membre
de I'Académie de Saint-Pétersbourg.

Fac-simile d’'une Lettre de Maupertuis, datée de Pots-
dam, le 18 aofit, sans millésime, et adressée & M. de
Prémontval.

On y trouve encore j’ay, et vous envoyerez, luy, feriés.

(La fin prochainement.)

QUESTIONS.

100. Inscrivant une droite dans I'angle des asymptotes
d'une hyperbole, de telle sorte qu’elle intercepte un tri-
angle dans cet angle et un segment dans I'hyperbole; la
droite allant en s’éloignant du centre parallélement a elle-
méme, la limite de 'aire du segment divisée par I'aire du
triangle est égale a I'unité.

101. Soient PT (fig. 9, Pl. I) une courbe sphérique, O
un point fixe sur la sphére, et PQ un grand cercle tangent a
la courbe en P. Menons un grand cercle par O faisant avec
OP un angle POR, complément de OPQ ; abaissons de M,
milieu de OP, un arc MN perpendiculaire a OR, et pre-
nons le point R de maniére que OR soit divisé en parties
égales a N. Le grand cercle RS, tangent & la courbe, lien
de R, fera avec OR un angle ORS égal 4 OPQ.

Remarque. En faisant dériver d'une courbe donnée
quelconque une série de courbes se succédant d’apreés la
loi indiquée, le théoréme qu’on vient d’énoncer nous
fournira une formule pour la rectification d’une quel-
conque des courbes de cette série. (StrEBOR.)

102. Trouver des nombres rationnels satisfaisant aux
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deux équations
4+ yr—1 =2,
z* — y?— 1 = «* (Lilavati, sect. IV, régle 59-60).

103. Etant donné un triangle plan, soient trois para-
boles, ayant méme foyer, dont chacune est touchée par
deux cotés du triangle; si 'on méne ala premiére de ces
paraboles la tangente qui coupe perpendiculairement le
troisiéme coté du triangle, et, de méme pour les deux
autres, les trois droites qu'on obtient ainsi, seront toutes
tangentes a la méme parabole, homofocale avec les trois
autres, (STrEBOR.)

CUBATURE D'UN POLYEDRE A FACES TRAPEZES,

p’aprts M. C. KOPPE, a Soest.
(Crelle, t. XVIII, p. 275, 1838.)

1. Lemmme. Laire d'un polygone est la somme de
termes dont chacun est le demi-produit de deux cotés du
polygone par le sinus de I'angle qu’ils comprennent (voir
tome VI1I, page 348).

II. Tutorkme. Un corps ayant pour bases deux po-
lygones paralléles, et pour faces des trapézes, est équi-
valent @ un prisme ayant pour hauteur la distance des
deux polygones, et pour base Uaire de la section paral-
léle faite & égale distance des deux bases, augmentée
de la douziéme partie de Uaire d’'un polygone qui a les
mémes angles que les polygones, et qui a pour cétés les
différences de leurs cotés homologues.

Démonstration. Soient a,, a,,..., a, les cotés succes-
sifs du polygone supéricur, et by, b,,..., b, les cotés cor-
respondants de la base inférieure: a, et by, a, et by, ete.,
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sont paralléles. Soit & I'intervalle des bases. Désignons par
’ ANt . —
(a,a,) I’angle de deux cotés a,, ag; ona .(a,,a,,) = (b,b,).
A une distance x de la base supérieure, faisons une section
paralléle aux bases, et soient zy, z,,..., 2, les cotés cor-
respondants & a,, @s,..., @,; on aura
(zp2g) = (apay)
et

X X
3 = ap — (ap — b)) 7 =4 (ag — by) P
A, B désignant les aires respectives des bases, et Z I'aire
de la section, on a, d’aprés le lemme,

— i i \
A=1{3,a,a.sin(aya,),
B=13,b,b;sin(a,a,),

— 1 M
Z =33z % sin(a,a,),

ou mettant les valeurs de z,z,, il vient

x
”1'”7_(2”p”1_”pb9_“qbp)z
Z=1x sin a,a,.
2 z? [t
+ (a, — b;) (ag — by) =

V désignant le volume des corps, on a
h .
V= f Zdz =-5h3(2a,a, + apby+ 2b,b,)sina,a,.

Soit V' le volume du prisme qui a pour hauteur % et pour
base la scction paralléle passant par le milieu de %; on a
V' = {h3(a, + a;) (b, + b,) sina,a,,
V-V =}hi{a, — by)(a;, — b,)sina,ay;
or cette différence est la douziéme partie d'un prisme

ayant pour hauteur / et pour base un polygone équiangle
aux bases, et dont les cotés sont «a —b, a,— b, et

a,—b,. C.Q.F.D.
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Cororratres. 1°. Céne tronqué a bases ciwrculaives.
Soient /. la hauteur d’un céne tronqué, r et p les rayons
des bases; on aura

Ve[ (S5 o=y

2°. Céne tronqué elliptigue. Soient k la hauteur, a,, a,
les demi-axes principaux d’une base, b,, b, les demi-axes
principaux de ’autre base; on aura

S [a. +b a+ b
2 2

sl ) (= 8|

3°. Hexaédre trapézoide. Les bases étant aussi des
trapézes, soient a,, a, les cotés paralléles d'une base et ¢
leur distance, b,, b, les cotés paralléles de I'autre base et d
Pintervalle; on aura

V:hi—a'+b'+a’+b’-c+d c—d].

2 2 + Sla,— b+ a,— b))

RESOLUTION GENERALE DES EQUATIONS DES QUATRE
PREMIERS DEGRES ;

Par M. P.-G. EISENSTEIN.
i Journal de M. Crelle, t. XXVI, p. 81.)

Traduit par M. Lesescus.

Dans la résolution des équations de degré élevé, on se
contente a I'ordinaire, a ce qu’il semble, de démontrer
leur possibilité, tandis qu'on se laisse détourner de la dé-
termination effective du résultat final, par la prolixité
du calcul; je donne ici le résultat final complétement
développé pour les quatre premiers degrés. Je prends une
équation tout a fait générale, sans ces restrictions que
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le coefficient du premier terme est 'unité, et que celui
du second terme est nul, ce qui ne fait que nuire i I'é-
légance et & I'expression du vrai caractére du résultat
final.
I. L’équation du premier degré ax + b = o donne

X == — —o

a

II. Pour la résolution des équations des deuxiéme,
troisiéme et quatriéme degrés, il faut introduire deux
nouvelles fonctions ¢ (2), ¢ (}) déterminées par les équa-
tions (P2 ()t) = )\, ¢® ()\) =).

La fonction ¢ (1) a deux valeurs #=¢ () tandis que

Vautre prend trois valeurs qui se déduisent d’une seule
de la maniére suivante:

YN, pb(3), e (M),

ou p représente I'expression & [— 1 + vV(—3)].
Si 'on représente, pour abréger, par A, B, C, D, E, I
les fonctions homogénes qui suivent :
A=b>—ac, B=3abc—a'd— 253
C=a*d* — 3 b*c* — fac® + 4 db* — 6 abed,
D=ac+ 3¢ —4bd, ¥ =ad>+ b*e—ace — 2bcd + ¢,
F =27ad‘'+ 27b'c* + 18a*c?e* — 36 b*c*d* — 54 a’cd* e
" —54abcie* — 108 abed® — 108 bPede + Gabrde
+ B4 actd® + 54 b cte + 180abc*de — Bracte — a*e’
+ 64 b*d® + 12 a?bde?,

les racines de I'équation quadratique générale

ax* 4+ 2bzx 4+ c=o
seront

1
z:;‘-[— bEo(A)).

III. Pour I'équation cubique générale

ax’* +3bx* 4+ 3cx+d=o,
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on trouvera

z=2[—b+ @)+ 4B

[— &+ pd (@) + 4 ()],

Zr =

Q1= =

(=6 +p¥ (=) + pb(B))s

T =
ou
«=3[B+ag(C), B=3;[B—ag(C)};
ct les valeurs correspondantes des deux fonctions ¢ (a),
¢ (B) seront complétement déterminées par I'équation
Y@ 4 (p)=A="b—ac.
1V. L’équation générale biquadratique
azx' + 4 bx' +~6cx’ + fdr +e=o0

donne
.z':i[—-—b + 9 () +9(9) -F?(S)L
1:[%[— b +?(’7)"— ?(3) '—<p(€)J,
mzé[-— b—9(y)+9(8) — 9(e)],
.z':.i‘[-—b—'?(')')_‘?(s)"‘ 9 ()]s
ou

T=A+gal$(8) +¥(n)],
d=A+gal$(8)+ ¥ (n)],
. e = A+ va[pd (L) +pd(n)],
(_9E+9(3F) | _9E—y(3F)
9 9
Pour la détermination des valeurs correspondantes, on
emploic les deux équations

YN A =3D et gy .9(d).¢(e) = +B.
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Les racines de I'équation générale du cinquiéme degré
prennent une forme toute semblable quand, outre les
fonctions ¢{(4) et $(A), on introduit encore une nouvelle
fonction 3 {1) déterminée par I'équation

LH+x=2> (™).

Je reviendrai, dans une autre occasion, sur les pro-
priétés remarquables et la formation des fonctions homo-
génes qui se présentent dans les formules pour la réso-
lution des équations algébriques, et je montrerai leur
usage dans la théorie des nombres.

THEOREMES D'IOMOGENEITE.

I. M. Outo Hesse, professeur a Koenigsberg, a eu 'in-
génieuse idée de représenter les coordonnées d'un point

. z R
sur un plan, non pas par x et y, mais par-- 2. de méme
z 2

. , x r z , .
un point dans I'espace par —y T et usont des dénomi-
(4 {1
nateurs quelconques. Pour exprimer qu’un point a pour

!
°d LY <t RN .
coordonnées 7> 7> on éerit (x',y'y 2'); ces conventions
Z

érablissent dans les formules une symétrie qui n’existe
pas dans les conventions usitées, et rendant homogénes les
équations descriptives des lignes , permettent de leur ap-
pliquer les propriétés des fonctions homogénes.

II. Exemple. 1°. L'équation ordinaire d'une droite

s p y z
est ay + bx + ¢ = o; sil'on remplace y et x par 2030

") x(A)=r—X+410 A—'—-xs 14 »_ 0.19 18)—”-—
= 1 |3! 20.19. /" ooy

:2/)—;/7‘_'....

Ann. de Mathémat., t. VIII. (Mars 1849.} 8
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elle devient ay + bx + ¢z =0, homogéneen x, y, z.
2°, L’équation ordinaire d’une droite passant par deux
points est y (x'—x") +x (y"—y') + y'2"—xly"=0;
y x r’ xl ‘r" xl/

ket ek By R R

S R ) Y
remplagant y, x, y', 2/, ", x par 2o - o 9 o

on obtient
z(y'?") + y(5'2") + 2 (z'y”) = o, homogéne ¢t symétrique.

Les quantités entre parenthéses sont des bindmes alternés
ou des déterminants i deux éléments.

3°. SoitF (x, y)==0 I’équationd’uneligne; Iéquation or-
dinairedelatangenteest y D, +xD,—y'D,—a’D,=o,
ou D, représente ce que devient la dérivée de F (x, y) par
rapport a y, quand on remplacex et y par x', y' coordon-
nées du point de contact. Remplacantdonc, dans I'équation

F(x,y)=o0,xety parg et %’ elle devient ¢ (x, y, z) =o,

homogéne en x, y, z; et I'équation de la tangente prend
. z ’
la forme symétrique xD, +yD, + 2D, =o0: 2,2 sont
* Z 2
les coordonnées du point de contact; D, est la dérivée de ¢
par rapport a x, etc. Ainsi, I'équation rendue homogéne
d’une conique est

Ay*+Bxy +Cx*+ Dyx+ Ezy + Fz* = o}
Iéquation de la tangente est
z[2Cz' + By’ + E2'] +y [2Ay 4+ Bx' 4+ Dz’ ]
~+z[2F2 4+ Dy’ + Ex’]=o.
4°. Soit Ax + By + Cz 4+ Du= o I'équation homo-
gene d’un plan; celle d'un plan passant par trois points
donnés est

10 M /) ! I

z(y's"u") + y(Fu"a") + 2 (2" y") + u(x' y"3") = o.
Dans cette équation, les quantités entre parenthéses
sont des déterminants i trois éléments. On sait qu'on ap-
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pelleaujourd’hui déterminants a n éléments , les dénomi-
nateurs communs aux n inconnues de n équations du
premier degré, les coefficients étant tous représentés par
des lettres.

5°. F (xyzu)=o0 étant I'équation homogéne d’une
surface , I'équation du plan tangent est

ZD, 4+ yDy 4+ zDy + uDy = 0;

D.. est la dérivée de I par rapport a x, dans laquelle les
coordonnées variables sont remplacées par les coordon-
nées du point de contact.

L. Lemme. Etant données n équations littérales , ho-
mogénes du premier degré a n inconnues et de cette forme
a\x, + asxs + . . . + a,x, = o, le déterminant est nul,
de degré n, et chaque coeflicient est du premier degré
dans chaque terme.

Démonstration. On a n équations entre les » — 1 rap-

xZ x Zn_1
ports —» ..., === donc, etc.
z,

n ZLn

IV. Théoréme fondamental. Soit
Fi=o0, F,—=o0,..., F,=o0

un systéme de n équations homogenes, lttérales entre
les n inconnues x4, Xoy. .., Z,; Fy est du degré p,, F; du
degré ps,..., F, du degré p,. Soit p,psp;. . .pn=P.
En éliminant les inconnues, on parvient a une équation
homogéne entre les coefficients. Les coefficients de F,

Toons P .
montent dans chaque terme au degré o les coeflicients
1
’ P r ’ L Ve
de F; au degré P etc.; conséquemment le degré de 1'é-
2

. 1 I I
quation est P<—-|— — ... +_.),
P P2 Pn
Démonstration. On peut éliminer entre ces n équa-

. r, x , . .
tions les n — 1 rapports =, ..., et I'on parvient ainsi
Z,

~
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a une équation nécessairement homogéne entre les coeffi-
cients, équation désignée sous le nom de résultante.
Concevons la fonction F; décomposée en p, facteurs de la
forme a,x, + a,x, + . . . + a,x,, de méme F, en p, de
ces facteurs, et ainsi des autres. Prenons un facteur de F,,
un deuxiéme de F,, un troisiéme de Fy, etc.; les égalant
a zéro, on aura n équations du premier degré, homogénes
entre 1 inconnues. 1’aprés le lemme III, on aura un dé-
terminant nul de degré n, dans lequel chaque coefficient
entrc au premicr degré: on obtient ainsi P déterminants;
le produit de ces P déterminants est identique avec la r¢é-
sultante. Pour fixer les idées, soit p, = 3, de sorte que
f = Az} +Bzlx, 4. ..,
et

(aix 4+ are. +...apny) bz 4...0,2) (¢, 2 + iy . 0,23
il est évident que dans le produit des P déterminants, a,

. . P o
entrera a la puissance —, de méme b, et ¢,; donc a, b, c,
P

' . P ,
ou A ne peut entrer (Iu a la pulssallce — sy eton demontre
P

de méme qu'en général les termes de la résultante sont
, P . A ..
de degré 5. par rapport au coefficient de F,, et ainsi des
n

autres; donc, etc.

Nota. Ce théoréme important est énoncé sans dé-
monstration dans un Mémoire de M. Cayley (CreLLE,
t. XXXIV, p. go; 1846).

V. Prosrime. Trouver Uéquation du systéme de droites
tirées d'un point donné, dans le plan de deux courbes
aux points d'intersection.

Solution. Soient

(1) F(z, y,2)=o,
2) flx, y, 20 = o,

\
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les équations données des deux courbes planes. F est du
degré n, et f du degré m; x', y', z’ sont les coordonnées
du point donné, et x”, y"”, z" les coordonnées d'un point
quelconque pris sur une de ces droites : I'équation de
cette droite est donc

2y # )+ ylFa )+ 3y = 0.

Fliminant ., > 2 entre cette équation et les équations (1)
et (2), on obtient, d’aprés le théoréme fondamental, une
équation homogéne 6 de degré mn par rapport a [ y'z"],
[2'x"], [x'y"]; cette équation peut se décomposer en mn
facteurs linéaires par rapport a z”, x”, y”, et dont les
coefficients sont des fonctions irrationnelles de x', y', z'.
Chaque facteur égalé a zéro appartient a une des droites
en question : donc I'équation représente le systéme de ces
lignes; de sorte que x”, y”, z” sont les coordonnées cou-
rantes de ces droites.

VI. Trouver l'équation du systéme des tangentes me-
nées d’un point donné dans le plan d’une courbe & cette
courbe.

1" Solution. Méme notation; F (x, y, z) = o, équa-
tion de la courbe de degré n. Si I'on élimine x, v, z entre
les trois équations
(1) . F=—o,

(2) z’ﬂ+y"—1£+z’dlr:o,
! dzx dy dz
3 ') 4y + 2y ) = o,

le résultat est une fonction homogeéne de degré n (n —1)
par rapport a [y'z"], [2'y"], [x"y"]; car I'équation (1)
est de degré n, I’équation (2) de degré n—1, et cette
fonction est de 'ordre 2 par rapport a x', y', z'. Les coef-
ficients de F se trouvant dans I’équation (1) et dans I'é-
quation (2), ils sont donc dans chaque terme du degré n
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et du degré n —1, c'est-a-dire du degré 2 n — 1; mais
Péquation résultante, d’aprés sa nature, renferme un fac-
teur rationnel linéaire par rapport aux coefficientsde F, et
qu'on obtient en remplacant dans F = o, x, y, z par
x', y' 2, car on a I'identité

Otant donc ce facteur, la résultante n’est plus que du dé-

gré 2 (n —1) par rapport aux coefficients de F: c’est ce
qu’on nomme la résultante réduite.

Observation. Faisons X =[y'z"], Y=[z'2"] et
Z =[x'y"]; substituant dans la résultante réduite, on
obtient une équation de degré r (n —1) par rapport a
X,Y, Z, et quin’est autre que celle de la polaire récipro-
que de F =o par rapport a la conique x*+y2 4 z°=o0;
I’équation (2) est celle d’une droite tangente 4 la courbe

I’ = o. Soient x,, yy, 2, les coordonnées du pdle relati-
vement a la conique, on a

n=hk=F=o, I=l'=—4, m=—4,
dU dF dF
= —, P o= e = —
: dy’ ' dz’ Y ds’
donc
z=¢, y=d, z=f (I, p.305),
d’on

X =+ ¥y, -+ 22, = 0.

Ainsi X, Y, Z sont les coordonnées du pole de la tangente.
2¢ Solution. x", y”, z” étant sur la tangente, on a
dF dF dF
) z — ol 42— =0
@) dx +r dy + dz ’
et cette équation peut tenir lieu de 'équation (3); ainsi ,
d’aprés le théoreme fondamental, la résultantc est de



(119)

'ordre n(n —1) par rapport a 2, y', 2z’, et de méme par
rapport & x", y”, z”. Et quant aux coeficients de F, qui
se trouvent aussi dans I'équation F, ils sont.de I'ordre
(n—1)+n(n—i1)+n(n—1)=(n—1)(3n—1);
mais on a vu ci-dessus que la résultante est de I'ordre
2 (n—1) par rapport aux coefficients de F : il doit donc
se trouver ici un facteur a dter de 'ordre

(r—1) (Br—1)— 2(rn—1) = 3(11.—'1)".

En effet, on trouve ce facteur en posant
dF dF _ dF

&% &= @Y
ces valeurs satisfont aux équations (1), (2), (4); car
dF dF dF .
o= +_75+z?1;::nl<,
et la résultante de ces équations est de 'ordre 3 (r —1)*
par rapport aux coefficients de F'.
3¢ Solution. L’équation (3) est satisfaite en y rempla-
cant x, y, z, soit par x’, y', 2’, soit par x”, y”, z"; donc
on y satisfait en écrivant x = sx’ + tx”, y = sy’ +ty”,
z=1sz"+12"; s et t étant des quantités quelconques.
I’équation I = o peut étre remplacée par celle-ci :

5 RO L Y
o) dz T E;—l— dz — 7’

de sorte que nous avons le systéme des trois équations (2),
(3), (5). Représentons par (F') ce que devient F en y

remplacant x, y, z par les valeurs en s et £; nous aurons

d(F) _dFdzx dFrl_y+ﬂdz_z,(lF ’,dF+z,dF
“ds  dz ds dy ds dz ds— ~ drx +2 r—I; dz

Donc I'équation

6) —=o0
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peut remplacer 1'équation (2); de méme I'équation

() i‘%):o

tient lieu de I'équation (5). Eliminant s et ¢ cntre ces
deux équations, on obtient ’équation résultante. Soit
Mx?y? un terme de F et p + g =n, ce terme devient
M (Ix' + mx")? (lx' 4+ mx")7; prenant la dérivée par
rapport & /, ow obtient pM (lx' + mx”)r~* [lx' + mx" s,
et encore deux autres termes analogues: celui-ci fournit
le terme pl7—'+71[Mx/P+7 ] : ainsi cette équation résultante
est de degré n — 1 par rapport a /. Il en est de méme en
prenant la dérivée par rapport & m; donc les coefficients
sont de degré 2 (n — 1) dans la résultante, c’est-a-dire le
coefficient (M) de F sontde degré 2 (n —1), et les quan-
utésx’, y', z’, x”, y”, 2” sont de degré 2n (n — 1), ou, ce
qui revient au méme, les bindmes [x'y" ], [x'2" |, [ y'2" ]
sont de degré n (n —1). De 1a ce théoréme :

L’équation da systéme de tangentes menées du point
donné (x', y', z’) & la courbe F=o0 se trouve en
aF) _ 4 _

ds — 7 de T

[F] étant ce que devient F par les substitutions

éliminant s, t entre les équations

z=sx'+ ", y=sy +ty’, z=si +ts".

L'équation résultante est une fonction de degré n (n — 1)
par rapport aux bindémes alternés [x'y" ], [ /2" ], [z'x" ],
el représentant ces termes par X, y, 3, on obtient I'é-
quation de la polaire réciproque de la résultante par rap~
port a la conique a® + y* + 2* = o.
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THEOREMES ET PROBLEMES ELEMENTAIRES SUR LE POYER
ET LA DIRECTRICE DE LA PARABOLE.

Remarque. Nous mettrons ici quelques théorémes
quon trouve partout, uniquement pour compléter ce
travail.

Prosrime 1. Etant donnés deux points et le foyer
d’'une parabole, trouver une équation de cette conigue.

Solution. Soient A, B, F les deux points et le foyer
donnés , prenons ce foyer pour origine; soient y’, x', y”,
x" les coordonnés des points A et B, les axes étant rec-
tangulaires: I'équation de la courbe est

(y* + a*) (k* + &%) = (Ky + kx — I)? (voir t. 1L, p. 427)-
Faisons

! / I My W
24y =", Ty =r"

Faisons,, de plus, & = v; '
aisons, de plus, - = v; nous aurons

1 -
(v) y'-{—cw’—-‘_—,:r’ Vi+ e,
l P
(2) _y”—{-—ux”—}—,:r”\/x + o

Retranchant membre a4 membre et faisant disparaitre le

radical , nous obtiendrons
o? [(_z,l _ xll)g — (’_I__ 7‘”)7] 20 ()’I _J’”) (z/ —_"
==Y ="
d’ou

oo — 1) = (& — ] = = 2 (= )

& (AT =TT =57,

1'* Observation. Lorsque I'angle AFB est aigu, on peut
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toujours prendre les axes de maniére que les quatre coor-
données des deux points soient positives ; par conséquent,
" et r” doivent étre de méme signe. Donc v n’a que deux
valeurs toujours réelles, car v/v/ > x'x" 4 y'y", et de

1 . A .
méme 773 on parvient au méme résultat lorsque 'angle

AFB n’est pas aigu.

2 Observation. Si 'on prend FA pour axe des x, les
valeurs de v seront données en parties du triangle FAB.

3¢ Observation. La solution géométrique revient i me-
ner des tangentes communes aux deux cercles décrits des
points A ¢t B comme centres, avec les rayons FA et FB;
les deux cercles se coupant au point F, il n'y a que deux
tangentes, lesquelles sont les directrices des deux para-
boles qui répondent a la question.

4° Observation. Lorsque les deux points et le foyer
sont sur la méme droite, la parabole se réduit a cette
droite, et la directrice, perpendiculaire a cette droite,
passe par le foyer. Les points de la droite sont alors a
égale distance du foyer et de la directrice; ce qui caracté-
rise la parabole.

Prosrime . Etant donnés le foyer et un point d’unc
parabole, trouver 1° le lieu du sommet; 2° Uenveloppe
de la directrice.

Solution. Conservons la méme notation. L’équation

’

. . { , . )
de la directrice est y —+ vx — - =03 I'équation de 'axe

principal est vy — x = o. Eliminant v entre ces deux
équations, aprés avoir remplacé — par sa valeur tirée de

I'équation (1), on a pour le lieu du point ou l'axe ren-
contre la directrice, I'équation
(42— 3y’ +ax' P =r" y' 4+ x*),

équation d'une aplandtique (tome 1V, page 426). Clest
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le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées d’un point
du cercle (y —y')* 4 (x — x’)* = ¢* sur les tangentes a
ce cercle. C’est aussi une épicycloide (v. t. III, p. 124).
L'origine est un point conjugué & la courbe, comme cela
doit étre; ce point disparait. En passant aux coordon-
nées polaires, on a

20829 — y'sing + &’ cosp = =ko’,

équation d’une courbe facile & construire. 1l est évident
que lelieu du sommetiest une courbe semblable i celle-ci,
de dimension moitié moindre et semblablement située
relativement au foyer.

. . e . ) , . . .
Drirectrice. Eliminant g de’équation de la directrice,

on obtient

(@) [r—r'+v@—2)p=r"(1++);
prenant la dérivée relativement a v, on a

(0 [y — 5/ +ole— «))e —a) =or's;
d’ou

o =2z —2)
T ort—(x—a')
Elevant I'équation () au carré et combinant cette nou-
velle équation avec I’équation (a), on déduit

(x — ') , r
—w—a)y TV

=

r'r — (x____ x/)z’
substituant ces diverses valeurs dans I'équation (a), on
obtient

r—f+ e — 'y = o
L’enveloppe des directrices est donc le cercle décrit du

point donné comme centre avec un rayon égal a 7’
Observation. Nous donnons ce calcul comme exer-
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cice, car les résultats sont intuitifs et s’obtiennent immé-
diatement.

Prosiime WI. Etant donnés le foyer, un point d’une
parabole et une droite tangente, trouver une équation
de cette conigue.

Solution. Méme notation que ci-dessus, et de plus

dy + ex+ f= o I'équation donnée de la tangente; on a
la relation

-‘% (d?+ ) + 2./ (d + ve) = o (t. II, p. 108).

Cette équation et I'équation (1) font connaitre, par des
, . , 14 .
équations du sccond degré, les valeurs de v et de - qui
déterminent I'équation de la courbe.

Observation.On peut choisir les axes detelle sortequ’on

. / 2f ;
ait ¢=o0: l'on trouve alors == c’est 'ordonnée
du point ou la directrice rencontre 'axe des y, c’est-

a-dire la paralléele 4 la tangente menée par le foyer,
ordonuée qui est double de I'ordonnée ——-({:du point ou

la tangente rencontre ’axe des y. Substituant cette va-
Jeur dans I'équation (1), on obtient

2 —
.r’+vx’+—)-f="'x/l+v’,
[(

vésultats auxquels on peut parvenir immédiatement.
Prosrime IV. Erant donnés le foyer et une tangente,
trouver U'enveloppe de la directrice et le lieu du sommet.
Solution. Abaissant du foyer une perpendiculaire sur
la tangente, le pied de la perpendiculaire est le point
enveloppe des tangentes au sommet; donc le lieu du som-
met est une circonférence décrite sur la perpendiculaire
comme diaméure. Prolongeant la perpendiculaire d'une
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longueur égale a elle-méme, on obtient le point enve-
loppe des directrices.

Prosrime V. Etant donnés le Joyer et deu.z: tan-
gentes, trouver une équation de la courbe.

Solution. Conservons mémes axes, méme origine,

méme notation qu'au probléme 1. L'équation de la courbe
est

(724 2) (1 +v7) = (y +m—,§>z~

Soient dy + ex + f=o0, d'y + e'x + ' =0 les équa-
tions des deux tangentes; on a donc les deux relations

/
;—,(d’—i—e‘)—f—zf(d-{-ue):o,

l , ,
Z_—,(d’—-i—c”)-{»—zf (d" 4+ ve’') = o0;

, . . , {
ces deux équations du premier degré entre v et by donnent

les valeurs de ces inconnues: il n’y a donc qu’une so-
lution.

Solution géométrigue. Du foyer on abaisse une per-
pendiculaire sur une tangente, on la prolonge doublée,
ce qui donne un point de la directrice; I'autre tangente
donne un second point.

Prosrime VI. Erant donnés le Sfoyer, une tangente
et le point de contact, trouver une équation de la
courbe.

Solution. En prenant les mémes notations, soient x’,
' les coordonnées du point de contact; on a les deux

equations ; ,
v’)”—}-z.zv‘, 7 2.7:_70—«}-2 - =0,

{
‘—(d’—{-—c’ + 2f(d +ve) = 0,

. . {
qui donnent deux valeurs pour les inconnues 7Ly on
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peut choisir les axes de maniére qu'on ait e==o0, ce qui
abrége le calcul.

Solution géométrique. La solution géométrique ne pré-
sente aucune difficulté.

Prosrime VII. Etant donnés trois points et la direc-
tion de Uaxe, trouver Uéquation de la courbe.

Solution. Prenons le point A pour origine, le diamétre
qui y passe pour axe des x, et les axes rectangulaires.
Soient x', y', x”, y” les coordonnées des deux autres
points; 'équation dela courbe est de la forme

y*+ Dy +Ex=o.
On détermine D et E au moyen des deux équations du
premier degré
Dy’ +Ezx' = —y", Dy’ +Ez' = —y",

lesquelles donnent

D(y'a" — aly") = aly" — &'y",

E(y'a" —2'y") =y"2'* — y'2".
On a

k=2E, ¥=o0, =D} I'=E,, L=E, N=1;

donc « et 3 étant les coordonnées du foyer, on a

D* — E? D \
“= A= — — (t. II, p. 432) et pour le sommet,

D D

a'=»4'E, pl:—-;’

4Ex + D* — E*= o0, équation de la directrice.

La solution géométrique s'obtient en faisant passer le
diamétre par le milieu d’une des cordes données.

ProsLime VIIL. Etant donnés deux points et la di-
rection de Uaxe, trouver 1° le lieu du foyer; 2° le lieu
du sommet.

Solution. Méme notation et méme systéme de coor-
données que pour le probléme précédent. On a -

Dy’ +Ex'= — ", D= — 2§,
E:+4eE =46, Er=2f —y"
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Eliminant E, on obtient , pour le lieu du foyer,
481y — o)+ 8ay'ap— by p— fy ety = o,
équation d’une hyperbole.

Les coordonnées du centre sont }x', ; y', et les équa-

tions des asymptotes sont
28—y’ =o,
2B(2"—y") —faz’y’ + ' (y" 4+ "),

' -— 2 y'Ba + y'?« = o, hyperbole, lien du sommet.
Les coordonnées du centre sont § x' et § y', et les asymp-
totes sont paralléles aux droites f = o, B’ — 2y’ = 0.

Prosrime IX. Etant donnés deux points, une tan-
gente, la direction de Uaxe, trouver une équation de la
courbe.

Solution. Méme notation et méme systéme d’axes qu’au
probléme précédent. Soit dy + ex + f= o0 Péquation
de la tangente.

On a pour condition de tangence

[Ed — D¢} + 4 efE = o (t. II, p. 108)
et
Dy’ + Ex' = — y"%.
Par 'élimination de D, il vient

E[dy’ + ez’ + 2 Eey *[dy’ + ex' + 2f] + ey = 0;
d’ou
E[dy'+ ex' P =—ey"* [dy'+ ex'+ o f £ 2\ (dy '+ ex'+1)].

Prosime X. Etant donnés un point, une tangente
et la direction de Uaxe, trouver 1° le lieu du foyer; 2° le
lieu du sommet.

Solution. Prenons le point pour origine, la direction
de Yaxe pour axe des x, et les coordonnées rectangulaires;

"équation de la parabole est

ry*+ Dy +Ex=o.
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Méme notation qu’au probléme précédent; ainsi on a,
pour condition du contact,

(Ed — De) + 4 ¢fF = o.

On a, en outre (voir ProsLime VII),
DP—E . D
4E b=— 2

o =

Eliminant D et E entre ces trois équations, on obtient
une équation du quatriéme degré qui se décompose en ces
deux autres,

pr=o, P(d'—c) + faf(d®— &)de + fa*d e — Bde* fP
—4éfe—4efr=o0.

Cette derniére représente une parabole dont la direction
de I'axe est donnée par I'équation

B(d*— ¢*) + 2 ade = 0.

Lorsque f'= o, 'origine devient un point de contact; la
parabole se réduit a cette droite, ce qui est évident a
priori, et cette droite fait, avec I'axe des x, un angle double
de celui que fait la tangente avec cet axe.
q g

~ 2
Le sommet (voir ProsLime VII), D = —2; E= £,

a
Substituant ces valeurs dans I'équation de contact, et di-

visant par [?*, on obtient
Brd* + 4deap -+ 46"0&"‘ -+ 4dcf= o,

équation d’une parabole.

Prosrime XI. Etant données trois tangentes et la
direction de Uaxe, trouver une équation de la courbe.

Solution. Prenons pour origine le point d’intersection
de deux de ces tangentes, et pour axe des x, le diamétre
qui passe par ce point. Soient

dy +~ex+f=o, dy+cr=o0, d'y+c'z=0
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les équations des trois tangentes, et
y*+Dy +Ex+F=o.
Les trois conditions de tangence sont exprimées par les
équations
(1) FE*d* — 2deDE +- (D* — 4F)e? + 4 feF = o,
(2) E'd"? — 2d’'¢'DE + (D*— 4F)e*=o,
(3)  Ed”*— 2d”¢'DE + (D*— 4F)e” = o.
Eliminant D* — 4F entre (2) et (3), et faisant disparaitre
le facteur commun d'e” — d"e’, on obtient
) E(d e+ d'e')=2¢¢"D.
Fliminant D* — 4F entre (1) et (3), on obtient de méme
E (d?¢"* — d"?¢*) + 2 Dee” (A" ¢ — de” | + 4 fee"* = o.
Faisons, pour abréger,
(de’ — d’e) (de” — d" ¢y =M; .
d’ou
DM + afe[d'e” + d" '] = o}
EM + 4ffec’e” = o;
FM? — f2¢?[d"e — d'¢")* = o0;
aM + fe[d'd” — ¢'¢”] = o | coordonnées du foyer
BM + fe(d'e” +d"e)=o (woirt.1I, p. 432);
Mz + 2fe{d'd” + ¢'¢”"] = o, équation de la directrice
(woir t. 11, p. 433).
Observation. Lorsque d'd" + e'e" = o, les deux tan-

gentes sont perpendiculaires, et I'équation de la direc-
trice se réduit & & = o, ce qui est évident a priori.

tnn. de Mathémat., t. V11, (Avril 1849.’ 9
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SUITE DE LA QUESTION 34

(Voir t. VIII, p. 61);

Par M. Pr. BRETON (pe Cmame).

Solution générale.

La surface que nous avons discutée ci-dessus est du
troisiéme ordre, et il a fallu donner une forme particu-
liére & son équation pour satisfaire a la condition pro-
posée. Dans les degrés supérieurs, en prenant toujours
P’axe des x pour la droite appartenant a la surface,
I’équation de cette derniére doit évidemment étre de la
forme ‘

Y¥(z y,2) + zw (7, 3, 2) =0,

Y et & étant des fonctions entiéres des coordonnées x,
¥, z. En effet, si 'on suppose y = o, z =0, I'équation
est satisfaite quelque valeur qu'on attribue a x, de sorte
que 'axe des abscisses appartient, comme on le demande ,
a la surface.

L’équation

(y —bx—B)(z, 0, 2)+ (z—cx—7)w(2r,0,5) =0

appartient de méme a une surface sur laquelle la droite
y = bx + 3, 2 = cx + y estsituée tout entiére. Il s’agit
maintenant de voir si cette droite est la seule qui se trouve
dans ce cas.

Soit m le degré de la surface, posons généralement
y=Wx+p', 2 =cx~+7, et cherchons a faire que la
droite représentée par ces équations se trouve sur la sur-
Aace. Le résultat de la substitution, ordonné par rapport
aux puissances descendantes de x, sera de la forme

Aja™ 4 AI‘IJ'"”l -+ ‘\‘-l'm_‘.l -+ ... 4 Am—»wl‘ -+ Am =0,
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et il faut que cette équation soit satisfaite quelle que soit
la valeur de x, ce qui exige qu’on ait

(A) Ap=o0, Ai=o0, A;=0,...,A,, =0, Ay=o0.
De 1a 7 4 1 conditions entre les paramétres de 1'équa-
tion proposée et les quatre quantités inconnues b, ¢’,
£’y 7'. En éliminant ces derniéres, il restera m — 3 con-
ditions entre les paramétres connus.

Les équations d’ou dépendent b, ¢/, 5/, ¥’ pouvant s’é-
lever au degré m, chacune de ces quantités est suscep-
tible de  présenter, d’aprés le théoréme de Bezout, m*
valeurs. Si m est pair, m* le sera aussi, et le nombre des
systémes de valeurs réelles des inconnues sera également
pair. Donc il y aura, en général, plusieurs droites sur la
surface donnée , puisque, d’aprés la forme de son équa-
tion, elle en admet déja une. Ces droites pourront se
confondre dans le cas des racines égales, et alors on aura
une surface de degré pair satisfaisant a la question.

D’aprés 'hypothése admise sur la forme de I'équation
proposée, il existe au moins un systéme de valeurs de
b’y ¢’y B’y 7' qui satisfait aux équations (A); donc les
m — 3 conditions qui restent aprés avoir éliminé ces in-
connues, sont satisfaites identiquement, et, par suite,
ne peuvent servir a limiter le nombre des solutions. C’est
donc a rendre égales entre elles toutes les racines réelles
sl y en a nécessairement plusieurs, ou & n’err laisser
subsister qm’une seule, qu’on doit tendredans la recherche
des surfaces sur lesquelles il n’est possible de tracer
qu'une seule droite, sans se préoccuper des équations
de condition qui semblent devoir se présenter nécessaire-
ment. On disposera des signes des paramétres et de leurs
grandeurs, comme nous I'avons fait pour une surface du
troisiéme degré, de telle sorte qu’il n’y puisse étre tracé
qu’une seule droite, ou plusieurs qui se réduisent a une
seule, de méme que dans le cas des racines égales.

Q.
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POLYEDRES REGULIERS ORDINAIRES ET POLYEDRES
REGULIERS ETOILES
( Voir t. VIII, p. 68),
D’apres M. Poinsor.

11. Soit un polygone plan de n cotés et de U'espéce p;-
si‘par un point O pris hors du plan et par tous les cotés du
polygone on méne n plans, on forme au point O un angle
solide de n faces ct de I'espéce p : une droite coupe donc
les faces en 2 (p —1) points. Si on congoit une sphére
ayant O pour centre, les faces de 'angle solide couperont
la sphére suivant un polygone sphérique de n cotés et de
Pespéce p. Dans ce qui suit, nous ne considérerons que
des polygones sphériques réguliers de premiére espéce, et
des angles solides réguliers de diverses espéces.

Le nombre des cotés d'un polygone régulier sphérique
n’en détermine pas I'angle; soient donc n le nombre des
cOtés, a Vangle, et représentons par l'unité I'aire du
triangle trirectangle. ‘

L’aire de ce polygone est égale & na — 2n + 4; sup-
posons que, f et g étant des nombres entiers positifs, f fois
cette aire soit égale a g fois I'aire de la sphére, de sortc
qu’on a

f(ra—2r+4)=8g;

il s’agit de savoir si I'on peut couvrir la sphére avec f de
ces polygones réguliers égaux , de maniére que les angles
se réunissent en méme nombre autour de chaque point,
et y forment un angle solide régulier de méme espéce:
alors les cordes des cotés du polygone sphérique seront
évidemment les arétes d’un polyedre régulier. On ne sait
démontrer lexistence de cette possibilité que pour un
petit nombre de cas. que nous allons examiner.
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Soit p — 1 I'espéce de P'angle solide régulier, formé de
¢ angles se réunissant en un point, on aura donc
» ga=4(p —1);
ainsi il faut, avant tout, satisfaire aux deux équations
Sflna —2n+4)=8g, qa=4(p—1).
S5 n, &, ¢, p sont des nombres entiers positifs; 7 et ¢ ne
doivent pas étre au-dessous de 3, et p — 1 doit étre pre-
mier a ¢:
(A) g=r1, p=2.
1. n=3,49=23,a=2%, f=4, tétraédre régulier ordinaire.

2°. n =3, q=14, a=1, f=38, octaédre régulier.
3. n=3,q=>5, a=1{, f=20, icosaédre régulier.

Avec cette valeur de n, on ne peut faire ¢ égal ou su-
périeur a 6.
4 n=14, ¢g=3, a=41%, f=06, hexaédre régul. ou cube.

Avec cette valeur de 72, on ne peut faire ¢ égal ou su-
périeur a 4.
5. n=5, ¢q=3, a=4, f= 12, dodécaédre régulier.

Avec cette valeur de n, on ne peut faire ¢ égal ou su-
périeur a 4.
6°. n=6.

Aucune valeur de g égal ou supérieur a 3 n’est admis-
sible.
(B) p=3.

Le pentagone est le premier polygone qui ofire un po-
lygone régulier de seconde espéce; faisons donc ¢ = 5.

o

. 8 . 20 . .
1. n=3, a=g: Sf= _?E_’; d’ou, en moindre nombre,

g =71, f= 20.
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Ainsile polyeédre, s’il existe, a vingt faces triangulaires et
recouvre sept fois lasphére. Oron peut en effet Je construire
a 'aide de 'icosaédre ordinaire. De chaque sommet par-
tent six diagonales; les cing les plus courtes sont les arétes
égales d'un angle solide quintuple de la seconde espéce,
et les douze angles solides fournissent 20 triangles équi-
latéraux égalcment inclinés I'un sur 'autre : on aura ainsi
un premler icosaédre étoilé.

2. n=35, q___5 p=3, a=3;don f=4g. g est
au moins égal 4 2; car, les angles solides étant de seconde
espéce, la sphére doit étre recouverte au moins deux fois.

Faisant donc g =3, f'= 12, ce solide existe et on le
construit encore au moyen de I'icosaédre ordinaire; de
chaque sommet partent cinq arétes dont les extrémités
forment un pentagone régulier, les douze pentagones
égaux formeut un dodécaédre étoilé.

12. Sidans le dodécaédre étoilé précédent, qui recouvre
trois fois la sphére, on prolonge de deux en deux les cotés
des faces jusqu’a leur rencontre, on obtient douze penta-
gones réguliers de la seconde espéce, qui se réunissent par
trois autour de vingt sommets, ct forment un nouveau
dodécaédre étoilé, mais formé avec des pentagones de la
seconde espéce; 11 wvingt angles solides triples, trente
arétes, et recouvre exactement quatre fois la sphére, de
maniére que sa surface ne peut étre coupée par une droite
en plus de huit points, et que 'angle solide est de qua-
fll(’nl.e especc.

13. Si dans l¢ dodécagdre ordinaire on prolonge de
meéme les cotés des douze pentagones, on obtient encore
un nouveau dodécaédre étoilé formé par des pentagones
de la seconde espéce; mais les pentagones se réunissent
par cing autour de chaque sommet, et la surface du po-
lyédre ne recouvre que deux fois la sphére.

Observation. Les formules précédentes ne s’appliquent
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pas a ces deux solides, elles supposent des polygones de
premiére espéce.

14. Ces quatre nouveaux polyédres réguliers, une des
plus belles découvertes de M. Poinsot et de la géométrie
moderne, sont les seuls dont I'existence soit constatée.
Existe-t-il encore d’autres polyédres réguliers et dont le
nombre de faces ne soit pas un de ceux-ci, 4, 6, 8, 12,
20? L'impossibilité est démontrée (Cauchy, Journal de
UEcole Polytechnique, 16° cahier, page 75, 1813) (¥).

La difficulté de se représenter ces solides est sans doute
cause de 'abandon de cette étude, qui aurait peut-étre
un intérét méme pour Ja physique. Est-il donc impos-
sible que la nature ait employé des polyédres étoilés dans
la formation intégrante des cristaux? Qui répond que des
phénoménes de réfraction ne se rattachent pas a cette or-
ganisation? En tous cas, il serait utile que ces nouveaux
corps réguliers fussent construits et placés dans les ca-~
binets d’histoirc naturclle des colléges avec les autres
polyédres, pour aider aux démonstrations cristallogra-
phiques.

15. On sait que, sous le rapport analytique, la théorie
des polygones réguliers étoilés est un cas particulier de la
théorie des racines de I'unité, exprimées trigonométri-
quement. On en voit des exemples dans les beaux Mé-
moires de MM. Realis, Amiot et Lebesgue (t. II, p. 3
et 147; . III, p. 264; t. V, p. 683). On est bien loin
d’avoir quelque chose d’analogue pour les polyédres régu-
liers étoilés: c’est que les divisions en parties égales de
la circonférence sont illimitées, tandis que celles de la
sphére sont limitées.

16. Les centres des faces des cinq polyédres réguliers

(*) Nous verrons que les deux premiers polyédres de M. Poinsot appar-
tiennent a Képler ( Harmonices Mundi, lib. 11, prop. XX VI).
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ordinaires donnent: 1° pour le tétraédre, un second té-
traédre régulier; 2° pour le cube, un octaédre; 3° pour
Poctaédre, un cube; 4° dans le dodécaédre, un icosaédre;
5° dans l'icosaédre, un dodécaédre: de méme dans les
quatre polyédres de M. Poinsot.

17. Les points milieux des arétes dans les cing corps
réguliers donnent: 1° tétraédre, un second tétraédre;
2° cube, un corps semi-régulier construit sous huit trian-
gles et six carrés, un des treize corps dits archimédiques;
3° octaédre, le méme corps archimédique que pour le
cube; 4° dodécaédre, autre corps archimédique coustruit
sous douze pentagones et vingt triangles; 5° icosaedre,
méme que le précédent.

18. Note historiqgue. Nous renvoyons a I Apercu
historique (page 476, 1337), ou ce sujet est traité avec
la sagacité ct I'érudition particuliéres a ce célébre géo-
métre. Boéce (vi® siécle) connaissait déja le pentagone
é10ilé; il en parle avec une obscurité que M. Chasles
parvient a dissiper. On a fait méme, de ce pentagone,
des usages sous le nom de pentalpha et hexalpha , des
usages mystiques et magiques ; des lors, comme on s’y
attend bien , on attribue le tout a Pythagore, provi-
‘dence des antiquaires. Je dois ajouter que les cabalistes
ont fait un cmploi extravagant de I'hexagone étoilé
(triangle double), sous le nom de maguen David, bou-
clier de David. La premiére notion scientifique de tous les
polygones étoilés se trouve dans la Géométrie de Bra-
vardin, publiée en 1496 ; il les nomme figures a angles
égrédients. Enfin, en 1619, Képler publia son Har-
monices Mundi. Le but de I'ouvrage est de découvrir des
harmonies arithmétiques, géométriques et musicales dans
les mouvements des corps célestes. A cet ctlet, il traite
des polygones qu'on peut inscrire géométriquement; il
mentionne le pentagone de deuxiéme espéce . Poctogone
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et le décagone de troisiéme espéce, le pentédécagone de
deuxiéme, quatriéme et septiéme espéce , et P'étoile de
vingt-quatre cotés de cinquiéme, septiéme et onziéme es-
pece, et les désigne sous le nom de stelle, étoiles ; il ajoute
que la cos ('algébre) donne bien les équations pour tous
les polygones réguliers, mais pas la solution. Ainsi, d’a~
prés un certain algébriste, il rapporte cette équation,

7— 14472t —2*=o0;

et il fait la remarque d’une haute importance, que les
racines sont les cordes des pelygones étoilés. Selon son
habitude , aprés étre parvenu a des conceptions sublimes,
en écoutant les inspirations de son génie, il tombe dans
des excentricités en s’abandonnant a la folle de la maison,
son imagination. C’est ainsi qu'il passe de cette doctrine
des racines, si étonnante pour le temps, a la distinction
entre divers degrés de cognition, et soutient que la cogni-
tion géométrique de I'heptagone ne saurait faire partie
de 'omniscience divine : Neque scitur a mente omniscia
actu simplici ceterno, quia sud naturd ex inscibilibus est.
On lit en marge qu'un mathématicien, homme d'expé-
- rience, avait engagé Képler a oter cette phrase, qui peut
avoir une apparence blasphématoire; a quoi il répond
que les théologiens admettent que : Jmpossibilia esse quae
contradictionemn involvunt, et Dei scientiam ad talia
impossibilia se non extendere. D’ou 1l conclut : Quee
adulatio , propter imperitos librum non lecturos, de-
Sraudare ceeteros; c’est-a-dire qu'il ne faut pas dérober
la vérité aux hommes instruits, par ménagement pour
des ignares qui ne lisent pas. Cette observation trouve sa
place méme ailleurs que dans I Heptagonie. Dans le se-
cond livre du méme ouvrage, Képler décrit les treize corps
archimédiques (corpora archimedea), et en donne les
figures. Ce sont des solides terminés par divers polygones
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réguliers , et qui probablement sont ainsi nommés parce
qu’Archiméde a aussi considéré des solides terminés par
deux surfaces coniques, par un cone et un cylindre, etc.
A la maniére dont Képler en parle, il ne parait pas que
ces corps soient de son invention : on n’en connait pas
I'auteur. s ont été souvent employés dans la perspective.
L’ouvrage le plus curicux de ce genre est du xvi° siécle;
voici le titre, traduitde I'allemand : Perspectiva corporum
regularium, c’est-a-dire indication soignée pour mettre
trés-artistement en perspective les cing corps réguliers
dont parle Platon dans son Timée, et Euclide dans ses
Kléments, efc.; d’aprés une woie particuliére, neuve,
prompte et exacte, qui t’a jamais été misc en pratique ;
de plus, une belle direction pour trouver et construire
sans fin, au moyen de ces cing corps, beaucoup d’autres
corps de diverses espéces et formes, en U'honneuwr de tous
les amateurs des arts libéraux, par Wentzel Jamitzer
(bourgeois et horloger 2 Nuremberg). Anno M. DLXVIIIL.

L’ouvrage, d’'unc magnifique exécution, contient plus
d'une centaine de corps mis en perspective. La seconde
partie, qui devait contenir les régles, n’a pas paru. L’au-
teur, né vers 1508 a Nuremberg, y est mort le 15 décem-
bre 1586. On trouve une description détaillée de cet ou-
vrage , d’une extréme rareté , dans I’ Histoire des Mathé-
matiques de Kastner (tome 11, page 19, 1797). Le méme
écrivain a donné, je crois, la premiére classification et
la théorie de cc genre de corps dans les Mémoires de la
Société de Gottingue (De corporibus polyedris data
lege irregularibus et commentationes, tome VI, 1983;
tome VIII, 1785, 86, 87 et 88). Une exposition trigono-
métrique compléte de ces corps se lit dans la Collection de
Problémes géométriques de Meier Hirsch (t. 1I, p. 139,
1807); et, en frangais, on trouve quelques données et cal-
culs sur ces corps, cn 1808, dans 'ouvrage de Lidonne
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(voir Nouvelles Annales, tomel); mais les quatre nou-
veaux polyédres réguliers sont mentionnés, pour la pre-
miére fois , dans le célébre Mémoire de M. Poinsot (Jour-
nal de U'Ecole Polytechnigue, 10° cahier, page 16, 1810).
On ne saurait trop engager les éléves a lire cette remar-
quable production de I'ingénieux géométre; quant aux
professeurs, il n’en existe pas un seul qui ne I'ait lue plu-
sieurs fois. .

Nous nous occuperons du Mémoire de M. Cauchy, cité
ci-dessus.

SUR I’HEXAGRAMME MYSTIQUE

( Voir t. III, p. 304);
Par M. LEBESGUE.

Cette proposition de Pascal ou de Desargues, suivant
M. Gergonne, est bien nommée en ce sens qu’elle est en
quelque sorte la figure, ou plutdt la représentation géo-
métrique exacte de I'équation d’une conique qui passe par
cinq points fixes. Cette proposition doit donc renfermer
toute la théorie des sections coniques, puisque cette théo-
rie n’est qu'un développement des propriétés de 1'équa-
tion générale des courbes algébriques du second degré.

Avant de démontrer ce que j'avance ici, ce qui d’ail-
leurs I'a été en d’autres termes, je donnerai, d’aprés
MM. Steiner et Plucker, I'énoncé complet des propriétés
de 'hexagone mystique.

« Six points pris arbitrairement sur le périmétre d'une
» conique quelconque sont les sommets de soixante hexa-
» gones inscrits, et les points de contact de soixante hexa-
» gones circonscrits (Cannor, Géométric de position).
» lesquels jouissent des propriéiés suivantes :
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« 19, Dans chacun des hexagones « 1°, Dans chacun des hexagones
inscrits, les points de concours des circonscrits, les droites qui joi-
directions des cotés opposés ap- | » gnent les sommets opposés con-
partiennent tous les trois a une | » courent toujours par trois dans
méme droite (D) (Pascal), de|» un méme point (P) (Brianchon),
sorte qu’on obtient ainsi soixante | » de sorte qu’on obtient ainsi
droites D. soixante points P.
» 29, Ces soixante droites D con- » 20, Ces soixante points P ap-
courent trois 4 trois dans un|» partiennent trois & trois 4 une
méme point p, de sorte qu’on ob- | » méme droite d, de sorte qu’on
tient ainsi vingt points p. obtient ainsi vingt droites d.
» 30, Ces vingt points p appartien- » 30, Ces vingt droites ¢ concou-
nent 4 quinze droites ¢ dont cha~ rent dans quinze points &, par
cune en contient quatre, de sorte chacun desquels en passent qua-
que par chacun des vingt points p, tre, de sorte que chacune des vingt
passent trois des quatre droi-|» droitesd contienttrois des quinze
tes g, » .| » points . »

(Journal de M. CreLLE , tome XXXIV, page 338.)

=
=

=

=
=

=

=
=

=

=

11 suffira de démontrer ici la proposition de Pascal ,
les autres serviront d’exercices. On peut d’ailleurs consul-
ter les Mémoires de M. Plucker indiqués & endroit cité.

L’équation la plus générale des courbes du deuxieme
degré ou des coniques renferme six coefficients , dont un
pourrait étre réduit & 'unité; il suit de la qu’en se don-
nant cinq points de la conique, on aura cinq équations
du premier degré pour déterminer les coefficients.

Dans le chapitre IV de son Introduction, Euler prend
pour coordonnées des cinq points,

£ =0, xr=a, ‘L":.‘O, X == Cy L TZC,
y=o0, y=o, y=b, y=d, y=/,
L’équation de la courbe cherchée
(A) Ay* +Bay +~Cx*+ Dy +Ex+F=o
est entiérement déterminée en posant
A=ce[fian—c)—da—y¢)], D=—bA,
'B' {B= f@—c)b—f)—de(a—c) b—d), E=—ac,
C=df[eb—f —¢ (6 — d)], F=o.
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11 existe donc toujours une conique et une seule passant
par les cinq points donnés (on suppose que trois points
ne sont pas en ligne droite).
Sil'on met dans (A) les valeurs des coefficients (B),
I’équation pourra prendre diverses formes, parmi les-
quelles on distinguera la suivante :

c X(y —f)(dx—cy) + Y (x — c) (er — fx)
() = (dz — cr) (ey — fo).

La comparaison donnerait les valeurs de X et Y, mais il
est plus simple de les calculer directement ainsi qu’il suit:
L’équation (C) du deuxiéme degré en x, y coordonnées
d'un point variable de la courbe est évidemment satis-
faite par x=o0, y =o0; x=c, y=d; x=e, y =/.
Ainsi la conique () passe par (c) des cinq points; si on
exprime qu’elle passe par les deux autres, en posant
successivement x =o0, y =b; x =a, y = 0, on trou-
vera deux équations qui sont précisément celles des droites
passant par les points (o, o), (¢, d), (0, d), (e, f). Pour
fixer les idées, nous numéroterons ainsi qu'il suit les cinq
points fixes et le point variable:

1 2 3 4 5 6
(0, 0), (a,0), [c,d), (5, (e,f), (o, b);

I’hexagone sera 123456. On voit donc que X et Y sont
les coordonnées du point de rencontre des cotés opposés
(2, 3), (5, 6).
D’autre part, I'équation
. X Y _,
représente une droite coupant I'axe des x a une distance P
de l'origine, et I'axe des y 4 une distance Q de la méme
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origine. Or I'équation (C) prend la forme (D), si 'on
pose
dz — cy
y—f » Q= xr—c ;
comme y = o, x = P sont les coordonnées de I'intersec-
tion des cotés opposés (1, 2), (4, 5), de méme x=o,
y=Q sont celles de I'intersection des c6tés opposés (1, 6),
B, 4).

L’équation (C) ou I'équation (D) exprimera donc que
les trois points d’intersection des cOtés opposés sont en
ligne droite. C'est la une des propriétés principales de
'hexagone mystique; c’est, comme l'on voit, l'interpré-
tation géométrique de I'équation (C).

On aurait pu remplacer I'équation (C) par 'équation

X(y —d)ley — fa) + Y (x — ¢) (dz — cy)
=(dz — o) (fo —ey), °

et I'on aurait obtenu semblablement un théoréme ana-
logue qui donne, ainsi que le précédent, un moyen facile
de construire par points et avec la régle, sculement les
coniques qui passent par cing points donnés.

SOLUTION DE LA QUESTION 203

( Voir t. VII, p. 441, et t. VLI, p. 45);

Par M. E. FERIER,
Eléve du lycée Charlemagne (classe de M. Catalan ).

Dans un pentagone, si I'on considére comme sommets
d’un pentagone :

1°. Les points milieux des cinq diagonales;

2°, Les centres de gravité des cinq triangles formés
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par deux diagonales et un cdté, on obtient deux penta-
gones semblables et inversement placés.

Soit ABCDE ( fig. vo, Pl. IT) le pentagone donné.

On construit, d’aprés I'énoncé, le pentagone FGHIK ,
qui a pour sommets les milieux des diagonales AC, BD,
CE, DA, EB.

Puis le pentagone F'G’'H'I'K/, qui a pour sommets les
centres de gravité, c'est-a-dire les points de rencontre
des médianes des triangles BED, ACE , ABD, BEC, ACD.

11 faut démontrer que ces deux pentagones sont sem-
blables et inversement situés, c'est-a-dire que les droites
qui joignent les sommets homologues se coupent en un
méme point, et que les sommets homologues sont de
part et d’autre de ce point.

11 suffit de démontrer pour cela que les cotés F'G' et
FG, G'H' et GH, etc., sont paralléles, et quon a, de
plus, la suite des rapports égaux :

F'G’ G'H HT TI'K' F'K
FG  GH HI 1K  FK

La droite I’/ G/ est parallélea FG. En effet, pour obtenir
le point ¥/, on a pris le point de rencontre des médianes
du triangle EBD, c’est-a-dire que le point F’ se trouve
sur la médiane EG, aux deux tiers a partir du sommet E.
De méme le point G' est sur la médiane EF dans Ic
triangle EAC, aux deux tiers a partir du sommet E; par
conséquent

EG’ _EF’
EF ~ EG

donc la droite F/ G’ est paralléle a la base FG, et de plus

on a
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On démontrerait de méme que dans le triangle DKF,
on a F'K' parallele a KF, et que, de plus,
F'K' 2

=
FK 3
et ainsi de suite pour les autres cotés. Donc ces deux pen-

tagones ont leurs cotés paralléles et proportionnels; donc
ils sont semblables.

. On voit, de plus, qu’ils sont inversement situés.

QUESTIONS D’EXAMEN SUR LES GONSTRUCTIONS
GEOMETRIQUES (*).

Il ne s’agit que de constructions avec la régle et le com-
pas, dites géomeétriques.
I. Lemme. On sait construire les valeurs de x dans

L. M P ) .
les équations x = X’ x? = Q’ M et P étant des monomes

de degré 2. N et Q des monomes de degré n—1 et n—2.
II. Prosrime. Construire la valeur de x dans Uéqua-

. M , . . ,
tion x = o> M étant un polyndéme rationnel de degré n,

et N un polynéme rationnel de degré n — 1.

Solution. Prenons deux monémes quelconques A et B,
I'un de degré n — 1 et 'autre de degré n — 2, et consi-
dérons A et B comme facteurs communs a tous les termes
des polynémes M et N; ona M = AM, et N = BN,, d’ou
T = %%IIJ - Mais A ct B, monomes du premier degré, peu-

1

/*3 M. 1. Bertvand examinateur.
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vent étre réduits & un seul terme; donc AM, et BN, deve-
nant des mondmes , on revient au cas du lemme.
1. Prosrime. Construire lavaleur de x dans U'équa-

. M ; I . .
tion x* = N M étant un polyndme rationnel de degré

n, et N un polynéme rationnel de degré n — 2.
Solution. Prenant deux mondmes quelconques A et B
de degré n — 1 et » — 3, et opérant comme au précédent

AM , . .
probléme, ona x* = ﬁ-’; le numérateur et le dénomina-
1

teur étant des mondmes, on retrouve le lemme.

Observation. 11 est presque inutile d’ajouter qu’on doit
et qu'on peut former A et B avec les lignes qui se trouvent
déja dans les polyndomes.

IV. Prosrime. Construire la valeur de x dans Uéqua-
tion x* =M; M étant un polynéme rationnel de de-
gré an.

Solution. On réduit d’abord le polynéme 4 un monéme
par ce qui précéde. Supposons donc que M soit un mo-
néme de degré 2n: deux facteurs peuvent étre réduits a
un carré; donc tout le mondme peut étre converti en un
produit de n carrés. Extrayant de part et d'autre la ra-
cine carrée, on obtient x"=M;, ou M, est de degré n; si n

est pan‘, on est amene a une equauon dO degl‘e -Q—; et ainsi

de suite. Donc, si 2 est une puissance de 2, la valeur de
x est constructible géométriquement; et, en tout cas, on
peut parvenir a une équation de¢ degré impair, mais qu’on
ne sait pas construire.

Observation. 1l est bien entendu que M n’est ni néga-
tif, ni une puissance parfaite d’ordre 2n.

v_
V. Proprime. Construire x = a\ym; a est une ligne,
p un nombre entier positif et m un nombre.
Ann. de Mathémar., 1. VIII. (Avril 1849.) 10
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Solutivn. On a x¥ = ma?; faisant ma =>b, on a
x? = ba?~!, expression qu'on saura construire si p est
une puissance de 2.

V1. Prosrime. Construire

P_ v b,
17#7!m+”'¢mn+ﬂ,vlnz+ =y

q 9
\/r—z -+ \/rz. + ...
@, ay, as,...sont des lignes, p, piy pay...y ¢, G5y Gae-.
sont des puissances de 2, et m, my, m,,... des nom-
bres positifs.
Solution. Multipliant haut et bas par une ligne quel-
conque b, on obtient

r P
Vmarbpr 4 m,arbr, + . ..
r =

T 7 '
\/nlﬂ —+ \/n\b‘l‘ “+ ...

Chaque monéne du numérateur se raméne a un carré, et
chaque monéme du dénominateur a une ligne; donc on
sait construire x.

Exemple. Partager la longueur « en deux segments

8 16
qui soicnt entre eux comme V3 : \/7; les deux segments
8 —
ay3
sont 7—— et T
V3+vVs VB4

Le premier segment est égal a

8

\/3—(1T _ v‘?}?ﬁg

¥ 16 s _____ 16 ’
V3a® +\ra®  Vea 4+ yh a-
ou

b=3u, b =1a.
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On sait construire chacun de ces monémes; de méme
pour le second segment.

VII. Prosrime. Construire x = aP; a est une ligne
et P une fonction trigonométrique rapportée aux angles
a, 3, 7, etc.

Solution. L’angle a étant donné, on prend sur un des
cotés de cet angle, a partir du sommet A, une longueur
arbitraire AB; du point B on abaisse BC perpendicu-

. [ . BC
laire sur 'autre c6té; on remplace sina par 5 o8«

AC . BC de méme i 1
par 2 tang a par - ete.; de méme pour les angles B,

v, etc., et aP ne renfermant que des lignes connues, on
est ramené aux problémes précédents.

VIII. L’élégance dans les constructions consiste & faire
le moins d’opérations possible ct a ne se servir que des
données de la figure.

Exemple. Partager une longueur AB en deux seg-
ments qui soient entre eux comune sine esta sinf3; les
ABsin = ABsin §
sinw 4 sin b sin « + sin P
A on fait un angle égal a o, au point B un angle égal
A £, on forme un triangle; la bissectrice de 'angle opposé
a AB partage AB dans le rapport indiqué. Il est évident
qu'on ne saurait donner des régles pour obtenir des
constructions élégantes; cela dépend entiérement de la

sagacité de 'opérateur.

deux segments sont - Au point
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QUESTION D’EXAMEN SUR LES RACINES DES EQUATIONS (*);
Par M. TILLOT,

Professeur de mathématiques a Castres.
Théoréme. ¢ (x) = o étant une équation algébrique de
degré n et ayant n racines xy, xs,..., X, inégales, on a
1 1 _
Démonstration. On a I'identité connue

I 1

@—a)(z—a)...(r—2) ¢ () x—=)
1 I
T e—a Y e e — )
d’ou

1 . 1
1l : Z,

+ ! o

) [ 1 — — ", I — — ).
o o) (1= 2) oo (1= 2)
Faisant x = o , on obtient la relation (1).
Vérification. Soit I'équation x® + px + ¢ = o; la re-
lation indiquée devient ’

I 1 1
5z +p Bai4p  3amap

o,
ou, en 6tant le dénominateur commun,
3pr+6p(x] + ) +23) + 9z 2) + 2} 2} + zj2)) = 0.

Or, par la théorie des fonctions symétriques, le coeffi-

‘*) MM. Bertrand et Hermite examinateurs.
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cient de 6 p est — 2p, le multiplicateur de g est p*; donc
la relation devient .
' 3p’——12p“+9p“:—.0.‘ .

Interprétation géométrigue. Soit y = f(x) I'équation
d’une courbe parabolique de degré n, les axes étant rec-
tangulaires. Si par les n points (réels ou imaginaires) on
la courbe est rencontrée par I'axe des.abscisses qn méne
les n tangentes (réelles ou imaginaires), la somme des
cotangentes des angles que font ces n droites avec I'axe
des x est nulle.

Nota. Ce théoréme est un cas phrticulier du théoréme
d’Euler qui sert de fondement & la décomposition des frac-
tions rationnelles (voir t. IV, p. 295, et t. VI, p. 127),
théoréme auquel I'iJlustre Jacobi a donné une si belle gé-
néralisation (t. VII, p. 114), et qui donne lien a un
théoréme de géoméirie que nous consignerons ailleurs.

QUESTION D’EXAMEN. EQUATION DE L'HYPERBOLOIDE DE
REVOLUTION A UNE NAPPE (*);

Par M. TILLOT,

Professeur de mathématiques a Castres.

Trouver la surface décrite par une droite assujettic &
rester & une méme distance d’une droite fixe, avec la-
quelle elle forme un angle constant.

Solution. Prenons la droite fixe pour axe des z, ct
pour plan des xy celui que déerit la plus courte distance
entre la droite fixe et la droite mobile. Soicnt 6 I'angle
constant et 7 la plus courte distance donnée; soient
(1 r=az+a, :bz—i—ﬁ
les équations de la droite mobile.

LU0 MM. Bertrand et Hermite examinateurs.
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Faisant z = o, on obtient
(2) - . ol 4 Br=r2
L}

La projection de la droite mobile sur le plan xy étant tan-
gente au cercle de la plus courte disiance a pour équation

3) By 4+ ax =12,

et lon a -
r

4) =
_') CcOS \/” T b‘—i—l
1l faut done éliminer es quatre quantités variables a, 6.
o. 5 entre les cing equauons (1), (2), (3), (4)-
I.’équation (2) devient
(¢ — az) + (y — bz} = r4,
et 'équation (3) devient
y(y— bz +x(2 —az)=
d’ont
£ -yt - zhtang? 6 = 72,

Remplacant § par = — 6, I'équation ne change pas, ce qus
indique une deuxiéme géndération de la surface par une
droite; et si 'on méne par I'axe des z un plan quelconque,
la scction est une hyperbole, toujours la méme, ce qui
donne une troisiéme génération de la surface par une hy-
perbole tournante.

Nota. Un probléme intéressant cst celui-ci: Etant
donnée Uéquation générale d’une surface du second de-
gré, axes obligues, & quels caractéres peut-on reconnaitre
que la surface est un hyperboloide de révolution & une
nappe? Le cas général a été traité par M. Bourdon, dans
la Correspondance sur UEcole Polytechnique, t. 11,

187 et 2505 1813,
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COURS SUR LA THEORIE DES NOMBRES, AU COLLEGE
DE FRANGE.

Ce cours, destiné au petit nombre, au pusillus grex,
est digne de l'idée sublime qui a inspiré la création d’un
¢tablissement dont Vesprit a été si fatalement altéré , dans
ces derniéres années, par I'invasion de la politique; pro-
stitude audacieuse, touchant tout, souillant tout. L’en-
seignement est confié & un jeune savant dont les brillants
débuts ont attiré 'attention d'un Jacobi , et dont les Nou-
velles Annales se glorifient d’avoir accueilli et préco-
nisé le virginal speech, comme disent les Anglais (vowr
tome I). Plusieurs professeurs des départements expri-
ment le désir de connaitre la substance de ce cours, que
mes occupations ne me permettent malheureusement pas
de suivre. Si un auditeur mieux favorisé avait la généro-
sité de me faire parvenir des renseignements, je m’em-
presserais de les publier avec reconnaissance. On contri-~
buerait ainsi 4 propager des théories ou I’abstraction
mathématique se manifeste dans toute sa beauté, grave
ot puissante.

Puissent les Zercices de M. Lebesgue obtenir les en-
couragements que méritent une telle science, un tel
auteur !

THEOREME SUR LES ARCS DE COURBES ;
Par M. STREBOR.

Soit 7 le rayon vecteur mené d’une origine fixe a4 un
point queleonque d'une courbe donnée, et soit m» I'angle



(152)

fait par la normale en ce point avec un axe fixe; I'inté-
grale frdw exprimera I'arc de la courbe, lieu des projec-
tions orthogonales du point fixc sur les tangentes & la
courbe donnée. ‘

Ce théoréme fournit une démonstration trés-simple
d’une propriéié des arcs d’une classe de courbes, qui se
trouve énoncée dans le Journal de Mathématiques,
tome XII, page 448.

THEOREME SUR LES POLAIRES.

I" est un point quelconque pris dans le plan de denx cercles donnés, P est
le point d"intersection des deux polaires de P relativement aux deux cercles.
P et P’ sont dits points réciproques. Prouver que 'axe radical passe par
le milieu de PP’ ( fig. 11, Pl 11)

(Voir t. VI, p. 452);
Par M. Er. PLOIX,
fleve au lycée de Versailles.

Abaissons des points P et P’ les perpendiculaires PG ,
P'G’sur la ligne des centres O, O, et par le point I ou
P'axe radical IK rencontre PP’, menons HH' paralléle
a O0’: il faut prouver que I'on a PI = P’I, ou bien
H=1H', ou G'K = KG.

Le point P a pour polaire QP’; donc la droite PG aura

pour péle le point A ou la polaire de P rencontre OG ; on
a donc

0G .0A == R

De méme. on a

0G.O'B = r,
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R et r désignant les rayons des cercles O et O’. Ces
deux relations donnent

0G.0A—O0'G'.0B=R*—1r.
IK étant un axe radical, on a
OK —O'K =R!— r;
d’ou
(1) 0G.0A —0'G'.0'B=0K’ — 0'K .
Les deux triangles AG’P’, OPG étant semblables,

donnent
G'P'. GP == OG . AG’.

De méme, les deux triangles BG'P’, OPG sont sembla-
bles et donnent

G'P'.GP =BG'.0'G.
Comparant les deux égalités, on en déduit
(2) AG’.0G = BG*. 0G.

Ajoutant membre 4 membre les deux égalités (1) et (2),
on trouve

0G(0OA + AG') — 0'G (0'B + BG') = OK — O'K,
ou
0G .06’ — 0'G.0'6' = 0K —0'K .
Or
0G = OK + KG, 06’ = 0K —G'K, 0'G = 0'K— KG
et 0'G'=0'K + KG';
d’on _
‘GK+KG) (0K —G'K)—(O0'’K—KG] (0'K+KG'|=0K —OK *

Fflectuant les muliiplications et supprimant les termes
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qui se détruisent, on trouve

KG.GK + KG.0'K == KG'.0K + KG'.0’K,
ou
KG(OK + O'K) = KG'(OK + O'K);
d’ou
KG = KG'.

THEORIE DES FRACTIONS CONTINUES ;

Par M. E. CATALAN.

Les Traités élémentaires ne conticnnent, ordinaire-
ment, que les premiéres notions sur les fractions conti-
nues. Quant aux propriétés les plus importantes, les plus
remarquables de ces quantités, clles se trouvent dissé-
minées dans un grand nombre d’ouvrages. J'ai cru faire
une chose utile aux éléves, en essayant de leur donner un
résumé succinct de la théorie dont il s’agit.

1. — Préliminaires.

1. On appelle, en général, fraction continue, oute
expression de la forme

mais, dans les Kléments. on réserve plus particuliérement
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ce nom aux quantités telles que

1
a —+

b+ !

4

+ d+4...;

et 'on suppose méme, pour plus de simplicité, que les
nombres a, b, ¢, d, etc. , sont entiers et positifs.

2. 11 est facile de développer, en fraction continue
ayant cette derni¢re forme, une quantité commensurable
quelconque. Soit, par exemple, x = % En extrayant

les entiers, on trouve

L Lt
x = =1 —_—1
167 167
120
mais
167 1
67, L4 .
120 120 (120)
47
R 120
A son tour, la {fraction T se transforme en
26 1

24— =2+ —
@)

et ainsi de suite. On a donc, au lieu de la fraction ordi-
naire proposée, la fraction continue équivalente

1
rT= | 4+ ——-

L

1

T
2 e

1
1+
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On voit que les termes 1, 1, 2, 1, 1, 4, 5 de la fraction
continue sont les quotients entiers fournis par I'opération
du plus grand commun diviseur, eflectuée sur 287 et 167:
pour cette raison, on les désigne aussi sous le nom de
quotients incomplets. 11 est clair que, pour abréger, on
peut écrire

x=1, 1, 2, 1, 1, 4, 5.

3. Pour réduire une fraction continue en fraction or-
dinaire, il suffit de faire un calcul inverse du précédent.
Ainsi, 'on aura successivement

4+i—_—31— I+ ! =1+ ! _—_x-f-i:i(—s,
57 57 I 21 21 21
ivs (%)
b = —1—{—21 i,
o %(ﬁ)\ 206 20
1+ 1 (\'J,l/
4+

Pour plus de régularité, on dispose 'opération de la ma-
niére suivante :
I I 2 1 1 4 5
287 167 120 49 26 21 5 1.

Les termes de la premiére ligne sont ceux de la fraction
continue. Le premier terme de la seconde ligne est 1.
Enfin, un terme quelconque de cette seconde ligne est
égal au produit.du terme précédent par le terme écrit
au-dessus de celui-ci, augmenté du terme qui précéde
de deux rangs le terme cherché.

4. Avant d’indiquer un au