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METHODES GENERALES

hu

CALCUL DES PROBABILITES

Par M. B. HOSTINSKY,

Professeur & la Faculté des Sciences de Brno.

INTRODUCTION.

D’aprés la définition classique, la probabilité d’un phénomeéne
s'obtient en divisant le nombre de cas qui lui sont favorables par le
nombre total de cas possibles. Cette définition a un grave inconvé-
nient, car elle suppose qu’on regarde tous les cas possibles comme
également probables; mais il fautavoir déja une définition de la pro-
babilité pour pouvoir décider si certains événements doivent étre
regardés comme également probables ou non.

Pour trouver une meilleure définition de la probabilité ou du hasard.
Henri Poincaré a analysé quelques faits qu'on s’accorde a regarder
comme fortuits et auxquels le calcul des probabilités parait s’appli-
quer. Et, en recherchant leurs caractéres communs, il trouve que les
causes des phénoménes fortuits sont ou bien trés petites (une cause
trés petite engendre un effet considérable) ou bien trés complexes.
Dans le premier cas, nous avons a étudier les relations entre la pro-
babilité de la cause et entre celle dc I’effet. Or, sous certaines hypo-
théses, la derniére probabilité s’exprime au moyen d’un paramétre
ct d’une fonction arbitraire qui définit la loi de probabilité pour la
cause; et 'on trouve que, n augmentant indéfiniment, la probabilité de
’effet devient indépendante de la fonction arbitraire. D’od le nom
méthode des fonctions arbitraires dont nous nous occuperons dans
le premier Chapitre.
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Dans le second cas, nous avons a analyser les probabilités qui se
. rattachent a I'accumulation de petits effets dans une suite de n opéra-
tions successives.

Les problémes qui se présentent ici rentrent dans la théorie des
chaines due a Markoff, cette théorie sera exposée dans le second Cha-
pitre. Des problémes analogues se présentent pour les variables con-
tinues: ils seront traités dans le troisiéme Chapitre.

Nous admettons, dans tout ce qui suit, les deux principes fonda-
mentaux du Calcul des probabilités : le principe des probabilités
totales et celui des probabilités composées. Le premier principe
s'énonce ainsi : Si des événements E,, E,, ..., E, de probabilités p,,
P2, - .-, Pn S€ peuvent présenter comme résultats d’'une expérience
et s'ils s’excluent mutuellement, la probabilité pour qu’un d’eux se
produise est égale a py—+ p2—+. ..~ p,. D’aprés le second principe,
si p, est la probabilité de E, et p, celle de E, quand E, s’est produit,
la probabilité pour que E, et E, se produisent est égale a p, p, (voir
Borel [6], Chap. T).

GHAPITRE 1.

METHODE DES FONCTIONS ARBITRAIRES.

1. Probléme de la roulette. — Le fond d'une trés longue rainure
horizontale est divisé, par des segments rectilignes perpendiculaires
a la longueur et équidistants, en un trés grand nombre de bandes
étroites alternativement rouges et noires. A I'extrémité A de cette rai-
nure on place une bille et on lui imprime une vitesse initiale. La bille
roule sur le fond de la rainure et elle finit par s’arréter sur une bande
rouge ou noire. Soit z la distance au centre d’'une bande au point A
et dz la largeur d’une bande, supposée trés petite. Nous admettons
que la probabilité pour que la bille se trouve, dans sa position finale.
sur la bande d'abscisse z, soit égale a ¢(x) dx. Si la fonction ¢(x)
varie assez lentement avec z, les produits ¢(z)dz relatifs 4 un cer-
tain nombre de bandes consécutives auront a peu prés la méme valeur:
donc la probabilité totale d’amener (par la position finale de la bille)
bande rouge est égale a peu prés a celle d’amener bhande noire. Tou-
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tefois il faut exclure le cas ou la fonction ¢ () serait périodique avec
une période égale a la largenr d’une bande et ou elle aurait une valeur
constante pour les bandes rouges, peu différente de celle qui corres-
ponde aux bandes noires. Dans ce cas la probabilité totale d'amener
bande noirve serait différente de celle d’amener bande rouge (voir
Kries [1], [2]).

Le probléme de la roulette proprement dit ne différe pas au fond
du précédent. Supposons que la roulette soit divisée en un trés grand
nombre de secteurs égaux, alternalivement rouges et noirs. Impri-
mons-lui une rotation rapide. Lorsqu’elle s’arrétera, une de ses divi-
sions se trouvera en regard d’un point de repére fixe. Le probléme
consiste & trouver la probabilité p pour que cette division soit rouge.

1l y a, nous le supposons, une probabilité élémentaire (infiniment
petite) pour que la vitesse angulaire initiale soit comprise entre deux
limites données infiniment voisines. La probabilité f(8)df pour que
la roulette tourne d’un angle total compris entre 6 ct 6 + df, est lice
d’une maniére déterminée & la précédente. Supposons que chaque
secteur de la roulette corresponde a un angle . Divisons I'axe des
abscisses en parties égales a ¢ et, par les points de division, menons
des ordonnées jusqu’a la rencontre de la courbe

3= 0.

L’aire limitée par cetle courbe et par 'axe des abscisses se Lrouve
ainsi divisée en bandes de largeur ¢ qui correspondent alternative-
ment aux secteurs rouges et noirs. Supposons qu’on couvre de
hachurcs les aires (bandes) qui correspondent aux secteurs rouges.

L.a probabilité cherchée sera le rapport de 1'aire couverte de
hachures a I'aire totale.

Soit A 'angle maximum dont la roulette peut tourner, N le nombre
de secteurs et n le nombre de bandes dans la figure de la courbe
y=/(0). Nous avonse =A:n; N=ann:A.

Admettons que la fonction /() soit continue, quelle soit dérivable
¢t que sa dérivée f'(9) ne dépasse pas un maximum M

Lo M.
La différence des aires de deux bandes consécutives est plus petite

que g(p'— @), ou p' et p sonl respectivement le maximum et le
minimum de f(0) dans U'intervalle de longueur 2¢ correspondant a
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nos deux bandes consécutives. La quantité (p' — ) élant plus petite
que 2Me, la différence des deux aires-est plus petite que 2Me?.

. 1 . . . .
Comme il y a -n aires couvertes de hachures, il faut multiplier

1 . o, . .

par 5 n pour avoir la différence des deux aires totales, ce qui donnc

Me*n ou MA:. La différence des decux aires totales tend donc vers
. P . 1

zéro avec ¢ et la probabilité cherchée sera égale a -

Si I'on ne savait rien sur f, on ne pourrait rien calculer : c'est
parce qu’on sait quelque chose qu’on peul entreprendre le calcul.
(Poincaré [4], [B], [6], [T], p. 148. Borel [3], p. 92: [B], p. 113.
Fréchet-Halbwachs [2], p. 63).

Pour démontrer que la probabilité d’amener rouge est égale a l)

nous avons supposé que la fonction f(8) soit dérivable. Cette hypo-
thése n’est pas nécessaire; il suffit de supposer que f(6) soit continue
(Borel [5], p. 115. Castelnuovo [1], vol. I, p. 188). On peut aller
plus loin encore et supposer seulement que f(6) soit intégrable

(Fréchet [17).

2. Fonctions arbitraires de plusieurs variables. — a. Soil A un
domaine a trois dimensions situé a distance finic. Nous désignons

par A son volume
A Hff/‘(lar(l)-'d:.
A

Une fonction positive el continue ¢ (., ), 5) est définie dans A. Nous
supposons qu'elle posséde des dérivées premiéres et qu’on ait

dg | Je
'd‘_.;“ |\’ (’B"

< k. 3—2 < K.

K étant une constante. Divisons le domaine A en m domaines élé-
mentaires égaux. Le volume d’un domaine élémentaire est égal a

A
m
La division doit étre faite d’une telle maniére que la distance de

deux points contenus dans un méme domaine élémentaire ne soit
jamais plus grande que /.
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Iintin, nous divisons chaque domaine élémentaire en dcux parties;
le volume de la premiére ou partic blanche est égal a )z, celui de la
seconde ou noire a (1 —2)e. le rapport A de la partie blanche au
volume total du domaine élémentaire considéré doit éire constant;
¢’est un nombre compris entre zéro et un qui ne dépend ni du
domaine élémentaire considéré ni du nombre m.

Désignons par I et par I, les intégrales suivantes :

[ = [ff@(.r,,l'. Ndady ds, l.:ff/c;(.z“,_y, s)drdyds.
. A Ay

La premiére est étendue au domaine primitif A, la seconde an
domaine A, formé par ’ensemble de toutes les parties blanches con-
tenues dans A.

Il résulte des hypothéses que nous avons faites sur ¢(z, y, z) que

%1 —T,] = 31%KA.

Supposons que m croit indéfiniment el que ! tend vers zéro en méme

temps. Il vient
liml, = »l.

n=x
11 serait aisé d’étendre la démonstration aux tonctions d’un nombre
quelconque de variables. Dans le cas d’une seule variable indépen-

. 1 I .
dante, la formule donne, pour A= -+ le théoréme de Poincaré,
démontré au n° 1.

. Supposons maintenant que la valeur de ¢ ne dépend pas de =.

Dans ce cas <méme si les dimensions de domaines élémentaires,

mesurées parallélement a I'axe Oz ne tendent pas vers zéro avec %)
I'inégalité obtenue plus haut doit étre remplacéc par

INL—T,| < 2 W KA

et P'égalité lim I, = 1 subsiste encore (Hostinsky (1], 12])-

m=w=

3. Applications diverses. — «. Sphére qui roule sur un plan. —
La surface d’une bille sphérique est divisée en six quadrilatéres sphé-
riques Qyy Qyyy ..., Qy régulicrs et égaux dontles cotés sont des arcs
des grands cercles et dont les sommets appartiennent a un cube inscrit
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dans la sphére. La sphére repose sur un plan horizontal. On lui
imprime une vitesse de rotation de¢ sorte qu’elle roule sans glisser sur
le plan; elle s’arréte apreés avoir fait 2 tours au plus. Quelles sont les
- probabilités p;, py, ..., py pour que le point de contact avec
le plan. dans la position finale de la sphére, soit a I'intérienr de
Qh th te QVI?

Nous allons donner la solution pour deux positions initiales parti-
culiéres de la sphére.

Premier cas. —- La sphére touche, dans sa position initiale, le
plan en un point O, qui coincide avec le centre du quadrilatére ().
Lorsque la sphére roule, son point de contact avec le plan décrit,
dans le plan, unc droite d passant par O,. Chaque point de d corres-
pond ainsi & une position parfaitement déterminée de la sphére. Nous
représenterons par M;, N;, ... les points de d, ou le point de
contact est situé, sur la sphére, dans le /" quadrilatére. Faisons
tourner la droite d autour de O, ; le lieu des points M;, N;, ..., dans
le plan, se compose d’un nombre infini de quadrilatéres curvilignes,
dont I'ensemble sera représenté par P;. La sphére ne pouvant tourner
plus de » fois, le point de contact ne sort jamais du cercle Il décrit.
autour de O, avec le rayon amwna, a étant le rayon de la sphére.
L aire de ce cercle est égale a I = 43 n2a?. Soit G, la partie de P,
comprise & l'intérieur de la couronne circulaire I, de centre O, et
de rayons 2(m —1)na et 2mna. G, se compose de deux couronnes
non circulaires. Le rapport des airesde C,, etdeT,, (m=1,2, ....n)
est égal a

B

7

. C . /
L arcsin \/

| ™ w2, o

2

———ds — 09067 ..
3+ sina2o

il ne dépend pas de m.

Soient p et ¢ les coordonnées polaires dans le plan (avec le pole
en O)), et f(p) une fonction positive et dérivable dont la dérivée satis-
fait & la condition

LF(e)| < K.

Nous supposons que la quantité f(p)p dp do est proportionnelle a
la probabilité pour que, dans sa position finale, la sphére touche le
plan en un point situé a 'intérieur de I'élément infinitésimal p dp do;
ladensité de probabilité, proportionnelle a f(p), estalors indépendante
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<1

de v. IPosons

S - fff(ﬂ.o doddg. N / [./'W? dp ds.
J I Ty,
On wrouve I'inégalité
s —s e /LKL
T n
Si n augmente indéfiniment, la probabilité p, =S":S tend vers la
valeur A = 0,267, .. ..

Le nombre n est égal au rapport du rayon de Il au périmétre 2mu
du grand cercle de la sphére. Donc pour » infini la probabilité cher-
chée ne dépend pas de la fonction f(p): elle a la méme valeur comme
si f(p) était constante. Le rapport S': S tend encore vers A si, S et S’
augmentant indéfiniment, le second membre de notre inégalité reste
plus petit qu'un nombre constant.

Qy, étant la face opposée a Q,, on trouve, pour n infini.

limpy = limpy — 7
et pour les autres faces

IS
—_——
i)

Iimp”:_ “m]'lll =- |im])|v: |im1)v-—'

Bl o-

Second cas. — Supposons que, dans la position initiale, le point
de contact coincide avec un sommet A du cube inscrit et soient Q,
Qi et Qy les trois quadrilatéres a sommet commun A. On trouve,
pour n infini, :

I

limpy= limpy = limpy = limpm = limpy = limpy; — r

Le calcul de ces probabilités conduit a Iintégrale

wlsn

2

arce sin

<o \//-_';—sin<§—2q=)

b. Probléeme de l'aiguille. — On lance une aiguille cylindrique
sur un plan horizontal, ou sont tracées des paralléles équidistantes;
la distance 2a de deux paralléles voisines est supposée plus grande
que la longueur 25 de l'aiguille. Quelle est la probabilité pour que
Paiguille rencontre 'une des paralléles ?

do = %_ (Hostinsky [3]).
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Le calcul de cette probabilité doit tenir compte des conditions
physiques de I'expérience. Considérons par exemple les conditions
suivantes. Les paralléles sont tracées sur une table qui a la forme d’un
carré. On commencé par placer l'aiguille au centre du carré, 'axe de
Paiguille étant vertical; puis on imprime a 'aiguille une vitesse ver-
ticale déterminée. 11y a toujours de petites erreurs dans les condi-
tions initiales; I'aiguille commence son mouvement dans une position
qui n’est qu'approximativement verticale, et la vitesse initiale varie
d’une expérience a I'autre, soit en grandeur, soit en direction. Clest
pourquoi l'aiguille tombe, dans des expériences différentes, sur des
places différentes de la table. Mais il est nécessaire quc les erreurs,
dans les conditions initiales, ne soient pas trop grandes, car laiguille
ne doit pas tomber en dehors de la table. Il faut « viser » en quelque
sorte le centre de la table. La probabilité pour que le centre de
l'aiguille tombe sur un carré de coté égal 2 1™ dépend de la position
du carré; au centre de la table elle sera plus grande qu’au bord.

Supposons que la table ait la forme d’un carré C horizontal. Les
sommets du carré ont les coordonnées (o, o), (s, 0}, (s, s), (0, s).
L’axe Ox coincide avec une des paralléles. Le coté s du carré est
égal a un multiple entier de la distance 2« de deux parall¢les voi-
sines; on a s = 2na.

La probabilité pour que le centre de l'aiguille se trouve a l'inté-
rieur d’une courbe fermée doit éire proporuonnelle al'intégrale d'une
fonction s(x, y) étendue a U'intérieur de la courbe. On suppose que

La probabilité pour que I'angle w que fait I'axe de I'aiguille avec
une droite fixe soit compris entre , et m,, est proportionnelle
A(we—o,).

La probabilité p pour que l'aiguille coupe une quelconque des paral-
léles situées a l'intérieur de C est égale a

j/ o(w, v)dio dy dos
Ay .
[//xp(r,;)zl:dldw




METHODES GENERALES DU CALCUL DES PROBABILITES. 9

Le domaine A est défini par les inégalités

o . 2na, o < 2na. o- -5
. o

il sera représenté, dans I'espace a trois dimensions, par un parallélé-
pipéde rectangle qui a G pour base et dont la hauteur est égale a =-

Pour obtenir A,, divisons A en n? domaines élémentaires (voir

n°® 2) par des plans verlicaux y =2va(v=1, 2, ..., n—1) el

x=2va(v=r1, 2. ..., n —1). Chaque domaine élémentaire a donc
L1 .

une hauteur égale i —= et sa basc est un carré de coté 2a. Coupons

encore ces domaines par les surfaces cylindriques

y—2uvau 2VaA— )
) Are Cos —m——— et ) = arc cos ——5——

b b

(V=1T,2, ...,

Chaque domaine est divisé ainsi en deux parties; la partie blanche
esl composée des points représentalifs (z, 5, ») correspondant aux
cas o laiguille coupe unc paralléle, le reste constitue la partie
noire.

Le domaine A, est conslitué par 'ensemble de toutes les parties
blanches.

La formule qui donne p dépend du nombre » de paralléles. Cela posé,
appliquons le théoréme du n°2. Nous nous trouvons dans les circons-
tances particuliéres du n® 25, car la valeur de la fonction ¢ ne dépend
pas de z = . En revenant aux notations du n* 2, nous avons

, 20

(ORI nt _m, L= ==
’ G

.. C g . 0
Si n augmente indéfiniment, tandis que s = 2na et ~ ne changent
pas, le théoréme du n® 2 donne

. 20
limp - —,
n—= Ta

ce qui est conforme & la formule classique de Buffon (Hostinsky
(1], [2])- |

La solution classique du probléme ne tient pas compte du nombre
de paralléles; elle correspond au cas ou la densité de probabi-
lité ¢(, »°) se réduil a unc constante (Borel [3], p. 80; [3], p. 100.
Carvallo [1]). ‘
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¢. Probabilités relatives au mouvement des molécules dans un
liguide. — Considérons un liquide incompressible enfermé dans un
vase de forme invariable qu’il remplit complétement. Soient z, -, =
les coordonnées d’'une molécule liquide, u, v, wles composantes de sa
vitesse, de telle fagon que les équations du mouvement s’écrivent

((-—J—-‘ —f—/—‘,.: (l—; (l/.

" ¢ w

Supposons que le mouvement soit permanent; les u, ¢, w sont
tonctions données de z, y et z. L’'incompressibilité du liquide se tra-
duit par I'équation :
du  dv At
ar a9z "

Soit U, un volume quelconque a l'intérieur du vase; les molécules
liquides qui remplissent ce volume a I'instant zéro remplissent a I'ins-
tant 7 un certain volume Uy, a I'instant 27 un certain volume U,, .. ..
a l'instant n7 un certain volume U,. Nous dirons que Uy, est Ic
conséquent de U;. Un volume quelconque est égal a son consé-
quent; cela résulte de 'incompressibilité du fluide.

Nous admettrons que ¢(z, y, z) étant une fonction positive et con-
tinue quelconque, I'intégrale

(V) _‘/:ffq ey vy sidedy dz
v

étendue a un volume V, donne la probabilité pour qu’a Pinstant ¢ = o
une molécule se trouve a I'intérieur de V. Proposons-nous de trouver
la probabilité p pour qu’'une molécule ne traverse pas plus de 4 fois la
région U, entre 'époque — nt ¢t 'époque o. Soit o, une région fai-
sant partie de U, et définie par la propriété suivante : toute molécule
qui 4 l'origine du temps sera a 'inlérieur de o, ne traversera pas U,
plus de & fois entre les époques — n7 et 0. Si nous admettons que
notre molécule est a 'intérieur de U, a I'époque zéro, la probabilité
cherchée sera

Si p est la limite supérieure de .

I(gy) < us,.
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Soient 7y, 9y, ..., g, n premiers conséquents de . Il ne pourra
pas y avoir dc région commune a plus de & des n -1 régions g,
Ty, ..., @, Sans quol, toute molécule qui, a I'époque zéro, se trouve-
rait dans cette région commune, traverserait g, et, par conséquenl,
U, plus de & fois entre les époques — nt et 0. On a donc

vn e, T AV,
et par conséquent
wh¥

Quelque petit que soit [(U, ), quelque grand que soit A, on pourra
toujours prendre n assez grand pour que le second membre de cette
inég lité soit aussi petit que I'on veut.

En résumé, quelle que soit la fonction ¢, les molécules qui ne tra-
versent U, qu’un nombre fini de fois sont exceptionnelles au méme
titre que les nombres commensurables qui ne sont qu’une exception
dans la série des nombres, pendant que les nombres incommensu-
rables sont la régle (Poincaré [1], [3]).

d. Distribution des petites planétes. — Deux points se déplacent
<ur une méme circonférence d’'un mouvement uniforme mais avec des
vitesses différentes. Quelle est la probabilité pour que, a un instant
dooné, les deux points se trouvent sur une méme demi-circonfé-
rence G, donnée ?

La position d’un point surla circonférence sera fixée par 'angle au
centre g; les points situés sur G, satisfont a la condition 0S¢ < 7.
Or, siles probabilités pour un point d’étre situé sur G, ou surla demi-
circonférence complémentaire sont égales et si les mouvements des
deux points sont indépendants 'un de I'autre, la probabilité cherchée

est égale a é

Mais on peut, d’apreés E. Borel, aller plus loin et faire le calcul en
cherchant a apprécier 'influence des petites variations dans les condi-
tions initiales sur le mouvement. Si u et ¢ désignentles vitesses angu-
laires des deux points et a et B les valeurs initiales (pour ¢ = o) des

deux angles au centre, les angles a I’époque ¢ sont exprimés par les
formules
o o= %o, =Bl

Considérons, dans un plan, l¢ point dont les coordonnées carté-
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siennes sont x et y. La position de ce poinl représente 1'état actuel du
systéme de nos deux points qui se meuvent sur la circonférence. Les
cas ou les deux points se trouvent sur G, seront représentés dans le
plan par des points qui se trouvent a 'intérieur de certains carrés S
en nombre infini : un premier carré a ses sommets aux points (0, 0).
(o, m), (m, m), (m, 0); et tous les autres carrés s’en déduisent par des
translations

H=a -omxr, V=-onz(mn=1,>"09, ...\

Admettons que u et ¢ ne sont connues (u’avec une certaine appro-
ximation ; nous désignerons par ¢ et v les erreurs en plus ou en moins
commises sur u et ¢, de sorte que les formules précédentes doivent
étre remplacées par les suivantes :

s=aA4-ut. =B 40t

lW—ulSe,  [W—el<n,

Soit % le point des coordonnées o + u', B+ ¢, el Z' le point de
coordonnées o + u't, B+ ¢'t. Quelque petit que soit le rectangle
dont les cotés ont 2¢ et 21 pour longueurs oi se trouve £, un second
rectangle décrit par £, homothétique du précédent, mais ¢ fois plus
grand, devient infiniment grand si ¢ augmente indéfiniment. Et si la
probabilité pour que £ se trouve a I'intérieur d’une certaine figure est
proportionnelle a I'aire de celte figure, la probabilité pour que &’
appartienne a un quelconque des carrés S sera a peu prés égalc
(pour ¢ trés grand) a un quart; car les carrés S couvrent & peu prés
le quart de la surface du second rectangle (Borel [1], [4], p. 74:
[5], p. 120). Au lieu de supposer que la probabilité, relative a la
position de &, soit proportionnelle a 'aire, on pourrait faire I’hypo-
thése que la densité de probabilité n’est pas uniforme; elle scrait
donnée par une fonction arbitraire qui serait, comme dans les cas
précédents, sans influence sur le résultat final.

4. Résumé de la méthode. - - La méthode est trés générale; elle
s'applique a tout probléme sur les probabilités géométriques.

Soit P un point variable placé a I'intérieur d’un domaine D a
m dimensions, f(P) étant une fonction positive du point P et dV
I'élément de volume de D, et soit f(P)dV la probabilité pour que le

point se trouve a l'intérieur de I'élément #/V. Supposons de plus
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qu'un certain événement fortuit E se produit toujours quand P se
trouve dans une partie D’ du domaine D; nous appellerons D’ le
domaine des cas favorables. Si P est extéricur a D, I'événement E ne
se produit pas.

Je dis que, en général, le domaine D' se compose d’un grand
nombre de domaines partiels qui sont séparés les uns des autres par
des domaines qui ne font pas partie de D’. En effet, soient P, et P,
deux poinls pris a Uintéricur de D. Le segment P, P, comprend en
général un grand nombre de segments partiels contenus a 'intérieur
de D’; et ces segments seront séparés par des segments extérieurs
a D'. Car si cela n’avait pas lieu pour une valcur convenable de la
distance P,P,, nous aurions un segment assez long dont tous les
points seraient ou intéricurs a D' ou extérieurs a D'; si le point P
se déplagait le long de ce scgment, aucun changement ne se
produirait par rapport au phénoméne E; ce phénoméne se produirait
ou toujours (pour toute position de P sur P, P,) ou jamais; il ne
serait pas fortuit.

On voit que le grand nombre de¢ domaines partiels s’introduit
dans tout probléme de ce genre; il correspond précisément au
nombre n de secteurs dans le probléme de la roulette (Hostinsky [4]).

CHAPITRE I1.

PROBABILITE DES PHENOMENES LIES EN CHAINE.
CAS DES VARIABLES DISCONTINUES.

5. Définition de I chaine simple ('). — Soit z une variable
(variable aléatoire) qui peut étre égale & une des r valeurs

(1) Tie Aay e Ly

distinctes entre elles. Une suite d’expériences détermine les valeurs
successives de 2. Supposons que z(® désigne la valeur initiale de =
(c¢’est-a-dire la valeur que prend .» avant la premiére expérience), et

(') Voir aussi n* 10.

&

MEMORIAL DES SC. MATIl, — N¢ 52,
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soient

(2) B I (O

les valeurs assignées a4 & par la premiére, seconde. ..., ni™" expé-
rience. Tout nombre de la suite (2) est égal 2 un des nombres (1).

Nous allons éLudier le cas suivant : la probabilité pour que 2 soit
égal a'un certain o; dépend du résultat de la (n —1)i*™ expé-
rience. Etant donné que 77 = a;, soit p; la probabilité de 'éga-
lite 2™ =o4(i, k=1,2, ...,r). Cettc hypothése admise, nous
dirons avec Markoff [1] que «y, ¢y, xa, ..., forment une chaine
simple. La chaine est définie quand on donne les quantités o; ainsi
que les probabilités py (i, k=1, 2, ..., r). Etant donnée la valeur
initiale z(® qui elle méme est égale a une des quantités (1), les
valeurs (2) s’en déduisent par des expériences successives.

Chaque expérience assigne a z une valeur délerminée: i o; est la
valeur déduite de 'expérience précédente, il faut que

{3 Zpik:I E= 1, o ey

=1
Nous supposerons que les probabilités p; soient positives :
5 Pik> O (lhk=1,2, ...,

Soit toujours z/® = «; ¢ étant un indice arbitraire, mais déter-
miné (1<i<r), et soit

PU (k=12 i n=1,23, .0,

73

la probabilité de I'égalité z(*' = a;. Les théorémes sur la multiplica-
tion et sur 'addition des probabilités donnent

.
16) Pit'= D P pur.
=1
d’ou I'on déduit facilement

(5 Py = 12 2 . ipmpab « e PstPlh-

a=1 b=t t=1

Le¢ second membre de (5') est- une somme (7 —1)-uple.
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Posons n = { + m, [ et m étant deux indices quelconques. En grou-
pant convenablement les sommations, la formule (5’) donne

.
(6 purm — 2 PP
s=1
avecd
ol
I)r/.' — Pik-

Sommons les deux membres de (3') par rapport a A de A =1
Jusqu’a A = . D’aprés (3) la formule (5') donne

) ZP}Z: 1 =1,2.....7)

r =1
pour tout indice 7.

Voici deux remarques sur les quantités P : 1" La probabilite de
Péquation 2"+ = a, en supposant que z(™ = z;, esl égale a Py
2° Etant donnée la substitution S linéaire et homogéne a r variables
indépendantes

.
-
Yk :Zp/,-/:r/ I/ PRI %

1=1

écrivons la substitution obtenue en opérant Sn fois successivement.
Si les coefficients p; de S satisfont a (3). la substitution obtenue
par itération sera exprimée ainsi :

.
‘r/.-=EP(/!}‘.z', I T Y AN

=1
(Hostinsky |31, [6], [7])-

6. Théoréme fondamental sur la limite de la probabilité. — Nous
supposons toujours que I’on ait

) -
A - Zje

que les quantités p; et P}}’ soient définies comme au n° 5 et que les
conditions (3) et (4) soient satisfaites. [’expression

,
wn, (n
(%) ajyp = D) Pyl o,
=
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représente la valewr moyenne (v. m.) ou espérance mathématique
de la quantité 2 c’est-a-dire I'espérance mathématique d’un joueur
qui doit gagner la somme oy, si la n*"° expérience donne

s =gy (k=12 ....0r).

Démontrons, d’aprés Markoff [1] que a;* tend vers unc limite
indépendante de i quand n augmente indéfiniment.
T.a formule (6) donne pour /=1, m=n —1

.
. . ul
(y) P = Zl)is A

Rl |

done
" 1" "

)] ai" - Z EPisP‘J’/'.-’”"ak= Epi.\-qx""'..
s=1 K=l s—=1

.

d’on

’”

n n E: : \
a; —uj - «./;,-_\-——pj‘,.)af,.“ n,

s

L.a condition (3) donne

ip"k——ipjk‘ I—1=o.
=

k=1
par conséquent, dans la suite de  quanlités
Pil— Pty Pia—Pjse e Pir— Pire
il y aura des quantités positives 3, By, ..., les aulres seront néga-
tives. Nous représenterons ces derniéres par — 5,, —f,, .... Tout

nombre 3z ou f3), est positif et plus pelit qu'un certain nombre p;; qui
lui-méme est plus petit que 1. Donc

X6 = BB 1.
Soit A" la différence entre la plus grande ct la plus petite des
quantités

(10) ayt tyoaft U Lo e .

Nous aurons

|y tre. n- 1 S Nn—=1 {(n—
ai —ay =28, a; — i85 a; | << b Al
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ou /i = Xp;= Xf3;<C1. Choisissons les indices i et j de telle mamiére
que a;"’ et " soient égales respectivement au plus grand et au plus
petit nombre de la suite

1O N n n
(10 ) al”, a)'. ..., al.

Si H désigne un certain nombre plus petit que 1,

a —af =A< HXn 1,
d’ou .
A 1A Tim A o,

n—»

Il résulte des formules (3) et (8') que le maximum de la suite (10")
n'est pas plus grand que le maximum de (10); et que le minimum
de (10') n'est pas plus petit que le minimum de (10). La différence Al
des exirema tend vers zéro; donc le maximum et le minimum tendent
vers la méme limite quand » augmente indéfiniment. Cette limite est
en méme temps la limite d’une quelconque des quantités (10'). Ainsi
e lima}y = «,

n—=uw
ou la constante « ne dépend pas de i c’est-a-dire de la valeur ini-
tiale o; = z(" de .

Lo valeur moyenne (7) de la quantité z" tend, si n augmente
indéfiniment, vers une limite qui ne dépend pas de la valeur ini-
tiale a; de x (Markoff [1]).

Il ne faut pas oublier que le théoréme a été démontré pour les con-
ditions (3) et (4). Dans le cas particulicr ot, pour une valeur déter-
minée de £, o; =1 tandis que les autres «; sont égales a zéro, a\"’ n’est
autre chose (ue P{?; en désignant la limite par P;, nous avons

l:Ilt/» limPi’,'_ _I’k.
n ooz

La probubilité P pour que la quantité x dont la valeur ini-
tiale était a; soit égale, apres la niéme expérience, ¢ o, tend vers
une limite Py indépendante de i si n augmente indéfiniment.

Revenons au cas, ot les 2 ont des valeurs quelconques; les for-
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mules (8) et (11) donnent

7

(rh (&:ZPkak.

k=1

La quantité « peut étre considérée comme la limite de la moyenne
arithmétique )

. ! .
a=limyv.m,- [20; 02 4 i
n

n—wm

Remarquons que 1'équation () donne pour n infini

(11e) . il’/;, I.

=1

7. Bquation caractéristique. Racine A = 1. — Pour déterminer les
valeurs P, faisons, dans les formules (5), n croitre indéfiniment. II
vient

(12) Pk—zp,\.kP;_ O I T A O

S=1

Ecrivons le systéme adjoint
,
(12 Qk'—Zpsts—— 0 [ D N AR
s =1

Ce systéme admet la solution [vour la condition (3)]
Q=Qe=...=Qs

Tous les mineurs relatifs aux éléments du déterminant |sous les

hypothéses (3) et (4]

_')\Pll o —)\])13 —)\plr'
% D) = — Apa — APas+1 ... — APy
— )‘])I‘l - lPl'g R )~])rr~—l—l

ont, pour A =1, le méme signe. Le déterminant lui-méme est égal a
zéro, si h=1. L’équation caractéristique

D) =0
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admel A =1 comme une racine simple. Les probabilités P, sont donc
proporiionnelles aux mineurs qui, dans D,(1), correspondent aux
éléments d’une méme colonne; elles sont toutes positives et déter-
minées complétement par (12) en tenant compte de (11 ¢).

Ces propriétés des déterminants a éléments positifs ont été étudiées
par Perron [1], Frobenius [2], [3] et Markoff [3].

8. Fonction génératrice F(¢, 3) de Markoff et sa formule pour «.
—- Markoff [3] a montré que I'étude de certaines questions se raméne
i celle de la fonction génératrice

Pllf—t—-’x: Pias pirs
i (e, 2) — D= Pass— 1" 2 Pari
Pr s Pras cer Pre3i—1t %

Il a défini la constante a par la condition suivante :
« La valeur moyenne de 'expression | (V) 422 . . 4= gl _ na|
ne croit pas indéfiniment avec n ». Il trouve que

RN a = IR =y, IF L. 5
) - Jal ! Iz dt=1, z—1 '

On peat montrer que le second membre de (15) ne différe pas de
celui de (11 ).
Pour cela, introduisons le déterminant aux éléments
Pik (ik=1,2,...,r
et soit H(éy, &y, ..., i;) son mineur principal du Aieme degré qui con-
tient, dans la diagonale principale, les éléments Diivs Piipy + - -y Puige
Le déterminant D, (1) introduit au n° 7 peut s’exprimer ainsi :

rr r” 1" "
. . — A .. R
a6 S P 2( /r!) 2 Z...le(n,lf,..-...u-!.
=1

=1 iy=1 ir=1

S1 M,(2) désigne le mineur principal dans le déterminant D, (1)
qui correspond a I'élément — A py;+ 1, nous avons

r—1 r " 7
~ — A

6 My(h) =1 +Z( /j) 2 2...2}1(-5.,;'2, vy )
=1 =1 =1 ir=1

e o o Bp=0,02, Lo s — 1S L oL, ).



20 B. HOSTINSKY.

Il résulte de ce que nous avons dit au n° 7 (ue
e
Py - .l“l)

| 21“‘\-(!?)

s=I

D’autre part, en substituant le déterminant (14) ala place de I (¢, 3)
dans la formule (15), on obtient aprés quelques calculs

n

Zl\lx(l)as

y=1
° : = Poze;

S
Kl |

les formules (15) et (11 ») donnent donc la méme valeur pour a (Hos-

tinsky [111]).

9. Autres racines de I’équation caractéristique. Nouvelle démons-
tration du théoréme fondamental. — Nous supposons toujours quc
la condition (3) est vérifiée par les probabilités p;. Mais nous admet-
trons maintenant, au lieu de (4), que

pi>o iy k=100 o0

Cela posé considérons les équations suivantes, plus générales que (12)
et (12’) @

I s

?k—‘)\zpsk?s:‘ 0, Yn—n ZPIL\'"!“.\'__ o,

s=1 sl

» élant une constante. La condition pour que les équations homogénes
aux inconnues ¢ aient une solution non nulle s’éerit

D,(2) = o,

et cette méme condition doit étre satisfaite pour que les équations
aux ¢, soient résolubles. La constante % est donc égale & une racine
de I'éqnation caractéristique. La racine 2,=1 conduit aux équa-
tions (12) et (12"). En supposant que toutes les racines soient simples.
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désignons-les par 2.;(j = o0, 1, ..., —~1) ct écrivons

)
PN . \
() <p/.-j—/‘.,~2pl\.,(.;_‘.j_ o,

§=i

A—
(17 Ynj—rj El’hs"\/*”

sy=I

Le second indice de ¢4 ou de ¢, indique que ces quantités
dépendent de la racine 2;. On démontre facilement que
J
.
L O \ . . .
(18 29/,g\r,,_/:(; (ErJ — 05 0e ey =15 & £ J).
b
SiAg=14j, la somme au premier membre sera en général différente
de zéro. Supposons qu'il en soit ainsi et multiplions les quantités o, ;,
_%ajy + .., @yj par une quantité convenable pour que

g E hjYnj—1 (J—o, 1,2, vooor—1.

h=1

Les valeurs des produits o4y sont ainsi déterminées d’unc
maniére univoque.
Pour la racine #,= 1 nous avons

or0= Py. Lo —1 (k—tiay oo r)

el I'équation (19) (pour j=o0) n'cst autre chose que (11¢). Les
équations (18) deviennent, pour j = o,

,
Zcp/,g:o (=12 oo, r—1

h=1

L'équation (17) donne lieu, pour j =0, 1, 2, ..., r —1, a un
systéme de r équations aux inconnues p,z, pazy - - ., pri. On Lrouve,
en faisant usage de (17'), que (Frobenius [1])

r_1

2: ChjYi
Pik — '—.‘l-f—"’
1y

J o
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el. en tenant comple des relations (18) et (19),

ou, si nous séparons le terme correspondant i j — o.

r—1

. b
(20) P/ =Py 2%2
J=1 K

Lia quantité P} est positive et, comme le montre (7), plus petite
que 1 pour n quelconque. Donc on a toujours

[ %121 U= o2 e, r—a)

car autrement il y aurait, dans la somme au second membre de (20),
au moins un terme qui deviendrait infini avec n.

Si toutes les racines de U'¢quation D,(2)=o0 sont simples et
différentes de — 1, P} tend, pour n infini, vers une limite qui ne
dépend pas de i (Romanovsky [1]).

Ce théoréme comprend le cas des n* 6 et 7 o nous avons supposé
que pi > o (si les racines sont simples).

Si Ao =1 est une racine simple, si A =-—1 n’est pas une racine et
s'il y a d’autres racines multiples, la limite existe encore. Sid,=1
est une racine multiple et si A =-—1 n’est pas une racine, la limite
existe, mais elle dépend de I'indice /. Si une racine est égale a — 1,

n

la quantité Py}’ n’a pas de limite pour n infini; elle oscille d’une
maniére déterminée (Romanovsky [1]).

10. Remarques sur la définition de la chaine. — «. Pour définir la
chaine, nous avons supposé au n® 5 que les valeurs (1) sont diffé-
rentes entre elles. En cherchant a nous approcher del’énoncé primitif
de Markoff, généralisons la définition du n° 5 un peu comme il suit.

Les quantités (), 2, ..., sont déterminées par les résultats des
expériences successives. Supposons que chaque expérience améne
nécessairement un et un sevl des r événements E,, E,, ..., E,

distincts entre eux.
Si E, apparait comme le résultat de la n'*" expérience, soil pi la
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probabilité pour que la (n 4 1)*™® expérience améne E;. A tout phé-
nomeéne E;, nous faisons correspondre une valeur o;({ =1, 2, ..., 7).
Il n’est pas nécessaire de supposer que les «; soient distinctes; car les
probabilités pi se rattachent aux phénomeénes E et non pas direc-
tement aux valeurs o.

L. Voici une aatre forme, plus géométrique, de la définition.
Soient A, A,, ..., A,, r points fixes et M un point mobile. La posi-
tion de M coincide toujours avec un des points A,. Sa position
actuelle est déterminée par une expérience, de sorte que p;; repré-
sente la probabilité du passage de la position A; a la position As.
Soit P{ la probabilité pour que le point M qui se trouvait d’abord
en A; soit transporté, par n passages successifs, en Az. Nous faisons
correspondre un nombre a; a chaque point A;.

¢. D’aprés ce que nous avons dit, il faut, pour définir une chaine
simple, donner les probabilités pi, les quantités o; (*) et la valeur
initiale 20,

Voici le procédé employé par Markoft dans ses travaux [1], [2].
[3], [4], [14] et [15].

On donne les probabilités p assujetties a vérifier les conditions (3),
ainsi que les probabilités

0 U 0
P opd e o py

pour que, avant la premiére expérience, le phénoméne E, ou E,, ...,
/)

ou E, respectivement se présente. Si p” est la probabilité pour
que E; sc¢ présente comme le résultat de la n'*™ expérience, il faut
(]l“'

,
IR P! =2P‘(‘”)P“'k'

s=1

Les quantités p;*

nous avons donc

.

vérilient donc les mémes relations comme les PYj:;

limp = P, choay2 L

n=—om

les P, étant définies par les équations (11 ¢) et (12).
Il peut arriver que les probabilités initiales pi?’(k=1,2, ...,r)

(*) Il y a évidemment des questions qui ne dépendent pas du choix des quan-
tités a.
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soient telles que tous les termes de la suite
7 RN LY T U

soient égaux entre eux. S'il en est ainsi, ils sont tous égaux 2 la
limite de la suite

riloor) —pE = plt = =Py,

et pour que cela ait lieu, il suffit de supposer que p}’ == P;. Car les
formules (21) ct (12) donnent

. Ul
1’/,»I = E ]).'s“"[).\'l.' - z P.\'P..-/.' = Pﬁ',
s 1 s=I

et, en général,

»
pieet = Z[’}'”Psl;—: pli=..=pli=pp =P

s=1

Par conséquent, si Markoff parle de «la probabilité¢, laquelle
appartient & I'événement E; dans chaque expérience tant que les
résultats des autres expériences restent indéterminés », il faut
entendre par cela la limite P, de P/ pour n infini (voir aussi

Bernstein [ %], Chap. III).

I1. Calcul de la dispersion. Premiére méthode. — Revenons a la
notation introduite au n°® 3. Soit 2(® = «; la valeur initiale de .
et zW (k=1,2,3,...) la valeur déduite de la &A™ expérience.
Nous avons vu qne

v.om. l—l[.r(” Fa® )
[ .

tend vers une limite a, déterminée par la formule (11) quand n
augmente indéfiniment. Maintenant, nous allons étudier la maniére
dont la valeur moyenne en question s’approche de sa limite.
Markoff [3] a démontré : 1° que

. [2) -2l) - - a) —pa ] O

(22) lim v.n = —
n=—zwo n 2

oi G est unc constante déterminée; nous I'appellerons dispersion :



~
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et 2° que
" 2 G [ -t

(23) G _ [cl J(e",‘,e n )] [dﬁ(t )] ,
2 ) du? =0 < (=), z=1

F((, 5) désignant le déterminant (14).
En introduisant les déterminants JC(i,, (4, . .., &) (voir n° 8), on
peut mettre (23) sous la forme suivante :

l—li N P '
Z 2 E 2‘(7,——1, co ap— ka2l @yt )

k=1 =1 =1 ip=1

S‘(——-l) 22 vﬂe(h,u o)
u:|

== fg=1

(Hostinsky [10], [11]).

12. Autre méthode pour calculer la dispersion. — «. Déja, dans
son premier travail sur les chaines, Markoff [1] a indiqué une autre
méthode pour calculer la dispersion. Cetie méthode, plus directe, est
hasée sur la définition (22) de la constante C. L’expression

[(20) — ) = {2 —e) o N —?

donne
2 N

N
W A

vom. \ (et — a) = oo —e?
o ) El

n=—l n=it

- 22 W m.|.r — || ettrm —a|.

Les valeurs moyennes au second membre se calculent a I'aide des
probabilités P;’. En supposant toujours z!®) = «;, la probabilité de
léquallon ™ = oy est égale a P{}'. Si ) = ay, la probabilité de

'équation z"*+™ = 4, est exprimée par P}}’. Done,

N
(rfead 2()“/—:1\ ZZZP‘i',f.‘;zk_a)z

n=1 Cn=tk=1 -

N—1N—»n » "

B
UDP o — aVia) — o
2 X Y N PRy —aiia— .

n=1m—1khk=11—=1
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Supposons que toutes les racines de I'équation 1),.(2.) = o soient
simples et différentes de — 1.
La formule (11 ) donne

Z]‘(z/—almEP‘H—(EZP/_ — a4 — A = 0,
A =1 =1

En tenant compte de cette relation, éliminons dans le second
membre de (24 @) les expressions P}’ au moyen de la formule (20).

11 vient
N 2
v.m, 2(.’1'("'—11) — 2= 8
n—1i
ou
"
7_—?‘21”4«(7.[-—11!2,
=
ror -1 N
1 — A N
22 v/,J,/K-//_((|
l.—l;——l
ror- 1 |
Net N —
_gs ZZPA\;[\U/(JA—(IHJ[—-”) ~.~f\ ! )
()As-—-l\- Ty —1
Ck=ll=1s=1

ror—1r—
ﬂdzzg“u,/w‘dn/\tq—u)
k=1 d—1j=1s=1

- N1 ~—]\+l N1 7
'-’(a/—u)l )i —hs l_)\

: (10— hg)( ke — ) (l—)\ )(I——)\,)

I'expression qui figure entre crochets dans la derniére formule n’est
valable que si s est différent de j: si s =, elle doit étre remplacée
par
(N—naN =N
1— 2 (=)

Nous avons donc le résultat suivant :

La quantité
vom [l -t o Y — Ng |2

est égale a la somme 7 + [+ y =+ 6.

Pour obtenir la dispersion G, il suffit, d’aprés la formule (22), de
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diviser par N et ensuite faire croitre N indéfiniment. La quantité o
divisée par N donne un quotient fini méme pour N infini; les quan-
tités B et 6 tendent vers zéro; il en est de méme avec la partie de y
qui provient du premier Llerme entre crochets, tandis que le second
terme, divisé par N, donne une limite différente de zéro. Ainsi, nous
obtenons

ror—1

” r
5 &N $rsYhs yy . :
un\ '; _ZPM"A._“"-_F 2222r__—l Pk(\a,(-—(l){a/——ﬂ).

k=1 k=1l=1s5=1

La quantité
Jam e N —Neal?
N

v.m.

tend, si N augmente indéfiniment, vers une limite déterminée
qui est égale au second membre de (25) (voir Ho stinsy [1]).

Remarquons que la démonstration s’appuie sur la formule (20);
elle suppose quc les racines de D,(2)=o soient simples et diffé-
rentes de — 1.

b. Au lieu d’employer la définition (22) de la constante C, on
peut introduire la définition équivalente

2

¢ . 2 —ait 2 —aP L a—af e

(22 a) —:llm\.m.l' 4 L — L ],-

: 2 n—w« n

ou a!" est la valeur moyenne de z'*' en supposant que z{" = a;;,

voir la formule (8). Pour démontrer que 1¢ second membre de (22 a)
n’a pas de limite différente de celle de Pexpression (22), il suffit de
supposer que les formules du n° 6 soient valables; cela a lieu, par
exemple, dans le cas ou toutes les probabilités p; sont positivey

(Markoff [1], Hostinsky [11]).
13. Chaine simple pour r = 2. — «. Si r= 2, il y a quatre proba-
bilités pjr; elles satisfont aux équations (3),
ANy AT P2 - P22 L.

Supposons qu’clles soient loutes positives. [.’équation caractéris-
tique a deux racines distinctes

o — 1, Jy— tpri—pa L
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avec | A, | > 1. Les équations (12) donnent pour » infini

limP{ = limPyy = P, = Ip_:;_l-; imPW=limP#, P, 1_1)—[)-'_'
— M — A

Les équations (17) et (15') s’écrivent, pour A =4,

(=2 P )F1— A Pargar = 0. — M Prafu- (1—hy Pya) a1 - 0,
(= pi)bii— prade = o, — M padir (01— X paaddey == 0.

La condition (19) devient

;ll‘*‘{ll Sata 1

€t, S nous posons @,, = 1, NOUS avons
Ia Y
< = I. oy = 1. i) - 'L — .
1l : F21 . L ; )~T', 21 ; 1
La formule (20) donne
R
mn. . . Yhkr'ra e — o'
Pil.- Py -- W oy k=1, 2.

Dans le cas particulier ou ay=1, a3=0, a = P, la formule (25)
s’écrit

.. (¥ 1— A7t . =Py — pay
27 \ —_ = ( — P _| = D — — e
(25t 5 =P 14)]_)\7, P P“’""PH':‘I)‘N

ce quiesten accord avec la formule que Markoffa obtenue ([18], p. 359
cn bas) en utilisant la fonction génératrice F(¢, z). Pour obtenir le
résultat de Markoff, il faut écrire

Py=p, 1—P,—gq. Pii— P21 = 6.

O. Dans un travail sur Je mouvement Brownien, R. Fiirth a calculé
la valeur moyenne de [2(") 4 224 ... 4 2™ —Na]? en supposant
r=2, ay = . s = — £, pPu= Paa=p, Pra=Pag =1 —p.

Ces hypothéses donnent

1
Py - l’-_-—;a = o, i — 1, T ——1,

’!dn - Y- T Ny — F——

Substituons ces valeurs dans les expressions a, 8, 7, 4 el faisons la
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somme S. Il vient

S=N I g._.+(‘2p—l)52
1—p 2(p--1)?

[(2p—1)N—1]
ce qui est le résultat obtenu par Fiirth [1].

¢. Remarque. — Markoll' [9], [15] a donné I'application suivante
a la statistique des voyelles dans un texte russe. Soit p,, la probabi-
lité pour que la lettre qui suit immédiatement une voyelle soit une
voyelle et p,, la probabilité pour que la letire qui suit une consonne
soit une voyelle. 100000 letires d’un texte, prises dans leur ordre”
naturel, permettent de déterminer la valeur empirique de p,, et de p,,
ainsi que la dispersion au moyen de (25 a). En faisant le méme calcul
avec des lettres qui ne forment pas un texte (par exemple, si I'on
supprime les lettres d’'un rang pair dans un texte donné, en ne con-
servant que la 1™, 3¢, 5°, ... letire), on obtient des valeurs de p,,
de p., et de la dispersion qui difféerent beaucoup des valeurs déduites
précédemment.

14. Cas des épreuves indépendantes. — Le cas des épreuves indé-
pendantes répétées (ou « cas Bernoulli ») est un cas particulier de la
chaine simple. Dans ce cas spécial, le résultat d’'une expérience quel-
conque ne dépend pas des résultats des expériences précédentes; la
probabilité p;z ne dépend que du second indice et nous avons

Pik: Plll: = Pk
pour n quelconque. Les formules (110) et (2/4) deviennent

,
(26) a = 2 Prag,

k=1

Kl

(27)

15

=2Pk(”_a)~:.
A=1

Le cas traité au n° 13« (r = 2) devient un cas Bernoulli, si
I)H:p.“:Pl, ['p_»:[)g[:l-——P[.

Si (comme au n° 13a) a, =1, a3 =0, et si m désigne le nombre des
expériences qui aménent le phénoméne E, (voir n° 10a) et n le

MEMORIAL DES S¢. MATH, — No¢ 52, 3
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nombre total d’expériences, (25a) se transforme en la formule bien
connue pour la dispersion dans le cas Bernoulli

(28) lim v.m. (’”—_;L'l-P—‘-)- =P,(1—P)).
18. Cas ou px+ par—+...+px=1. — Ajoutons, aux hypo-

théses (3) et (4), les conditions supplémentaires suivantes

(29) Zp,-kzl, k=1,2 ....0r.

i=1

Les conditions (3), (4) et (29) étant supposées satisfaites, les ¢qua-
tions (12) donnent :
Pi=Py=...=P,

et il résulte de la relation (11¢) que

(30) lim P = Py = P, - ..._P,.=%

pour 7 et k quelconques. Considérons les Pj comme coefficients
d’une substitution linéaire a r variables (voir la seconde remarque a
la fin du n°®3). Si, dans le tableau formé par les coefficients
d’une substitution S linéaire et homogéne & r variables tous les
éléments sont positifs et si, dans chaque ligne et dans chaque
colonne, leur somme est égale a U'unité, la substitution obtenuc
en itérantS une infinité de fois a tous ses coefficients égaux & 1~
(Hostinsky [6], [7]).

La formule (115) s’écrit dans ce cas

”»

)
o = - Lo
»

k=1

Le théoréme exprimé par la formule (30) admet la réciproque sui-
vante : Si les conditions (3), (4) et (30) sont satisfaites, les équa-
tions (29) lc sont aussi.

16. Le probléme du battage des cartes proposé par Poincaré. —
Soient Sy, Sy, ..., S,(r=q!) les opérations qui consistent & per-
muter deux cartes. Supposons que chaque opération S; peut se pré-
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senter avec une certaine probabilité p, et que

pi> o, 2’7‘ =1.

=1

Le joueur bat successivement les cartes; chaque baltement consiste
a appliquer une des opérations S;. Quelle est la probabilité pour que,
aprés un nombre infini de battages successifs, les cartes présentent
un ordre déterminé?

Une permutation initiale élant donnée appliquons aux cartes une
opération S;, et désignons par cetie méme lettre la permutation qui
résulte de cette opération.

Ainsi, une correspondance l)lunlvoque se trouve établie eulre les
opérations S; et entre les permutations que peuvent présenter les
cartes. Convenons de désigner par S;S; I'opération qui résulte de
Papplication successive de S; et de Sj, et par S;' 'opération inverse
de S;. Le symbole S;'S; représente I'opération qui, appliquée a la
permutation S;, améne les cartes dans la permutation Si; soit pix la
probabilité de cette opération. Toute probabilité p;x est égale a unc
probabilité p;; car S7'S; est équivalente a une opération S;. Le
tablean a double entrée formé par les opérations

SyISk(d, k=1,2. ...

contient, dans chaque ligne et dans chaque colonne, toutes les S;; il
en résulte que

’

N\ .
ZI’M‘:ZI‘[“"? zpki—-l (l:l, P A
k=1 j=1

k=1

Toutes les conditions du théoréme demontre au n° 15 sont rem-
plies; done

limpo = L
n== F r gl

La probabilité pour qu'une permutation finale donnee se pré-
sente aprés un nombre infini de battages successifs, est cons-
tante; elle ne dépend ni de lu permutation initiale, ni de la per-
mutation finale, ni des valeurs p;.

L’ensemble de quantités p; caractérise les « habitudes du joueur ».
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Poincaré [7, Chap. XVI| a résolu ce probléme en faisant usage de
la multiplication de nombres complexes. Hadamard [1] a donné une
démonstration plus simple basée sur le calcul des moyennes arithmé-
tiques successives (voir aussi Urban [1, p. 166], Hostinsky [5],

[6],171).

17. Un autre probléme sur le battage des cartes. — «. On peut,
suivanl P. Lévy [1], considércr le probléme du battage des cartes
sous un autre point de vue. :

Convenons de marquer par 1, 2, ..., ¢ les rangs occupés par les
cartes dans une permuttaion, et cherchons la probabilité a; pour
qu’une carte passe, par un seul battage, du rang ¢ au rang A. On a

.
=
]

ou la somme est étendue a tous indices / déterminés par la condition
suivante : S; transporte la carte qui, avant le battage, occupait le
rang {, au rang A. On démontre facilement que

U

Y
Z(I&: 2(1,-,(-: I.

k=1 i=1

Si donc a}’ est la probabililé pour qu’une carte passe, pour n bat-

tages successifs, du rang ¢ au rang &, on a, d’aprés ce qui a été dit
au n* 15,
lim @ = 1.
n—ow ik (1
Quel que soit le rang initial de la carte, la probabilité pour
qu'elle occupe, aprés un nombre infini de battages successifs, un
rang déterminé, est égale it g=', q étant le nombre de cartes.

b. Considérons, en particulier, le cas de trois cartes (¢ = 3). Il y
a six maniéres S; de permuter trois cartes. Nous les représenterons
par h

123 123 123
S'=<12‘i)’ Sg:(lh)’ Ss:(:nl%)’

123 123 123
S“'_(231>’ 83 (312)’ 5“2(321)’
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S, est l'opération identique; S, ne permute que les cartes qui se
trouvent au deuxiéme et au troisiéme rang, elle laisse immobile la
carte qui se trouve au premier rang, el ainsi de suite. On a ici

Uy = Py pra, 2= Py Py, 3= ps—+ Po,
(31) Ay = Py~ Ps. oy = Py~ P, oy = Pa—+ Py,
a3y = Py = P, (32 = P2+ Ps3, (33 = Py P3,
et
. 1
limea/! = -
n—z ik )

Il résulte de ce que nous avons dit au n" 6 que la valear moyenne
1 . . L, .
de (m : n) tend vers 3 lorsque n augmente indéfiniment; nous dési-

gnons par n le nombre de battages et par m le nombre de ceux qui
ont amené une carte déterminée (par exemple le roi) au premier rang.

Si n est trés grand, le rapport m : n sera a peu prés égal a T;:

(voir n" 11) ¢t nous aurons la relation approchée

! n\z G
(m — =) ~ —n.
3 2

N 2

Pour trouver G, il faut substituer, dans la formule (24
k] b
r=>7, = =, X =1, %, = 0, %3 = 0. Pik= k.
Ainsi C sera égale & une fonction rationnelle des quantités p,, p,
5 | ’ ’
Pay Ps €L ps; nous supposons toujours que
Py Pt PaE o ps e py=1, pi>0 (=17, ..., 6).

Considérons les trois cas suivants ou la dispersion (mesurée par C)
prend des valeurs différentes :

[. Si p, differe peu de 'unité et si les autres p; sont trés petites,
C est trés petite.

Il. Si p, difféere trés peu de I'unité (c'est-a-dire, si le joueur est
disposé d’exécuter I'opération S; plus souvent que les autres), C est
trés grand.
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HL. Sipi=pe=ps=pi=—=ps=pe= %, ona

I ‘2

- =

3 7
Dans ce dernier cas, la dispersion ne différe pas de celle qui se
présenterait dans le cas d’épreuves indépendantes (c'est-a-dire si les
trois cartes étaient disposées dans une urnc et si 'on désignait par n
le nombre total de tirages successifs et par m le nombre de cas ou l¢

roi apparait) (voir Hostinsky [11]).

18. Probléme généralisé du battage des cartes. — La démonstra-
tion du théoréme de Poincaré donnée au n° 16 suppose que

r ”»
(32) Pik >0, 2 pik=1, 2 Pik = F.

k—=1 =1

Nous avons ici 12 quantités p;x (1 = ¢!, ¢ étantle nombre de cartes)
et la démonstration de ce que P’ tend vers une limite conslante, ne
suppose pas qu'on impose aux p; des conditions autres que (32).
Mais I'énoncé méme du probléme de Poincaré suppose que toute
quantité p;; soit égale a une probabilité p;; par conséquent nous
n’avons, dans ce probléme, que » = ¢! quantités distinctes pjx.

Abstraction faite de cette derni¢re supposition nous obtenons le

résultat
1

,,Ii"L"i'/:- -
plus général que celui du n°16. En effet, si les pjx ne satisfont qu’aux
conditions (32), la probabilité p;x de passer, par un seul battage, d’une
permutation a I'autre dépend en général non seulement de la proba-
bilité de I'opération a effectuer, mais aussi de 'ordre actuel de cartes
avant I'opération.

19. Cas on quelques p;; sont nuls. — La démonstration du théo-
réme fondamental (n° 6) suppose que les pi soient positifs. Si
quelques p; sont nuls et si I’équation D,.(2) = o n’a que des racines
simples et différcntes de —1, le théoréme fondamental subsiste
encore (n® 9); cela résulte de la formule (20). Mais dans d’autres cas,
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la limite de P!’ peut ne pas exister (voir, pour le.probléme du bat-
tage des cartes, Hadamard [1]).

Il y a des cas qui se raménent au cas de pji. posilifs par itérations
successives. En effet, si les pi satisfont aux conditions (3) et si,
aprés un nombre fini m d’itérations, toutes les quantités PR
sont positives, on a

.
lim Pu = Py, EP,‘.: .

H— ®
k=1

Pour démontrer ce théoréme, on prouve d’abord que Pji"™ tend
vers une limite pour r infini, et ensuite que cette limite ne différe
pas de celle de P},

Par exemple, si les éléments p;; situés sur la diagonale principale
du tableau « pix » sont positifs et si en méme temps les éléments p,,,
D3ay Pasy +++y Prrot €L Pray Pagy - oy Proa,r SONL positifs, un nombre
fini d’itérations suffit pour rendre tous les P} positifs (voir Hos-

tinsky [6], [7], [11]).

90. Tirages de deux urnes avec échange des boules. — e boules
blanches et f boules noires sont distribuées dans deux urnes de sorte
que chaque urné contient la moitié

1.
é’=;(e+f)

dunombre total de boules: soit ¢ le nombre de boules blanches dans
la premiére urne. Un tirage consiste a extraire une boule de la pre-
miére urne et en méme temps une de la seconde urne; ensuite on
met la boule extraite de la premiére (seconde), une dans la seconde
(premiére). Quelle est la probabilité P{}’ pour que, aprés n tirages
successifs, la premiére urne contienne & boules blanches?

Laplace [1] a montré que P{}’ satisfait, par rapporl a k et n, a une
équation aux différences finies partielles. Mais pour trouver le
nombre moyen de boules blanches dans la premiére urne aprés un
nombre infini de tirages, il remplace les variables discontinues par
des variables continues et il obtient ainsi une équation aux dérivées
partielles (*). Ensuite, par un calcul approché, il démontre que,

(1) M. von Smoluchowski [1] a rencontré la méme équation dans sa théorie de la
diffusion.
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aprés un nombre infini de tirages, chaque urne contiendra en
moyenne le méme nombre de boules blanches.

Markoff [8], [10], [11] a donné une solution exacte de ce pro-
bléme. En donnant & ses calculs unc¢ forme convenable, on trouve
qu’il s’agit du cas envisagé a la fin du n’ 19. Soit p; la probabilité
pour que le nombre de boules blanches dans la premiére urne passe,
par un seul tirage, de £ a A, et supposons que f<<e. Evaluons les Pis
suivant la définition classique. Si nous diminuons, pour simplifier,
tous les indices r et s de (¢ — g — 1), nous aurons, au lieu des pjs, un
systéme de quantités pig(a, B =1, 2, ..., e +1), el

’ ’ , '
Pax > 0, Pay > 0. P2 >0, Pert,e> 0,

Pra>o0, Paz>o. Pee-1> 0.
Revenons aux pj;, d’aprés ce que nous avons dit au n° 19,

lim pilll' =P, -
n==» '"

et les valeurs limites P; sont déterminées par les équations (12) :

S=C—

1 .
2 Pep,.= Py, c— o<k, o= -le - 1)

La solution de ces équalions est représentée par

(33) Pk=(e:'/‘)_l<g£k> <;>’

d’ou la conclusion : Apres un nombre infini de tirages successifs,
la probabilité pour que le nombre de boules blanches dans la pre-
miére urne soit ¢gal a k ne différe pas de celle pour que £ soit le
nombre de boules blunches qui se trouvent dans une moitié du
nombre total e 4 f de boules prises au hasard.

La valeur moyenne du nombre de boules blanches dans la premiére
urne est égale a

donc : Aprés un nombre infini de tirages successifs les valeurs
moyennes du nombre de boules blanches seront, pour les deux
urnes, égales entre elles; en d’autres mots, chaque urne contiendra
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en moyenne la moitié de boules blanches ce qui est conforme au
résultat de Laplace.

Markoff[13] adonné aussiladémonstration du théoréme plus général
suivant dont Laplace s’est occupé : @ urnes sont disposées circulaire-
ment; chacune contientle méme nombre de boules. On extrait simul-
tanément une boule de chaque urne; ensuite on met la boule extraite
de la premiére, seconde, . . ., @™ urne dans la seconde, troisiéme, . . .,
premiére urne. Aprés un nombre infini de tels tirages successifs,
chaque urne conticndra, ¢n moyenne, le méme nombre de boules
blanches, quels que soient les nombres de boules blanches dans les
urnes avant le premier tirage.

Voir, pour le calcul de la dispersion, n® 226.

Dans deux travaux Markofl [1]|, [12] s’est occupé du probléme
suivanl : unc urne conticnt ¢ boules blanches et b noires. On extrait
n boules successivement mais on remet aprés chaque tirage, a 41
boules de Ja couleur possédée par la boule extraite. La probabilité
pour que. aprés n lirages successifs; m boules blanches soient
extraites st égale a

vl I'in -1 Fip-— O Ve = O p—+2)
Mo T Teme )Tl —1) P Do loe — A -—m)

’
avec

U= = = - l=n—m.

La question ne se raméne pas a I’étude d'une chaine proprement
dite. L’allure de Py’ pour n trés grand, dépend des relations que
I'on établit entre @, b, = et n. Le probléme a é1é traité aussi par

Eggenberger-Polva [ 1], [2].

2|. Chaine multiple. — Soient E,, E,, ..., E, rr événements qui
peuvent se présenter comme résultat d'une evcpenence Faisons une
série d’cxpériences successives sous lh\ pothése suivante : la proba-
bilité¢ pour que E; se présente comme le résultat d’une expérience
dépend des résultats de deux expeuences immédiatement précédentes.
Considér.ms trois expériences successives. Si la premiére donne E; et
la seconde Ej, soit p;j la probabililé pour que la troisi¢éme donne E;.
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Nous supposons que

Npge=t. o Gik=to 0.

En supposant que la premiére expérience donneE, etlaseconde Ej,
la probabilité Pji pour que I'expérience d’ordre n + 2 donne E; est

exprlmee.pal'
r " ”
n v, O\
Piﬁ;: Z 2‘ . -zpijs])islpslu- «oPyzks

s=1 (=1 s=1
la somme est (n — 1)-uple. On démontre que

(34) Jim Piftj= Py,

ne dépend pas de ¢ ni de j. La dispersion dans le cas d’une telle
« chaine multiple » peut étre calculée au moyen d’unc fonction géné-
ratrice, plus complexe que (14).

En général la dispersion dite « normale » dans le cas Bernoulli
(voir n® 14) différe toujours de celle qui se présente dans le cas d'une
chaine simple. Mais, dans le cas d’une chaine multiple, la dispersion
peut étre normale, si les p;jx sont choisies convenablement (Mar-

kofT [6]).

22. Phénomeénes dont la probabilité dépend d’autres phénoménes
liés en une chaine simple. — «. En généralisant un pcu I'énoncé
primitif de Markoff [8], considérons r événements E,, Eo, ..., E, qui
peuvent se présenter comme résultat d’une expérience et supposons
que les épreuves successives soient liées ¢n une chaine simple. Nous
allons conserver toutes les notations introduites au n® 5, pi étant la
probabilité pour qu’'une expérience donne E4, si la précédente a
donné E;; les conditions (3) et (4) doivent étre vériliées. Soient
maintenant e,, €y, ..., € autres phénoménes qui se présentent
comme résultats d’autres expériences. 1l y a une suite illimitée des
expériences de cette seconde sorte; chacune donne un e; sous
I'hypothése suivante : si, dans la suite des expériences de premiére
sorte, le phénoméne E; apparait comme résultat de la **™¢ expérience,
soit p;x la probabilité pour que la n'*™ expérience de seconde sorte
donne e;. La probabilité pour que, dans la suite des résultats fournis
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par les expériences de seconde sorte, ¢4 présente a la n*™¢ place, est
égale a

N
RY =Y Pl s k=19 2
i = fu Puk (Kh=1,2 ....7r)

w—1

L’indice { marque le phénoméne E; qui figure au début de la pre-
miére suite (chaine simple). Si n augmente indéfiniment, R}’ tend
vers une limite R :

R;= lim R‘I.','f'_—_ZP,,p,,k (h=r,0.....0)

== =1
Les résultats des expériences de seconde sorte ne forment pas
une chaine proprement dite. Le calcul de la dispersion pour les e
est complexe, mais Markoff [8] a donné. méme pour ce cas, une for-
mule générale.

. b. Considérons en particulier le probléme de deux urnes avec
échange des boules (n° 20). Le phénoméne E; se présente, quand la
premiére urne contient précisément & boules blanches :

(k -g—=Sfig—Sfrr1, ....8)

¢, sera l'extraction d’une boule blanche de la premiére urne et e,
celle d'une noire.
Nous avons

’ e g—f, g —[f 1.8

La probabilité pour qu'une boule blanche soit extraite au n'®™
tirage tend, pour n infini, vers la limite

e
2 Pu-pm: e i!"f,
J

—

u=g—

>, étant déterminé par la formule (33). C¢ n'est autre chose que la
p i

probabilité d’extraire une boule blanche d’une urne ou loutes les
(e —+f) boules seraient déposées.

Si m désigne le nombre de tirages, ot une boule blanche est sortie

g ges,
de la premiére urne, ct 3i n est le nombre total de tirages, on a,
p ) ges,
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suivant Markoff
. 1 m e 2 ef Do(e 4 — o)
limv.m. —( - — I R ./". (. 2se S 7.
e sy ) B T3y i K sy Yoy sy

23. Chaine simple aux éléments variables. — Introduisons avec
Markoff [7] la probabilité p;{ pour que la n'*™ ecxpérience donne Ey,
sila (n —1)""¢ a donné E;({, k=1, 2; donc r=2), et supposons
qu’elle dépend de n. Nous aurons ainsi une « chaine aux éléments
variables » tandis que, dans le cas considéré au n* 5, les py; étaient
indépendants de n.

Soit encore x!") une variable qui regoit la valeur 1, si la n'*¢ expé-
rience donne E,, et la valeur zéro, si elle donne E,: P} a la méme
signification qu’au n* 5. Un des plus importants résultats de Markoff
est exprimé par la formule suivante :

Pl e P2 gyl Pn m
(35) limv.m. i a1 i
n==« v \"""l)‘('r“’_Pin'_'_‘l'm_Pi._: .. ';J«m)_p’_l:-)e
[ “+ %
= —= tme—1¢,
/

Cette formule est variable pour tout entier positif m sous la con-
dition que

(36) P> Pis> P> e P> 2

ou a est un nombre positif qui ne dépend pas de n.

S. Bernstein [1] [2] [3] a étendu les résultats de Markoft aux cas
ou quelques-unes des quantités p;;’ tendent vers zéro, si » augmente
indéfiniment. Il a aussi indiqué des problémes plus généraux.

24. Second théoréme sur la limite de la probabilité. — Soit

Ly Law Lye  oey Ly

une suite illimitée de variables aléatoires. La valeur de x, se déduit
d’une certaine expérience. Posons

a,=v.m.zx,. by=v.m.(x,—a,).

Nous dirons que le second théoréme sur la limite de la probabilité
s'applique aux quantités x,, Z., %3, ..., si la probabilité des
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inégalités

t ~),2bk <2(‘”_ak V< L, :szA.,

k=1 A= k=1

tend, pour deux nombres ¢, t, quelconques (¢, << t,), vers la limite

I
. .
- e—"dx,
= !

n augmentant indéliniment.

1’idée d’obtenir la derniére formule (loi des erreurs) en partant
d’unc somme d’un grand nombre de variables aléatoires est due a
Laplace [1]. Suivant Bienaimé [1] Laplace attachait a cettc méthode
une grande importance. En suivant la voie ouverte par Laplace,
Tchébycheff [ 1] donne d’abord en 1867 un théoréme élémentaire sur
les valeurs moyennes. Plus tard [2] il a essayé de démontrer le
second théoréme sur la limite en faisant certaines hypothéses sur les
variables ;. Les résultats ont été rendus plus rigoureux et plus
généraux par Liapounoff [ 1], [2]. Liapounofl a moniré que le théo-
réme en question s’applique lorsque z,, i, ..., x,, sont indépen-
dantes et si clles satisfont a la condition
(32 lim e o

n—z=z |+

(by~+ by...— by)

R

el =v.m.|x,—a, l~2+8

et o ¢ désigne un nombre positif donné (aussi petit que I'on veut).
Markoff [15] a simplifié la démonstration de Liapounoff () et, dans
les travaux ue nous avons cités aux numéros précédents, il a montré
que le théoréme s’applique aussi aux variables liées en chaines
simples ou multiples, méme au cas de la chaine aux éléments variables
(voir n® 23) ainsi qu’a d’autres cas. S. Bernstein (voir n® 23) a
montré que le théoréme reste valable dans les cas plus généraux
encore; pour le cas considéré au n° 23, il résulte des travaux de

S. Bernstein que le théoréme s’applique méme si les p;' convergent
¥

(') Voir aussi Castelnuovo [1].
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vers zéro mais de telle fagon que

1 i 1 1 ]
2607 ‘) o~ n - [V TN . —
(36") piy > e’ Pir2= 0 P> wa’ Pay e 5 r

Les conditions (36') sont plus générales que celles de Markoff' (36).

CHAPITRE 1L

PROBABILITES DES PHENOMENES LIES EN CHAINE.
CAS DES VARIABLES CONTINUES.

23. Définition de la chaine simple dans le cas d'une variable
continue. — a. Soit M(z) un point dont I'abscisse est égale a = et
qui se meut sur le segment allant de 2 =a jusqu'a z=105. Au
début, le point se trouve dans la position My(2,); aprés un premier
déplacement dii au hasard il vient en M, (z,); un second déplacement
dd au hasard le transporte en M;(2.) et ainsi de suite. Soit p(z, v)dy
la probabilité pour que l'abscisse du point mobile qui, avant un
déplacement, était égale a z, soit comprise, aprés le déplacement,
entre y et ¥ +dy, dy étant infiniment petit. La fonction p(z, y)
mesure la densité de probabilité pour le passage, par un seul dépla-
cement, de la position M(z) a une autre M'(y). La probabilité du
passage de M(x) a N(£), £ étant entre les limiles y et y + dy, sera
égale a P (z, y)dy; le coeflicient P®)(z, y) donne la densité de
probabilité pour le passage de M(x) a M'(y) par n déplacements
successifs. Le théoréme sur les probabilités totales donne la condition
nécessaire

h
(38) f Pl yydy —u.

qui doit subsister pour tout (@ <z <b). Nous supposerons que
(39) pQr, y)=o.

pour toules les valeurs de z et de y comprises dans I'intervalle («, b).
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La méthode employée au n° 5 conduit aux formules:

b
(40) Pula,y) = [ Pu-(a, 0)p(t )

a

b b b
(40) Pn(z, ) = [ j f plae, )p(l,u)...p(s,y)dtdu.. .dz.
' “a a a

La derniére inlégrale est (n — 1)-uple; en groupant convenable-
ment les intégrations, on oblient

b
(1) Pl (g, ) = [ PU(x, )P (1, y)dt, POz, y)=p(2, )

ta

pour toute valeur entiére el positive de [ et de m.
Il résulte de la formule (40) que

h ’
(42) [ P (z, 3y )dy =1, n=1,2,% ...,

quel que soit z. On peut dire que, dans la suite indéfinie de

fonctions
Pz, y), PO(z,y), .... PW(z,y),

le n'*™ terme se déduit du précédent par la transformation fonction-
nelle T itéré (n —1) fois; T est définie par

b
g, y)= / Pz, ) f(t, y)de;

elle fait correspondre a toute fonction donnée f(z, y) une autre
fonction g(z, ).

b. Les formules précédentes s’étendent immédiatement au cas ou le
domaine du point mobile n’est pas un segment mais une partie V d’un
espace a un nombre quelconque de dimensions. Il faut, dans ce cas,
introduire, au lieu de p(x, )'), unc fonction p(A, B) de deux points
A et B situés dans V, remplacer dz par 'élément dz, de V situé au
voisinage du point A, et écrire partout, & la place des intégrales
-simples prises de a a b, des intégrales multiples étendues au

domaine V (voir Hostinsky [5]. [6]. |T]).

26. Théoréme sur la limite. — Au lieu de quantités a; (voir n® B),
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introduisons une fonction continue o (z) du point M(x). Si z est la
valeur initiale que prend l'abscisse du point mobile, et z; la valeur
qu’elle prend apreés le A®™¢ déplacement, les valeurs correspondantes

de a sont
a(), a(e), z(xa), ..., a(xn),

En supposant toujours que (38) et (39) soient satisfaites et en
conservant les notations introduites au n’ 25«, nons définissons la
valeur moyenne de la fonction « aprés le n'“™ déplacement par la
formule

b
(43) vom.a(x,)=a"(xr)= P (e, y)ya(y)dy (R=1.2. ...\
(2, ) ) 2 () )y (
“a

La formuie (41) donne pour I=1, m=n —1

b
46 P, = [ pis PRyl
a
d’ou 'on déduit

b
(43" an(x)= /‘ pur, atn=n(e)de.
sa

Formons la différence a”}(zx) — a" (y) ct introduisons (au lieu
de la somme de quantités B; ou 5; du n° 6) les intégrales

[[p(.r, t—piy, O] de, / [poe, ) —poy, O]de;
e “r

e désigne 'ensemble des parties de l'intervalle (a, &) ou la fonc-
tion p(x, t) — p(y, t) est posilive; f est 'ensemble des parties ou elle
est négative. Un calcul tout a fait analogue a celui de Markoff' (n® 6),
avec cette différence toutefois que certaines sommes doivent étre rem-
placées par des intégrales, montre que
(43) lim o) (r) =a,
n—m=

a étant une constante. Donc la valeur moyenne a"'(x)dela fonc-
tion a apresle n*" déplacement tend, quand n avgmente indéfi-
niment, vers une limite constante qui ne dépend pas de la valeur
initiale de x (voir Hostinsky [ 107, [ L1]).

Choisissons en particulier la fonction « (z) de la maniére suivante :
a=o0 a l'exception du voisinage du point x =y, ou elle devient



-—~
O

METHODES GENERALES DU CALCUL DES PROBABILITES.

infinie de telle fagon que
h

f a(xrede =1,
o

La formule (43) montre que, dans ce cas particulier,

a //)( Ve ) — l)wll’(ul~r )-:)
et
(46) lim Podca. )= P( ).
n—_=»n

Soit x lo calewr initiale de Uabscisse du point mobile; la den-
sité de probabilité pour qi’elle recoive, apres n déplacements suc-
cessifs, la valeur y tend, quand n augmente indéfiniment, vers
une limite P(y) indépendante de x (Hadamard [2]).

Il résulte des équations (43). (§3) et ({6) que

A
A7) o« = / Pana(y)dy.
tu
L’équation ( {2) donne
o
CiTe) / Poyady =1,

“u

On peul écrire aussi

2y 2y —a o a(wy)
n

= limv.m,

h =z

27. Equation de Fredholm pour P( y). La racine A=1de D () =o.
— Pour transporter les résultats obtenus au n” 7 et suivants au cas des
variables continues, il faut passer a la limite pour p = co suivant la
méthode classique de Fredholm. Nous aurons, au lieu de (12), 'équa-

lion intégrale homogéne
b

(i) l’(_)")—/ pra )Py de = o

a

qui détermine P(z). On obtient (48) en posant n = = dans les for-
mules (40) et (§6). De méme, (12") devient

b
(18" (AT —f P, Qe de = o,
a

MEMORIAL DES SC. MATII, — N°© 52,
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La condition (38) montre que (48') admet la solution Q(z) =1;
donc I'équation associée (48) doit avoir une solution non nulle. Cette
solution P(y) est positive dans tout l'intervalle (a, &), on le sait,
elle est définie par la formule (46).

Ecrivons I'équation homogéne

. b
(49) F(y)y—n [ plr. HF(x)dre =o.

a

La fonction D, (}) définie par Ja formule (16) devient, pour 7 = oo,
le « déterminant de Fredholm »

. - — Mk bt cO ey, ey e, T
Din) =1+ (=) / f / P Cir Lo P dy, dzy, .... dxy,
ko, J, Ty, Tay ool Th ’
k=1
ou
17\"1.1.')'1) P(‘ThJ’a) p(‘z‘lv.)'/-')
(50) I)(.r,, Tay weon XL | PLr2 1) p(Z2y 30) oo plXay, k)
’ Vs Yay oo V) el e e e

PEr 0D p(Xky 30) oo P&k Vk)

L’équation D(2)=o0 admet A =1 comme une racine simple.
Jentzsch [1] a démontré le théoréme suivant : L’équation (49),
ou p(z, y)> o, admet une solution positive et telle que laracine cor-
respondante de D (1) = o est positive, simple et plus petite en valeur
absolue que toutes les autres. Dans le cas qui nous intéresse, la
racine A =1 a la plus petite valeur absolue. Car I’équation homogéne
associée (48') admet la solution Q =1, donc toute fonction F(z) qui
pour une valeur 2’ du paramétre 4, différente de 1, salisfait a (49) a

la propriété
b
f F(x)dr =o.
a

Une telle fonction n’est pas positive dans tout U'intervalle (a, b).
P(z) est la seule fonction positive qui satisfait a (49); et la valeur
correspondante 2 =1 est, en valeur absolue, la plus petite racine
de D(2) = o. Il résulte de la théorie généralede Fredholm que (A =1
étant une racine simple) Q = const. est la seule solution de (48').

28. Les autres racines de D(X)= 0. Nouvelle expression de
P (x, y). — Supposons que la fonction p(z, y), continue dans le
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domaine a<x < b, a<y<b satisfasse a la condition (38). Mais, au lieu
de (39), nous admettrons que

(39 0) Py y)2o

ct que toutes les racines A; de I (4) = o soienl simples et supérieures
en valeur absolue a 1, sauf &, qui est égale a 1. Les équations intégrales
homogénes

b
20— / ple. y)zi(e)de =o.
«u
b

Yy — i / Pl e)ybiande =o

q

admettent, ; étant les racines'de D (1) = o rangées d’aprés les valcurs
absolues croissantes, des solutions non nulles. Les fonctions ¢;(z)
et Y;(z) ({=o, 1,2, ...) multipliées par des constantes convenables
satisfont aux conditions

0 0

f oibide =1, / pibrdr =0 (G k=o0,1,2,...; 02k,
n

Pour { = o nous avons ¢,(x) = P(x), $y () =1. Si la série

L ily)e x

(51) Z? (};jt( )

k=1

est uniformément convergente, nous avons le développement -

@

p(z,y)= P(.;-)-;-Zﬁy_}__ng

Iy
k=1
et, pour les fonctions itérées
" R i) bi(x)
(62) Pl(a, y)y=P()+ P =g
25

k=1

On voit que P(y) est la limite de Pt (z, y), si toutes les racines
A;(i21) sont, en valeur absolue, plus grandes que 1. La limite n’existe
pas, si une racine est égale a — 1 (Romanovsky [1]).

29. Calcul de la dispersion. — a. Soit x la valeur initiale de la
variable (abscisse du point mobile) et z; sa valeur aprés le Ai*"° dépla-
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cement. La valeur moyenne de «(z) aprés un nombre infini de dépla-
cements successifs est égale a une constante @ (voir n® 26). La dis-
persion sera définie comme dans le cas des variables discontinues

(voirn®™ 11 et 12). On a

. G . ()= A La) = o— 2(p) — na |
(33) - = lnn\.m.[ Salt! (2s) p Lo ] )
- n—=

la constante @ étant définie par (47). La démonstration du n® 125
s’étend aux variables continues; on peut remplacer (53) par

. a(xr))—alli — gy —a® —. . = z2(ary)— a2

S limvom 2@ 2 L) i
2 n=mw n

ou les @' sont déterminées par (43).

La limite ne dépend pas de z. Pour calculer (il suffit de trans-
former la formule (24) en lui appliquant le passage ala limite suivant
la méthode de Fredholm [on remplace pir, a5, a@ respectivement par
p(ziy xr) dxy, a(z‘s),ﬂ; puis on fait croitre » indéfiniment) ce qui
donne (Hostinsky [10])]

2

— Nk ~ o ‘
Vk r) j / [ 1(.1-,-)-—ka 1’(:'”:"' :A)(,rl das ... dry
) Ty L2y eavs L
i= .

[ ,{—-| 1

(54) - ==
\—l)/ /‘ f R T T ) i
(l-—l)’ /‘ Ly Lo ooy L '[.l‘h (/J:'. T Ill,k

k=1 .

le symbole p est défini par la formule (20). Ces calculs sont valables
dans le cas ou la fonction p(x, y) est positive.

b. Une aulre méthode pour calculer la dispersion consiste a
employer la formule (52) qui suppose que les racines de D(2.) =o
soient simples et que la série (51) soit uniformément convergente. En
désignant toujours par x4 la valeur que prend I'abscisse variable aprés
le ii*me déplacement, pour calculer la limite (53) on n’a qu’a se reporter
au n°® 12. Pour appliquer le passage a la limite pour n infini, & la for-
mule (25), il faut écrire

P@), 9:(y) ds(&) a(z). a(y), a

au lieu de
P/.'y Dilsy '!JA'.U Ay X, @,
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et de remplacer les sommes par rapport a A et [ par des inlégra.les.
On obtient ainsi (Ilostinsky [11]).

Gy - _/ l’(:)[z(.t)—a] dx

a

- / j Z‘J()V)_‘PI(I)P .l‘)'_l(.t)—(_l][Z(.l')—‘l—l]d.‘l‘(/u)’.

30. Cas des épreuves indépendantes. — Supposons que la densité
de probabilité pour qu’un seul déplacement transporte le point de la
position z a la position ) ne dépende pas de . Dans ce cas, tous les
déterminants qui [igurent dans (54) sont ¢gaux a zéro; seulement les
déterminants du premier degré p(x, 1)—P(r) sont dlﬂ'erenls de
zéro et nous avons, au lieu de (54),

~ b
-()— :f [z(.l‘)—Z]ﬂP(.r)llx,

car le dénominatcur f P(z)dx est égal a l'unité;

b
;:f 2P () de.

Le méme résultat peut étre déduit de la formule (55), car ici
D (1) = o n’a pas d’autre racine que A = 1; les autres racines doivent
éire regardées comme infiniment grandes de sorte que l'intégrale
double dans (55) est égale a zéro; le second membre de (55) se réduit
au premier terme.

31. Second théoréme sur la limite de la probabilité. — Ce théo-

réme (roir n® 24) s’étend aussi au cas de variables continues. En
posant '

b h
an= / ()P, gy, b= [ [2(0)—am RPU(r, y)dy
*a [

la probabilité des inégalités

/ zbm '2(:,,—a<~n\/, me

k=1
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tend pour n infini vers la limite (¢, < t,)

D
32. Cas ou j p(x, y)dr=1. — Si la fonction p(x, y) satislait

aux conditions (38) et (39) et si, outre cela,
b
(56) Sty
a

pour toute valeur de ) (a <y < b), 'équation de Fredholm homogéne
(48) admet la solution P(z) = const. La constante doit étre choisie
de telle maniére que 'intégrale de P(z) prise de « a b soit =1,

donc
Piry=(b-—ar.

81 les conditions (38), (39) et (56) sont remplies, la probabilité
P (z, y) tend, pour n infini, vers une limite constante indépen-
dante de x et de y (Hostinsky [6], [7]).

Inversement si les conditions (38) et (39) sont vérifiées eLsila
limite est constante, la condition (56) doit étre aussi remplie.
L formule (47) qui donne la valeur moyenne de a(z) devient

b

/ 2())dy.

o —

Hh—a

33. Sur un cas ou p(z, )') n’est pas partout positive. — La limite
de P"'(z, y) n’existe pas en général, si (3g) n'est pas vérifiée. Mais
il y a des cas ou p(x, y) est égale a zéro dans une certaine partie du
carré (a<x<b, a<y<b) et ou la limite existe. En particulier, si un
nombre fini d’itérations successives, appliquées a la fonction p(xz, y),
donnc une fonction partout positive, la limite existe. Par exemple,
si p(x, y) est positive a 'intérieur de la bande limitée par les droites

Vyoxte )y -r—g

& étant une constante quelconque, un nombre fini d’itérations suffit
pour obtenir une fonction P (z, y) positive (voir Hostinsky [6],

(7], [11])-
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34. Le mouvement d'un point sur la circonférence. — Un point
mobile se déplace sur une circonférence. Sa position actuelle est
déterminée par I'angle x compris entre le rayon et une droite fixe. La
densité de probabilité ponr que le point passe, par un seul déplace-
ment, de la position z & la position y, est donnée par p(z, 1'). Nous
supposons que

/“ .p(.r, ydy =, plr,y)y>o.  p(x-+42kz, )+ 2hz)=p(z, y),
200

h et £ étant des entiers quelconques. En général, la limite P(y) de
P (x, y) dépend de y. Mais si

2T

(56") [ plx, v)de =1.
u

onaPlP())=(2m)"', suivant n* 32. La condition (56') peut é&tre
interprétée comme il suit : Supposons que les déplacements s'effec-
tuent par la rotation de la circonférence entiére autour de son axe.
Ainsi c’est 'angle de rotation u(oSu < am) qui est pris au hasard ;
si f(u)du est la probabilité pour que cel angle soit compris entre u
et u + du,ona

W2T

/ Jrduw=yv.  flu—kz)=f(u).

)

Si . est constant, mous avons

u=y —.r, Sy du = f(y—a)ydy =p(x, y)dy,

r

<y

donc

9

2T —.

T 2R
(x, y)dy = S(u)du = w)du =1.
P dr=[ o fde= [ s

"
Si ) est constanl,

Jydu =—f(y — r)yde = — pie, ¥)de
donc :

-

o

v

o

T y 2w ; 2T
pla, p)de =— [ Sfl)ydu = [ J(u)du =f J(u)du=1.
v . 27 0

V=27

La fonction p satisfait a la condition (56'), par conséquent la limite
de Pi*’ est constante. Pour donner au résultat une forme intuitive,
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mtroduisons deux circonférences : une circonférence fixe X et une
mobile 2" qui coincide avec X et qui glisse sur elle. _Iprés un
nombre infini de rotations successives, les angles de rotation ctant
pris au hasard, la probabilité pour qu'un point lié @ X' soit situé
sur un arc quelconque « pris sur X est égale & o 2m. Cette proba-
bilité nc dépend ni du choix du point A sur ¥, ni de¢ I'arc 2, ni de la
densité de probabilité f(w).

335. Rotations d’une sphére autour des axes passant par son centre.
— a. Soit X une sphére fixe de centre O et de rayon égal a I'units,
et X" une sphére mobile qui, dans chaque position, coincide avec 2
et qui peut tourner autour des axes passant par O. Supposons quc la
densité de probabilité pour une telle rotation dépend des paramétres
qui le définissent. Soit P un point sur £ que nous prenons pour pole
d’un systéme de coordonnées sphériques sur X. La position d’un
point A sur X sera définie par ses coordonnées x, (distance polaire
de AaP)etz, (angle compris entre le plan OPA et entre un plan
fixe passant par ﬁ)) Une rotation U(u,, «., uy) sera délinie par les
coordonnées sphériques u, et u, du point d’intersection G(u,, u,) de
son axe avec X et par 'angle de rotation 2u;. Ainsi & toute rotation
autour d’un axe passant par O correspond un point dans un espace
a trois dimensions que nous nommerons E. Soit

dwy = sinw,sin?uydu, dusdu;
I'élément du volume dans E au voisinage du point U (voer F. Perrin
[1]). Le second membre de cette formule ne change pas quand on

passe de¢ U a la rotation inversc U~' (on remplace u, par m — u,:
uy et uy ne changent pas). Pour obtenir toutes les rotations, il faut

. . . . Ll
faire varier u, de o A m, u, dc o & 27, ¢t uy de 0 & ST Le volume total

de E est égal a

/‘ sin?usinu; du, dus duy = =2,

o
Cela posé, soit
F(ew,. w,, wy)sinw; sin?uzdu, du; du,

ou F(U)dzy la probabilité pour que le point représentatif d’une
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rotation prise au hasard se trouve a U'intéricur de I'élément dr. Le
théoréme sur les probabilités totales donne

7 / ffF(U)a.~=

Imaginons que X' subisse une rotation U. Un point lié a X' qui,
avant la rotation, occupait la place A(z,, z2) sur 2 va occuper, aprés
elle, la place A’. Soit doy= sin y, dy,dy, I'élément de surface de X
au voisinage du point B( )y, »2), ct soit

Sz, 2o, 1. p)sinydy v dys = f(A, B)dag

la probabilité pour que A’ soit situé a intérieur de dog. f(A, B)
mesure la densité de probabilité pour le passage d’un point, lié a X/,
de A a B par une seule rotation: et la fonction

Pui(A, n):f/\:._./’ (O MO SO M) f (M, By dy

(ou P = f, et do, désigne I'élément de X au voisinage du point M,.)
mesure la densité de probabilité pour le méme passage mais effectué
par n rotations successives. Introduisons encore la densité de proba-
bilite @) (b, b') relative au passage d’une position b de la sphére
mobile & une autre position 0’ par n rotations successives. Soit @ une
position fixe de X’ et soienl b et 0" deux aulres qui s’en déduisent par
la rotation U(u,, us, us) ou par V(¢y, 2, ¢3). Nous écrirons

Uia)=0, Via)=10, U-'V{db)=10'.

Une position quelconque & de X' sera donc représentéc par le point
unique dans E qui correspond a U. Un point de E, situé a 'intéricur
de I'élément dry représente ainsi soit une rotation qui change a en
une aulre position m (voisine de b'), soit la position m elle-méme.
Et la probabilité pour que X' passe de b a b’ par n rotations succes-
sives sera désignée par @' (b, b') dxy.

Nous nous proposons de résoudre les quatre problémes suivants :

1° La fonction F(U) étant donnée, trouver f(A, B);

2" Trouver la limite de P™ (A, B) quand n augmente indéfini-
ment;

3¢ La fonction F(U) étant donnée. trouver ®i(b, b').
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4° Trouver la limite de ®™ (b, b') quand n augmente indélini-
ment .

b. Soit C(uy, uy) le point ou I'axe d’une rotation U(u,, us, ty)
coupe 2. Un point lié a X' sera transporté par U de A(z, ;)
en B(yy, y.). Posons, pour abréger, dans le triangle sphérique ABC

P
AB= ¢, cos \C = cosBC = £, BAC = a.

Si D est le milieu de AB, et CD la hauteur du triangle,

| COSuU COSLy = SINU,;SIn Ly cOs(La— Ua) = K,

L38) | €OS 161 COS )y i~ sinu sin ycos( yo— us) = k,
k = cose cosCD, sinCD = cotu; tangec,

(59) k sinug = \/cosac — cosuy:

(60) €OS2.C == COSJ| COS 'y + SINX |~ ) COS(Iy— Vo).

(61) oS i = sinx cose.

Les formules précédentes permettent de calculer le déterminant fonc-
tionnel de w,, u, et uy par rapport aux variables z,, z, et a, a con-
dition de supposer que B(y,, y2) soit un point fixe. On peut aussi
calculer le déterminant fonctionnel par rapport a 34, y» et o en sup-
posant que A(z,, #,) soit un point fixe. Il vient

1 D(uy, us, ua) 1 Dy s ouy) 1

(62) - L= = =— - z .
) sinz; D(z,. r., a) sinyy D0, 3, @) fsinw, sin® .,

Si nous prenons yy, )» et a pour coordonnées de U, Pexpression

de F(U) dr, se change en

D(ui, wy, uy)

B
Dy 1 2) dy dyyda = —leﬂ'll =

(63) F sinw,sin®u;

et il en résulte que

(64) s [

—

b

da;

|

il faut exprimer, dans la fonction F sous le signe d’intégration, les
variables «,, u,, u; en fonction de y, y,, «. La formule (64) donne
la solution du premier probléme.

c. Les formules (57), (62), (63) et (64) montrent qu’en prenant
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s0it )°y, )2, @ pour variables d’inlégration, soit x,, r,, « (a la place
de wy, vs us), on anra

(65) fj/\ AL By = [f_/'g \.R)dsy 1.
v v o/ :

Or, ces équations correspondent aux équations (38) et (36) obte-
nues plus haut dans le cas du mouvement sur un segment. On peut
donc appliquer le théoréme du n® 32, car la fonction f(A, B) est
toujours positive. La valeur limite de P qui, dans lc cas envisagé
au n® 32 était égale a (b — @)™, est ici égale al'inverse de I'aire totale
de X, donc

lim PU3 (A, B) - .
n—=x i=

ST A est la position initiale d’un point lié i1 ¥, et B sa position
finale aprés un nombre infini de rotations successives, la densité
de probabiliteé relative au déplacement AB est constante: elle ne
dépend ni des points A et B ni de la fonction F.

d. Enlin, pour résoudre le troisiéme ct le quatriéme probléme,
écrivons la formule symbolique

U VW

ot L. us, uy) désigne la rotation qui résulte de I'application
successive des rotations V (¢, ¢, v3) et W (s, vy, ;). En intro-
duisant les paramétres d’Olinde Rodrigues et en faisant usage des
formules qui relient les paramétres des rotations com posantes V ¢t W
a ccux de la rotation résultante U on trouve

D(uy, u,. w;) singysin2 e, Dwy. wy wy) sinu, sin® e,
— — — ) — = - .
D¢ vy, 03) sinuysin® ., D(wy, wy, wy) sing; sin? ¢,

Le premicr déterminant fonctionnel est calculé en admettant que
les w; ({=1, 2, 3) sont constants, tandis que le second est calculé
pour le cas des ¢; constants.

Si nous introduisons les v; pour variables d’intégrations dans (57),

166) / [ / F(VW)doy =1 pour W quelconque,
S
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et si nous prenons les v; pour variables :

(62) fffF(VW)dthl pour V quelconque.
E

Désignons toujours par U la rotation qui améne X' de la position a
en b et par V celle qui change @ en &'. Le troisicme probléme se
résout par la formule

d(b, b) = F(U-1V),
etl’ona
DI (h, b') = Fiu)(U=1V)

avec

mm(u—nv)sz [ FU= (U= TV E(T=1 V) disg, FO) = ¥
. LY E

Remplagons, dans les formules (66) ¢t (67), V par U=* et W par V.

Nous aurons

ff/ Fil='V)dwy=1 pour V quelconque,

E .

ff fF(U—'\')dtv:I pour U quelconque.
<k

donc F(U-'V), envisagée comme fonction de deux points U et V
dans E (ou bien fonction de deux positions b et 4’ de X'), satisfait aux
conditions du théoréme n” 32 ct nous avons le résultat

.

lim ®(b, ') =

—2
n=—= “w

Quelle que soit la densité de probabilité F(U) pourvu qu'elle
satisfasse ¢ la condition (37) et qu'elle soit positive, aprés un
nombre infini de rotations successives, toute position de X pourra
étre atteinte avec une densité de probabilité uniforme (voir
Hostinsky [9].

36. Equation fonctionnelle de Smoluchowski. — Remplacons, dans
la formule (41), indice d’itération par une variable continue ¢. Si
neus écrivons ®(z, y, t) au lieu de P® (z, ), la formule (40)
devienlt
N
(68) D, y,t+1t)= /

“a

D(x, 5. )D(s, ), 1) dls.
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La fonction @ doit satifaire aux conditions suivanles :
b
(69) b > o, [ b(r.y, OHdy =1.
Y a

Les théorémes du n" 26 permettent d’étendre le résultat fondamental
aux fonctions ®. Si une fonction continue ®(x, ), ¢) satisfait aux
conditions (68) et (6g) pour toutes valeurs de ¢ et ¢ comprises dans
les intervalles 0 <t<T, 0S¢'<T, la valeur limite
(70) llim D(r v, )=32()),
est parfaitement déterminée et clle ne dépend pas de x. Smolu-
chowski [1] a rencontré 'équation (68) dans la théorie du mouve-
ment brownien, il en a donné quelques solulions et il a trouvé, dans
des cas particuliers, la formule (70). F. Perrin a étudié le cas ou le
domaine d’intégration est formé par la surface de la sphére et ou @
ne dépend que d’un angle et de ¢. Le théoréme général (70) — qui
n’est d’ailleurs autre chose que le théoréme de Markoff du n’ 6 trans-
porté au cas de variables continues — peut étre appliqué a I'étude de
différents phénoméncs de diffusion (voir Hostinsky [12] [13]).

37. Conclusions. — Dans les problémes traités aux Chapitres Il
et IIl un paramétre n (indice d’itération) intervient. Les expressions
des probabilités cherchées se simplifient, quand on fait augmenter r
indéfiniment. On voit comment le hasard s'introduit, d’aprés Poincaré,
comme résultat complexe d’un trés grand nombre de causes; le degré’
de complexité est précisément défini par la valeur de n (Vorovka [1]).
Si, par exemple, le joueur bat les cartes n fois, n étant un trés grand
nombre, la permutation finale de cartes doit étre regardée comme
résultant d’un grand nombre de causes trés complexes.

COMPLEMENTS AR
SUR QUELQUES TRAVAUX RECENTS. ’% g

38. Sur les racines de l’equation caractéristique. — Si les quan-
tités p;x sont toutes positives, les racines de D,(A) = o, autres
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que Ao = 1. sont plus grandes que 1 en valeur absolue (Frobenius,
[2], [3]). Une démonstration simple dec ce théoréme a été donnée
par Rajchman [1].

Le théoréme énoncé par Romanovsky [1] sur la valeur limite
de P}’ pour n infini dans le cas ol les p;s ne sont pas toutes posi-
tives, a été complété et précisé par Kaucky [l] comme il suit : Si
parmi les racines de I’équation caractéristique seulement la racine 1
a la valeur absolue égale a 1, les expressions P!}’ tendent pour n— o
vers certaines limites qui dépendent en général de i. Si la racine 1 est
simple et si les limites de P}’ pour n > o existent, elles sont indé-
pendantes de 1.

D’autres propriétés de I’équation caractéristique ont été indiquées
par Romanovsky [2] sans démonstration.

39. Sur l'équation fonctionnelle de Chapman. — Considérons
d’abord une chatne simple aux éléments constants; nous avons alors
a étudier les propriétés des coefficients d’une substitution linéaire
obtenue par des itérations d’une substitution donnée (n® 5). Dans
le cas de la chaine simple aux éléments variables (n® 23), soit Sy,
Sa, ..., Sy, ... une suite indéfinie de substilutions linéaires et homo-
génes & r variables; désignons par p;;'les coeflicients de S,,. Il faut que

”
N - o

> g = (r=1,2 ron=i,2,3 )
Pik 1 (F=1ty2, ..., 32,3, vua

k—1

I.a théorie de la chaine conduit a4 I’étude du coefficient P;;(m, n) de
la substitution obtenue en opérant successivement S,. S, ., ...,
S, (m << n), et nous avons. au lieu de (6), la formule

,”
P =Y P r j
(g, my) = isCmey, ma) Pop(nmy, my),

=1

m,, m» et m; étant trois entiers positifs et tels que m, < ma> < my.
Introduisons maintenant : 1° au lieu'des indices i et k, deux variables
continues ; et z; dont les valeurs sont comprises dans linter-
valle (a. b) et 2° au lieu de m,; et m;, deux variables continues ¢
et &3. Pit (my. mg) devient ainsi une fonction continue ® de quatre
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variables et notre formule devient
b
(71) O (z), 23, 81, t3) = f D(xy, 23y Uy £y) P29, T3, Uy, 13) Ay,
a

avec la condition ¢, < ¢» < t3. L’équation (71) a été obtenue, sous une
forme un peu différente, par Chapman [l] dans ses recherches sur
la diffusion. Si, pour ¢, > T > 0, ou T est une constante, la fonc-
tion @ (zy, x5, &), &) qui satisfait 4 (71) reste positive et si

b
[ q-’(.l'], .l'g,t],l;;)d-lf;;ZI,
“a

on a

lim ®(z,, z3, &, {3) = o(x3),
ly=—+ =

ou @ ne dépend pas de z, ni de ¢, (voir Kolmogoroff [1], Hostinsky [14]).

Kolmogoroff [1] montre (pour le cas a = — o, b = + ») que
la fonction ® = ® (z, y, s, t) satisfait aux équations aux dérivées
partielles

Jb JP . 2O
P A(x, s) ST B2(.r, $) o3
Jb _ J[A(y, 1) D] + 92[B2(y,t)d|
o dy ay? ’

ot les fonctions A et B? sont définies par
1 b
A(.l‘,t):lAil" 3 f (y—x)®(a, ), t,1+A)d)y.
\ b
B2, ¢) = lim — (y—x2P(r,y, L,t+N)dy
a=0 )A a -

sous la condition que le rapport du moment d’ordre trois de la fonc-
tion ® et du moment d’ordre deux tende vers zéro pour limt =o.

Dans le cas particulier ou la fonction @ (z, y, s, t) ne dépend que
de z, y, et de la différence s — ¢, I'équation (71) se réduit & I'équa-
tion de Smoluchowski (68).
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