DMITRI RIABOUCHINSKI
Recherches d’hydrodynamique

Theses de I’entre-deux-guerres, 1922
<http://www.numdam.org/item?id=THESE_1922_ 32 1_0>

L’acces aux archives de la série « Theses de 1’entre-deux-guerres » implique I’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

These numérisée dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=THESE_1922__32__1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

WG e (5] 5

5 THESES

PRESENTEES

A LA FACULTE DES SCIENCES DE PARIS

POUR OBTENIR

LE GRADE DE DOCTEUR ES SCIENCES MATHEMATIQUES,

Par M. Dyirrt RIABOUCHINSKI,

Fondateur et Directeur de I'Institut Aérodynamique de Koutchino.

1« THESE. — Recnercues p'HypropyNamiQue.

2¢ THESE. — Sur LES EQUATIONS GENERALES DU MOUVEMENT DE CORPS SOLIDES
DANS UN LIQUIDE INCOMPRESSIBLE.

Soutenues le l} juin 1922 devant la Commission d’Examen.

MM. KOENIGS, Président.

BOREL,
MONTEL, | Examinateurs
VILLAT,

PARIS

GAUTHIER-VILLARS ET €', EDITEURS
LIBRAIRES DU BUREAU DES LONGITUDES, DI L’ECOLE POLYTECHNIQUE

Quai des Grands—Augustins, 55

1922



FACULTE DES SCIENCES DE L'UNIVERSITE DE PARIS.

MM.

P. APPELL.

MOLLIARD, Professeur de Physiologie végétale.

Professeurs honoraires. P. PCISEUX, Cu. VELAIN, BOUSSINESQ et BOUTY.

PICARD..............
GasTON BONNIER.....
KENIGS. ..ol ..
GOURSAT............
HALLER...... .....
JOANNIS .. ....... ..
JANET. . .. .. . ..
WALLERANT........
ANDOYER.. .. ... ..
PAINLEVE.. ........
. L CHATELIER. ..
GaBRIEL BERTRAND..
M= P, CURIE...... .
CAULLERY . ....... .
C. CHABRIE. . . ..
G. URBAIN.. .... ...
Emice BOREL.. .. ...
MARCILS ..... ..

JrAaN PERRIN ....

G. PRUVOT . ...... .

Analyse supeiieure et Algébre supérieure.
Botanique.

Mécanique physique et expérimentale.
Caleul diflérentiel et Caleul intégral.
Chimie organique.

Chimie ( Enseignement P. C. N.).
Electrotechnique générale.

Minéralogie.

Astronomie.

Mécamque analytique et Mécanique céleste.
Géologie:

Chimie générale.

Chimie biologique.

Physique générale et radioactivité.”
Zoologie ( Erolution des étres organisés).
Chimie appliquée.

Chimie minérale.

Physique mathém. et Calcul des probabilités.
Aviation.

Chimie physique.

Zoologie, Anatomie, Physiologie comparée.

ABRAHAM........... Physique.
CARTAN..... ..... . Mécanique rationnelle.
Professeurs CL. GUICHARD..... . Géométrie superieure,

"""""" LEBESGUE . .. Application de I’Analyse a la Géométrie.
LAPICQUE........ .. Physiologie.
GENTIL.. .... . ... Gdographie physique.
VESSIOT ... ...... .. Théorie des groupes et Calcul des variations.
COTTON............ . Physique générale.
DRACH . ............ Application de I'Analyse a la Géométrie.
C. FABRY...... . Physique.
CrARrLEs PEREZ ...... Zoologe.
Lton BERTRANI . ... Géologie appliquée et Géologie régionale.
DANGEARD..... .... Botanique (Enseignement P. C. N.).
LESPIEAU............ Théories chimiques.
LEDUC.. . ........ . Physique théorique et Physique céleste.
MONTEL ......... ... Mathématiques générales.
MAURAIN ......... .. Physique du globe.
HEROUARD.......... Zoologie.
Remy PERRIER ...... Zoologie ( Enseignement P. G. N.).
SAGNACG.............. Physique théorique et Physique céleste.
RABAUD ........ ... Biologio expérinentale.
PORTIER........ v.... Physiologie.
BLAISE ....... ...... Chimie organique.
PECHARD............ Chimie (Enseignement P. C. N.).
AUGER .............. Chimie analytique.
M. GUICHARD........ Chimie minéra'e.
GUILLEL...... ...... Physique.

Secrétaire.............. D. TOMBECK.
67961-22 Paris. — Imp. Gauraier-ViLLars g1 C°, quai des Grands-Augustins, 55.



MM. Gasrier. KENIGS er Hesrt VILLAT






PREMIERE THESE

RECHERCHES D’HYDRODYNAMIQUE

INTRODUCTION

Un corps de forme quelconque en translation uniforme dans un
fluide parfait indéfini n’éprouve pas de résistance d avancement, si
le mouvement du fluide, provoqué par celui du corps, reste irrota-
tionnel. Ce théoréme, qu’on a coutume de désigner comme paradoxe
de d’Alembert, est d'autant plus remarquable que, d’apreés le théoréme
de Lagrange, le mouvement est nécessairement irrotationnel sil’on
2dmet que le fluide peut glisser sur la surface du solide, mais non
s’en détacher.

On trouve une confirmation partielle de ce résultat dans la résis-
tance extrémement faible des solides de forme currentiligne (pisci-
formes) se déplacant dans la direction de leur axe dans Pair ou dans
I'eau. On aime Amontrer parfois dansles Laboratoires aérodynamiques
de gros modéles de dirigeables et, a coté, des petits disques d’égale
résistance ; celte comparaison produit toujours une trés grande
impression, méme sur les personnes prévenues.

Dansle casd’unsolide de forme anguleuse, d’un disque par exemple,
le paradoxe de d’Alembert est cependant entiérement contredit par
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I’expérience. Cette contradiction est due d I'impossibilité de satisfaire
a la condition pour la pression de rester positive dans toutle domaine
occupé par le fluide si 'on admet la continuité des vitesses. Chaque
fois que le fluide contourne un angle vif, la vitesse devient infinie;
si 'angle est quelque peu arrondi la vitesse estfinie, mais tres grande
comparativement aux vitesses en des points dont la distance de la
paroi est grande par rapport au rayon de courbure de la paroi. Les
pressions doivent étre, par conséquent, tres grandes, ou méme in-
finies, dans I'eloignement des parois, pour quela pressionne devienne
pas négative prés des angles. Sila pression tendait a devenirnégative
une cavitation commencerait a se creuser dans le fluide.

Helmholtz (*) reconnut que le probléme du contournement d’un
obstacle par un fluide admettait une autre solution, compatible avec
la condition des pressions, dans laquelle la vitesse est discontinue
sur certaines surfaces et résolut un premier exemple de ce genre.

On observe fréquemment des surfaces de discontinuité dans les
fluides réels. L’air chargé de fumée qui s’échappe d’un orifice, par
exemple, ne s’épanouit pas aussitot, mais conserve quelque temps
une forme cylindrique.

Le probléme des mouvements discontinus fut ensuite étudié par
Kirchhoff(*) qui développa une méthode génerale pour la solution de
pareils problemes dans le cas ott le mouvement est parallele d un plan
fixe et les limites sont composees de segments de droites. 1l résolut
entierement plusieurs exemples et, entre autres, celui de larésistance
d’un plan mince, orthogonal au coura relatif, dans la supposition
que les surfaces de glissement prennent naissance surles deux arétes
du plan et se prolongent ensuite indéfiniment dans le fluide en li-
mitant une plage infinie d’eau morte derriére lui. La vitesse de glis-
sement et la pression de I'eau morte ont les mémes valeurs qu’a
I'infini,

Laresistance R s’exprime par la formule

R=o0,44p u}f

(*) HeLMHoLTZ, Berl. Monatsber, 1868, p. 215.
(2) KircHHOFF, Porlesungen iber math. Physik, 1877, p. 290.
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ou p est la densité du fluide, u, la vitesse relative 3 U'infini et S la
surface du plan mince. Le coefficient o, 44 est plus petit que le coef-
ficient que donne I'expérience (environ o,58), ce qui tient & ce que,
dans les fluides réels, on observe toujours une dépression considérable
derriére I'obstacle.

Une importante modification de la méthode de Kirchhoff est due &
M. Planck, N. E. Joukowski, J. H. Mitchel et A. E. H. Love (*). Elle
permitaux trois derniers de ces auteurs de trouver la solution de nom-
breux exemples. Cette modification consiste dans la recherche de la

X . . e ds
représentation conforme des domaines des plans logé(é == -; el°>

et w (=0 + ) 'un surlautre, et non pas des plans C et w selon la
méthode primitive. Les parois des obstacles étant composées de seg-
ments de droites, les contours desdeux domaines sont également
limités par des lignes droites et 'on effectue aussitotlareprésentation
conforme cherchee, en utilisant le demi-plan d’une variable auxi-
liaire ¢, par la méthode de Schwarz et Christoffel (*). Les problémes
sont ainsi ramenés a des intégrales de fonctions algébriques.

Le cas ou les parois de 'obstacle sont courbes fut étudié¢ par T. Levi-
Civita (*), qui indiqua une méthode générale conduisanta la solution
de pareils problémes. La méthode de T. Levi-Civita a été discutée et
complétée (*) par U. Cisotti, M. Brillouin et H. Villat. H. Villat ap-
porta un perfectionnement important qui permet de trouver sans
tatonnement la solution pour un obstacle dont 'allure est donnée a
I'avance et considéra de nombreux exemples.

Dans les cas de mouvements discontinus considérés jusqu’ici, on
admet que les surfaces de glissement s’étendent a I'infini. Nous nous
propusons d’étudier quelques autres formes de mouvements d'un
liquide autour d’un obstacle, pouvant étre utiles a I'explication du
phénomene de la résistance des fluides.

(1) Encyclopédie des sciences mathématiques. 18° série, t. 4, p. 115.

(2) H. Lams, Hydrod) namics. 1916, p. 87.

(3) T. Levi-Civita, Rendiconti Circ. Matem. di Palermo. t. 23.

(*) P. AppeLL, Mécanique rationnelle. 1. 3, 1921, p 523 (Note de M. H. Villat),



CHAPITRE PREMIER

Théoréme de l'énergie cinétique minima

Lord Kelvin ('), tout en admettant la légitimité de I'application de
la théorie de Helmholiz dans le cas d’un jet fluide libre, critique
cependant I'application qu’on en fait aux mouvements glissants dans
le fluide.

Une plage indéfinie d’eau morte derriére un solide en mouvement
implique une énergie cinétique infinie — ceci est déja une objection
séricuse quant a la possibilité de la naissance de pareils mouvements.

Lord Kelvin insiste aussi sur le fait de 'incompatibilité des mou-
vements avec formation de surfaces de glissement avec son théoréme
de I’énergic cinétique minima, d'apres lequel 'énergie cinétique du
mouvement irrotationnel est moindre que celle de tout autre mouve-
ment compatible avec la méme vitesse normale des parois.

Rappelons la démonstration de ce théoréme (#). Soient T I'énergie
cinétique du mouvement irrotationnel déterminé par le potentiel de
vitesse ¢ et T, celle d’un autre mouvement dont les vitesses sont

do

KL

7} 0
(1) "w= 52 -+ Uy, o= 22 —+ ¢ga w -+ W
x

dy
En vertu de I'équation de continuité et de la condition pour le fluide
de pouvoir glisser, mais non se détacher des parots,

du,  dvy 0w,
oz Toy s

dans tout le domaine occupé par le fluide, et

lug+ myy+ nwy=o

sur les parois, /, m, n exprimant les cosinus directeurs de la normale
a un élément de la paroi. En désignant par T, I’énergie cinétique du

(1) Lorp KELVIN, Natwe. t. 50, 1894, p. 521, 549, 573, 597.
(2) Lorp KeLVIN, Papers, t. 4, p. 107; H. Lams, Hydrodynamics, p. 45.
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mouvement dont les vitesses sont u,, ¢,, w,, on peut écrire

T -F+To+9f[f<l’o—+vog¢ + wy gczp>dxdydz,

ou, en appliquant la formule de Green,

T, = 'r+T~pfff <"“° 9% 2 %W")dxdydz
—pffcp(l(10+m(>o+nwo)d5‘

et, par conséquent,

(2) Ty=T + T,

Cette expression démontre le théoréme, car T, est essentiellement
positif.

Remarquons, cependant, que cette démonstration ne permet pas
d’affirmer que I’énergie cinetique d'un mouvement avec formation de
surfaces de glissement est plus grande que celle du mouvement sans
formation de pareilles surfaces. En-eflet, en désignant par o, et g, les
potentiels de vitesse qui définissent le mouvement du fluide dans les
deux domaines V, et V,, partagés par la surface de glissement, on
peut poser

J li] Jd
th=5-(91—9), "o:@(cplﬂ@), Wo:(—,;(@.—q:)
dans le domaine V,, et
a Jd J
uo:d—x(%“"@), Vo:l‘);(?z—?)» Wo=— 52(‘?2*“?)

dans le domaine V,. En substituant ces valeurs dans les expres-
sions (1) et en calculant I’énergie cinétique T, de tout le fluide,

U LS L) (G () e
et f L]+ () ()] e

Cette formule ne permet pas de juger si T, est > ou < que T, comme
la formule (2) autorise a le faire. Nous allons démontrer cependant,
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en employant un autre mode de raisonnement, que, dans ce cas aussi,
T,>T.

Comparons I’énergie cinétique T, du mouvement irrotationnel
acyclique d’un liquide indéfini de densité ¢ autour d’un corps solide
de volume V, (corps A), limité par une surface S,, & 'energie ciné-
tique T, du mouvement irrotationnel acyclique d’un liquide indéfini
de méme densité autour d’un corps de volume V, (corps B), limité
par une surface S,, en supposant que les deux corps se meuvent avec
la méme vitesse uniforme U, de sens Oz, et que la forme, les dimen-
sions et la position du corps A permettent de le considérer comme
une partie du corps B. Démontrons que

(3) Ty+ T,> T,.
ou

I 5
Ty= ;P(.Vr‘ Vi)Uﬁ-

Soient g, et o, les potentiels de vitesse des mouvements a l'exté-
rieur des corps A et B et

(4) 0, =2 U,.

Circonscrivons mentalement une surface S, autour du corps A et
désignons parS,, la surface qui limite le volume (V,—V,), par T,, et
T,, Uénergie cinétique du liquide dans I’espace limité par la surface
S,, et & 'extérieur de la surface S, respectivement

(5) T, =Tu+ T

D’apres la formule de Green et I’équation de continuité, on a

d Y‘
To= l—pff qoo—g%odd; 1__.-—9\/\/‘ w,—-—dd
T2=-pff (ng 2d3; T”:—pff co,-—dd
0 0 d
S (o —n )i [ ({280 82) s

ol la dérivée des ¢ est prise suivant la normale extérieure de la sur-
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face correspondante. On déduit de ces formules que
To=Tu+ 20 [ [ (¢ 0 a3
o="Tu zpf s,,(‘°+¢')‘m(%_?) )

(6)
i d
Ty,=T+ ';‘Pj./; (<P2+<P1)d—”1 (92— 04)d3.

Sur les parois du solide A, on a
0
(7) 3;(‘?0_‘?1):0

et sur la surface S,
0] J
(8) a‘n—l(%—c{h):—m(%_@t)-

Si la surface S, se confond partiellement avec la surface S,, on
peut considérer une surface S, enveloppant complétement le corps A
et s"approchant indéfiniment de la surface S,.

En additionnant les formules (6) et en tenant compte des expres-

sions (4), (5), (7), (8), ona
T — I U ¢ ~
(9) Tyt To= T+ gpfd[z(w—cpz)d—n\w—<p1>d~,

(Upx — v,) et (Uyx — 9,) sont les potentiels des mouvements ayant
a l'infini la vitesse U, et entourent respectivement les corps B et A
supposés immobiles.

Désignons maintenant par S,, une portion de la surface S,, disposée
.y . () \
derriére le corps A, en tous les points de laquelle %(on—ag,) >o0

et qui est limitée par une courbe L, ou cette dérivée s’annule. Dési-
gnons ensuite par T,, I’énergie cinétique du fluide autour du
systeme A, composé du corps A et de la surface S,,, et par g,, le
potentiel qui définit ce mouvement. En appliquant au systeme A, la
formule (9), il faut étendre I'intégrale a toute la surface S, et aux
deux faces S,,. Sur la surface S, l'intégrale est évidemment nulle;
sur la surface S, elle est positive, car les valeurs du potentiel

(Upx — @,,) sont plus grandes sur la face olt (—)d; (Upxr —2,) >0 que
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sur la face ou b‘—’,—l (Uy2 — ¢,) < o. En remarquant que, dans ce cas,
Ty=o,0onauraT,,>T,.

Enveloppons le systéme A, par la surface S, de facon que S, se
confonde avec la portion qui lui correspond sur cette surface. Nom-
mons S,, une portion de la surface S, limitée d’'une part par la
courbe L, et d’autre part par la courbe L, le long de laquelle
d—‘i(UOx —0,,)=o0; en tous les points de S,,0n a Z?E<U°m~ ©,,)>0.
Désignons par T,, ’énergie cinétique du fluide autour du systéme A,,
composé du corps A et de la surface S,, + S,,. En raisonnant comme
plus haut, on trouve que T,, > T,, et, par conséquent, T,, >T,.

En continuant ainsi, on trouve pour le systtme composé¢ du
corps A etdelasurface S, +S,,+...+ S,,.que T,,>T,. En faisant
croitre n indéfiniment et en passant a la limite, on obtient le systéme
compos¢ du corps A et de la surface S, qui I'enveloppe. La valeur
limite de T,, exprime I'énergie cinétique du (luide qui entoure le
corps B et de celui qui est compris entre les surfaces S, et S,; ce
dernier sera un repos relatif. Le théoréme exprimé par I'inégalité (1)
est ainsi démontreé.

Sil’on obtient le corps B en ajoutant au corps A des surfaces non
fermées infiniment minces, il faut poser dans laformule (3), T,=o,
et, par conséquent, dans ce cas, on a simplement

T,>T,.
Par exemple, I'énergie cinétique qui correspond au mouvement
d’une surface de forme quelconque découpée dans un disque est
moindre que celle qui correspond au mouvement du disque lui-
méme.

Le mouvement qui convient & la forme discontinue ne correspond
ni a un minimum, ni 4 un maximum d’énergie cinétique, ct ne se
distingue du cas général qu’en ce que, sur lasurface de glissement S,
la vitesse ¢ est constante ('), mais il résulte de l'inégalité (3) que

(1) St I'on cunnait le potentiel des vitesses qui correspond au mouvement d’un solide
dont la forme dépend de n parameétres arbitraires, et si I'on choisit ces paramelres de
facon a ce que sur la partie S, de la surface du solide la vitesse reste approxima-

tivement constante, la surface S, peut élre considérée, approximativement, comme
surface de glissement.
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I'énergie cinétique T, du mouvement irrotationnel non glissant
est moindre que Dénergie cinétique T,+ T, d’un mouvement
avec glissement, compatible avec la méme vitesse normale des
parois.

Ce corollaire devient une vérité evidente lorsque les surfaces de
discontinuité se prolongent indéfiniment, car I'énergie cinétique du
fluide mort est alors infinie, tandis que I’énergie cinétique du fluide
dans un mouvement irrotationnel non glissant, autour d’un corps de
dimension finie, est finie.

Nous venons de voir que, dans le mouvement absolu, le mouve-
ment irrotationnel non glissant correspond pour le fluide & 'énergie
cinétique minima; dans le mouvement relatif ce mouvement corres-
pond & I'énergie cinétique maxima.

En effet, en désignant énergie cinétique du liquide dans le mou-
vement relatif par T,, on a

e f [0 (3 () e

Convenons de considérer un volume V non pas infini, mais suffisam-
ment grand pour qu’on puisse neégliger I'énergie cinétique restante
dans le mouvement non ghssant absolu. En désignant par T,
I'énergie cinétique du mouvement absolu et par T, I'énergie cinétique
du mouvement d’entrainement, on a

()@\2 ) 04 )
e L 5 (e
Fezlpffozdxdydz,
2 v

ef, en remarquant que

pffood—idxc{yd pffzp——d:f._'zl‘a,
Al

T,=T,— Ta.

on trouve

Pour une énergie T, donnée, T, augmente lorsque T, diminue.

THESES RIABOUCHINSKI 2



— 10 —

Le résultat obtenu par M. M. Brillouin ('), que dans le mouvement
avec surfaces de glissement indéfinies I’énergie cinétique est moindre
que dans le mouvement non glissant correspondant au méme
obstacle, peut étre considéré comme un cas particulier de ce théo-
réeme.

Lorsqu’un corps solide est mis brusquement en mouvement dans
un liquide, un changement soudain du mouvement du liquide a lieu.
En désignant par ¢, — ¢, un intervalle infiniment petit, par

ll
Po:f pdt
t

0

la pression impulsive en un point du liquide, par u, ¢, w et u,, ¢,, w,
les composantes de la vitesse aux moments ¢, ct ¢, respectivement,
et en admettant que les forces extérieures ne varient pas brusque-
ment, on obtient, en multipliant les équations d’Euler par dt et en
les intégrant entre ¢, et 7,, les équations suivantes données par
Lagrange :

J
plu —up) =— %,

9
(171) p(p — vy ) =— d_[;/O’
pw— ) =— 2.

Si le fluide est mis en mouvement en partant du repos, u,, ¢,,
w, = 0, et, par conséquent, les vitesses derivent d'un potentiel de
vitesse

Po
(12) ¢=—""
P

Le mouvement qui prend effectivement naissance, si I'on exclut
d’abord les mouvements discontinus, possede, par consequent,
d’apres le théoréeme de Lord Kelvin, une énergie cinétique moindre
que tout autre mouvement non glissant, compatible avec les mémes
vitesses normales & la paroi. Nous avons vu plus haut que )énergie

(1) M. BriLLoutN, dnn. de Chim et de Phys., 8¢ série, t. 22, 1911, p. 433.
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cinétique des mouvements fluides avec glissement est aussi plus
grande que celle du mouvement irrotationnel non glissant, mais pour
pouvoir affirmer que c’est le mouvement qui posséde la moindre
énergie cinétique qui prend effectivement naissance, il reste a
démontrer que les mouvements avec glissement ne sauraient naitre.
Il faut remarquer qu'une surface de glissement n’est pas nécessai-
rement une surface de giration. Dans le cas d’un glissement pur, le
théoreme de Lagrange ne saurait étre simplement invoqué pour
démontrer 'impossibilité de la naissance de pareilles surfaces dans
un fluide parfait.

M. J. Hadamard (*) donne une démonstration de cette impossibilité
qui repose sur le fait qu’a chaque instant d’un glissement relatif, le
saut d’accélération est normal a la surface, le long de laquelle la dis-
continuité a lieu. Un glissement ne peut pas se produire, par consé-
quent, dans une période quelconque du mouvement, s’il n’en existait
pas avant cette période.

On peut aussi démontrer I'impossibilit¢ de la naissance instan-
tanée d’'un mouvement glissant, en raisonnant comme suit. Considé-
rons une surface S inflexible et infiniment mince, dont la forme
représente celle d’un corps solide avec des surfaces de glissement
adjointes. Admettons que cette enveloppe S contient un liquide
de méme densité que celui qui 'entoure, et qu’on la mette brusque-
ment en mouvement en lui communiquant une vitesse U, de sens Ox.
Le potentiel des vitesses du fluide intérieur est 9, = U,x, et dési-
gnons par ¢ celui du fluide extérieur. La pression impulsive sur un
élément de I'enveloppe S sera p(¢ — U,x)da’; pour pouvoir subir
cette impulsion sans se déformer, la surface S doit étre rigide et ne
saurait, par conséquent, étre une surface fluide.

Mais lorsque le corps se meut avec une vitesse uniforme, la partie
de I’enveloppe S qui correspond a la surface de glissement, peut
se liquéfier sans modifier le mouvement du fluide, car la vitesse
relative, et par conséquent la pression, est constante sur cette
surface.

Rien ne s’oppose a la présence de pareilles surfaces "de discon-

() J. HapaMARD, Legons sur la propagation des ondes, 19oB, p. 356.
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tinuité, mais elles ne sauraient naitre dans un fluide parfait.

Parmi tous les mouvements d'un liquide, compatibles avec la
forme du corps solide qu’on met brusquement en mouvement, c¢’est
le mouvement dont I’énergie cinétique est minima, qui prend effec-
tivement naissance, si la condition pour la pression de rester partout
positive est satisfaite.

CHAPITRE 1I

Sur la résistance d'un plan mince (1)

Nous venons de voir dans le Chapitre précédent que les surfaces
de glissement ne sauraient naitre dans un fluide parfait. On peut
admettre cependant I'apparition dans un fluide visqueux d’une
couche de tourbillens, plus ou moins fine, séparant I'une de 'autre
deux portions du fluide possédant des vitesses sensiblement diffe-
rentes. Ce sont de pareilles « surfaces de glissement » qu’on observe
dans les fluides réels; elles jouissent de propriétés qui les rappro-
chent des surfaces de discontinuités effectives.

Lorsqu'un plan mince est contraint & rester immobile dans un
fluide en mouvement et normal & la direction de ce mouvement, on
observe pres de ses arétes la formation d’une surface de glissement
qui reste hien dessinée jusqu’a une certaine distance du plan et qui
dégénere et s’évanouit ensuite dans un mouvement tourbillonnaire
et chaotique.

L’expérience montre aussi que la pression derriére le plan est
répartie dans ce cas d’une facon approximativement constante sur
toute la surface et est moindre que la pression dans I’¢loignement
du plan.

La théorie de Kirchhofl' (voir plus haut, p. 2), en envisageant une
surface de glissement qui se prolongerait jusqu’a U'infini, néglige la

(1) Les résultats de ce Chapilre, sauf quelques développements complémentaires,
ont été déjh publiés dans les Proc. of the London Math. Society, »¢ série, vol. XIX,
Part, 3 et le Bull. de U'lnst. Aérod. de Koutchino, fase. 6, 1920.
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dépression derriere le plan. Cette dépression, en provoquant une
augmentation de la vitesse de glissement, doit évidlemment modifier
la répartition des vitesses sur la face antérieure du plan.

Nous étudierons dans le présent Chapitre le cas ou, le mouvement
du fluide étant supposé paralléle a un plan fixe, deux plans seraient
disposés 'un derriére I'autre, orthogonalement au courant, et leurs
arétes réunies par des surfaces de glissement (voir la figure 1 de
la planche I1T). La vitesse de glissement est dans ce cas, comme
nous le démontrons plus loin, plus considérable que la vitesse du
courant. Les deux plans s’attirent mutuellement, mais la pres-
sion totale du fluide sur le systeme des dcux plans est évidemment
nulle.

Le cas étudié par Kirchhoff, qui peut étre considéré comme
le cas limite ou les deux plans seraient infiniment éloignés 'un de
l'autre, ne saurait étre, par conséquent, opposé au paradoxe de
d’Alembert.

Dans les fluides réels, on peut faire correspondre au second plan
un plan fictif représentant I'effet global du frottement et des chocs
qui, en provoquant une dissipation d’énergie, déterminent la résis-
tance des fluides réels.

En empruntant & 'expérience un seul élément, par exemple I'in-
tensité de la dépression derriére le plan, on peut calculer cnsuite la
distribution des vitesses sur la face antérieure et la pression totale
exercée par le courant sur le plan. Lafigure 8 montre la distance qui
doit exister entre les deux plans, pour qu’ils soient attirés mutuelle-
ment avec une force approximativement égale a celle qu’exerce un
courant fluide réel sur un plan mince.

Nous suivrons dans notre démonstration la marche que nous avons
déja indiquée antérieurement ('), mais nous exposerons d’abord les
considérations qui nous ont conduit a cette méthode.

Rappelons la méthode qu’on emploie (*) pour résoudre le pro-
bléme de Kirchhoff du mouvement d’un liquide autour d’un plan
mince avec surfaces de glissement adjointes indéfinies. On repré-

(1) loc. cit., ante, p. 12.
(2) H. LamB., Hydrodynamics, p. 92.
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sente (voir la planche I), les plans des variables z(=x + 1),

. ds 1 . .
w(=09-+1}), C<: = ae"‘), logl, et l'on effectue ensuite la
représentation conforme des domaines des plans w et log{ I'un sur

Iautre.

w
Al
J
A
c
g o ¢
A log ¥
Jd ______ E Ul e
A A C
4

Planche I.

Si Pon applique cette méthode au cas que nous nous proposons
d’étudier du mouvement d’un liquide autour de deux plans disposés
I'un derriére I'autre, orthogonalement au courant avec des surfaces
de glissement réunissant leurs arétes, on obtient comme plans des
variables, z, w, { et loglles figures représentées dauns la planche II.
On se heurte ainsi a la difficulté qui provient de ce que les domaines
des demi-plans superieur et inferieur du plan =z se supperposent en
s’entrecroisant sur les plans C et log{.

Si l'on veut considérer I'un des demi-plans symétriques du plan z
pour étendre ensuite le resultat obtenu a tout le plan on rencontre
une nouvelle difficulté lorsqu’on tache de préciser le sens de I'ex-
pression « demi-plan symétrique »



—_1

En effet, si U'on attribue les points disposés sur la droite KCC'K
du plan de la variable s au demi-plan supérieur, ce dernier ne

,
L
z K
: w
]
i
K c A’ 1J B C K
K A U8B
]
K
c,C
4 AB ce
BLA’ log §
’ d’
J K J Q
J K
A[S AB’ cc
cic’
Planche II.

pourra pas étre considéré comme un demi-plan parfaitement symé-
trique, car les points de la droite KGC'K ne figareront pas dans le
demi-plan restant. On ne peut pas ne pas tenir compte de cette cir-
constance lorsqu’on a recours & la représentation conforme : on peat
se représenter facilement une transformation ponctuelle qui ferait
correspondre, par exemple, a une partie des points de 'axe KCC'K,
disposés d’une facon symetrique par rapport a origine, des points
disposés sur I'axe imaginaire du plan transformé et 'on n’apercoit
pas les motifs qui obligeraient & les attribuer seulement a I'un des
demi-plans transformés.

(’est pour surmonter ces difficultés que nous employons la méthode
exposée plus bas.

Désignons par 3’ et w' les variables complexes x + iy et g + 1.
Les plans de ces variables sont representes dans les figures | et 2 de
la planche [fI. Les points correspondants sont exprimés par les
meémes lettres.
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Faisons les conventions suivantes. Désignons la partie KCAIBC
de la ligne de courant § = o par § = — o et la partie CA'I'BC'K' par

Y=+ o0; admettonsensmteque(li) =1 Ot([nﬂ)_ =—1.

Ces conventions faites, considérons les demi-planb (voirles figures
3 et 4) des variables complexes

. .
s—x +1 =a+t— Y,
=2 +ipmy

_ Sy .y
w__cp+l|u14|__cp+t—|dyl $.

Il est facile de voir qu’on peut interpréter ces demi-plans comme
exprimant les plans des variables =" et ' pliés en deux.

Nous devons trouver la relation de dépendance qui existe entre les
variables z’ et o' :

(1) 3 =F (')
pour pouvoir déterminer ensuite, en mettant F(w") sous la forme

les fonctions

z=P(o, ¥),
y=0Q(e, ).

En remarquant que, » étant un nombre entier quelconque,

kll—{—l

)" =
>W
)=

l

Qr
(e
(

-

l

l—e

-

I

bkn+3

|<-

i — _q;_
l [$7°

<

on peut écrire

vt v y
¢ +t|q}|y—-l(cp,\]»)+ l‘PIQ((P’qJ) F(‘P""m,["l’)
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Planche III.
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et, par conséquent,
(2) z=F(w).
Inversement, si I'on trouve une expression de la forme (2), il suffira,
pour passer a la formule (1), de remplacer qJI par 'unité.

On peut appliquer aux variables complexes

x—i—z’—%Ty et <p+i-l—jj-T¢

les régles ordinaires de la théorie des fonctions d’une variable com-

plexe, mais on aura soin de toujours remplacer y— 1 par lil
Dans la représentation géométrique de ces nombres complexes,
leurs coordonnées seront la partie réelle et le coefficient de .

Onpeutécrire, parexemple, en employant les notations usuelles ('),

wl
d"
C~(hdw“—q’|"nT:ﬂ<u+ |i| > Ak
u—-—i—L——v 7 9
¥
log¢=1lo -—+z 0
8 [Y]

comme il est facile de le vérifier directement.

Les contours des aires qui correspondent sur les demi-plans des
variables { et log{ a celle du demi-plan de la variable & sont indiqués
dans les figures 5 et 6.

En employant la méthode de Schwarz et Christoffel, représentons
'aire indiquée dans la figure 6 sur le demi-plan de la variable auxi-
liaire ¢ (voir la figure 7).

Posons

logf=Marccht+ N

(= (1B N).

(1) Femploie les notations adoptées dans I Hydrodynamique de M. H. Lamb, mais je
conserve le signe primitif du potentiel des vitesses et je désigne la vitesse de glisse-
ment par qi.

ou
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Pour calculer les valeurs de M et N, admettons que les points
(A, A) et (B, B'), pour lesquels respectivement,

log = i-;E et logl—— i;i,

correspondent sur le demi-plan de la variable ¢ aux points t=—1
et = + 1. On trouve ainsi que

Done
(3) t:ch<log§+i7—;>:%i<;—%->.

Sur la surface de glissement, ﬂ =1 el, par conséquent,

ingY
(4) t= Snal‘“

Il est facile de vérifier que, pour représenter le demi-plan w sur le
demi-plan ¢, de facon que les points correspondants coincident, on
peut poser

tanga.w
5 t— ——° """
( ) \/ngQ—W’
ou
(6) w— D10t
Viang?a + ¢3

La constante tanga est de dimension zéro; elle détermine le rap-
port de la largeur / des plans & la distance d qui les sépare. La con-
stante b détermine I'unité de longueur et la constante ¢, 'unité de
vitesse.

En égalisant les sccondes parties des expressions (5) et (5), en

remplacant { pargq, — d > en intégrant et en remplacant —— par 'unitg,

IkPI

on trouve la relation cherchée entre les variables ' et z’
On peut aussi obtenir facilement I equatlon de la courbe de gl|s>e-
ment en utilisant le raisonnement qu’on applique ordinairement
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d.

323 =g¢, et, par con-
séquent, en mesurant la longueur de I'arc s, du point I, on peut
poser ¢ = ¢, s. En substituant cette valeur de ¢ dans I’équation (6),
en posant { = o et en prenant en considération la formule (4), on
obtient comme équation intrinscque de la courbe cherchée

dans ces cas. Sur la courbe de glissement, on a

s— bsinf
et en intégrant les expressions
dx = cos0ds,
dy = sinf ds,
on trouve
z __ 1 sina20
b7 2 tangia + sin®0
6 . T
( +m[sncaE<cosa,;—|9|>
7)
—séca sin%cF(cosa,g — 6|> — 56!5] >
Y tang®a tang?o + i
26

VO Vanga +sin?d \langta + 1

. Les fonctions

. T T
L’angle 0 varie de + = & — =
2 2

F(cosoc, E—|9|> el E(cosa, ’i—|0|>
2 2

sont des intégrales elliptiques de Legendre de premiere et seconde
especes
3101
F(cosa,l‘—m):f S —
2 ) V1—costasin®e
’-;-|6|

E(cosa,g—w]):f Vi—costasin?o dg

0
et

(8)

&

=séca(E —sin?aK'),

N
Rl



ol

K’—_-f ki
o V1— cos*asin’e
3
—_—f V1— costasino de
Yo

sont des intégrales complétes complémentaires.
l
Pour calculer la relation de dépendance entre — et o, remarquons

d’abord que le long de CA” (vorr la figure 5) C— p Z17 et, par consé-
quent, en faisant cette substitution dans la formule (3), on a

t:_1<£/_1+1>
2\¢q 91

au
q e
— = —l—\—1.
91 v
Devant le radical nous prenons le signe —, pour que ¢ s’annule
pren gne —, p que g
lorsqu’on pose ¢ =-— . Kn intégrant maintenant le long de CA’

(voir la ﬁgure 3), on peut écrire

Y\ 2
l——z/dy_zf Zycjzdl“*zbf (¢e—\e 1>tang§adt

(tang®a + )2

et, en effectuant le calcul, on trouve
(9) ;%:séca(sin’oc—i—E——cosﬁocK),

ou E et K sont des intégrales elliptiques complétes :
3
E _—.f V1 —sin®asin?¢ de,
0

T
2
' do
K-—-f—————.' P
o V1—sin*asin?e

L'ordonnée y de la courbe de glissement est maximée lorsqu’on
< . , U S
pose 6 = o. En désignant cette ordonnée par —, on déduit des for-



mules (7) et (9) que

’ !'—1  sina(1—sina)
(10) { 7 sin?a+ E — cos?aK

Calculons maintenant le rapport de la vitesse ¢, a la vitesse 2
Vinfini ¢, en fonction du paramétre a.
En posant, dans P'expression (5), y =—o0, 9 = —xou$ =+o,
9 = -+ %, nous trouvons
t=1ilanga.

En faisant cette substitution dans la formule (3) et en remarquant

qualinfinif =oet{= g—‘, on trouve
0

sina
(r1) 9 — tang o + Vlangta + 1= /2310,
90

1 — sino

Devant le radical il faut prendre le signe -+, le rapport % étant
positif.

Calculons aussi le coefficient de la dépression derriére le plan.
On a

+ Llogr= + Log?
Po 2qu P 2971'
Donc

Po—p1 __ Sina .
(12) pq: T 1—sina

Pour calculer la pression totale du courant sur le plan, posons

: P
P:zf (p—p,)dy:quf <1——-—2>dy.
0 o 74

En prenant en considération les formules

2
(&=~ (1+acl),
91 91/
tango. 9
| = ———
HZES
dy 1
- -

de — ¢
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et en intégrant le long de AC’ (voir la figure 3), nous obtenons

(13) P) _ IHsina [ q d) dwdt
pgsl 1 —sina l o dt
x+sinoc< . b)
= ——— | 1—2sinatanga—
1 —sina )
14+ sina E — cos2aK

1—sina sin?a + E — cos?2aK

Calculons la valeur limite du rapport % pour & = o. En remar-
0

2 2
K:E[l+(—l-> sin7a+<-]—§> sin‘a +...],
2 2 2.4
_ T N\, 1.3\*sin*«
E——-Z[I <-2‘> Sin d—(;z) —3——-—...],

nous pouvons écrire

quant que

\ E —cos’aK

T
n 7
=0 sin?a 4

et, par conséquent [voir la formule (9)],

l w4
Lllnbsm’ 4
et
P T
lim — =

a=opgal T4

Ce coefficient coincide avec celui de Kirchhoff. Il correspond a la
valeur nulle du paramétre o, qui détermine un eloignement mutuel
infini des plans. Démontrons-le.

Les formules (8) et (9) donnent

d E' —sin*« K’
(14) 77 sim’a+ E—costaK

Lorsque o est suffisamment petit, on peut écrire, en omettant les
membres d’un ordre inférieur,
T+ 4
4
T .
E—K=-— Zsm?a.

sin?a + E — cos?aK = sina,




De la derniére de ces expressions et de la relation de Legendre (*),

KE + K'E—KK'= g,
il résulte que

(15) limsin*aK'=o,
a=0

tandis que la valeur de E' pour « = o est égale a I'unité.
Donc effectivement

(16) lim

Considerons lesecond cas limite lorsque les deux plans se rappro-
chent indéfiniment.

~ T 7
Remarquonsd’abord qu’en posant danslaformule (15) o = S — o,

on obtient
lim cos?a’ K = o.

i‘f’zpqél:w’
lﬂim d~«o
arl
2

. T
Remarquons aussl que pour & = 5

lim <———PI—M>:1
a=T eq5t” 09y

Dans le Tableau ci-joint nous avons calculé pour différentes

valeurs du parametre « les valeurs correspondantes du rapport%

d’apres la formule (24), du rapport l,—;l d’apres la formule (10), du

(1) Exercices de calcul intégral, t. 1, Paris, 1811, p. 61.
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rapport ' d’aprés la formule (11) des coefficients ;[ et p‘};f‘
0 0
d’aprés les formules (13) et (12).

0

TaBLEAU I

o, b=l . B opop

! l % Pl eqi
Ot vennnnnonnnne coninn 0 0 1,00 0,44 [
(A 17,68 2,660 1,19 0,62 0,21
20 . et iini et 3,958 r1.082 1,43 0,90 0,52
30 ciiiiiit e 1,490 0,555 1,73 1,33 1,00
T T 0,668 0,307 92,14 2,07 1,80
50 i 0,314 0,164 2,35 3,51 3,27
60, .t 0,141 0,082 3,73 6,61 6,46
7L TN 0,054 0,033 5,68 15,6 15,6
80 it e 0,012 0,008 11,4 64,4 64,8
90, i ittt [ [ w© © ©

A la valeur du paramétre « = 10° correspond un rapport

l(po;pl) 20,339

Un rapport approximativement pareil existe entre les coefficients de
la dépression et de la résistance totale pour un plan mince maintenu
orthogonalement dans un fluide en mouvement. Nous avons calculé

Fig. 8.

en posant dans la formule (7) « = 10°, les coordonnées de la courbe
de glissement correspondante. Cette courbe est représentée dans la
figure 8.

Considérons aussi le cas ou, la distance d entre les plans restant
finie, leur largeur / diminue indéfiniment. En éliminant / des for-
mules (10) et (14), on a

' sina+ E—cos?aK

d E—sin*aK’'

THESES HIABOUCHINSKI
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et, par conséquent,

U
(17) lim—l- =o.

a:od
Comme nous avons admis que d est fini, il résulte des expres-
sions (16) et (17) que /' s’annule en méme temps que /, mais le

-1 con .
rapport —— reste infini.

CHAPITRE 1II

Inertie additive dans les mouvements avec et sans glissements

Nous comparerons, dans ce Chapitre, I'inertie additive, rapportée
al'unité de longueur d’un cylindre, de section rectangle, qui se
meut, dans un liquide en repos & l'infini, orthogonalement aux
génératrices, avec une vitesse — ¢,, en supposant d’abord qu’il ne
se forme pas de surfaces de glissement sur les cotés paralléles au
mouvement et ensuite — que de pareilles surfaces de glissement
existent (') (voirla planche IV). Les plans des variables w, { et de la
variable auxiliaires ¢ qui correspondent, dans le mouvement relatif,
au premier cas sont aussi représentés sur cette planche.

On établit la correspondance entre les plans des variables

w, C <:: iq, gg)) et z, en posant.

{=1iy1—t3,
R (L.
Viangio + 22

Nous désignons par ¢, la vitesse du courant relatif & I'infini, par
¢, sa vitesse aux points I,, I, par b et tang «, deux constantes qu’il
reste & exprimer en fonction des dimensions de la section du
cylindre.

(V) Sur la résistance des fluides. Comptes rendus du Congrés international des
Mathématiciens, Strasbourg 1920,
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Lorsque w = », on a ¢t= —itanga, ¢=g¢,, 0 =o0, et, par
conséquent,
(1) 9o — cosa.
1
K’ K
— W
A U'B z! A B z
7 //
¢ K’ % K
K c K c %
//
a ) B A B
J
—— —_—
K K
Kik Kl K (¥ 007)
: = g-.i'e /¥ ¢
] w |
j JA Y 7
|
K C  AA'JIJU'BB K C Aa] LsB c’
cic’
Ke K’
I
c AN U BB c:
Planche IV.

En désignant par / la largeur et par d I'épaisseur du cylindre, on
trouve que

—_1 -1 (2_—
é—:f dy Zcfdt—_—btang%xcosacf‘ _Ve—1dt - b(E — cos?aK),

Il

do 3
de dt —= (tang?a + £%)2
° ° 1—e
L—i:f ZJE %dt: btang?a cosocf \/—l-t—d—lT = b(E'—sin?aK’).
2 —1 @9 —1 (lang?a + ¢2)?

f_l __ E'—sin?aK’
(2) {—~ E—cos’ak’
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ou E, K sont des intégrales elliptiques complétes, E', K', les inté-
grales complémentaires et sina, cosa, leurs modules.

Nous calculerons 1’énergie cinétique T du fluide autour du
cylindre en mouvement et I'inertie additive M en utilisant les
formules

(3) 2T =g} (o [ody +8) =Mgi,

M:—p(-l—fcpzly+s>,
9o

ou ¢ est le potentiel des vitesses dans le mouvement relatif, S la
section du cylindre et I'intégrale est prise le long du contour de cette
section dans le sens négatif.

Le long des cotés paralleles au mouvement, I'intégrale s’annule et,
par conséquent,

et comme le long de CA’

qo bt

), — )

Vtangia + £
do I [ —
— T T e ’__t2
il qlx/ :

on a
/e di

M:p</41)2 tang%cosa/ m—S) =p(mbsin?a —8§)

ou, en éliminant b,
mlsino
M=p <4(E —costaK): S>'

d . . .
Lorsque o = g, 7 = 0, le cylindre devient un plan mince. En

désignant I'inertie additive correspondante par M,,

2
M(,:pn(é) ’

M sin?a 4 d

(4) E:(E———coszaK)"’ !l

on peut écrire
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Dans le Tableau II, nous avons calculé pour différentes valeurs du
parameétre o les valeurs correspondantes du rapport (7"' d’apres la
M, \ q

formule (2) du rapport TN d’aprés la formule (4) et du rapport~q~:

d’apres la formule (1).

Tasreavu 1L
o d M 0
as. 7 M %I.
0T P o 1,00 o
1o PN 0,025 1,05 0,178
72 0,111 1,16 0,342
60, i e c.e.. 0,298 1,29 0,500
50, . i Ceererereieaaes 0,676 1,42 0,643
40... ... Cerieteceraceae e 1,478 1,65 0,766
1 J PP 3,355 2,00 0,866
200ttt et 9,007 2,50 0,940
T0i c et ettt insnnenannennnns 40,03 3,h0 0,985
[ © — I

Surles cotés A’ B’ et AB (voir la premiére figure de la planche IV)
on afl =0 et ¢ parcourt toutes les valeurs de — 1 & + 1; la vitesse
correspondante ¢ s’exprime comme suit

/A
7 Ji—2
Aux points I et I' elle prend la valeur minima ¢ = ¢, et devient

infinie sur les arétes.
Des surfaces de glissement comme celles qui sont représentées

Fig. 9.

dans la figure g, ne peuvent donc pas exister et ce serait une erreur
de dire qu’on peut les tracer a priori, sans avoir recours au calcul (*).

1) Lorp KeLviN, Nature, t. 50, 1894, p. 597.
P
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Calculons a présent I'inertie additive dans le second cas (deuxiéme
figure de la planche IV), lorsque les surfaces de glissement existent.
Nous avons obtenu plus haut la solution du probléeme du mouvement
de deux plans minces, disposés I'un derriére I'autre lorsque leurs
arétes sont réunies par des surfaces de glissement. Il suffit de
supposer que ’eau morte du cylindre formé par les plans minces et
les plans réunissant leurs arétes, est remplacée par un corps solide
de méme forme, pour passer de ce cas a celui que nous proposons
d’étudier actuellement. Les formules obtenues dans le Chapitre 11
peavent donc étre utilisées telles quelles. Le rapport de la vitesse ¢,
a I'infini ala vitesse ¢, sur la surface du glissement était

(5) 9o 1——sina,
71 \/ I+ sine

et le rapport de I’épaisseur a la largeur

6 d __ E'— sin2a K’
(6) 77 sin’a+ E— cos?’aK

Le potentiel des vitesses sur la paroi du cylindre et sur les surfaces
de glissement s’exprimait par
q,bt
" Vlangta + 2

et la vitesse ¢, sur le segment CA’ (voir la planche II1), par

9 Ty
—_— = —\/{*—1.
91 v '
sur la ligne de glissement A'T’, %P =gq,,t = — sin0.

Nous calculerons I’énergie cinétique de tout le fluide, y compris
celle du fluide inclus entre la surface de glissement et le corps. Il
faudra donc poser, dans ce cas aussi, dansla formule (3) de la
page 31, S=1d.

Sur le segment CA’

!
2 ' dyd
— ay a9
[) cpd}_j;°° cpdc‘p dldt
. “THangabiq, 2 di f_'tangzab‘—’qi\/t‘—ltdl
- f_w (tang?a + 12)2 (tang®o + 2)?
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sur la ligne de glissement A'I’

v r v

3 2 2 do 0tanf-’?ocq bre2 de
ﬁ eay fi esinbds / ¢ sin 7 |, (tang*a + 2)
2 2 2

et, par conséquent,

—1 — °
—— 5 l4 2, p2d \/tz—I tdt - . 2 dt
M= Pl:'-l tang®a b q0<f_:w (lang? ot + £2)2 | _(tang?a + &) + d].

En calculant ces intégrales, on trouve

M___p(n_l2 sinet (1 + sinot)® —-ld)

4 (sin’a + E — cos*aK)?
et, en définitive,

M sina(r—+ sina)? 4 d

T (sin?a + E — cos*aK): ’

ou M,=pm <é>2 exprime, comme dansla formule (4), 'inertie addi-
tive du plan mince.

Dans le Tableau III, nous avons calculé les valeurs du rapport C—f,
d’apres la formule (6), du rapport —1\1}11’ d’apres la formule (7) et du
rapportg—" d’apres la formule (5)

TasrLeau IIL

0 a. M, 2
* t M, 91
00, . i i e o 1,00 o
B0, i e 0,012 1,08 0,088
7 T 0,054 1,14 0,176
60.... i Ceeeeeaa 0,141 1,32 0,268
o T 0,314 1,74 0,364
5 TS 0,668 2,24 0,467
ouiii e e 1,490 3,63 0,578
20, ettt s 3,956 9,18 0,699
o P 17,58 79,9 0,840

LS T R w© ®© 1

Sil'onreprésente graphiquement les données des Tableaux I et 111
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et si 'on compare les deux courbes M =f(c—l), on remarquera qu’on
M, 7,
obtient dansle second cas (mouvementavec formation de surface, de
glissement) des valeurs plus considérables, conformément au
théoréeme démontré plus haut (poir p. o).

CHAPITRE IV

Mouvement d'un liquide autour de deux plans minces dans le cas
ou deux tourhillons de rotations opposées sont disposés entre eux

Nous avons étudié, dans le Chapitre II, le mouvement d’un liquide
autour de deux plans minces, en supposant que leurs arétes sont
réunies par des surfaces de glissement, et le fluide, compris entre les
plans minces et les surfaces de glissement, reste en repos.

Nous considérerons a présent le mouvement d’un liquide autour de
deux plans minces, disposés I'un derriere I'autre, orthogonalement
au courant, dans le cas ou deux tourbillons de rotations opposées
sont disposés entre ces plans sur I'axe de symétrie (voir la figure
schématique 10) et la vitesse n’a pas de maximum sur les parois
entre les arétes.

Les lignes de courant qui réunissent les arétes ne sont plus des
lignes de glissement; les vitesses ne varient pas brusquement lors-
qu’on les traverse.

Nous conviendrons que la fonction de courant | est positive dans
les domaines [ et I1I et négative dans les domaines IT et IV.

La méthode que nous avons appliquée dans le Chapitre II peut étre
aussi utilisée dans ce cas, si 'on convient de toujours remplacer,
dans les domaines II et III, || par — y{?. Le contour KC'ACNI’
appartient au demi-plan inférieur et le contour INDBD'K au demi-
plan supérieur. En pliant le plan 5 en deux, on obtient le demi-
plan s dont le contour est KC'ACNINDBD'K.

Les plans des variables z, , log{, w et de la variable auxiliaire ¢
sont représentés dans la planche V.
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Pour représenter le plan logC sur le plan ¢ de facon que les points
A et B correspondent aux points +1 et — 1 du demi-plan ¢, il faut
poser
dlogt  At(er—1)

At — (B=bh (=)

A est une constante, &= b et *=c des grandeurs réelles qui déter-
minent la position des points C,, D, et C, D sur I'axe réel du demi-
plan 7. En intégrant, on a

cl—1

Al 11— b
(1) Iogt:;[mlog(tz~b”)—i—c?_bzlog(t?—c?)] + C.

Au point M correspondent les valeurs
= 5 ]O :l -l-.
o gt =log —
Entre les points C’ et C, D et D',

02> b logg = partie réelle =

LT
2

THESES RIABOUCHINSKI 5
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Entre les points C et I, T et D,

t2> cz’

log¢ = partie réelle %= im.

<
42
o
(=]

M K C' A

Y

CNUJ
Planche V.

On obtient ainsi les trois équations

1 1 1— b2 ct—1
e L =0 e o
(J__!mgql zAch-mlO”( b)+c2—b2I0g( c)],
1— b2
Am =—1I,
ct—1
Am:—l,
et, par conséquent,
A:—?,
24 ct= 2,
On peut donc poser
——_:Sinot,

— COS«.
2

Sile
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En faisant ces substitutions dans I'expression (1), on obtient

(2) loggit=— 1o <1_____‘2 _r
08915 =— 7108 2sinfe ) \' 7 Scoste )’

ol ¢, exprime la vitesse au point M.
Le paramétre o a la signification simple suivante; aux points
AetB,
== g g = qa, t*=1
et, par conséquent,
N

= ==col 2.
q1

Pour représenter le plan w sur le demi-plan ¢, posons

dw Be(2—1) .

dt I L

A=t e— eyt
B est une constante, *=b, et = ¢, les valeurs de ¢ qui correspondent
aux points N et K sur 'axe réel du plan ¢. Les points A et B corres-
pondent aux points £ = 1.

L’intégrale peut s’écrire
Y al—(b+eh)  ei—1 /F‘—T%]Jrc’

T
W—‘“ ¢ =—arc Slll -+
[ 4T =) TH=—aVri—a

car il faut toujours remplacer V—1 pari il

Au point 2 = o correspond la valeur w = o, donc

1 . .2t — (b +c}) b3+ c?
(3) W——Z-Bl:l |¢l<amm'—l)_%_:~_c—f +arcsmb2

ct—1 t2~bf by
+ —_—— .
b} —c? r—ct o
2 2

b} +ci 2c} ct
¢ sin s 2i——arcshy/ "=
arcsin s =ar 1+ g + qul o
ztﬁ—(bf—r—cf) 2(t2——bf)]
b} —ci bi—ci

LR . \/bg_cﬂ>
= —+2z———arcsh<l—— <

2 (¥l [$1V bi—ci
=T t——ancsh\/c,—ﬂ

2 (41 b

En remarquant que

are sin = arcsin[H—
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la formule (3 ) peut s’écrire

b2 — 2 c?—1 22— b2
B[ii<n~—zarcsin\/ L >+ | \/ ‘]
[¢] b} —ct bi—ctV ¢ —ci
c? ci—1 b
B|2arcsh 4 =1
[ bi—ci  bi—ct o

Les membres inclus dans le second crochet sont réels, car

W=

-

bi>1>cl.

Lorsque ¢, en restant réel, varie de ¢} a b}, entre les points N et K,
w est réel, tandis que les membres inclus dans le premier crochet
sont purement imaginaires. Les coefficients b, et ¢, doivent donc
satisfaire a la condition

(4) sarc sh i _ 1==ci b
b —ct T bi—c? ¢

et la constante B doit étre purement imaginaire. Posons

B—=— iqob,

ol g, est la vitesse du courant & 'infini et &4 un paramétre qui déter-
mine 'unité de longueur.
M 3 2 2
On a ainsi, pour ¢} <*< b3,

—L Y b sarcsing /ol 0 1=c Jbim
AERPRT7TIAS Bi—el ti—eV e—d)

pour * > b3,

_ I ¢y ( sare L G ﬁﬁb%) .
W__Z_(/Ob [mﬁ+l<za'(’5h\/b§—c§—bi-cﬁ e -—c? ’

et pour ¢* <c},

I . ci—t* 1—c} bt — 12\
w———qg,bi| 2arc sh - — .
270 < \/b%~c: n—aVa—¢

Ces formules permettent de vérifier qu’effectivement, lorsque le
point ¢ varie de — sc & + o0, le point w décrit le contour indiqué sur
le plan w de la planche V.

Sur la coupure NI, 2>> b7, le potentiel des vitesses change brus-
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quement de signe. La circulation autour de chaque tourbillon est
donc

b
w=gubr=n0l(7)>

ol /est la largeur des plans, et la valeur du rapportlé est indiquée
plus bas.
En posant dans la formule (4)

S tangh 3,

b,

on a
5 bl.—__cgﬁ___,
©) E

sh2ﬁ
(6) SR S—
' 48

sh2f +1

Au point 4 U'infini K correspondent les valeurs t*=c¢}, 6 =0, g =g¢,
et ’équation (2) (p. 38) donne

(7) <_‘1_0>2::(I-C%?2—c0522a_

q1 sinz2a

Aux points N correspondent les valeurs
2= b}, 6=m. q = gn;
donc
2 2 1) — 2
(8) <Z§> _ (b7 —1) cos*aa

q1 sin?aa

Aux points A et B, comme nous l’avons obtenu plus haut (voir

p-35),

(9) ;l?:cotza.
En posant
:b?—l_ 1+ qx 2:
(10) 7= Cosaa qA
10

1—c]
- ’
COSZO(
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on a,.d’aprés les formules (5)-(10),

1

Btanghp = ———>
2<I+%>
coszoc:% __4B
shaf + 403

Ces formules permettent de calculer « si ’on connait les coefficients
Y et g.

On obtient une relation de dépendance entre les coefficients y et & en
résolvant I’équation

VZeosa of
Vesina ¢

_bﬂ v y/2c050 (t!——l)tdt

2 )
o / V oz =) (omry —1) (=D @— ety
2 ‘/Esma sin® o 2C08° &

qui exprime que, lorsqu’on fait varier ¢ de y2sina & y2cosa, I'or-
donnée du point correspondant z, qui est nulle au départ, s’annule
de nouveau aprés que le point z a décrit les deux cotés du plan
mince.

En faisant le changement de variable

=0,

(11) =z cos2a +1,

on trouve
b \/62— 1

N e T

T I, , ;. .
; et 5 étant <1, développons en série le produit

(12) I=—

(-5)

En substituant ce développement dans I'intégrale I et en remarquant
Pp 3 q
que les membres impairs s’annulent lorsqu’on effectue I'intégration

3
2

x
(1—&——3—) =ay+ X+ axi+. ..

ST
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de — 1 a + 1, on peut écrire

by —1 e Aynay ) d
n=0" 0
n=—ow

bR —1 N 135, (2n 1)

=" g 2 46 (anta) =0
n=0

Les coefficients a,,,, peuvent étre exprimés comme suit :

o 1.3.5.. [2(2rn+1)—1]
az"“_y”“"{ 2.4.6...[2(2n+1)]
1.3.5.. [2(2n+1)—3] 1 Y
T 246, . 20n+1)—2] 2 3(5)
1.3.5.. [2(2n+1)—5] 1.3 _/y\?
+ 2.4.6 ..[2(2n-+1)—4] '2.4'0(3_) o
1.3.5.

ce(ena1)—1] P\ banay
256 (27 1] '[2(““)“](5) E~7m-

En se donnant une valeur positive du rapport %, on calculera un

nombre suffisant de coefficients b,,,,, et 'on cherchera ensuite la
valeur correspondante de y qui annule I'intégrale 1.

On raméne I'intégrale I a la forme normale de Weierstrass, en
effectuant le changement de variable

__1—d(n—13)
— T (n=3z)
(16) 1
fERTIES
ol

e L 1ot 1
T 3\0+y  d+1 TI=)
Les racines du polynome 4z° — g,z — g, sont

=N —
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On a ainsi

j—_ b b l(1—dn)+dz]ds
Vy+9dJ, Vaz®— 8.2 — g5

et, en effectuant I'intégration,

1= —b—-—___[6?;w+(8n— Do].

Vy+3

L’équation (12) est, par conséquent, équivalente a I’équation
(15) 0fw — (1—dn)w =o.

En désignant par / la largeur des plans, par d la distance
entre eux, par A la distance entre les tourbillons, par R la résul-

tante des pressions sur 'un des plans, en faisant le changement de
variables (11) et (14), et en posant

n=pv,

I
n— 8‘:})(‘)0_*' w'),

on trouve
l fﬂcosa d)’ ch 20 fw_Hm
f__, &Y 2@ gy — [pu—p(vo+ o' |]du,
b o d(P dt V}I—t—-a Vot W ’
d sz‘ da do 20 bfw
- = — —dt = —_— [PU—P(VO+‘*”)] du,
¢ t VZcoso de dt \/Y"—a L 0+ o’
h 2 " dy dy 20 b [° /
- = = o Tdt=— .= u—p(vo+ o')]du
7 7 b, dy dt \/.},+3 i, [p P(vo )] du,
ﬁc(»sa dy d
—Tl:“—lflf " @
pqo qo ﬁsma (P
1 b

BGETRN

Xme’ [+ 26(pu—pv)+(61——-1)(‘pu-——p0)2][1+5(pzt—pv)]du.
ot (pu—pv)?

En effectuant I'intégration et en prenant en considération I’équa-
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tion (15), on obtient

l 20 I " 04
—5:\/7+6[§0°+(n~5>0° 3;952—@]’
d__ 20 b m
l_ 7+ 0 5! 2w
/z__ 20 b
Y 67[ )']
R b p'e \ oly —viw 1
pgsl — \/y+6(62—r>7[< () ) p'e +<62—§<p’v>2>“’}'

On peut aussi représenter le rapport (R:gq;/) en utilisant le déve-
loppement, indiqué a la page 39, comme suit :

n

il
8

1

R 1 b Aap (xﬂ(ll-{—l) . xz(n—&d)) dx
(16) —= @ ———7 3 / e —
TH gayg— L=, Vi—a?
_1 T éngw 3.5. . (2n+1)  agmy
_27%63(62-—1)%1 2.4.6...(2n+2) 2(n+ 2)

n

Il
<

Jai effectué les calculs numériques dans le cas ou le rapport % est

égal 4 o,4. Les rapports %l et ? (¢ exprime la largeur des plans,
d la distance entre eux, A la distance entre les deux tourbillons) de
la figure 10 correspondentapproximativement i ce cas. La résultante
des pressions est négative, c¢’est une force de répulsion qui tend
a éloigner les deux plans I'un de l'autre; on le démontre facilement
en remarquant que, pour la valeur %: 0,4, le coefficient @, est
négatif, tandis que tous les autres coefficients sont positifs, et en
comparant ensuite les expressions (13) et (16).

Le mouvement que nous venons d’étudier, n’étant pas irrota-
tionnel, ne peut pas naitre dans le fluide parfait si I'on met brusque-
ment en mouvement le systéme des deux plans (*).

(1) M. H Villat a fait a propos du calcul développé ci-dessus I'importante remarque
suivante. Le mouvement considéré ne peul étre permanent que si I’équation

lim (5 = =
53—> 3, 4 207 (2—320) =
ol z, désigne l'affixe du tourbillon, est satisfaite. Je discute la condition de M. Villat

THESES RIABOUCHINSKI 6
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CHAPITRE V

Mouvement initial d’un liquide en contact avec un corps solide a arétes vives

On admet généralement que, lorsqu’on met brusquement en mou-
vement un corps solide dans un liquide, le mouvement initial de ce
dernier dépend du potentiel des vitesses o qui détermine le mouve-
ment permanent, irrotationnel, non glissant, compatible avec la
forme du solide et que ce n’est qu’ensuite, grace au frottement du
fluide sur les parois, que commence a se former la plage d’eau
morte derricre le solide. Ce raisonnement peut convenir dans un
fluide réel lorsque la condition pour la pression de ne pas devenir
négative est satisfaite, mais non aux cas ot le potentiel ¢ conduirait
a des pressions négatives, notamment aux cas de solides a arétes
vives se mouvant dans un fluide parfait.

La variation instantanée des vitesses, due & la pression impulsive

T
Po= f pdi,
0

ol 7 est un intervalle infiniment petit, est exprimée par les équa-
tions (11) de la page 10. La pressionp qui figure sous le signe f ne

doit pas devenir négative, car de pareilles pressions négatives provo-
queraient une scission dans le fluide, sans faire naitre le mouvement

dans une Notc des Comptes rendus, (t. 174, 1922, p. 1226), ou je compléte et géné-
ralise le probleme considéré dans le présent Chapitre. Je démontre que dans le cas
particulier étudié ci-dessus, ou le maximum de vitesse a lieu sur les arétes, la condition
de la permanence du mouvement n’est pas remplie et je donne la solution du probléme
dans le cas ou celte condition est vérifiée. Jindique aussi dans cette Note qu'on peut
rendre le mouvemenl permanent dans tous les cas, en considérant I'une quelconque des
lignes de courant {ermées S comme une paroi rigide fixe et calcule la résultante des
pressions hydrodynamijues sur S; cette force est normale 4 la vitesse du courant a
I'infini et s’annule lorsque la condition de M. Villat est satisfaite.
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correspondant au potentiel o; on n’apercoit pas le mouvement qui
prendra effectivement naissance dans le fluide dans ces conditions.
Comme il ne peut exister mathématiquement qu'une seule forme
de mouvement permanent compatible avec la forme du solide ('),
et que cette forme unique ne peut pas exister physiquement, il en
résulte que le mouvement sera necessairement non-permanent.
Nous nous representons comme suit le mécanisme de ce mouve-
ment. Lorsqu’on met le solide brusquement en mouvement le fluide
qu’ilrencontre par devant doit nécessairement s’ecouler latéralement,
tandis que I'inertie du fluide disposé derriére le solide tendra i le
détacher de la surface du corps. Une cavitation momentanée appa-
raitra derriére le solide; la diminution brusque de la pression qui
en résultera provoquera aussitot un reflux du liquide vers le corps;

_— ‘ g k-

-0 4 P
////
I
_______________ c s ______K
¥-0 .
1T LRy
% \

Fig. 11,

la surface de discontinuité, apparue a la surface du solide, se repliera
sur elle-méme et s’étalera dans le fluide. Les vitesses normales, des
deux cotés de cette surface de discontinuité, seront & tout moment

(1) Si Pon pouvait introduire des surfaces de glissement. la solution du probleme
cesserait d’étre unigque. Rappelons a ce propos la belle découverte des solutions mul-
tiples de M. H. Villat, Sur la détermuination des problémes d'hyd ody namique relatifs &
la résistance des fluides ( 4nnales de 1 Ecole normale supérieure, 1914), et la Thése de
M. R. Thiry qui 8’y rattache, Sur les solutions multiples des problemes & hydrodynamique
relatifs aur mouvements glissants ( Annales de UEcole normale supérieure, 1921).
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égales entre elles, mais les vitesses tangentielles varieront brusque-
ment.

Nous nous proposons d'étudier dans ce Chapitre le mouvement
initial d’un liquide incompressible dans un domaine 4 deux dimen-
sions produit par la mise en mouvement brusque d’un obstacle (*)
limité par un arc de courbe concave 25 et un segment rectiligne de
longueur 27, normal au courant relatif (voir la figure 11), en admet-
tant que :

1° Le liquide partant du repos, son mouvement est, au départ,
irrotationnel et non glissant.

2° La pression ne devient nulle part négative.

3° La mise en mouvement brusque de 'obstacle détermine I’appa-
rition momentanée d’une cavitation derriére D'obstacle, sur la
courbe S (*). Les vitesses de décollement g, sont égales et normales
sur cette courbe.

Pour pouvoir appliquer la méme méthode que nous avons utilisée
dans les Chapitres précédents, nous conviendrons que dans les
domaines I, II, III, IV, on a respectivement

Domaines. ¢. | 4.
I e <o —\/q_;—ﬂ
| O >o0 + /92
1| S <o + V2
Voo e >o0 —/

Sur la coupure BK la valeur de { varie brusquement. Nous attri-
buons les points du rayon BK aun demi-plan supérieur et les points
du rayon KC au demi-plan inférieur du plan s'.

Les plans des variables z, {, logl, w, et des variables auxi-

liaires ¢’ et ¢ sont représentés sur la planche VI.

(1) Loc. cit., ante, p. 26; Comptes rendus, t. 172, 1921, p. 521.
(2) Le corps du solide, a I'exception du segment rectiligne, pourrait aussi étre con-
sidéré comme liquide,
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On représentera le plan w sur le plan ¢,, en posant

fﬁ’ —M a—+ ¢,

dt, a—t,
ou en intégrant et en supposant que pour {, =a, w= —iq,s, et
pourt¢, = - a,w=o,

_ i S[arcsm-———\/ E]-
2

K C AA’ w
B [
C b ] K
-2, t ¥
q
AN’
B K ¢ K c AA’ B K
AA’ C ¢
log ¥
C AA’ B L( (o}
B K C
Planche VI.

On représentera ensuite le demi-plan ¢, sur le demi-plan ¢ en posant

4, __1—tanga.t

‘@ Tt —tanga
Done, enfin

Sqi¢ LT —langa.t x—tanga t T
w=—— ——| arcsin ——— +—
i {— langa t—tanga 2

Pour représenter le plan ¢ sur le plan 7, posons

t:é<cz+c—l,>
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ol les constantes d’intégration ont été choisies de facon & faire
correspondre les points AA’ et B respectivement aux points { =—1
etz =1 du plan ¢. Lorsque ¢ = tanga, onaw ==, 6 =0, ¢ = ¢, et,
par conséquent,

(1) tanga:i[<%‘)>2+<g_‘:>2].

Pour calculer les coordonnées de la courbe de décollement C,
remarquons d’abord que sur cette courbe

% =41,
t=-cos20,

dx =sin0 ds,

dy = cos0ds.

Les intégrales de ces deux derniéres expressions sont

" p ds dy d,
x—‘[ §in dy dt, dt at

0 0 p
s — cos2fsinf db
= - [— t 200 —
ﬁ(tanga 1) {/tang?a I/ (c0526+1+mnga>2
2
T

o ds dy dt,
y= f qu a, a

3
_(tangcx—l)\/tang a———x/ 0086 df

b
tango — 1 \?2
sm29+———g7———>

o]

(2)

et, en effectuant I'intégration, on trouve

. \/ (tangot +1) — cosf
= -i-\/tang a—1(langa —
2T \/tang—a—H \/—(tanga—i—l)—i-cose
2 2
cosf
+

% (tanga + 1) — cos?6
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et

y= —‘%\/tang%c—-r (langa +1) s1n9

2 sm‘-’6+ (tanga—x)

3— tangoc sinf
arc tang _— |;
\/ (tango — 1) \/é (tanga —1)

ou I'angle 0 détermine la direction de la vitesse de décollement et
varie, par conséquent, de — ga + 7—2 En posant dans la derniére

. T . . .
expression § = =, on obtient la demi-longueur » du segment recti-

ligne formant la face antérieure de I'obstacle

. wr 1 —
(3) —:;\/Lang?a—l

25
+ I(3 tango) : (tang a +1) arc tan 2
—_ [R— - o 1 ¥ —_—
2 g 2 ° 8 tango —1

On peut aussi calculer la valeur de » en intégrant le long du seg-

’ __ T ,
ment (CA”). Le long de ce segment on a 6 = 5 et, par conséquent,

=)~ )]
L= =iy

Il faut prendre le signe + devant le second radical pour que ¢
s’annule lorsqu’on pose ¢ = —oc. On obtient ainsi

dy do dt,
“fW,fﬁmm

_l ——
I ¢ —t e—1dt
:%\/Lang*a—r(tanga——l) Viriv—t+y iad

e Vt—1(t—tanga)?

En faisant le changement de variable

t=— S (B E),



on a

ﬂ_":z\/tang’a—l(tanga—t)fﬁ & (& —1)erde

2s -+ 2tangaf?+1)?

En décomposant ’expression sous le signe fen fractions simples,

on trouve
(52-—1)’ 3;2 N 1 ),2 Ez_},z 1 o2 &'2_32
(B +otangaf®+1)? 4 1—tanga (& + y%)? T4 (1—tanga) (£ 0%

7 b !
+[;(l——1angoc)<y2—62 I>£2+y’

o2 4 1
TG~ tanga) <6‘—-y2 o ’> B ot
ou l'on a posé
y?=tango — ylanga —1,
2= l;;ngot +\lang?a —1.

En effectuant I'intégration, on a

(4) 7—Tl'::%\/langioc—n-\—<é\/tangﬂcx—1—i—1))/arclangy

28

+<-;~ Viangta — 1 — 1>5arc tangad.

En égalisant les secondes parties des expressions (3) et (4), on
obtient une équation qui détermine la valeur du paramétre tang«

(5) <%\/tangla—1 —|—1> yarclangy -+ <é\/tang2a—| —1> darclango

- (3 — tanga) : (tanga + 1) arc tan 2
= —(3 — o — (L o )¢ 1 —_—.
2 °© 2 8 g tanga — 1

La racine quicorrespond & notre probléeme est
tang o = /5.

Pour démontrer que /5 est cffectivement une racine de I'équa-



tion (5), remarquons d’abord que pour tange = /5, on a
1 — e
;\/tang%c — 1+ 1= 2,

viangia —1 —1=o,

W=

%(3—-langa) \/;(tanga “+1)
:<’_\/32—|>v/\/§2+1:\/\/5+1 /\/5 /5_2
\/ 2 i /\/5+1
tanga — 1~ \/ >

En substituant ces valeurs dans I'équation (5), on la raméne 2a
Iégalité

VB +1 5—1 ) = arcta /5
2arctang<\/\/j+l—\/\/5 ‘)_.imtang\/vf’“H_
2 2 2

Pour faire voir que cette expression est effectivement une égalité,

posons
\/\/0+] = langB,
2
on a alors
V5 —1 =colf3,
2
SVo+r e—r 8
\V \/ — =tang®
et

2 arctang (tang§> = arctang (tangf).

En substituant la valeur trouvée du paramétre tanga dans les for-
mules (1) et (4), on obtient comme rapport de la vitesse de décolle-
ment ¢, a la vitesse a U'infini ¢, la valeur

-ﬁ = \/‘/5--4— 2 :2,06,
o

THI SES RIABOUCHINSKI 7
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et que
z—::n—s—z\/\/g——zarctangs/\/g—z,
2=10
R

Quelques valeurs numériques des coordonnées de la surface de
décollement s, calculées d’apres les formules (2) en Y posant

/=
tango =9,

sont données dans le Tableau ci-dessous :

TT Ty
Ge. 2§ 2s

Oeegeenns fvstageesranessasns Y 1,440
- 1o TN e . 0,0003 1,439
JOu et eanonannctensenenns Cieess 0,007 1,438
BO. et 0,024 1,429
DO e e e s 0,059 1,409
o T 0,120 Ir)’i

B0ce i 0,210 1,206
200e e connnnnninnn e estareareas 0,329 0,952
I0. eeuiennnenns bee e gereees 0,436 0,540
Overnnas Ceenera et e 0,458 [

On peut aussi obtenir le mouvement envisagé dans ce Chapitre,
en considérant d’abord le mouvement comme permancent et entre-
tenu par une couche de sources d’égale intensité disposées sur la
courbe S, eten admettant ensuite, qu’a un moment donné, ces sources
tarissent simultanément.

Il serait intéressant de comparer expérimentalement si les mouve-
ments fluides engendrés des deux maniéres indiquées plus haut se
transforment ensuite effectivement dans les fluides réels d’une facon
plus ou moins semblable.
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CONCLUSION

Nous nous étions proposé d’étudier quelques formes de mou-
vements d’un liquide autour d’un obstacle pouvant étre utiles &
I'explication du phénomeéne de la résistance des fluides. Nous avons
considéré d’abord certaines propositions générales se rattachant au
théoréme d’énergie minima de Lord Kelvin. Nous avons démontré
que si 'on a deux corps solides @ et b se mouvant avec la méme
vitesse uniforme u, et tels que la forme, les dimensions et la position
du corps @ permettent de le considérer comme une partie du corps b,
la somme de I'énergie cinétique du fluide autour du corps a et de
I'éncrgie cinétique d’'un volume fluide égal & la différence des
volumes des corps b et @ et animé de la vitesse «,, est plus grande
que I'énergie cinétique du fluide autour du corps b. On obtient
comme corollaire que l'énergie cinétique du mouvement irrota-
tionnel non glissant est moindre que celle d’'un mouvement avec
glissement, compatible avec la forme du corps, et, comme deuxiéme
corollaire, que, si 'on peut obtenir le corps & en ajoutant au corps a
des surfaces non fermées infiniment minces, I'énergie cinétique du
liquide autour du corps & est plus grande que 'énergle cinétique du
fluide autour du corps a. L'énergie cinétique du fluide adtour d’une
surface découpée dans un disque est, par exemple, plus petite gue
I'énergie cinétique du mouvement autour du disque lui-méme.

Dans le cas de mouvements discontinus considérés jusqu’ici, on
admet qu’il se forme une plage indéfinie d’eau morte derriére I'obs-
tacle. Nous indiquons une méthode permettant de trouver la solution
de problémes de mouvements discontinus symétriques par rapport i
un axe perpendiculaire a la direction du mouvement du solide. Nous
appliquons cette méthode d’abord au cas du mouvement de deux
plans disposés I'un derriere Iautre, orthogonalement au courant
relatif, en admettant que leurs arétes sont réunies par des surfaces
de glissement. Le cas étudi¢ par Kirchhoff apparait comme le cas
limite d’'un éloignement mutuel infini des deux plans. Nous com-
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parons dans le Chapitre suivant I'inertie additive d’un contour rec-
tangle qui se meut dans un liquide en repos & I'infini, en supposant
d’abord qu’il ne se se forme pas de surfaces de glissement sur les
cOtés qui sont paralléles au mouvement et en admelttant ensuite que
de pareilles surfaces de glissement existent. L’inertic additive des
mouvements glissants considérés jusqu'a présent était toujours
infinie.

Nous appliquons ensuite notre méthode au probleme du mouve-
ment d’un liquide autour de deux plans minces dans le cas on deux
tourbillons d’égales intensités, mais de rotations opposées, sont
disposés entre les plans sur Paxe de symétrie, normale & la direction
du mouvement.

Nous considérons, en dernier lieu, dans le Chapitre V, un cas pou-
vant exprimer le mouvement initial d’un liquide autour d’un solide
a arétes vives qu’on met brusquement en mouvement.

Vu et approué :
Paris, le 27 mai rg22.
L Dovex pE LA Facurtt pes Sciences,

M. MOLLIARD.
Vu et permis d’imprimer :

Paris, le 27 mai 1920.
Le Rrcrevr pE L'AcapiMIE DE Pawis,

P. APPELL.
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SECONDE THESE

SUR LES EQUATIONS GENERALES

DU

MOUVEMENT DE CORPS SOLIDES

DANS UN LIQUIDE INCOMPRESSIBLE

INTRODUCTION

L’étude et I'interprétation géométrique des mouvements fluides
non permanents étant beaucoup plus difficile que celle des mouve-
ments permanents, dont les éléments ne sont fonction que de trois
variables indépendantes, les coordonnées des points du volume
occupé par le fluide, on tache de ramener, lorsque cela est possible,
I'étude des mouvements non permanents a celle des mouvements
permanents en rapportant le mouvement du fluide & des axes mobiles.

Par exemple, dans le cas du mouvement rectiligne uniforme d’un
solide dans un fluide parfait indéfini, on rapporte le mouvement du
fluide a des coordonnées invariablement liées au solide. De méme
dans le cas ou le solide est animé d’un mouvement hélicordal uni-
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forme, on exclut le facteur temps en rapportant le mouvement du
fluide & un systéme d’axes qui tourne et glisse avec le solide (*).

Dans les fluides réels, il advient souvent que le mouvement du
fluide n’étant pas permanent, par rapport aux axes liés au corps,
dans tout le domaine occupé par le fluide, I’est cependant dans un
domaine restreint entourant le solide. Il est aussi utile, dans ce cas,
de rappotter le mouvement du fluide & ces axes.

On observe souvent dans les fluides réels des mouvements pério-
diques provoqués par le déplacement de solides [tourbillons de
M. H. Bénard (*), par exemple]. Le mouvement du fluide est alors
non permanent, mais les valeurs moyennes des ¢léments qui carac-
térisent le mouvement, lorsqu’on les rapporte i des axes invariable-
ment liés au solide, sont indépendants du temps. L'importante ques-
tion des mouvements fluides permanents en moyenne, vient d’étre
traitée d’un point de vue tres général par M. P. Appell (*).

On rapporte les équations du mouvement d’Euler i des axes
mobiles (*) en remplacant les projections des accélérations sur les
axes fixes par leurs projections sur les axes mobiles, d’apres les for-
mules de Bour (). Nous ¢tudions dans le premier Chapitre du pré-
sent travail, les modifications que subissent les principales formules
de 'Hydrodynamique en raison de cette substitution. Dansle dernier
paragraphe de ce Chapitre, nous démontrons un theoreme de ciné-
matique qui trouve, entre autres, une application dans le probleme
du mouvement de n corps solide dans tn fluide parfait incompres-
sible.

Nous démontrons dans le deuxiéme Chapitre, quelques propo-
gitionis générales sur la résistance des fluides visqueux incompres-
gibles. On met actuellement & la base de I'étude de la résistance des
fluides réels le théoreme d’Euler (). Ce théoréme se rappoite au

(1) Bulletin de ’Institut aérod)namique de Kouichino, 191>, fasc. IV, p. 79-85.

(2) Comptes rendus de I’ Acadermue des Sciences, g novembre 1go8.

(3) Comptes rendus de I Académie des Sciences, 11 avril 1921,

(¥) G. GrRevNHILL, Proc. Camb. Phil. Soc , 1880, t. 2, p. 41 H. Lasts, Hydrodyha-
nmues. 1g1b, p. 12.

() Journal de Luwupille, >* seric, 1863, t. 4; G. KokNics, Legons de Cinematique,
1897, p. 130.

(®) N. Jotkowsk1, Aérod) anugte, 1916, p. 12.
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mouvement permanent d'un fluide parfait. 11 nous avait paru impor-
tant de déduire des propositions qui se rapprochent davantage, des
conditions qui déterminent les mouvements des fluides réels.

Nous abordons dans le troisitme Chapitre I’étude du probléme du
mouvement de n corps solides dans unliquide parfaitincompressible.
W. Thomson (Lord Kelvin) a établi les équations dynamiques du
mouvemen( d'un ou de plusieurs corps transpercés dans un ligquide
incompressible, animé d’un mouvement cyclique irrotationnel, en
considérant les civculations »,, #,, ..., a travers les ouvertures pra-
tiquées dans les corps, comme des quantités de mouvements géné-
ralisées correspondant a certains parameétres ignorés et en appliquant
les équations de Lagrange. Cette méthode souleva des objections (*).
L’application directe des équations de Lagrange 4 un systéme maté-
riel présentant un nombre infini de degrés de liberte devait étre jus-
tifiee. L’identification des parameétres a ignorer apparaissait comme
Ires délicate. M. 1l. Lamb (?) perfectionna cette démonstration en
appliquant directement le principe d’Hamilton.

M. G.-H. Bryan (*) obtint les équations de W. Thomson dans le cas
du mouvement d’un seul solide transpercé dans un fluide illimité en
utilisant, pour calculer la pression et le couple résultants, I’équation
de pression. Cetle derniére méthode peut étre considérée comme la
plus directe et la plus naturelle, mais elle n’a pas été appliquée au
cas général.

Les équations de W. Thomson sont déduites dans la supposition
que on peut rendre le volume occupé par le fluide simplement
connexe en tracant dans les solides transpercés des cloisons déter-
minées, invariablement li¢es aux solides respectifs. Cette restriction
limite considérablement 'application de ces formules, car elles ne
peuvent pas étre utilisées dans le cas ou il y a circulation, non seule-
ment i travers les ouvertures que présentent les corps, mais aussi
autour des corps dont la position relative peut varier. C’est ce motif
qui détermine la nécessité d’une démonstration spéciale, indépen-

(1) Pour la bibliographic de ces travaux, voir I Encyclopédie des Sciences mathéma-
tiques, édition francaise, t. 4, vol. 5, tasc. Il

(2) Hydrodynamics, Chap. VI, n° 139.

(3) Philosophical Magaszine, april 1893.
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dante des équations de Thomson, dans le cas du probléeme de Jou-
kowski (') du mouvement rectiligne uniforme plan d’un seul solide
dans un fluide incompressible illimité, animé d’'un mouvement
cyclique irrotationnel autour de ce corps.

Nous démontrons dans le présent travail que les équations de
Thomson sont applicables non seulement aux corps perforés, mais
également dans le cas ou il y aurait circulation autour des corps.
Les théorémes de Thomson et de Joukowski apparaissent ainsi
comme des cas particuliers de ce théoréeme plus général. Nous calcu-
lons la force et le couple résultants agissant sur I'un quelconque
des n corps en appliquant I'équation de pression rapportée a des
axes mobiles, invariablement liés & ce corps.

Nous donnons dans le dernier Chapitre de ce travail une appli-
cation de ces équations générales au probléme du mouvement
cyclique plan d’un liquide autour d'un solide qui se meut paralléle-
ment a une paroi rectiligne (*). Ce probleme a aussi été traité
d’une facon tres intéressante, mais d’un autre point de vue, par
M. H. Villat (*). Nous étudions en détail le cas particulier ou le con-
tour de I'obstacle est une circonférence.

CHAPITRE PREMIER

Equations du mouvement d’'un fluide rapportées a des axes mobiles

I. Vitesses et accélérations. — Soit Oxyz un triédre mobile dontle
mouvement est défini par les composantes u,, ¢,, w,, de la vitesse
absolue de I'origine O et les composantes p, ¢, r de larotation instan-

(1) Bulletin de l’Institut aérodynamique de Koutchino, 1906, fasc. I, p. 54;
H. Lams. Hydrodynamics, 1916. n° 371

(2) Comptes rendus de I’ Acadénue des Sciences, 4 jullet 1921.

(3) Comptes rendus de I Acadénue des Sciences, 14 février 1921.
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tanée du triedre suivant les axes O, y, 5. Les projections u, ¢, w de

la vitesse d’entrainement W sur ces mémes axes, en un point
M(z, y, 5), sont

Z:Llo+q:—ly,
(l) v = ¢y + rex — ps,

w=w,+py —qz.

Considérons le mouvement relatif d’un fluide parrapport au triédre
mobile Oxyz. En désignant par u, ¢, w les projections de la vitesse
absolue W sur les axes Ox, y, s et par «/, ¢, w' les projections de la
vitesse relative W’ sur ces mémes axes d’un élément fluide placé au
point M, on a

u=u +u,
(2) b =9+,

w=w 4+ w,.

Les vitesses u, ¢, w sont des fonctions des coordonnées x, y, =
déterminant la position du |point M et du temps z. Désignons par x,,
Y1, 54, les coordonnées absolues du point M et w,, ¢,, &,, les projec-
tions de la vitesse absolue W surles axes Ox,, y,, 3,, que nous con-
sidérons comme fixes dans ’espace. Nous admettons que u,, ¢,, w,
sont exprimées en fonction des coordonnées absolues «,, y,, =, et du
temps ¢.

En supposant, on est autorisé de le faire, qu’au moment actuel la
direction des axes des triedres Oxyz et O, 2, y, 5, coincident, on a

”(»’5»)/, ) t) = Lll(.T,, Y1y Sy t)a
(3) 6’({11', Y, =, t) - "1($1>)’u Sty t);
W(.Z', Y, 5, [) = Wl(xlv Y1y 51y t)’

Ju, _ ou dv, _ 0dv ow, _ dw

dz, — oz’ Jx, 0z’ ox, oz’

, Ju, _du dvoy _ ov dw; _ Ow
(4) Fy—l-d_y’ ‘—)—)71—5’ 5}7“@’
ﬁt_, du dvy _ dv dw, OJw

ds, _ 03’ 9z, 03 —0_:727)—:.

TILSES RIABOUCIINSKI 8
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et, pour les composantes de I’accélération,

’du‘—du—i—qw—rv—d—u ’+‘—7ﬁv’—} Ju ,+£+qw ro,
dt dt dx oy 05 at

. dvl dy Jv o J¢v av dy )

(3) TR —i—lu——pw__—d—- +Ty +d—w + g T —pw,
(dw,__d dw Jdw dv , dw
T a PTG e G g e — g

Ce sont ces expressions qu’il fant substituer dans les équations du
mouvement d’Buler pour les rapporter a des axes mobiles,

En tenant compte des telations (1), (2), (3), (4), on peut trans-
former les équations (5) comme suit :

duy du;_*_du;_*_duc; . v+d__
g~ \oz T ay 0z EA A T
(6) % . _ W—;+d‘);+d———v; wre—pw+ 2,
Jat dx dy 05 P at

owy ()W:¢+0W;+0WW + e — l¢+
ot = \ o= oy ) po = qu G

En vemarguant que

qW—— ry — — ug—t—l —|—v-(-)£ -{-’.n’g——“j ]
dx dx ox
rv — pw —— ud—l_f+vd—;+w£v>,
Y= dy ~ Jy dy
du  dy ow
P —qu = — O o9
p q (ud: 53 I‘Wd );
on peut aussi écrire
duy Jd = = — - - ou
g o = 0_3;<““+ 00 4 W) + 2((’:-——W‘I)>+7t7
i) 0 — - — - —
(7) (%‘7’ :———(uu-«}-vv+ww>+2(w£——uC)—l—Qi,
dw,
\—07-_ 7= (uu—l—w+uu)+2(un——‘5)+dl

£, 0, {expriment les composantes du vecteur tourbillon.
Notons encore le relation

(8) W3:W’3—W’4—2(u;+v;+w;).
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2. Transformation des équations du mouvement de Helmholtz. — Les
formules que nous avons obtenues dans le paragraphe précédent per-
mettent de rapporter facilement les équations de I'Hydrodynamique
a des axes mobiles. On transformera les dérivées prises par rapport
aux coordonnées en utilisant les relations (4) et les dérivées prises
par rapport au temps cn utilisant les équations (6) ou (7). On remar-
quera aussi que I'on a, pour les dérivées de la pression p, en sup-
posant qu’au moment actuel les directions des axes Ox,, y,, z, et Ox,
¥, z coincident, les relations

(1) o _ I Jp _Ip 9 9pi,
dr — dxr,”  dy  dy.. 05 03

Transformons ainsi, par exemple, les équations du mouvement
d’un fluide-parfait sous la forme donnée par Helmholtz :

1dp; 0 [ 1 o du,
e =N g (W) ==t = G
d , ) . dv
éd—;‘l:\l——-d(—%<?lwl)——tz(Clu,~c.W,)—E1;
Loy 9 (1 ) o — )~ L
p 03, =17 51<2“ ) — 2(&19 1Uy) ot

En raison des équations (1) du présent paragraphe et des équa-
tions (2), (4), (7), (8) du paragraphe 1, on n’obtient

[dp_ - 1 d ! W2 ) . / __d_“
;-d—;__x-——-z—d—x-(wl—~W) 2('I)W :V) dt’
I dp__ ;I J 2 We2) r__ / ____dﬁ
(2) (; 5;_\ ; 53;(W \\2> 2(Cu gW) dt’
I d}/ o __" i 12 W2 col 1 —_.dl).
5-(-)—5-_[, 5 7= (W W?) — 2 (e’ —mnu') 5

En supposant que les forces X, Y, Z, agissant sur 'unité de masse,
dérivent d’une fonction de forces U, que la densité p est fonction de
la pression p, et en désignant par H Pexpression

- d
(3) =2 (W= W)+ [ 2 —u,



on peut représenter les équations (2) comme suit -

L)
(4) %———Z(évv’——tu’)-—-g—‘;’
%I; =a(nu'— &v') — %%

3. Equation de continuité. — Pour rapporler aux axes mobiles

I'équation de continuite

1 cﬁ)_l du, de, owy

gl 90 =0
oy dt dx, + 0y, 03, ’

remarquons que, si 'on considére la densité comme fonction des
coordonnées mobiles xz, y, = et du temps ¢,
Pl(xh }’17 1y l) —_——P(x7 )’: s, t)»

et
doy _ de
dt — dt
et, par conséquent, sil’on tient compte des formules (4) du para-
graphe 1, on peut écrire

B v dp %_i_()v_*__ol‘i’__o
a dt "oz dy =~ 0z~
L’equation de continuité rapportée aux axes mobiles conserve la
méme forme que lorsqu’elle est rapportée a des axes fixes.
En remarquant que
ou dv ow

R R N i

0,

on a dans le cas d’un fluide incompressible

(2) LA I L
9z dy ds ~

4. Tourbillons et circulations. — En designant &, v, { les compo-

santes du tourbillon absolu Q au point M(x, y, z) par rapport aux
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1 /0w Oy
[ A A
> 2<dy 0;)
1 /du aw
"—;<o—: ~ %)

1/ dy Ju
‘= ;(o—;c - 5;5’
et par &, v/, U les composantes du tourbillon relatif Q' par rapport

aux mémes axes
! !
fr= L0 9,
2\ 0y ds

, 1 /od ow'
n“Z(E ~—<);>’

g L av’ du’
=5\ ~ %)

on peut écrire, en raison des équations (1) et (2) du paragraphe 1,

axes mobiles Oz, y, z,

‘ =< +p,
() n=1"+gq,
? (=¢~+r,

95 dn 9 _0F 9y or
(2) dx " dy T dz dw "y 9z O

En désignant les circulations absolues, relative et d’entrainement
respectivement par

y_:fuld;v + vdy, + wds,

1

A’:[u'dx—f—v’dyﬁ w'dz,
YL

Z:/de +vdy + wdsz,
L

on a, d’aprés les formules (2) du paragraphe 1,

(3) 2 =u 4%
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et, d’apres le théoreme de Stokes,

zszﬂ,,dd,

(4)

ou S est une surface simplement connexe limitée par le contour L,
Q,,Q,,Q,expriment les projections des vecteurs Q, Q' et yp* + ¢* + 12
sur la normale & 'élément do’ de la surface S. En raison des équa-
tions (2) on trouve aussi, en appliquant le théoréme de Green, que
le flux de tourbillon absolu, relatif et d’entrainement & travers une
surface fermée tracée dans le fluide est nul.

En éliminant la fonction H entre la seconde et la troisieme des
équations (4) du paragraphe 2 i 'aide de la relation

0 <ou) 9 <_0_r_l) .
dy ds\oy /7
on obtient I'équation

()G / ! d ! T ool ——
dt+ y(&v—nu)——a—:-(Cu-—ﬁw)_..o.

Transformons cette équation en tenant compte de I'équation de

continuité et de I'équation (2) comme on le fait pour déduire les
équations de Helmholtz (), nous obtenons

()_s’__’ Lnow  Tou
P, p dzx ’ p 05

et, par un calcul analogue,

d(n 3 N "L e I
;ﬁ<5>~55;+507+5—;’
d ¢\ _¢ o  ndw ¢ o'
m<§>—;7+;7+5—;

(1) P. ApeELL, Traité de Mécanique rationnelle, t. 3, 1921, p. 357.
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En raison des relations

u'=u—ua, o'=0—p,

du _ dv _ dw
dz 095 0z
ow  do

dz 9z — P
dﬂ_ l);'___

9: o9z D

d _ du

g oy D

on peut transformer les expressions que nous venons

comme suit :

m(;)““

4 N _§du o du
e T e T oo Ty T
¢ ¢ & oo n v
2 - =2 e 4 - =
P T o o0y
n_ 8 _gdw  modw
P T oo Ty

YT N

3]

Sy
K

O Iy O 1YY O Y

L
L3

d’obtenir,

Les premiéres parties de ces équations expriment les projections

de P'accélération rotatoire absolue, rapportée a I'unité de masse, sur
les axes mobiles.

Calculons la dérivée par rapport au temps de la circulation

x:f udx + v oy + wos
1

. , N N N . . .
prise le long d’une courbe L; ox, gy, oz expriment les projections
sur les axes mobiles d’un ¢lément &s de cette courbe. Lorsque ¢ varie,
la courbe L, qu’on suppase tracée toujours per les mémes particules
fluides, change de position en se déformant; Sz, Sy, 6z varient, par
’ o) I y O ’
conséquent, avec le temps en méme temps que u, ¢, ¢°. En designant
par x,, vy, 3, et ., ¥,, 5, les coordonnées des deux bouts de I’¢1é-

N
ment os, on a

d

d / ,__ou’

C—[téa:: Zl—l(xg——x,) = uy— Uy = o
av’ d do'

— -d—s dS, EL& = _()S' ds,

ds,
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En raison de ces relations, nous pouvons écrire,

d Stdu de  dedy dwds  du'  dy' dw
(5) i Tids T ards Taras Tl as TV T >6s
0

dt ds dt ds dt ds ds

D’aprés les ¢équations du mouvement d’Euler rapportées a des axes
mobiles :
du 0 [ dp )
=53 <L —[~P—> —gw +ry,

de 9/ dp ) ,
;—l—t—_a;(L—f-P—>—7u+pu,

dw 0 dp
== F)—roae
et en remarquant que [(1), (2),§ 1],

du'  du ds dy
R . T
de’  dp dx s
ds T ds T "ds TPay
dw'  dw dy dx
& ds  Pas TG

on peut transformer Pexpression (5) comme suit :

dx Sd dp 1
%_[ ;[—S(\U ~f?+5w>6s.

Le théoréme de Thomson conserve la méme forme que lorsque les
axes sont immobiles. Si I'intégrale est prise le long d’une courbe
fermée, elle est nulle et I'on a ('), par conséquent, en raison des

relations (3) et (4),
=—at f/ 9, ds,

5. Transformation des formules de H. Lamb et de Beltrami. —
Supposons que le mouvement absolu du fluide est permanent par

(1) Poir aussi l'article de M. Bierkness (Flwides Barochines) dans le lroisieme
volume du Traité de Mécanique rationnelle de M. Appell (p. 574).
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rapport aux axes mobiles

(1) £)—Lf—--o (E—o 91)—0
a7 ot~ 7’ a — 7

et que le mouvement des axes mobiles est uniforme
du __ o do o ow o
a7’ a7 a7

En raison des relations (2) du paragraphe 1, le mouvement relatif
du fluide sera également permanent

Y T
(2) o~ ot =% o =%

Les équations (4) du paragraphe 2 deviennent

~.
(;—g =2(lov — ') =2QW' SinQ W cosh,
N
(3) %—g—:2(2w’—§u’):29\7\”sin9W’ COS [,
JoH

el
97 — 2(nu —E¢v') = 2QW'sinQ W’ cosv.

cosA, cos, cosv sont les cosinus directeurs de la normale au
plan qui contient les vecteurs Q et W',

Les équations différentielles des lignes de tourbillons dans le
mouvement absolu et des lignes de courant dans le mouvement
relatif sont

(4)

En raison des conditions (1) et (2), les équations (4) sont indé-
pendantes de ¢.

En multipliant les équations (3) respectivement par «’, ¢, w' et
par &, v, { et en les ajoutant, on a
! ?E ! 0—“ —+ o' d—H- —=o

dx ay dz ’

oH JoH
n -0—)’ + ¢ 95

THESES RIABOUCHINSK1 9

u —+ ¢

(5)

= 0.

L
\ dx
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Les équations (5) et (4) font voir que, si le mouvement du fluide
est permanent par rapport aux axes mobiles, animées d’un mouve-
ment uniforme, les surfaces H == const. contiennent une infinité de
lignes de courant et une infinité de lignes de tourbillons. En dési-
gnant par ¢n un élément de la normale & I'une de ces surfaces, nous
avons, d’apres les formules (3),

(6) 3—3:2&W’sinw.

Cette expression correspond a la condition de M. H. Lamb (')
de la pern:anence d’'un mouvement fluide rapporté a des axes fixes.

Dans un domaine ou H a une valeur constante, mais Q=+ o,

P
W’ =£ 0, on doit avoir sinQW’= o. Les lignes de tourbillons absolus
se confondent avec les trajectoires du mouvement relatif

. E_n_ ¢ L
(7) YT W W
En remplacant, dans I’équation
9 dn 0L

oz oy "%

Q Q
£, Cparw u', %v’, —V—V—,w’, on a

(8N, 9 g>v,+g QN Qo o ow\ _
dx \ W' d)/ W' 0z \ W' W <:)_$ d_‘)/ -+ -a-;-' = 0
ou, en tenant compte de I’équation de continuité (§ 3)

gul vl 9w _du  dv  dw___ 1dp
oz "9y "0z oz oy "oz pdi

et en remarquant que, vu la permanence du mouvement absolu et
relatif par rapport aux axes mobiles,

9 (L)Y _
dt(W’ =9

(V) Hydrodynamics, p. 235.
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on obtient

Q
(8) W= const.

le long de chaque trajectoire du mouvement relatif considéré. Les
formules (7) et (8) correspondent & celles qu’avait obtenues Bel-

trami (') pour les mouvements permanents par rapport i des axes
fixes ().

6. Equation de pression. — Si le mouvement du fluide est irrota-
tionnel, les vitesses u, ¢, w dérivent d’un potentiel o(x,y, 2 t). En
do do 0J9

remplacant u, v, w par o’ 3y 05 on peut représenter les équa-

tions (4) du paragraphe 2 comme suit

J
ox <H dt> =9

d do\
71+ o) =o

0 a9\
(-"; <H -+ W) =0,
et, en effectuant I'intégration, on obtient [ (3), §2)|

(1) .[@—U+1W2 W22,
) 2 ot

Nous avons fait rentrer la fonction arbitraire du temps dans ¢.
On peut aussi obtenir cette intégrale directement de I'intégrale de
Lagrange

(2) .f——U - iwey P,

en raisonnant comme suit. En effectuant une transformation de
coordonnées, on a
@1(&, )1y 510 ) = (2, ¥, 5, 1)
do, - do, do, dq)l . dq) dcp dq)

de.
d_aqu dy,!} 03, ot T oz +— Eaal a7

03 9t

En admettant qu’au moment initial, qui commde avec le moment

(1) P. AppELL, Traité de Mécamque rationnelle, t. 3, p. 411.
(2) Comptes rendus, t 173, 1921, p. 700,
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considéré, la direction des axes mobiles coincide avec celle des axes
fixes, on a

= u,

l

s
ME SIS Es

Il

I
N

et, par conséquent,

dor _ - 5 > d9
57 =—(uu+00 +ww) + —

En substituant cette valeur dans I'intégrale (2), on obtient, en
raison de la formule [(8, §1)], I'intégrale (1).
En supposant que le fluide est incompressible, on obtient comme

équation de pression rapportée a des axes mobiles
) 152 1
3 p__ 99 z _Iywn
(3) ; v lWw—lw

et, si le mouvement est permanent par rapport i ces axes,

/4 = U + ! W2—— LW’H— const.
p 2 2

M. H. Lamb (') donne, pour exprimer I’équation de pression rap-
portée a des axes mobiles, la formule suivante (nous employons nos
notations)

I_)——._g..(_p_ .._.{ J— 2 ) — ,)2 —_—
o= o U L) (0 — et (w— )]

+plyw —3z0) +q(su — xw) + 3(2v — yu).
Cette formule peut étre ramenée a la formule (3) par I'addition du
terme é(u0 + 02 4w ) qui est constant dans tout le domaine consi-

déré et peut rentrer, par conséquent, dans ¢.

7. Théoréme de Bernoulli dans le mouvement relatif. — Supposons
que le mouvement absolu est permanent par rapport aux axes

(1) Hydrodynamics, p. 19.
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mobiles qui se meuvent uniformément, mais les vitesses ne dérivent
pas d’un potentiel. Les ¢quations (4) du paragraphe 2 deviennent

oH

9z =2(L v —nw),
1) Ty =g,

Z—Ij =2(nu' — ).

Le mouvement des axes étant uniforme, le mouvement relatif est
aussi permanent (§ 5). Les lignes de courant du mouvement relatif
se confondent & un instant quelconque avec les trajectoires. En dési-
gnant par ds I'élément d’une trajectoire, on a comme équation diffe-
rentielle de cette trajectoire
de _dy ds _ ds

= - T e— TS e
! V’ “)I Wl

(2) -
En multipliant les équations (1) respectivement, par ', ¢, &' en
les additionnant, et en prenant en considération les équations (2),

on obtient
,(dH dv oHdy oH a’z>
= O.

Oz ds | dy ds T 9z ds

La grandeur H ne varie pas le long d’un filet fluide dans le mou-
vement relatif considéré.
(3) @~U+1W’2—1—V\72:C.

p 2 2

C a une valeur constante le long de chaque filet, mais peut varier
d’un filet & un autre. L’intégrale (3) exprime le théoréme de Ber-
noulli dans le mouvement relatif.

Si les forces agissant sur I'unité de masse ne dérivent pas d’un
potentiel, on peut représenter la formule (3) comme suit :

a

(4) -

Wi LW j (X—+Ya, +Z~—)d s+ C,

ol s est I'arc de la trajectoire considérée comptée a partir d’un point
déterminé de cette trajectoire.
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8. Sur un théoréme de Cinématique. — Démontrons un théoréme
de Cinématique que nous devons utiliser dans 1'un des prochains
Chapitres. Référons le triedre mobile Oxyz & un triédre 0,2,y,5,
considéré comme immobile dans I'espace. Désignons par a, b, c et
Uy, 45 w, les coordonnées et les projections sur les axes fixes de la
vitesse absolue de I’origine O.

Les cosinus directeurs des axes mobiles par rapport aux axes fixes
sont donnés par le Tableau suivant :

x. y. z.

Y. A 1 Vi

3. A2 e Ve

Désignons par p, ¢, r et p,, q,, r, les projections de la rotation
instantanée du triedre mobile Ozys sur les axes Oz, y, s et 0, x,,
Y1s 5, Tespectivement.

Nommons wu,, ¢,, w, les projections sur les axes Oz, y, z de la
vitesse d’entrainement en supposant que l'origine O est immobile
uy=gqs —ry
Vo= ra — pz

Wy = py — qx.

Les projections de la vitesse d’entrainement W sur les axes fixes
seront, par conséquent,
Uy = Uy~ Ugh ~ "0 + wyy
= Y1+ 22)7\1 + Py + WV,
W= Wy Ughy - 0oy + W Vae

Si les axes mobiles sont, au moment actuel, paralleles aux axes
fixes, on peut écrire
‘_1_():‘]1(31”‘6) —ri(y1—b)

Po= ri(z,—a)—p (3, —c)
wo=p1()1— b) — g1 (21— a).
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Désignons par W, la projection de la vitesse d’entrainement W au
point P(a,, ¥,, z,) sur une direction PN dont les cosinus directeurs
par rapport aux axes fixes sont /,, m,, n, et par rapport aux axes
mobiles I, m, n,

W,=uli+ v ymy+ win + ugl +vom + wyn.

Si les axes Ox, y, z sont paralléles aux axes O,a,,y,, z,, ona
évidemment
=1, m=my, n=—n,.

Supposons que les directions des axes Oz, y, z et 0,2, y,, 5,
comcident et calculons la variation SW, de la vitesse W, au point

P(xz,,y,,z,) lorsqu’on donne un accroissement da i la coordonnée a
de 'origine O des axes mobiles

oW, = d;Z” da = (g,ny— rimy) da
oW,
(n -07=t11'21~r1m1-
On obtient de méme
oW,
b =r, L —ping,
1’ —
() oW,

Se- = P1mi—q A

et, en faisant varier les vitesses u,, ¢v,, w,,

oW, —
ou, = by,
aW,
(2) IR =my,
oWa _
ow, — ¢

Pour exprimerlavariation 8W, delavitesse W, aupointP(z,,y,,s,)
lorsqu’on fait tourner le triedre Ozys autour de I'axe O, en suppo-
sant qu’elle est parallele a 'axe O,x,, d’un angle ou, en considé-



rant p, ¢, » comme des constantes, remarquons d’abord que I'on a
Jy = zda=(5—c) da, 05 =— yda=— (y,— b) da;
om = n do. = n, da, On = — m dot = — my oa.

Par conséquent,

6Wn = [(_y,—— by (pymy— g L)) —(s1—c¢) (11l — piny) +‘_z0n1 —«T},,m,J dat,

(3) 3 oW, - —
Ja = (11— b)(pirmy—q ly)— (33— c)(rilhi—piny) + vgn — wymy.

On obtient de méme

oW, - _

0B = (5 —¢)(qima—rimy) — (11— a) (p1my— g1 &) +wo I — uony,
(3') —

oW, —~ -

—dy—:-_(azl—~a)(r1 L—pin)—(ri—b)(qin,—rimy) + uymy — vy Iy,

et en faisant varier les composantes p, ¢, r de la rotation instantanée
du triedre mobile

oW, JW,
ap = ap, =(n—=0b)n, — (5 —c)my,
oW, oW,

(4) g = 97 =(s1—c)ly —(z;—a)ny,
oW, oW,
or  or =(z;—a)ym — (y1—b)l;.

Si l'on représente la vitesse W, sous la forme
W, =u,l,+ vym, + ;,nl,

on doit prendre en considération, en donnant des accroissements
Sa, 6, 3y aux angles «, B, v, que les cosinus directeurs {,, m,, n,
restent invariables. Les résultats qu’on obtient ainsi doivent évidem-
ment coincider avec les formules (3), (3").

Calculons les dérivées par rapport au temps des expressions
(2) et (4) en supposant que le point P, dont les coordonnées abso-
lues au moment initial étaient x,, y,, z,, et la direction PN,
sont assujettis au triedre mobile Oxyz dont les axes sont, au
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moment initial, paralléles a ceux du triédre O,x,y,s,. On aura,
dans ce cas,

dl

Et—l =GNy — rymy,

dm

_dT":r‘l A — P11 g,

@ =pimy— q, L

dt
d(x,— a)
#:ql(zi—c)_rt(,}’i—b)-
d(y,—b
Ldt“):’l(xi—a)—px(zt—c),
d(s,—c¢)
———=p(5—b) —q(x1—a)

et, par conséquent,

d oW,
T Ouy = DT
d oW,
(5) i Jvy =nrl — P11y,
d oW,
i ow, =pima—qy b
d oW, - -
E:_d‘p—':(}’i—b)(l’tmi—q: b )— (5 —c)(r ] —Piny) vy ny — womy,
1
d oW, — -
(6) i g = (5 —c) (g1 ny—rym)—(xr—a)(prmy—q b))+ wy Iy — ugny,
1
d oW, - -
at o =(x;—a)(rily —pin)—(y1 —b)(giny —rimy) 4+ ugmy— v, 1.
1

En comparant les équations (5) aux équations (1), (1"), on obtient
les relations

da dt du,

) oW, d JdW,
(7 b i o,
oW, _ d oW,
dc dat dw, ’

THESES RIABOUCHINSKI 10
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et en comparant les équations (6) aux équations (3), (3'),

oW, _ d oW,
da. —di op;’
oW d oW
8 = 2
(5) 0B At o
oW, _d W,
dy ~ dt or

Les expressions (7) et (8) constituent le théoréme que nous nous
proposions de démontrer. W, est la projection de la vitesse d’entrai-

nement W au point P, invariablement lié aux axes mobiles, sur la
direction PN, fixe par rapport & ces mémes axes. u,, ¢,, W, Py, 4, 'y
sont les projections sur les axes fixes dans I'espace des vitesses
instantanées de glissement et de rotation du triédre mobile; a, b, c,
a, B, v sont les parametres correspondants déterminant la position
du triédre mobile.

CHAPITRE 11

Sur la résistance des fluides visqueux incompressibles

1. Théoréme des projections des quantités de mouvement. — Consi-
dérons la premiere des équations de Navier en la rapportant a des
axes mobiles et en supposant que le fluide est incompressible et les
forces agissant sur I'unité de masse nulles,

(1) 1op

_ —+EAu:du'-
podz  p

de
e, duy . , . , . .
La dérivée — qui figure dans cette équation s’exprime [voir les
formules (5) de la page 58], comme suit :

(2) duy _ du ot Q_L_t_v, du ! du
dt — ozt oy +d_z +(qw——rv)+7t-

En raison de la formule (1) et de I’équation de continuité, nous
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pouvons écrire
" dap J du a dv d Jdw
”f]f["“”A”—“(aza—x+@a—x+azaz)]"-
—pj/f( +qw—rv>d¢.

Les intégrales s’é¢tendent a tous les élements du volume V extérieur
a la surface fermée S, et intérieur a la surface fermée S,.
En appliquant le théoréme de Green a la premiére partie, on

obtient
du Jdu ov Jdw >
¥f‘[’[pl—‘u,5;—p.<d$l+—n+d—xu ]dd

) du du dv ow
_‘[lfsn[pl—‘ua <dxl+ PP P )]d:f
l, m, n sont les cosinus directeurs de la normale n 4 un élément do’
des surfaces S, et S, dirigée vers I’extérieur du volume V.
Cette intégrale exprime la projection sur ’'axe Oz de la résultante
des pressions hydrodynamiques et des forces tangentielles de frotte-
ment sur la surface négative des surfaces S, et S,. En effet, la projec-

tion sur 'axe Ox de 'effort élémentaire agissant sur la face négative
d’un élément do est

. Pnax ds = (lpxz+ mpy,+ npy) ds,
ou

ou
Pav=—p+opo—s

. ﬁ’_ N du
Pyx =~ Jx I,,)’
Ju dw>

sz — H(()Z + —
et, par conséquent,

l+ (dul—i—%m duu
Pnre—=——Pp - P dy +‘a; .

+u {)_ul dv Jdw
oz + +a;u>

du du ay Jdw
:—pl+pdw\+p.<—l+—— m o).

On aurait pu aussi écrire directement, en appliquant les équations
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générales du mouvement des milieux continus (') :

(3) ffpmdmffpmds
__pff/<—l +— ’—I—gl(v+qvc—rv+(; >dz‘

Transformons I'intégrale de volume. En appliquant le théoréme de
Green et en tenant compte de I’équation de continuité, on a

f‘/‘/ du ! 0uv,+0 )df
0z
duu’ duv duw'
=/ G+ T )
Js
:ffll(u’l—l— v’m—|—cv’n)a’5—|—ffu(u’l+v’m+w’n)do’
Sy Sy

et, en faisant cette substitution dans la seconde partie de I’équa-

tion (3).

f Pna d3 “‘ffpnxdd
$4 S,
= pffu(u’l—l—v'm—i—w’n)ds’
+pffu(u’l+vm+w n)ds pfff(qw——rv)dt—i—pfff—d‘t

Admettons que la surface S, représente la paroi d’un corps solide
qui se meut dans un fluide visqueux incompressible, que les axes
mobiles sont invariablement liés au solide et posons

P:ffp,mdo’.
Sy

ul+9v'm+w'n=o

On aura sur la paroi S,

et, par conséquent,

(4) P:—ffpnxd5+9/fu(ltll+v’m+W'n)d6’
+pfffv(qw—rv)dr+pff‘[v%i;df

(1) P. AepELL, Traité de Mécanique rationnelle, t. 3, p. 130,
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On obtiendra des équations analogues pour les deux autres compo-

santes Q et R de la résultante des forces agissant sur la paroi du
solide.

Si I'on suppose que S, est une surface fixe et indéformable limi-
tant extérieurement le fluide on aura sur cette surface,

ul+vm -+ wn—=o
et, par conséquent,

P:—ffp,mdd—pffu(zl—i—;m+—(;n>d3’
S,
-l—pfff(qw—rv)dr -+ pff ———d‘L'

Sil’on admet que lasurface S, est une surface fluide qui se déforme
en limitant toujours un volume constant et qu’elle n’est soumise exté-
rieurement qu’'a une pression uniforme, on aura

P:p/fu(u'l-{—v’m—!—w/n)ds’—l—pff‘/v‘(qw——1'V)d1+p[ff%d
S v v

Supposons, enfin, que la surface S, est une surface idéale, inva-
riablement liée aux axes mobiles assujettis au solide.

ul+v'm+whn

exprime alors la projection de la vitesse relative du fluide qui s’écoule
a travers la surface S, sur la normale 4 un élément d< de cette surface.
Désignons cette vitesse par W/,

Wi=u'l+v'm+ wn.

L’équation (4) devient

(5) P:ffs(—p,,x—l—puw)dd—i-pff[(qw-- w)d—:—%—pfff——dr

On obtient de méme

_”ff("P”Y_I_PVW)dd_'_pfff(’u_pw)d‘r—'_Pfff—dT
——ff( p,,-+pr,,)dd4—p/ff(pv——qu)dr+pff —d-
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Si & un certain moment la direction de I’axe instantanée de rota-
tion coincide avec I'axe Ox, on a

qg=o, r—=o

et, par conséquent, pour cet instant,

P:ff(—pnm+qu§,)dd+p fffg-l—td‘r,
S, v 0t
(6) Q:ff(—[’m+va’”)dd—ppff/.wdf—l—p‘//‘fd__vdf’
S, \ v 9¢
/ dw
R:ff(—l?,,;—l—pW\fV,t)dd—r-ppfffvdf_|_pff o dr.
Sy v Jy ot

Si P'axe de rotation coincide invariablement avec 1’axe Ox, on
pourra appliquer ces formules pendant toute la durée du mouve-
ment.

Dans I'étude de la résistance des fluides réels il advient souvent
(pour I'hélice propulsive, par exemple) qu’on peut admettre que,
dans un volume restreint V entourant le solide, le mouvement est
permanent par rapport aux axes mobiles. On pourra poser, dans ce
cas, dans les formules que nous venons d’obtenir,

ou dv dw
VT o, %= o, I =o.

Si le mouvement est permanent par rapport aux axes mobiles
dans le volume V et le si corps posséde un plan de symétrie passant
par I'axe de rotation O, on aura, en raison de la symétrie du mou-
vement,

Q=o, R =o.

Il peut advenir que le mouvement du fluide autour du solide
varie périodiquement et que, en désignant par ¢, la durée d’une

période
fo"'fffV@_‘[‘)duu:o.

On obtient alors, en supposant que I’axe de rotation coincide avec
’axe O, pour la valeur moyenne de la force P, I'expression sui-
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vante :

F:-—f f (— Prx+puW,)ds dt.
S:

2. Théoréme des moments des quantités de mouvement. — En
employant les notations du paragraphe précédent nous pouvons

écrire, d’aprés les équations générales du mouvement des milieux
continus,

0 f (¥ Pas— 5Pay) d3

+ff(ypn=—npw)dd—pfff( d(v’—f’%)df-

Nous supposerons que la surface fermée S, coincide avec la paroi
du corps solide et que la surface fermée S, est tracée autour de ce
solide. Nous nommerons L, M, N les moments des forces agissant sur
la paroi du solide par rapport aux axes Oz, y, =,

. ~ c 7 dwy v,
L—“fv/b‘(ypnz—ﬂpny)dd-FPfj/;(yd—t—Zm'>d‘l'-

En nous rappelant que [(5), p. 58; (2), p. 60], pour un fluide
incompressible,

dw, _ odwu 4 dwyp! + dwew' b e — w4

di — 9z | dy gz PvT9 o;
de,  odvu' o’ o' av
72 T T PR A G T

. dw
o =7 et 2 5 exprlment les dérivées par rapport au temps des projec-

tions de la vitesse absolue en un point M, invariablement lié aux
axes mobiles, sur ces mémes axes, nous pouvons transformer I'inté-
grale de volume comme suit :

SIS\ Goe ggom s gzomm)

— ﬁ-zvu’—}— ﬁ-zvv’+ isz’
ox dy dz

+(vu”—WV')-!—.}’(PV'“qu)_s(r“—Pw)+y% gj]d‘r
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Remarquons que I’on a [(1), (2), p. 57]

o) — v = — oW + wp = wo,— vwy+ w(rx —pz) —v(py —qx)
et
(¢ — wo') + y(pv — qu) — z(ru — pw)
= (wog— vwy) +r(wae —us)+qg(ve —uy).

On obtient en définitive, en appliquant le théoréme de Green et en
tenant compte de ce que sur la surface du solide

wWl+v'm—+w'n=W,=o.
Pexpression suivante
(2) L:ff[y(——prﬁ—pwwg)—z(——pnz—l—va,’,)]da’
S

+p‘/ff[(wt'(,~—vwo)+I(wx—uz)—+—q(wv-—uy)]d'r

o[ J LT =5

On obtiendra de méme les deux autres composantes du couple
M= [ [ 12— paact pu W) — (= pus+ pwW,)] 2
Sg
+Pff/[(uvvo—wuo)+p(uy—vx)+r(wy—vz)]dr
du
-+ d
S S S5
N:ff[x(_Plly‘f‘PVWIn)*}’(“‘an"" puW,)las
s:
+ 0— + —wy) + — d
pff[[(vu uvy) +q(vz —wy)+p(uz —wez)ldr

e ST
v\ 0t 9t

Lorsque I'axe O« coincide avec I'axe instantané de rotation et de
glissement

qg= r=—o,

Vo=—=Wy=—0
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et 'on a
ff [(wpo—owy) + r(wax —uz)+ q(ve —uy)]dr=o,
v

ff [(uwo— wuy) + p(uy —va) +r(wy —vz)]dr
v

:ff[[p(uy—vx)—wzto]dr,

fff'[(vuo— uvy) + q(vz—wy) +p(us —wx)]dr
v

:ffb£[p(llz—wx)+VLto]df,

Si le solide est animé d’un mouvement hélicoidal uniforme, on
pourra appliquer ces formules pendant toute la durée du mouvement.

Lorsqu’en plus le mouvement du fluide dans le volume V est per-
manent par rapport aux axes mobiles, on a

%__ dv ow
=% W= H =

et par conséquent
L= [ [ 1r(—put owWo) = (= pu-t oo Wi ] d3,
S,

M= ff[z(—~pnx+ U Wi) — 2{— paz-t pw W) d3
5

+pf'/‘/v'[p(uy——vx) — wu, ] dr,

N: ff[x(“pny+PVW,n)"")’(*pnz'*‘ Puwln)]dd
Sy

+pfffv[p(uz—m)+mo}df.

Si le solide est symétrique par rapport & I'axe Oa les couples M
et N sont nuls. Dans le cas d’'un mouvement periodique du fluide il
faudra modifier les formules comme nous I’avons fait dans le para-
graphe précédent.

3. Expression de la puissance. Cas d’un fluide réel a trés petit frotie-
ment. — En multipliant les équations (5), (5") du paragraphe | et

THESES RIABOUCHINSKI 1
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les équations (2), (2") du paragraphe 2 respectivement par u,, ¢o, w,,
Py ¢, 7, et en les ajoutant, on obtient comme expression de la puis-
sance

(1) L=Pn,+Qvy+Rwy+Lp+Mg+ Nz

ZIL[5(~pnx+Pu\V2)

A V(= Py po W) 4= W (— pas+pw W) | d
S B AG R R
-+ w T, .

Si le mouvement du fluide dans le volume V est permanent par
rapport aux axes mobiles, on peut écrire

9@:[:/ l.’_’(“‘l’nz—FP“W;) _i_;(—[)nj+va/n)+—‘;(’_'Pnz+PWW;l)]dc"
[ Sy

Dans les fluides réels a tres petit frottement on peut admettre (')
qu’il se forme pres des parois du solide une mince couche avec une
variation rapide des vitesses selon la normale a la paroi et qu’en
dehors de cette couche le mouvement du fluide n’est pas affecté par
la viscosité et les vitesses dérivent d’un potentiel.

Appliquons la formule (4) de la page 69. Admettons que les
forces X, Y, Z agissant sur I'unité de masse sont nulles hors de
la couche mince et respectivement égales dans cette couche aux
membres

_t A, B Ay, By
p p p

des équations de Navier.

D’apres la formule (4) que nous venons de rappeler, la grandeur 4
qui figure dans I’équation

p—l—%pW’z—%szﬁ-h:o

est alors constante le long de tous les filets qui ne traversent pas la
couche mince susdite. Le long des filets qui traversent cette couche

(1) L. PraNvtL, Perh. d. Ill, [niernat. Math. Kongresses, Heidlberg, 1907.
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la grandeur K est constante en dehors de la couche, mais elle posséde
des valeurs différentes avant et aprés le passage de la couche.
En remarquant que

—_ - _— 1 | B et 1 1
p(uu—|—vv+ww):5pwz+ ;pW-——-z- o W'2,

et en supposant que la surface idéale S, est tracée en dehors de la
couche mince out I'on ne peut négliger I'effet des frottements, on
aura sur cette surface,

Pra= —pl, Prny =—pm,  Ppz=—pn,

p(uz—l—v;—i—w;)—_—-;-pwl—kp-{—h.

En substituant ces valeurs dans I’équation (2), on obtient

o?:ff [(% pW2+p+lL>W’n—|—pwn]do’.
S,

On peut aussi représenter cette formule comme suit

o= [ (e en)wie o
Sy

Les formules que nous avons obtenues dans ce Chapitre (') trouvent
de nombreuses applications dans le domaine de la résistance des
fluides réels.

CHAPITRE III

Equations générales du mouvement de corps solides
dans un fluide parfait incompressible

1. Généralisation de Kelpin duthéoréme d’Ostrogradski ou de Green.
— Nous devrons appliquer dans ce Chapitre, 4 plusieurs reprises,
une proposition qu’on peut désigner comme généralisation de Kelvin
du théoreme d’Ostrogradski ou de Green. Rappelons sa démonstra-
tion (*). Considérons un volume V a connexion multiple d’ordre r

(1) Comptes rendus, t. 173, 1921, p. 967
(?) H. LamB, H) drodynamics, p. 52.
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et soient F(a, y, 2), G(x, y, z), H(z, y, z) trois fonctions définies
en chaque point P du volume V, uniformes ou multiformes, continues
et admettant des dérivées partielles du premier ordre. Rendons le
volume Vsimplement connexe & ’aide de (» — 1) cloisons. Désignons
pard<, un élément de la surface S limitant le volume V, par 4o un
élément de I'une des cloisons et par A, ux v, les constantes cycliques
des fonctions F, G, H correspondant & la cloison £. En désignant
par (F,, F,), (G,, G,) et (H,, H,) les valeurs des fonctions F, G, H
en deux points infiniment voisins mais situés des deux cotés de la
cloison K, on aura

F2_ FI:)\IC)
GQ_ G1: 3
Hg_' H,:vk.

Les directions des normales r, et n, & chacun des cotés de 1'élé-
ment do’; sont opposées; en désignant leur cosinus directeur res-
pectivement par «, 3, y et «,, B,, v,, on aura

o =—0t, @:_ﬁl’ Y=—7n

En appliquant maintenant la formule générale d’Ostrogradski ('),
on obtiendra

1) ff£<%+%g+‘g—f>df
k=n—1
:f[(ocF+{3G+yH)dd+ E ff(oclk+ﬁy~k+yvk)da’k.

Si le vecteur W de projection F, G, H est doublement scalaire on
peut poser
Py 99 —y 9 — g9
F—\pd—"r’ G—Kp'd—y’ H_L!Jd—z-
Supposons en outre que ¢ est une fonction multiforme et que sa
constante cyclique correspondant & la cloison 4 est %;. La formule (1)

(1) P. AppELL, Eléments d’ Analyse mathématique, 3° édilion, p. 519.
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peut étre transformée dans ce cas comme suit
oV do 9y dg | U 0<P>
(2) fjfyAcpdf+fff<dxdx dydy+dzdz dr
_ ‘0o ) do
_f/sq,%dm- 2 [ [ dn

En supposant que p est également une fonction multiforme et en
désignant sa constante cyclique qui correspond & la cloison £ par %),
on obtient en permutant } et ¢ dans la formule (2),

o [ [ [ R )
<[t S f o

Les formules (2) et(3) constituentla généralisation de Lord Kelvin
du théoréme de Green.

Déduisons encore une formule que nous utiliserons plus bas. En
posant dans la formule (1)

F:(p?l, G=o0, H=1ow;
ou
U= uy+ gz —ry,
V= ¢y+rz—ps,

) W= wo+py —qx
en désignant

W,=— (Zt-ot —l—;ﬁ -+ ;7>:;a1+;ﬁt+;}’1-

et en supposant que o est un potentiel non uniforme et u,, ¢, w,. p,
qg,r des constantes, nous obtenons

(4) fff —i—V—CP—!—Wg—CP)dr

A—=n-1

:_/fcp'vv,,ds_ xkff_vv,,ddk.

En supposant dans les formules (2) et (3) que les fonctions ¢ et ¢



sont harmoniques

on aura

hA=n-—1
- Jdo Jdo
®) S [v5Eas+ >_: w [ [ 5k o
q} k=;—1 dq)
. 0 ,
:jjg\¢d_’ldd+/§XLff%ddk.

Ces formules permettent d’exprimer facilement, par exemple,
I'énergie cinétique d’un fluide dans le cas d’un mouvement cyclique
irrotationnel. En posant dans la formule (2) 4 = o et en supposant
que @ est le potentiel des vitesses d’'un mouvement fluide, on obtient
pour ’énergie cinetique T I'expression suivante

@ e (1G5 G ]
:pf[q>5jﬁldd+pk§x,cff%%ddk.

(P:CPO+ [OT

En posant

ol 9, est un potentiel uniforme et w, un potentiel non uniforme,
dont les constantes cycliques sont %,, x,, ... et qui satisfait sur toute

la surface S limitant le fluide & la condition %9 =0, et en remar-

quant que, en raison de la formule (5),

0 J
ff% wodo’_f/mod dif—!—Zxkf[ % 9g,=o,

on peut transformer I’expression comme suit

n—1
. td 9
(7) 21:p//@0£05+pz‘th/—{)%°ddk
> k=1

ou, en désignant I’énergie cinétique du mouvement acyclique par &
et celle du mouvement cyclique par ¢,
(8) T =8+ 9 (1)

(1) H. LamB, Hydrodynamics, p. 172.
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Notons encore la relation suivante. En éliminant T des expres-
sions (6) et (8) et en se souvenant de la signification de K et que

d(P - dCPo d(l)o
dn = on T on’
on obtient

n—1
. d(P ul dq)o
(9) oo [[ofaso X [ [Gras
; k=1

2. Théoréme de Joukowski (*). — Avant d’entreprendre I'étude du
probléme général du mouvément de n corps solides dans un liquide,
rappelons la démonstration du théoréme de Joukowski du mouve-
ment uniforme & deux dimensions d’un seul solide dans un liquide
parfait indéfini lorsqu’il y a circulation

En appliquant I'équation de pression rapportée a des axes mobiles,
en remarquant que le mouvement est permanent par rapport a ces
axes et en désignant par (— U) la vitesse de translation du solide,
on peut écrire

(1) X:fplds :lpf(u2+c)2)lds+prulds,
L 2 L L

(2) Y= /pmds: pf(u‘l—c- v2)mds+prumds.
YL L L

Les intégrales sont prises tout le long du contour L de 'obstacle.
En désignant par L, une circontérence tracée autour du solide et
dont le rayon R est infiniment grand, on a, en appliquant le théo-
réme de Green

Y (e oy ids = ou ﬂ) ~1f2 2) L ds;
(3) 2/Ly(u —t—v)lds...([f(u oz T o dxd 5 |‘(u + 02)lds;

on peut omettre la derniére intégrale, les vitesses étant a I'infini de
Pordre de grandeur de R~'.

En tenant compte de ce que le mouvement est irrotationnel et de
I'équation de continuité, on obtient, en appliquant encore une fois

(SR

(1) Loc. cit., ante, p. 7.
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le théoréme de Green

“ /f( 0u+v_>dxdy_/f<duu duv)dxdy

:fu(ul—:—vm)ds+ u(ul + vm)ds.

L L,

La derniere intégrale peut étre de nouvean omise. En raison des
expressions (3) et (4) on peut transformer I'équation (1) comme
suit

X = pfu[(ul+ vm) + Ul] ds.
L

En appliquant un raisonnement analogue a l'équation (2) on
obtient

Y:p] [¢(ul + vm)+ Uum]ds.
L

A la surface du solide on a

ul+ ym =—1U!
et, par conséquent,

X =o,
Y:——pU/ (c’l—um)ds:prd—q{ds:pUx,
L L on

ou x est la circulation autour de I’obstacle.

3. Remarques preliminaires sur le probléeme du mouvement de n corps
solides dans un liguide parfait incompressible. — Considérons n corps
solides qui se meuvent dans un fluide incompressible limité par une
surface fermée simplement connexe S, (*). La forme des n corps est
arbitraire, ils peuvent étre transpercés ou non, s’étendre jusqu’a la
paroi ou étre compleétement entourés par le fluide ( fig. 1).

Les dimensions de la surface limite S, peuvent étre infiniment
grandes, mais il est toujours indispensable de préciser, si 'on a des

(1) Cette restriction n’influe pas sur la généralité du probleme, car on peut toujours
supposer que 1'un ou plusieurs des corps sont immobiles par rapport a la surface S, et

que les autres corps se meuvent dans le domaine a connexion multiple que 1'on obtient
ainsi.



— 89 —

solides qui s’étendent jusqu’aux parois, la facon dont on effectue ce
passage a I'infini.
Nous supposerons que le fluide est animé, indépendamment du

Fig. 1.

mouvement provoqué par le déplacement des solides, d’un mouve-
ment cyclique irrotationnel & travers les ouverlures pratiquées dans
les corps et autour des corps qui se prolongent jusqu’a la surface S,.
Nous désignerons par m + 1 I'ordre de connexité du volume occupé
par le fluide, déterminé par la forme et la disposition des solides, et
nous admettrons que le déplacement des solides est assujetti a la
condition de ne pas diminuer cet ordre de connexité, ni de modifier
I'étendue des surfaces qui se trouvent en contact direct avec le
fluide.

Pour calculer les projections sur les axes de coordonnées de la
résultante des pressions hydrodynamiques sur Pun quelconque des
n corps et les moments des pressions hydrodynamiques par rapport
a ces mémes axes, nous rapporterons le mouvement du fluide &a
trois axes mobiles, invariablement liés a celui des n corps que I'on
considére.

Nous rendrons le volume occupé par le fluide simplement connexe
en employant m cloisons, que nous représenterons comme des
surfaces idéales rigides, de dimensions determinée, invariablement
liées aux axes mobiles lorsque le temps varie de ¢ & ¢ + dt. Ces cloi-
sons peuvent librement penétrer et se mouvoir dans le corps des
solides, et i travers la paroi limite S,, afin que le volume occupé par
le fluide reste simplement connexe malgré la modification de la posi-
tions relative des solides dans I'intervalle dt.

PHISES RIABOUCHINSKI 2



— 90 —

Au contraire, en donnant au solide considéré un déplacement
virtuel, compatible avec les liaisons indiquées ci-dessus, nous
admettrons que les m cloisons, ainsi que les autres (n — 1) solides,
conservent leur position par rapport aux axes fixes, liés a la surface
limite S,, et que ce n’est que les éléments des cloisons qui se trouvent
en contact avec le corps déplacé qui sont affectés par ce déplace-
ment; une mince bande peut s’ajouter ou étre déduite de la cloison
par I'effet de ce déplacement, car la cloison doit continuer & prendre
naissance sur la paroi du solide déplacé.

4. Expression du potentiel des vitesses. — Désignons par (a,, b, c,),
(as, by, ¢5),...,(a,, b,, ¢,), les coordonnées des origines O, O,, ..., 0,,
des triedres T,, T,, ..., T,, invariablement liés a chacun des n corps
et par (o, By, v, (2o Buy Va)s vy (e By ), les angles qui déter-
minent l'orientation des triédres mobiles par rapport au triedre
fixe T,. On peut toujours supposer qu’au moment initial les axes des
triedres mobiles sont paralléles & ceux du triedre T,.

Nous désignerons ensuite par (u,, ¢, &w,), (Uy, V5 W,), .v-,
(uyy 04> w,) les projections sur les axes 0,2, y,, 5, du triedre T, des
vitesses des origines O,, 0,, ..., O,, et par (p,, 1, ')y ooy (Pry Gron)s
les composantes des rotations instantanées de chacun des » solides
suivant les axes 0,2, ¥, Z,-

Les projeclions sur ces mémes axes de la vitesse d'un point P
a la surface de I'un des corps, du corps £ par exemple, seront

nZ up+ qr( 59— cx) — 71 ( Yo — bx),
or= vp+ ri(@o— ax) — pr( 50— Ci),

W= Wi+ pa(yo— br) — qi (2o — ay).

En désignant par/, m, n les cosinus directeurs de la normale,
dirigée vers I'intérieur du fluide, & un élément do* de la surface de
I'un des corps et par 9, le potentiel des vitesses d'un mouvement
acyclique compatible avec celui des » solides, on doit avoir a la
surface de chacun des corps

(1) %%“:El—k;,:m—t—;kn (k=1,2,...,n)



et sur la surface limite S,

o _,
n
Posons
(2) Po=P1-+ Q2+...+ Op,
ou
Q1= Uy @13 + 01 P1a + W1 @13+ Py Uiy + ¢ by + 74 U7
(3) ©3== Uy Pgy + ¥ Ogy + Wy a3 & Py Yoy + @a Yoy + 7z Yas,

Cp=1Up%m -+ ¢n Pn2 -+ W, <P113+ Pn L!Jn1 -+ qndHuZ -1, LPnS,

et supposons que lesfonctions ¢, et 4, quifigurent dans les secondes
parties des expressions (3) sont des fonctions des coordonnées (x,,
Yos Zo) et des paramétres<au b,,c; a, Bn ]’1>, (ae, by, ¢y 5 0y, 32,
©,), ..., et vérifiant dans toute la masse fluide I’équation de Laplace :

Agz;=0, Ag¢y=o0, Aoy—=o

A=1,2,...,n).
Ay r=o, Adyr=o, Ay =o ( )

En substituant I'expression (2) dans les équations (1) et en égali-
sant les coefficients des vitesses (u,, ¢,, w,), .. , (U, ¥n, Wn), €t
des rotations (p,, ¢,, 7,)s ..., (Pn» ¢n» 'n), on obtient que :

095 _ 00,y _ 0043 _
b GaEm =
oV,
2 = n(yom b4 — m( 20— ),
0
2ok — (5 ) — n(@o—ap),
o0,

o= m(xy—az) — I yo— bi),

sur la surface du £°™ corps, et

M«l —o0 d<Plc2 . 003 —

= =o0 0
on ! on ’ an ’

My Mas Mis _
on =" m =% o @

sur la surface des autres (n — 1) corps et sur la surface limite S,.
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Chacune des fonctions harmoniques 2z, Pr2r s, Vi Gras Pis
k=1,2,...,n)estainsi déterminée & une constante pres.
) y 9
Considérons maintenant la fonction

W= % W)+ X0+ o %y 0y,

définie comme suit. %, %,, ..., %, sont les m constantes cycliques
qui correspondent aux m cloisons rendant le volume occupé par le
fluide simplement connexe. o, ®,, ..., w,, sont des potentiels non
uniformes; la circulation des vitesses qui correspond & la fonction vy
est égale & I'unite si elle est prise le long d’un contour fermé cou-
pant la cloison 4 et est nulle si elle prise sur un contour fermé qui
ne la coupe pas. Sur les parois des solides et sur la surface limite S, :

doy dw, o 0w,, o
an 7 dn 7’ T dn — "

Ces conditions déterminent chacune des fonctions w,, w,, ...,
w,,, & une constante pres, car si 'on avait deux fonctions différentes
w, et w; satisfaisant aux conditions susdites, la fonction v, — )

. . . . b )
serait une fonction harmonique uniforme et o (w, — w,) serait nulle

en tous les points des surfaces qui limitent le fluide; la différence
v, —w; doit donc étre constante dans tout le volume occupé par le

fluide.

Le potentiel complet du mouvement considéré sera

n m
<

(4) ¢ =9+ 0)032 (031 = 94021 =+ W05z +[)A(~!/1/.< +q/\%/.+"1c%k) —|—Z KW
hA=1 h =1

Les potentiels 9,z, ©x, ..., w; sont des fonctions des coordonnées
Z,, ¥ 3, et du temps par I'intermédiaire des parameétres définissant
la position des solides. En eflectuant une transformation de coor-
données nous pouvons exprimer ces potentiels en fonction des coor-
données mobiles liées a celui des corps que 'on considére et du
temps. Nous supposerons dans la suite que cette transformation est
toujours effectuée a I'exception des cas ot nous faisons varier la
position de I'un des corps sans modifier celle des autres.

Démontrons encore que la dérivée -d—i et, en général, les dérivées
I3
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du potentiel ¢ prises par rapport a 'un quelconque des parameétres
définissant la position des solides, sont des fonctions uniformes. En
effet, lorsqu'on donne un accroissement da,, compatible avec les
liaisons, & la coordonnée a,, les fonctions uniformes et non uni-
formes, dont la somme constitue le potentiel o, varient, mais en con-
tinuant a ¢tre uniformes et non uniformes respectivement, car, en
déduisant ces fonctions on ne spécifie pas la valeur du parametre a,;
les constantes cycliques des fonctions non uniformes o, o,, ...,
w,, continuent a étre, pour le méme motif, égales a 'unité. Les diffé-
rences des valeurs de la fonction w;, en deux points infiniment
voisins de parl et d’autre de la 4™ cloison, avant et aprés que 1'on
aura donné un accroissement ca, & la coordonnée a,, sont respecti-

vement
((‘)/- )2— (w/r)i =1I,

J
<mﬁ+—5a> <c.),,—|——(—)—(;—%k5a,>1:1,

et par conséquent
dor) __(90r)
dal 2 ()al l——

Ll résulte de ce raisonnement que la fonction

do 09, S doy

et AR CR N
da,  Jda, " da,
A—=1

est effectivement uniforme.

Calcul des projections sur les axes des coordonnées des résultantes
des pressions hydrodynamiques agissant sur les solides. — Nous dési-
gnerons les projections sur les axes de coordonnées de la pression
exercée par le ™ solide sar le fluide par X, Y, Z,

<= [n

(1) ;—ffpm ds,
Z,:[fp/l ds.
s,
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Les intégrales doubles s’étendent & la surface S, du solide 5 /,
m, n désignent les cosinus directeurs d’'une normale dirigée vers
I'intérieur du fluide.

Nous exprimerons la pression p en utilisant I'équation de pression
rapportée a des axes mobiles obtenue plus haut [(3), p. 68]

(2) p=—p(Wr— W‘)—qu’

Nous supposerons que les axes mobiles sont invariablement liés
au corps ¢ que nous considérons. Le potentiel des vitesses ¢ est
donné par la formule (4) du paragraphe précédent. W’ et W expri-
ment la vitesse relative et la vitesse d’entrainement.

Nous calculerons d’abord la partie de la pression X,

(3) —pff 9 1ds— ] ff(w” W) lds

due ala variation du potentiel, c’est-a-dire le membre

—pf ——ldd

En raison de la formule (8) du paragraphe | et de la formule (4)
du paragraphe 4, nous pouvons exprimer I'énergie cinétique T de
toute la masse fluide comme suit

T—=6+X,

ou & est une forme quadratique homogéne des vitesses et des rota-
tions et o une forme quadratique des circulations. Les coefficients
de & et de o¢ ne dépendent que des 62 parametres qui définissent la
position des solides.

L’énergie cinétique T est fonction du temps par I'intermédiaire
des mémes grandeurs que le potentiel ¢, si 'on considére les coor-
données x, y, z, qui définissent la positon d’un point P, par rapport
au triedre lié au corps 7, comme des constantes.

Calculons ladérivée g—(E D’apréslaformule (2) du paragraphe 1 eten
remarquant que 5 i)i = 9., et que = 991 gt égale a / sur la surface du
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corps ¢ et nulle sur les parois des autres corps et de la surface
limite S,, nous avons (')

96 1 2 do\? d9\?
du, du, pdu,ff [(«)x) + ((Ty—) + (7)2) ]dt
k=m
_—pff dcp”ds‘ pzxkff d(P“d:Y

km

99
= [olds—p ¥« ff d3.
ff "?—- " ou,

Differentions cette expression par rapport au temps en nous rap-
pelant que la surface S, est fermée et ne varie pas,

d do do
J()__—p f—ldd_Pf[(Pdtdd Z [du,f,/;dnd
do d dG dl
(4)—Pff ldd—dt du, kdl ()u,ff r)ndd+{)fﬁ(‘od_tdi

Calculons maintenant le second membre

_ 1pf[(w'2—W2)zdd
2" s,

qui figure dans l'expression (3) de la composante X, de la pres-
sion exercée par le corps 7 sur le fluide.

Soient T, et T, les énergies cinétiques des mouvements relatits et
d’entrainement,

4oL - () (- ]

dy
'Fe_—pfff u, —|—v,+w>d‘r

En appliquant la formule générale de la variation des intégrales

(1) En apphquant les formules du paragraphe I, 1l ne faut pas p~rdre de vue qu’elles
ont éle obtenues dans la supposition que les normales sont dirigees vers I'exterieur
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triples ('), nous pouvons écrire

() a(rr,._Te):épfffvs(ww_wi)df

X [ f v

X (8, dy, dzsy+ Oy dzg day -+ 03, dzy dy,).

Nous supposons, pour faire varier expression (T, —T.), qu’elle
est exprimée en fonction des coordonnées fixes O,,, ¥, z,- Nous
revenons ensuite aux coordonnées mobiles Oz, y, =. Rappelons qu’on
peut admettre qu'au moment actuel les directions des deux systemes
d’axes coincident :

xXy=x + a,, Yo=Yy + b, == %)+ C/e

Donnons, si les liaisons (voir le § 3) le permettent, un accroisse-
ment ¢a, i la coordonnée a;. Toutes les coordonnées x, des pomts de
la su1fdce S, du cerps ¢ recoivent alors un accroissement a;, tandis
que les coordonnées y,, z, des points de la surface du corps i ni les
coordonnées x,, v,, 3, des autres (n — 1) solides ne varient pas.

On peut donc écrire, en remarquant que dy, dz, = lds,

(6) — —;pjf(W”-W)[da

_d m m 1 J I2 3
M(—)?lg(],.—le)—gp‘/‘/fvl%<w — W) de.

Transformons le membre (T, — T,). En raison des formules (7)
et (4) du paragraphe I, nous avons

o = ) () )
—pfff< u, —|———v +3—f?v,->dz

h=m

. ){+p2 /fq;W,,,dd-;-pZ,c,j W,,,.df,

(1) E. Goursar, Cours d’Anal) se mathématique, t. 1, 1917, p. 658.
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(8) W=+ vim +w,n.

D’aprés la formule (g) du paragraphe 1, nous avons

k=n k=m
(9) 26:—92ff<9( df—PExkff 9% g4z,
k=1 Sk

En ajoutant et en deduisant ¢ de la seconde partie de I'équa-
tion (7) et en tenant compte de la relation (g), on a

(10) (T,—Te)= ——€——pEff <£}-(—D-—Wm>
~pzxkf [ (G =)=

En dérivant cette expression par rapport au paramétre a, et en se
rappelant que la surface S, ne varie pas, on obtient

0 o OO oe
(1) (L —T)= 5= - 3 yffm( ~W..)ds

k=n

O 0 [de
e [ [ 75 (52) %
k=0 &
k=n —

Sur les surfaces S, on a ‘;GPL ‘3) Les valeurs de -—— ~ Sur ces sur-
faces sont données par les formules (1) du paraoraphe 3. d (‘;Z“)
est nulle sur toutes les surfaces S; a I'exception de la surface S,

THESES RIABOUCHINSKI 13
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pour laquelle (voir p. 73)

i % —_——mr,+ n —il.
da,\on ) T T =g

On peut donc représenter I'équation (11) comme suit

(12) —(l‘ - Fe)_ 4;a Z/fd (d/t W'”)
—ef [ e Effq’ ~a, %
_Pzﬂkdalff (%__>dd.

Il nous reste a transformer le dernier membre de I’équation (6).

Rappelons d’abord que (%% est une fonction uniforme (worr p. g3).

Nous obtenons alors successivement :

! Y r2__ We
EpfffvcE(W —Wi)de
1 2 d9\?
=t [ ol () +(3) + ()]«
-——pjffd ( u+dqo—- d-;:—:>dr
) d d d (do do 9 (9
Pfff[—é oz dal> ay dy <F)_>+ dz 0= (cf_a)]dT
d 00\—  d [do\ —
“Pfff[“ ) g (e ) g () o o
> do dv.  do dw,
_pf/f< dyda,+Eo_a,>dT
k=n
_ d9 d¢ 99 5~
k=0 Sk k=0 k
k=n —_— h=m —
oW, . oW,
+92f[cp——dal d5+pz"]‘f/;—da, das,
k=0 * k=1 k

9 9u
Ja,
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et, en définitive,

(13) —;pfffi(W"—W)dr
fo da, >dd

_pszq; "'do‘-——-pr,ff da:"ds’

En substituant les expressions (12) et (13) dans I’équation (6),
nous obtenons

(14) —lpff(W’L—W—z)ldd
P
—w,o% ka““
doy,
*P ”’“da,ff(
< oW,
_pzxkf k oa, das.

Les formules (4) et (14) permettent d’exprimer la composante X;
de la pression exercée par le corps ¢ sur le fluide (3) comme suit :

>g

d 06 0% oA
dt du,  9a, a4

v Sl an [ Grer ) o]
— S [ (3=

D’aprés la convention que nous avons faite au paragraphe 3,
lorsqu’on donne un déplacement virtuel 4 I'un des n corps, toutes
les cloisons conservent une position fixe par rapport aux axes immo-
biles. Lorsqu’on donne un déplacement virtuel aux corps 7 en faisant
varier les coordonnées a;, b;, c;, ce n’est que la dimension des

(15) X, =
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cloisons adjointes au corps 7 qui peut varier (voir p. go); on aura
donc pour les cloisons ajointes aux autres (n — 1) corps

ni )
da,ff w,,lds_ff“ e da.

Par conséquent, en supposant qu’il y a p cloisons qui prennent
naissance sur le corps 7, on peut transformer I’équation (15) comme
suit
d 06 06  O0X
dt du,-  Oa; - da;

=m

d ¢ " dqoo /) d9,
+p 2 [dl ()u,f dn Ba_,va G,kd—ndd
o | oW ,; p) ——
""kzx”‘[/ff S ds — a,-ffckw’”'dj]'

=1 ik 1

Dans cette formule o, exprime I'une quelconque des m cloisons
adjointes a tous les corps, et oy exprime I’'une quelconque des w cloi-
sons adjointes au corps t.

Dans le déplacement réel des corps les cloisons sont considérées
comme des surfaces idéales rigides qui conservent une superficie
constante et qui peuvent se mouvoir librement & travers la paroi S,
qui limite extérieurement le fluide (voir p. 89). En raison de cette
remarque et du théoréme démontré dans le paragraphe 8 du Cha-
pitre I (p. 73), on peut écrire

oW, d d\V,‘, .
f - da; ds‘_v[L dt ot ds dt ()u,ff md
ik ik

(h=1,2, ..., p),

(l6) Xi:

La dimension et la forme des cloisons, dans le déplacement réel,
ne doivent pas varier dans le temps et doivent étre telles qu’'aux
moments ¢ et ¢ + dt le volume occupé par le fluide reste simplement
connexe, mais en dehors de ces restrictions, elles peuvent étre prises
arbitrairement, comme cela résulte de I'équation (15). En effet
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dans les membres

_Ci 0 d(Po d d@o
dt du, .L;&T{dd et ff on

en dehors de la surface S, limitant le fluide extérieurement, == d est.

nulle sur la cloison oy, tandis que les deux autres membres qui
dépendent de ¢, peuvent étre transformés comme suit

WS,
(17) o f Wmdd / [ s

dal fc,kl<wnt>d°“+—/f (W) ds.

Le symbole (W,,) exprime qu’il faut considérer W,,, en prenant la
dérivée par rapport a a,, comme une constante et ay,, a5, sont les
parties de la cloison o, situées respectivement a I'intérieur et & 'exté-
rieur de la surface limite S,, et I'on a

[ L (W,)ds =o,

car, en faisant varier la coordonnée a, nous considérons les
cloisons comme invariablement liées aux axes fixes, et ce n’est
qu'une mince bande de la cloison en contact avec le solide 7 qu1 est
affectee par le deplacement de ce solide; la différence (17) ne
dépend donc plus de la partie gx, de la cloison, disposée a 'exté-
rieur de la surface limite S,.

D’aprés ces remarques on peut transformer l’expression (16)
comme sult

405 05 ox
dt du, da, Jda,

k=m

d 0 99,
—I—PEME d_u,f d/z ds

A
—p X% ij LLP

(18) X, =

dn
k=1

K=y
J— 2 ke [d[ dll,f/ ‘an dd'———f G,L\V,“dd]
k=1
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Dans cette formule o, exprime 'une quelconque des m cloisons
adjointes a tous les n corps, g, exprime 'une quelconque des . cloi-
sons adjointes au carps i.

Remarquons encore que les dérivées des projections sur les nor-
males aux cloisons des vitesses d’entrainement correspondant aux
triedres mobiles Ty, £ = ¢ (voir p. go) prises par rapport a a; b,
¢,y U, ¥;y w,, sont nulles. On peut donc écrire

d \V 4.
dtou,f ‘“"‘—*‘-" a?;ff«flw"“" (7=0)

et, par conséquent,

k=
N d 0 - d
Zx"’l'—ﬁﬂfc W, dd—ﬁffs W,,la:f]
k=1 ik W
k=m d () 0
~V, W, do’——ff W,,dc‘]
/gl [dt‘*d”‘f &7 g S

En substituant cette derniére expression dans I’équation (18), on
obtient

_d s 0B oK 2'" 90,
(19) X.= dt du, Z)"T_i_ 0—617+ kdt du,ff <0n "k> 3

—pzn"dalff<d% ,,k> da.

Désignons le flux relatif dans le mouvement acyclique a travers la
cloison £ par y; et posons

k=m

(20) G—-S)C—l—pz;ckxk:“.

k=1
L’équation (19) peut alors s’écrire

d JR JR
(21) X= T 9a, 9

oxX
car — == o.
du;
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On obtient de méme deux équations analogues

y,— 4R _ R
(21) ‘T dt de,  ab,
g,— 4R _ R
© T dt Ow,  dc,

Dans la fonction modifiée de Lagrange R, & exprime I’énergie ciné-
tique du fluide, ot I'énergie cinétique du mouvement cyclique et
¥« le flux relatif a travers la cloison % dans le mouvement acyclique.

6. Calcul des moments des pressions hydrodynamiques agissant sur
les corps. — Désignons par L, M, N les moments des pressions, exer-
cées par le corps ¢ sur le fluide, par rapport aux axes mobiles O, ,
Yy, 3, invariablement lies au corps. On peut toujours supposer
qu'au moment actuel les directions des axes fixes et mobiles coin-
cident et écrire

L,:ffb[(yo-— b)n—(z,— ¢, )m]pds,
() M= [ e e) 1= (@—a)nIpds,

Nz:ffswo—a,)m—(yo—bt)updc,

l, m, n sont les cosinus directeurs des normales & la surface S, diri-
gées vers 'intérieur du fluide ; la pression p s’exprime, si 'on rap-
porte le mouvement & des axes invariablement liées au corps z, par
I'équation

1 i 7
(2) p:~;p(W’2—W2)—P£’

ou W’ et V_Vreprésentent les vitesses relative et d’entrainement en un
point P lié aux axes mobiles, et 3—(5 la variation du potentiel des

vitesses en ce méme point.
En substituant'expression (2) dans la premiére des formules (1),
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on a
(3)  L=-— pff[()o-—b)n—(‘.o——c,)m]dqus’

- ;Pff[(}’o— b)n — (50— ¢, )m] (W2 —W?) ds.

Calculons d’abord la premiére intégrale double. En employant un
raisonnement analogue a celui que nous avons utilisé & page 5,
nous avons

0_6_ ()T_ﬁl 0 2?1 2 i ()cp>2 <@>2:|
dp;d—,,r;m—,,,fff[(ax) ~(32) (7)) ] =
dCP dq)l; d<P ()kl/” Jdo dq"zl
= of [ (G )

—*Pffw —ds — p).mffd”aw

k=1

h=m
:—Pf[‘[()‘o—b,)n—(zo—c,)m]cpds—-pkzxkd ff 990 4o

et, en prenant la dérivée par rapport au temps en considérant les
coordonnées x, y, z, qui déterminent la position d’un point P par
rapport aux axes liés au solide, comme des constantes, nous pou-
vons écrire

(4) -—pff[(n—b)n—(uo—c,)m] % ds
_'Egﬁ, kdt dpf dn
+pffq»;t[(yo—b,)n—<zo—cz>m]dcr.

Calculons maintenant la seconde intégrale double de I’équation (3).
En désignant par T, et T, I’énergie cinétique du mouvement relatif
et du mouvement d’entrainement et en appliquant la formule géné-
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rale de la variation des intégrales triples (voir p. 96), nous avons

6 ot —ty=1p [ [ [a(Wr—We) e

h=n

_éPZ ff(w!z_Wz)( S.04 dyo dso)

A=1

+ 0y, dsodxy+ 05ydxy dy,).

Calculons la variation 8(T,—T.) lorsqu’on tourne le corps ¢ autour
de I'axe O,z d’un angle dx, (nous supposons que ce déplacement est
compatible avec les liaisons), tandis que les autres corps et les
cloisons conservent leur position.

A la surface de tous les corps a I'exception du corps 7, on aura

dzy=o, 0y,= 0, 0z,= o.

A la surface du corps i, oz, est aussi nulle. Pour calculer les varia-
tions Oy, et 8z, & la surface de ce corps, posons

Yo— b,=rcosa,

59— ¢, = rsina.
Nous aurons

dyo=— rsina da, = — (3,— ¢,) O,

0zy= rcosada,= (y,— b,)da,.

En substituant ces valeurs dans I'équation (5) et en remarquant
que
dzydxy= mds,

dzxydy,=nds.
nous obtenons

(6) —épffs[uvo—-b,)n—(zo——c,)m](W’2—'W2)ds’
= sz (L =1d= o [ [ [ G (Wi W2)a

En faisant subir a la seconde partie de I'expression (6) des trans-
formations tout & fait analogues a celles qui sont indiquées dans les

TH} SES RIABOUCHINSKI 14
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pages 96-100, nous trouvons

(7) —ipfff[()’o—bz)n—(:o—cﬂm](W”—-Wz)dd

dg:cc doc ff dt[()’o b)n— (2,—c,)m]ds

h=m

()CDO ——' m
_P Zxkdotlf[< m>dd-—p2%kf do{t d
k=

o et & expriment I’énergie cinétique des mouvements cyclique et
acyclique et W,, la projection de la vitesse d’entrainement W sur les

normales aux cloisons.
En substituant les expressions (4) et (7) dans laformule (3), on a

_d s 95, 00, [ oW,
(8) L= dt op, Ja, docl +e Z [dt dp,f Q,k;)_n— Ny oo,

%y

k=m

E e ()

En répétant le raisonnement exposé dans les pages 10o-102, on
peut transformer I’équation (8) comme suit
d JR  JR
(9) L= 50— 5"

On obtient dn méme deux équations analogues pour les moments
M, et N,

w4 O o
(9") "diog. 0B/
N,= 2 9R IR

! dt dr, dyl

On aura en tout 3n équations telles que (9), (9') et 3n équations
telles que les équations (21), (21") du paragraphe 5.

7. Equation des forcesvives. — L'équation (21) du paragraphe 5
peut etre exprimee, en raison de la formule (20) du méme para-
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graphe, comme suit :

k=m
[ K
(1) X .dd 06+dx+p2xk<i?_ﬁ_d_x’_f>.

‘=Tt 9w, da, "+ oa;

Transformons le dernier membre de cette expression. Remarquons
d’abord que

d (o _ 0 (dn d [ 0 [
'JZ(@T,) ez <T> “r d_bl<5_i> P 5_<_> "
) 90

u Yn \ OU
d [0y _ 0 (9% 9 Xz) 9 0%2)
(2) %QE>‘%KMJ““ﬁECI ”“”+wx77“

a 0Xm\ __i de i de d (dX'n>
m('{m)——dal<d——ui->l(1+dbl<"(—)l—ti—>vl+...+Ey—n;d—ﬁ; I'ne

Remarquons ensuite que d’apres les formules (3) du pal’agr:;phe 4,
on a

— dCPO — OCPM 0915 Oan
ka,/u[y d—ndd_uIL/[y —dedd—H“ff, —d—n—ds'—k...—;—rnf 3 de.
k & k 3

Y. est une forme linéaire des vitesses u,, ¢,, ..., w,, et des rota-
tions p,, ¢,, ..., r,. On peut donc écrire

O 0 (o d [0y , Jd [0y
da; _da,-<du,> “‘+d_a,~<071> ('+"'+5671-<d_r",_,>r"’

O _ 9 2x_> 9 (9% 9 (9%
(3) da; — da,-<du1 “+ dai<;)«—)1> fee da; dr,,)r"’

om0 (Ohm 0 [ Fm 9 (9%
da; 53,-(0[&1) 1 da[<d—‘),—> frte.e da,-<7)7,,>r"’
et, en combinant les équations (2) et (3),
k=m
d ka ka
(4) PEM(EE—E>
k=1
‘o 0 0 9 9
— O Ok 9 OXk
=P Z "l [<0a1 u; da; ()u1> “
k=1

+<%ﬁz OmWJ“+W+QE5z*%ﬁZ»J'




En posant
— 0 1 dh de)
B »——P(:m MEI-IT,+ +Km-d—ul' ’
. 0)(.1 dX? de
B P<X1—Vt + xz;j'v—l -+ + % 90,
Xm dxz )
B —p<K'du,+x20_u,+ +x'"dl,’

nous pouvons représenter la formule (4) comme suit

k=m
d Oy O\ _ (08, 9B
—P;. (dt ou, da,>“<52z’}’5a—,>
=1

9B, 9B\ (08, _ 9Ben
+<W)—_—b—l7,)”+ .+(d—%'l'—'—a-é:>r,,.

En substituant cette valeur dans I'expression (1) et en transfor-
mant d’une facon analogue les composantes des forces Y,, Z, et les
couples L,, M,, N,, on obtient les 67 équations suivantes

d 9% 96 By 9B, / 9By dﬁ) IN
di 0w, 9y <«Tai db.)"‘““ 1 Da, Top) 0 =X

.
i?ﬁ_ﬁ_,_(% dﬁ>ul+* 4—...+<d66"-—059>rn+d;x:‘f1,
1

(3) { dt de,  0b, db,  da dby Oy, b
d 08 0B 081 OBsn 0By _ 9Ben X __
o d/n+<5}'—n_~ da1>u’+(07n b, >c +...+¥+E_Nn.

En multiphant ces equations respectivement par u,, ¢,, ..., r,, et
en les additionnant, on obtient

(6) X,uy+Yo+...+N,r,
d 96 9% oR d 06 06 X
4325;7@*%7) (mm“azw_b.) A
<i2§ 08 +th>
de or, OYn 0Yn

L’énergie cinétique du mouvement acyclique du fluide T étant une
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forme quadratique homogéne des vitesses et des rotations, on a

QG—Eu—}-dG(’—}— dGr
-dlll 1 01’1 1 ”'+d_rn ne
228 _ i:’E_ﬁE)u 4 9% 08 d 08 _ 9%
@ = \@ow oa) \@aw —am) @ )
Il 06 , 06 06 du, 06 dv, . 08 dr,
T T e T ov A T o,

et, par conséquent,

() B (d0s &N, (dd® B\ (.‘i 9 _ 08
7@ T \diow, o )T \a@i o, —06,) " T @ or, "oy )™

\

L’énergie cinétique du mouvement cyclique du fluide o étant une
forme quadratique homogene des circulations, qui sont indépen-
dantes du temps, on a

axX oA ONX INR

(8) d :;)—a—;ul-ka—b—lv,"—...—'}—'d—y;r”.

En raison des expressions (7) et (8) I'équation (6) peut s’écrire

d
(9) 6—{—;(€+?)():X1u1+Yl"l+"'+Nﬂrﬂ'

Les composantes des forces et des couples résultants, agissant sur
les solides par 'effet des pressions hydrodynamiques, sont (— X,),
(-Y,), ..., (—N,). Supposons que les n solides sont aussi solli-
cités par les forces et les couples X, Y|, Z|, ..., L, M, N,. En
désignant par &, ’énergie cinétique de tous les solides, on a d’apres
le théoréme des forces vives

d
(o) T = (X = XY uy+ (V= Vo (N — Na) 7

En additionnant les formules (9) et (10), on obtient

d ’
(BT E)=Xju 4+ Yiey+.. .+ Nury,
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et si le systéme est conservatif

& + X + &,+ Il = const.

ou II est I’énergie potentielle du systéme.

8. Forme générale des equations du mouvement. — En appliquant
I'équation de Lagrange aux paramétresa,, b,, ..., y,, nous obtenons,
en utilisant les notations du paragraphe précédent, les 3n équations

d 0%, 08y <,
@ du,  day, TR
d 03, d&
T 9o, 90, =(Y,—Yy),
d 08, 0&
dt ()—I‘;— d/"—‘(Nn—Nn)

En ajoutant ces équations aux équations (5) de la page 108, en
supposant qu’il y a une fonction de forces_pour les forces X,
Y,, ..., N,, et en désignant I'énergie totale du systéme par M,

@:—G+Gos
on peut écrire

d 9T d¢+*+<g_2_¢_)&>m+m+<dﬁsn dﬁ,)_ 0% ol

- — —— P —=o
dt du, da, " da, + da, ’

492 JT e_l_gc_z>,,+ (% 08y, o ol
(1) | dtdv, 9 Lk 596, T 95, — ©

....................................................................

d ()@— d@ (g@_()@ﬁn Ll|+<£’§2'—%ﬁ>vl+---+¥+@i€"i‘ﬂ:

\ & dr,  Oyn \dya Oa dyn 00,

SN——

Le nombre des équations est égal a celui des degrés de liberté du
systétme, c’est-d-dire & Gn si les solides peuvent se mouvoir libre-
ment dans le fluide et est moindre s’ils sont en contact les uns avec
les autres ou avec la paroi qui limite antérieurement le fluide, comme
nous I'avons indiqué dans le paragraphe 3.

Les équations (1) ont la méme forme que les équations de
W. Thomson ('), mais elles sont plus génerales, car elles peuvent

(') H. Lams, Hydrodynamucs, p. 188,
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étre appliquées non seulement au probléme du mouvement de corps
transpercés quand il y a circulation, mais aussi a I'important pro-
bléme du mouvement de corps autour desquels le fluide est animé
d’un mouvement cyclique ('). Notons aussi que nous avons obtenu
ces équations en appliquant directement I'équation de pression.

CHAPITRE IV

Mouvement cyclique plan d'un liquide autour d'un solide
qui se meut parallélement a une paroi rectiligne

L. Force et couple résultants agissant sur un cylindre. — Considé-
rons un cylindre de section normale quelconque qui se meut ortho-
gonalement a ses génératrices et parallelement & une paroi plane S,
avec une vitesse uniforme (--V) dans un fluide incompressible
animé d’un mouvement cyclique autour du solide. Nous suppo-
serons que les deux bouts du cylindre glissent sur deux plans paral-
leles limitant latéralement le fluide et perpendiculaires a la paroi S,.
La distance entre les deux plans paralléles peut ¢tre prise arbitraire-
ment; nous admettrons qu’elle est égale al'unite, elle ne figurera done
pas dans les formules. Nous admettrons que la paroi S, se confond
avec le plan 20z et que le mouvement du {luide est parallele au
plan O y.

Les formules générales obtenues dans le Chapitre précédent peuvent
étre appliquées dans ce cas particulier. En désignant la constante
cyclique par %, on peut exprimer I’énergie cinétique du mouvement
acyclique F et I’énergie cinétique du mouvement cyclique K comme
suit :

& =AV2, H = B«

L’énergie cinétique totale sera [(8), p. 36)]:
&+ X =AVi+ Bat.

Les coefficients A et B dépendent de la coordonnée a qui déter-
mine la distance du solide 4 la paroi S,, mais non de la coordonnée
qui détermine sa position par rapport au plan yOs.

(1) Comptes rendus, t. 173, 1921, p. 826.
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Nous supposerons ensuite que la cloison (la coupure), qui rend le
domaine occupé par le fluide simplement connexe, coincide, entre la
paroi du solide et la paroi S,, avec la coordonnée a.

En raison de ces remarques, les formules (21), (217) de la page 103
et les formules (9), (9') de la page 106 permettent d’écrire :

. 08 ONA oy
(I) X—O, Y—-%—E‘—I—pxa—a—')
050Xy

=w Ty Ty

Nous changeons le signe de X, Y,N dans les formules générales,
car nous exprimons les composantes de la force et du couple résul-
tants agissant sur le solide.

Calculons la force Y lorsque la distance a entre le solide et la
paroi S, croit indéfiniment. En remarquant que y exprime le flux
relatif du mouvement acyclique & travers la coupure et en désignant
pary, le flux absolu du mouvement acyclique, nous pouvons écrire :

06  ONR dy.
— — — — L
(2) Y_da da T °* da+PKV'
Lorsque a croit indéfiniment, I'énergie cinétique du mouvement

acyclique du fluide et le flux y, tendent vers une limite déterminée
L., 0B 0 \ , e e
et les dérivées — et -2 vers zéro. L’énergie cinétique du mouve-
da da
ment cyclique o croit indéfiniment comme log @, mais la limite de
L IR , <
la dérivée —— est égale a zéro.
da
La valeur limite de la force Y, normale & la direction du mouve-

ment, pour @ =2c, est, par conséquent :
Y—=pxV.
Ce résultat pouvait étre prévu en raison du théoreme de Joukowski

qui peut étre considéré comme le cas limite du théoréme exprimé
par les formules (1).

2. Cas d’un cylindre rond. Calcul du potentiel des vitesses du mou-
vement acyclique. — Appliquons les formules (1) du paragraphe
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précédent dans le cas ou la section du cylindre est un cercle de
rayon b et la distance de son centre a la paroi est a.

Nous considérerons le mouvement relatif en communiquant a tout
le systeme une vitesse inverse i celle du solide. Pour que la dircction
de la vitesse relative & 'infini comncide avec la direction positive de
I'axe Ox, nous admeltrons que la vitesse du corps est (—V) et non
pas V. La vitesse relative & I'infini sera alors V. En raison de ces
remarques, les équations (1) du paragraphe 1" peuvent s’ecrire :

gX:o,

_d& AN Loy

(l) zY——JE——dZ—l—p/{()—a’
N =o.

Le couple N est nul, car &, o ety ne varient pas lorsqu’or fait
tourner le cylindre rond autour de son axe.

Calculons le potentiel des vitesses correspondant & ce probléme.
Les plans des variables

s=x+1

w=¢+iY

et des variables auxiliaires ¢, et ¢ sont indiqués dans la planche
donnée ci-apres.

Représentons avee M. H. Villat (') d’une fagon conforme Ie do-
maine z occupé par le fluide sur la bande annulaire ¢, comprise
entre deux cercles concentriques de rayon r et ry (7, >7),

Posons

S+

L= ——— 1
! —nt
(1) .
ty—ar .
5= — ni,
ty+r
ou
s==x+1y, L==E+1in.

On déduit de ces équations les relations suivantes :

2nx
_ @t (- n)
=Ty

(2)

NS Ylewr

(1Y Loc. cit. ante, p. 53.

TII1 SCS RIABOUCIHINSAI 1>
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La droite y = o du plan = se transforme en un cercle M de rayon »
sur le planz,,

() + (5=t

r (2?4 n?)?

N
Wi

7

E

+—

//////,f ////////y kA B oF leE B A

...... Planche I, Fig. 4.

Trouvons quelles sont les conditions pour que le cercle

(3) 24 (y—a) =8
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se transforme dans le plan ¢, en un cercle
(4) B+nt=r

concentrique au cercle M.
En substituant les expressions (2) dans 1’équation (4), on peut
écrire :

@ () () == ()

et, en éliminant 2 a I'aide de I’équation (3), on obtient :

4(a2—n“~’)y2+4(n?+ bz_az)a‘y+(n2+ b2_a2)z _ ﬁ 2
ha—n)y 4+ h(n2+ b —a*)(a—n)y—+ (n?+ b*—a*)* — \ r

Pour que cette expression soit vérifiée identiquement, il faut que

n*+4+ 0*—a’=o,

at+n __ /r\?
a—n_ \r

et, par conséquent,

(6) ) Ve 0&——\/(1‘—'—1)2
, a-~(~\,/ar~——bSl b

\IN

En prenant le signe + devant le radical, nous faisons correspondre
au point s=o du plan z le point ¢, =+ du plan ¢,.

Le rapport ﬁgurer‘a plus bas comme module de la fonction @ de
Jacobi que nous devrons utiliser pour exprimer le potentiel des

vitesses. Nous pouvons done poser

r b a—ya*— b —’K-l;(-'
- = = =q=¢€ .
(2) " a4-y\ar— 2 b !

Pour représenter d’une facon conforme la couronne du plan ¢, sur
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le demi-plan supérieur du plan ¢, nous poserons :

l_‘lf/‘l dt I‘TL‘,—'
(8) L=—ryie Yo VOSOTU=T0) —__pje M
ou
f‘ dt
u—_ b
o Va—28)(1—k )
(8"

1
. 1
’K:f dt , iK':fA d R
o V (1— ) (1— k2¢2?) s V(1 — ) (1— k)

En effet, lorsque ¢ varie de zéro a 1, u est réel et varie dezéro a K,
tandis que le point dont I'affixe est ¢, décrit le demi-cercle CEB;

. N
lorsque ¢ varie de 1 & -, on peut poser :

u=K -+ i,

ch+ 1
—n T
— K 2
lLh=rye s

ou ¢ varie de zéro a K’ et le point correspondant du plan ¢z, décrit le

. I,
segment BA ; enfin lorsque ¢ varie de 7 & o, on peut poser:

u=Hh -+ (K —v,
1 v

tLy=r e”T (E_R ,

ou v varie de zéro a Ketle point d’affixez, décrit le demi-cercle APK. Il

est aussi facile de vérifier que lorsque ¢ varie de — % & o le point

correspondant du plan ¢, décrit la trajectoire KQABFC.

En éliminant ¢, des formules (1) et (8), on obtient :

iK W;—|—i\/a-'——b2

u=— —log + K/,
T s—[\/a2 bH?
J
(9) - t:—:(u——-lI\)
. —T4e
— 2__ p2
s=—1i\a*—b = >
2 (u—el)
1—eh
T W]’
- = U—1h
, du K Ix—e K ]
(9" -

ds anva®— b2 el%f(,,_,,\,)
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Pour représenter d’'une facon conforme le plan w sur le plan ¢
(voir la planche T), on peut écrire, en appliquant la méthode de
Schwarz et Christoffel,

dw P (2 —sn2a)

() @i m =)

et, en effectuant U'intégration ('),

(11) W:Pf (sn?u — sn?a) du+ Q
0

P o'(u) (P 0" (o)

=— 7 ®00) FW—Psn‘za)u—l—Q.

On déterminera les constantes P, Q et sn « en remarquant qu’au
point A [voir les figures 2 et 4 de la planche I et les formules (8) et

(10)] a la valeur ¢ = %_, u= K+ (K', correspond la valeur w =0 et

aux points C et Baux valeurs z=o0 et t=r1 (u = 0 et u = K), corres-
pond une valeur w =i{,. On obtient ainsi
POKR+k) (P OLo)
TR K+ iK) k2 ©(0)
P @) . .
= 9—(-07 + Q =1y,
PO (k) (18
ERCIVS) % © (o)

—PSn*a)(K—)—iK')—i—Q:o,

— sn‘3a>K+Q =iy,

ou, en remarquant que

0'(0) =0, O (K)=0|(0)=0,

car ©(u) et O, (u) sont paires,-et que (*)

@"(K-—l—iK’) . i - Lo ] __[_C_l_ —Z—T‘(zu-HK’) ]
SRR = [l e0 K| [ e ], ,
LI YR C) S
2K " H,(0o) — 2K’

(1) P. AppecL et E. LAGOUR, Principes de la théorie des fonctions elliptiques, 1897,
p. 144
(2) Loc. cit., p. 119.
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car H, (u) est également paire, on trouve

\ Q=i
1 00)
(12) (ST o)
p— 2 k2K,
Lt

En substituant ces valeurs dans I'équation (11), on a

b 2K O

(13) e O idq.

Comme cela résulte de la formule (10) la valeur de sn®e détermine
la position des points critiques de vitesses nulles E et F, dans le mou-
vement acyclique considéré (vour la planche I).

Pour définir entierement w, il nous reste a exprimer ¢, par les
parametres a, b, V, ¢’est-a-dire par la distance de 'axe du cylindre &
la paroi rectiligne, le rayon du cylindre et la vitesse relative a I'infini,

En posant

u—IiK =y,
et en remarquant que

1
)
Asny

sn(v+iK')=
nous pouvons écrire, en raison des formules (g’) et (11),
_ [dw duw _LRK2Y, [ 1 y > - . UN
V= <31_I (Ts_>5:m‘ 7.rz\/0,2~_ 0H? ‘</f2 sn*y snte Jsin :;Iv(' =0 \/ai_bl’
car au point 5 = o correspond la valeur u = iK' [voir la formule (9)],

sn o est I'une des valeurs que prend sn u sur la paroi du cylindre et
ne devient pas infinie, enfin

sinm,
Iim< 2"):1—-
p=o \ SN¢ 2K
Donc

(14) Yo==V Var— b2,

et, en remarquant que la ligne de courant ¢, délimite le fluide qui
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s'6coule au-dessous et au-dessus du cylindre et que la ligne de cou-
rant ¢ = o se confond avec le mur rectiligne, on peut écrire, en dési-
gnant par y le flux a travers la coupure AB (voir la figure 1 de la
planche I),

(15) 2=V {al— b

kn éliminant {, des formules (13) et (14), nous obtenons comme
expression definitive de o, dans le mouvement acyclique

o — 2KV y/a?— b 0'(u)

(16) T O(u)

+ 1V y/a“"—— b2,

3. Energie cinétique du fluide dans le mouvement acychque. — En
désignant par ¢ énergie cinétique du mouvement absolu acyclique
plan considéré, par o, et ¢, le potentiel de vitesse et la fonction de
courant de ce mouvement, on a

~ ! J 1
(1) WZEPICPI'J%‘{S:;P[‘P@%-

L’intégrale est prise tout le long du contour L de la section du
cylindre dans le sens direct, c’est-a-dire qu’en décrivant le contour,
on laisse & gauche le domaine occupé par le fluide.

En désignant, comme nous I’avons fait dans les paragraphes précé-
dents par ¢ et le potentiel de vitesse et lafonction de courant dansle
mouvement relatif, ona

(2)

Sur le contour L

¢r=¢ + V.,
LP[ZL!J”‘PV:V.

¢ = ¢ = const.,
et, par conséquent,

(3) dy,=Vdy.

En substituant les valeurs (2) et (3) dans I'expression (1), on
peut écrire

i ' 1 . i i
(4) T:;prLsodyﬂL;P‘“ffdv"z;Pwlvf,“"dy"“’z]’



D’aprés laformule (13) de la page 118, on a, sur la circonférence L,

2K, 0/ (u)

(3) T @(u)'

Exprimons les coordonnées d’un point P de la circonference L en
fonction d'un angle § défini comme suit. Posons

(6)
On a alors en raison des équations () et (7) du paragraphe précé-

dent

(7) U= -—

et, en égalant les parties réelles et imaginaires de I’équation (6)

2P+ yi—a?+ b? r
22— (),__\/az_ bz>2 ry
anx r

wit(y—Var—bi)p 7

=cosj3,

=sinf.

Transformons ces deux derniéres expressions en tenant compte
de I'équation de la circonférence L

22+ (y —a)r=Db?

et de la relation [(7), page 115]

. SE— K,
Nous obtenons
v = byTF a—_i;?ag@
®) r= e

Lorsqu’on fait varier 8 de O & 2%, le point P décrit la circonfé-
rence L dans le sens direct. A la valeur du parameétre § = o corres-
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pondle point C (x =0, y = @ + b) de la figure 1 du Tableau I et & la
valeur f == le point B (x =0,y =a — b).
En substituant les expressions obtenues dans Iéquation (4), on a

vo—rix [0 (%) Bds —
1 ,] 26(@—5°)°] T sin
(9) T=-pV — @(ISE (a_bcos@)2—ﬂb".
- 0 ™
En remarquant que (')

™ . Ut

© 2 g2n+ . gin ——

O@u)_ d _ 7KK

n=o I— 2 q2n+1 cos _Tr__IZ(’ -+ q2(2n+1)

on peut transformer I'expression () comme suit

=1 vz ~/ 2__ p2 %%fﬁﬂ 92""'1 sinzﬁ dﬁ _ .
(o) &=gpV [417(61 b s (1—2¢* 1 cosP + g3 +D) (a—bcosfB)? Ak
n=o0

Calculons l'intégrale

I — /’” sin?B dj Y f" sin?3 dB
"7J, (p—scosB)(a—bcosp) o (p —scosP)(a— bcosB)?’
0l nous posons

— 2(2n+1,
(1) )p 1+¢q '

s§— 9 q21L+|.

En faisant le changement de variables

g

lang~2— =,

nous raménerons l'intégrale I, & l'intégrale

1 — 16 f“ 2 dt
"Tprs)(a+by) (A (E+B)

(1) P. AppeLL et E. Lacour, loc ciz, p. 1>0.

TILSES RIABOUCHINSKI 16



— 122 —

ou les coefficients A et B ont les valeurs

A:P;—i,

(12) r
p—a—b,
T a—+b

En décomposant la fraction rationnelle qui figure sous le
signe fen fractions simples, on a

t? _ A 1
(+A)(+B?~ (B—ARe+A
A I B 1

T B=APFf+B " B_A(ZLB)

et, en effectuant I'intégration, on obtient

L
(p+s)(a+by(YA+yB)'VB

Il nous reste 4 éliminer A, B, p, s au moyen des expressions (11)
et (12) et en tenant compte de la relation (7’), pour obtenir I'inté-
grale I, sous sa forme définitive :

amg

l,= A — .
b\/az—-—[ﬂ(x-—— q2n+2)e

En raison de ce résultat, 'expression (10) de I’énergie cinétique
du fluide peut étre transformée comme suit

o | 8(ar— %) o gt
E—EPnb"\'[ b Z(l___q‘uu—z)z—l
n=~0

En remarquant que

fa—b) _ (1—g*)*

b‘: q‘l
on peut écrire
I , — g1 2
&= ;pwb’V2l:1+22 <’qT—€f‘_'_%T—1> ]
n=1
ou, en posant
q—9" shlogqg

gttt —g -t ~ sh(n+1) logq’
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bn a aussi

_1 . 25 , - sh logg 2 )
szpﬂb\ (I+’2 sh(n +1)logg
n=1

a—b

Lorsque —— tend vers Uinfini ou vers zéro, c’est-a-dire lorsque

le cylindre s’¢loigne ou s’approche indéfiniment de la paroi plane,
g tend respectivement vers zéro ou vers I'unité. Dans le premier
cas, la valeur limite de ¢ est

~_ 1
e_;pnbﬁ\z.

Pour calculer la valeur limite de & pour ¢—1, remarquons que

; sh logq 1
g—>18h(n +1)logg ™ n 41
et
N =
il (1) 6 :
n=1

La valeur limite de &, lorsque le corps se rapproche indéfiniment
de la paroi plane, s’exprime, par conséquent, comme suit

n?—3 I ,
R pmb*\ 2:2,29(;(}1‘:1)”’).

qj

Si nous considérons simultanément deux cylindres ronds, dis-
posés symétriquement par rapport a la paroi plane, il faudra doubler
la valeur de I’énergie cinétique. Supposons que les deux cylindres se
rapprochent indéfiniment de la paroi et, par conséquent, I'un de
I'autre. Tracons une circonférence L, de rayon 26 tangente aux deux
circonférences L de rayon 4. L’énergie cinetique d’un mouvement
fluide irrotationnel contournant la circonférence de rayon 25 est

I
&y =4 (—Z- thszz).
En ajoutant a T, I'énergie cinétique

Eo=2 (é p‘n:b’V‘)
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du fluide compris entre la circonférence L, et les deux circon-
ferences L et se mouvant avec la vitesse uniforme V, on trouve que

6(%p7rb2 w) > [,,58(—; pnb2V2>,

conformément au theoréme que nous avons démontré dans notre
travail : Recherches d’Hydrodynamique.

4. Expression du potentiel des vitesses et de I'énergie cinétique du
mouvement cycligue. — Pour exprimer la relation de dépendance
entre les variables w( = o + ) et z(=z + iy) dans le cas ol le
{luide ecircule autour d’un cylindre rond immobile de rayon b, dis-
pose a une distance a d'une paroi plane S,, on peut utiliser les
plans z, ¢, et ¢ de la planche I; quant au plan w, qui correspond au
probléme considére, il est donné par la figure ci-dessous.

A K A
w

B OF C £ B
Fig. 2.

Les points qui se correspondent sont indiques sur les quatre plans
par les mémes lettres.

Nous représenterons d’une facon conforme le plan = sur le plan
de la variable auxiliaire ¢, en utilisant la formule (9) de la page 116.

; - T b2
(1) u=— %{—log +l\/a
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Pour représenter d’une facon conforme le plan w sur le plan ¢, on
a, en appliquant la méthode de Schwarz et Christoffel,

dw M

dt T V(1 — ) (1 — Ater)

et, en effectuant I'intégration,

t
(2) W:Mf dt 4+ N=Mu+N.
o V(1 —22) (1— k28%)

En éliminant « des expressions (1) et (2), on peut écrire

W= —

. - A Y , '
LKMlog“_*_”/a b +(i£KM+N>,
T :~—i\/a2——b2 K

ou, d’apres la formule (7) de la page 115

K 1]0 a—ya*—b* 110
XK— 7% b =T z'087

On déterminera les constantes KM et N en admettant qu’au point C
(vorr la figure 1 de fa planche I), dont l'affixe est s =1i(a + 0), on
aw =o, et au point B, dont laffixe est = =i(a--b),0on a w= 21

ou x est la circulation. On obtient ainsi

KM=2%, N=o,
2

et, par conséquent,
(3 e iz |005+L a‘—b1+lf K’

) Team Vi iJar— 2 K
ou, en raison de I'équation (1),

“ U

([l) W= K .

En désignant par , le flux a travers la coupure BA (#g. 1, PL 1)

. ® .
et en remarquant qu’au point A w= 5 -+ zx{a,, 3 = 0, on trouve, en
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substituant ces valeurs dans I'équation (3),
s K *
b= = 551084

L’énergie cinétique du fluide, dans le mouvement cyclique, sera,
par conséquent, en raison de I'équation (7) de la page 86,

5. Résultante des pressions hydrodynamiques sur le cylindre. — En
superposant les mouvements cycliques et acycliques, on obtient,
d’apres 'équation (16) de la page 119 et de I'équation (4) de la
page 125, la relation suivante entre les variables jw(=9¢ +i})
et z(=x +1iy)

_ oK) \/a 5t O'(u)
O(u)

2 u

2K

+ iV V=P

Nous avons obtenu plus haut les expressions suivautes :

(0 7=\ \/E’—:Zﬁ

w1 . shlogy ?
(2) I’_-Z—pnb 2 sh(n +1) lngq] }
(3) 9 = — %—logq,

ot ot exprime le flux & travers la coupure AB, @ I'énergie cinétique
du fluide dans le mouvement acyclique, ot lcnugm cinétique du
fluide dans Ie mouvement cyclique et

_a—ya— b
(@) 1=
Pour calculer la résultante des pressions hydrodynamiques sur le
cylindre, il faut substituer ces valeurs dans I'équation générale (1)
de la page 113,
Y S
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Caleulons d’abord le terme 2C en le désignant par Y,. En dérivant

da
Péquation (2), en tenant compte de la relation (4) et en remarquant
que
I N
shlogg = 5 = T

L
da — \/a2—~ b2
nous obtenons

05 ,\ (2+ 1)sh (log ) ch[(n + 1) log g] — ch (log g) sh[(n +- 1) logg]
®) Yi=gp=—rambV' 3 Sh[ (7 +1)Togq]

n=1

Pour calculerles valeurs limites de Y, lorsque ¢—o et g, c’est-
a-dire lorsque le cylindre s’éloigne ou se rapproche indéfiniment de
la paroi plane, remarquons d’abord que :

sh[(n 4+1)logg]= (n +1)sh(logg)ch”(logq)
-+ <” -;— I) sh®(logg) ch®=2(logq)

-+ (n ;_ x) sh®(logg) ch®—*(logq)

ch[(n +1)logg] = chm+ (logg) -+ (" N ‘) she(logg) ch*~*(logq)

~+ <n _/*— l) sh*(logq) ch?—3(logg)
4O

(") =) =),

a i ") les coefficients binomiens
0\1] on exprime par ’ es coetficients binomiens

'<n> _n(n—1)...(n—r—+41)

r) 1.2...7

En raison de ces relations on peut transformer I’équation (6)
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comme suit

1

2“
Yi: —p‘)TEbV EW
n=t

z(”;”) +4<”j2>m‘=(logq)+6<”;”2>thk(1ogq)+...

("5 + ("3 ) wettosg + (" ) weogg) .. |

ou, en posant
th(logg) =siny,

I . 2q
ch(logg) — ¢*+1

=cosYy,
on obtient

n—+42 n-+a\ ., n42\ .,
© 2( 3 >—|—4< 5 >sm-y+6( >sm'y+..
=—p2mbV? Ecos”“y Z

n=1 [(nTI>+<n—;I>sin’y+(n;-l>sin“y+...

et, en développant,
Y, = Vel X cos? 8 s
1= —p2T ZCOSY-anz—“y)sCOS}I
20 + 4sin?y . 4o + 24 sin?y \
(b+bsin?y)? ST B0 sin?y + sin‘y)? 087y e

Pour les trés petites valeurs de v, on a approximativement

ta(n42) ..
:—pzanZg CEE cos2n -y,

n=1

A la valeur ¢ = o correspond la valeur y = g, a la valeur g =1 la

valeur ¥y = o et I'on se rend facilement compte, en considérant les
expressions que nous venons d’obtenir, que

limY,= o

g>0

limY, = — e,
f]?l

Quelques valeurs de Y, que nous avons calculées sont données



— 129 —

dans la Tableau ci-dessous :

1 a—b Y,
7 " PIYAES
o —x
P 0,005 —14,22
TS 0,250 — 0,75
Beoee i e 1,125 — 0,09
6 2,083 — 0,03
D ® o

La pression totale qu’éprouve le solide de la part du fluide est, en
vertu des formules (1), (3), (4),

’

vy, g (e

4T Var— b

Y, ayant pour valeur I’expression (6).

Il est intéressant de noter que la résultante des pressions hydro-
dynamiques qui attire le cylindre vers la paroi plane devient infinie
lorsque le cylindre se rapproche indéfiniment de la paroi. En dési-

gnant par V la vitesse moyenne du fluide a travers la coupure AB, on
a d’aprés la formule (1)

V(a—b)=Vya?—b?

v, /at+b
V—‘\/aTb'

La vitesse V devient infinie lorsque la distance (@ — ) tend vers
Zéro.

Si l'on consideére simultanément deux cercles disposés d’une fagon
symétrique par rapport a la paroi rectiligne et si on les rapproche
indefiniment I'un de 'autre, on ne parvient pas au cas d’un corps
ayant la forme d’un 8 qui se meut orthogonalement a sa hauteur, car,
dans ce dernier cas, la vitesse au point qui réunit les deux circon-
férences est nulle. On peut parvenir (') a ce cas en étudiant le mou-

et, par conseéquent,

(1) Comptes rendus, \. 17%, 1922, p. 218.

THLSES RIABOUCHINSKI 17
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vement plan d’un fluide autour d’un corps, dout le contour est formé
par deux arcs de cercle convexes, et qui se meut paralléelement a la

corde commune de ces arcs et en passant ensuite au cas limite ou
cette corde s’évanouit.

Vu et approuvé :
Paris, le 27 mai 1922.
Le DoveEN pE LA FAcuLTE DES SCIENCES,

M. MOLLIARD
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