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Propagation trajectorielle du chaos pour les lois de
conservation scalaire

B.Jourdain?!

Résumé

A l'aide d’un probléme de martingales, nous donnons une interprétation pro-
babiliste trajectorielle de la solution d’une équation cinétique associée aux lois de
conservation scalaire. Puis nous montrons que 'unique solution de ce probléme
est la limite au sens de la propagation du chaos d’une suite de lois de systémes
de particules en interaction, étendant ainsi un résultat obtenu par Perthame et
Pulvirenti [2] pour les marginales en temps.

L’équation cinétique non linéaire :

6;f(t,1»', ’U) + a(v)'vlf(ty z, ’U) + ’\(f(t7 z, ’U) - l{vSu(t,x)}) =0
ot (t,z,v) ER, xR xRy, u(t,z) = Jr, f(t,z,v)dv (0.1)
et f(0,z,v) = fo(z,v)

avec A >0 et a fonction continue de R, dans R?

a été introduite par Perthame et Tadmor [3]. Ces auteurs ont montré que lorsque
wo € L'(R?) est positive et fo(z,v) = L{y<uwo(s)}, dans le passage 4 la limite A — +oo,
u converge vers w, 'unique solution entropique de ’équation de conservation scalaire

{ Byw(t, ) + Vo A(w(t,z)) =0, z€RY, ¢ >0 02)

w(0, z) = wo(z)

avec A(v) = [ a(?)dd. Heuristiquement, on peut se convaincre de ce résultat de la fa-
con suivante. Si on intégre (0.1) en v, on obtient du(t, )+ V. fR+ a(v)f(t,z,v)dv = 0.
Dans le passage a la limite, f(t,z,v) et 1{y<u(,s)} deviennent trés proches et rempla-
cant formellement f(t,z,v) par l{v<u(t,z)} dans la derniére équation, on trouve que u
vérifie ’équation de conservation scalaire.

Dans la premiére partie de ce travail, aprés avoir rappelé que pour f, € L'(R? x R,),
’équation (0.1) admet une unique solution faible dans L*°([0, 7], L'(R? x R, )), nous
cherchons & donner une iiiterprétation probabiliste de cette solution lorsque f; est une
densité de probabilité.

A cet effet, nous introduisons le probléme de martingales non linéaire suivant: une
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probabilit¢ P € P(D([0,T],R* x R,;)) dont la marginale en t admet une densité
p(t,z,v) par rapport & la mesure de Lebesgue pour tout t € [0,T), est solution si

p(0,.,.) = fo(.,.) et si, pour u(t,z) = fR+ p(t, z,v)dv, V¢ € C;°(R* x Ry ),
t
B(X0, Vo) — (o, Vo)~ /0 a(V2).V29(X,, Vi)ds

/\/t L{u(s,x,)>0} /"‘(3,Xa)(¢(X RATY
- Zwuls,X)>0p V) —
y (3, Xs) A 8 sy Vs))AU GS
est une P-martingale locale (ou (X, V) processus canonique sur D([0,T],R? x R, )).
Ce probléme de martingales est associé 4 (0.1) au sens ou si P est solution, alors
p(t,z,v) est solution faible de (0.1). Nous montrons qu'il admet une unique solution.
La solution est construite de la fagon suivante: la position X évolue suivant un mouve-
ment de vitesse a(V') tandis qu’aux instants de sauts (T;) d’un processus de Poisson
de paramétre A, le paramétre de vitesse V' se redistribue uniformément entre 0 et
u(Tk, X1,) ou u est la densité spatiale de la solution de (0.1).

Dans la seconde partie, nous généralisons un résultat de propagation du chaos di
4 Perthame et Pulvirenti. Dans [2], ces auteurs restreignent la position z au tore
T¢ = R?/Z¢, qu'ils subdivisent en cellules cubiques identiques disjointes de volume
JA|. Ils construisent un systéme a N particules a partir de N processus de Poisson in-
dépendants de paramétre A: I’évolution de la position de la iéme particule est régie par
son parameétre de vitesse et aux instants de sauts du iéme processus de Poisson, ce pa-
ramétre de vitesse se redistribue uniformément entre 0 et la densité spatiale empirique
dans la cellule ou se trouve la particule (rapport entre le nombre de particules dans
la cellule et N|A|). Ils démontrent que pour N — +o0 avec |A| — 0 et N|A| — +o0,
les marginales en ¢t des systémes de particules sont f(¢, z, v)dzdv-chaotiques ou f est
I'unique solution de (0.1). Le passage & la limite |A| — 0, N|A| = 400, A = +00 suf-
fisamment doucement permet d’envisager la simulation de ’équation de conservation
scalaire par une méthode de Monte-Carlo.

Nous étendons le résultat de Perthame et Pulvirenti en nous libérant de ’hypothése
technique de minoration de fy qui les contraignait a se limiter au tore et en travaillant
sur P(D([0,T],R? x R, )) au lieu de considérer uniquement les marginales en temps.
Nous introduisons un systéme de particules fortement inspiré du leur et nous montrons
que pour f; satisfaisant une régularité en x précisée ultérieurement, il y a propagation
du chaos en norme de variation sur P(D([0,T],R? x R, )) vers I'unique solution du
probléme de martingales partant de fq.

Notre preuve reprend les deux étapes de la leur. Nous nous appuyons sur le couplage
qu’ils utilisent mais avec un point de vue différent. Notre approche probabiliste nous
permet de retrouver trés facilement le résultat de leur premiére étape. Puis nous amé-
liorons les majorations de la seconde étape en travaillant dans un cadre L! au lieu
d’un cadre L2

Notations

Soit D([0,T),R? x R, ) 'espace des fonctions cadlag de [0, 7] dans R? x R,. On note
P(D([0,T),R? x R, ) I’espace des probabilités sur D([0,T),R¢ x R,) que 'on munit
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de la norme en variation
1P -Q| = sup{/¢ dP — /¢ dQ, ¢ : D([0,T),R* x R,) - R bornée par 1}

Si P € P(D([0,T),R* x R), on note (P;)ecpo,r] les marginales en temps de P.

On désigne par P(D([0, T], R% xR, ) le sous ensemble de P(D([0, T], R* xR, ) constitué
par les probabilités dont toutes les marginales en temps sont absolument continues
par rapport A la mesure de Lebesgue sur R* x R,.. Si P € P(D([0,T),R?¢ x R, ), alors
il existe une fonction mesurable p(t,z,v) telle que pour tout ¢t € [0,T], p(¢,.,.) est
une densité de P, par rapport 4 la mesure de Lebesgue (voir Meyer [1] p193-194). Une
telle fonction est appelée version mesurable des densités pour P.

Le processus canonique sur D([0,T],R? x R,) est noté¢ (X,,V;), s € [0,T)] avec
X, eRlet V, €R,.

Remerciements: Je tiens & remercier Madame le Professeur Sylvie Méléard pour
toute I’aide qu’elle m’a apportée au cours de ce travail.

1 Le probléme de martingales non linéaire

1.1 L’équation cinétique (0.1)

Proposition 1.1 Pour toute fonction fo € L*(R? x R,.), I’équation cinétique (0.1)
admet une unique solution faible f dans L*([0,T], L*(R? x R, )). Si fo >0, f > 0.
En outre, si f' est la solution correspondant & la condition initiale f§,

If = Flloo < Il fo = follrt (1.1)
0t |||l désigne la norme de L*([0,T), L*(R* x R, )).

Remarque 1.2 Par invariance de l’équation cinétique par translation spatiale, si
f(t,z,v) est la solution associée @ fo(z,v), f(t,z + y,v) est la solution associée &
fo(z + y,v). Avec la propriété de contraction (1.1), on en déduit que

(sup LfoC 43,2 = folo I < K) - (sup L tu,) = £ o < K)
A S0 1ol
y#0 y#0

Preuve de la proposition 1.1 : Soit fo € L!(R? x R, ), f une solution faible de
(0.1) dans L>([0, T), L} (R¢ x R,.)) et u(s, z) = Jr, f(s,z,v)dv. Ce qui suit est valable
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pour ¢ en dehors d’un borélien de [0, 7] de mesure de Lebesgue nulle.
Si ¢ € C=([0,T] x R? x R;) & support compact

/ £(t,, v)¥ (7, v)dedy = / fol@, 0)$(0, 7, v)dzd
RIxR4

Rd XR+

+ / f(s,2,v) (859 + a(v).Vatp — M) (5,2, v)dsdzdv
(0,t] x R4 xR

+ /\/ L{v<u(s,0)}¥(8, T, v)dsdzdv (1.2)
(0,t) xRE xR

Par densité, cette égalité reste vraie pour ¢ € C*0([0,T] x R* x R;) & support
compact.

Soit ¢ € CYO(R? x R, ) & support compact et (s, z,v) = eX*~I¢(z + (t — s)a(v), v).
La fonction % est C10 & support compact dans [0, T] X R? x R;.. En outre,

V(s,z,v) € [0,T) x R? x Ry, (8% + a(v).Votp — M)(s,z,v) =0

En écrivant (1.2) pour %, on obtient alors par un simple changement de variables

/ f(t,z,v)¢(z,v)drdv = / e M fo(x — ta(v), v)¢(z, v)dzdv
RIxR4

RexR4
t
+)\/ ds/ 1{,,Su(,,x_(t_s)a(v))}e'\(s_t)(b(.’r,’U)d:l:dv
0 RIxR4
Ainsi t € [0,T] p.p., (,v)p-p-,
1
F(t,z,0) = e folz — ta(v),v) + A /0 EC N ycu(sa—(-siaopds  (1.3)

Donc f est point fixe de ’application H qui a g € L*([0, T), L'(R? x Ry )) associe,

t
H(g)(¢,z, v) = e_)‘tfo(x — ta(v),v) + A[) eA(s—t)l{vSuy(s,z—(t—a)a(v))}ds

pour uy(s, z) = fR+ g(s,z,v)dv. On montre facilement que cette application est contrac-

tante de rapport (1 — e=*T) dans L*([0, T], L'(R? x R,)). Par le théoréme du point
fixe de Picard, elle admet un unique point fixe. On a donc obtenu 'unicité des solu-
tions de (0.1) dans L([0, T), L' (R? x Ry)).

Pour établir I’existence, nous allons montrer que le point fixe f est solution de (0.1).
On pose u(t, z) = fp. f(t,z,v)dv. Onsedonnet € [0, T]et ¢ € CY1O([0, T)xR*xRy.)
a support compact. £n utilisant notamment la formule d’intégration par parties pour
les intégrales de Stieljes, on obtient

/ (631/; + a(U).Vz’l/) - )\’lb) (8, z, U) / 6)‘(7_’)1{,,<u(.,-,1_(s_1-)a(u))} drdsdzdv
(0, xRY xR+ 0 -
i T
= / / 3 (e7*¢(s, z + sa(v),v)) / €1 {y<u(rz+ra(w))) dTdsdzdy
RExR; JO 0
t
= / e Mip(t, z + ta(v),v) / € Ly<u(r,z+ra(v))) dTdTdY
]RdXR+ 0

t
- / / e Y (s, T + 5a(v), V)€™ L{y<u(s,z+sa(v))} d5dTdV
RixR4+ JO
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/ (6,1/) +a(v).Vz¢ — )\1/)) (s,z,v) / e"(’_")1{.,5,,(7,,_(3_,)“(.,))}desda:dv
(0,£]xRé xR 0

1
=/ d)(t’ z, ’U)/ eA(s_t)l{uSu(s,z—(t—a)a(u))}ds
RIXR4 0

- / Y(8, Z, V) L{v<u(s,z)ydsdzdy  (1.4)
(0,t]xR4 xR
Un raisonnement analogue fournit
/ (6,1/1 +a(v).Vy9 — Azp) (s,z,v)e™ fo(x — sa(v), v)dsdzdv
(0,t]xReE xR
= / e fo(z — ta(v), v)¥Y(t, z,v)dzdv — / fo(z, v)¥(0, z, v)dzdv
RdXR+

R4 xR4
En sommant cette équation et A fois (1.4) puis en utilisant (1.3), on obtient que pour
presque tout ¢ € [0, T}, (1.2) est vérifiée pour toute fonction 1 € C1°([0, T|xR? xR,.)
3 support compact. Donc f est solution faible de 1’équation cinétique (0.1).

Si fo > 0, d’aprés (1.3), il est clair que f > 0. Si f' est la solution correspondant a la
condition initiale fj, toujours d’aprés (1.3),

t € [0,T] p-p.s [1F(t--) = F/(t s ey < eI fo = foller + X = €)1 = flloo-

On en déduit ||f — f'llo < lIfo — follz2-

1.2 Existence et unicité pour le probléme de martingales

Définition 1.3 Soit fo une densité de probabilité sur R? x R, .

On dit que P € P(D([0,T),R¢ x R,)) est solution du probléme de martingales (PM)
partant de fo si Py admet fo comme densité et si pour p(t, z,v) version mesurable des
densités de P et u(t,z) = fm (t,z,v)dv,

t
¢(Xt) ‘/t) - ¢(X07 ‘/0) - /0 a(Vs)-Vztﬁ(Xs, V,)ds
t 1 u(3,Xs)
[ Lsex>n )
\/0. /0 (¢(X-9’ 'U) ¢(Xs, Vs))d’l}ds

u(s, X;)
est une P martingale locale pour toute fonction ¢ € Cy°(R* x R,) (1.5)

Cette définition est indépendante du choix de la version mesurable des densités. En
effet si p et p’ sont deux telles versions et u et u' sont les densités spatiales associées,

u(s,X,)

Pps., vt € [0,T), / 1“—",;)} (6(Xe, ) — (X, Vi) dvds

t u'(s,X,)
_ 1(“'(3,X1)>0) (
- /0 (s, X,) Jo (¢(Xs,v) — (X5, Vs))dvds
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Théoréme 1.4 Pour toute densité de probabilité f, sur R* x R,, le probleme de
martingales (PM) partant de fo admet une unique solution P. De surcroit, toute
version mesurable des densités pour P est solution de (0.1).

Pour montrer le théoréme, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 1.5 Soit fo une densité de probabilité sur R* x R, et h: [0,T] x R4 —» R
positive. On note (PMp) le probléme de martingales: P € P(D([0,T],R* x R;))
est solution si Py admet une densité égale @ fo et si (1.5) est vérifiée lorsque l'on y
remplace u par h.

Le probleme (PM,) admet une unigue solution. En outre, la solution appartient a

P(D(]0, T],R? x Ry.)).

Preuve du lemme 1.5 : Soit P une solution de (PMjy). Pour montrer 1'unicité
pour ce probléme, nous commengons par montrer que Pp.s., chaque trajectoire du
processus X est une fonction déterministe de X, et de la trajectoire correspondante
du processus V.

Soit ¢ € CL(R?). Le processus My = ¢(X,) — ¢(Xo) — fo V;)-Vz¢(X;)ds est une
martingale locale localement bornée et donc localement de carré intégrable. Par la
formule d’intégration par parties, on obtient

F(X0) = $(Xo) +2 / $(X,_)dM? +2 / B(X,)a(V2).V.8(X.)ds + [6(X)),

La fonction ¢? étant dans C}(R?), ¢2(X;) — ¢%(Xo) — 2 [ #(X,)a(V).Vo(X,)ds est
une martingale locale. Donc [¢(X)]; est une martingale locale. Pulsque les sauts de
M et de ¢(X;) sont les mémes, [M?), = [¢(X)],. Donc [M?]; est une martingale
locale et son compensateur < M ¢ >, est nul. Ainsi,

Pps., Vt € [0,T), ¢(X:) = ¢(Xo) + /Ot a(Vy).V.d(X,)ds

Avec des fonctions ¢;, € CL(RY), 1 < i < d, n € N* telles que pour z dans
[—n,n]%, ¢in(z) = 7, on en déduit

Pps., Vt€[0,T), X; = X0+/ a(Vs)ds
On se raméne & un probléme de martingales qui ne porte que sur X, et V. Pour se

rapprocher des notations de ’appendice de Sznitman [4], on définit sur [0, T] x R¢ xR,

le noyau borélien & valeurs R, M(s, z,v,dv’) = Al—(%’-l{_vs,ﬂs_wh(m)}dv’ .

B(V)) — B(V%) - / [ @) - s (s,Xo+ / ’a(vr)dr,vs,dv')ds
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est une martingale locale pour toute fonction ¢ € Cy(R;.).

Par le théoréme fonctionnel de classe monotone, cette propriété reste vraie pour ¢
borélienne et bornée. Par une adaptation immédiate de la peuve du Lemme 1 de
I’appendice de Sznitman [4], on en déduit que Pp.s., V n’admet qu'un nombre fini de
sauts sur chaque trajectoire et que V¢ € [0,T], V; = Vo +3_,, AV, la loi des instants
et des valeurs des sauts sachant (Xo, V) étant déterminée de proche en proche (grace
a un choix judicieux de fonctions ¢). D’ou I'unicité pour (PM,).

Pour Dexistence, on se donne une variable aléatoire (xo,vo) distribuée suivant la loi
de densité fo, et, indépendamment, un processus de Poisson de parameétre A de temps
de sauts (Ti)ren- ainsi qu'une suite (Zx)ken+ de marques LLD. sur [0, 1]. On construit
(X,V) de la maniére suivante:

- (Xo, Vo) = (x0, 0)

— sur [0, T}, entre les sauts du processus de Poisson, le parametre de vitesse V' est
inchangé et la position X évolue suivant un mouvement libre de vitesse a(V')

—en Ty (si Ty < T), V prend la valeur h(T, X7,) X Zj si (T, X1,) > O et reste
inchangé sinon. De cette fagon, lorsque h(Tk, X7,) > 0, le paramétre de vitesse
se redistribue uniformément sur [0, h(T, X7, )]

Nous allons vérifier que la loi P de ce processus est solution de (PMj). A cet eﬁ'ét, pour

¢ € C;°(R*xR,.), on pose H(s, 2) = 1{s<r)1{n(s,x.)>0} (9(Xs, h(3, X)2) — (X5, Vi)
On définit @ = Y, 6(7,,z,} et on note (G¢) la filtration du processus Y ., <, (1 + Zk).
Soit F; = G, V (X0, vo) et P(F:) la tribu F, prévisible. Pour ¢t € [0,T],
¢
d( X, Vi) = ¢(Xo, Vo) +/ a(Vs).V3¢(X3,V,)ds+/ H(s, 2)1{,<yQ(dsdz)
0 R4 x[0,1]

La mesure aléatoire @ est une F;-mesure de Poisson sur R, X [0,1] de compensateur
Adtdz. Comme la fonction H est P(F;) ® B([0,1]) mesurable, on en déduit que

¢ ¢
6060 V) = (X0, o) = [ olV) Vbl Vds =3 [ [ H(s,2)dsds
0 0 [0,1]
est une F,-martingale locale. Donc P est solution du probléme de martingale (PM,).

On utilise la construction précédente pour établir ’absolue continuité. On commence
par supposer V(t,z) € [0,T] x R?, h(t,z) > 0. Soit t € (0,T) et ¢ : R xRy — R
mesurable bornée. Avec la convention T = 0,

k
si Ty <t <Tep, (X, Vi) = (Xo + > (T; = Tj-1)a(V,_,) + (¢ — Te)a(Vx,), VTk)-

=1
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Ainsi E(¢(X,,V;)) est égal a

k
5= e (60 Y0 D)ol )+ - T, Va

keN j=1

T, <t< Tk+1)

et donc a

I / dty ... dt, / Ynshtio)  mshtea
keN 0<t) <ta<...<ty <t RexREF! h(t1, 1) h(te, &)

fo(zo, vo)d(z, vi)dzodvoduy . . . duy,
(1.6)

ou z; = Ip +Z;’=1(tj —t,-_l)a(vj_l) et T, = xg +E_’;=1(tj - t,-_l)a(vj_l) + (t - tk)a(vk)
(par convention ty = 0).

En effectuant le changement de variable [z9 — z; et V0 < i < k,v; — ;]
dans Pintégrale sur R? x RE*! et en utilisant le théoréme de Fubini, on obtient

E($(Xe, V) = fuex, 9@ v) X p(t, 7, v)dzdv pour

p(t,z,v) = Ze"\tz\"/

dt, ... dtk/ l{vlsh(thyl)} . l{vk—lﬁh(lk-hyk-x)}
<t <t2<...<ty <t R

keN 0<ti <t <. <t < v h(t, ) h(tk-1, Yx-1)
Lv<h(ti,m)}
—_ dvg...dvg_
h(tk:yk) fO(yO"UO) Vo Vk—1

avec y; = 7 — (t — t)a(v) — Yioiyi (t — tim1)a(vjo).
Donc la loi de (X3, V;) est absolument continue.

Dans le cas ou h peut s’annuler, au lieu de l'intégrale sur R x RE*! de (1.6), on doit
considérer 2 intégrales suivant que h(t;, z;) > 0 ou que h(ti,z;) =0 (1 <i<k).

On note I I’ensemble des 7 pour lesquels on prend h(t;, z;) > O et iy, .. ., i, les éléments
de I classés par ordre croissant. L’intégrale sur R¢ x Rﬁ“ est remplacée par la somme
pour I variant dans ’ensemble des parties de {1,2,...,k} des intégrales:

n 1(v'sh(ti»,zi‘)}
/d . TT Lonce =y I ] nc, ,zij)>o}—’lj(t+)’fo(xo, v0)$(xt, Un)dTodvodv: ... dvy,
RéxRT il j=1 ijy Tij

i
avec t;, =0, z; =9 + Z;n:r{] 1J_l}(tij - tij-:)a('vj—l) + (i — timu{j:.‘jgi})a(vmax(j:ijsi})
et 2o = 2o + 35, (t; — ti;_,)a(vj_1) + (t — t;,)a(v,). Et on conclut en effectuant un
changement de variable dans chacun des 2* termes. |

Preuve du théoréme 1.4 : Soit f, une densité de probabilité sur R x R, P une
solution du probléme de martingales (P M) partant de f,, p une version mesurable des
densités pour P et u(t,z) = flR+ p(t,z,v)dv. On va montrer que p est solution faible
de (0.1). La loi P est solution de (PM,). En utilisant la construction de la solution
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de (PM,) donnée dans la preuve du Lemme 1.5, on obtient que

d’(t Xt,Vt) - "/}(0,X0, VO) / (6 1/}(3 X.nV) +a( ) r¢( XS,V,)) dS

1{u(s,x,)>0} /"(sx‘)
——/\/ R U(s, Xs,v) — (s, Xs, Vs))dvds
| us.X) )y (¥( ) —¥( )
(1.7)

est une P-martingale pour 1 € C119([0,T] x R¢ x R, ) & support compact.
On note A; l’espérance du dernier terme. Par le théoréme de Fubini,

u(s,z)
A= / / 1{u(s,z)>0) (/ '¢(3, z, v)dv)p(s,x,v')dxdv’ds
RIXR+ u(s,z) 0
1 s u(s,z)
—A / / Lus2)>0) < / ¥(s,2,v) dv) p(5, 3, 0')ddv'ds
Rk, U(s,7) \Jo

1 $,T
—)\/ / {“( . )>°}¢(s, z, v)l{,,<,,(3,z)}</ p(s, z, v’)dv’)dxdvds
RIXR4 u(s, z) - R4

-A / / 1{u(s,x)>0)'/)(sv z, U)p(sa z, ’U)d.’L‘d’UdS
0 JRIxR4

= /\/ P(s, z,v) (1{,,5,,(3,,)} - p(s, z, v)) dsdzdv
(0,t]xR4 xR

Avec la constance de I’espérance de la martingale (1.7), on en déduit facilement que
p est solution faible de (0.1).

L’unicité pour (PM) est une conséquence de ce résultat et de la Proposition 1.1. En
effet, si P et P' sont deux solutions de densités spatiales respectives u(t, z) et v'(¢, z),
le résultat d’unicité de la Proposition 1.1 implique (¢, z)p.p., u(t,z) = «'(t,z). On en
déduit que P’ est solution de (PM,,). Par I'unicité pour ce probléme, P’ = P.

Pour I'existence, on note f la solution de (0.1) et on pose h(t, z) fm f(t, z,v)dv.
D’apreés la Proposition 1.1, h > 0. Soit P la solution de (P M}), p une version mesurable
des densités pour P et u la densité spatiale associée.

w(ty Xt:‘/t) -¢(07 XO"/O) / (a ’(/}(3 stv) +a’( ) zw(s XS1V))d

oy [ Laex)>0 / h(s,X)
4 0 h’(31 Xa) 0 ('(/1(8, X"’U) 1/’(3,Xs,‘/,))dvds

est une P-martingale pour ¢ € C110([0, T] x R? x R, ) a support compact. En prenant
I’espérance, on obtient que p est solution faible de 1’équation linéaire

/ Y(t, z,v)p(t, z,v)dzdv = / ¥(0, z,v) fo(z, v)dzdv
RixR4 RIxXR4
+ / (0s% + a(v). V9 — M) (s, z,v)p(s, x, v)dsdzdv
(0,t)x R4 xRy

+A ¥(s, z,v) (l{h(.« )>0} uls, @ )1(v<h(s o)} + L{as,z)=0}P(8, T v)) dsdzdv
(0,t] xR xR h( )
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Comme dans la preuve de la Proposition 1.1, on en déduit que Vt € [0,T], (z,v)p.p.,
p(t,z,v) = e fo(z — ta(v),v)

i

o z

+A / Ca (1{h(s ze.u)>o}¥1{v<h<s,zm>} + (s ,2t,5,0)=0)P(5, mm“)) ds
0 h(s, tsu)

avec Tys, = ¢ — (t — s)a(v).
Donc p est point fixe de 'application H qui & g € L*([0,T], L'(R? x R, )) associe

H(g)(t,z,v) = e™fo(z — ta(v),v)

’ A(s—t) Uy (S, Tt,s,0)
+A [ e 1{"(311t»a'v)>0} l{vSh(Sﬂe.s,v)} + l{h(syzt,a,u)=0}g(3)ztﬁ,v’ v) | ds
0 h(S, 27t,s,v)

ott uy(t x) fR (t,,v)dv. On montre facilement que H est contractante de rapport

(1 — e™*T) puis que f est l'unique point fixe de H. On en déduit que (t,z)p.p.,
h(t,z) = u(t, ). Donc P est solution du probléme de martingales (PM). ]

2 Le résultat de propagation du chaos

2.1 Le systéme de particules en interaction

Soit N > 2. On fixe un hypercube D de R? de mesure de Lebesgue | D| centré en 0 que
Pon subdivise en % cellules cubiques identiques de mesure de Lebesgue |A|. Siy € D,

A(y) désigne la cellule dans laquelle se trouve y. Pour yV = (y™!,...,y""N) € RV4,
on définit la densité empirique au point y™* par

Pi(y )= Lyviepy o— o (N - |A| Z 1A(yN=)
J#i

On note (XN, V/N) = (X", ..., XN, V™, ..., V™) le processus canonique sur
D([0,T], RN x RY). On définit la loi du systéme de particules en interaction comme
'unique solution PMV-P2 du probléme de martingales :

P € P(D([0,T],RV* x RY)) est solution si Py est égale & (fodzdv)®" et pour toute
fonction ¢ € C,*(R¥ x RY),

N t i N
0K V") = 0 ) = 3 [ (@070 90, Ve + A liE )

pi(X) . .
L O LV VR v - (X V)b ) ds
0

est une P-martingale locale. L’unicité pour ce probléme de martingales s’obtient
comme dans la preuve du lemme.1.5.
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On se donne N processus de Poisson indépendants de paramétre A (on note (T})ken
les instants de sauts du iéme processus), N suites (Z})xen- de marques L.LD. sur [0,1]
et N variables (x4, v4) L1D. suivant la loi de densité f,. La probabilité PY-D2 est la
loi du processus (X", V") construit de la maniére suivante:

— pour 1 <i < N, (Xg™, Va™) = (x4, i)

— sur [0,7), en dehors des sauts du iéme processus de Poisson, V¥ le paramétre
de vitesse de la iéme particule est constant et sa position évolue suivant un
mouvement libre de vitesse a(V ™)

— a linstant T} (si T} < T), V™ prend la valeur pi(Xq'll’z) x Zi si p,-(Xq’il’:) >0et
reste constant sinon.

Remarque 2.1 —- Comme on peut le voir sur la construction que l’on vient d’en
donner, PN'DA est symétrique.

~ Si on cherche seulement & approcher la solution de (0.1) dans un domaine
contenu dans D, on peut arréter de suivre toute particule qui sort de D. En
effet, le paramétre de vitesse d’une telle particule ne peut plus changer. La par-
ticule part donc a linfini et n’interagit plus avec les autres.

2.2 Propagation du chaos

Théoréme 2.2 On se donne f, une densité de probabilité sur R® x R, qui vérifie

sup I I”fO( +v, ) fO(w')”Ll < Kly' (21)

yeR?
y#0

On note P la solution du probléeme de martingales (PM) partant de fo (théoréme 1.4)
et on pose u(t, x) fR (t,z,v)dv pour p version mesurable des densités de P.

Pour k < N, on note P(IZ)DA la loi des k premiéres particules sous PV'PA. Alors en
norme de variation sur P(D([0, T], Rk x Rt )),

‘ §2k)\e3’\T(( ™ 'DI)|A| +2f‘\fK|A|a)T+/ / u(s z)dzds)

(2.2)
Ainsi, pour N = 400 avec |D| — 400, |A| = 0 et TILW[ — 400, il y a propagation
du chaos.

Py — Po*
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Preuve : La preuve est basée sur le couplage utilisé par Perthame et Pulvirenti
dans [2]. On va construire un systéme a 2N particules tel que la loi du sous-systéme
constitué par les N premiéres particules est PV'P2 et que celle du sous-systéme
constitué par les N derniéres est P&V

Le couplage

On note (XM, YN) € R2V? et (VN, W) € R?V les positions et les paramétres de
vitesse des 2V particules.

On se donne N variables (x,v3) L1D. suivant la loi de densité fy(z,v) et N pro-
cessus de Poisson de paramétre A indépendants. On note (T} )ren+ les temps de sauts
successifs du iéme processus. On se donne également, indépendamment du reste, N
suites indépendantes (Z}", Z;%, Zi®)ren- de marques LLD. suivant la loi uniforme sur
[0, 1]%. On construit le couplage de la fagon suivante:

- pour 1<i SN, (X0, V5') = (%", Wo' ") = (xb, )

— sur [0,7], en dehors des sauts du iéme processus de Poisson, V¥ le paramétre
de vitesse de la iéme particule et W/ celui de la N+iéme restent constants et les
positions de ces deux particules évoluent respectivement suivant des mouvements
libres de vitesse a(VN*) et a(WN4)

— a linstant T} (si T} < T), en notant p;x = p,-(XTIYI:-) et uip = u( ,g,YTIE’i) pour
alléger les formules
- si pix = uix = 0, alors VN# et W+ sont inchangés.
- si pix > 0 et ujp = 0 alors WP+ est inchangé et on pose V;,E’i = pix X Z,f’i
— si pig = 0 et u;x > 0 alors VN est inchangé et on pose WTI;’ =uip X 27"

- Pix > Ui >0

o 7Ll Uik Ny _ Ngi _ 2,i
si 2, < ooy O pose VT’: = WT’: = Uik X Z

. Ni 2,4 Ni 3,
- sinon on pose VT’.;’1 =i+ (0ig — uix) X Z;" et WT’,;' =uig X 2"
- 8i0<pix <uig
oo 1,3 Pik Njg _ Ngi __ 2,1
si Z,* < ury» on pose VT':- = WT’:- = pikx X Z}

) Ny 2,i Ny 3,i
~ sinon on pose W, "= pik + (wik — pik) X 2" et Vit = pig X 2y

Etape 1

Dans cette premiére étape qui utilise la compensation des mesures aléatoires de Pois-
son, nous majorons, pour t € [0, 7], la probabilité pour que les trajectoires de la iéme
particule et de la (N-+i)éme particule sur [0, t] soient différentes. Par symétrie, cette
probabilité est indépendante de i. On la note Q.
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Soit (F}) la filtration du processus Zk:T,;‘g:(l + 2,4, 22, Z3.

On pose aussi Fo = o((xh, 1), 1 < i < N) et Fr = Fo V (VN F}). La mesure
aléatoire M* = 32, 87 514 524 734y est une JFj— mesure de Poisson sur R; x [0,1]3
de compensateur \dtdz;dz,dz;. Par I'indépendance, M* est encore une F;-mesure de
Poisson de compensateur \dtdz;dzsdzz. On définit

min(u(s, ¥,"), p1(XJ)) 4
(xN)) T+ Hmaxue o (x)=0)
8

G(s) = 1{mw(u(s,Y..N"),m(XI’))>0} max(u(s KN’I),/)I

H(s, 21) = e} Lin>G(s)}

Les trajectoires de la premiére particule et de la (N+1)éme particule sur [0,¢] sont
différentes si et seulement si il y a avant ¢ un saut du premier processus de Poisson
tel que les paramétres de vitesse sont égaux avant ce saut et prennent des valeurs
différentes a l'instant du saut. Pour que le kiéme saut vérifie cette propriété, il faut
que H(T}, Z}) = 1. Donc

Q: < E( / H(s,z))M* (dsdzleQdZ3)) (2.3)
R4 x[0,1)3
On note P(F;) la tribu F; prévisible. H(s, z) est P(F;) ® B([0, 1]®) mesurable. Donc
]E( / H(S, Zl)Ml (d8d21d22d23)) = E( / H(S, Zl)Adezldlde;;)
R4+ x[0,1)3 R4+ x[0,1]3

: V) — py (X
=,\/ ]E(l : [uls, ¥, : )ds
A {max(u(s,¥,""),01 (X)) >0} max(u(s, Y, pi(XM))

Avec (2.3), on en déduit

¢ u(s, YN) — pr (X))
0,<) / E(l ’ lu(s, Y s )ds
120 o T\ w0} o (s, Y, py (X))

la —b] la — ¢ b-c
Or Va,b,c > 0, 1{max(a,b)>0}m < 1{a=0} + l{a>0} P 1{ma.x(b,c)>0}r‘n"2Tblc)

Donc

t t N,1 N
lu(s, ;") — (Y5l
Qt S /\/0. E(l(u(s,}’,N'l)=0})ds + A/O. E(l{‘u(s,y‘N'l)>0} ;(s, )/SN’I) ] ds

t N N
X;') = o (YY)
+,\/ ]E(l e lor(X, ) gs 2.4
A { ("‘(X’N)""(Y’N))>o}max(pl(X,N),pl(Y,N)) (2:4)

Comme Y;¥! suit la loi de densité u(s,y), le premier terme du second membre de (2.4)
est nul.

Etape 2
Cette seconde étape est consacrée a la majoration du second et du troisiéme terme
du second membre de (2.4).
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u(s,Ys" ) —pr (YN
u(s,Ys ")

Nous travaillons directement dans le cadre L! au lieu de passer dans L? comme le font
Perthame et Pulvirenti.

Majoration de A; = E(l {u(s, ¥ 1)>0)

A < / DR U L yM)ldy (s, y?)dy? . . . u(s,y™)dyY
R

s/ u(s,y)dy' + [ |u(s,y') — =
e D |A] Jagr
+f

DxR(N-1)d

On note A2 et A3 le second et le troisiéme terme du second membre. L’hypothése
(2.1) va nous permettre de contréler A2. Soit I' ’hypercube de R? de volume 2¢|A|
centré en 0.

u(s, ) — u(s, 2)|dzdz < +—— //Iusz u(s,z + y)|dydz
|A|//A(z) ) 1A] )

< 1a7 [ 1uts.) = s+ )y

u(s, 2)dz| dy*

1

i / u(s, 2)dz — pi(y' ..., y")| dy'u(s,yP)dy’ .. .u(s,y™)dy"
A Jag

(2.5)

En utilisant (2.1) et la Remarque 1.2, on en déduit
A< o [ Ky < - [ KVAARdy < 2VEKIAL (2.6)
|A[ Jp |A] Jr

La majoration de A? repose sur le fait que la variance d’une somme de variables
indépendantes est égale & la somme des variances.
3 (a0 - B (10|

ZE
1z
< ZA: \/—N——TE 1a(YV) - E (1A(Y3N’2)))
< \/—N—IT—I ; \//A u(s, 2)dz (1 - /Au(s,z)dz)

<y ,(leDll)lAT /Z /A u(s, 2)dz par I'inégalité de Schwarz
A

. [_1p|
=V -Dial

Avec les inégalités (2.5) et (2.6), on obtient

|D|

A S| o
-1

+24VaK|A) + / u(s, 2)dz @2.7)
DC
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. . —p YN
Majoration de B, = ]E<1{max(m(X£’),m(Y,"))>0} —LL‘JNJ-‘-?J—M(M o7 )

Pour 4V = (y™1,...,y™N) € RV?, on note na(y") = Zf;l 1a(y™).

B,<E (1 v 9ﬂ,aN,,})
Ina(XY) = na(¥Y)]
+§:IE(1 XNH1,(Y N1 na(YN s 2
~ A( s ) A( ) {max(na (XY )na(Y, ))>1}max(nA(X§V),nA(YsN)) 1
(2.8)

Si XM £ Y N1 alors les trajectoires de la premiére particule et de la (N+1)éme par-
ticule sur [0, s] sont différentes. Donc le premier terme du second membre est majoré
par Q;. On note B? le second terme. Sa majoration repose sur I'interchangeabilité des
couples (XN4, YN4) 1<i<N.

B2- L% k(; na(XY) = na(YM) S8, 1a(XNH14 (VM)
s NZ {max(na(XN),na(YN))>1} max(na(X¥), na(YN)) — 1

<1y g(y Ina(XY) — na(¥,")| min(na(X,'), na(¥;"))
Z {max(na(X})na(YN))>1} max(na(XN),na(YN)) - 1

L’inégalité (2.8) fournit alors
B, < 3Qs (2.9)

Conclusion
En regroupant (2.9) et (2.7) dans (2.4), on obtient

|D| d 1 ' '
A dK|A|d
Q< (( (N—l)IA|+2 VAK|A| >t+/0 /cu(s,z)dzds)+3)\/o Q.ds

D’aprés le lemme de Gronwall,

__1Dl i t u(s, 2)dzds | e3*
thx<( (N_I)IA'+2\/EK|A|)t+/O/C (,)dd) X (2.10)

Soit k < N. La probabilité pour que les processus (XN, VN1 . XNk YNk) et
(YN WNL Y NE WNk) different sur [0, 7] est inférieure & kQT Comme phpA
et P®’° sont les lois de ces processus, la norme de variation de leur dlfference est
inférieure au double de cette probabilité. Avec (2.10), on en déduit (2.2). |
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Remarque 2.3 En nous limitant au tore T* ~ [0, 1]¢ pour les positions des particules,
comme le font Perthame et Pulvirenti [2], et en prenant D = T9, nous aurions obtenu

a la place de (2.2) une majoration en 2k (1 /(N_-ll)l_m + 2‘1\/EK|A|5) Te*T que lon

peut comparer avec leur résultat en CkAe®>T , / A7 + ﬁ.

1 2 o
Comme | ty=iya; + 24VdK|Ald < \/2 (m + 4“dK2|A|d), notre majoration
fournit une meilleure décroissance de la norme de variation avec |A|. En outre, elle

ne nécessite pas les hypothéses techniques de majoration et de minoraration de fy
faites par Perthame et Pulvirenti.
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