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EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES MULTIVOQUES

Emmanuel CEPA

Département de Mathémati Université d'Orléans, BP 6759, 45067 Orléans cedex 2, France

1 Introduction

On s’intéresse a la résolution de 1’équation différentielle stochastique associée & un
opérateur maximal monotone multivoque A de R?, d € N*, c’est-a-dire, formellement,
du type :

dX; + A(X:)dt > b(X)dt + o(X.)dW,
{ Xo = x9 € E(?f)_ (1.1)

La formulation précise de (1.1) que 'on utilisera est équivalente a celle donnée
par A. Bensoussan et J.L. Lions dans [1] pour les processus de diffusion réfiéchis ot
le probléme est posé sous forme d’inéquations variationnelles stochastiques. Dans [6],
P. Krée obtient 1'existence d’une solution forte lorsque la composante brownienne et
la composante multivoque agissent dans des directions séparées. Un cas trés fréquent
d’opérateur maximal monotone multivoque est constitué par le sous-différentiel d’une
fonction convexe s.c.i. propre ¢ : en particulier quand cette fonction vaut 0 dans un
convexe fermé et 400 en dehors, il s’agit simplement d’un probléme de réflexion au bord
d’un domaine convexe et le cas stochastique a déja été abondamment traité, notamment
par H. Tanaka [11] et J.L. Menaldi [9]. Dans le cas unidimensionnel (d = 1), on sait que
tout opérateur maximal monotone multivoque A provient nécessairement de la sous-
dérivée d’une fonction convexe s.c.i. propre ¢ et le probléeme d’existence et d’unicité a
été résolu dans sa plus grande généralité par D. Lépingle-C. Marois (8] qui montrent
que pour b, o lipschitziens et tout opérateur maximal monotone multivoque A = 9¢p de
R, le probleme (1.1) admet une unique solution forte. Plus récemment, A. Bensoussan-
A. Rascanu [2] ont montré I’existence et I'unicité d’une solution forte pour (1.1) dans
le cas particulier ot A = d¢, avec ¢ fonction convexe s.c.i. propre de R? (d € N*), et
b, o sont lipschitziens.

On se propose ici de montrer existence et 'unicité d’une solution forte pour
1’équation différentielle stochastique associée & un opérateur maximal monotone multi-
voque quelconque A de R? pour tout d € N*. L'unicité trajectorielle est obtenue sensi-
blement comme en dimension 1 en utilisant uniquement la monotonie de A. L’existence
d’une solution forte est démontrée en considérant un probléme approché (pénalisation)
puis, en montrant un résultat de compacité au sens de la convergence en loi pour la
pseudo-topologie de Meyer-Zheng [10], en prouvant ensuite que la convergence est en
fait uniforme (sur les compacts) grace & une technique de changement de temps inspirée
de T. Kurtz (7], et enfin en passant & la limite dans le probleme approché. On obtient
ainsi une solution faible du probléeme et, finalement, on conclut qu'’il y a existence
forte grace & P'unicité trajectorielle et au théoréme de Yamada-Watanabe (étendu au
cas multivoque). Cette démonstration vise & construire la loi de la solution de (1.1) :
elle consiste & voir une équation différentielle stochastique multivoque comme une per-
turbation multivoque d’une équation différentielle stochastique classique (cas A = 0)
et donc cherche A régulariser (en espace) le terme multivoque A. Une technique de
changement de temps est nécessaire pour “ralentir” les approximants de la solution car



87

le passage & la limite “voit les singularités” de A, ce qui explique la relative complexité
de la méthode.

La principale motivation de cette étude est ’obtention d’un résultat d’existence
et d’unicité fortes pour des équations différentielles stochastiques réfléchies possédant
un coefficient de diffusion satisfaisant aux conditions habituelles de type Lipschitz
(sans hypothése supplémentaire de non-dégénérescence) et, surtout, un coefficient de
dérive trés singulier (ne vérifiant donc pas les hypothéses habituelles de type Lipschitz).
" En particulier, le résultat essentiel démontré dans ce document permet d’obtenir des
diffusions réfléchies dans un domaine D de R? qui possédent un coefficient de diffusion
dégénéré et un coeflicient de dérive discontinu, explosant au bord du domaine D.

La formulation du probleme telle qu’elle a été faite dans (1.1) est purement formelle
et n’a pour seul but que de donner une idée du probléeme posé au lecteur : une formu-
lation précise sera donnée en méme temps que les hypothéses et les résultats obtenus.
Tout d’abord, on rappelle quelques résultats généraux sur les opérateurs maximaux
monotones multivoques.

2 Opérateurs maximaux monotones multivoques

Aprés avoir rappelé la définition d’un opérateur maximal monotone inultivoque, on
donne quelques exemples et les propriétés élémentaires d’un tel opérateur, puis on
construit une suite d’approximants univoques. Les résultats énoncés dans cette partie
sont tout & fait classiques : le lecteur pourra trouver dans ’ouvrage de H. Brézis 3] a
la fois un développement plus complet sur ce sujet et aussi les démonstrations que ’on
a omises ici. Dans toute cette section, d est un entier naturel non nul fixé.

2.1 Définitions

Définition 2.1 On appelle opérateur multivoque de R toute application A de R* dans
P(RY), ot P(R?) désigne 'ensemble des parties de R%. Le domaine de A est I’ensemble

D(A) = {z €R? : A(z) # 0}, (2:2)
et l'image de A lensemble :

Im(A) = zglkd A(z). (2.3)

Si pour tout z € R, A(z) contient au plus un élément, on dira que A est un opérateur
univoque de R* (on retombe alors sur la théorie classique des opérateurs). Un opérateur
maultivoque de R* est complétement déterminé par la donnée de son graphe défini par :

Gr(A) = {(z,y) eR¥ : z € R%, y € A(z)}. (2.4)

L’opérateur inverse de A, noté A, est l’opérateur dont le graphe est symétrique de
celui de A, c’est-a-dire :

yeA(z) & z€ A(y). (2.5)
Définition 2.2 Un opérateur multivoque A de R? est dit monotone si et seulement si
(.1/1 —Y2,T1 — -772) 2 Oa V(.’L‘l, yl)?(z% yz) € Gr (A)7 (26)

o (.,.) est le produit scalaire usuel de R?.
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Proposition 2.3 Soit A un opérateur multivoque de R®. Alors A est monotone si et
seulement si :
|z1 — 22] € | (21— x2) + A(y1 —v2) |, V(z1,31), (22,¥2) € Gr(4), VA>0, (2.7)
avec |.| la norme euclidienne associée ¢ (.,.).
Par conséquent, la condition de monotonie exprime que pour tout A > 0, opérateur
(I 4+ AA)™ est une contraction univoque de Im(I + AA) dans R?. Autrement dit, pour
tout z € R%, ’équation z € z + AA(z) admet au plus une solution, et si z;,; sont les
solutions correspondant a z,23, on a : |z; — 3| < |21 — 22|. Les opérateurs que nous

allons considérer dans la suite sont ceux pour lesquels ’équation z € z+ AA(z) posséde
exactement une solution pour tout z € R? et tout A > 0.

L’ensemble des opérateurs multivoques de R? est ordonné pour l'inclusion des
graphes :
A C B & {D(A) C D(B) et, pour tout z € D(A), A(z) C B(z)}, (2.8)
et il est inductif pour cette relation d’ordre, d’ou la
Définition 2.4 Un opérateur monotone multivoque A de R? est dit mazimal monotone

s’il est mazimal dans l’ensemble des opérateurs monotones mutivoques, c’est-d-dire A
est mazimal monotone si et seulement si

(z,y) € Gr(4) © {(y—v,z-u)>o, V(u,v)eGr(A)}. (2.9)

Remarque. Insistons sur le fait que A est maximal dans ’ensemble des graphes mono-
tones. Un opérateur qui est seulement maximal dans P’ensemble des opérateurs univo-
ques monotones n’est pas nécessairement maximal monotone au sens de la définition
2.4.

La caractérisation suivante est fondamentale dans I’étude des opérateurs maximaux
monotones multivoques.

Proposition 2.5 Soit A opérateur multivoque de R®. Il y a équivalence entre les as-
sertions suivantes :

(1) A est mazimal monotone ;
(#) A est monotone et Im(I + A) = R%;

(333) pour tout X > 0, (I + AA)™! est une contraction univoque définie sur R? tout
entier.

2.2 Exemple fondamental d’opérateur maximal monotone mul-
tivoque : Op
Définition 2.6 Soit ¢ une fonction conveze de R?, c’est-d-dire une application ¢ :
R? -] — 00; 400 telle que :
etz + (1 - t)y) < tp(z) + (1 —t)e(y), Vz,y e RY, VE€ [0;1].  (2.10)

On appelle domaine effectif de ¢ Uensemble dom (¢) = {z € R? : p(z) < +oo} et
on dit que o est propre si dom (p) est non vide. '
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Définition 2.7 Soit ¢ fonction conveze propre de R?. On appelle sous-différentiel de
@, noté dp, lopérateur multivoque de R? défini par son graphe de la fagon suivante

(z,¥) € Gr (3p) & ¢(2)<p(2) + (y,2 - 2), Vze R (2.11)

Proposition 2.8 Le sous-différentiel d’une fonction conveze, semi-continue inférieu-
rement (s.c.i. en abrégé), propre de R? est un opérateur mazimal monotone multivoque

de R°.

Cas particulier : sous-différentiel de la fonction indicatrice d’un convexe fermé.
Soit D un convexe fermé non vide de R?. On appelle fonction indicatrice de D, notée
Ip, la fonction définie par :

0 siz € D
Ip(z) = { +oo siz ¢ D. (2.12)

On vérifie facilement que Ip est une fonction convexe, s.c.i., propre avec dom(Ip)=D.
On a alors pour tout z dans D :

dIp(z)={y €R?: (y,z —z) > 0,Vz€ D}, (2.13)
c’est-a-dire :
0 siz¢D
dIp(z) = { {0} siz € Int(D) (2.14)
I, sizeadD,

oti I'on a noté Int(D) l'intérieur de D et II, le cone normal extérieur & D en z.

Remarques.

(2) En dimension d = 1, tous les opérateurs maximaux monotones multivoques A
sont de la forme décrite précédemment c’est-a-dire A = 9y avec ¢ fonction
convexe, s.c.i., propre de R. Par contre dans le cas multidimensionnel (d>2),
il existe des opérateurs maximaux monotones multivoques qui ne sont pas des
sous-différentiels de fonction convexe.

(1) Soit A opérateur linéaire, univoque, monotone de R?. Alors A est maximal mono-
tone multivoque si et seulement si D(A) est dense dans R* et A maximal dans
I’ensemble des opérateurs univoques linéaires monotones.

(#41) Soit A opérateur univoque, monotone de R* tel que D(4) = R% Si A est
hémicontinu (i.e. pour tous z,y € R%, A((1 — t)z + ty) — A(z) lorsque t — 0)
alors A est maximal monotone multivoque.

2.3 Propriétés élémentaires

Proposition 2.9 Soit A opérateur mazimal monotone multivoque de R?. Alors on a
les propriétés :

() Int (D(A)) et D(A) (ot D(A) désigne ’adhérence de D(A)) sont des convezes de
R?, de plus Int (D(A)) = Int (D(A)) ;
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(¢3) pour tout z € R%, A(x) est un conveze fermé de R%.
Notations. La proposition 2.9 (ii) permet de définir I’opérateur univoque :
A®(z) = proju,(0), Vz € RY, (2.15)
ol pour tout convexe fermé D de R?, projp désigne la projection sur D et :
projg(0) = 4, (2.16)

avec § un point & linfini de RY, fixé, et pour lequel on prendra |6 = +4oo. Par
conséquent, pour tout z € R?, A°(z) est I’élément de norme minimale de A(z) ; on
aura donc ’équivalence :

z€D(A) & |A%z)| < +oo. (2.17)

Définition 2.10 On appelle section principale d’un opérateur multivogue A de R?
tout opérateur univoque A’ de R* avec D(A) C D(A') et tel que pour tout (z,y) €
D(A) x R?, linégalité

(A'(z)—y,z—z) 20, Vz € D(A), (2.18)
implique y € A(z).

Proposition 2.11 Pour tout opérateur mazimal monotone multivoque A de R?, I’o-
pérateur A° est une section principale de A.

Les opérateurs maximaux monotones multivoques de R? sont localement bornés sur
Pintérieur de leur domaine :

Proposition 2.12 Soit A opérateur mazimal monotone multivoque de R®. Alors A
est borné au voisinage de tout point intérieur & D(A), c’est-d-dire : pour tout = dans
Int(D(A)), il eziste un voisinage V de z tel que

Y, AE) (2.19)

soit une partie bornée de R?. En particulier, A est borné sur tout compact inclus dans

Int (D(A)).

2.4 Approximation Yosida “multivoque”

Proposition 2.13 Soit A opérateur mazimal monotone multivoque de R?. On pose
1 \-1
o = (I + ;A) , neN. (2.20)

Alors J, est une contraction univoque définie sur R? tout entier, d valeurs dans D(A)
pour tout n € N*. De plus :

Jn(x) — projpr (<), Vz € R?. (2.21)

L’application J, est appelée n**™® résolvante de A.
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Proposition 2.14 Soit A opérateur mazimal monotone multivoque de R?. On pose
An=n(I - Jv), n€N*. (2.22)
Alors :

() An opérateur mazimal monotone, univoque, défini sur R? tout entier, lipschitzien
de rapport n, pour tout n € N*;

(i1) pour tout x € D(A),
A, (z) — A°(z), (2.23)

avec |An(z)| T |A°(z)| quand n T oo et

|An(z) = A°(2)* < |A°(2)|” — | Au(2)*; (2.24)
(i11) pour tout z ¢ D(A),
|An(z)| T +00 quand n T oo; (2.25)

(4v) pour tout = € R?, A(z) € A(Ja(z)).

ieme

L’application A, est appelée n approzimée Yosida de A.

Remarque. On vérifie facilement que lorsque A = 9Ip avec D convexe fermé non
vide de R?, on a pour tous z € R%, n € N* :

Ja(z) = projp(z) et An(z) = n(z — projp(z)). (2.26)

3 Position du probleme
3.1 Données
e de N
e A opérateur maximal monotone multivoque de R? tel que :

Int(D(A)) # 0; (3.27)

o (R, F,{F:},P) espace probabilisé filtré vérifiant les conditions habituelles ;

o W = {W;, Ft;0<t < oo} mouvement brownien d-dimensionnel standard défini sur
(Q,F,P) avec Wo =0 ;

eb:R* 5 R? et o:R?— R?Q®R? applications mesurables ;

e zo € D(A).
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3.2 Enoncé du probléme
On cherche un couple de processus (X, K) vérifiant :

X = {Xi, F; 0<t < oo} processus continu, adapté, défini sur (2, F,P), a valeurs
dans D(A) avec Xo =z9 P-ps.;

@ K = {K,F:;0<t < oo} processus continu, adapté, & variation finie, défini sur
(9, F,P), a valeurs dans R%, Ko =0 P-p.s. ;

@ dX; = b(X:)dt + o(X:)dW; — dK;; 0<t < oo, P-ps.;

pour tout couple de processus (e, 8), a = {at, F1;0<t < oo} et
B = {B:, Fi; 0<t < oo} continus, adaptés, définis sur (2, F, P), 2 valeurs dans R?,
vérifiant :

(0w, Bu) € Gr(A), Yu € [0; oo, (3.28)
la mesure

(Xy — oy, dK — Bydu) (3.29)
est P-p.s. positive sur RY.

Le probléme précédent (; [2); [3]; E]) sera noté EDSM?(A; b; a;zo) dans la suite.

Remarque. Lorsque A = 8Ip avec D convexe fermé non vide de R?, le probléme
EDSM?®(A;b;0;z0) est équivalent au probléme de diffusion (de coefficient de dérive b
et de coefficient de diffusion o) réfléchie (normalement) dans D.

3.3 Résultats

On sera amené 3 utiliser I’hypotheése suivante : il existe 0 < C < oo telle que pour tous
z,y € R,
5(z) = b(y)| + |o(z) — o(y)| < Cle —y]. (3.30)
On peut maintenant énoncer le résultat fondamental d’existence et d’unicité pour
I’équation différentielle stochastique associée & un opérateur maximal monotone mul-
tivoque de R?. Pour tout d € N*, on a :

Théoréme 3.1 (EDSM?) : Pour tout opérateur mazimal monotone multivoque A de
R? vérifiant (3.27), tout zo € D(A), toutes applications b,o satisfaisant & (3.30), il
eziste une unique solution du probléeme EDSM?®(A;b;0;z0).

Remarques.

(z) On obtient le méme résultat d’existence et d’unicité pour une condition initiale
aléatoire 7 Fo-mesurable, a valeurs dans D(A) et des coefficients b(t, z) et o(t, z)
dépendant du temps vérifiant alors au lieu de (3.30) : pour tout T > 0, il existe
0 < C(T) < oo telle que pour tous 0<t<T et z, y € R¢,

|b(t,:l:) = b(t,y)| + lo(t,z) — o(t,y)l < C(T)l:l: -y, (3'31)
[b(t, 2)| + |o(t, )| < C(T)(1 + |=]) - (3.32)
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(¢2) 11 est intéressant de noter que puisque I’on peut considérer en particulier A sous
la forme O¢ avec ¢ seulement convexe, s.c.i., propre, le théoréeme 3.1 donne un
résultat d’existence et d’unicité fortes pour des équations différentielles stochas-
tiques réfléchies possédant un coefficient de dérive éventuellement trés singulier.
Le théoréme 3.1 permet en particulier d’obtenir des diffusions réfléchies dans
un domaine D de R? qui possédent un coefficient de diffusion dégénéré et un
coeflicient de dérive discontinu, explosant au bord du domaine D.

Conventions. On adopte la notation classique f~! pour désigner 1’application réci-
proque d’une bijection f. Dans les calculs, toutes les constantes, dont la valeur n’a pas
lieu d’étre précisée, seront notées indifféremment C.

4 Démonstration de 'unicité

On se propose de montrer dans cette section qu’il y a unicité trajectorielle pour
PPéquation différentielle stochastique associée & un opérateur maximal monotone multi-
voque A quelconque et des coefficients b, o vérifiant les hypothéses Lipschitz habituelles.

Le lemme suivant étend un résultat analogue de D. Lépingle-C. Marois [8] en di-
mension 1. Ces derniers utilisent dans leur démonstration les propriétés particulieres
des convexes de R : dans le cas multidimensionnel, il faut généraliser quelque peu leur
preuve en faisant appel a ’approximation Yosida des opérateurs maximaux monotones
multivoques.

Lemme 4.1 (Lemme de monotonie) On suppose donné A opérateur mazimal mono-
tone multivoque de R®. Soient (z,k), (z', k') des fonctions continues sur R*, ¢ valeurs
dans R?, telles que :

(3) k, k' & variation finie ;

(%) z, «' & valeurs dans D(A) ;

(1i7) les mesures :

(o(u) — a(u), dk(x) — Au)du), (4.33)
(&/(u) — o), dK'(w) — B(u)du), (434)
sont positives sur R pour tout couple de fonctions (a, B) continues vérifiant :
(a(u), B(u)) € Gr (4), Yu € R*. (4.35)
Alors la mesure
(z(u) — 2'(u), dk(u) — dk'(u)) (4.36)

est positive sur R*.

Démonstration. Soient (z,k), (z,k') vérifiant les hypothéses du lemme 4.1. Pour

n € N*, prenons :
a(u) = J, <___“(“) ; z (“)), (4.37)
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A (u) = A,,(m—(ﬁ)—;—‘”'(—"—)), (4.38)

alors a™, (" continues et (o™ (u), ™ (u)) € Gr(A) car A,(z) € A(Ja(z)) pour
tout z dans R? d’aprés la proposition 2.14 (iv).

En utilisant la positivité des mesures (4.33) et (4.34) pour (™, 8), n € N*, on peut
écrire : '

0< <:c(u) _J, (M),dk(u) - A,.(i(l‘-)-—;—”i'ﬁ‘—))du), (4.39)
0< <:l:'(u) —Ja (x—(“)“;—"(“)),dk'(u) — A, (?—(i;zl—(”))du>, (4.40)

d’ol en ajoutant et retranchant (z(u) + z'(u))/2 dans le premier membre de chacun
des produits scalaires :

PYCUELC IR PRE RS0 PRSP COELIT) P

) ) )
0< <£'(‘“_);ﬂ + % A, (M) ,dk'(u) — A, (M)du), (4.42)

puis en sommant les équations (4.41) et (4.42) ainsi obtenues :

2

2 A, (z(u) + x’(u)) du

0 < %<x(u)—z'(u), dk(u)—-dk’(u)> -2 t

N <1:(u) -; z'(u) J, ("”(") '; xl(u)), dk(u) + dk’(")>,

par conséquent :

(2(w) —'(w), dk(w)—dk'(u)) > —2< 2(u) J; =) _y, (‘”(“) ; wl(u)),dk(u)+dk’(u)>,

puis en passant 3 la limite quand n — oo d’apres la convergence

Ju(z) — Proj54(7) (4.43)
rappelée dans la proposition 2.13, et, grace & la convexité de D(A) donnée par la
proposition 2.9 :

! —_—
“’—("—);”‘—(u) c D), (4.44)

on obtient le résultat voulu. (]

En vertu du lemme de monotonie précédent, la démonstration de 'unicité trajecto-
rielle pour 1’équation (1.1) est rapidement ramenée au cas des équations différentielles
stochastiques classiques et ne pose donc aucun probleme.

Théoréme 4.2 (Théoréme d’unicité) : Pour tout opérateur mazimal monotone multi-
voque A de R?, tout zo € D(A), toutes applications b, o satisfaisant a (8.80), ’équation
différentielle stochastique multivoque (1.1) posséde la propriété d’unicité trajectorielle.




95

Démonstration. Soient (X, K) et (X', K’) deux solutions faibles de I’équation diffé-
rentielle stochastique multivoque (1.1) sur le méme espace probabilisé filtré

(2, F,{F:},P), par rapport au méme mouvement brownien W = {W;, F; 0<t < oo}
et de méme condition initiale. On pose :

S, = inf{t>0 : | Xy| + | X}| >p}, p €N (4.45)

Alors S, est un {F;}-temps d’arrét pour tout p€ N* et S, T coquandp T oo  P-p.s..
D’aprés la formule d’It6, on a :
12 tASp 1 1
Xins, = Xins, P = 2 [ (H(X,) = B(X0), X, - Xl)ds

S’(a(x,) —o(X!), X, — X')dW,

tA.
+2 /
0

S,

(

X, - X', dK, — dK')
&SP 1 "n*
+ [t [{o(X) - (XD} o(X) - o(X)Y] ds.
Grace au lemme de monotonie (lemme 4.1), la mesure :
<X, - X., dK, — dK' > (4.46)
est P-p.s. positive sur R*, d’ot :
! 2 tASP U U
Xins, = Xins, ! < 2 [ (6(X,) = B(X)), X, = Xi)ds
tAS,
+2 [ (o(X,) - o(X2), X, - X1)dW,
thS,
+ [T [{o(X) - o (XDHo(X) - o (X)) ds,

puis, en utilisant ’hypothése (3.30) :

tASp
E|Xins, — Xips,|? < CE /0 X, — X'|?ds
t
< C /0 ElXuns, — Xins, [%ds,

d’olt E|X¢as, — X,',\spl2 = 0 par le lemme de Gronwall puis, par le lemme de Fatou,
E|X;— X/[>=0donc X = X', K = K'. (]

5 Démonstration de ’existence

On se propose de démontrer I’existence d’une solution forte pour (1.1) en construi-
sant la loi de la solution comme limite au sens de la convergence étroite d'une suite de
lois approchées.
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5.1 Topologie de Meyer-Zheng et changement de temps
5.1.1 Topologie de Meyer-Zheng

Dans [10], P.A. Meyer et W.A. Zheng munissent I’espace des trajectoires cadlig
de la topologie de la convergence en mesure (beaucoup plus faible que la topologie
de Skorohod) afin d’obtenir des critéres de compacité en loi pour les processus plus
commodes que les critéres usuels (Aldous, ...). On utilisera ici les résultats de P.A.
Meyer et W.A. Zheng uniquement dans le cas particulier des processus croissants.
Pour les résultats donnés sans démonstration, on renvoie systématiquement le lecteur
a [10].

Notation. On note D I’ensemble des trajectoires cadlag sur [0; +oo[ a valeurs dans R.

Définition 5.1 On appelle pseudo-topologie sur D la topologie de la convergence en
mesure pour la mesure de Lebesgue sur RY.

Convention. On supposera systématiquement dans toute la suite que 1’espace D est
muni de la pseudo-topologie.

Le théoreme suivant donne un critére de compacité en loi pour une suite de proces-
sus cadlag croissants lorsque I'on munit I’espace des trajectoires cidlag de la pseudo-
topologie.

Théoréme 5.2 Soit (), cn+ une suite de processus croissants, cadldg, 0((,") =0,
définis sur un espace probabilisé (2, F,P). On suppose que pour tout t € [0;+o00] il
eziste une constante C(t) finie telle que

sup E(@S“’) <C(t). (5.47)
neN*

Alors (0™),cn+ est tendue sur D.

5.1.2 Convergence uniforme et changement de temps : un résultat déter-
ministe

Dans [7], T. Kurtz montre que pour les processus, la convergence en loi pour la
topologie de Meyer-Zheng implique & un changement de temps prés la convergence en
loi pour la topologie uniforme. De plus, T. Kurtz donne des conditions suffisantes pour
que la convergence au sens Meyer-Zheng implique la convergence uniforme. On utilisera
plus loin cette idée de changement de temps pour “tranformer” une convergence au sens
Meyer-Zheng en une convergence uniforme (voir le changement de temps effectué a la
section suivante) ; pour I'instant, on reprend de fagon déterministe ’'une des conditions
suffisantes de T. Kurtz mentionnées précédemment. Plus précisément, on donne une
condition (nécessaire et) suffisante pour avoir la convergence uniforme d’une suite de
fonctions continues d-dimensionnelles (z,),en+ dans le cas ou il existe une suite de
changements de temps (0,),en+ convergeant p.p. (pour la mesure de Lebesgue) telle
que la suite des “changées de temps” (yn(.) = Za(0n(.)))nen converge uniformément.

Théoréme 5.3 Soit d € N*. On se donne (z,),en+ dans C([0;+00[;R%) et (6n)nen
dans C([0; +oo[;R) avec 0, strictement croissant, 0,(0) = 0, 0,(c0) = oo pour tout
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n € N*. On pose pour tout n € N* 1, = (0,)7" et yn(t) = Za(Ta(t)). On suppose qu’il
eziste y € C([0; +00[;R?), 7 € C([0; +00o[; R) et 6 € D telles que :
(yn’ Tn, oﬂ) — (ya T, 0) dans C([O; +OO[; Rd+l) X D- (5.48)

On peut alors définir z(t) = y(0(t)). Une condition (nécessaire et) suffisante pour
avoir la continuité de z et la convergence de (z,)nene vers z dans C([0; +oo[;R?) est :

{(s,t) € [0; +00[x[0; +00[ : 7(s) = 7(t)} C {(s,) € [0; +00[x[0; +00[ : y(s) = y(¢)}.
(5.49)

5.2 Approximation

Pour tout n € N¥, on considére I’équation différentielle stochastique classique (uni-
voque) :

{ dX{™ = b(XM)dt — Au(X)dt + (X)W, (5.50)

X(()") = 9

qui posséde une unique solution continue adaptée X sur (Q,F, {F},P) d’aprés le
caractére Lipschitz des A, (voir proposition 2.14) et I'hypothése (3.30) faite sur b et o.

Notations. Pour n € N*, on définit les processus suivants sur (2, F,P) :

T,

t
o = [ 1A+ 70 = (@)1 (5.51)
™ _ [ Ny - M® — [F o x® .
™ = [ Au(xXE)du; M [ ox®aw, ; (5.52)
Y = XG5 HY = K. (5:53)

Te

5.3 Tension

Dans le cas ou A est le sous-différentiel de la fonction indicatrice d’un convexe fermé
d’intérieur non vide D, J.L. Menaldi [9] montre qu’il existe a € R%, v > 0 (ne dépendant
que de D) tels que pour tous n € N*, z € R? :

((0Ip)a(2), 2 — a) > 7|(0Ip)a(=)] - (5-54)
On va maintenant montrer une inégalité qui généralise celle obtenue par J.L. Menaldi

dans le cas de la fonction indicatrice d’un convexe fermé et qui sera fondamentale pour
obtenir la tension au sens Meyer-Zheng de la suite des processus X(® associés aux A,.

Lemme 5.4 Il eziste a € R?, v > 0, >0 (ne dépendant que de A) tels que pour tous
neN,zeR?:

(An(2), 2 — a) 2 7| An(z)| — plz —a] — yp. (5.55)
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Démonstration. D’aprés ’hypothese 3.27, il existe a € Int(D(A)). Soit 7 > 0 tel que
B(a,v) C Int(D(A)). On pose :

p = max{|y| : y € A(z), z € B(a,7)}. (5.56)

D’apres la proposition 2.12,0n a0 s < o0. Soient n € N*, z € R?. L’inégalité (5.55)
est triviale si A,(z) = 0; supposons donc A,(z) # 0. D’aprés la monotonie de A,, on
a pour tout 2 € R?:

(An(z) — An(2), z—2) 2 0. (5.57)
Aq(2)
|An(z)|
(An(z), z —a) 2> 9]An(2)] + (An(2), = - 2)

2 7|An(z)| — ple = 2|
2 |An(z)| — plz —a| - pv.

En appliquant (5.57) avec z = a+ 7
et (5.56):

, on obtient en utilisant la proposition 2.14

|
Afin d’obtenir la convergence en loi de la suite (X (™), ¢+, on va maintenant montrer
un résultat de tension.

Proposition 5.5 La suite (("), H®), M), W, Y™ 0() ne est tendue sur I’espace
C([0; +00[; R*+!) x D.

Démonstration. La tension de (7™, H", M®) W, Y ") s’obtient facilement en uti-
lisant le critére d’Aldous (voir [5]) et en remarquant que pour 0<s<t < oo, n € N*,
l’on a:

Ir™ — ™| < |t — s, (5.58)
et (en effectuant le changement de variable u = 7{")

(™
Ijvﬁ"’ A,.(X’(‘n))du|

t A (Y.
[ &
[ 1A

| AV +1

t_s|7

|H™ — H)|

N

C’est-a-dire :
[H™ — H®| < |t —s|. (5.59)
Montrons la tension de (6(™) grace au critere du théoreme 5.2. On pose :
S™ = inf{t20 : |XI|>p}; peEN" neN. (5.60)

Alors S,(,") est un {F;}—temps d’arrét pour tous p € N*,n € N* et S‘(,") 1 oo quand
p T oo. D’aprés la formule d’It6 appliquée a Xt(:;(,,) —a (ol a est donné par le lemme
P
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5.4) et  — 1|z|?, on a pour tous n € N*, 0<s<t < 00 :
g el = Y-l
+ / (b(X(“)) X™ — a)du
/\
+ [ & a(x<">) XM — a)dW,
- > p (X{), X — a)du
+ 3 / tr(aa (X™))du,
puis en utilisant 1'inégalité élémentaire
12,,1,
z.y < < 3% + 35 Vz,y € R, (5.61)

Phypothése (3.30) et le lemme 5.4 :

IXD —al? < oo —aL|2 +Ct+C / |X,([‘) — afdu
+ / a(X'(,")),X'(,") —a)dW, + pnt
s/\S(")
_ (n) b (n) _
y / ' An(XE)du 4+ [ X - alau.

En utilisant I’hypothése (3.30), I'inégalité de Davis et 1'inégalité (5.61), on peut écrire
snsg tASt™
E [ sup / (o (XM), XM a>dw.,] < CE|( / X a|4du)%] + ot
0<aKt V0 0

< iE| sup |X s(,,)—alz] + Cts
0<s<t

S( n)
+CE /0 IX™ — af?du,

d’ol, en revenant & 1’équation précédente :

t
E | sup IX(") —a|2] <C(t+1) + C’/ ( sup |X( ™) )—a|2) du. (5.62)
ogsgt N 0 ogvy VA

En particulier par le lemme de Gronwall :

E [ sup lX( )iy — a|2] < C(t + 1), (5.63)
ogst A

puis par le lemme de Beppo-Levi :

E [ sup | X —a|2] <C, (5.64)
0s<t
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et en revenant a I’inégalité de dépa.rt, utilisant (5.63) :

E j |A,,(x<"> )ldu < C(t), (5.65)
puis appliquant de nouveau le lemme de Beppo-Levi :
t
E /0 |An(X)du < C(2), (5.66)
et a fortiori :
sup E(6Y) < C(t) < oo, 0<t < 0. (5.67)
neN*®

L’estimation uniforme (5.67) et le théoréme 5.2 permettent d’affirmer que la suite
(6™), N est tendue sur D, ol D est muni de la pseudo-topologie. [ |

5.4 Convergence et réalisation

On note L,,,n € N*, la loi de (r®, H®™, M® W, Y™ 6() sur C([0; +oo[; R***!) x D.
Puisque C([0; +0o[; R**!) x D est un espace métrique séparable, d’aprés le théoréme
de Prokhorov et la proposition 5.5, il existe une sous-suite (nx) et une probabilité L
sur Pespace C([0; +oo[; R**?) x D telles que :

L, — L. (5.68)

k—00

Pour alléger la présenta.tion on supposera que toute la suite (L ) e+ converge vers L
quand n ] 0o. D’aprés le théoréme de réalisation de Skorohod, il existe un espace pro-
babilisé (2, F, P) sur lequel sont définies des variables aléatoires (™), HE) M) Wim),

Y, gin ))neN‘ (#,H,M,W,Y ) & valeurs dans C([0; +oo; R**!) x D telles que pour
tout n € N*

(00, AO) B0 W, Y G0y o (200 ) (), y ) glm)) (5.69)

poaMWIS (5.70)

et on a la convergence P—p.s. sur C([0; +oof;R**) x D :

(), H™ @) W 7 G0y s (7, H,M,W,Y,0). (5.71)
n—+0o0
Notations. Pour n € N*, on définit les processus suivants sur (Q,f: , f’) :

XM = Ym i X = Y5 KD = a("> i K = B . (5.72)

5.5 Convergence uniforme de la suite des approximants

On va appliquer les résultats du théoreéme 5.3 pour obtenir la convergence de la suite
(X ("), N+ vers X P-ps. dans C([0;+0o[;R?) ; on devra donc montrer le résultat
suivant

Théoréme 5.6 Il eziste (o € .7-' ]P(Qo) 1 tel que pour tout & € Qo, s’il existe
0<s<t < 00 vérifiant (@) = #() alors ¥, (&) = Yi(&).
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Démonstration. Ce théoréme va étre démontré en plusieurs propositions.

Proposition 5.7 P (X, € D(A); 0t < oo) = 1.

Démonstration. Puisque X est un processus cadlag, il suffit de prouver que

P (Xt € D(A)) = 1 pour tout 0Kt < oo. Supposons au contraire qu’il existe 0 < o <
00, By € .7-' tels que P(Bo) >0 et Xy () ¢ D(A) pour tout & € Bo

Comme X est continu a droite, il existe § > 0, B, € F tels que P(B;) > 0 et X,(&) ¢
D(A) pour tout & € By, t € [to;to + 6). D’aprés (5.66) et I'égalité en loi (5.69), on a
pour tout n € N* :

to+6 -
E["7 (XM <, (5.73)
to

et, a fortiori par le lemme de Fatou :
to+5 " N
/B / lim|A.(X™)|dudP < C, (5.74)
1 Jto

ce qui est impossible car LmIA,.(X,S"))I = +oo sur B, x [to; to+ 6] d’apres la proposition
2.14. u
On aura besoin dans la suite du lemme déterministe suivant :

Lemme 5.8 Soient :

o (k™),, une suite de fonctions k™ : [0; +oo[— R% d € N*, continues, ¢ variation
finie, telles que :

(i) sup [K™|; < ct) < o0, 0<t<oo ;

(i) k(™) —_ k dans C([0; +oo[;R?) ;

o f("))n une smte de fonctions f(") : [0; 4-00[— R? continues telles que :

(iii) f — f dans C([0; +oo[; R?) ;

Alors k a varzatzon finie et, pour tous 0<s<t < o0, on a :

/ (1) (), Ak (w)) ——> / u), dk(u)) . (5.75)

Proposition 5.9 Il eziste ; € F, P(Ql) = 1 tel que pour tout & € §y, s’il existe
0<s<t < oo tels que 7, = 7; alors pour tout z € D(A) :

LN a
[ (% —zdity >o0. (5.76)

Démonstration. Soit Ql le sous-ensemble de ) de P—probablhte 1 sur lequel a lieu la

convergence p.s. (5.71). Il suffit de prouver (5.76) pour z € D(A). D’aprés la monotonie
de A,, on peut écrire pour tout n € N* :

(n
/ o (X — 2, dK — An(z)du) > 0, (5.77)

puis en faisant le changement de variable u = #(", en utilisant (5.72) et 6™ = (7)1

t . ~ t .
[0 =2, di®y > [0 - 2, Au@)ai®. (5.78)
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II suffit alors de passer a la limite quand n tend vers l'infini dans (5.78) en utilisant la
convergence (5.71), le lemme 5.8, ’estimation (5.59) pour le membre de gauche et en
ce qui concerne le membre de droite :

LN
| [ = 2, A@nai?

< . sup 9] + lal). I4°(@)]- 47 — #09)
0<ug

QA R u—

si 7, = 74, grace & la convergence (5.71). u
Proposition 5.10 Il existe 2, € F, P(Qg) = 1 tel que pour tout & € Qg, s’il eziste
0<s<t < 00 vérifiant 7,(0) = 74(&) alors Yi(&) — Y, (&) = H,() — Hy(&).

Démonstration. On note () le sous-ensemble de ) de P-probabilité 1 sur lequel est
vérifiée ’équation différentielle stochastique

dX" = y(XM)dt + o(XM)aW™ — dk™, (5.79)
et on pose . . .
Q= 0 n( n. Q). (5.80)

Alors P(§);) = 1 et sur £, on a pour tous n € N*, 0<s <t < o0 :

( )
O - = [, WA + / RPN — (B~ )
(")

= / bR + (MG - M$h) — (B - AP).

En utilisant la convergence (5.71) et ’hypothése (3.30), on obtient
(")

< / B(X™)|du

<

G0 - 0. up_ (14150
0<u<1"(
C(H —4{9). sup (1+17)

C(’ft(") - T‘(")),

donc si 7y = 7, alors on a la convergence

('l)
| / o) HEM)du

N

N

/ - b(X(")) u — 0. (5.81)
D’apres la convergence (5.71), on a clairement
MGY M) —— My~ s, (5.82)
d’oun, si ¥, = 7y, alors
M‘I"> - MGy — 0. (5.83)

Finalement, grice aux convergences (5.71), (5.81), (5.83), on peut conclure en passant
4 la limite quand n tend vers l'infini dans 1’équation vérifiée par Y™ que sur ), si 'on
a Ty = T, alors nécessairement Yt Y H Ht [ |



Proposition 5.11 P (f’, € D(A);0<t < oo) = 1.

Démonstration. Puisque Y est un processus continu, il suffit de prouver f’()",
D(A)) 1 pour tout 0t < oo. Supposons au contraire qu ’il existe 0 < tp < oo,
B e F tels que P(B) > 0 et Y., () ¢ D(A) pour tout & € B. On pose :

S = sup{0<u<to : ¥, € D(A)}. (5.84)

Comme Yo = zo € D(A)it_ ue Y est un processus continu, la variable aléatoire Ys
prend ses valeurs dans D(A)P—ps.. D’apres la proposntlon 5.7, on a nécessairement
fs = Ty SUT B puisque Y, ¢ D(A) pour s €]S;to) et & € B. Apphquant la proposition
5.9 sur {}; N B (qui est de probabilité non nulle) entre S et to, on peut écrire :

%'ﬁo - ?Slz leto Hslz

/s (., - Hs,dI1,)

- /S (Vi — Vs, diL,)
<0,

d’ou f’,o = Y&, ce qui est impossible sur B. [}

Posons : o = {1, Ny N {¥ € D(A) ) 0<t < 00}. On sait que P(() = 1 d’apres les
étapes précédentes. De plus sur Qo, si T, = 7 alors :

N AL %lff H,?
= / (A, - H,,dI1,)
=~ [ %Y., diL)
<0,
d’ou K = f’t Ceci termine la démonstration du théoréme 5.6. [ ]|

En appliquant ]P—p s. le théoréme 5.3 & X, o) Yy pn), X, 0, Y, # d’une part,
et & K, 6™, H ™, +(, K, b, H 7 d’autre part on obtient grace au théoréme 5.6,
la convergence PP-p.s. suivante

(X, k™) — (X,K) dans C([0; +oo[; R%). (5.85)

n—o0

5.6 Passage i la limite dans EDSM%(A,;b;0;x0)

On va montrer dans la suite que (X K ) est solution de EDSM "(A b; o; o) sur I’espace
probabilisé (Q F, P) et par rapport au mouvement brownien W. La proposition sui-
vante donne un premier résultat dans ce sens :

Proposition 5.12 Le processus X est solution de Iéquation différentielle stochastique

dX, = b(X;)dt + o(X)dW; — dK,. (5.86)
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Démonstration. Il suffit de passer & la limite quand n tend vers ’infini dans
dX{" = Y XMt + (X)W — dkP, (5.87)

grace a la convergence (5.85) (pour I'intégrale stochastique, on pourra utiliser la tech-
nique classique d’approximation par des intégrales de Riemann-Stieltjes). |

Pour pouvoir affirmer que (X JK ) est solution de EDSM 4(A; ;05 20), il reste &
montrer la condition |4 | du probléme. On va pour cela passer a la limite quand n tend
vers l'infini dans 1’analogue de cette condition au rang n via le lemme 5.8.

Proposition 5.13 Pour tout couple de processus (&, 3) continus, adaptés, définis sur
(92, F,P), é valeurs dans R%, vérifiant :

(6w, B) € Gr(A), Vu € [0; +oof, (5.88)
la mesure . . X
(Xu = G, dK, — Budu) (5.89)

est positive sur RY.

Démonstration. Etape 1 : soient & processus continu, adapté, défini sur (fl, A,l’i’), a
valeurs dans D(A), et 0<s<t. On suppose que & vérifie :

/ "lAE)ldu < oo (5.90)
On se propose de montrer :
/ (R — &, dRy — A(EL)du) > 0. (5.91)
On sait d’aprés la monotonie des A, que pour tout n € N*
/ (RO — &, dR — Ay(&L)du) > 0. (5.92)

De la convergence (5.71) et de la croissance des (™, on déduit
M @) < C(t, o). (5.93)
D’apreés (5.59), (5.72) et (5.93), on peut écrire
IK®] < [H®) g <6 < C(2,0), (5.94)
d’oli Pestimation uniforme
KW (@) < C(t, @), Vn e N*. (5.95)

D’apres la convergence (5.85), I'estimation (5.95) et le lemme 5.8, on a la conver-
gence

t . N t . N
/ (X™ — a1 dk™y —, / (X, —&.,dR.). (5.96)

n—+00
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D’autre part, en utilisant la proposition 2.14, la convergence (5.85), la majoration
(5.90), et le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on obtient :

t L t .
/ (X0 &, Ay(@)du) — [ (Ru — &, A°(&,)du). (5.97)

n—oo

On conclut donc que (5.91) est vérifiée en passant & la limite dans (5.92) via les con-
vergences obtenues ci-dessus.

I:)tape 2 : on considére un couple (&, 3) de processus continus, adaptés, définis sur
(9, F,P), a valeurs dans R?, vérifiant :

(&w,Bu) € Gr(A), Yu € [0; 4-00]. (5.98)

D’apres 1’étape 1, on sait que pour tout processus & continu, adapté, défini sur (ﬂ, F, i’),
a valeurs dans D(A) et vérifiant (5.90) : on a :

t . a
/ (X, — &, dK, — A°(&.)du) > 0, (5.99)
t ~
/‘ (G — &, Budu — A°(&.)du) > 0. (5.100)
Pour p € N* prenons :
Xu + ay
& = J,,( ;O‘ ) (5.101)

Alors o est un processus continu, adapté, défini sur (Q,]:' s f’), 4 valeurs dans D(A) et
vérifiant (5.90) car :

t o ¢ Xt é
[1av@ldu < [ 14(Z22)ldu < +oo, (5.102)

d’apres Ap(z) € A(Jp(z)) pour tout z dans R* (proposition 2.14 (iv)) et le fait que
A°(&},) est par définition I’élément de norme minimale de A(&,). En appliquant (5.99)
et (5.100) avec &', on peut écrire :

t . X, + éu .

/ (x,, - J,,( ;"" ) i, - A°(a;)du> >0, (5.103)
t a Xu ‘u A a

/ <a., - J,(—%), Budu — A°(a;)du> >0, (5.104)

d’oli, en ajoutant et retranchant (X, + &,)/2 dans le premier terme de chacun des
produits scalaires :

t Xu - Au 1 XAu Au 7
/ < ey ;AP( ;”’ ) Ak, — A°(a;)du> >0, (5.105)

a

t /& - Xu 1 Xu u b}
/ (% 4 A,,( ; & ) Budu — A°(a;)du> >0, (5.106)
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puis en sommant les équations ainsi obtenues :

t] . R ~ - 2t Xu'f'd'u Xu+du
Lz, - - > = e\
/‘2()(., by , dKy — By du) > p/, <A( 2 >’AA (JP( 2 ))d">
+

or :

donc :

t Xu Au XA"“ ‘u ‘
/ < A,,(—;9—> , A°(J,,( '2“" ))du> >0 (5.108)

par définition de A°, d’ou :

tl, . N o A t Xu Au Xu Au 2 A
[ 5=, dku=podn) > ~ [ <—;—°‘ - J,(%) , di. +ﬂ.,du>.
(5.109)
On passe ensuite a la limite quand p — 400 dans I’équation précédente d’apres la
convergence
Jo(x) = Projprzy (%) (5.110)

rappelée dans la proposition 2.13, et, grice & la convexité de D(A) donnée par la
proposition 2.9 :

L% ¢ DAy, (5.111)

on obtient le résultat voulu aprés application du théoréme de convergence dominée
de Lebesgue via le caractere contractant de J,. Ceci termine la démonstration de la
proposition 5.13. |

Globalement, on peut donc affirmer que (X JK ) est une solution faible du probléme
EDSM?(A;b;0;30). Par conséquent on a bien montré un résultat d’existence faible
pour I’équation différentielle stochastique multivoque (1.1) d’ot le théoréme 3.1 d’exis-
tence et d’unicité fortes pour (1.1) d’aprés le théoréme d’unicité trajectorielle pour
(1.1) (voir théoréme 4.2) et le théoréme de Yamada-Watanabe.

* * %

Note : cet article est un résumé d’une partie des résultats obtenus par ’auteur dans
sa thése [4] : on renvoie le lecteur & [4] pour une rédaction plus détaillée et/ou pour
d’éventuels compléments sur le sujet.
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