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Moyennes mobiles et semimartingales

T. Jeulin(1) et M. Yor(2)

(i) UFR de Mathématiques et URA 1321, Université Parts 7, Tour 43-33,

étage. 2, place Jussieu, 7323~ Paris Cédex 05.

(2) Laboratoire de Probabilités, Université P. et M. Curie. Tour 56,

étage. 4, place Jussieu. 75252 Parts Cédex 05.

Soit un mouvement brownien réel, issu de 0. On a étudié en [JY] le

processus défini pour t ~ 0 par :

~i ~ - J~ S ~ X ds; ;
on a vu en particulier que :

* T(X) est un mouvement brownien réel ; ;

* pour tout t > 0, la tribu r{T(X) j 1 s ~ t} coïncide, aux ensembles négligea-
bles près, avec celle du pont brownien de longueur t, défini pour u ~ t par ;

X~ ~ B, " ~ conséquence, pour tout t ~ 0, r{T(X) j 1 t} est indé-

pendante de r{X j [ s ~ t}. 
,

* la transformation Test ergodique sur l’espace de Wiener.

On peut aussi écrire : : T(X)t = Xt - t01 2s0 dXv ds = t0 (1 - Logtv) dXv, ce

qui incite à introduire :

4l s p : ]1,~[ ~ R, fonction mesurable telle que : 0  f du  0153}M = {03C1 : ]1,~[ ~ R, fonction mesurable telle que : 0  10 03C12(1 u) du ~}
et à étudier pour p ~ jM le processus Il 

.

On peut chercher, par exemple :
- à quelles conditions R est une semi-martingale dans la filtration de X ou

dans sa filtration propre ?
- Quelle est la famille des fonctions p de 4l pour lesquelles R est un mou-
vement brownien et quelles sont dans ce cas les propriétés de la transforma-
tion X 2014> R ?

De fait, on voit aisément que le processus 6 défini pour T ~ R par :

R 
T expï

est un processus gaussien stationnaire (plus précisément une moyenne mobile) ;
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l’étude proposée plus haut traite donc, en fait, de processus gaussiens sta-

tionnaires pour lesquels une importante littérature existe; on apporte ici

des compléments aux travaux de JAIN-MONRAD [JMo), EMERY [E1, STRICKER [S1. 0n
retrouve ainsi, avec une démonstration différente, le résultat suivant qui

figure dans KNIGHT (IKn] théorème 6.5) :

R est une x-semi-martingale si et seulement si it existe c E R et 4 E Ai tels

que: p = c + 1 1 4 4(y.) d ; cX est alors la partie martingale de R, tandi.s

que sa partie à variation f inie est 0 . û 0 u q, S dX ‘ du.

Le passage par les processus gaussiens stationnaires permet en outre de

donner un autre éclairage à certains résultats de IJYI.

Conventions : : soit J un intervalle de R et (Z ) r rEJ un processus mesurable

défini sur l’espace probabilisé [complet] (R,~,P) ;
Z = (Zr)r~J désigne la filtration engendrée par Z :

r =o~{Z~ 1 ,

où H est la f amille des ensembles P-négligeables de d.

Pour L = (Lt)t~0 processus indexé par R+, est le processus déf ini sur R par

= e
-03C4/2

L
i expz

1) Quelques réécritures.

Soit X = (Xt)t~0 un mouvement brownien; est le processus d’Ornstein-

Uhlenbeck associé à X : remarquons que, pour z, P E R,

E[03C4 03C3] = exp-1 2|03C4 - 03C3 | = 2 03C0 Rei03B3(03C4-03C3) 1 1+403B32 d03B3;
X est gaussien stationnaire; sa mesure spectrale 71o a pour densité 2 03C0 1 1 + 403B32
par rapport à la mesure de Lebesgue a sur R.

03C4 - 1 2003C4s 
ds si 03C4 ~ 0

Z 2 t

Soit aussi ~ i = t t ’
03C4 03C4 + 1 2

03C40 s ds si 03C4 ~ 0

~ est un mouvement brownien (indexé par R) (ses accroissements sont gaussiens,

centrés, indépendants, E[(03B203C4 - 03B203C3)2] = |03C4 - 03C3|) et 03B20 = 0 = X1) ;
pour., de classe Cl, à support compact dans 

~0 03C6(s) dX = - ~0 03C6’(s) Xs ds = - R d d03C4 (03C6(e03C4) e03C4/2 03C4 d03C4
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- R tdXT + i Xs di) ~ R 
où ~I est l’isométrie de L2(R ,7~] sur définie par :

,

= qvte?) ;
on notera que X03C4 coïncide avec la tribu 1 y s z s T}.

Dans la suite, on identifiera (isométriquement) l’espace gaussien de X et

) en identifiant XT et la fonction y ~ ei03B303C4 1 .

Pour 03C6 E L2(R+,ds), 0 03C6(s) dXs sera donc identifié avec u03C6

(pour ~ E L2(R,~), ~ désigne la transformée de Fourier de ~ ; on notera aussi

T la fonction 1 --~ es(~) = 

Soit p E M et, pour t z 0, 0 p s dXs ; on a :
T = e-ii2 R exp03C4 = e-ti2 R e03C3/2 P( 1 {0’  T} d03B203C3 ’ 

.

R est donc la moyenne mobile adaptée T ~ l 
’1’ 

~ (T - 03C3)d03B203C3 où :
- ~ 

P

~p(s) - 1tT > ~~ é 
ii2 

(~ P E 

R est gaussien stationnaire, de fonction de covariance:

RiJ = r rIp(t-vJ ~03C1(03C3-03C5) dv = ~0 ~P (v) n dv (03C3 s T)

- (2n) 1 R | P (03C5)|2 ei03C5(03C4-03C3) dv ;

la mesure spectrale de R est la mesure de densité (2n) 
1 |(03C5)| 2 

par rapport
P

à la mesure de Lebesgue a sur R ; on a donc:

Lemme I : Soit p E Ai et ) = 1{03C4 > 0} e 
-03C4/2 p(es) ; ; alors p appartient à Mb

si et seulement si :

(; + y2) ~ ~ P t r ) ( 2 = 1 

Si on utilise l’identification à L2(R,a), R s’identifie à ~ e .
t _ P r

Soit t > 0 ; l’étude de la tribu Rt ou de l’espace gaussien engendré par

{R=}:st revient, avec T = Logt, à la recherche du sous-espace fermé de L2(IR,03BB)
engendré par {7 ~ 03C1(y) expi03B303C3 ; 03C3 s T}, ce qui motive les quelques rappels
suivants; les résultats énoncés sont essentiellement dûs à Paley et Wiener

(PW] ou à Beurling [B] ; on en trouvera aussi des démonstrations dans le livre
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de Dym et McKean [DMK] qui a fortement inspiré ce travail (le lien avec les

processus stationnaires remonte à Karhunen [Ka1) :

* la classe de Hardy H2 est l’ensemble des fonctions H analytiques dans le

demi-plan supérieur C+ _ {~ E C ( 3m(~) > 0~ et telles que

sup>0 R |H(a+i) |2 da  ~ ;

H appartient à H2 si et seulement si
+

= h(t) dt où h E (~ E C+) ;
R

on a alors : = h(a) A da p.s. et dans ;

2 
A

dans la suite, pour h E nulle p.s. sur 1-oo,Of , on notera encore h la

fonction de H2 : ~ E C --~ J e~ h(t) dt ; si h n’est pas triviale, (h~ a la
+ + 

R

propriété caractéristique: 
+ 

l Log|()| d > -..P 
R 1+~’2

* H E H2 (H = h1 est dite extérieure si H il 0 et vérifie en un (ou tout) point
+

a + de C : I = b 03C0 l Log|| () da
+ n 

R (~ - a)2 + ~2

Par exemple, la fonction 1 (x) = 1 1 est extérieure.

2

* Une fonction G analytique sur C+ est dite intérieure si |G| ~ 1 sur C 
+ 

et si

Go+(a) ~ est da p.s. de module 1.

* Toute H de H2 s’écrit (de façon unique à une constante multiplicative de

module 1 près) comme produit E x G où E E H2 est extérieure et G est intérieu-+

re ; avec H = h, le sous espace fermé de engendré par {eT t z 0}

coïncide avec Go+ HZ ; une expression explicite de E est:

E() = exp(-i 03C0 J 1= - ,x 
R ~ ~ 1+~’

On notera que pour h E L2(R,a), à valeurs réelles, on a la condition de réali-

té : () = (-) ; "la" partie intérieure et "la" partie extérieure de h

seront choisies de manière à vérif ier la même propriété (elles sont alors

déf inies à la multiplication par t 1 près).

Pour K E M, GK est un facteur intérieur de 03BA avec = G03BA(-) ( E C+) ’

si p E M, on prendra G - 03C1 1 et si on utilise l’identification de l’espace
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gaussien de X à LZ(R,71), ~0 03C6(t) dRt s’identifie à GP .
Remarque: : Pour, de classe Cl, à support compact dans j0,oo[, et K E At,

- ~0 03C6’(s) K 
s 
ds s’identifie dans L2(R,JI) à 7 ~ (1 2 + i.r) (u03C6)^(03B3)k(03B3)

o~ m

L’application 03C6 ~ 0 dKs ~ - 0 yv’(s) Kf ds se prolonge par continuité

aux de LZ(R +, 03BB) telles q ue : R |(u03C6)^(03B3) Z ( 1 4 + 72 ) |k(03B3) 2 d03B3  ~

(on retrouve l’intégrale gaussienne classique).

Lemme 2 : Soit K E M ; soit 03BAe et pK les f onctions de Al telles que: 

(~) = exp -L n R 
1 

â +-~~ ~ 1 + dr é2 ~ ’~ PK _ ~ ~ x -e . ~nlCe 1( 
R ’1 - ~ 1 + 12 PIC 1 K

Soit our t > 0 K ~ t K t dX et Y(03BA)t = t t dXs ; Y(03BA) est un mouve-

ment brownien engendrant la même f iltration que K et Kt = t0 03BAe(t s) s dY(03BA)s.

Démonstration:
n

. PK ..

On notera que r K est un facteur extérieur de r K et que est intérieure;

comme 1 PK 1 = | 1| a-p. s., est un mouvement brownien (lemme 1 ) ;

si on identifie X et 1 e (T E R) dans L2(R,a), K s’identifie à 03BA e ; i

0 dY(03BA)s s’identifie à G03C103BA (u03C6) (y) (03C6 E 

K T

e - T/2 e K -e 1 ’L dY (K) s ,... identif ie à G è Tn r (e03C4)}
^ 

= e = 03BA e .

En outre, l’espace gaussien engendré par 1 03C3 s 0} (resp. par ( 03C3 s 0)

s’identifie au sous espace fermé de engendré par {
03BA e03C3| 1 03C3 s 0} (resp.

par {
PK 

1 e s Oi) ; i 03BA et 03C103BA 
PK 

ont même facteur intérieur G ; ces deux

espaces coïncident donc avec G03C103BA H2 ; d’où l’égalité des filtrations de Y(03BA)

et de K []

Si 1 et GK il -1, G03BA R2 ç H2- , G03BA H2 * RZ ; en conséquence, pour t E R;,
la tribu Rt est contenue strictement dans xt. .

Plus précisément, pour 03C6, 03C8 e LZ(R ,dt), E yr(t) x ~0 03C8(t) dXt = 0
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équivaut à : R (r) (2typ) (r) GK(7) dy = 0 ; par suite:

Lemme 3 : : Pour 03C6 E L2([O,l],a), 10 03C6(t) dY(03BA)t est indépendante de R1 si 
A

est orthogonale à GK H2 .

Par contre, comme |G03BA| = 1, on a G03BA L2 = L2 et s a 0) = , s z 0) ;

Lemme 4 :

I1 Soit X Ie mouvement brownien obtenu à partir de X par fnversion du temps: :

_ X 
t 
= t X 

iit 
(t > 0) ; pour E L2(R 

, 
,dt], ~0 (t) dX 

t 
= 0 00 dX t g est

l’isométrie (involutive) de L2(R ,dt) :

~ : H(t) = 0 i t 1 t 1 ;

on a : {(ug))^ (03B3) = (U03C6)^ (y) .

2] Soit p ~ Mb et Rt = t i) Xt = 0 p s dR:.
ffj Avec p(z) $ 

0 
p û du - Z p(z) (p = 0 sur ]-ao,l[], on a :

Xt = p(1) Rt + p t dRu;
en particulier E[X t |Rt] = p(1) Rt et Xt est indépendant de Rt sf et seulement
si p(1) = 0 ; une condition équivalente est :

= 0 et 03B3 ~ est un des "facteurs" de G03C1).

Démonstration:

1) Pour, de classe Cl à support compact sur R*+,

~003C6(s) dXs = - ~0Xs 03C6’(s) ds = - ~0X1/s s 03C6’(s) ds = - ~0 Xv 03C6’(1 v) v-3 dv

= ~0 (~s03C6’(1 v) v-3 dv) dXs = ~0 (s) dXs

(on a aussi e-03C4/2Xexp03C4 = correspond donc au retournement du

temps dans les intégrales "stochastiques" par rapport au mouvement brownien ~

introduit au début de ce paragraphe). Remarquons de plus que:
- "

e -v

= J o e-v/2 (e-V) = ev/2 I ~er/2 u(r) dr - u(-v)
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= 0-~ ex/2 u(x-v) dx - u(-v), d’où: {(ug)^ (03B3) = - (u)^ Cr>

(lue dans > correspond à la multiplication par une fonction à, véri-

fiant i fi = à(-y) et [à(y)) = 1, suivie d’une conjugaison, ou d’un retour-

nement du temps).

2) Soit D l’isométrie de ,X) définie par ~0 03C6(t) dR = ~0 D (p)(t) dX . .p + 

~ toP t

j(uoD 
p 

)(03C6)]^ = 15 
p 
(Uw) ̂, [(ugD 

p 
)(03C6)]^(03B3) = G 

p 
(Uw) x , d’où D 

p 
gD 

p 
= j ;

si W = t0 03C1(t s) dRs, on a : 

2

~0
03C6(t) 

dWt = ~0 D 03C103C6(t) dRt = ~0 (gD03C1 )03C6(t) dRt

= ~0 (D03C1gD03C1
)03C6(t) dX

t 
= ~0 g03C6(t) dX

t 
et W

t 
= Xt.

À = £ 03C1(a s) dR = ~0 $p(t) dR , , où p(s) = 03C1(a s) l {s~a) ;
&#x26; 

o ~S~ ’ 
o 

~ ~~~ ~~°~

g03C6(t) = dS - Î Pat> 
= itiila> a à-F Pat>1 + 1tila> a 1003C1(1 s)ds ;

Xb = &#x26;xi- = Rb 1003C1(1 s)ds + ~(b/t003C1(1 s)ds -  t 03C1( t)) dRt = pU) Rb + D

Remarques 5 :

1) La transformation T, obtenue pour p(c) * CI - Log«) 1 i»il’ correspond dans
, i

L2(R,03BB) à la multiplication par .

LY + Q

On notera, de façon générale, que pour iÎÎ processus gaussien stationnaire, le

processus W défini sur R 
+ 
par W 

t 
= iÎÎ 

Logt 
vérifie :

0+ 1 s [ W * ) ds converge p.s et T(W) a même loi que W.

2) Soit K : L2(R+ ,dt) ~ L2(R+ ,dt) l’isométrie : ~ Kf(t) = 
1 t (1 t) 

;

on a : (UOK)f(v) = = Uf(-v) ; $ = TOK.

3) Toute fonction intérieure G se factorise en

G(«) = c B(«) S(«),
avec [c[ = 1, k ~ 0,
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S(x) = exp . f ~~ + 1 
où p est une mesure (positive) singulière

R ~ " 

~1+~,2

telle que : : f  ao (S est la partie singulière de G) ; )

en an - ~ a - ~, ~n = 1 si |an| ~ 1, ~n = an an sinon 
.

n

(les (an) sont les zéros de G situés dans le demi-plan supérieur ouvert).

Pour p E Mb, ~03C1 étant réelle, 
03C1
(-u + i03B8) =

03C1 
(u + i03B8) (u E R, 03B8 > 0) ; ;

en conséquence : :

§

. l’ensemble des zéros de G P est invariant par --~ - ;

B se f actorise donc en B B correspondant aux zéros imaginaires purs : :

B1(~) = (n~D1,03B8n~1 ~ - l03B8n ~+l03B8n) (n~D1,03B8n>1) avec 03B8n > 0 et 03A3 n 1 + 03B82n  ~
(condition de convergence du produit pour m > 0) ; ;

B2(~) = 03A0(un + i03B8n - ~ un - i03B8n - ~  un - i03B8n + ~ un + i03B8n + ~)

(un > 0, 03B8 n > 0 et 03A3 un 1 + u2 + 03B82 
 ~);

2 n n

. S(a:) = + 2c 10, ooI ac 2 _ 1 03B32 
dF 
P ( y) où l ~ IR+ et

F est une mesure singulière symétrique telle 1 Z 
Si G est une fonction intérieure, on a vu en [CJ]-Proposition IV.6.3 que 1 - G

appartient à H2 si et seulement si 3m(a ) + p(R)  ao et

nE 
n 

G(~) = S(c) où B (E) = 03A0 n an - ~
On a alors 1 - G = et f IhI2(t) dt = 7 + 

2) Propriétés ergodiques.

Soit C = C(R ,R), muni de sa tribu borélienne ~ ; ~ est le processus des
+

coordonnées sur C, ~t = r~ ~ ( s s t} ; ; W est la mesure de Wiener sur (G,!?).

Pour p E Mb, on note E p l’application définie sur par

03BE ~ (t0 03C1(t u) d03BEu)t~0 ;

tri est invariante par E . .
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Remarque 6 : Pour p, K dans , 03BA = 03BA  ‘p = 039603C1o03BA où G03C1o03BA = G03C1 G03BA ;
en particulier, 

= E 
~n 

où G 
~n 

= (G 
P 

)".

Proposition 7 : Soit ;

i) la tribu ~ (n)-1() est W-triviale ;
n p 1

ii) en conséquence, la transformation E P est fortement mélangeante et donc

ergodique sur 

Démonstration : :

le point essentiel est i) ; ; on en déduit, par "scaling", que pour tout t z 0,

~ (n03C1)-1(t) est M-triviale ; ; comme -103C1(t) S Gt aux ensembles W-négligeables

près, on obtient (théorème de convergence des martingales inverses) : :

pour tout B E ~t, , M[B] ; ; d’où la propriété de mélange,
d’abord sur t puis le lemme 3, i) est conséquence de : :

~ (Gn03C1 H2-) = {0} ;

ce dernier point résulte de l’unicité (à des constantes multiplicatives près)
de la décomposition de 03C6 e H2+, 03C6 ~ 0, en un produit j x e est intérieure

et e extérieure a

Remarques 8 :

l) Soit /c > 0 : ~ = correspond à K = , (~, = ek > 1) et à la

transformation  t ("scaling").

iL) Soit et = s-1/2 s-iy Logm-1 (1 s) 1{s  1} ;

= 1 t 
(-~)m-1 e -iy~ ’ (ugm)^(03B3)= (y - 1, m ;

Si L désigne le polynôme de Laguerre, L («t) = Y C*’ (-1)" avec

T = Logt et my > 0, s (1 2+iy) L n[vLogt s] dX 
= 

s’identifie dans à : :

s 
1/2 

s -iy 
Ln [-2my Logt s) dXs s’ identif ie à -y)03C4 (i 03B3 - y) = r .

Si y est zéro de multipltcité h de G > 0), ia tribu

03C3{t0 s-1/2 s-iy logr-1s dXs ; 1 ~ r ~ h )
est indépendante de Rt :
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pour n  h, G (y) i 03B3 - 4 (03B3 - 4 03B3 - 4) n = i 03B3 - 4 G#() où G# est intérieure ; ; comme

- ~0e-iy~ei03B3~ d~, 03B3 ~ G (03B3) (i 03B3 - y) (03B3 - 4 03B3 - 4)n appartient à R2 et il

suffit d’appliquer le lemme 3. 

L’ensemble des fonctions {s -~ s±~ s ~~+n2) Logn n ~ ~0~ étant

total dans on retrouve l’ergodicité de E ; ; c’est la démarche

adoptée en [JY] pour montrer l’ergodicité de T.

iii) Indiquons une autre approche de l’ergodicité dans le cas singulier : :

Lemme 9 :

Soit v une mesure positive bornée, singulière, à support compact sur R et Nv
la fonction intérieure définie par --- 1 ~ - 03B6 d03BD(03B6) (mx > 0) ;

1) 1 - N v E ~i2 ; + ; plus précisément, si v(t) --- e dv(~),

--- - E 1 (-1)" ’ ’Y v = 

’w 1R et 1 - Nv 
= 

°

2) Si v = Ua (l > 0), alors: = 1{t>0} t t 
1/2 

où Jl
désigne la fonction de Bessel d’ordre 1.

3) Soit a un point du support de v, et soient c, ~ ~ 0 ;

Nc,~(03B3) = limr~0+ exp-ic ]a-~,a+~] 1 03B3+ir - 03B6 d03BD(03B6) (03B3 ~ R) ; 

1 - N converge et dans vers 1 - quand ~ ~ 0.

Démonstration :

1 ) pour a: = a + lp avec p > 0,

i, ’ L + 1 = IR~0e-(p+i03BE-is)t dt 

Il 
(t) dt = V (c) (noter que y03BD 

est bornée) ; ;

N03BD(~) = (-1)n 1 n! n03BD(~) = 1 - ~0 y03BD(u)eiu~ du ;

soit pour y . e R, N (y) = + (cette limite existe est de

module 1 et vaut dv(~) Suppv) ; ;

si Supp03BD ~ ]-A,+A[ (A > 0), on a : :

!l - N v (y) I ~ 2 > 2Ai

S 2 1 [ -2A , 2A 1 (~’) + 2 1{ I~I > °
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2) Si p = ~ « > 0). ~) = 1~  e-~. ~"M) = t~ ~ .-~
~ = ~ ~ ~ 1 ~" = ~ ~ ~" ~.
3) résulte de la majoration (vérifiée pour -Ai-i~û+~A): :

’’ - BJ ~ ~ ~-2A.2A~ ~ 1 ’!.! [ > 2A) 
°

Soit donc p 6 jM avec G singulière, 0  F (R), et c = 1 ; ;b p p

si N est une fonction intérieure singulière de mesure associée ~ vérifiant ° .

~(!R)  ce, ~  F et ~ ~1,
p dF~

G N~ est intérieure singulière, 1 - N ~ H~ (lemme 9-~), N G p (N - 1) ~ H~
et pour A ~ M~, J N~(y)) dy = f N~ G P (N~ - l)(y) dy = 0

(avec les notations du lemme 9, f (t s)1/2 y03BDLog(t s) dX est indépendant de Rt)

U (G"M ) contient donc V , , le sous-espace de IH2 engendré par les (1 - G) où G

est une fonction intérieure singulière de mesure associée 03BD vérifiant : 
,

t~(R)  co, ~  F et 2014 bornée ; ’p dF~
d’après le lemme 6-3), il existe o ~ R tel que pour tout ~ > 0,

y 2014> 1 - appartient à l’adhérence de V dans H~ : .~ - y p ~ 
’

soit A ~ M~ , , orthogonal à U (G"M~)~ ; ; on a : :

~0h(t) exp-iat (c t) 1/2 J1(2ct) di = 0 pour tout c 2: 0 ’ §

pour tout  > 0, ~0 h(t2) exp-iat2 J1(rt) dt = 0 ; ; la transformée de Hankel de

la fonction : t > 0 ~ 1 t h(t2) exp-iat2 est nulle ; A est donc nulle À-p.s..
~v) Conservons les notations du lemme 9 ; ; on a f ~ jl - N ~ j~(E) dc = 2?t 
(voir Remarque 5-3) ; ; supposons que 03BD soit une probabilité symétrique [singu-
lièrel 1 pour 0 ~ a ~ A, N03BD Na03BD est intérieure singulière et 1 - N 

av 
est

orthogonale à (N. - ’ par suite : 

I = ~’’ J ~ - (1 - da:

1 

= (2~)’~ J ~ fl - N~)~) da: = a
et 0 ~ J 0 s-1/2ya03BDLog(1 s) dXs est un mouvement brownien. °
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3) Variations quadratiques.

Proposition 10 :

Soit le ~ M et pour t > 0, Kt = 0 K S t 
E((K - Ko)2] _ ,1-a (1 - |03BA|2(~) d~.i 0 1( 

R 
le

K a une version continue si et seulement sf K a une version continue; une

condition nécessaire et suffisante pour cela est :

Io+ du 1{0394(03C4) ~ u2} d03C4)}1/2  ~.
Plus précisément, si K est continu, pour tout c  2, limt~0 t -~ Kt = 0.

Démonstration :

Le critère de continuité sur K est celui de Fernique f F’21 (voir aussi (JMa]).

Comme E(K21 = t 1 K2 1 ds, il reste à vérifier: limt~0 te Kt = 0 (e > -2).t 
~ 

s t~ t 2

Soit donc Z un proçessus gaussien stationnaire, continu, et pour n E Z,

~n = ( Z,~ - Zn ( ~

on déduit de : ZT I ~ |Zn| 1 + 03BEn et = E[03BE0]  que:

1d a > 0, 03A3 ena |Z03C4| 1 ~ 1 et limn~-~(sup03C4~n e03B103C4 | Z03C4|) = p. o

Remarque: Si H est un processus gaussien stationnaire dont la mesure spectra-

le admet une densité 03C6 décroissante au voisinage de ~, Marcus f M1 montre que H

a une version continue si et seulement si :

~ 

(~~ 03C6(u) du)
1/2 

1 ~log~ 
d~ est f ini.

Avec 03C6(~) ~ 1 ~(log~)03B1 au voisinage de ~ , on obtient, pour 0  a s 1, des exem-

ples de moyennes mobiles non continues.

Proposition lI :

Soit W un processus gaussien stationnaire de mesure spectrale p ;

E((00FFV= - Wo)2j = R (1 - cos(tac)) dp(cc) a 0394 (03C4) ’-- s (03C4) .
Pour J subdivision de [a,] (J _ (a = i 0 ~ i 1 s ... s i n s T n.1 

= }, n EN),

soit la variation quadratique de W le long de J :
n

E2(~~Ia~~),~) il L tWT - W,~ )2 .
~=0 ~~l ]

Une condition nécessaire et suffisante pour que 03A32(,[a,],) converge en pro-
babil fté quand le pas | | ( (= sup{|03C4j+1 - y I , 0 s j s n?) tend vers 0 est :
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W) c~ s X f ~ " d~(c) extste et

(~2) 0 = )t 
S 2(,[a,],) converge alors en probabilité vers c2( - o).

Démonstration : : D’après Schreiber [Se], s: (E (W,y,[i,A]))- converge en proba-
bilité, elle converge aussi dans tous les espaces L*B En particulier,

existe.

Or E[(V~ - V~] = f (l - cos(ï - r)a:) = A (ï - r) ; i

en prenant pour 02A~-i,n= j2014~-~j ~. ~ > 1), on obtient, si y

est la subdivision définie par T = o + jA pour =~: :
J n~l

E~(~,[i,AJ,y)] = A~(A) A f~-~] + AfA - i - f~-~]~ ; ;
d’où la nécessité de l’existence de c2 = limh~0 A (A) ; ’ 

.

si cette limite existe, on a : : lim|
|~0 E[03A32(W,[a,],)] 

= c2( - a).

Rappelons pour mémoire les propriétés élémentaires suivantes :

Lemme J2 : : 0 Pour (U,V) vecteur gaussien centré,

= 2014201420142014 = 2 (E[UV1)~ + a:=u=0 °

tf) Pour (U1, , .... U ) vecteur gaussien centre, a , .... &#x26; n réels,

Var(03A303B1j U2j) = 2 03A303B1j03B1k cov(Uj,Uk)2 ~ 2 (03A3|03B1j| E[U2j])2.
On a donc : 

Var(03A32(W,[03B1,],)) = 2 03A3 E[(W03C4j+1 - W03C4j)(W03C4k+1 - W 03C4k)]2
= 2 03A3| d (~)(expi~03C4j+1 - expi~03C4j)(exp-i03B103C4k+1 - exp-i03B103C4k) |2
= 2J~d~) d~) )Hy(~,u)~

n

où H(~,y) = 03A3 (expier - expi~03C4j)(expiy03C4j+1 - expiy03C4j)j=o ’ - 

[= -~ (l~)’(~.~) Si Dy = U tT~.~/) . ,
1 
La condition W) assure déjà l’extstence d’une verston continue de W.
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et E2(W,fa,~l,~)) = 2 dp(~) H~(x,ü) - H~(ac,y.) ~ 2.
La convergence quand ~ ~ ~ ~ 4 de EZ(W,[a,~),~) revient donc à celle de Hg dans
L2(p®p) ; comme lim g ~ H~.(c~,t~) 

= 0, on a les résultats annoncés o

Remarques I3 :

1) D’après Wiener ((WJ, Théorème 21), les limites 
~+ N

et limT~~ T { 0«T) ~2 d (~) existent simultanément et sont égales.

2) Une condition équivalente à (#2) est:

03A3(0394 (03C4j+1 - 03C4k+1) - 0394 (03C4j+1 - 03C4k) - 0394 (03C4j - 03C4k+1) + 03C4k))2 ~ 0

Nous n’avons malheureusement pas su trouver de condition équivalente à (#2) ne

faisant pas apparaitre de subdivision...

3) Soit ~ et g deux f onctions continues sur N, à variation f inie sur tout

intervalle borné; on suppose q croissante et on s’intéresse à l’existence

d’une variation quadratique sur tout intervalle (a,~J pour le processus ~ 

s Supposons (#1) et (#2) vérifiées; W est continu et, pour  subdivision de

(a,~) (~={a=y~il-... mn~Tn+1=d~}, 
n 

1 n n+ 1 

2 n

03A32( Wg,[a,],) = J=o 2(03C4j) (ç.(t 
J+1 
) w 4(i ) J )2 J=o ç.(i J+1 

n

+ 2 ~ $(i ) W (T (W - W (T )(~(z ) - ~(T )) ;
j=O 

j 4(zJ) 1+1 j

quand ( ~ ( tend vers 0, les deux derniers termes convergent vers 0, tandis que

n ) W (~ ) - W g.(t ) »)1 - ) ~ J+1 ) - Q(T j ))
J=p 

j 4 
J+~ 

q, 
j )=0 

j Il J j

~ C 
2 I ~2(Z) d~.(T) ;l’’j-+> a

si  est la subdivision de définie par 03C3j 
= 4(zj),

n 2 j

Var ~ C. WQ.(’L ~ ) - Wg(’L ) ~ (T »)2) =

j=p 
q, 

j+1 j
= 2 ~ ~2(Tj) ~2(ik) 1 - 12k~n 

J k J+l J k+l k

s 2 sup ~4(~) dp(x) ( H~(x,y.) ~ 2 --~ 0.’Je a,0153 ~~~-~o

Inversement, supposons 4 strictement croissante et ~ non identiquement nulle;

supposons que g ait une variation quadratique sur tout intervalle [a,].

Avec une démonstration analogue à celle de la proposition 11, on montre que
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(#1) et (#2) sont vérifiées et que la variation quadratique de  wo4 sur 

est C2 ~2(i) d4(i).
a

Soit en particulier, Wt logt (t > 0) ; ; W a une variation quadratique sur
tout intervalle S ]O,a~( si et seulement si (#1) et (#2) sont vérifiées ;
cette variation est alors - a) ; ; de plus, W admet une variation quadrati-
que sur IO,b) pour ~ > 0 : :

si 9’ _ (0 = to s ti ~ 
s ... s tn s = ~? est une subdivision de 

03A32(W,[0,],) = 03A3 (tj+1 - tj)2t-1j+1 W2tj+1
+2 ~ (,~-,~t)t (w _w )

J=1 
J.1 J J J+1 

n

+ 03A3 tj (Wlog(tj+1) - Wlog(tj))2 ;

d’après la proposition 10, pour u  1, il existe une v.a. positive C avec :

n (~ - t-1 W2 5 C Çn (~ - tu-1
J=o 

C ~ J+~ 1-v n J J+~ 

1 
t J+1 

t - t 5 ! 
J +1 

1-v 
~ 

u+v-2* C ( ( (1 (tj+1 + tj)2 (tj+1 - Jj) C ||
1-v 0 tu+v-2 dt ;

en choisissant 0   1 avec u +  > 1, on obtient :
n

03A3 (tj+1 - tj)2 t-1j+1 W2tj+1 ~ 
0 p,s. ;

comme |03A3 (tj+1 - tj) tj t-1/2j+1 Wtj+1(log(tj+1) )| est ma joré par

n (~ - J+1 ~)2 J t J+1 1 ) X L n t J ~ W lo=(t ) 
- W 

lo lt )} Z , il reste à
Jm 

~~ ~ ~~ 
Jm 

~ 

n

établir que ~ ~ )~2 converge dans L2 vers c2~,
J=i J+i 

g 
J

quand || ~ 0.

Soit 0  ~  ; on peut supposer que la partition J contient toujours ~ ;

IE[0398,] = 03A3 tj 0394 log(tj+1 tj) = b0 K(u) du
où 03BA(u) = 03A3 

1]tj,tj+1(u)tj u0394 log(tj+1 tj) ~ 
c2

en étant dominé par suph>0 (h)  ao.

var(6~~~) s 2 
~ ~o,~] 

) + 2 ~2 I ( ~, ) ~ ))
~ 2 ~2 suph>0 03942 (h) + 2 2 Var(03A32(W,[~,],J |[~,]))
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et limsup s 2 ~2 suph>0 03942 (h) pour tout 7) > 0 0

Exemples 14 :

1) Supposons qu’au voisinage de 0, op soit différence de deux fonctions conve-
xes. La dérivée à droite x ~ 0394’ (~+) définit alors une mesure (signée) v sur

un voisinage de 0 (noter que v est symétrique et v(t0i) _ 0394’ (0+) ~ 0) ; ;

[ à Y (c 
+ h 

- 
k) - à 

Y 
(c + 2 

- à 
Y 
(le - k) + à 

Y 
(c) |

2

= du = n 

= dv(us) al(fac,a+h1 n n ;

pour h, k Z 0, n s 1 (~-k~~+h)’ ’

pour ~ subdivision de (a,k1 (avec b~ - a assez petit), ,

(~ I~ (T J +1 - tk+1) ~ p (T J +1 - Tk) - ~ 1~ (’L J - Tk+1) + ~ t~ (TJ - 

s i 1 d ( v I (w) 
, J,k

De Î ~1(~TJ’TJ+1, n ~~+Tk’~+Tk+1,) ~1(~TJ’tJ+1~ n 
J,k , 

.

1l 1 T 
J -t k+1 -’L k } 1 {T 

J -T k+1 03C4j+1-03C4k} - T J ,T k+1 - t k )2

~ J {2I ~’ ~ + ~ 1 (]’t j -U, T j+l -U[ ^ )Tj ~’Tl+1 ~t)~

~ 03A3 (tJ+1 - tJ) > {2|J| ] 1I n + -|03B8-03C9|[)}
~ 2| | ( - a) + 03A3(03C4j+1 - 03C4j)2 ~0,

on déduit que W a une variation quadratique sur égale à (k - a) 

2) Soit v une mesure de Radon sur ]0,1] telle t que d|03BD| (y)  ao et soit

y c = X ty dv(y.) ; ; Y est continu et Yt = K S dXs où K(x) = v X,1 ;

on a en effet . 10 K 2 s 1 ds = 10 03BD([~,1])2 d~ ~ 10 v [ 
* j j u039B d [ V Il 1 (U) d [ V [ (d) * ( j )0,11 JÇ d [ V [ (q)) 

2 

 oe i

soit N la mesure (bornée) sur R définie pour f borélienne bornée par :

dN = j ]0,1] y (-logy) dv(ü), et N sa symétrisée.
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On a : 03BA() = 1 1 I y exp(ilogy) d03BD(y) = 1 Ne.;) ;

Y est gaussien stationnaire, de mesure spectrale dp(7) = 1f 2 = Z N(r) Z dy

0394 (h) = E[(Y0 - Yh)2] = 2 j (exp-1 2|y| - exp-1 2 |y-h|) dN=(y) est différence de

fonctions convexes. Y a donc une variation quadratique sur (O,tl, égale à cZt,
où : : c2 = 0394’ (0+) = N*({0}) = 03A3 N[~]2 =  tv[t]2.

4) Propriété de semimartingale.

Proposition 15 ((Knl) :

Soit le e 4t et pour t > 0, K * t0 03BA (t s) dXs ; K est une X-semimartingale st et
seulement si :

K(x) = c + 1 4(~) 1 ~ dü pour 71 presque tout ~ > 1, 42 ° 1 da  ce .

K est alors continue ; ; sa partie martingale est c X ((K,K]t = c2t, (K,X1 = ct)

sa partie à variation f inie est 0 1 
u 

g(u s) dXs} du.sa partie à variation finie est 01 u(u0 s . du .
La proposition 15 est conséquence du résumé suivant des résultats de

Stricker (S2] sur les semimartingales gaussiennes (voir aussi (JMo1) : :

Lemme 16 : On suppose donnés sur l’espace probabilisé (03A9,,P) une filtration
§ = (vérifiant les conditions habituelles] et un espace gaussien .

Soit un processus gaussien centré, tet que :

. pour tous 0 s s s t s 1, Z est t-mesurable et

. ~=j appartient à ~.
Z est une F-semimartingale si et seulement si elle est une F-quasimartingale ;
elle appartient alors à tous les espaces ~!p et se décompose en Z = Z + M + A

o
où M est une F-martingale, A un processus F-prévisible à variation intégrable
vérifiant : pour tout t Z 0, At et M sont dans  ; At est limite faible dans

LZ quand h tend vers 0 de 1 h t0 E[Z s+h - Zs|Fs] ds 0 si u ~ 1 ; ’ . la limite

est forte si A est continu).

Démonstration de la proposition 15 :

Si K est une X-semimartingale, K03C4 est une -semimartingale sur tout intervalle

s R ; on a : K03C4 = 03C4-~ ~(03C4-u) d03B2u et pour 03C3  i : ° .
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E[K03C4 - K03C3|X03C3] = 03C3-~ (~03BA(03C4-u) - ~03BA(03C3-u)) d03B2u ;

E[|E[K03C4 - K03C3|X03C3]|] = 03B8 (03C3-~(~03BA(03C4-u) - ~03BA(03C3-u))2 du)1/2
= 03B8(~0 (~03BA(~03BA(03C4-03C3+u) - ~03BA(u))2du}1/2 où 03B8 ~ E[|X1|] ;

la propriété de quasimartingale de K équivaut donc à : :

(~K(h+u) - ~1K(u))2 du = 9(/~).

Suivant Hardy et Littlewood ([HL] théorème 24), introduisons, pour u, h > 0,

Dh(u) ~ 1 h (~03BA(h+u) - ~03BA(u)) ;
D = (Dh) 1 h > Oi est borné dans L2(IR+,03BB) ; il existe donc une suite (hn)n dans

IR*+ et  ~ L2(IR+,03BB) avec : : hn ~ 0+ et converge faiblement vers y ; 

nn

comme pour 03BB-presque tout ~, 1 h~+h~ ~03BA(u) du = ~03BA(~), on a pour 0  a:  u : :

f di = lim f D. (t) di = lim f~ f " ~ (u) du - ~ " 

~~~~ du )~ " ~
= ~ (u) - ~ (c) pour ~®~ presque tous (x,t~) de R2 ;

soit c ’-- 9 E M tel que 1 2~03BA +  = ~ et 03B4(~) = c + ç.(ü) 1 dy

on a : ~1 03B42(~) ~-2 dc 0153 et ~03B4(~) = e-x/2(c + e~1 (y)1 ydy) ;

d~03B4(~) = - 1 2 ~03B4(~) d~ + e-x/2 g(ex) d~ = 03B3(~) d~, i.e. ~03B4 = ~03BA 03BB-p.s. .

On a alors : : IE[a d03C3 |03C3-~ (03C3-u) du |] = 03B8 (A - a)(~0 03B32(u) du)1/2  ~

et : E [|1 h a d03C3 IE[K03C3+h - K03C3| X03C3] - a d03C3 03C3-~ 03B3(03C3-u) d03B2u|] 2
f (1 h1 03C3-u+h03C3-u 03B3() d - 03B3(03C3-u)) d03B2u|]2

~ 2 ( - a)2 ~ (1 h03B8+h 03B3()d - 03B3(03B8)]2 du ~ 0.

~ 
~0~ ~s ~ h’°

a d03C3 03C3-~ 03B3(03C3-u) d03B2u bLa est donc la partie à variation f inie de la 
quasimartingale (Kb - K) . . On a immédiatement la décomposition canonique de

la X-semimartingale K a ,

Avec les notations du lemme 2, la proposition 15 a pour conséquence : :

Corollaire 1? : Soit K ~ M et pour t > 0, Kt = t0 K S dX. .
1) K est une semimartingale si et seulement :
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le e (OE) * C + j / Ç(V) 1 y dy pOUr À presqUe tOUt OE > 1, où Ç G À

(on a donc pour  e C+ , 03BAe() 
= ) ;

sa décomposition canonique est c + j 1 u (u0 q(u s) dY(03BA)s) du ou est le

mouvement brownien Y(03BA)t = 

t0

03C1k(t s) dXs.
t 

~ 
le ÎS~ .

2) La lol de K est équivalente à celle de X sl et seulement si le e Mb.

Démonstration :

1) découle de la proposition 15 appliquée dans la filtration qui coïnci-

de (lemme 2) avec la filtration K.

2) Si la loi de K est équivalente à celle de X, K est une semi-martingale ; ;

ainsi Kt = c + (u0 g(u s) dY(03BA)s) du ;
puisque = il faut c2 = 1 ; le théorème de Girsanov impose alors :

t0 1 u u0 g(
u s dY*(03BA)) 2 du  m, ce qui nécessite :

~ > E [(t0 1 u (u0 q(#) = t0 1 u du g2(1 s) ds et q * 0. o

Remarques 18 : Pour que K = j K 1 dX soit une X-semimartingale, il faut que

K soit une K-semimartingale (d’où une condition sur K ) et que Y soit une
e

X-se mi martingale (d’où une condition sur p K ) ; la première condition est :

K~«> = C + qv> j du pour x~ presque tout « > i (j~ o d.  m)
K~ = + j~ ([ j~ q (~) du
t t 

~ 
U 

~ 
S .

(7) * 
c 

= (c + (v)) (*) et (c + ) 1 est extérieure ;e - - iv ~ ~ ~ ~

2

la deuxième condition est :

= i + £ l f(q) 1 y dq pour 03BB1 presque tout « > i (10 2(1 s) da  ~)
et i + 1, intérieure ; Y(~~ = x~ + (~ (~) S dx ’ ) du .
- = 1 - G 

K 
appartient à H~ + ; on a vu à la remarque 5-3) que ° .
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G03BA() = (03A0 an -  an - ) exp-i(l  + ]0,~[ 2J2 - 

03B32 
= B ° (%) S(v)

où {03B1n| n ~ D} ~ C+, stable par y ~ -y et 03A3 m(an)  ~,

F mesure positive bornée singulière.
A A A A

En outre, r~K 
= (c + ~_) ~1 (1 + d’où l’on tire

K(x) = c + h(ü) 1 dy~ pour al presque tout x > 1 1 h2 1 d°  o0
ou ~h = + ~g + soit : : h(t) = c f(t) + 4(t) + t1 (s) g(t s) s-1 ds.

D’après le lemme 4-ii), on a aussi :

Xt = (1 + ~1 g(v) v Z dv + t u/t 4(v)  2 dv 
= + 1 4(v) v 2 dv.

Suite de l’exemple 14-ii)

1) Si v est diffuse, Y ~ = X a une variation quadratique nulle ;

Y n’est une semi-martingale que si elle est à variation finie (ou intégrable).

Une condition équivalente est : (h) existe, ou I | (03B3)|2 d03B3  ~

ou, v est absolument continue, de densité, et j 
1 

y 03C62(y) d  oo.

0

2) Particularisons en prenant v = ~ 81 i + p (a > 1, ~p * 0) ; on étudie

donc Yt = 03BBXt + Xt/a ; on va voir que ce n’est jamais une semi-martingale.

Soit a > 0 et  
o 
= u 

0 
+ i~ 

0 
e C tels que a = = iz0) : 

|03BB | = exp-03B1(1 2+ 03B80), 03B80 = -1 2 - 1 03B1 Log|03BB |,

03B1u0 = 0 ou 03C0 selon que 03BB  > 
0 ou 03BB   0)

n
03BA
(~) = (03BB +  1{~ ~ 03B1}) e-~/2, 03BA() = -2i  exp-03B1 2(1+i0+i) sin03B1(-0) 1 2 - i) ;

Premter cas : ~o  0, Le. Î > 1 ; ;

03BA est une fonction extérieure, y = X et Y n’est pas une semi-martingale.

Deuxième cas : tso > 0, i.e. Î  1 ; ;

| sin03B1(-0 ) sin03B1(-0)| 

= ch203B1(03B8-03B80 ) + cos203B1(u-u
0

) ch203B1(03B8+03B80) + cos203B1(u-u0) 

= ch203B1(03B8+03B8
0

) + cos203B1u ch203B1(03B8+03B80) + cos203B1u

est majoré par 1 sur C et vaut 1 à la frontière ;
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la partie intérieure dc 03BA est donc K. 

. 

? ; Il « «( 1 . - . ) 
)

et sa partie extérieure est: - 2,i~ 
_1 _ . 

° ;

Ke = exp03B1 203B80 ( 03BB  + 1[a,~[ ) 
où 03BB  = exp-03B1(1 2 - 0) =  03BB,

soit K 
e 

= sgn(03BB )a (  + a Yt = 

on est ramené au premier cas et Y n’est pas une semi-martingale.

De plus, ~p - 1

~03C103BA (~) = exp-(~/2)(exp-203B103B80 - 2sh203B10  exp203BA03B1(1 2-0) 1{~~2k03B1})K k>0

03C103BA(t) = exp-203B103B80 - 2sh203B103B80 03A3 exp2k03B1(1 2-03B80) 1{t ~ 03B12k}
k>0

= ~ 2 - 1 ~ 2 -a,_ ~ 2 L 1 (t ~ a2k}
k>0

YcK) = X t + a ~ - p 2 k>0 ~ p 2k X ta
n’est pas une X-semimartingale, ce que l’on constate sur p ou sur  :

K 

n 

p 
le

est un produit de Blaschke admettant pour zéros 0 ± n k 03BB).

Troisième cas: : 03B80 = 0, i.e. a |03BB | = 1 ;
= 1 1 1 + est extérieure ; y = x et y n’est

2 ~.;
pas une semimartfngale.

Les considérations précédentes vont nous permettre de caractériser les

processus gaussiens stationnaires qui sont aussi des semi -martingales. La fin

de l’article est consacrée à la démonstration du résultat suivant:

Proposition I9 :

Soit W un processus gaussien stationnaire, de mesure spectrale p = lC + .03BB où
d s

p e est singulière et = d  d03BB est la densité de ia partie absolument continue de
p par rapport à la mesure de Lebesgue ~ (~ est paire) ;

West une semi-martingale (dans sa filtration propre) sf et seutement si :

1) 03B32 d (03B3)  ~ (et West continu, à variation finie)
ou 

2) â2 d s(03B3)  ~, ô2 (03B3) d03B3 = ~, l 1 d03B3 > -oo et
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il existe c > 0 avec : c2 - limT~~ T T 0 03B32 (03B3) d03B3

. J (c2 - 2cy cossp(r) + 03B32 (03B3)) d03B3  ce, où 03C6 est la conjuguée de Log

Le. avec  = ac + iy, 03C6(~) = limy~0+ Re(-03C0 R+ 1 03B32 - 2 Log(03B3) d03B3).

Commençons par quelques rappels sur les filtrations des processus gaus-

siens stationnaires ; ; ce sont des conséquences immédiates de l’alternative de

Szegö (voir par exemple [DMK] chapitre 4, ou [Kaj) (les notations sont celles

de la proposition 18) : :

1) si 1~ 1 + ~ 1 2 = 1r .

2) si f 1 1 + 03B32 Loge( 7) d03B3 > -oo, on peut écrire W = Û + V où : i

. U et V sont gaussiens stationnaires indépendants, de mesures spectrales

respectives s et ;

* ~ W03C4 = ~ ;

. de plus  = |03BA|2 où 03BA est la fonction extérieure de Ui2 définie par :

03BAe() = exp(1 203C0i IR 1 + 03B3 03B3 -  Log(03B3) d03B3 1 + 03B32) = exp(-i R IR+ 1 03B32 - 2 
Log(03B3) d03B3)

;

appartient à L2(IR,03BB) et est nulle sur et V . 1) (. - r) où

03B2 est un mouvement brownien (indexé par R) avec = 03B2y ; y ~ ~ ~ 03C4}

Rappelons aussi que le processus gaussien stationnaire W, de mesure spec-

trale  a des tra jectoires à variation f inie si et seulement si  a un moment

d’ordre 2, auquel cas pour c s T, Wt - 03C3 = 03C403C3 x dx, où est un processus

[mesurablel gaussien stationnaire de mesure spectrale v où d03BD d (~) = c .
Supposons maintenant que W soit une semi-martingale, ou ce qui revient au

même - voir lemme 16 - une quasi-martingale ; ; ainsi : :

~ -~  03B1   ~, ~ K(03B1,) ~ R, ~n ~ N, ~ a = 03C40 ~ 03C4
1 
~ ... ~ 03C4n ~ 03C4n+1 

= ,

03A3 IE[|IE[03C4 | 03C4] - 03C4 )] ~ K(a,).j=o Lt j j

Si j R 1 2 dy = -oo, W est nécessairement à variation finie (puisque

~ W03C4 = W~) et on vient de rappeler que cela signifie : : y  oo.
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Si 1 
2 

d03B3 > -ao, pour 03C3 ~ 03C4,

IE[|03C4 - 03C3|] = IE[|IE(W03C4 - W03C3|u~)|] = IE[|IE[IE{W03C4|W03C3]-W03C3|u~]|]

~ IE[ | IE[03C4 |03C3] - 03C3|];
comme IE[|03C4 - 03C3|] = (2 03C0 IR{1 - cos(03C4-03C3)} d s())1/2,on obtient avec a  ,
0  2h   - a, n = [- a h ] (n ~ - a 2h > 1) et 03C3j = inf(a + jh, n)(0 ~ j ~ n)

n (2 03C0  {1 - cosh} d s(03B3))
1/2 

s L r" E [|IE[ | W03C3 ] - W
03C3 |] s K(a,).

R J=o J.~ J J

On en déduit que h -~ h 2 ~ (h) est bornée au voisinage de 0 et (lemme de
Fatou) que  a un moment d’ordre 2. U est donc gaussien stationnaire, absolu-

a
T

ment continu; pour 03C3 s T, ÛT - 03C3 = I ûx dx, où û est un processus [mesura-
blel gaussien stationnaire de mesure spectrale v où dv (c~) = x2.dp,

La moyenne mobile  est donc une -quasimartingale ou, ce qui revient au

même car Û et  sont indépendants, une -quasimartingale. D’après le corollai-

re 17, (i + i~) ~K e (’~) = c + ~ 4 et

c = limg ~~ (2 + i) 03BA 
e 

() = lim 
y~~ exp(1 03C0 IR y 03B32 + y2 Log{(1 4 + 03B32)(03B3)} d03B3)

+

On a aussi c - iz 03BAe() = 2 03BAe () + n g() E IH2+, ce qui se traduit puisque:

K " (t) = f(t) e üp(t)
e

par la finitude de (c2 - + ~2 ~(~)) d~.

Remarques 20 :

Soit W un processus gaussien stationnaire, de mesure spectrale ~t = ~.a absolu-
ment continue. Des conditions nécessaires pour que W soit une semi-martingale
sont:

1) (1 + 03B32) (03B3) s A + g(03B3) où A E R+, | g(03B3)| 1 d03B3  ao.

T

2) T 0 ~2 ~(~) d~ existe.
(Notons que I) et 2) suffisent pour que W ait une variation quadratique)

1 c 
+ ~ ( ~’) 

z

En outre si d~(c~) _ ~ (1 - 1 4 1 d~, on a aussi,

2 
+ i,~

0394 (~) = (exp-1 2|y| - exp-1 2|~ - y|) d(03B8 * 03B8)(),
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où ’il est la mesure [de Radon, portée par R ;

lim 
a:-)co 

A 
~ 
(c) = A 

~1 
(0153) et t 

~ 
(je) = A 

~ 
(m) - A 

~1 
(c) est une fonction positi-

ve, différence de deux f onctions convexes, telle que la mesure associée à t’
soit 1 03A6.03BB + 03B8*03B8.

4 ~1 1

Une autre écriture est : : A (c) = EJ~ ,

où est la famille des temps locaux du mouvement brownien X et

T est une variable exponentielle indépendante de paramètre $ . .
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