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Moyennes mobiles et semimartingales.
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Soit (xt)tzo un mouvement brownien réel, issu de 0. On a étudié en [JY] le

processus défini pour t = O par :
t
TX), = X -J' Lx as;
t t S s
0
on a vu en particulier que :

* T(X) est un mouvement brownien réel ;

* pour tout t > O, la tribu a'(T(X)'I s s t} coincide, aux ensembles négligea-
bles prés, avec celle du pont brownien de longueur t, défini pour u s t par :

(

Xut) = Xu -¥x ; en conséquence, pour tout t = O, o‘(T(X)'l s S t} est indé-

t 't
pendante de o'(X.| s = t).

¢ la transformation T est ergodique sur 1’espace de Wiener.
t 1 S t t
On peut aussi écrire : T(X) = X - I -—I dX ds =J- 1 - Log=| dX , ce
t t 0SJo ¥ “Jo v v

qui incite & introduire :
1

M= {p : IL,ol — R, fonction mesurable telle que : 0 < I pz[% da < w}

(o}
t t
et & étudier pour p € M le processus [R = J p[—] dX] .
t S s
0] t=0
On peut chercher, par exemple :
- & quelles conditions R est une semi-martingale dans la filtration de X ou
dans sa filtration propre ?
- Quelle est la famille A(b des fonctions p de M pour lesquelles R est un mou-
vement brownien et quelles sont dans ce cas les propriétés de la transforma-

tion X - R ?

De fait, on voit aisément que le processus R défini pour T € R par :

& -T/2
R_=c¢e
T expt

est un processus gaussien stationnaire (plus précisément une moyenne mobile) ;
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I’étude proposée plus haut traite donc, en fait, de processus gaussiens sta-
tionnaires pour lesquels une importante littérature existe ; on apporte ici
des compléments aux travaux de JAIN-MONRAD [JMo], EMERY [E), STRICKER [S). On
retrouve ainsi, avec une démonstration différente, le résultat suivant qui
figure dans KNIGHT ([Kn] théoréme 6.5) :

R est une X-semi-martingale si et seulement si il existe c € R et ¢ € M tels

que : p=cC + J. % qly) dy ; cX est alors la partie martingale de R, tandis
1

. u
que sa partie d variation finie est I [l I 9[2] dx] du.
o u ) S s

Le passage par les processus gaussiens stationnaires permet en outre de
donner un autre éclairage a certains résultats de [JY].

Conventions : soit J un intervalle de R et (zr)rEJ un processus mesurable
défini sur 1'espace probabilisé [complet] (Q,4,P) ;
Z= (Zr).re.l désigne la filtration engendrée par Z :
Zr=¢r(z'| ssr,sellvy,
_ ol X est la famille des ensembles P-négligeables de 4.

Pour L = (L) processus indexé par R.. L est le processus défini sur R par

t'tz0
i: = e"tlz
T Lexpt

1) Quelques réécritures.

Soit X = (xt)tzo un mouvement brownien ; X est le processus d’Ornstein-

Uhlenbeck associé a X : remarquons que, pour T, ¢ € R,

EX X)) = exp~;|t -o| = %J. a0 __1__2 dy ;
R 1 + 4y

X est gaussien stationnaire ; sa mesure spectrale Ao a pour densité 2 1

1+412

par rapport a la mesure de Lebesgue A sur R.

0
l ~
it-ijrx’ds sitso
Soitaussiﬁt= < H
1
ﬁtﬂ'-z-j‘oﬁ._ds sitzo0

B est un mouvement brownien (indexé par R) (ses accroissements sont gaussiens,
centrés, indépendants, El(B_ - Bo,)zl =|t-cf)etp = io =X);
pour ¢ de classe c , 4 support compact dans ]O,wl,

° * 5 _ d T T/2
Io o(s) dx' = - Io ¢'(s) X, ds = IR EE[”(" )] e Xt dt
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~ 1 &
= IRu¢(r) (dxt +3 Xt dt) = IR Up(T) dBT

ou U est I'isométrie de LZ(R’,A) sur LZ(R,A) définie par :
Up(T) = ¢

on notera que ft coincide avec la tribu cr(ﬁy - le yszsrt).

T2 w(eT) H

Dans la suite, on identifiera (isométriquement) 1’espace gaussien de X et

Lz(R,A) en identifiant )"(T et la fonction ¥y — 7T !

2t
) /\
Pour ¢ € Lz(R’.ds), I o(s) dX' sera donc identifié avec Up
0

' A
(pour ¢ € Lz(R,A), { désigne la transformée de Fourier de { ; on notera aussi

e, la fonction y — et(r) = e"n).

t
Soit p € M et, pour t 2 0, R !J‘ p[E]dx:ona:
t 0 S s

=« -T2 -t/2 c/2 _, T-0
Ry=e R““—e .[Re p(e )1(0'<t)dpo-'

T
R est donc la moyenne mobile adaptée T — I 'np('t -0) dBo. ou :
-0

_ -tz T 2 .
ﬂp(t) =l.s o ¢ p(e’) (np € L°(R,A)) ;

R est gaussien stationnaire, de fonction de covariance :
o 00
E[Ro Rt] = J:D 'np(r-v) np(a--v) dv = '[0 'np(v) 'np(t-cw) dv (0 s 1)

= 2m)™ I Ig’\,p(v)lz ei,v('t—tr) dv ;
R

la mesure spectrale de R est la mesure de densité (2n)! |!t\1p(u)|2 par rapport

a la mesure de Lebesgue A sur R ; on a donc :
Lemme 1 : Soit p € M et 'np(t) = l(t > 0) T2 p(eT) ; alors p appartient a Mb
si et seulement si :

1 2, A 2
(; +7) l'ﬂp(‘l)l =1 A-p.s.

Si on utilise 1’identification a LZ(R.A). ﬁt s’identifie é %p e

=
Soit t > O ; I'étude de la tribu Rt ou de l'espace gaussien engendré par

(R‘}’ 20 revient, avec T = Logt, 4 la recherche du sous-espace fermé de LZ(R,A)

engendré par {y — %p(r) expiye ; ¢ s T), ce qui motive les quelques rappels
suivants ; les résultats énoncés sont essentiellement dis a Paley et Wiener

[PW] ou a Beurling [B) ; on en trouvera aussi des démonstrations dans le livre
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de Dym et McKean [DMK] qui a fortement inspiré ce travail (le lien avec les
processus stationnaires remonte a Karhunen [Ka)) :

¢ la classe de Hardy H est I’ensemble des fonctions H analytiques dans le

2
+

demi-plan supérieur € = {3 € C| #m(3) > O) et telles que

SUPy o I |H(a+4‘,&)|2 da < o ;
R

H appartient a Hf si et seulement si

H(p) = I RN od A € LXR) (gec);
R +

. . . 2
on a alors : llm‘ 50 H(a+ib) = h(a) da p.s. et dans LC(R.A) H
dans la suite, pour h € Lé(R.A), nulle p.s. sur }-»,0[, on notera encore ;z la

fonction de Hf : 4 € C— I R h(t) dt ; si A n’est pas triviale, |;1| ala
R

> - .
2

propriété caractéristique : I Log|h(1)|
1 +7

*He Hf (H = h) est dite extérieure si H # 0 et vérifie en un (ou tout) point

Log h (x)
R(z - a)?

a+ibdeC : Log|H(a+i8)| = 5 da

Par exemple, la fonction %l(a:) = est extérieure.

- -ix
2

* Une fonction G analytique sur C_est dite intérieure si |G| =1 sur C_ et si
G (a) = lim _ Gla+i8) est da p.s. de module 1.

0+ >0
* Toute H de H s'écrit (de facon unique a une constante multiplicative de
module 1 prés) comme produit E x G ou E € H est extérieure et G est intérieu-

re ; avec H = h. le sous espace fermé de L (R,)«) engendré par (e_t h| T z 0)

- 2 . .
coincide avec Go:, H° ; une expression explicite de E est :
+

{ 1+ . dy
E(3) = exp[-—‘i I —2L% Log|h|(z) } .
nlg v % 1+ o2

On notera que pour h € LZ(R,A), a valeurs réelles, on a la condition de réali-

té : h(g) = h(-3) ; "la" partie intérieure et "la" partie extérieure de h
seront choisies de maniére a vérifier la méme propriété (elles sont alors

définies a la multiplication par * 1 prés).

Pour k € M, G, est un facteur intérieur de %x avec GK(/;S = Gx(-E) (3 € C‘) H
A

n
si p € M, on prendra G = XB et si on utilise I’'identification de 1’espace

L
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00 -~
gaussien de ¥ a L%R,2), J. p(t) dR  s'identifie a (Up) Ep
0
Remarque : Pour ¢ de classe Cl, a support compact dans ]0,x[, et x € M,
00 - —
- I ¢'(s) K' ds s'identifie dans L%(R,A) & 7 — ('lz' + iy) (Up) () %K(v)
0 00 00
L’application ¢ — I o(s) dK. = - J‘ @’(s) K. ds se prolonge par continuité
0] o

- 2 2
aux ¢ de Lz(R’,A) telles que : J- I(‘llp) (1)| (-:- + 12) I"r\)‘(r)l dy < ®
R

(on retrouve l'intégrale gaussienne classique).

Lemme 2 : Soit k € M ; soit K, et Py les fonctions de M telles que :

, e
ﬂ\(';)=exp[-5 LY 9%y og || —SL ] o o=h ox=".
Ke L IR ¥- 4% I I 1+ 12 ﬂ:

t
Soit, pour t > 0, K BJ-
t
(¢}
ment brownien engendrant la méme filtration que K et Kt = I K, [é] dY:K).
(o}

t
x[—ti] dX et Y(K) = I P [E] dX ; Y(K) est un mouve-
S s t o K|S s

Démonstration :
A
n
Py
On notera que ﬂ: est un facteur extérieur de ﬂ: et que -~ est intérieure ;
e n
A (K) !
comme |ﬂ; | = lnll A-p.s., Y est un mouvement brownien (lemme 1) ;
[3

si on identifie X_ et f. e_ (v € R) dans L%R,A), R_ s'identifie 4 §§_e_;
T ' = T k T

00 -~
I o(s) dY:m s'identifie & G~ (Up) (2) (p « L*(R ,at)) ;
0

K
T

€ A —_— p—
e I I3 [let] dY"™ s'identifie 3 G e % {ux (ler) =G % e =% e.
0 elS s p‘ e . pK K‘ T K T

o (K)

En outre, 1'espace gaussien engendré par (ﬁo‘l o s 0} (resp. par {Y | ¢ =0}

s’identifie au sous espace fermé de LZ(R.A) engendré par (%K ea‘l o s 0) (resp.

A . .

par (n e | o s 0) ; 4\) et % ont méme facteur intérieur G ; ces deux
Pk © K P Py

espaces coincident donc avec Gp Hf

K

; d’ol I'égalité des filtrations de Y™
et de K o

SiG ®=l1etG #2-1,G HWsH ,GC H = M ; en conséquence pourteR.
- K -_ K K - - K - - bt it d o'

la tribu Rt est contenue strictement dans !It.

00 00
Plus précisément, pour ¢, ¥ € LZ(R‘,dt), E[J- o(t) dY:m x I y(t) dxt] =0
0] (0]
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équivaut a : I (‘Up)‘(v) (Up) (7) Ex(ﬂ dy = 0 ; par suite :
R

Lemme 3 : Pour ¢ € L([0,1],), I #(t) 4Y{” est indépendante de R st (Up)

est orthogonale & G N
Par contre, comme |G, | =1, onaGKL =1° et oR, s 20} =X, sz0);

Lemme 4 :

1) Soit X le mouvement brownien obtenu 4 partir de X par inversion du temps :
00

]
v - . 2 T - \
X, =tX  (t>0; pour ¢ e LXR dt), Io { ax = Io H() dX oi § est

l’isométrie (involutive) de Lz(R’.dt) :

Lo Mo = j‘mg(s)as -1y ]

1

A Y + iy —
on a: {(Ue )Y () = : (Up) (¥) .
- - i'v'
2
— - t t) —
2) Soit p € '“b et Rt =t Rl/t' i) X‘ = o p ;—] dR'.
1/z

ii) Avec p(z) = I p[;ll-] du - % p(z) (p = 0 sur I-o,1[), on a :

(o}
)
u

= p) R + j p[-t-] drR_
t
en particulier EIXJR'.] = p(1) R‘ et X‘ est indépendant de R‘ si et seulement

si p(1) = 0 ; une condition équivalente est :
L iy

i) _ 2
Gp[z] =0 [et T -
PR

est un des "facteurs” de Gp].

Démonstration :
1) Pour ¢ de classe c'a support compact sur R:,

00 00
v(s) dX = - X ¢’'(s) ds = X s ¢'(s)ds = - X ¢ 1) v gy
/s v \4
[0} 0

I [r [ ] ] X, = j: 39(s) dX_

(on a aussi e /%X = % ; § correspond donc au retournement du
expt exp-T
temps dans les intégrales "stochastiques" par rapport au mouvement brownien B

introduit au début de ce paragraphe). Remarquons de plus que :

-V

(] -V
(U V) = &2 I Us)ds - &2 gy = 2 J’ eZ Uf(r) dr - UY-v)
0
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1 + iy =
2 ) ()

(0]
=J‘ % Yx-v) dx - U-v), d'ot : (U P y) =
-0 2 o
(lue dans Lz(R.A). J correspond a la multiplication par une fonction A, véri-
fiant : A(7) = A(-7) et |A(7)| = 1, suivie d’une conjugaison, ou d’'un retour-

nement du temps).

00 00
2) Soit D_ I'isométrie de LR ,A) définie par I o(t) dR = I D (p)(t) dX..
P + 0 t o P t
A - A % v =
° =G o fo = U , o0 D 03D = ;
[u Dp)(v)] Gp('llw) , [((Uo g Dp)(v)] @) . Gp( ®) ol o 3 o 3
2

toy
siW=I p[—]dR.ona:
t S s
o
00

0 00 _
Io p(t) dW, = J’ D p(t) R, = J' (9D Jp(t) AR

- f (D, o3¢D Jo(t) aX, I Jolt) dX et W =X

N _ (a .
| [ ] o J (1) aR,, ob pls) = p[;] liesa) *
inf(a,1/t)
_ ’ a 21
Solt) = J'O p(;] as - L plat) 1,
1/at 1
1 1 1
Yte1/a) @ U o f [E]ds T at ”(‘“)] * leevay @ ,[ o [E]ds :

&/t )

X =8 =R I [ ]ds +I Uo p[é]ds - %‘ p[%]] dR = () R+ J;E[%]dku a

Remarques 5 :

1) La transformation T, obtenue pour p(a) = (1 - Logx) 1

(1) correspond dans

L™(R,A) a la multiplication par

. 17
iy + =
Tr3

On notera, de fagon générale, que pour W processus gaussien stationnaire, le
172

processus W défini sur R par W =t w vérifie :
+ t Logt

I -;— IW:I ds converge p.s et T(W) a méme loi que W.

'+

2) Soit X : LZ(R‘.dt) — AR ,»dt) I'isométrie : § — K{(t) = % {[%) H

on a: (UKW = e %e™) = Ul(-v) ; § = TeK.

3) Toute fonction intérieure G se factorise en

Glx) = eika: B(a) S(x),

avec |c| =1, k=0,
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v + 1 duly)

S(x) = exp & I ol pu est une mesure (positive) singuliére
R

1-&1*1
telle que :I i“(—zr: <o (S est la partie singuliére de G) ;
R1 +7
a -« a
B@ =M ¢ 2 ,e =1si|a|=s1 e =— sinon
n€D n — n n n a
a - & n

n

(les (an) sont les zéros de G situés dans le demi-plan supérieur ouvert).

Pour p € Mb, "p étant réelle, ﬁp(—a + W) = ﬁp(u + ) (UueR v>0);
en conséquence :
sec=1ou-l;

* I’ensemble des zéros de Gp est invariant par Rey — - Rej ;
B se factorise donc en Bl Bz’ Bl correspondant aux zéros imaginaires purs :
It

m x - i.un m -x + Lun x
Bn(m) = |neD ,A8 =<1 . neD ,u >l . avec un >0et ZD 2 <e
1" n @+ s 1"'n @+ i "Ell+°n

n

(condition de convergence du produit pour $ma > 0) ;

Bz(m)

u +is - u -is +
n n x n n
neD[u—Lu—tc u + i +¢c]
2' n n n n

A8
n

(u >0, >0et —_— <) ;
n n 2 2
n€l l1+u +un
2 n n

L 1
+ S(a) = exp—L[— + 2x J — dF (1)] otleR et
« 00l & -7° P :

1
1+ 7

dF (7) < »

Fp est une mesure singuliére symétrique telle que : ‘[ -
R

Si G est une fonction intérieure, on a vu en [CJ}-Proposition IVv.6.3 que 1 - G
appartient a Hf si et seulement si Zb $m(an) + uR) < o et
n€ a -«
Gle) = B (@) S@) o Ba) = T

€D —
e -«

-~ n
Onaalorsl-G=het I |h|2(t) dt = ZD 2.‘hn(an) + p(R).
R n€l

+

2) Propriétés ergodiques.

Soit C = C(R¢,R), muni de sa tribu borélienne & ; £ est le processus des
coordonnées sur C, 6’" = cr(€'| s s t) ; W est la mesure de Wiener sur (C,6).

Pour p € Ab, on note Ep I’application définie sur (C,6,W) par

e ([, ).,

W est invariante par Ep.
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Remarque 6 : Pour p, x dans J(b, :'p °E =8 e :.p = .-;‘m‘< ou Gpox = Gp Gx ;
ticulter, 2" = ou G_ = (G )"
en particulie o o b o

Proposition 7 : Soit p € A(b, pEletpex-l;

i) la tribu Q (E;)"(t:l) est W-triviale ;

il) en conséquence, la transformation :‘p est fortement mélangeante et donc

ergodique sur (C,E,W).

Démonstration :
le point essentiel est i) ; on en déduit, par "scaling”, que pour tout t = O,

rn\ (E;)-l(ﬁt) est W-triviale ; comme .'-3;1(6') < Gt aux ensembles W-négligeables

prés, on obtient (théoréme de convergence des martingales inverses) :

pour tout B € 6", limnV[B|(E;)'l(€t)] = W[B] ; d’ou la propriété de mélange,
d’abord sur t?t puis sur € =y B‘.‘D'aprés le lemme 3, i) est conséquence de :

t
N@" W) = (0 ;
n P -
ce dernier point résulte de I’unicité (& des constantes multiplicatives prés)
de la décomposition de ¢ € Hf, @ # 0, en un produit 4 x € ou 4 est intérieure

et e extérieure o

Remarques 8 :

i) Soit £ > 0 : Gp(n) = R correspond a k = Val [ (h = &> 1) et a la

[n,e
transformation § — vn €, ("scaling").

‘s . 1 - -1 -

ii) Soit m € N’ et qm(s) = - S vz g Log l(é] l(s <’
_ 1 m1 -y P R

Ug, (@) = lpcoy T @ & T (Ug) )= [7 -4

n
Si Ln désigne le n™e polynéme de Laguerre, Ln(us) = z C: (-1* % wk, avec
k=0 )

t 1,.
T = Logt et ¥my > O, J' s-(?w) Ln[uLogé] dx’ s’identifie dans Lz(IR,A) a:
(o]

RICENE; i’: C* (-D* o [ i ]kd = Tyt [ i ] [1 -y - )"
Lo P T -y T -y T -y ’

t - _' . - . - —-— n
I sV2sUW L [-25m4 Logi] dX_ s'identifie & eX7 YT [;] [7 ¥ ) .
0 n S s T -y ¥ -y

Si y est zéro de multiplicité h de Gp ($my > 0), la tribu
t .
o{J' s V2w log™ s dX' ;1srs h}
0]

est indépendante de ?t :
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. - n .
pour n < h, G (¥) < [7 Y ] == G#(1) ou G# est intérieure ; comme
P -y lvr-y =
T - ¥
1 ® iy iy i -4\ 2
= I e e de, ¥ — G () [—] [ ] appartient a H” et il
7-9 ) P Ty \v—- ¥ +

suffit d'appliquer le lemme 3.

*iu S—(v#llz)

L’ensemble des fonctions {s — s Log"[%] Leqy M = 0} étant

total dans Lz([O,l],ds). on retrouve l’ergodicité de g, c’est la démarche
adoptée en [JY] pour montrer 1’ergodicité de T.
iii) Indiquons une autre approche de 1’ergodicité dans le cas singulier :

Lemme 9 :

Soit v une mesure positive bornée, singuliére, 4 support compact sur R et Nv

-¢
-ig
l(t)O) IR e dv(g),

la fonction intérieure définie par Nv(a:) = exp-i.I z ! dv(g) ($ma > 0) ;
R

ni1- Nv € Hf ; plus précisément, si qv(t)

R etl-Nv=‘yv.

+

= - 1l *n . 2 -
‘yv= nzl(l) a1 % ,ona.‘yveL ,‘yv yvl

-iat (072
2)Siv= 66‘ L > 0), alors : yv(t) = 1(t>0) e [f] Jl(ZﬂZ), ou Jl

désigne la fonction de Bessel d’ordre 1.

3) Soit a un point du support de v, et soient ¢, 7 > O ;

1

;:Iﬂ_—‘_c dv(c) (7 € R) H

N (7) = lim exp-ic I
o o la-n,a+n]

1- Ncn converge A-p.s. et dans LZ(R.A) vers 1 - expa—"—f—7 quand n — O.

Démonstration :

1) pour € = 4 + ip avec p > O,

i _ 1 - ® _(p+i-ia)t it
J’R e O = I]R ey @0 IR JO e dw(d)

= e—(p-u)t y () dt = Q () (noter que y_  est bornée) ;
o v v v

1 An : ® uxc
N, (@) = Z 0" L e =1 - I Y (u) X% du ;
n=0 0

soit pour ¥ € R, Nv('() = llmr_)o’Nv(r + in) (cette limite existe A-p.s., est de

dv(Q) si ¥ ¢ Suppv) ;

module 1 et vaut exp-iI !
RY¥ -6
si Suppr S ]-A,+Al (A > 0), on a :
1 1
1= N =2 Y 500 * 3 JR Tr =27 @9 Yy > 2m)

1 1 2
=2 ll—zA,ZAl(“ vz VR Tol - A l(|7l > 24) € LRA) .
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) -ita n _ tntn-l -ita
2)Siv=15 (t>0), 4 ) =1, Le ™, 4 ) =1, =e

n1 2! -iat

iat -
Loo) nZI D Smm = Yoo [

_ f) 172
(0 =e z] 3 @VTD).

3) résulte de la majoration (vérifiée pour ~A <a -n<a+ 73 < A):

1 1
1= Noal =2 Y0 0@ * 2 7= & Y4 > 20 ©

Soit donc p € .lth avec Gp singuliére, 0 < Fp(R), etc=1;

si Nv est une fonction intérieure singuliére de mesure associée v vérifiant :

dv
v(R)<w,v<Fpet-d—fp51,

= R . . _ 2 P _ 2
G‘o Nv est intérieure singuliére, 1 Nv €H (lemme 9-1), Nv Gp (Nv 1) e W

et pour h € W2, IR T @A - N, ) dy = IR A N, G, (N, - DG) dy = 0

t 172
(avec les notations du lemme 9, J. [%] yvoLog[E] dx' est indépendant de Rt)
0

U (.(.‘:-;_;Hf)1 contient donc Vp, le sous-espace de Hf engendré par les (1 - G) ou G
n
est une fonction intérieure singuliére de mesure associée v vérifiant :

V(R) <o, v « F_ et dv bornée ;
P de .

d’aprés le lemme 6-3), il existe a € R tel que pour tout £ > O,

¥y —1- expE_-f—t7 appartient A 1’adhérence de Vp dans Hf ;
2)1.

soit h € Hf , orthogonal a g (E;;H ;ona:
o )2
I h(t) exp-iat (f] Jl(z/a) dt = O pour tout ¢ 2 0 ;
0
00
pour tout n > O, I At exp-i.azt2 Jl(lvt) dt = 0 ; la transformée de Hankel de
0

la fonction : ¢ > 0 — % h(t)) exp—i.a/t2 est nulle ; A est donc nulle A-p.s..

iv) Conservons les notations du lemme 9 ; on a I |l - Nvlz(m) de = 2rn v(R)
R
(voir Remarque 5-3) ; supposons que v soit une probabilité symétrique [singu-

liére] ; pour O = a = §, N&v Nav est intérieure singuliére et 1 - Nav est

orthogonale a (N6v - Nav) ; par suite :

- -1 - 1T = N
J’R Y, Y () dt = (2m) IR (L - N, )@ (T= N @) de
* -1
= (2n) ‘[R 1 - Navlz(a:) dc = a

1
etaz0— J- sy oLog[l] dX est un mouvement brownien.
o av S s



3) Variations quadratiques.

Proposition 10 :

t
Soit k € M et pour t > 0, K =‘[ ,;[i] dx ;
t o S s
A
AlT) = E[(Kt - f(o)z] = ;l[- -[R (1 - cos(ta)) |nn|z(a:) dec.

K a une version continue si et seulement si K a une version continue ; une

condition nécessaire et suffisante pour cela est :

1 172
o du {-logUo l(A(T) < uz) d‘t]} <o,

Plus précisément, si K est continu, pour tout € < %, limt_)o t Kt = 0.

Démonstration :
Le critére de continuité sur K est celui de Fernique [F2] (voir aussi [JMa]).

€

1
Comme EIK’] = t I xz[l] ds, il reste & vérifier : lim__ t5 K =0 (€ > -2).
t o S t->0 t 2

Soit donc Z un progessus gaussien stationnaire, continu, et pour n € Z,
En = suan'tSmllZ‘t - an i

on déduit de : sup |ZT| s |Zn| + §n et E[En] = E[Eol < w, que :

nST=n+1

na 1 . at _
Va>o0, Z e s"pnsranlzrl € £ et lim (sup.tsn e |ZT|) = 0. o

n=0

Remarque : Si H est un processus gaussien stationnaire dont la mesure spectra-
le admet une densité ¢ décroissante au voisinage de =, Marcus [M] montre que H

a une version continue si et seulement si :

®, vz
I ( o(u) du] de est fini.
«

«vloge
Avec plx) = -1 au voisinage de » , on obtient, pour 0 < a = 1, des exem-
«(log)

ples de moyennes mobiles non continues.

Proposition 11 :
Soit W un processus gaussien stationnaire de mesure spectrale u ;

W 2 = - = A .
E[(W_ - W )°) IR (1 - costza)) du(@) = B (¥) = T & (x)

Pour J subdivision de [a,8) (T = {a = % s L S..sT < T = 8}, n € N),

soit ZZ(W.(a,&].ﬂ) la variation quadratique de W le long de T :
n
o ~ 2
ZZ(W.[a,A],:T) = Z W, -W)
=0 J
Une condition nécessaire et suffisante pour que ZZ(W,la,bl.ﬂ) converge en pro-

babilité quand le pas |T| (= s“P(l"",,, - ‘l,'jl, 0 s j s n)) tend vers O est :



65

#1) & = limh-)O 7li I (1 - cos(hx)) du(x) existe' et
+ R
2
z (expw:t - explaet )(expwt - expwt)
)=0

(#2) 0 = lim g ”du(c)du(q)
SZ(W.[a,L].ﬂ converge alors en probabilité vers c2(& - a).

Démonstration : D’aprés Schreiber [Sc], si (ZZ(W,I.[a,AI))y converge en proba-
bilité, elle converge aussi dans tous les espaces LP. En particulier,

lim E[ZZ(W, [a,8),9)] existe.

|7]+0
or E[(W_ - W )% = IR (1 - cosx - ola) dula) = &, (x - o) ;

en prenant pour 0 < 2h <& - a, n = [‘—'}P—] (n 2 &_%-_a > 1), on obtient, si J

est la subdivision définie par 1:1 =a+ jh pour 0 < j=n, Tn =

-7 4 -a P
E[=,(W.la,819)] = & () A [_h-—] N A“[& a [ ] ]
» : ’ 2 = A .
d’ol la nécessité de I'existence de ¢ lim, 50 A“(h) H
si cette limite existe, on a : liml’l 50 E[ZZ(W,[a.A],.‘T)] = c4s - a).

Rappelons pour mémoire les propriétés élémentaires suivantes :

Lemme 12 : i) Pour (U,V) vecteur gaussien centré,

Uiy =

= 2 (E[UVD)? + EIU?) EIVA).
a=y=0

E[expi(eU + yV)]
x”3d%y

i) Pour (Ul. . Un) vecteur gaussien centré, @y ooy @ réels,
fof) -2 7} Poz (f fa) ed)’
Var[ aU]=2 aacov(U.U)sZ[ |a|E[U]].
=1 I | 15 ks J k )k =1 J J
On a donc :
2
Var(zz(w.[a,u,:n) =2 :[(wtj’ - W )(wtm- LA )]

15),kSn
2

2
lSj.kSn

2
2 j f du(@) duly) |Hylay)|

I du(x) (expucr - expict )(exp-uct e exp-w:l: )

n
A H(a,y) = : _ . R _ R
ol ,( y) JZO (expw:'rM expwrj)(expwtm expu;rj)

[= —ay (11)’) (@) si D, -JU (v, 11] ,

1 o~
La condition (#1) assure déji l’existence d’une version continue de W.
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et Var(Z,(,(a,6,9) - £,(W,(a,61,9) = 2 ” dul@) duly) |Hglz,y) - Hyle,y)|>.

La convergence quand |J| > O de ZZ(W.[a.&]J) revient donc a celle de H, dans

g

Lz(ueu) ; comme lim Hy(a:,q) = 0, on a les résultats annoncés D

|7]-0

Remarques 13 :
1) D’aprés Wiener ([W], Théoréme 21), les limites limh 50 713 I (1-cos(ha))du(x)
+ R

et lim « du(x) existent simultanément et sont égales.

1]
™ T ) ocesT)

2) Une condition équivalente & (#2) est :
@ -t )-8 -Tt)-Allt -7 )+A(1.'-T))—)O
1sphsn BT L R e R R AR

Nous n’avons malheureusement pas su trouver de condition équivalente a (#2) ne

faisant pas apparaitre de subdivision ...

3) Soit ¢ et ¢ deux fonctions continues sur R, a variation finie sur tout
intervalle borné ; on suppose @ croissante et on s’intéresse a I’existence

d’une variation quadratique sur tout intervalle [a,4) pour le processus { Wog.

« Supposons (#1) et (#2) vérifiées ; W est continu et, pour J subdivision de

[a,8] (T = {a = T,ST S..ST ST = 8}, n € N),
n 2 n
~ _ ~ - o~ _ 2
E,(¢ Weq.la,61,9) = JZO;Z(TJ) [w"“m’ wq(f,)] . ,Zowq“,,l’mtl“) )

(W

- W Yr ) - ()
1 q(-tM) "‘T,) I J

n
+2 Zo ) W

quand |t’l| tend vers O, les deux derniers termes convergent vers O, tandis que
n o n 2
s[ ) fie) [ o, ) Wote )ﬂ = L) a e ) - glx)
)=0 1 J J=0
2 & 2
—c I () dg(T) ;

|90 a
si ¥ est la subdivision de [g(a),g()] définie par ¢, = q('rj).

n 2
Var[ x) [W -W ] ] =
JZ o ) q(tM) gl 1:3)

2
=2 Z lz(tj) {2(1:‘() J-d#(a:) (expizwm - expia:a-’)(exp-imo‘hl - exp-imo-k)
1=j,k=n
4 2
<2 sup g4 £ J’I du(@) duty) [Hyle,p)|* — o.

|70

Inversement, supposons ¢ strictement croissante et { non identiquement nulle ;
supposons que { qu ait une variation quadratique sur tout intervalle [a,8].

Avec une démonstration analogue a celle de la proposition 11, on montre que
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(#1) et (#2) sont vérifiées et que la variation quadratique de { Weog sur [a,&)

est ¢ I £r) dglx).

Soit en particulier, Wt = vt Wlnt (t > 0) ; W a une variation quadratique sur
tout intervalle [a,8] € 10, si et seulement si (#1) et (#2) sont vérifiées ;
cette variation est alors c(b - a) ; de plus, W admet une variation quadrati-

que sur [0,8] pour & > O :

siT={0=t st s..st st =8) est une subdivision de [0,4]
[+] n 1 n n+l

z,(W,[0,6],9) = Z vE - v/t_)z t“ wf

J=0 » Jo1
,— V2 ~ ~
+2 Z ( '/_J) 1 e W o - Wioett )
m " )
5': - o~ 2
+ t (W -Ww )
= J log(tjd) lox(tj)
d’aprés la proposition 10, pour u < 1, il existe une v.a. positive C avec :
n n
COWER R sC ) - Ve
)41 MRS T TS
J=0 n J1 J=0 &
scC Igll_v Z 1 LU t -t)sc Igll—v'[ tmv-z dt ;
1 ) 0

jBo (VT _+vE)2 Mtk
Jj+1 J

en choisissant O < u, 8 < 1 avec u + 4 > 1, on obtient :
n

Z wt]u - \’t_J)2 t':l Wf —— 0 ps. ;
J=0 J w1 |T|40

n
i - -172 o o .
comme J;( . \/t_J ) L W&M(Wlo‘(t A ,)| est majoré par

fla) J

n n
(Vt— - {t_)z t_l w2 ] X [ t (W - W )z]' il reste a
[JZI fAg) ) n tJ*l jZl J lo;(tM) log(tj)

n
. = 2 2 2
établir que 6 Z 10‘“ wmuj)) converge dans L™ vers c“§,
quand |T| » O.

Soit 0 < < & ; on peut supposer que la partmon J contient toujours 7 ;

1
E[8y 4] = z t A"olog[ ”] I Kglu) du
t . t .
—’ A olog[ :'] —
|70
en étant dominé par Sup, o Z“(h) < o,

ou Ky(u.)

]t] tJ l]

Var(e“.g) =2 Var(en g ) + 282 Var(t (W,[n,8],9

)
lto,m” |81

=2 9° Sup, o K"(m +2 4% Var(zz(W,ln.u.:r“n )
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: 2 =2

et limsup Var(8, o) = 2 0" sup A°(h) pour tout m > O o
|7]+0 8,7 >0 “u

Exemples 14 :

1) Supposons qu’'au voisinage de O, A" soit différence de deux fonctions conve-
xes. La dérivée a droite ¢ — A"l(¢:+) définit alors une mesure (signée) v sur

un voisinage de O (noter que v est symétrique et v[{0}] = A"l(0+) z0);
2
|Au(¢ +h-K) A“(a: + h) - A“(a: - k) + A“(¢)|
+h 2 2
= [r du v(]u—k,ul)] = U dv(s) Al(lx,uh] n lo.mk])]
<

- H dvle) dvl) A ((eevh] 0 lo,0ek]) A (IE,coh] A lu,wek]) ;

pour h, k = O, Al([c.a:a-h] n [u,8+k]) s inf(hk) 1

c-k<u<ac+h’

pour J subdivision de [a,8] (avec & - a assez petit),

2
= ks..(A“(T"” tlm) Au('l.'."1 Tk) Au(‘r’ tm) + Au('rJ -T))

s [[ alvicalv|e) J):kxl(lr Tl vt 1) A (T Inler e )

)

De ’Xk Kl([‘t’.'t’ﬂ) n [mtk,wrml) Al([rj,rM] n [mﬂ'k,wrrm

, _ .
s )1 1 inf(t, -T,T.  -1)
J)-:k ('tj T 'rk) (TJ T ‘tk) e ) ka1 Kk

s 2’: (IM - 1:]) {2|7] + )\l(ltj-u,'rm-u[ n ]t’-w.tm-m[))

s ; , -1 {2|7] + A Qe Lo )'r’+|u-w|.tm-|u-w|[)}

s2|7| (8-a)+) (x -t ——0,
; Moo 950
on déduit que W a une variation quadratique sur [a,8], égale & (& - a) v[{0}].

2) Soit v une mesure de Radon sur ]0,1] telle que ‘[ vy d|v](y) < w et soit
]

t
= . i = _t. = .l. .
Y = I Xw dv(y) ; Y est continu et Yt Io K[s] dx. ol k(x) v[[x.l]] ;

1 1 1
on a en effet : I nz[l] ds = I v([o!:.ll)z de s I |v|([¢l:.l])2 de
o \* o o

2
= II uas d|v| () d|v|(e) = [I vy d|v|(q)] <w;
10,1]

soit N la mesure [bornée] sur R déf inie pour { borélienne bornée par :
v

I ¢ dN = J- vy {(-logy) dvly), et N sa symétrisée.
Jo,1]
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On a : 4\) () = ! I vy expliglogy) dv(y) = 1 N(3) ;
(3 1 1
- -z 7]0,1) - -y
2 2
Y est gaussien stationnaire, de mesure spectrale du(y) = %— ——1—2 IN()|? d7
1 + 4y

A“(h) = E[(?o - ?h)z] =2 J [exp-;-lql - exp—%]q—hl] dN'N(q) est différence de
R

fonctions convexes. Y a donc une variation quadratique sur [0,t], égale a czt,
od : ¢ = A’(0+) = NoK({0)) = Z N[z)? = Z t[t)® .
L xZ0 t€)o,1)

4) Propriété de semimartingale.

Proposition 15 ([Kn)) :

t
Soit k € M et pour t > 0, Kz = I x[ﬁ] dX' ; K est une X-semimartingale si et
. s O

seulement si :
1
k(x) = c + r q(y) -:; dy pour A presque tout « > 1, ou I‘ qz[%] do < o .
1 0
K est alors continue ; sa partie martingale est ¢ X ([K.K]‘ = c%, [K,X] = ct)

. . u
sa partie a variation finie est I 1 U q[-q] dx] du .
0 u 0 S s

La proposition 15 est conséquence du résumé suivant des résultats de

Stricker [S2] sur les semimartingales gaussiennes (voir aussi [JMo]) :

Lemme 16 : On suppose donnés sur l’espace probabilisé (Q,4,P) une filtration

¥F = (9'.)o . [vérifiant les conditions habituelles] et un espace gaussien §.
Soit (Zt)o <isy UN Processus gaussien centré, tel que :

® pour tous 0 sssts], Zt est 3‘—mesurable et
. E[Ztlﬁ-] appartient & §.

Z est une F-semimartingale si et seulement si elle est une F-quasimartingale ;
elle appartient alors 4 tous les espaces H® et se décompose en Z = Zo +M+ A
ou M est une ¥-martingale, A un processus F-prévisible 4 variation intégrable
vérifiant : pour tout t = O, At et Mt sont dans § ; A‘ est limite faible dans
L? quand h tend vers 0 de % I; E[Z,, -Z,|%]ds (Z =0 siuzl; lalimite

est forte si A est continu).

Démonstration de la proposition 15 :

Si K est une X-semimartingale, Kt est une X-semimartingale sur tout intervalle
T
[a,] SR ; on a : ET=I n, (T-u) dB et pour o < T :
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E[K-r - K‘r| fcl = J:n ('nx('t-u) - nx(cr-u)) dBu ;

172
E[|EIR_ - K| f¢]|] =0 [J:o (n, (x-u) - n K(cr-u))z du]

00 2 172
=0 [J'O (n, (x-o+u) = 7 (u)) du] ou 0 = E[|X |] ;

la propriété de quasimartingale de K équivaut donc a :
00

IO (n (hsa) - 7 (W) du = OKD).

Suivant Hardy et Littlewood ([HL] théoréme 24), introduisons, pour u, h > O,
1
Dh(u) =g (nx(hm) - K(u)) H

D = (Dhl h > 0) est borné dans Lz(R‘_.A) ; il existe donc une suite (hn)n dans

R' et v € Lz(R ,A) avec : h. - 0 et Dh converge faiblement vers 7 ;
n

comme pour A-presque tout &, n (u) du = n (a), on a pour 0 < @ <
;; Y :

+h

7(t) dt = lim D, (t) dt = lim [ J‘U (u) du - (u) du
‘[m n J‘m hn n Hn H

=7 (q) - M («) pour AeA presque tous (z,y) de RQ :

soit ¢ = esslim 50, n, (@), ¢ € M tel que -n tr=mg et 8(a) = ¢ + JJ: O(l}% dy
«
© 2 -2 -x/2 € 1
a:I&(a:)a: dr <wet n(x) =e C+.[ qly) = dy| ;
1 3 1 Y

dna(x) = - % na(a:) de + e X2 g(e¥) da = y(x) da, i.e. g =M, A-p.s. .

Y © 12
On a alors : EU do |r 7(oe-u) dX l] =0 (& - a) U 7 (u) du] < o
a -0 v [0}
& [}
1 o o
E“H Ia do ER_, -K | T - Ia do f; 7(
& 1 -u+h
1 f ] v o - vio-w) e,

] 2
o-u
u+h

s 6% (& - @) I [7{ 7(3) d/;-zr(u)] du———)O

[ do r 7(o-u) dBu] est donc la partie a variation finie de la (fb)bz -
bZa

quasimartingale (Kb - ﬁ-)bz.' On a immédiatement la décomposition canonique de

la X-semimartingale K o
Avec les notations du lemme 2, la proposition 15 a pour conséquence :

t
Corollaire 17 : Soit xk € M et pour t > O, Kc = I x[%] dX..
(o]
1) K est une semimartingale si et seulement si :
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xe(a:) =c+ r qy) é dy pour A presque tout « > 1, ou g € M
1
N c+ i ()
[on a donc pour 4 € c, n, 3) = 1_0 ] H
e = - ig
2
S (Y (
sa décomposition canonique est ¢ Y(m + I 3 U q[g] dY'm] du ou Y(K) est le
(o] (o]

t
mouvement brownien Y = I P [1] dX .
t o K|S s

2) La lot de K est équivalente a celle de X si et seulement si k € Mb.

Démonstration :
1) découle de la proposition 15 appliquée dans la filtration y(:c)' qui coinci-

de (lemme 2) avec la filtration X.
2) Si la loi de K est équivalente a celle de X, K est une semi-martingale ;
t u
ainsi K, = ¢ Y +I 1 U q[g] dY(m] du ;
t t u S s
0 0
puisque (K,K]t = czt, il faut c? =1 ; le théoréme de Girsanov impose alors :
t 1 u u (K) 2
J = U q,[—-] dYy ) du < ®, ce qui nécessite :
u s s
0 0
t 00

IR EESEE RTIRGEETEY

Remarques 18 : Pour que K = I x[—s-] dX' soit une X-semimartingale, il faut que
0

"
©
o

K soit une X-semimartingale (d’ou une condition sur Ke) et que Y soit une

X-semimartingale (d’ou une condition sur Px) ; la premiére condition est :

1
k() =c+ l qy) 1 dy pour A presque tout « > 1 U qz[l] da < m]
e 1 Y 1 0 a

(K) t 1 v u (K)
Kt = th + I [ﬁ I q[;] dy ] du
) 0 :

=(c+1(3) nl(f;) et (c+17) n est extérieure ;
e 2" iy 8 ¢
la deuxiéme condition est :

1
pn(a:) =1+ r {(y) 1 dy pour A presque tout « > 1 U {2[1] da < w]
1 ¢ ! o \°
- (K) t 1 M
et 1 + n, intérieure ; Y =X +I = {E dX | du .
¢ t t o Wl ™ls s

- 'n‘ =1- Gn appartient a Hf ; on a vu a la remarque 5-3) que :
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-4

GW=1n

_ ] exp-z[i o dl-‘(1)) = B(%) S(p)
neD a_ - 3 10,004

-7
ol (anl n € D} € C, stable par 4 — -y et ;o ¥mla) < =,
F mesure positive bornée singuliére.

En outre, n = (c + n') n, a-+ -n;) d’ol I'on tire
1
n(a:)=c+rh(q)ldqpourk presque tout « > 1 I 2L do < w
1 M ! o \©

t
= . i . = —t- 1
oumy, = oy + g+ my e my soit + AL = o 1)+ glt) + jl {s) q[s] s

D'apreés le lemme 4-ii), on a aussi :

00 00
X, = [l + I glv) v2 dv] Y:m + I [r glv) v dv] ay®
1 t Yut "

0
(K) (K) -2
= Y‘ + Il th gv) v dv.

Suite de l’exemple 14-ii)

1) Si v est diffuse, Y [= I )(y dv(q)] a une variation quadratique nulle ;
Y n'est une semi-martingale que si elle est & variation finie (ou intégrable).
Une condition équivalente est : limh 50 A(R) existe, ou I |N(3r)|z dy < »
1
ou, v est absolument continue, de densité ¢ et I Y cpz(q) dy < .
(o]

2) Particularisons en prenant v = A 61 +u ax/a (@ > 1, Ap # 0) ; on étudie

donc Yt = 7\)(t + uxv. ; on va voir que ce n’est jamais une semi-martingale.

Soita>0etl; —u.o+w eCtelsque: -ea, £=exp-a(—;--iqo):
A = -
|a = expair,). 8 = 57 g | l
auo=Oou1tselonqueku>0007m<0)
@2 A sina(g- % )
nx(a:) =A+p l(c > a)) e nx = -2ip exp-—(lw; +7) ——__T_,_—,;— '

2

>1;

Premier cas : ”o <0

4\1‘ est une fonction extérieure, ¥ = X et Y n’est pas une semi-martingale.

Deuxiéme cas : 6 > 0, i.e. Va <1;

sina(l;-/;o) chZa(u-uo) + cosZa(u-uo) chZa(u-uo) + cos2au

ch2a(o+uo) + cosZa(u-uo) ch2a(u+uo) + cos2au

sina(';-io)

est majoré par 1 sur t':0 et vaut 1 a la frontiére ;
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A sina(f;-qo)
la partie intérieure de L est donc _—

sina(';-'_io)
« o - sina(3-3)
et sa partie extérieure est : - 2 exp--u, exp-;(lﬁ'/;o«fi/;) —_
2"
« X A o evoall sy B
K, = exp-_us p [: + l[a,m[] ol = = exp az(2 u;o) X
(] 13
. _ () )y .
soit Kk, = sgn(AplVa (u + A l[a,w[) Y, = sgn(ApVa Wy, + AY, )

on est ramené au premier cas et Y n’est pas une semi-martingale.

sina(g~-g o) 1

De plus, 3 = — 1
K sina(/;-';o) z %2

1

'npx(a:) = exp-(a:/z)[exp—Zwuo - 2sh2as xZo exp2ka(-s ) 1 mzzka)]
1

P (t) = exp-2am - 2sh2ans, kZo expZka(z-u ) It = o)

SRR D

o) () 5

. , A
K prest pas une X-semimartingale, ce que 1’on constate sur P, OU sur "p

Y

. K
sma(f;-fzo) . n
est un produit de Blaschke admettant pour zéros %, +n 5\')'

sina(3-3,)
Troisiéme cas : s =0, i.e. va I%l =1;

1

%K(/;) = usgn(Ap) [l + sgn(J\u)expm'/;)] est extérieure ; Y = X et Y n’est

L)
2 <4
pas une semimartingale.

Les considérations précédentes vont nous permettre de caractériser les
processus gaussiens stationnaires qui sont aussi des semi-martingales. La fin

de I’article est consacrée a la démonstration du résultat suivant :

Proposition 19 :

Soit W un processus gaussien stationnaire, de mesure spectrale M= B + {.A ou
B est singuliére et { = g—-;" est la densité de la partie absolument continue de
W par rapport 4 la mesure de Lebesgue A ({ est paire) ;

W est une semi-martingale (dans sa filtration propre) si et seulement si :

1) J- 72 du(y) < w (et W est continu, & variation finie)

ou

2) f 7 du,(z') < w, I 7 {7) dy = o, I Logl(y) dy > -o et

Rl+72
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T
2 . 1 2
s il i > : = —
existe ¢ > 0 avec : ¢ hmT T IO 7 {y) dy
. f (? - 2cy VI(7) cosply) + 72 (7)) dy < w, ot ¢ est la conjuguée de Logf
= i =1 A 1
ie. avec 4 = @ + iy, olx) hmq 0. Re[ - IR 72 - /‘2 Logf(7) d7] .

Commengons par quelques rappels sur les filtrations des processus gaus-
siens stationnaires ; ce sont des conséquences immédiates de 1’alternative de
Szegs (voir par exemple [DMK] chapitre 4, ou [Ka)) (les notations sont celles
de la proposition 18) :

2 TeER T

I)SiI ! logl) dy =, 0 W =
R1+ 7 ®

2) si J. ] 5 Logf(z) dy > -, on peut écrire W = U + ¥ ou :
R1+y

« U et V sont gaussiens stationnaires indépendants, de mesures spectrales

respectives M et {.A;

* e V= U
* de plus { = |4\1 ]2 ou 4"& est la fonction extérieure de W définie par :

e e
%Ke(';) = exp[i IR 1ty Logf(7) dy 2] = exp[—i% IR -—‘—z Logf(y) d7] ;

nilg 7% 1+7 -

n appartient a Lz(lR.A) et est nulle sur ]-=,0[ et V = I N (. - o) dBo- ol
e ' -0 e

B est un mouvement brownien (indexé par R) avec 171_ = o-(Bx - By sy saesT)

Rappelons aussi que le processus gaussien stationnaire W, de mesure spec-

trale p a des trajectoires a variation finie si et seulement si g a un moment

T
d’ordre 2, auquel cas pour ¢ = T, Wf - Wor = I &'ax dx, ol 8 est un processus
-
2

[mesurable] gaussien stationnaire de mesure spectrale v ou %E(a:) =,

Supposons maintenant que W soit une semi-martingale, ou ce qui revient au

méme - voir lemme 16 - une quasi-martingale ; ainsi :

V—m<a<6<m,3K(a.&)eIR.VnelN.Va=1:os-rIS...Stnsrml=6.
E[|£(w,‘ (W 1- W |] = K(a,$).
J=0 0 J )
Logf(y) dy = -o, W est nécessairement a variation finie (puisque

SiI
R

n - : s e I 2
<eR Wt Ww) et on vient de rappeler que cela signifie : | ¥~ du(y) < «.

1 +7
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-

Log{(y) dy > -», pour ¢ = T,

Si

J.R 1+7

€|, - U] = EC|E_ - W |€)]] = :[|s[s(wr|wvl - W¢|ﬂm]”
s E[|EW_|# ] - W |];

12
comme E”ﬁ-, - U¢|] =( I(l - cos(t-0)y)} du (7)] , on obtient avec a < &,
0<2h<b&-an= $ - a (ntb-a>l)etfr = inf(a + jh, n) (0 =< j = n)

’ “h 2h J ’

172 n
[ I {1 - coshy) du (7)] :[I:lw LA 1- ] < K(a,b).
J

On en déduit que h — h'z AM (h) est bornée au voisinage de O et (lemme de
s
Fatou) que B, a un moment d’ordre 2. U est donc gaussien stationnaire, absolu-

ment continu ; pour ¢ = T, 01: - U I u dx, ol & est un processus [mesura-

ble] gaussien stationnaire de mesure spectrale v ou @ (c) = .
s
La moyenne mobile V est donc une #W-quasimartingale ou, ce qui revient au

méme car U et V sont indépendants, une ¥/-quasimartingale. D’aprés le corollai-

re 17, (%»,14)4‘, (¢)=c+4‘,(¢)et

c = lim ( + ) 'n (l;) llmq exp[ -[R — Log((.:_ + 72)“1)} dr]

Fmygre0 7 *q

On a aussi ¢ - i "n () = 5 1)'< (3) + nq(/;) € H’. ce qui se traduit puisque :

b = v A0
e
par la finitude de I (c? - 2cyV(7cosp(y) + 7° 7)) dy.

Remarques 20 :

Soit W un processus gaussien stationnaire, de mesure spectrale p = {.A absolu-
ment continue. Des conditions nécessaires pour que W soit une semi-martingale
sont :

1) (1+ 12) U7) = A +g(y) ou A e R:, I |¢(@)] d¥ < .

2) l'mr-m T I l(':) dy existe.

(Notons que 1) et 2) suffisent pour que W ait une variation quadratique)

A 2
c+ 7 (7)

En outre si Au(a:) = % J (1 - cosyx) dy, on a aussi,

-+ 1
2 ¥

v
A“(a:) = I (exp-%|q| - exp-%la: - y|) d(e * 8)(y),
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ol ¢ est la mesure [de Radon, portée par R‘] cso + nq.hl H

lim A () = plR] = A = - i iti-
o300 “( ) = ulR] #(w) et Ou(a:) A“(m) Au(a:) est une fonction positi

ve, différence de deux fonctions convexes, telle que la mesure associée a &’
v
soit1® A +0%0.
4 p

Une autre écriture est : Au(a:) = E[ II L::+a-u do(u) do(u)].

« .
ol (Lt) ceR 120 est la famille des temps locaux du mouvement brownien X et

T est une variable exponentielle indépendante de parameétre % .
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