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INTEGRALE MULTIPLE DE STRATONOVICH
POUR LE PROCESSUS DE POISSSON

par

Josep Lluis SOLE et Frederic UTZET

IL- INTRODUCTION

Dans “Un cours sur les intégrales stochastiques” ([7]) P.A. Meyer observe que pour
définir l'intégrale multiple d’une fonction déterministe f par rapport & une semimartingale
X on peut la considérer comme une intégrale itérée, et que I'idée d’Ito (pour les intégrales
multiples browniennes) est d’intégrer seulement sur 'ensemble {0 < z; < 25 < -+ < z,}
(et les ensembles correspondants aux permutations des z;). Mais alors -dit Meyer- on
laisse échapper des ensembles “diagonaux”. En utilisant la formule de Kailath-Segall [13],
il propose une définition qui ne néglige pas ces ensembles. Lorsqu’on intégre sur une
diagonale simple: {0 < z; < -+ < = Ti41 < -+ < T,}, alors il faut intégrer par rapport
4 d[X, X]. Plus concrétement:

/ Ftry. e yta)dXi, ... dX,,
{0<z1 < <zi=zi41 < <Tn }

/ Fay e tistiy. s tn) dXoy o dIX, X, - dXo.
{0<21 <<z <Ti 42 < <zn }

Intégrer sur une diagonale du type
{03.’61<"'<$,‘=.’ti+1<"'<z‘j=l‘j+1<"'<-’tu}

fait apparaitre d[X,X];, d[X,X];;. Les coincidences de trois éléments font intervenir
Y (AX,)3, et ainsi de suite.

L’intégrale multiple pour le processus de Poisson est bien connue & partir d’Ito [4],
Ogura [10], Kabanov [5], Engel [1], Surgailis [15], Segall-Kailath [13]. Il s’agit, comme dans
la situation brownienne, d’une théorie dans L?(2). Mais dans ce cas une définition par
trajectoires est possible, intégrant sur ’ensemble des points avec toutes les coordonnées
distinctes; voir Surgailis [15] et Kallenberg-Szulga [6]. On peut, finalement intégrer chaque
trajectoire sur tout IRY, mais alors 'intégrale multiple au sens de Stieltjes ne coincide pas
avec 'intégrale multiple d’Ito parce qu’il y manque tous les ensembles avec, au moins, deux
coordonnées égales; ceci est étudié par Ruiz de Chévez [13] qui calcule explicitement les
cas n = 2 et n = 3 pour des fonctions produit. Voir aussi Rosinski-Szulga [11] pour une
autre approximation de l'intégrale double de Poisson sur tout le carré [0, 1]2.

D’autre part, Hu-Meyer [2] définissent l'intégrale multiple de Stratonovich comme
une intégrale de Stratonovich itérée. Alors ils raisonnent que cette intégrale est justement
Pintégrale qui tient compte de toutes les diagonales. Dans le cas brownien, qui est le seul
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qu'ils étudient, [X, X]; = ¢, et toutes les dégénérescences d’ordre strictement plus grand
que 2 n’ont pas de contribution & cause de la continuité du mouvement brownien. Ils
indiquent que si I’on veut définir des intégrales multiples pour le processus de Poisson, il
faudrait considérer toutes les diagonales.

Dans cette note, nous essayons de définir I’intégrale multiple de Stratonovich IS(f)
(f € L%([0,1]™)) pour le processus de Poisson compensé comme une limite dans L2((2).
C’est la méme définition que nous avons proposée pour le cas brownien [14], qui généralise
lintégrale de Stratonovich ordinaire (cf. Nualart-Pardoux (8], Nualart-Zakai [9]) et qui
vérifie que si f(z1,...,2a) = g(21) ... g(zn), alors I3(f) = (If(g))", c'est-a-dire, dans
ce cas on vérifie un théoréme de Fubini ordinaire.

Pour calculer les intégrales sur les diagonales il faut considérer des expressions comme
f(z1,%1,%3,...,2,) pour f € L%([0,1]") et alors il faut préciser quel est cet élément. Pour
cela, nous introduisons la notion de fonction bien définie sur une diagonale. On peut
alors trouver une formule de Hu-Meyer qui donne la relation entre I'intégrale multiple de
Stratonovich et l'intégrale multiple d’Ito.

Enfin, pour le processus de Poisson compensé X on a Y, (AX )% = X, +t, k> 1,
et alors on peut calculer toutes les intégrales sur les diagonales, en suivant les idées de
Meyer citées au début. On obtient, bien siir, la méme formule. Il nous a paru intéressant
d’expliquer comment on peut prouver & partir de cette formule la récurrence des polynémes
de Charlier, pour suivre le méme raisonnement que dans le cas de Wiener, o I’on retrouve
les polynémes d’Hermite.

Signalons que nous avons considéré un processus de Poisson de parametre A = 1 parce
que les notations sont déja bien compliquées, mais il est clair que tout ’argument sert pour
le processus de Poisson avec mesure d’intensité .

II.- NOTATIONS ET DEFINITIONS

Soit {N¢, t € [0,1]} un processus de Poisson de paramétre 1, défini sur un espace de
probabilité (22, F, P), et soit X; = N; —t le processus compensé.

Considérons une partition de lintervalle [0,1], 0 =ty < ¢; < ... < t, = 1. Nous
écrirons A; pour l'intervalle (¢;,¢;41] et |A;| = |t;41 — ¢;|. Nous appelerons suite de raf-
finements de [0,1] toute suite de partitions de [0,1], {Pp, m > 1}, telle que Pp, C Ppiqy et
que le pas de la partition converge vers zéro quand m — co. Etant donnée une fonction
f € L%([0,1]™), et une partition P de [0,1], nous écrirons

SP(f) = Z (—L—— f(z1,...,2zp0)dzy ...dxn)X(A;l). L X(AGL).

[Bil 1A Ay xxa,

i1yenyin

Définition 1. Nous dirons qu’une fonction f € L2([0,1]") est intégrable au sens de
Stratonovich si pour toute suite de raffinements de [0,1], {Pm, m > 1}, les variables
aléatoires SPm(f) convergent dans L?(£2) vers une variable aléatoire qui est indépendante
de la suite de raffinements. Nous noterons cette limite par I, 3.
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1l faut noter que si f est intégrable Stratonovich et o est une permutation de 1,2, ...,n,
alors foo est aussi intégrable Stratonovich, et I S(f) = I3(foo). Alorssi f est la symétrisée
de f en toutes ses variables, I5( f) = IZ(f). Donc, nous considérerons seulement le cas o
f est symétrique.

Etant donnés s nombres naturels (zéro compris), k1,... ks, tels que &k + 2k +-+- +
sk, = n, nous appelerons (ki,...,k,)-diagonale I’ensemble de points de [0,1]™ avec k;
coincidences doubles, k3 coincidences triples, etc., c’est-a-dire, ’ensemble de points de la
forme

(:L‘l,. oy Tk y Thy 41y Thi 415 Thy 42y Thy 425+« 9T hky+kay Thitkare oo

Tkythat...tkgre e ,$k1+kg+...+k,) )

(avec les conventions évidentes quand certains k; sont nuls), ou un ensemble obtenu par
permutation des z. Par abus de langage nous appelerons aussi (n,0,...,0)-diagonale
I’ensemble de points avec toutes les coordonnées différentes. Le nombre de (ki,...,ks)-
diagonales est

nl

YRy,
Nous dénoterons par I', I’ensemble des (ky1,,...ks), 1 < s < n telles que Ef:l rky, = n.
Définition 2. Etant donnée une fonction f € L2([0,1]") symétrique, nous dirons

qu’elle est bien définie sur une (ki,...,ks)-diagonale si pour toute suite de raffinements
{Pm, m > 1}, la limite suivante existe dans L?([0, 1]F1++k)

1
lim E (
2 2
m .'(1‘),...,.'5:1) |Ai(11)| . IA'ﬁ) ”A'.(lz)l A |A’£22)| . |Ai£:)ls

(2 i(2)
1,

KON O)
1 ey,

distincts

/ f(a:l,...,mn)d:cl...dxn)
A‘(i) )(-"XA‘.(I) XA
1 ky

2 2
;(2))( xA‘(z) X xA:(‘)
1 ko ks

'1A‘_(1) ®:-® IA‘(I) ® lAi(z) ®: - ® ]-A‘.(g) Q- ® lAi(‘) )
1 ky 1 kg ks

et la limite est indépendante de la suite des raffinements. Nous indiquerons cette limite
par D(kl v"-yka)f‘

Remarques

1.- La fonction D(1:k)(f) n’est pas symétrique, mais on peut permuter
les variables qui correspondent & des coincidences du méme ordre. Par exemple, pour
f(xay) 2, U, ’l)) = zryzuv, on a (D(l’z)f)(x’ Y, Z) = (L‘y222.
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2.- S’il y a un élément ¢ dans la classe d’equivalence de f qui est continu, alors

D(kl ""'k')(f)(xh . ,l'k1+...+k.) =

= fUT1y ooy Thys Thyt1s Thy+1s Thy+2 Thy 425+ o> Thyhototk,)» PP

3.- 1l est facile de voir que si f est bien définie sur une (ki,..., k;s)-diagonale,
alors

li E ( !

1imm

m Bl AwlAmlAn?.  [Aal. . 1Aw
i 1 kq 1 2 k2 ks

.....

€0,
dislints'

f(z1,...,zp)dzy ...d:z:,,)

X XA®

/A.-(‘) x---Ai(l)fo(z)x-nxA?(z) ‘o)
1 ky Y1 ko ko

'lAi(l) ®---® 1Ai(1) ® 1A‘(2) Q@ lAi(z) ®---® 1A‘,(,) )
1 ky 1 ko ks

(notez 'exposant 1 de |A 2| et que nous omettons l'indicateur 14 ., ) est convergente
1 1

dans L2([0, 1])%1++k —1) vers

1
/D(k"""k')(f)(xh---,zk1+...+k.)d$kl+1-
0

Le méme résultat est vrai en intégrant n’importe quel grdupe de variables.

4.- Le fait que f soit bien définie sur une diagonale implique que d’autres
expressions similaires aux limites antérieures convergent vers zéro. Considérons un exemple
bien simple: Soit n =3 et ky = k2 =0, k3 = 1. Supposons que f est bien définie sur cette
diagonale, c’est-a-dire,

Z (|A1|3 / f(r,s,t) drdsdt)lA‘L -@}])D(o’o’l)f_
i A?

Alors 1 , ,
Z (IA—I:; / . f(r,s,t) drdsdt) ].A?L ([ll)] )0
1 A'.

(Voir la preuve générale plus bas). Et aussi

Z (ﬁ/ f(rys,t) drdsdt) lAiin&,mO.
i A?

i

(C’est une conséquence facile de I'inégalité de Jensen.)
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A partir de ces convergences on peut déduire la conséquence suivante: Soit
f € L?([0,1]") symmétrique bien définie sur toutes les diagonales. Alors dans la définition
2 on peut prendre la somme sur tous les indices sans la condition qu'ils soient distincts.
En effet, si nous supposons 7; = 15,

J > ]
[0,1]k1 4+ +ks ) lAig‘)P"’IAif“l’”Ai?)lz--- IA:',(;)IZ"' IAii'.)l"
1

(2 (2)
1 ko

RO
)il

distincts

.»/"' 2 2 f(xla---,l'n)dill]...d:cn)
A_.(l)x"'xA.'(‘)XAi(z)x"‘xA'.(z) X-"XA:(‘)
2 kq ¢ @ (v
2
a2 @ ‘®la ®la; ® - ®la ;) ®: ®la, (t15e s thy oty ) | by dbiygotr,
k1 1 ks ¢

)

1
= Z IAi(l) |2 . |A'~(l)”Ai(z)|3 e |Ai(2)|3 . IAi(‘)|2a—1
2 ky 1 by @

2
(/ f(xli"'axn)dzl...dzn)
A2 X XA (1) XAZ X XA XX A®
lkl

‘(l) .(2) .'(2) ‘(l)
2 1 k2 ko

1
<sup|A;
S sup |A:] Z |Ai(21)|3 e |Ai£1) ||Ai£z)|3 e |A'.£z) [3... |A',£,)’23-1
1 2 .

2
.(/2 2 2 f(‘:vl,~-~,mn)d$]...d$n)
A‘_(l) x'”Aigl) XAi(z) meA‘(z) x...XA'.
1 1 kg

(s)
2 k

= sgp A F(m),

et F(m) converge vers ||[D(F1=2k2+1.k) £|2. Donc, (1) converge vers zéro. Tous les cas
sont traités de la méme fagon.
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III.- RELATION AVEC L’INTEGRALE MULTIPLE D’ITO

Théoréme. Soit f € L?([0,1]") symétrique bien définie sur toutes les diagonales. Alors
f est Stratonovich intégrable et nous avons la formule

S(f) = .
I;(f) = Z)er‘,. T (P k!

(kli"'lkl
ka+--+k, ky 4otk
K1y ke
. E Ik1+--~+k,—j(/ . ( Z D( 1 )f(:tl,...,Ikl.'.__‘.,.k.)) d.‘l)[l ...d:clj) .
j=0 [0,1) 1yeolj=ky 41
1 <<l
Preuve:

1) Pour a > 2,
L(1a)* =) RP*(A)LA%) + RV(A) i(1a) + |A| R¥*(A) + Li(1a) + |4,
Jj=2
ou R¥"(A) sont des polyndmes en |A|, et RV et R%* n’ont pas de terme indépendant.

Cela se démontre facilement par induction en utilisant la formule de Kabanov [5]:

In(h) - Ii(9) = Ina(h ® ) + Y _ In(h x5y 9) + 3 In-1(h *(jy ),

7=1 j=1

(hxGyg)(z1,.. .y 2n) = h(z1,...,2j,...,T0)9(z;),
et
(h *) g)(zl"'wij’---,zn) = /[ ]h(xl,---,$j,--.,$n)g(:l,‘j)d$j.
0,1

2) Pour a3 > 2,...,ap > 2, i1,...13 distincts,

Il(lA.'l ) Il(lAi,‘ ) =

h oaytetop
[Inaa)+a5)+ DR 2SS CNNRNVNIOY {16 V- oull: TEY- B V:de
Jj=1 j=0 A1=0,...,a
prmo oy
B+ Bp=i

avec la convention 1§° = 1. On peut distinguer alors les classes suivantes de polyndémes

Q:
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a) Toutes les B sont > 1 et I'une au moins est > 2.

b) Toutes les B sont égales & 1. Alors @ n’a pas de terme constant et donc, on
peut écrire

QB B (A, D)l < sup [AII QPP (A, B3I

ot Q est aussi un polynéme.
c) Il y a r bétas qui sont nuls et au moins un B est > 2. Alors on peut aussi
écrire

=P1yesB
Qﬁhm,ﬂh(Afn' .. ’Aih) = |AP1| nee IAPrlQ ' h(Ain' .. aAih )a

ou pi,...,pr correspondent aux indices avec § = 0, et @ est un polynéme.

d) Toutes les # sont zéro ou un. Alors on peut décomposer Q comme & c) mais,
en plus, le polyndéme @ n’a pas de terme constant. (Au moins un 8 = 0 pour le séparer du

cas b).

3.- Développons 'expression de I’intégrale de Stratonovich suivant les coincidences

) (____1___ f(xl,...,x,.)da:l...dxn)X(A;l)...X(A;,,)

IAil I e IAi,.I Ay X XA,

£3% ,...,in

(k1,.e01ks )ETy

)3 1

( IA.‘U)' e |Ai(1)“A,~(’)IZ e |A'.(z)|2 cee |A‘.(.)|"
i 1 kq 1 k2 ks

FORRO!

1,

distints

/ f($1,...,.’tn)d:£1...d2n)
A xmxAi(l)xA?(z) x-nxA?(z) Xe AL,
1 kq *1 ko ko

'Il(lAi(l)) e Il(lAi(1) )Il(lAi(:) )2 o Il(lA‘.iz) )2 ce Il(lA‘_y) )8 -
1 kq 1 2 .
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Le point clé de la preuve est le fait que les puissances I;(1a)*, k > 2 ont seulement
une contribution de type I;(1a) + A, qui est congruente avec Y, (AX,)* = X, + ¢.
(Surgailis [15, Proposition 3.1] utilise la méme idée). -

Fixons (ki,...,ks) € I'n. Alors

( 1
2 2

W |Ai(11)| e ]Aiixl)“Al.iz)l e lA'ﬁ)l ... lA‘i’,) B
@ (2

g
FOIO)
e

distints

/ . ) f(a:l,...,z,,)d:cl...dx,,)
wee e ey L
Aisl) X XA"ill) XA"?) X xA;gz) X xA'_(.)
2 ks

.11(1,3‘21) )... Il(lA.-“) )11(11,‘(,))2 ... 11(1A‘m )2... 11(1A‘(,) )*
ky 1 ko kg

( .
2
|Ai§1)| . |Ai£11) ||A‘.§z)| . |A,.£,2)|2 ees |A'.£,.)|.

/ f(:z:l,...,m,,)dzl...dmn)
A1) XX A (1) xA?(z) x---fo(z) X XA,
1 ky Y1 *ko ke

-Il(lAiil)) . Il(lA'{l) )(I](IA"?)) + Aiﬁz)) v (Il(lA'_(‘)) + A‘S;.))
1 ks M

;(2) :(s)
-k ﬂ(t )y"'rﬁ(' )
n—k; (Vg k(A5 Bye)
+ Z Ik1+h(( Z Z : ke
— Aml...[A0||A.2)2%... |[A@|?... A
h=0 M, ‘i‘l) 8G{?)=0,1,2 | k! -1 'fu)” i | | ,ﬁ?l I 'fc.)l
(2) (2
'i ), -.-iz) ;;(.'f“)):o,...,-
(8) (s (2 il
EONIC I I 448G ())=n
distints

/ f@1reeern) day ... dzy)
A1) X XA (1) XAT ) X XAZ L X X AL
1 k1

:(2) :(2) i(2)
1 kg ks
®8(i{?) ®B(i,,)
-1A.~§1) ®:® lA-'53) ®lag © @ Lo ) ’ )
1 1 "‘o
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Nous allons voir que chaque terme de cette seconde somme converge vers zéro. Fixons
BG) - B()
1 e BGR)-

A) Si nous sommes dans le cas a), alors

;(2) ;(2)
/ QPPN A, .., Aw)
2... 2... s
ot oy BT B @TIA T TAEP - Ap]
ORI
1ty

0,

distints

’/ 2 2 f(x].,"',mn)dz]-..dmn)
A e .en 8
A.-g‘)x XAgil)XA..(z)x XA,-(Z) X xAi(‘)
! t k2 ks

i ®B(i)) 2
1y ® - @1, ®1§i(:)' )®"'®1A.(.')h (yh---,yk1+h)) dyi...dyk+n  (3)
" Yky L !k.

1
<K
- 2 2 4 4 2s
o Bl B ePA el TAelh 1Al
'(12)': T
-
distints

2
f(.’L‘l,. . ,a:,,)dml . .d:vn)
X o XA®

(‘/;i(,)xmxA‘(l)xA’ XX A2 )
1 ky ke

@ @
1 kp

) )
1Al 18,018 @A @ PG LA o))
LY Yy 2 et Yk,

< K sup |Aj1|ﬂ(jl)‘1 ... |Ajr|ﬂ(jr)_1
J

1

Z 3 3 25—1
iﬁ‘),...,ifz‘l) IA#) ... ]Aigl)“Aiiz)l . |Ai£zz)| e IAii“)l

. (2
D),

KO
1

yoren

.'(‘)
k

distints

2
f(z1,...,za)dzy.. .d:z:,,)

/A'_(l)x---xA',(x)xA"‘ x--~xA?(z)x~--xA:(‘)
1 kq ko ko

(@
1

=KSU;p|AJ'1|"'|AJ'r|'G(m)’
J
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ol K est une constante qui borne Q? et ji,...,J, sont les indices avec 8 > 2, et G(m) —
|| DK seweske) £12 quand m — co.

B) Pour le cas b) on a |Q| < sup |A|[@)], et on peut faire le méme raisonnement.

C) Si nous sommes dans le cas c) et py,...,p, sont les indices avec 3 = 0, alors

(3)_/ ( }: |Ap,l---185.1Q
- 2 2
[0,1)k1+5 igl).....if") IA#)I ces |Ai£11) ”Aigz)l N IA'E‘-.;)I .os IA'{,')I.;

RO

17ty

o

distints

()
ks

flz1,...,zq) dzy . ..da:,.)

A‘(,) Xe XA (1) xA?(,) x---xA?m x---xA:(,)
1 ky ‘1 ‘koy k,

®B(i,)

(2) ) 2
®B(5;°) A (yl, ey yk1+h))
.k,

.1A§:)®...®1A$:1 ®1A‘£2) ®...®1Al’l ®...®1AP'®...®1

'dyl cee dykl+].

< / (' Q
= 2 .
[0,1]F1+h+r ‘51).“”.{1) |Ai£1)‘ ces |Aiill)l|A‘§2) 12... |Ai£23)l ven IA’.S‘.‘)I’

O

1ty

EONO)

1 " Tk,

distints

/ f(:vl,...,a:,,)d:cl...d:cn)
A‘(I)XH-XA‘(I) XA?(z)X"'XA? X~"XA"(‘)
1 kq 1 ‘ky

®B(:(? ®ﬂ(i(“)) 2
'].AE:) ®® IASZ)I ®1Ai(;)l )® cee ®1A“ R ® 1A},r ®:---® ]-A‘(‘)k (yl’ see 7yk1+h+r))
1 ks
'dy1 cee dyk1+h+r .

et on peut appliquer un raisonnement comme dans A) parce qu’il y a au moins un B >2.

D) Pour ce cas on fait apparaitre les indicateurs qui manquent comme dans C),
et on finit comme dans B).

En appliquant la remarque 3 aprés la définition 2, il est facile de voir que tous les
autres termes de (2) convegent vers ceux qui donne le théoréme. =
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Remarques

1.-On peut utiliser la symétrie de D(¥1»%) f en les variables correspondant
aux coincidences de méme ordre pour obtenir ’expression suivante:

n!
B= 2 [Foeoer]

(Kk1yeeryks)ETy
kahoootk,
. E Ik1+~-~k,—j( Z 1?2 k_;"
. . 12 lg
j=0 i2=0,... kg
ig=0,... ks
igbebin =i

. */[0 1)i D(kl ,m,k.)f(xl’ sae ’zk1+"'+k:) dxk1+1 U dxkrf'iz

'dxkx+kz+1 RX dzk1+kz+ia oo d$k1+~--+k._1+i.) )

avec les conventions évidentes quand certains 7, sont nuls.

2) Pour se servir de la formule donnée par ce théoréme il faut écrire tous les
éléments de I',,. Nous proposons ici une récurrence simple pour calculer les éléments de
Tpn41 & partir des éléments de I';;: On obtient les diagonales de [0, 1]**! en ajoutant une
coordonnée aux diagonales de [0,1]". Alors tout élément (k1,ks,...,k,) de 'y donne un
element (k1 + 1,k2,...,ks) de Tny1. Un élément (1, k9, ks3,...,ks) de 'y, donne, en plus,
un élément (0, k2 +1, k3,...,k;) de Tpyq. L’élément (0,1, ks,...,k,) de T', donne, en outre
le premier indiqué avant, I’élément (0,0,k; + 1,...,k,) de T'nyy , et ainsi successivement.
On déduit de cette forme une énumération exhaustive de I'p+1: premiérement toutes les
diagonales (r1,...,74) avec 1 # 0, aprés (0,72,...,754) avec r2 # 0, etc.

IV.- UNE REMARQUE FINALE

Nous allons suivre I’indication de Meyer [7] de partager [0, 1] en diagonales et calculer
les intégrales sur chaque zone, avec (dX)* = dX; + dt, k > 2. Nous abuserons de la
notation f(z;,%y,...) introduite & la remarque 2 aprés la définition 2. Aussi nous écrirons
A(ki,...,k,) pour dénoter une des (ki,...,k,) diagonales de [0, 1]".

S(f) = T1,...,Tn z1)... Tpn
HOESED DU )dX(z1)... dX(z0)

(kl y'~~:ka)ern

+ les intégrales sur les autres (kq,...,ks) — diagonales)
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= > (/[ S (@15 Ty Thy 415 Thy b1y - - o Thy otk )AX (21) - dX (2,)
(ki kg) €D, ¥ 10ATHTTRE

~(dX(.’Ek1+1) + d:tkl+1) (dX(.’Ek1+2) + d$k1+2) cee (dX(.’I,'kl+...+k,) + dmkl+...+k‘)
+ permutations)

- ¥

(K1 yeeeyks )ET R j=0 Iaealj=ky+1
[1<.‘.<1’~

Fadotky, kot
/ F(@15e ooy Thy s Thy 41y They+15 -+« > Thy btk )

[0,1]41 - +ks

dX(z1) ... dX (25, )dX (Tkyy, )dTty - .. doyy . dX(21,) ... dX (1)) .. AX(Thy4orthy)
+ permutations) .

et on déduit la méme formule que celle du théoréme.

Pour finir nous allons prouver la récurrence des polynémes de Charlier & partir de
cette formule. Il s’agit d’une application un peu artificielle parce que nous avons prouvé
le théoréme en utilisant la formule de Kabanov, qui est plus générale que cette récurrence.
Mais nous aurions pu commencer & partir de ce paragraphe. Il est alors intéressant de
montrer que la formule est cohérente avec ces polynémes.

Définissons récursivement les polynémes de Charlier

t
P;‘:/P;‘:ldx,, n>1.
0

Alors 1
Pt = ;"'—!In(lfgz]) . (4)
Nous allons prouver
(n+ )PP = (X =n)PP —tPP7Y, (5)
qui est la récurrence des polynémes de Charlier (Kabanov [5]), et qui implique la récurrence
de Kailath-Segall [13] pour ce cas.
Pour simplifier 'écriture nous mettrons I; par I j(lfgjt]). Grace a (4), (5) est équivalent
a

In-I =l +nl,+ntl, ;. (6)
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D’autre part,

Ky,
n! k2 + et ka 1
XP=ragn= > T, () k! ) ( ; )tJIk1+---+k.—:‘- (M

(k1yee.sks)ET'R j=0 J

Alors pour n = 1 la formule (6) est claire. Allons voir le pas de n a n 4 1. Nous avons

| Rtttk ,
Xpt = ) 'H(n(+—|;zku <k2+ : +ka)t’Ikl+---+k.—j- (8)
(ki o k) E0p gy 11r=11 i=0 I
et pour la formule (7),
XX, = I, I; + autres termes. (9)

En égalant ces deux expressions de X! on obtient, en appliquant I’hypothése d’in-
duction pour j < n le developpement en cha.os de I,, - I). Toutes les intégrales qui inter-
viennent ici sont des functions 1[0 1 Mais de 'unicité de la décomposition on déduit que
I, - I ne peut pas avoir de composante suivant & I; pour j = 0,...,n — 2. En effet, par
I’hypothése d’induction

E((In- ) Ij) = E[In(Lj41 + jI; + jtI;-1)) = 0

Le coefficient de I,,_; est aussi facile a calculer

E[(In- 1) In_1] = E[In - I) = n! /[ | 1(o, 40 (¢) dz = ntE[In—1Tn—1)-
0,1]"

Le coefficient de I,4+1 est évidemment 1. Il reste a calculer le coefficient de I,. Dans
l’expression (8) 'unique contribution & I, procéde de la diagonale (n — 1,1) et elle a le

coefficient (—,(1%.)% = -("—4'2—1)3 D’autre part & (7) il y a seulement un terme d’ordre n — 1:

c’est 2("2—12] n—1- Par hypothése d’induction nous avons dans la formule (9)

n(nz— 1) (In+ (n = Doy + (n = D)tl_y),

et cela sera I'unique contribution & I,,. Alors le coefficient de I,, dans le développement de
I, I sera S“—'H)-E ""2_ =n.
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